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RESUMO

Novas tecnologias de constru¢do s&o desenvolvidas visando melhorar o desempenho
estrutural. Uma tecnologia muito promissora € a do concreto reforcado com fibras de
aco (CRFA), que consiste em acrescentar fibras de aco na mistura do concreto, junto
com as armaduras de aco. O concreto € um material fragil cuja resisténcia a tracéo
€ muito inferior a resisténcia a compressao. As armaduras de aco incrementam o
comportamento a tracao e garantem mais ductilidade ao concreto. As fibras de aco
realizam um trabalho suplementar e aumentam a resisténcia a fissuragéo e ao lasca-
mento. O uso de CRFA é recomendado em tuneis, pontes, pavimentos, tubulacdes de
esgoto (situacdes nas quais as tensdes de tragdo sao consideraveis) e estruturas de
concreto pré-fabricado. Embora o CRFA seja considerado promissor, ainda existem
poucos modelos computacionais confidveis para analisar e prever o comportamento
do CRFA. A distribuicdo das fibras € aleatéria, porém fortemente influenciada pelo
langcamento, tornando o concreto anisotrépico. Além da distribuicao, diversos atributos
das fibras (por exemplo, comprimento, angulo, forma e profundidade cravada) tam-
bém intervém no comportamento do CRFA. Essas variacdes dificultam a modelagem.
E possivel observar que as fibras possuem um consideravel papel como ponte de
transferéncia de tensées em fissuras. Para desenvolver este trabalho, usou-se uma
abordagem computacional, por meio do Método dos Elementos Finitos (MEF), e o
método de Newton-Raphson para se proceder com a analise nao linear, incluindo-se
também a técnica de comprimento de arco para se obter o trecho descendente da curva
carga-deslocamento. O comportamento do material depois do inicio da fissuracao foi
implementado utilizando-se um modelo de dano, baseado em Mazars, por meio das
equacdes da Mecéanica do Dano Continuo. Os resultados sdo comparados com dados
experimentais obtidos de testes de flexdo e encontrados na literatura e mostram boa
aderéncia e relativa aproximagéo com esses resultados.

Palavras-chaves: Concreto; estrutura; fibra de aco; modelagem; fissuragao.



ABSTRACT

New building technologies are developed with the goal of improving structural perfor-
mance. One very promising technology is the steel fiber reinforced concrete (SFRC),
which consists in adding steel fibers in the concrete mixture together with steel rein-
forcement. Concrete is a fragile material whose tensile resistance is very lower than
compressive. Steel reinforcement enhances the tensile behavior and grants more duc-
tility to concrete. Steel fibers make supplementary work and increase the cracking
and spalling resistance. The usage of SFRC is recommended in tunnels, bridges,
pavements, sewage ducts (situations in which tensile tensions are considerable) and
precast concrete structures. Although SFRC is considered promising, there are still a
few reliable computational models to analyze and predict the behavior of SFRC. The
distribution of fibers is random but is strongly influenced by casting, making concrete
anisotropic. Besides distribution, various attributes of the fibers (for example length,
angle, shape and embedded depth) also intervene on SFRC behavior. These variations
make the modeling difficult. It is possible to observe that the fibers have a considerable
role in crack bridging. To develop this work, is used a numerical and computational
approaching, by the Finite Element Method (FEM), and the Newton-Raphson method to
proceed with nonlinear analysis, including also the arc lenght technique to obtain the
descendant sector of the load-displacement curve. The behavior of the material after
cracking was implemented using a damage model based on Mazars, by the equations
of Mechanics of Continuum Damage. The results are compared with experimental data
obtained from flexural tests and found in the literature and they show good adherence
and reasonable approximation with such results.

Key-words: Concrete; structure; steel fiber; modeling; cracking.
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1 INTRODUGAO

A construcéo civil é antiga e data das civilizacdes mais remotas, com o exemplo
das Piramides do Egito, feitas com blocos de pedra; da Muralha da China, construida
também com blocos de pedra intercalados com camadas de argila batida; das pontes e
arcos da Roma Antiga, construidos com tijolos ceramicos; e dos castelos medievais,
feitos com grandes blocos de pedra. Com o tempo e o avanco da tecnologia, varias
alternativas de construgcédo surgem com o intuito de aprimorar o processo construtivo
ou melhorar o desempenho da construgao.

Em meados do século XIX, surgiu o concreto armado, que consiste em acres-
centar barras de acgo junto ao concreto. Essa tecnologia € largamente utilizada em
construcdes de médio e grande porte. A ideia foi aprimorada mais tarde, préximo as
décadas de 1960 e 1970 (BENTUR; MINDESS, 2006; NAAMAN, 2018), utilizando-se
fibras em adicdo ou substituicdo as barras. Com isso, surgiu 0 Concreto Refor¢cado
com Fibras (CRF). Essas fibras podem ser de diversos materiais, por exemplo, ago,
carbono, vidro, geotéxteis, entre outras.

A adicao de fibras na mistura de concreto pode parecer algo moderno e
inovador, mas a ideia é analoga ao adobe (tijolos de barro com palha — vide FIGURA 1),
dos tempos antigos da civilizagao egipcia.

BARRO COM ADICAO DE PALHA

# o
: 1

FIGURA 1 -ADOBE OU TIJOLO DE

5

FONTE: Verde (2013).

Observa-se que o concreto € o material mais utilizado do mundo na construgao
civil e em obras de infraestrutura (FIGUEIREDO, 2011). Mesmo com as estruturas
metalicas, que de maneira geral oferecem melhor desempenho estrutural e construgéo
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mais limpa, o concreto ainda continua na lideranga entre os materiais. Isso porque tem
a vantagem de possuir custo de execugdo mais baixo, maior gama de formatos de
construcao devido a plasticidade do material no estado fresco e elevada resisténcia a
compressao (MEHTA et al., 1994). Além disso, quando executado corretamente e com
adequado controle de qualidade, observa-se um aumento na vida Util da estrutura e
também na resisténcia a corrosao (caracteristica esta observada principalmente nas
regides de alta salinidade) (MARCHETTI; BOTELHO, 2015). Por outro lado, o concreto
é fragil e possui baixa resisténcia a tracéao, o que facilita o surgimento de fissuras.

Devido a essa deficiéncia, adicionam-se barras de ago, um material que resiste
bem a tracao, resultando entdo o concreto armado. Esse material passou a ter mais
popularidade, principalmente nas edificacdes. Contudo, as secdes transversais do
concreto armado séo bem heterogéneas, cujas regiées de maior solicitacao se localizam
nas armaduras de ago. As fibras, diferentemente das barras de ago, distribuem as
tensdes de tracado por toda a secéo transversal da peca (KOSMATKA et al., 2002), e
podem dispensar a necessidade de um setor no canteiro de obras para a confec¢éao
de armaduras, ja que as fibras sao acrescentadas diretamente na mistura. Essa
distribuicao das fibras pode ser percebida na FIGURA 2, na qual € ilustrado um corpo
de prova constituido de Concreto Reforgado com Fibras de Ago (CRFA) e rompido, de
modo a mostrar as fibras de ago.

FIGURA 2 - CORPO DE PROVA DE CONCRETO COM FIBRAS DE ACO

FONTE: O autor.

O desempenho de uma estrutura de concreto é avaliado por varios parametros,
por exemplo: a durabilidade, a resisténcia e o custo. As fibras de ago, por serem cons-
tituidas de um material relativamente caro, aumentam consideravelmente o custo da
obra, porém oferecem resisténcia adicional a fissuracao e, por consequéncia, prolon-
gam a vida util. O custo da estrutura de CRFA é viavel com um teor étimo de fibras, de
modo que se obtenha melhor resisténcia e durabilidade para uma estrutura ndo muito
mais onerosa.
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Conforme comenta o cédigo modelo FIB (2013), a principal vantagem da fibra
é garantir a integridade da estrutura p6s-fissuracao, além de incrementar a resisténcia
a tracao.

1.1 APLICACOES DO CRFA

Como o concreto reforcado com fibras possui melhor comportamento a tracéao
que o concreto convencional, utiliza-se o concreto com fibras em estruturas bastante
solicitadas por esforcos de tracao ou sujeitas a fissuracao (CARVALHO et al., 2020).
Segundo Figueiredo (2011), as estruturas que mais utilizam fibras sdo os pavimentos,
seguidos do concreto projetado e das estruturas pré-fabricadas.

Os tuneis rodoviarios (exemplo ilustrado na FIGURA 3) sdo um exemplo des-
sas estruturas que fissuram frequentemente. As fissuras favorecem o lascamento do
revestimento de concreto e, por isso, recomenda-se o reforgo de fibras para minimizar
esses riscos. Frequentemente, o revestimento desses tuneis é constituido de concreto
projetado (a mistura do concreto € bombeada para as paredes do tunel).

FIGURA 3 — TUNEL RODOVIARIO COM REVESTIMENTO DE CRFA

FONTE: Mittal (2019).

Outro exemplo s&o as tubulacdes de esgoto (FIGURA 4), cuja ruptura causa
transtornos incObmodos a populacao. Muitas dessas tubulagdes sado constituidas de
concreto pré-fabricado. Nesse tipo de peca, as fibras tém substituido as armaduras
convencionais (KOSMATKA et al., 2002).

Também se observam, com mais frequéncia, os pavimentos de concreto, uma
alternativa ao asfalto. Os pavimentos rodoviarios estao frequentemente sujeitos a tracao
e a fadiga; esta ultima se deve as cargas ciclicas oriundas da constante passagem
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FIGURA 4 — TUBULACOES DE ESGOTO CONSTITUIDAS DE CRFA

¥ S

Eoiask

FONTE: Mittal (2019).

de veiculos. Os pisos industriais (FIGURA 5), devido ao trafego de maquinario e das
instalacdes pesadas, sao bastante solicitados a tracao.

FIGURA 5 —PISO INDUSTRIAL FEITO COM CRFA

FONTE: Mittal (2019).

As fibras podem ser utilizadas concomitantemente as barras de ago, acres-
centadas em uma estrutura de concreto armado. Existem situa¢cées em que as fibras
ja substituem integralmente as armaduras convencionais (IKUMI et al., 2021), mas
isso ndo implica dizer que o concreto armado convencional € uma tecnologia obsoleta.
Com certeza, ha aplicagdes em que o concreto armado convencional é preferivel
ao CRFA, como obras de pequeno porte nas quais a utilizacao de fibras encarece o
empreendimento, e em estruturas cujos esforgcos sao localizados (FIGUEIREDO, 2011).
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1.2 OBJETIVOS

O objetivo principal deste trabalho é a modelagem computacional de estruturas
de concreto, armado ou nao, reforcado com fibras de aco, levando-se em consideracao a
Mecénica do Dano Continuo aplicada em pecas sujeitas a carregamentos monotonicos
crescentes.

Para tanto, os seguintes objetivos especificos sao propostos:

Desenvolver e implementar um programa computacional, na linguagem Python,
para analise de estruturas de concreto armado reforgadas com fibras de aco;

» Simular, por meio do Método dos Elementos Finitos (MEF), testes a tragéo, com-
pressao e flexao de estruturas de CRFA sujeita a um carregamento monoténico;

« Simular o comportamento nao linear de estruturas de concreto, considerando ou
nao a presenca de fibras;

Aplicar a Mecanica do Dano em pegas de CRFA, utilizando-se um modelo baseado
em Mazars (1984); e

* Analisar a influéncia do teor de fibras no comportamento das estruturas.

1.3 JUSTIFICATIVA

A ocorréncia de incidentes catastréficos, veiculados pelos meios de comunica-
cao, envolvendo o colapso de estruturas de concreto € um dos fatores para a escolha
do assunto abordado. Exemplos dessas estruturas sao os edificios, pontes e viadutos;
a FIGURA 6 mostra um viaduto rodoviario na cidade de Curitiba com sérios problemas
de trincas.

Como o colapso de estruturas de concreto, que permite o desgaste e a corrosao
das armaduras, é frequentemente a continuagdo de um agravamento da fissuragao,
muitas catastrofes poderiam ser evitadas ou seus efeitos poderiam ser menos intensos
caso as estruturas colapsadas fossem de melhor qualidade. No caso da fissuragéo, as
fibras poderiam ajudar a retardar o processo de aumento ou propagacéao de fissuras e
conferir mais ductilidade ao concreto, ja que a ruptura do concreto é fragil e repentina.

Os pavimentos rigidos de concreto que recebem alto trafego de veiculos pesa-
dos, por serem solicitados a tracao, também fissuram. Com isso, € exigida a manutencao
nos trechos danificados — cuja necessidade pode ter sua frequéncia reduzida quando
ha o reforco de fibras.
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FIGURA 6 —TRINCAS EM VIADUTO NA CIDADE DE CURITIBA (PR), SETEMBRO DE 2019
L 7 5
iy ﬂ,

FONTE: Parana (2019).

Além disso, por mais antiga que seja a ideia de combinar fibras em um com-
posto sélido, os materiais cimenticios com fibras ainda sdo pouco utilizados, haja vista
o elevado custo, que muitas vezes acaba por inviabilizar a construcao se esta nao
for de grande porte ou sujeita a elevados carregamentos. Existe também o fato de as
fibras prejudicarem a trabalhabilidade da mistura, devido ao formato de filamentos (vide

FIGURA 7).

FONTE: Concreta (2019).

Outra razéo é a relativa insipiéncia dessa tecnologia, principalmente no Brasil,
em que ainda ndo ha muitos dados de pesquisa sobre o concreto reforgado com fibras
(FIGUEIREDO, 2011), e apenas recentemente surgiram normativas especificas, a
exemplo da NBR-16935:2021. Em paises como a Espanha, por exemplo, ja existem
normas especiais para concretos reforcados com fibras, por exemplo, a EHE (2008).
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Por fim, muitos modelos constitutivos ja existentes para o CRFA no momento
nao sao capazes de simular fielmente as caracteristicas do compdsito, em funcéo da
aleatoriedade de distribuicéo das fibras (BITENCOURT JR et al., 2019).

Tanto a baixa qualidade de muitas estruturas de concreto quanto a falta de
modelos confidveis motivam o interesse por investigar mais a fundo como se comportam
os concretos reforcados com fibras estruturais, a fim de que a tecnologia possa ser
mais empregada futuramente.

1.4 ESTRUTURACAO DO TRABALHO

Esta dissertacdo possui seis capitulos. Primeiramente, € feita uma introducéo,
com um apanhado histoérico do concreto com fibras, uma apresentagéo dos objetivos
almejados e também das razdes que motivaram a realizacao do presente estudo.

Logo apods, é feita uma revisdo, em que se descreve o material utilizado no
estudo, referenciando as obras de literatura como teses, dissertagdes, artigos e livros,
seguida de um apanhado dos diversos conteudos abordados na realizagéo do estudo.

Inicia-se, entao, o estudo com a formulacao matematica e o equacionamento
no capitulo posterior, no qual é descrito o Método dos Elementos Finitos, assim como
0s métodos iterativos empregados na solucéo de equacdes nao lineares, e também as
equacoes envolvidas na Mecanica do Dano.

Essas equacgdes sao aplicadas, no capitulo seguinte, no algoritmo computacio-
nal para a modelagem de um ensaio de resisténcia a flexao.

Os resultados obtidos pelos programas sao comparados com dados presentes
na literatura, num capitulo posterior, no qual também é realizada uma analise sobre
esses resultados.

Por fim, discutem-se as conclusdes e sao feitas propostas e sugestdes para
trabalhos futuros.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA E TEORICA

O objetivo deste capitulo é apresentar alguns trabalhos relevantes e aspectos
relativos ao concreto reforcado com fibras de aco. O concreto reforcado com fibras é
um assunto bastante amplo, por isso, deve ser analisado sob diferentes pontos de vista.
Por isso, faz-se necesséaria uma breve revisao bibliografica.

Neste capitulo, serdo descritos os diferentes materiais que compéem o CRFA,
assim como sera feita uma breve abordagem sobre os materiais compdsitos em geral.
Serédo descritas, também, algumas caracteristicas do CRFA, no que se refere ao de-
sempenho mecanico. Serdo brevemente abordados exemplos de ensaios padronizados
para concretos com fibras e, por fim, sera feita uma abordagem sobre a modelagem
computacional de CRFA em si, referindo varios trabalhos tomados como base.

2.1 MATERIAIS

O CRFA é um material compésito constituido basicamente por uma matriz de
concreto e pelas fibras de aco. Para o melhor entendimento a respeito desse material,
serdo apresentadas as definicbes e propriedades de cada um dos seus componentes.

2.1.1 O concreto

O concreto € um material que possui duas principais fases: a matriz de pasta
de cimento e os agregados (miudos e graudos), por isso, é considerado um material
heterogéneo (NAAMAN, 2018). Quanto menor for a escala de observacao, mais evi-
dente se torna essa heterogeneidade — a principio, observada de longe, uma estrutura
de concreto parece uniforme e homogénea.

Embora o concreto seja um material versatil, de baixo custo de execugéo e
continue sendo largamente utilizado em obras de construcao (MEHTA et al., 1994);
(MARCHETTI; BOTELHO, 2015)), existem algumas limitac¢des.

Uma dessas limitacbes é a larga disparidade entre o comportamento sob
tensdes de compressao e tracao: a resisténcia a esta ultima é muito baixa, caracteristica
que praticamente exige um reforco de ago na maioria das aplicacées. Ao se plotar
um diagrama tensao-deformacéo do concreto considerando tensées de compressao e
tracao, € possivel notar essa brusca diferenca entre as resisténcias, como na FIGURA 8,
supondo um concreto de mddulo de Young £ = 30 G Pa e coeficiente de Poisson v = 0, 2
(PIJAUDIER-CABOT; MAZARS, 2001). Percebe-se que o concreto, quando submetido
a compressao, apresenta comportamento inicialmente linear até o surgimento das
fissuras. Apds isso, o0 concreto perde rigidez e passa a apresentar um comportamento
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nao linear até o inicio do fendmeno de relaxacao, isto é, diminui¢cdo da tensao residual
da estrutura enquanto esta se deforma. Ja sob tragao, existe um trecho ascendente
linear muito menor até o inicio da fissuracdo por tracdo. A ruptura é praticamente
consecutiva a esse pico de tensao e existe uma baixissima resisténcia residual.

FIGURA 8 — DIAGRAMA TENSAO-DEFORMAGAO DO CONCRETO A TRAGAO E A COM-
PRESSAO
5b\ Tracdo

-0,008 -0,007 -0,006 -0,005 -0,004 -0,003 -0,002 -0,001 0,001

Tensdao (MPa)

Compressdo
P -35 4

40

Deformagdo

FONTE: Pijaudier-Cabot e Mazars (2001), traduzido.

Outra limitagdo do concreto € a fragilidade, observada principalmente quando
uma estrutura é solicitada a tragao (por isso a deformacao admitida pelo concreto a
tracao é tao baixa). O concreto armado possui resisténcia complementar a tragao e
ductilidade adicional, oferecida pelas armaduras de ago. Uma alternativa para incre-
mentar esse comportamento do concreto é a adicao de fibras (BITENCOURT JR et al.,
2019), que sao o foco deste trabalho, com énfase nas fibras de aco.

2.1.2 Afibra

As fibras sao filamentos que apresentam grande razdo comprimento/diametro
(também conhecida como fator de aspecto, do inglés, “aspect ratio”). De maneira geral,
um material na forma de fibra apresenta resisténcia e rigidez superiores a esse mesmo
material em sua forma macica (do inglés, “bulk shape”) (JONES, 1999).

Existem diversos tipos de fibras para se acrescentar no concreto: as fibras
naturais (como as de coco, sisal e bananeira), as fibras sintéticas (poliméricas, carbono,
vidro, entre outras) e fibras metalicas (HERSCOVICI et al., 2019; PASA, 2007); estas
ultimas englobam as fibras de ago, nas quais o foco deste trabalho recai. A FIGURA 9
ilustra alguns tipos de fibras.

As fibras também podem ser estruturais ou nao estruturais; estas tém a funcao
de reduzir a fissuracao oriunda da retragao ou incrementar a resisténcia ao fogo e



28

FIGURA 9 — DIFERENTES TIPOS DE FIBRAS (POLIMERICAS, ACO, VIDRO)

FONTE: Kosmatka et al. (2002).

a abrasao, ao passo que as fibras estruturais (assunto principal do trabalho) tém o
propdsito de incrementar a energia de fratura (EHE, 2008).

A Tabela 1 a seguir lista alguns tipos de fibras e algumas caracteristicas, para
efeito de comparacéo da matriz de concreto.

TABELA 1 —TIPOS DE FIBRAS E ALGUNS ATRIBUTOS

Material | ¢ (um) | 6 | E(GPa) | fi (GPa) | epmaaz (%)
Aco 5-500 7,84 200 0,5-20 0,5-3,5
Vidro 9-15 2,6 70-80 24 2,0-3,5
Polipropileno 20-400 | 0,9-0,95 | 3,5-10 0,45-0,76 15-25
Carbono 8-9 1,6-1,7 | 230-380 | 2,5-4,0 0,5-1,5
Nylon 23-400 | 1,14 4,1-5,2 0,75-1,0 16,0-20,0
Matriz de cimento | — 1,5-2,5 | 10-45 0,003-0,007 | 0,02

FONTE: Bentur e Mindess (2006), adaptado e traduzido.

Nesta tabela:

e ¢ é o diametro da fibra;

0 € a densidade relativa;

E é o modulo de Young;

f: € aresisténcia a tracao; e

* e € @ deformagdo maxima antes do colapso.

Quanto as fibras de ago, elas podem se apresentar de diferentes formatos (re-
tas, com ancoragem, onduladas, com extremidades alargadas, entre outras), superficie
lisa ou rugosa, e de diversas segdes transversais (circular e retangular, por exemplo).
Esses diferentes formatos aparecem ilustrados na FIGURA 10.
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FIGURA 10— DIFERENTES FORMATOS DE FIBRAS DE ACO

1
11

FONTE: Herscovici et al. (2019).

2.1.3 Concreto reforcado com fibras como um material compadsito

Um material compdsito € aquele que decorre da combinacéo de dois ou mais
materiais, como uma liga metalica ou um tijolo de barro com adi¢éo de palha. Materiais
compdsitos, de maneira geral, apresentam caracteristicas que nao sao observadas
quando 0os componentes agem separadamente, isto é, observa-se uma sinergia entre
os materiais componentes (NAAMAN, 2018).

Embora o aco seja quase trés vezes mais denso que o concreto, o concreto
reforcado com fibras de ago, mesmo com um alto teor de fibras, ndo possui densidade
tao superior ao concreto convencional. O desempenho, no entanto, € bem diferente
entre o concreto sem e com fibras. No CRFA observa-se outra vantagem dos materiais
compdsitos: a combinacao de materiais de diferentes densidades sem que o peso
especifico do compdsito aumente consideravelmente (JONES, 1999).

Até mesmo o concreto pode ser considerado um material composito (NAAMAN,
2018), haja vista a composicao (agregados miudos e graudos dispersos em uma matriz
de pasta de cimento).

O concreto reforcado com fibras € um material compdésito fibroso, que consiste
em inserir fibras na matriz de concreto (JONES, 1999; REDDY, 1994). A fibra deve
possuir uma ou mais propriedades de qualidade superior as da matriz, caso contrario,
as fibras ndo fazem nenhuma falta e ndo garantem a sinergia esperada para um material
compésito.

O concreto reforgado com fibras possui duas fases: a matriz de concreto e a
fibra. Pode ser considerado também mais um componente para efeitos de analise de
esforcos: a interface entre matriz e fibra.
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A disposicao das fibras no concreto €, de maneira geral, aleatéria, porém a
direcao do lancamento do concreto nas formas tem um papel consideravel em polarizar
as fibras em uma direcao predominante de disposicao. Por isso, o concreto reforcado
com fibras é um material anisotrépico, isto é, o comportamento varia com a direcéo de
solicitacdo. Blanco Alvarez et al. (2013) demonstram um esquema de como a disposicdo
das formas e o fluxo da mistura de concreto podem influenciar na direcéo das fibras,
baseado na Mecénica dos Fluidos. Esse esquema aparece ilustrado na FIGURA 11,
para trés situacoes: (a) para um fluxo livre (sem formas), (b) com duas faces de formas
contornando o fluxo e (c) com quatro faces. As fibras, segundo a FIGURA 11, tendem
a se posicionar proximas e paralelas as faces das formas.

FIGURA 11 — DIFERENTES POLARIZACOES DE FIBRAS CONFORME A DIREGCAO DE
LANCAMENTO E DISPOSIGCAO DE FORMAS

a A b)

¢l

Sem faces Duas faces fuatro faces
de contorno de contorno de contorno

FONTE: Blanco Alvarez et al. (2013), traduzido.

Contudo, por mais que o CRFA seja anisotrdpico, para o programa computa-
cional a ser simulado neste trabalho, sera considerada uma isotropia, sem perda de
generalidade.

2.2 DESEMPENHO DO CRFA

Pelos resultados obtidos na literatura, a adicado de fibras oferece diversos bene-
ficios as estruturas de concreto. O diagrama tensao-deformacgao de um material oferece
varios indicadores de desempenho, os quais sao ilustrados na figura FIGURA 12,
em que € mostrado um diagrama tensédo-deformagé&o de uma estrutura de concreto
submetida a compressao uniaxial, com énfase no comportamento nao linear. Alguns
desses indicadores sao os seguintes:

* A altura do diagrama representa a tensao de pico (simbolizada como f..,, ), isto &,
a maior tensao que uma estrutura suporta antes de comecar a fissurar;

* A largura total do diagrama é a maxima deformagédo a que a estrutura pode
assumir antes de colapsar (simbolizada como ¢.;,, na figura), ou seja, esta
relacionada com a ductilidade;
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* A &rea sob o diagrama representa a tenacidade ou energia de deformacao;

+ O que est4 antes do pico de tenséo ( <. s ) é o diagrama pre-fissura¢éo, ao passo
que apds o pico, a estrutura ja esta fissurada.

* A inclinagcédo da curva representa o modulo de Young E — é possivel perceber
que, na figura FIGURA 12 existe um mddulo inicial de Young E.; , que se mantém
constante durante o regime linear. Quando comeca o regime nao linear, esse
médulo vai diminuindo.

FIGURA 12 — DIAGRAMA TENSAO-DEFORMAGAO DO CONCRETO SOB COMPRESSAO
UNIAXIAL

" S I————— R -
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.
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Egtr & ¢ im

Deformacdo

FONTE: FIB (2013), adaptado e traduzido.

As fibras modificam o diagrama tensao-deformacao principalmente a partir do
pico, isto €, seu papel estrutural € observado apds o inicio da fissuragcédo. Conclui-se
que as fibras ndo evitam nem retardam a fissuragdo, mas diminuem os efeitos oriundos
desta. Além disso, conforme ilustra a FIGURA 13, as fibras reduzem a concentragao de
tensbes na extremidade de uma fissura (sem fibras as linhas de tenséo, ilustradas em
cinza na FIGURA 13, sdo bem préximas umas das outras na extremidade da fissura,
evidenciando a concentragao de tensoes).

As fibras também atuam como pontes para transferir as tensdes para a matriz
de concreto, de modo que a fissura nao continue se propagando. O ideal é que as
fibras sejam dispostas paralelamente a tenséo principal de tracdo, o que € inviavel
devido a aleatoriedade de distribuicdo (HERSCOVICI et al., 2019). Essa aleatoriedade
€ vantajosa nos casos em que os esforcos sao praticamente distribuidos ao longo de
toda a estrutura, como nos pavimentos de CRFA.
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FIGURA 13 — REDUGAO DA CONCENTRACAO DE TENSOES DEVIDA AS FIBRAS

Concreto sem fibras

Fissural | Concentracgio de tens()es|

Concreto com fibras

A

| Fissura| | Menor concentracio de tensoes

Fibra de aco
FONTE: Figueiredo (2011).

2.2.1 Afibra e o desempenho do CRFA

Existem varios atributos da fibra que podem contribuir para a melhoria do
desempenho de uma estrutura de CRFA:

» Forma: As fibras onduladas ou com ancoragem apresentam aderéncia supe-
rior as fibras retas, pois as ancoragens oferecem uma resisténcia adicional ao
arrancamento.

» Rugosidade: fibras rugosas ou com ranhuras oferecem melhor aderéncia a matriz
que as fibras lisas, analogamente as barras de aco, devido a maior area de
contato da fibra com a matriz, favorecendo a aderéncia por friccao.

» Teor: quanto mais fibras forem acrescentadas a mistura, mais fibras serdo ca-
pazes de atuar como ponte quando surgir a fissura, da mesma forma que, no
concreto armado, a resisténcia incremental a tracéo é proporcional a area total
das armaduras de aco. Por isso, melhor sera o comportamento quanto maior
for o volume de fibras. No entanto, como as fibras possuem custo elevado, o
excesso de fibras resulta num custo muito alto para a estrutura e pode prejudicar a
viabilidade financeira. Além disso, quanto mais fibras, pior sera a trabalhabilidade
da mistura no estado fresco.

» Secao transversal: dois parametros estdo relacionados com a se¢ao transversal
da fibra, que séo a area e o perimetro. Quanto maior a &rea, maior sera o esforco
que a fibra sera capaz de suportar. Quanto maior o perimetro, maior sera a area
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de contato entre a fibra e a matriz, logo, maior sera a resisténcia da interface
entre a fibra e a matriz; em outras palavras, melhor sera a aderéncia.

+ Comprimento: fibras mais longas, de maneira geral, oferecem melhor desempe-
nho. Fibras muito curtas sao facilmente arrancadas da matriz. Por outro lado,
fibras muito longas rompem com mais facilidade e prejudicam consideravelmente
a trabalhabilidade (FIGUEIREDO, 2011).

» Taxa de aspecto: percebeu-se que fibras com maior taxa de aspecto (razéo entre
comprimento e diametro) oferecem mais tenacidade ao concreto reforcado com
fibras (SINGH, 2016).

Os experimentos realizados por lkumi et al. (2021) mostraram a influéncia,
principalmente do teor e do comprimento das fibras. No entanto, existem constatagbes
em trabalhos como o de Blanco Alvarez et al. (2013) de que altos teores e altas taxas
de aspecto podem ser prejudiciais a resisténcia do compdsito, devido aos poros de ar
na mistura, acarretados pelo mau posicionamento da fibra.

No programa desenvolvido neste trabalho, devido a dificuldade de se discretizar
a fibra com precisdo quando imersa na matriz de concreto, o Unico atributo a ser variado
para analise de desempenho sera o teor de fibras.

2.2.2 Compressao

O diagrama tensao-deformacao para a compressao no trecho anterior ao
pico (pré-fissuracdo) pouco se altera com a adigao de fibras, isto porque, conforme
explicado anteriormente, as fibras atuam depois que as fissuras surgem. Sendo assim,
conforme a FIGURA 14, as curvas para o concreto convencional e reforgado com fibras
praticamente coincidem até o pico (tanto para o concreto de resisténcia normal quanto
para aqueles de alta resisténcia).

ApOs o pico, a area sob a curva do diagrama é maior para o concreto com
fibras, o que leva a concluir que as fibras conferem tenacidade a estrutura. Percebe-se
uma extensao horizontal no diagrama, ao passo que nao existe uma extensao vertical, o
que leva a concluir que as fibras ndo oferecem acréscimo de resisténcia a compressao,
mas permitem que a estrutura continue se deformando mais que uma estrutura sem
fibras; em outras palavras, as fibras também oferecem ductilidade pds-fissuracédo a
estrutura.

As fibras também alteram o padrao de fissuracdo: a largura € reduzida e
existe uma ramificacdo na propagacao das fissuras, em vez de uma propagacao
predominantemente retilinea (vide FIGURA 15), o que pode ser associado ao papel
de ponte de transferéncia de tensdes que as fibras oferecem (BENCARDINO et al.,
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FIGURA 14 — COMPARACAO ENTRE CONCRETO CONVENCIONAL E REFORGADO COM
FIBRAS SOB COMPRESSAO
120

Concreto convencional
(alta resisténcia)

CRF (alta
resisténcia)

(MPa)

Tensdo

% Concreto
Y \/ convencional

CRF

} | } | }
I 1

|
T

0 1 2 3 - 5 6 7 8

Deformagdo x 0.001

FONTE: FIB (2013), adaptado e traduzido.

2008; FIB, 2013). E possivel perceber trés zonas diferentes em uma fissura (conforme
FIGURA 16): um trecho fissurado e livre de tensdes em que a abertura da fissura &
maxima e as fibras ja ndo atuam mais por terem sofrido ruptura ou arrancamento da
fibra; uma regido em que o concreto esta fissurado, mas as fibras ainda estéo integras;
e a ultima regidao em que a abertura € minima, mas na qual se define a propagacao da
fissura, pois a matriz ainda nao rompeu e a transferéncia de tensodes € feita pela matriz
(WECHARATANA; SHAH, 1983), apud (PASA, 2007). Na zona fissurada, a transferéncia
de tensOes é dada pela propria friccdo entre as faces fissuradas, ou pelos esforcos
de cisalhamento oriundos das bielas e tirantes, considerando o comportamento da
estrutura analogo a uma trelica (KOTSOVOS, 2015).

2.2.3 Tracao

O concreto por si sé comecga a apresentar fissuras com baixas tensdes de
tracdo, haja vista a resisténcia inferior a este tipo de esforco, comparada com a com-
pressao (vide FIGURA 8). A fibra de aco tem um papel analogo a armadura do concreto
armado. Como o acgo tem alta resisténcia a tracédo e ductilidade, a combinacéo da
matriz de concreto com a fibra de aco modifica o diagrama tensao-deformacéao para a
tracdo. E observado um aumento na tensao de pico, isto &, a resisténcia do CRFA &
tracao é superior a resisténcia do concreto convencional.

Dependendo do teor de fibras, o CRFA pode apresentar dois comportamentos
distintos. Se o teor de fibras for menor que o volume critico (FIGUEIREDO, 2011),
ocorre o fenémeno de relaxagao (do inglés “strain softening”) apos o inicio da fissuracao,
isto é, observa-se um trecho descendente no diagrama tensao-deformacgao. Caso o
teor de fibras seja maior que o volume critico, o primeiro fenémeno observado apés a
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FIGURA 15— FISSURAGCAO DE CORPOS DE PROVAS DE CONCRETO SEM FIBRAS E
COM 3% DE FIBRAS SOB COMPRESSAO

COoM FgIEIRAS

e

FONTE: Bencardino et al. (2008), adaptado.
FIGURA 16 — E§QUEMA DE UMA FISSURA MOSTRANDO AS FIBRAS E ZONAS DE TEN-
SAO

Forca P
Trecho da fissura livre de tragio

Forga P Trecho de " costura"™ da fissura

FONTE: Wecharatana e Shah (1983), apud (PASA,
2007).

fissuracao é o endurecimento (do inglés “strain hardening”), ou seja, aumento de carga
com aumento de deformacao. O volume critico de fibras depende das caracteristicas
da peca, das propriedades do concreto e da fibra, por isso, varia consideravelmente.
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Na FIGURA 18, existem cinco diagramas tensédo-deformacao para o concreto
reforcado com fibras quando submetido a tracdo. O primeiro € para um concreto
convencional, sem fibras. Neste caso, o colapso € fragil e abrupto, somente com o
surgimento de uma fissura que se propaga por toda a peca. No segundo e no terceiro
diagrama, o concreto é reforcado com fibras, mas com teor inferior ao critico, por isso,
observa-se a relaxacao ou “strain softening” simultaneamente ao inicio da fissuragéo
— em outras palavras, quando ha um baixo teor de fibras, a tensédo de pico a tragcéo
permanece inalterada, embora haja acréscimo de tenacidade (maior area sob a curva)
e, até certo ponto, de ductilidade (no terceiro diagrama, as duas curvas em linha
continua englobam maior area, contudo, a largura permanece a mesma); existe ainda
uma unica fissura, na qual as fibras que atravessam a secao fissurada continuam
atuando como pontes de transferéncia de tensdo. Nos dois ultimos diagramas, o teor
de fibras € superior ao critico, por isso, logo apos a fissuracéo, existe um aumento na
tensao de pico gracas ao endurecimento ou “strain hardening”, até certo ponto quando
inicia o “strain softening”.

2.2.4 Flexao

Quando uma estrutura é submetida a flexdo, uma de suas faces € comprimida
(onde as cargas sao aplicadas), enquanto a face oposta é tracionada. Antes de a
fissuracdo comecar, o comportamento da estrutura a flexao é elastico linear (diagrama
a da FIGURA 17). Porém, quando surge a primeira fissura, as tensdes se rearranjam
e a linha neutra (na qual ndo ha tensdes) deixa de cortar o centroide da secéo e se
aproxima da face mais comprimida (de maneira geral, a superior). A distribuicdo de
deformacdes continua sendo linear, contudo, a distribuicdo de tensdes deixa de sé-lo
(diagramas b, ¢ e d da FIGURA 17).

FIGURA 17 — DISTRIBUIGAO DE TENSOES EM UMA PEGA SUJEITA A FLEXAO

a) bj c) / d) _R

LN LN LN

FONTE: Blanco Alvarez et al. (2013).

Assim como a tragao, as fibras modificam o comportamento da peca a flexao,
de forma analoga, conforme a FIGURA 18 e a FIGURA 19 (WILLE et al., 2014) ilustram,
cada uma, em quatro diagramas diferentes. Tem-se o primeiro diagrama de uma estru-
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tura de concreto convencional (sem fibras) submetida a flexdo, apresentando colapso
fragil e abrupto devido a Unica fissura oriunda de tragéo na face inferior. Uma estrutura
com baixo teor de fibras apresenta mais tenacidade e ductilidade, sem acréscimo de
tensao de pico e com apenas uma fissura, o que caracteriza o “strain softening” ou
relaxacao (segundo diagrama da FIGURA 19). Conforme se aumenta o teor de fibras,
observa-se aumento da tenacidade e (até certo ponto) da ductilidade, junto ao aumento
da tenséo de pico (0 que caracteriza o “strain hardening” ou endurecimento, ilustrado
nos dois ultimos diagramas da FIGURA 19).
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2.2.5 Cisalhamento

A adicao de fibras confere mais resisténcia e tenacidade a peca sujeita ao
cisalhamento. Em cada diagrama da FIGURA 20, do estudo realizado por Ding et al.
(2012), cada curva representa um espécime de concreto reforgcado com fibras de ago
do tipo SFXX-YY, em que XX representa o teor de fibras em kg/m3 e YY representa a
idade do concreto em dias.

FIGURA 20 — DIAGRAMAS CARGA-DESLOCAMENTO PARA O CONCRETO COM FIBRAS
SUJEITO A ESFORCOS DE CISALHAMENTO
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FONTE: Ding et al. (2012), adaptado e traduzido.

Segundo Barros (1995), as fibras em vigas de concreto armado podem subs-
tituir em parte os estribos (armaduras de cisalhamento), de modo que estes tenham
apenas utilidade de posicionar as armaduras longitudinais.

2.2.6 Fissuragao

Um problema frequentemente observado nas estruturas de concreto € o fen6-
meno de fissuragao, isto €, o aparecimento de rachaduras na superficie da estrutura,
inicialmente pequenas, mas que crescem, por exemplo, com o tempo e o acréscimo
de cargas. Devido a concentracao de tensdes, pode ocorrer um fluxo de plasticidade
provocando perda de energia, a qual é dissipada pelas fissuras. A fissuracdo pode ser
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oriunda tanto da retracao (algo praticamente inevitavel, ja que a agua de amassamento
evapora com o tempo) como também de defeitos estruturais (caso mais critico e que
exige mais atencdo). A medida que a estrutura sofre fissuragao, a capacidade de carga
e a rigidez diminuem. Essa diminuigédo de resisténcia e rigidez explicam outra propri-
edade do concreto: a nao linearidade, uma caracteristica crucial a ser considerada
no desenvolvimento do algoritmo para simular o comportamento de uma estrutura de
CRFA. O avancgo da fissuragéo pode tanto ser observado com o alargamento da fissura,
o aumento do numero de fissuras ou a propagacao da fissura ao longo da peca de
concreto, entre outros efeitos. Esse problema foi ilustrado na FIGURA 6, imagem de
uma estrutura na vida real sujeita a fissuracao.

Quando as fissuras atingem uma intensidade critica, a estrutura de concreto
colapsa. No caso de estruturas sem armaduras de ago, esse colapso é abrupto e
repentino, devido a fragilidade. Existem diversos fatores que contribuem para o colapso
da estrutura, como as descontinuidades na matriz de pasta de cimento, os vazios
existentes e a quebra da interface argamassa-agregado (KOTSOVOS, 2015).

O CRFA, conforme ja explicitado, € um material compdsito de trés fases: matriz
de concreto, fibra de aco e interface matriz-fibra. A anélise do compadsito como um todo
€ a superposicao dos efeitos de cada uma das fases. Por isso, quando ocorre a falha
do material, qualquer fase pode ser o fator limitante.

Quando ocorre o arrancamento da fibra, a interface é o fator limitante, pois
o que falhou foi a aderéncia da fibra, mas tanto a matriz de concreto quanto a fibra
permanecem ambas integras. As vezes, pode ocorrer a ruptura da fibra; esta, no caso,
€ o fator limitante. Ou também, a matriz de concreto pode ser o fator limitante e se
romper antes da fibra ou antes de ocorrer o arrancamento. O ideal € que o fator limitante
nao seja predominantemente a fibra, pois assim, ndo é observado o comportamento
esperado para o compoésito. Conforme ja explicitado na secéo 2.1.3, fibras de baixa
resisténcia ndo garantem a melhoria esperada para o CRFA.

Recomenda-se que as trés fases do material compdsito sejam de boa qualidade,
porque, de maneira geral, a deficiéncia de uma das fases ndo pode ser compensada
pelo alto desempenho de outra.

2.3 ENSAIOS PADRONIZADOS

Diversas normas apresentam testes padronizados para avaliagdo do comporta-
mento do CRFA. Exemplos s&o as normas EN 14651 (2005) e ASTM-C-1609 (2012),
relativos a ensaio de flexdo de 3 e de 4 pontos, respectivamente.
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2.3.1 Ensaio de trés pontos a flexao

Este ensaio consiste em aplicar um carregamento concentrado no centro do
vao de uma viga de 55 centimetros de comprimento, sendo 50 centimetros de vao
e dois balancos de 2,5 cm de cada lado (o comprimento da viga pode variar, porém
essas sao as dimensdes recomendadas pela norma europeia EN 14651 (2005)). A
secao transversal da viga é quadrada de 15 centimetros de lado. As dimensdes e
carregamentos séo ilustrados na FIGURA 21.

FIGURA 21 — ESQUEMA DO ENSAIO DE TRES PONTOS A FLEXAO, DIMENSOES EM
CENTIMETROS
P_P)ma.‘r

Se¢ao transversal

—_

I I
— |5 ———»

FONTE: O autor.

Pelo ensaio realizado, obtém-se o seguinte diagrama de carga em fungao da
abertura de fissura (CMOD), conforme FIGURA 22.

No diagrama da FIGURA 22, tem-se que F;, é a carga maxima do regime
linear (ou seja, do limite de proporcionalidade de tensdes e deformagdes) e as cargas
F;,com 1 <i <4, sdo as cargas para a abertura de fissura igual a (i — 0,5) mm.

Obtidas essas cargas F;, o proximo passo € calcular as tensdes para se
obter o diagrama tensao-deformacéao. Existem varios modelos constitutivos, cada um
resultando em um diagrama tensao-deformacao diferente, os quais sao descritos por
Blanco Alvarez et al. (2013). Um desses modelos é o proposto pela norma espanhola
EHE (2008). O anexo 14 da referida norma possui varias recomendacoes para o
concreto reforcado com fibras, define termos e parametros, e propde diversos modelos
constitutivos para o concreto com fibras (exemplo: o diagrama multilinear de tensao-
deformagéo).
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FIGURA 22 — DIAGRAMA CARGA VS. CMOD

Carga

w,=05 w,=15 Wy=2,5 w =35
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FONTE: EHE (2008) (traduzido).

FIGURA 23 — DIAGRAMA MULTILINEAR TENSAO-DEFORMACAO PARA O CONCRETO
COM FIBRAS SOB TRACAO
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FONTE: EHE (2008).

2.3.2 Ensaio de flexdo a quatro pontos

Este ensaio é analogo ao ensaio de trés pontos. A diferenca € a aplicacao de
dois carregamentos concentrados. As dimensdes da viga sdo as mesmas que para o
ensaio de trés pontos, embora o comprimento possa variar, segundo a ASTM-C-1609
(2012).
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2.4 MODELAGEM COMPUTACIONAL

Existem diversas abordagens para se proceder com a modelagem computa-
cional de estruturas de concreto reforcadas com fibras de aco. No presente trabalho,
utilizaram-se, como base, varios trabalhos que se referem a modelagem de estrutu-
ras de concreto em geral. Um exemplo é o livro de Kotsovos (2015), que descreve a
modelagem computacional por meio do Método dos Elementos Finitos.

As dissertacdes de Abeche (2015) e Imai (2018) tém como objetivo abordar a
analise dinamica nao linear de estruturas de concreto armado (por exemplo, pontes)
perante carregamentos de sistemas dinamicos (por exemplo, veiculos), considerando
a interacao entre os sistemas veiculo-ponte. Também foram realizadas simulag¢des
estaticas néo lineares comparando os resultados com 0s de ensaios experimentais.
Em ambos, é dado um enfoque na Mecanica do Dano para o concreto e na Teoria
da Plasticidade para o aco. Nos trabalhos citados, utilizaram-se elementos finitos de
Euler-Bernoulli laminados, sub-discretizados em camadas, que consideram as demais
dimensdes (y e z), além da dimensao longitudinal x, e os efeitos mecéanicos atuantes
nestas por meio de mapeamento em diferentes espacos. Ademais, levou-se em conta
a variacao da posicao da linha neutra em cada camada de cada secao transversal. No
trabalho de Abeche (2015) consideraram-se as irregularidades da via de quaisquer
formatos e as variacdes das posicdes de cada linha neutra de maneira iterativa. No
trabalho de Imai (2018), por sua vez, ndo foram consideradas as irregularidades da via.
No entanto, consideraram-se as variagoes das posi¢des de cada linha neutra de maneira
analitica, bem como quaisquer distribuicbes de armaduras e secdes transversais de
qualquer geometria. Contudo, esses trabalhos nao se propuseram a analisar 0 uso
de fibras no concreto, que € uma das propostas do presente trabalho, no contexto de
analise estatica n&o linear.

A dissertacao de Opolski (2019) apresenta simulagdes computacionais esta-
ticas e nao lineares de estruturas de concreto armado, utilizando elementos finitos
bidimensionais, por meio do Método de Comprimento de Arco e do Método Broy-
den—Fletcher—Goldfarb—Shanno (BFGS). Os resultados de Opolski (2019) utilizam
como base aqueles obtidos por simulagées computacionais e testes laboratoriais de
Jarek et al. (2011) e outros autores. Todos esses trabalhos foram bastante Uteis na
realizacdo deste, porque os resultados das simulagdes foram tomados como base para
comparar os resultados obtidos pelo presente programa.

A técnica de continuacéo pelo comprimento de arco € descrita na obra de
Crisfield (1981) e utilizada por diversos autores, por exemplo, Opolski (2019) e RO-
CHA (2000). Este ultimo descreveu varias técnicas de continuagédo para resolver
problemas como o0s ensaios uniaxiais de tragdo e compressao, cujos diagramas tensao-
deformacéao possuem trechos ascendentes e descendentes.
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O trabalho de Pereira Junior et al. (2016) publicado na revista lbracon realiza
uma abordagem computacional de estruturas de CRFA, utilizando a Mecéanica do
Dano, e propondo um modelo de dano desenvolvido pelos autores. Carvalho et al.
(2020) formula um modelo para o CRFA ao modelar, computacionalmente, estruturas
fissuradas, utilizando o Método dos Elementos Finitos.

A tese de Blanco Alvarez et al. (2013) aborda a modelagem do concreto
reforcado com fibras de aco, emprega modelos constitutivos recomendados por normas
internacionais (por exemplo, a EHE (2008)) e apresenta resultados laboratoriais de
testes de flexao, alguns utilizados para comparar com os resultados obtidos pelo
programa desenvolvido.
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3 FORMULACAO MATEMATICA

Para proceder com o programa, sera necessario implementar dois importantes
métodos numéricos: o Método dos Elementos Finitos, por meio do qual pdde-se
discretizar as malhas das estruturas e calcular seus deslocamentos; e os métodos de
resolucdo de equacgdes nao lineares, como por exemplo, Newton-Raphson (completo e
modificado).

Neste capitulo, além de uma descricao da formulagéo desses métodos, serdo
também abordadas as equacdes da Mecanica do Dano Continuo, do modelo de dano
de Mazars e da plasticidade do ago, assim como também da técnica de comprimento
de arco, empregada no célculo de diagramas carga-deslocamento em que se observa
um trecho descendente, além do trecho ascendente.

3.1 O METODO DOS ELEMENTOS FINITOS (MEF)

O presente trabalho emprega o Método dos Elementos Finitos (MEF), que
consiste em resolver uma equacao dividindo-se o dominio de uma fungcdo em muitas
partes menores, interligadas por nés ou elementos nodais. Cada uma dessas partes é
chamada de elemento finito, pois, por menor que sejam as dimensdes dos subdominios,
0 numero destes é finito. A referida funcao € o esfor¢o a qual a estrutura esta submetida;
o dominio dessa fungao é a prépria estrutura (ONATE, 2009; SORIANO; LIMA, 2003).

No caso de uma estrutura de concreto, a funcao do MEF é discretizar um
dominio grande e aparentemente continuo (a continuidade é um parametro dependente
da escala de visualizacao).

Quando se discretiza o dominio, devem ser aplicadas as condi¢des de contorno,
que, no caso da estrutura, sao 0os apoios e carregamentos.

Quanto mais elementos houver, isto €, quanto mais refinada for a malha de
elementos finitos, mais préximo o resultado do modelo estara da solucao analitica
(SORIANO; LIMA, 2003).

Para proceder com o MEF, € necessario definir as fun¢des de forma. A matriz
[ V] de fungdes de forma interpola os deslocamentos nodais de um elemento, contidos
no vetor {u}¢ (o indice sobrescrito ‘e’ representa que o vetor é elementar), para se
obter os deslocamentos de um né especifico da estrutura, contidos no vetor {u} . A
equacao 3.1 representa essa transformagéo dos deslocamentos elementares para os
deslocamentos globais. Cada n6 do elemento finito possui uma funcao de forma a este
relacionado.
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{u} = [NJ{u}* (3.1)

Uma deformacgéao é a taxa de variacdo de comprimento; matematicamente, é a
derivada desse comprimento em relacdo ao comprimento original. Por isso, € possivel
relacionar as deformacdes com os deslocamentos por meio de outra transformacéo.
Tem-se uma matriz [L] com operadores diferenciais, a qual € multiplicada pelo vetor
de deslocamentos {u}, de modo a obter outro vetor, {¢} , que contém as deformagdes.
Essa transformacéo ¢€ ilustrada na equacéo 3.2 a seguir.

{e} = [Li{u} (3:2)

Substituindo-se a equagéo 3.1 na equagéo 3.2:

{e} = [LIINH{u}* (3.3)

Agora, seja [B] a matriz das derivadas das fungdes de forma, isto €, a matriz
das fungdes de forma [ V] submetida a diferenciacao pelos operadores de [L]:

[B] = [L][N] (3.4)

Substituindo-se a equagéo 3.4 na equagao 3.3:

{e} = [Bl{u}* (3.9)

Para se observar o comportamento de uma estrutura, € necessario conhecer
as relacoes constitutivas do material. Os dois parametros mais importantes nessa
andlise sdo o médulo de Young E e o coeficiente de Poisson v , que sdo armazenados
em uma matriz [C] . A equacao 3.5 esta associada a Lei de Hooke.

Uma estrutura de concreto, quando submetida a um esforgo, se comporta como
uma trelica, na qual os esforcos sao transferidos analogamente a um conjunto de bielas
e tirantes (KOTSOVOS, 2015).

Inicialmente, uma estrutura de concreto (tanto simples, quanto armado ou
reforcado com fibras) possui diagrama tensao-deformacéo linear, isto €, 0 modulo de
Young —razao entre tensdo e deformacédo — é constante. Em outras palavras, as tensdes
e deformacobes sdo proporcionais. Paralelamente, os deslocamentos sdo proporcionais
as forcas aplicadas.
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A lei de Hooke pode ser escrita na forma matricial, em que o produto entre a
matriz de rigidez [K| pelo vetor de deslocamentos {u} resulta no vetor de forcas {f} .
Isto pode ser observado como um sistema de equacgoes.

[K{u} ={/} (3.6)

A matriz [K] é singular (ndo inversivel) quando ndo sdo impostas as con-
dicoes de contorno. Por isso, devem ser estabelecidos os apoios e a matriz deve
ser reordenada, de modo a separar os deslocamentos livres daqueles que tém valor
pré-determinado ( no caso dos apoios).

O sistema descrito na equacao matricial 3.6 pode ser descrito com os des-
locamentos livres (indice ‘I') separados dos deslocamentos prescritos (indice ‘p’), da
seguinte forma:

Ky sz Uy _ fl (37)
Ky Kpp| (up o

A lei de Hooke pode também ser escrita na forma matricial da seguinte maneira:

{o} = [Ci{e} + {00} (3.8)

Na equacgéo 3.8, {¢} € o vetor que armazena as tensdes normais e tangenciais
do elemento, {0y} armazena as tensdes iniciais, [C] € a matriz de relagbes constitutivas
do material e o vetor {¢} contém as deformacgdes do elemento. No regime linear ndo
ha tensdes iniciais, por isso, o termo {o,} pode simplesmente ser suprimido.

Se o elemento € bidimensional, o vetor de tensdes possui trés componentes:
duas tensdes normais o, e o, e a tenséo tangencial 7, . Por isso, também ha trés
componentes no vetor de deformacdes: as duas deformagdes lineares ¢, e ¢, e a
deformacéo angular v,, . A FIGURA 24 ilustra como ocorrem essas deformacdes em
um elemento bidimensional. Os angulos 6 , 0, e 6, sao, respectivamente, as distorcoes
angulares média, horizontal e vertical.

3.1.1 Estado plano de tensbdes

Para o caso dos ensaios de viga, considera-se uma hipétese simplificadora para
a qual as tensdes sao ortogonais a espessura. Essa hipotese denomina-se estado plano
de tensdes. E claro que, por se tratar de hipéteses simplificadoras, a consideragéo do
estado plano (tanto de tensbes quanto de deformacgdes) na modelagem computacional
de estruturas tridimensionais pode levar a erros nos resultados.
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FIGURA 24 — REPRESENTAGAO GRAFICA DE UM ELEMENTO 2D SOB DEFORMAGOES
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FONTE: Ofate (2009).

Para o estado plano de tensdes, a matriz [C] de relagbes constitutivas possui o
seguinte aspecto no regime linear:

1 v 0
E
= v 1 0
Cl=1—0 1ty (3.9)
2

O simbolo v é o coeficiente de Poisson, nimero adimensional que relaciona as
deformacdes em diferentes dire¢cdes. No regime néo linear, o médulo de elasticidade F
passa a variar.

No estado plano de tensdes, ndo existe tensao normal na direcdo ‘Z’ nem
tensbes tangenciais nos planos definidos pelo eixo ‘Z’. No entanto, existem deformacdes
nas trés diregdes (¢, ¢, € ¢.), sendo esta Ultima calculada por:

T ‘%@: +o,) =~

—— (e +5) (3.10)

3.1.2 Formulacao pelo funcional de energia potencial total
Um dos métodos para a formulagéo pelos elementos finitos é dado pelo funcio-
nal de energia potencial total .J(u) , obtido a partir da integracédo da equagéo 3.8 em

funcao da deformacéao (area da curva do diagrama tensao-deformagéao — dimensao de
energia por volume) em todo o volume do elemento (SORIANO; LIMA, 2003; ONATE,
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2009). Esse funcional é dado pela equagéo 3.11 a seguir, considerando um elemento
tridimensional de volume V' e area total de superficie S:

s = [ [z @] v - [ o - @i @)

Na equacao 3.11, os vetores {p} e {¢} sdao, respectivamente, as forcas de
volume por unidade de volume e as forgas de superficie por unidade de superficie.

Substituindo a equagéo 3.2 na equacgao 3.11:

s0) = [ [SEHTINEMD) + o} (L) av+
- [ ey - [ (@ (was @12)

Para se garantir estacionariedade, é necessario que a variacao do funcional
dJ(u) seja zero. Por isso:

5 (u) = / ((LI{8u})TICIIEH{u} + {00} ([L}{ou}) | v+
- /V (P {Suydv — /5 ()7 {5u}dS = 0 (3.13)

Sabe-se, da Geometria Analitica, que o produto escalar de vetores é comutativo.
Sabe-se, também, da Algebra Linear, que é possivel considerar um vetor como uma
matriz-coluna. Combinando essas propriedades e substituindo-se a equacao 3.1 na
equacao 3.13:

. (u) = / [(LINI{0u}) LN u} + ((LIIN{0u}) oo} | v+
- [ (1) phav = [ (Vo) adas =0 (@.14)

Agora, substitui-se a equagao 3.4 na equagao 3.14:

1) = [ [(BHE ) CUB Y + (B} (e} ] v+
- [ (1) v = [ (Vo) adas =0 (@.15)
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Feito isso, aplica-se a propriedade da Algebra Linear da transposi¢do do pro-
duto de matrizes na equagéo 3.15, e coloca-se o fator ({0u}¢)” em evidéncia:

(o) [ [ [1BIrCiBHay + 1B o] av = [ NPy — [ (N {g)as] =0
(3.16)

Considerando-se que na equacao 3.16 o fator {du}° ndo é nulo, esse termo
pode ser eliminado:

(Bl {oaav + [

\%4

/V (BI[C)[BlaV{u}* = — / N {p}dV + / N"{g}ds  (3.17)

v

Na equacao 3.17:

Ky = [ Brcmy
Ut = = [ 1B on}av
U = [ N v
U = [ N aas (3.18)

Na relagéo 3.18, [K|° € a matriz elementar de rigidez, { f,, }° € o vetor elementar
de forgas iniciais, {f,}° é o vetor elementar de forcas de volume e {f,}° é o vetor
elementar de forcas de superficie. Considerando que no regime linear a estrutura sé
esteja sujeita ao carregamento concentrado, os vetores elementares de forca podem
ser considerados como um unico vetor {f}€ .

Fazendo-se as devidas adaptacdes na equagao 3.17, tem-se:

[K]{u} = {f}* (3.19)

E possivel perceber que a equacdo 3.19 é bem semelhante & equagio 3.6.
A Unica diferenca é que a equacgao 3.19 busca determinar os deslocamentos de um
elemento, em vez dos deslocamentos globais (dai o indice sobrescrito ‘e’).

3.1.3 Calculo das matrizes elementares de rigidez

Existem dois principais tipos de elementos finitos bidimensionais: o elemento
triangular e o elemento retangular. Cada um possui dois deslocamentos em cada n6
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(um vertical e um horizontal). Por conter mais fungdes no polinbmio interpolador, o
elemento retangular apresenta melhores resultados (ONATE, 2009), por isso, optou-se
por usar esse tipo de elemento na implementagao do programa.

O vetor de deslocamentos nodais {u} € escrito da seguinte maneira em relagéo
as fungdes de forma [V] e dos deslocamentos de um elemento:

Uy
U1
Ny 0 Ny 0 N o] )™
=40 =1]"" P vy (3.20)
v 0 N1 0 N2 0 N,L .
U;
V;
\ W
Derivando-se a matriz [N] como na equacéo 3.4, obtém-se a matriz [B]:
-5 -
— 0
ox
0 Ny 0 Ny O ... N; O
Bl = [LIIN] = | 0 o |} ’ (3.21)
yrlo N 0 N 0 N
9.9
LJy O

Substitui-se o resultado de 3.21 na primeira parcela da equacéo 3.17 (matriz
elementar de rigidez). Como no estado plano de tensdes a espessura € constante, esta
pode ser retirada da integral. Logo, integra-se em toda a area do elemento, nas duas
dimensoes.

Ky = [ sy = [ preisia - [ [ prcisae @22

A matriz de rigidez elementar é quadrada, simétrica e tem dimensao 8 para o
elemento linear de 4 nés, 18 para o elemento quadratico de 9 nés, e assim sucessiva-
mente, sendo duas filas para cada n6 do elemento. A matriz calculada encontra-se no
Apéndice A.

Para o calculo das deformacdes e tensdes, procede-se, respectivamente, com
as equacoes 3.5 e 3.8.
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Calculadas as matrizes elementares de rigidez de cada elemento, o proximo
passo consiste em distribuir os correspondentes coeficientes de rigidez nas devidas
posicoes da matriz global de rigidez.

Um modo de se realizar essa alocacdo € montar uma matriz de incidéncia,
que possui uma linha para cada elemento e uma coluna para cada né que o elemento
possui. E visto, no Apéndice B, um modo de enderegar os nés de um elemento genérico
com relacao a malha global dos nés. Deve-se prestar atencéo a ordem e sequéncia dos
nds; a contagem incorreta pode resultar em elementos torcidos ou incompatibilidades.

Pela matriz de incidéncia também sao alocados os elementos do vetor global
de forcas. Esse rearranjo resulta no acoplamento dos elementos e das equacdes do
sistema.

Com a matriz de rigidez e o vetor de forcas ambos reorganizados, sédo impostas
as condicdes de contorno; no caso, sao restringidos os deslocamentos correspondentes
aos apoios. Ai, procede-se conforme a equacao 3.7 (é necessario também reordenar o
sistema de equacdes e retirar as trés filas correspondentes aos deslocamentos iguais
a zero), para determinar os deslocamentos a partir da rigidez e das forcgas.

3.1.4 Refinamento

Para o caso de elementos com lados curvos depois de sujeitos a um carrega-
mento, funcdes lineares ndo sdo capazes de representar fielmente suas dimensdes.
Para isso, € necessério adaptar esses elementos, refinando-os.

Existem dois principais métodos de refinar uma malha: aumentar o nimero
de elementos de uma malha (refinamento ‘h’) ou aumentar o grau do polinbmio das
funcdes de forma (refinamento ‘p’). A FIGURA 25 mostra um elemento retangular linear
de quatro nés a esquerda. Para proceder ao refinamento, foram inseridos novos nés
nos pontos médios entre os nds ja existentes, conforme as duas imagens a direita.
Submetendo-se o elemento a refinamento ‘h’, surgem quatro elementos menores a
partir daquele original ao se passar de uma malha para outra imediatamente mais
refinada (imagem superior direita na FIGURA 25). Submetendo-se o elemento a refina-
mento ‘p’, este é transformado em um elemento quadratico (imagem inferior direita na
FIGURA 25).

O refinamento, qualquer que seja, de maneira geral oferece mais precisdo nos
resultados, no entanto, podem surgir termos espurios que atrapalham a resposta da
analise.
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FIGURA 25 - EXEMPLO DE REFINAMENTO DE ELEMENTO RETANGULAR
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FONTE: O autor.

3.1.5 Elementos finitos isoparamétricos

Quando uma estrutura € submetida a um carregamento incremental, a configu-
racao da malha vai mudando a cada passo de carga, isto é, as coordenadas dos nos
se alteram e os elementos apresentam deformacodes lineares e angulares, deixando de
ser ortogonais ou de contorno retilineo.

Quando um elemento finito bidimensional ndo é retangular, € possivel associa-
lo a um elemento retangular padrao por meio de fun¢des interpoladoras que relacionam
um sistema de coordenadas isoparamétricas £ e n com o sistema cartesiano de
coordenadas x e y (SORIANO; LIMA, 2003; ONATE, 2009).

O elemento retangular padrao possui lados de medida igual a 2, cujas coorde-
nadas variam de -1 a 1. Logo, a origem do sistema isoparamétrico de coordenadas é o
centro geomeétrico do retangulo.

Exemplos de funcdes interpoladoras sdo os polindmios de Lagrange, que
possuem a seguinte forma:

- r—T;
L) = J .
J(2) Hx_x (3.23)
J=Lg# /
Em um dos pontos do dominio, a imagem do polinbmio de Lagrange é igual a
1; nos demais pontos a imagem é zero.

Na equacéo 3.23, n € o numero de polinémios para uma dimensao, que € igual
ao numero de nés em uma dimensao ou ao grau do polinémio acrescido de 1. Por isso,
para elementos lineares (lados definidos por fungdes polinomiais de grau 1), n = 2,
ou seja, ha dois polinbmios para cada dimensao. Por consequéncia, existem quatro
polinbmios em duas dimensdes (dois que sao fungéo de £ e dois que sédo fungéo de 7).
Para elementos quadraticos, n = 3 e h& nove polindmios em duas dimensoes.



55

Os elementos da matriz [N] de fungbes de forma sao obtidos por meio do
produto de dois polinbmios de Lagrange (no caso de elementos bidimensionais), um
que é funcao de ¢ pelo outro que é funcao de ». Para um determinado nd, multiplicam-se
os dois polinbmios cujas imagens naquele determinado n6 sdo ambas iguais a 1.

Um elemento finito bidimensional possui n nds, logo, suas coordenadas carte-
sianas nodais prescritas z; e 1; Sdo as seguintes, quando dispostas matricialmente:

r1
A T Y2

X] = (3.24)

Cada ponto P(z,y) pode ser representado como P(£,n), ao se realizar a
seguinte transformagéo:

z — z(§,m)
y —y(&m) (3.25)

A transformacéo descrita em 3.25 é feita, matricialmente, com a seguinte
relacdo, considerando um elemento de n nds, para o qual existem n funcdes de forma

Nz(fﬂ?)

Nl(&?ﬁ)
{‘C“’m}:[XJT[N(f,n)F: [ e ] BEL T a2
y(&,n) Y1 Y2 ... Ty :

Considerando-se um elemento quadrilateral genérico, com quatro lados curvos,
faz-se a seguinte relagédo entre o elemento genérico e o elemento padrao, ilustrada na
FIGURA 26:

Se os lados do elemento fossem retos, um polinémio de grau 1 seria suficiente
para representar a equagao de qualquer lado, isto é, o elemento linear seria capaz de
representa-lo fidedignamente. Como os lados séo curvos, o grau do polinémio deve ser
pelo menos 2 para representar cada lado curvo.

Os polindmios de Lagrange obtidos para n = 3 (elemento quadratico) aparecem
ilustrados na FIGURA 27. Esses polindmios, assim como a matriz [N] com as fungdes
de forma obtidas para o elemento linear de 9 nés (quadrilateral), encontram-se no
Apéndice C.
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FIGURA 26 — ELEMENTO GENERICO DE 9 NOS RELACIONADO AO ELEMENTO RETAN-
GULAR ISOPARAMETRICO
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FONTE: O autor.

A origem do sistema de coordenadas isoparamétricas coincide com o n6 5 do
elemento padréo.

Como os lados s&o curvos, € necessario um polinbmio de grau no minimo 2
para representar cada lado.

Pela numeracgéo dos nés como na FIGURA 26, as fungdes de forma de segundo
grau para os lados do elemento aparecem ilustradas na FIGURA 27.

O préximo passo é calcular a matriz [B|, derivando-se [N]. Nao se pode derivar
funcdes de ¢ e n em relagéao a x e y, contudo, é possivel fazer o contrario, isto &, derivar
x e y em relagdo a ¢ e n. A matriz jacobiana [J] contém essas derivadas. Seu deter-
minante é usado para transformar as variaveis de cartesianas para isoparameétricas.
As derivadas de [N] em relacdo a £ e n (respectivamente, N e NN,), assim como o
determinante jacobiano em funcao das coordenadas &, 7, x; € y; (com 7 variando de 1 a
4), estdo no Apéndice C, junto com as fung¢des de forma.

7] = [X]7[Ne,] = (X" _|me | _ g [ Nogmi Nigs 3.27
[J] = [X]" [Ne] = [X] [Nf Nn] [ ] ;[Niéyi Nl-,nyi] o27

Para se obter [N, ,| (derivadas das fun¢des de forma em relagéo as coorde-
nadas cartesianas) a partir de [Nm] (derivadas em relagao as coordenadas isopa-
ramétricas, com valores ja prescritos) e [J] (matriz jacobiana), realiza-se o seguinte
célculo:

A~

[Nx,y] = [Nf,n] [J]_l (3.28)

Mais detalhadamente:
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FIGURA 27 — FUNGOES POLINOMIAIS DE LAGRANGE DE SEGUNDO GRAU PARA O
ELEMENTO RETANGULAR ISOPARAMETRICO QUADRATICO DE 9 NOS
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2

FONTE: O autor.

Ye Yn

-1
[Ni,:r Ni,y] = |:N1§ Nm} [xﬁ %] = |:N1,§ Nzn}
Ne Ny

& gy] (3.29)

A matriz [B] de derivadas das funcdes de forma é (ONATE, 2009):
by 0 by 0 b3 0 by O
00 & 0 & 0 & 0 & (3.30)

C1 bl Co b2 C3 b3 C4 b4

1

[B]:m

Cada elemento de [B] é dado como:

bi = yyNig — yeNiy
c; = ngi,n — iEnNif (331)

A matriz elementar de rigidez [ K¢ se calcula de maneira semelhante a equacéo
3.17, com uma modificacao: integra-se com relagao as coordenadas isoparamétricas,
em vez das coordenadas cartesianas. Para isso, € incluido o determinante jacobiano
calculado na equacao 3.27.
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K :t// BI[C]1B dmdy—t/l/l B|J|dédn (3.32)

Para um elemento cujo grau dos polinémios de Lagrange seja igual a n, a
dimenséo da matriz [N] é igual a (n + 1)? e a dimens&o da matriz [K.] é 2(n + 1)* —
duas filas para cada fungao de forma.

3.1.6 Integragdo numérica

A integracdo analitica da equagéo 3.32 é muito dificil de ser realizada. Por
isso, uma solucéo é a integracdo numérica (ONATE, 2009). Esse método consiste
em calcular o somatério dos valores de uma funcdo em um determinado conjunto de
pontos, 0s quais sdo obtidos por meio de quadratura de Gauss e dos polinbmios de
Legendre.

Para um elemento bidimensional isoparamétrico cujos lados sejam divididos
por n subdominios:

/_1 _lfxydydx—ZZ[f i, y; ) Wil (3.33)

i=1 j=1

Os termos W, e W, sdo os coeficientes de ponderagéo (pesos), ao passo que
x; € y; S840 os valores de = e y pré-determinados pela quadratura de Gauss.

Adaptando-se a equagéo 3.32 conforme a equagao 3.33:

S [1B(& n)TICUBE )| TWV] (3.34)

i=1 j=1

A TABELA 2 ilustra os valores de ¢ e n e os pesos W para integragdo numérica
em elementos lineares e quadraticos.

TABELA 2 — PARAMETROS PARA INTEGRAGAO NUMERICA

Grau do elemento | &, | W
1 (linear) 76; @ [1,0;1,0]
3 3
i 5 85
2 (quadratico) [—+/0,6;0; /0, 6] 55'0

FONTE: Adaptado de Onate (2009).
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3.2 ANALISE NAO LINEAR

O comportamento linear de uma estrutura de concreto sujeito a um carrega-
mento é observado até que surja a primeira fissura. Apds isso, a estrutura comeca
a perder rigidez, logo, a matriz [K| se rearranja de modo a se adaptar a estrutura
danificada (KOTSOVOS, 2015). O sistema 3.6 deixa de ser linear, e para resolvé-lo, é
necessario empregar métodos numéricos.

Quando a estrutura passa a se comportar de maneira nao linear, a equacao
3.6 deixa de ser valida, porque a matriz de rigidez [K (u)] passa ser uma funcao dos
deslocamentos. Modificando-se a referida equacgéo:

[K(u){u} = {f} (3.35)

Junto a isso, é necessario estabelecer as condicdes de equilibrio. As forcas
externas sao os carregamentos aplicados, ao passo que as forgas internas sao os es-
forcos absorvidos pela estrutura. Para que haja equilibrio (BATHE, 2006), € necessario
que as forgas internas {f} sejam iguais as forgas externas {r}:

{r} = {/} ={o} (3.36)
Em 3.36 (sistema de equagdes néo lineares a ser resolvido), {o} € o vetor nulo.

Segundo Bathe (2006), a implementacdo dos métodos iterativos é feita pela
seguinte equacgao:

[K(u)[{ou} = {r} —{f} (3.37)

Em 3.37, [K(u)] é a matriz de rigidez n&o linear, {0u} € o vetor de incremento
de deslocamentos da correspondente iteracdo, {r} e {f} séo, respectivamente, os
vetores de forgas externas e internas, cuja diferenca entre ambos é denominada
residuo (equagao desbalanceada). Na andlise néo linear, a medida que as iteragdes
sao processadas, o residuo diminui se houver convergéncia, isto €, a forca interna
converge para o passo de carga (em outras palavras, o equilibrio € atingido) e a norma
do incremento de deslocamento converge para zero. Na andlise linear, ja na primeira
iteracdo o vetor de forcas internas equivale as forcas internas, por isso, uma unica
iteracao é suficiente.

Na analise realizada, as forcas internas sao independentes das forgas externas,
isto €, o comportamento da estrutura em relacao as tensées e deformagdes nao
interfere no carregamento aplicado.

Sera adotada a seguinte notacdo de indices:
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* indice subscrito i para iteracdes; e
* indice sobrescrito j para o passo de carga.

Além disso, busca-se fazer a seguinte padronizagédo de vetores de incrementos
e matrizes de rigidez:

. {5u}g)) para o vetor de incremento de deslocamentos correspondente a i-ésima
iteracado processada no j-ésimo passo de carga — corresponde apenas ao deslo-
camento da referida iteracao;

. {Au}g)) para o vetor de incremento de deslocamento total obtido para o j-ésimo
passo de carga até a i-ésima iteracdo — esse vetor é cumulativo e corresponde
ao somatorio das contribuicdes incrementais de todas as iteracdes anteriores, ou
seja:

{Au}) = {sul) (3.38)
k=0

. [K]g)) para a matriz de rigidez na i-ésima iteracao e j-ésimo passo de carga;

. {f}g)) para o vetor de forcas internas obtido apés a i-ésima iteracao do j-ésimo
passo de carga;

« {r}Y para o vetor de forgas externas aplicado no j-ésimo passo de carga (inde-
pende da iteragéo i); e

. {x}g)) para o residuo de forcas desbalanceadas, no qual:
{a}() = (19 = {11 (3.39)

Obtido o incremento de deslocamentos {5u}g)), este é somado com o vetor
cumulativo {Au}g)_l), de modo a se obter o vetor de deslocamentos {Au} da iteragéo
atual 7 para 0 mesmo passo de carga j.

KN {oub e = {2}0)
{au}d) = {aur) |+ {oubg (3.40)
Ao fim de um passo de carga j, apds processadas n iteragdes, o vetor cumula-

tivo de deslocamentos {Au}gfl)) € somado com o vetor de deslocamentos totais anterior
{u}U~Y obtendo-se o vetor atual de deslocamentos totais {u}"):

{u}® = {u}V=V + {Au}) (3.41)
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Para a analise em questao, devem ser estabelecidas as seguintes condigdes
iniciais:

* Ao passar de um passo de carga a outro, a matriz inicial de rigidez é igual a ultima
matriz de rigidez do passo de carga anterior.

K1G) = [KIG," (3.42)

* No inicio de um passo de carga nao ha forgas internas nem deslocamentos, por

isso seus correspondentes vetores cumulativos sdo zerados (considera-se {o} o
vetor nulo):

{Au}g) = {o}
(£ = {o} (3.43)

Antes de prosseguir para a analise nao linear, € necessario relembrar os
métodos iterativos de resolucado. Kotsovos (2015) cita alguns desses métodos para
resolucao de equacdes nao lineares, principalmente o método de Newton-Raphson
(completo e modificado), o qual foi escolhido para resolver sistemas de equacdes nao
lineares neste trabalho.

Em ambos os métodos, parte-se de uma estimativa inicial de deslocamentos
(no caso, igual a zero, pois a estrutura inicialmente ndo possui deslocamentos) e traca-
se uma linha reta da origem (haja vista a estimativa inicial nula) até o passo de carga
processado. A inclinagéao dessa linha é proporcional ao médulo de Young inicial e, por
consequéncia, a matriz de rigidez [K (u)]. Feito isso, calculam-se as for¢as internas
(vetor {f}); a diferenca entre os vetores de forgas internas {f} e de forcas externas
aplicadas {r} é o residuo {z} . Repete-se o procedimento, partindo-se da forca interna
obtida. O incremento de deslocamento {éu} é somado ao deslocamento {Au} ja obtido.
A cada iteracao, espera-se que o residuo diminua. Deve-se repetir a operacao até que
a norma do residuo ou do vetor de incremento de deslocamentos seja menor que a
tolerancia estipulada (critérios de parada serao comentados mais adiante).

A diferenca entre os métodos se da na construcao e atualizacao da matriz de
rigidez [K (u)].

3.2.1 Método de Newton-Raphson

O método do médulo tangente ou de Newton-Raphson (ou também, Newton-
Raphson completo) € aquele em que a matriz de rigidez acompanha a curva carga-
deslocamento. De maneira geral, o numero de iteragdes é menor que para o método
de Newton-Raphson modificado, pois a matriz de rigidez é atualizada a cada iteracao;
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isto, porém, exige um esfor¢co computacional mais elevado, e existe a possibilidade de
o tempo de processamento ser longo.

A FIGURA 28 ilustra o0 método de Newton-Raphson. E possivel perceber que
a cada iteracao a reta em azul tangente a curva (que representa a matriz de rigidez)
muda sua inclinagao.

FIGURA 28 — METODO DE NEWTON-RAPHSON

F
T

Vi @) 1
| ) |
{Jf}géi [K](jl) :
K13 . 1
G-1 |-~ G) G) - |
v o B, |
L tad 3
:, {AU}EQ) \:

) : L

(u)U-D (u)}6)

FONTE: Adaptado de Abeche (2015).

O processo iterativo é ilustrado no fluxograma da FIGURA 29.

3.2.2 Meétodo de Newton-Raphson modificado

O método de Newton-Raphson modificado (ilustrado na FIGURA 30) consiste
em manter a matriz de rigidez durante todo o processo iterativo. A vantagem desse
meétodo é o menor esforgo computacional, j& que ndo € exigida a atualizacao de [K] a
cada iteracao. Por outro lado, € elevado o numero de iteragbes, o que pode (mas nem
sempre) demandar um elevado periodo de tempo para a convergéncia.

O processo iterativo € ilustrado no fluxograma da FIGURA 31.

3.2.3 Técnica do comprimento de arco

Ensaios de estruturas de concreto com fibras possuem diagramas tensao-
deformacao nos quais se observam trechos ascendentes seguidos de trechos descen-
dentes de relaxagdo (BENCARDINO et al., 2008). A analise computacional desses
pontos em que ha mudancga de um trecho ascendente para um trecho descendente
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FIGURA 29 — FLUXOGRAMA PARA O METODO DE NEWTON-RAPHSON

Passo {1}, {Buko) = {o}. {Tho) = {0} No

|

Calcular [K])
|

) = (3] 1)
|
{Au}d) = {Au}d) ) + {ou})

|

Calcular {f }EZ)) — Convergiu? - Ultimo passo?

lSim

Fim do processamento

FONTE: O autor.
FIGURA 30 — METODO DE NEWTON-RAPHSON MODIFICADO

F
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{u}U—1) (u}6)

FONTE: Adaptado de Abeche (2015).

pode levar a erros, ja que a reta tangente € horizontal, o que implica afirmar que a
matriz de rigidez € singular. Para isso, procedem-se com técnicas de continuacao. A
obra de Crisfield (1981) faz referéncia a varios tipos dessas técnicas, também descritas
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FIGURA 31 — FLUXOGRAMA PARA O METODO DE NEWTON-RAPHSON MODIFICADO

{Passo {r}@), {Au}o) = {0}, {F}0) = {o}, [KJ%%} Nio
!
) = (K9] @9
|
(A} = {au}d) ) + {(ou})
|

Calcular {f }8)) —_— Convergiu? Ultimo passo?

{Fim do processamento}

FONTE: O autor.

no trabalho de ROCHA (2000).

A solucéo de um problema de andlise nao linear se da pela FIGURA 32
(CRISFIELD, 1981):

Primeiramente, arbitra-se um valor de A\, que multiplicara o incremento
de carga. Além disso, como se trata do inicio do passo de carga, o deslocamento
{Au} para aquele passo é nulo (ou seja, o deslocamento total é {u}®). Neste trabalho,
adota-se A\ = 1. O proximo passo € calcular o incremento predito {du, } levando-se
em consideracao apenas a matriz [K] de rigidez e o vetor de forgas externas {R}. A
solugdo predita {Au} o) € obtida a partir do incremento predito e do pardmetro A\,
conforme equacdes a seguir:

{ou,} = [K]"{R} (3.44)
{Au}(g) = A/\(O){(SUT}

Um detalhe importante é analisar o sinal do produto {Au}a){dur}. Se este
for positivo, prossegue-se a analise normalmente, porque ainda na iteragao i, o tre-
cho é ascendente; caso contrario, troca-se o sinal de A\, pois inicia-se um trecho
descendente.

Verifica-se a convergéncia, isto é, se a solucao predita leva ao equilibrio. Em
caso negativo (0 que ocorre no regime nao linear), inicia-se o processo iterativo. As
parcelas {ou,} e {ou,} sdo os incrementos de deslocamento devidos, respectivamente,
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FIGURA 32 — GRAFICO DE UM PROBLEMA NAO LINEAR RESOLVIDO POR PROCESSO
ITERATIVO (PARAMETRO DE CARGA VERSUS DESLOCAMENTO)

A
T Solucao predita
,,,,, ,,,,)E,,,,,,,,
AN
(0) AN Al
G-1) : : Restricao
)\]_ v N : :
Aado) {oube
ERCUL
| - o
{(u}G=D) ’

FONTE: Adaptado de ROCHA (2000).

as forgas externas { R} e ao residuo entre forgas externas corrigidas AA R} e internas
{F}, conforme equagbes a seguir:

{0ug} = [K]7" (MR} — {F}) (3.46)
{ou,} = [K] " Y{R} (3.47)

Calculadas essas parcelas, o proximo parametro a ser calculado € a corregao
dA , que serd somada ao parametro A\ :

Au}l Lou
S\ = _M (3.48)
{Au}%ﬁo){&h}
A/\(i) = A>\(i—1) + 5)\@) (3.49)

Por fim, calcula-se o novo vetor de deslocamentos para o passo de carga,
somando-o0 com o incremento da iteragdo processada:
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{(5u}(i) = {(5ug}(i) + 5)\{(5ur}(i) (350)
{Auta) = {Au}iy + {du}q (3.51)

Atingida a convergéncia na iteracao i do passo de carga j processado, sao
atualizados os vetores globais de deslocamento e o valor do parédmetro A :

{u}Y) = {u}UD 4 {Aulp (3.52)
A0 = \G-D 4 AN (3.53)

3.2.4 Critérios de convergéncia

Estabelece-se uma tolerancia como critério de parada. Quando, para a n-ésima
iteracado, a norma da diferenca entre os vetores de forcas (interna e externa) é menor
que essa tolerancia, faz-se uV-1 = U%U e fU-D = f((i)’l). Matematicamente:

[{r} = {f}HI < tol (3.54)

Para a analise realizada, os passos de carga sdo incrementados a uma razao
constante. Logo, o vetor {r} é proporcional ao niumero de passos de carga.

Pode também ser empregado um critério de parada que leve em consideracao
o incremento de deslocamento {Au} de uma iteragdo em relacdo ao deslocamento {u}
de um passo de carga.

A
Rauill ) (3.55)
[{u}]
E possivel, também, combinar os critérios de parada de forca e deslocamento
em um so, isto é, o critério de parada passa a ser a energia (produto escalar entre os
vetores de forca e deslocamento).

{Auty ({ Ry — {F}e-v)l
{Au}() {R})

< tol (3.56)

3.3 MECANICA DO DANO

Quando a estrutura esta fissurada e o regime ndo linear comecou, a estrutura
perde rigidez e a matriz [K (u)| deve se rearranjar para se compatibilizar com a estrutura
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danificada. Por isso, é necessario empregar uma funcao que relacione a lei constitutiva
do material com o dano.

Embora o concreto reforgcado com fibras de ago seja um material anisotrépico,
sem perda de generalidade, pode-se considera-lo isotrdpico para analise de dano. Na
malha de elementos finitos, um elemento possui uma area total S . Inicialmente, essa
area é totalmente sa. Quando a fissuracéo inicia, essa area total se divide em duas
partes: uma area sa S e uma area danificada S, (LEMAITRE; DESMORAT, 2006).

S=5+5p (3.57)

A relagéo entre a area danificada e a area total € denominada dano relativo ( D
), um parametro de dano isotrépico que varia entre zero (elemento sem nenhum dano)
e um (elemento totalmente danificado). Reescrevendo a equacgéo 3.57, com énfase na
area sa (KACHANOQV, 1958):

S=8-Sp=5(1-D) (3.58)

Depois que um elemento € danificado, este elemento esta submetido a uma
tensdo normal aparente o , mas que corresponde a uma tensao efetiva ¢ (maior que a
tensdo aparente), dada pela razdo entre o esforco F e a area sd S:

P (3.59)
S

Vale ressaltar que a tensé@o aparente € a raz&o entre o mesmo esforgo F' e a
area total S. Substituindo essa relagao e a equacao 3.58 na equacao 3.59, é possivel
relacionar as tensdes aparente e efetiva com o dano. Essa é a equacgao descrita por
Mazars (1986).

- F F o
0O = — =

$ S1-D) 1-D

(3.60)

Isolando-se D, e assumindo que o dano seja zero antes de a tenséo efetiva se
igualar a tenséo aparente:
0,
D =
1- )

No caso, a tensdo aparente € a resisténcia a tragdo do material.

o}

- 3.61
>4 (3.61)

Q| Q
Qe

O dano relativo D também relaciona a deformagéao efetiva ¢ com a deformacao
aparente ¢ (maior), por meio da seguinte relagéo, que pode também ser considerada
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como a razéo entre o deslocamento efetivo [ — d e o0 deslocamento total /, em que d € 0
comprimento danificado e % € 0 dano aparente:

c_l=dy p (3.62)
€ l

T_S-1-D
g 13
Le _ 4 p
Eg~ €
E
—=1-D
E(1—D)
E
— =(1-D)? :
i ( ) (3.63)

Em 3.63, £ é o mddulo de Young aparente e £ é o médulo de Young efetivo.

3.3.1 Modelo de Dano de Mazars

O trabalho de Mazars (1984) propdés um modelo de dano para o concreto,
obtido com base em ensaios uniaxiais, com hipéteses simplificadoras. Segundo Pituba
(1998), para o modelo de Mazars o dano ocorre devido a um alongamento (deformacgéo
positiva) em pelo menos uma direcao principal. Depois que o dano inicia, a tendéncia é
que este sempre progrida, isto €, o concreto nao € capaz de se regenerar (em outras
palavras, o dano nunca diminui espontaneamente). Uma das hipdteses simplificadoras
€ que o coeficiente de dano é escalar, mesmo com a anisotropia do material, que
exigiria um tensor de dano de quarta ordem. Outra hipétese é da elasticidade do
concreto e que as deformagdes oriundas de um possivel descarregamento ndo séo
significativas.

Segundo Kachanov, esse coeficiente escalar de dano relaciona a area de
fissuras com a area total (vide equacao 3.58).

Para relacionar dano com tensao, utiliza-se a equagéo da tensao efetiva descrita
na equagao 3.60.

Antes de se obter o dano, € necessario calcular a deformacao equivalente,
dada pela seguinte equacéo:

(3.64)
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Cada termo ¢ é a componente positiva na i-ésima diregéo principal. No caso
do estado plano de tensées, n = 3 (ha trés dire¢des de deformacao). Essa componente
é dada pela média aritmética entre a deformacéo e seu valor absoluto, ou entéo:

1
gl = §(|51| +¢i) (3.65)

Define-se uma fungéo de dano f(s.,, c40) CUjo valor é zero antes que a defor-
macao equivalente ¢, atinja a deformag¢do maxima admissivel por tragéo ¢4 , dada
por:

E
f ctm

Em 3.66, £ é o mddulo de Young nao danificado e f..,, € a resisténcia do
concreto a tragao.

(3.66)

Edo =

Como o concreto possui comportamento distinto sob tragdo ou compressao
(vide FIGURA 8), a variavel de dano é uma combinagéo linear do dano oriundo da
tracao e do dano oriundo da compressao.

D = O{CDC "‘ OétDt (367)

As parcelas D. e D, sdo os danos por compressao e tracao, respectivamente,
e a. € oy S0 0s respectivos coeficientes ponderadores (complementares -0 < a. < 1e
0 < a; < 1-—asomade ambos é 1). Esses coeficientes sdo calculados como (GUELLO
et al., 2002):
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Qe =3 3
D et e
i—1 i=1
(3.68)
3
> e
i=1
ar =73 3
D et e
=1 i=1
(3.69)
1 (1
Ee = +V<0>_—K<z:m>_ 1
\]')
1 fl\
+v v
o =7 <o—>+—E<Zm>+ 1
\ ~ /
a.+a; =1 (3.70)

O indice i dos somatérios varia até 3 porque ha 3 dimensoes.

O vetor o contém as tensdes principais, ao passo que < o >, € < o >_ Sa0 as
componentes positiva e negativa de o.

Feito isso, calculam-se as parcelas de dano D. e D;:

Dc _1_ 5d0<1 — AC) - AC
Eeq exp(Be(geq — €d0))

D=1 fod=A) Ay (3.71)
€eq exp(Bi(eq — €d0))

Os parametros A. , A; , B., B; sdo coeficientes de ajuste da funcédo de dano,
cujos limites recomendados de valores sao tabelados por Pijaudier-Cabot e Mazars
(2001).

3.3.2 Plasticidade do aco

Na simulacao de vigas com armaduras de ago, foi considerada a plastificacao.
O acgo possui comportamento linear e elastico até atingir sua resisténcia a tragéo o, ,
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TABELA 3 — VALORES RECOMENDADOS PARA OS PARAMETROS — MODELO DE MAZARS

Parametro | Minimo | Maximo

A 1,0 1,5
Ay 0,7 1,2
B, 1000 2000
B, 10000 | 50000

FONTE: Adaptado de Pijaudier-Cabot
e Mazars (2001).

com modulo de Young E, normalmente adotado como 210 GPa. Para essa resisténcia
a tracao, obtém-se uma deformacgéao ¢, , dividindo-se a resisténcia pelo médulo de

Young.

Apds isso, quando 0 ago € submetido a uma tensdo maior que o, ocorre o
fenébmeno de plastificacao, isto €, seu modulo de Young diminui para E’ , conforme
ilustrado na FIGURA 33 a seguir. A deformacao possui duas parcelas: uma deformacgéo
elastica e recuperavel ¢, e uma deformagao plastica irreversivel ¢, que corresponde a
diferenca entre a deformacao total e a parcela elastica, ilustrada na equacao a seguir:

€s =EcTE&p

(3.72)

FIGURA 33 — DIAGRAMA BILINEAR TENSAO-DEFORMACAO PARA O ACO

o

A

~

v

FONTE: O autor.
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4 MODELAGEM COMPUTACIONAL

No presente trabalho, o programa computacional desenvolvido foi aplicado em
quatro problemas distintos:

» Caso 1: Ensaio de um corpo de prova uniaxial a tragcdo e a compressao, com
o intuito de verificar como € possivel simular o trecho descendente da curva
carga-deslocamento empregando-se a técnica de comprimento de arco;

» Caso 2: Ensaio de uma viga-parede biengastada de concreto a flexao, sujeita a
dois carregamentos, simulando-se um exemplo sem fibras para se comparar com
resultados ja obtidos, e posteriormente realizando-se a simulagédo com diferentes
teores de fibras;

» Caso 3: Ensaio de uma viga biapoiada de concreto armado a flexao, também
procedendo-se a essa analise primeiramente sem fibras (para fins de comparacao
com resultados de outros trabalhos) e depois com diferentes teores de fibras; e

» Caso 4: Ensaio de uma viga-laje biapoiada de concreto reforgcado com fibras de
aco, comparando-se com um exemplo de controle (sem fibras).

O algoritmo do programa foi escrito na linguagem Python. Os graficos e diagra-
mas obtidos também foram plotados no proprio software da linguagem.

Em todos os cédigos de analise ndo linear, nos quais foi empregado o método
de Newton-Raphson, o numero de iteragées foi limitado a 300, a fim de limitar o tempo
de execucao.

Além do teor de fibras, foi também analisada a influéncia do refinamento da
malha no resultado final. Nas simulagcdes de ensaio de viga, foi testada a influéncia do
tamanho do passo de carga — inclusive, utilizando-se um passo de carga diminuido
para um carregamento mais avangado —, e também foram variados os parametros de
dano de Mazars.

41 TESTES PRE-SIMULACOES

Inicialmente, os cédigos foram escritos progressivamente, a fim de se testar o
programa de elementos finitos. Como na analise ndo linear ndo existe solugao analitica
para os problemas tratados neste trabalho, os primeiros programas apenas foram
simulados com um passo de carga, baixo o suficiente para que ndo houvesse fissuracéo
(ou seja, para que a estrutura permanecesse no regime linear) e fosse possivel calcular
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o resultado analitico por meio da equacao 4.1. Nessa etapa, foram testados os dois
tipos de elementos finitos (CST e retangular), com o intuito de escolher com qual destes
prosseguir com a analise. Foram simuladas malhas de varios tamanhos para analisar
como o refinamento ‘h’ (aquele que consiste em aumentar o niumero de elementos de
uma malha) interfere nos resultados obtidos, principalmente no que concerne ao erro
em relacdo ao resultado analitico.

PL}  PL
_ 1
1SET T 1K.AG (4.1)

g

A primeira parcela da equacédo 4.1 considera o modelo de viga de Euler-
Bernoulli, segundo o qual todas as se¢bes permanecem indeformadas, planas e
ortogonais ao eixo da viga, considerando efeitos de cisalhamento despreziveis. Con-
tudo, para vigas muito curtas ou com baixa relagéo altura/largura (o que € o caso do
ensaio de trés pontos definido pela norma EN 14651 (2005)), os efeitos oriundos do
cisalhamento passam a ser consideraveis. Por isso, € necessario adotar o modelo de
viga de Timoshenko, considerando-se a segunda parcela da equacgéao 4.1, fazendo-se o
coeficiente de correcédo de esforgo de cisalhamento K. = % para uma seg&o retangular.

Depois disso, escolhido o elemento entre CST e retangular, foram simulados
0S ensaios, ainda com apenas um passo de carga, porém com elementos de diferentes
graus (namero de nés), em outras palavras, fazendo-se o refinamento ‘p’. O intuito é
escolher o elemento ideal para proceder com a analise, de modo que os resultados
tenham boa convergéncia, mas sem demasiado esfor¢co computacional. Foram testados
elementos de 4, 9 e 16 nés. Foram executadas, para cada tipo de elemento, 0 maximo
de malhas que a maquina pdde processar.

Escolhido o melhor tipo (CST ou retangular) e o grau (linear, quadratico ou
cubico) de elemento, procedeu-se com as simulagbes de ensaios com varios passos de
carga, primeiramente até cessar o regime linear, isto é, até iniciar a fissuracao. Outro
fator também a ser analisado € o tamanho do passo de carga, que também interfere na
resposta final.

O préximo passo foi iniciar a andlise nao linear, empregando os métodos
numeéricos de resolucéo de equagdes nao lineares e os modelos de dano descritos no
capitulo anterior, para estruturas ainda sem armaduras de aco.

4.1.1 Teste 1: Elemento triangular versus elemento retangular

Para testar o funcionamento do programa de elementos finitos e analisar o
erro entre a flecha maxima analitica (qQue pode ser calculada) e a flecha obtida pelo
programa, foram inicialmente escritos dois codigos para simular o ensaio de trés pontos
a flexao, porém com carga inicial fixa de 1 kN: um codigo para a malha de elementos
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triangulares e outro para a malha de elementos retangulares, ainda lineares (grau 1 —
lagrangeano 4 nés). Analisa-se o erro percentual em fungéo do numero de graus de
liberdade; este varia com o tamanho da malha.

Este é o conjunto de passos para se chegar aos resultados de uma determinada
malha, o qual esta ilustrado no fluxograma da FIGURA 34:

1. Definir dados geométricos, condi¢cdes de contorno e atributos do material;
2. Definir tamanho da malha a ser simulada;
3. Definir coordenadas indeformadas dos nés e indices de deslocamentos restritos;

4. Para cada elemento, calcular matrizes elementares de rigidez e vetores elementa-
res de forgas;

5. Rearranjar matrizes e vetores, separando-se os deslocamentos restritos (nos
apoios);

6. Calcular vetor de deslocamentos;
7. Calcular erro da flecha obtida pelo programa em relacao a flecha analitica;

8. Exibir resposta do erro em funcdo do tamanho da malha (nUmero de graus de
liberdade).

O fluxograma da FIGURA 34 ilustra os passos do processamento desse pri-
meiro cédigo, utilizando o MEF para os elementos lineares e nao isoparamétricos. Tanto
0 codigo para o elemento triangular quanto para o elemento retangular possuem o
mesmo fluxograma de execugao.

As dimensdes da viga (altura, comprimento total e espessura; h, [ € t, respecti-
vamente) sdo dadas em metros. Os atributos do material sdo o modulo de Young inicial
(E, dado em kN/m?) e o coeficiente de Poisson (v — adimensional). O comprimento é o
total da viga, inclusive os balangos, e ndo somente o vao livre. O mddulo de Young foi
adotado como 31 GPa e o coeficiente de Poisson foi adotado como 0,2.

O numero de malhas simuladas é dado pelo usuario. Cada malha possui um
numero de linhas para dividir a se¢édo longitudinal da viga. O numero de colunas
€ proporcional ao numero de linhas, de modo que os elementos sejam quadrados,
no caso dos elementos retangulares (Soriano e Lima (2003) recomenda elementos
retangulares cujas dimensdes sejam prdximas, pois elementos muito alongados ou
achatados conduzem a resultados pouco acurados). Para se testar a malha de elemen-
tos triangulares, aproveitou-se a mesma malha, porém cada elemento quadrado foi
dividido ao meio. Ou seja, 0 numero de elementos triangulares € o dobro do nimero de
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FIGURA 34 — FLUXOGRAMA PARA A ANALISE LINEAR PELO METODO DOS ELEMENTOS
FINITOS
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elementos retangulares para uma mesma malha, embora o nimero de nés continue o
mesmo.

A malha mais grosseira simulada para o ensaio de trés pontos possui 132
elementos retangulares (ou 264 elementos triangulares) —a FIGURA 35 ilustra a malha
mais grosseira de elementos retangulares. A se¢ao longitudinal da viga foi dividida em
quadrados de 2,5 cm de lado para essa malha. Tanto para os elementos triangulares
quanto para os retangulares, para uma mesma malha obteve-se 0 mesmo numero de
noés (161 para a malha mais grosseira). Desse modo, considerando-se o fato de que
cada n6 possui dois deslocamentos (um vertical e um horizontal) e restringindo-se dois
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deslocamentos verticais e um horizontal nos apoios, tém-se 319 graus de liberdade.

FIGURA 35— MALHA DO ENSAIO DE TRES PONTOS - 132 ELEMENTOS RETANGULARES
DE 4 NOS

FONTE: O autor.

Com as dimensdes da viga e atributos do material ja definidos, monta-se a
matriz de coordenadas indeformadas, a matriz de incidéncia e a matriz de relagdes
constitutivas [C] para o estado plano de tensdes. Tanto para o elemento triangular
quanto para o retangular as matrizes de coordenadas indeformadas e de relagbes
constitutivas sdo iguais.

Preenche-se a matriz de coordenadas indeformadas, que possui uma linhas
para cada né da malha, e duas colunas (uma para a coordenada x e outra para a
coordenada y).

A matriz de relagbes constitutivas [C] € a mesma da equacgéo 3.9 e depende
do modulo de Young E e do coeficiente de Poisson v, definidos no inicio do programa.

A matriz de incidéncia armazena o numero global do nés de cada elemento.

Para preencher as matrizes de rigidez de cada elemento ([K]¢), é necessario
determinar as coordenadas do elemento.

Calculadas as matrizes de rigidez, o préximo passo é alocar os termos da matriz
elementar na posi¢ao correta da matriz global de rigidez [K]. Para isso, foi declarado
um vetor auxiliar, cujas posi¢coées estédo relacionadas com o indice do elemento na
matriz de incidéncia.

Feito isso, sdo impostas as condi¢cées de contorno. S&o retiradas as trés filas
(entende-se por fila tanto a linha quanto a coluna) da matriz global de rigidez e as trés
posicoes do vetor global de forgcas cujos indices sejam iguais a de um deslocamento
restrito (equagéo 3.7), ja que nédo ha deslocamentos nos apoios. Essas posi¢des sdo
determinadas a partir de outro vetor auxiliar que contém os indices dos deslocamentos
restritos, que variam conforme a malha.

Ja rearranjado o sistema sem os deslocamentos restritos, procede-se com a
resolucao do sistema, por meio de uma fungao do software que realiza o calculo de
sistemas lineares de equacdes. Esse calculo resulta no vetor dos deslocamentos livres.
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O vetor completo de deslocamentos recebe os deslocamentos restritos, inseridos nas
respectivas posigoes.

Ao fim do processamento do programa, sao exibidas as seguintes informagodes:
a flecha maxima obtida (deslocamento vertical no centro do vao da viga), o nimero de
elementos, o numero de graus de liberdade e o valor analitico da flecha (que, no caso,
s6 varia com o ensaio). Sdo comparados os valores obtidos com o analitico, sendo
calculado o erro percentual.

Estes cddigos foram posteriormente modificados para simular varias malhas.
E, com o intuito de reduzir o tempo de execucéao, para cada malha os resultados foram
gravados em arquivos; desse modo, ao se executar o programa posteriormente, o
programa apenas acessa os dados dos arquivos das malhas ja simuladas, em vez de
novamente calcula-las.

Ao passar de uma malha para a préxima, esta é submetida a um refinamento
‘h’, inserindo-se nds exatamente entre aqueles ja existentes. Para o ensaio de trés
pontos, as malhas de elementos retangulares possuem 132, 528, 1188, 2112 elementos
e assim por diante, ao passo que as malhas de elementos triangulares possuem 264,
1056, 2376, 4224 elementos e assim sucessivamente.

Terminada a simulagcédo de todas as malhas, é plotado um gréafico que mostra
o valor da flecha obtida para cada malha e a comparagdao com o valor analitico, de
modo a se ter uma concluséo a respeito do refino, que levara a escolha do elemento
adequado. Foram simuladas 10 malhas tanto para o elemento triangular (CST) quanto
para o elemento retangular e calculados os erros obtidos em relacédo a flecha analitica.
O gréfico da FIGURA 36 mostra as duas curvas de erro percentual em fungéo do
numero de graus de liberdade.

Comparando-se as duas curvas, percebe-se que o refinamento da malha leva
a uma diminuicao do erro, isto é, conforme previsto, a flecha obtida pelo programa
se aproxima da flecha analitica. Um detalhe importante € que, em todas as malhas
simuladas, o erro obtido para o elemento retangular foi menor, o que foi decisivo
para a escolha desse elemento para os proximos codigos. Segundo Onate (2009), a
convergéncia deve ser mais rapida para o elemento retangular.

Além disso, o erro obtido para a malha mais grosseira mostrou-se elevadissimo
para o elemento CST (13% a menos que a flecha analitica). E importante analisar o
comportamento do erro nas malhas mais grosseiras porque, devido a limitagdes de
maquina, ndo € possivel simular malhas muito refinadas para ensaios mais complexos.

A diminuigdo do erro também mostrou-se assintética, em outras palavras, o
refinamento resultou em uma reducédo maior do erro para as malhas mais grosseiras
do que para as malhas mais refinadas. Isso quer dizer que existe um ponto no qual o
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FIGURA 36 — ESTUDO DO REFINO DE MALHA E ESCOLHA ENTRE ELEMENTO CST OU
RETANGULAR — ENSAIO DE 3 PONTOS, ANALISE LINEAR, CARGA DE 1 KN
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FONTE: O autor.

refinamento, embora contribua para a convergéncia, exige muito tempo de execugao.
Ainda assim, existe uma parcela espuria ou erros de maquina, que prejudicam a analise.

4.1.2 Teste 2: Escolha do elemento em relagao ao grau

Foi escolhido o elemento retangular para se prosseguir com a analise, devido
aos resultados mais préximos do analitico comparados com aqueles obtidos pelo CST.

O cébdigo para testar as malhas de elementos isoparamétricos foi escrito a
partir do cédigo ja existente para as malhas de elementos retangulares. Para isso,
foram empregadas as equacdes da se¢ao 3.1.5. O calculo dos resultados foi feito por
meio de integracdo numérica, utilizando os coeficientes da TABELA 2.

A matriz elementar de rigidez [K|¢ é calculada conforme a equagéo 3.32.
As matrizes [B] de cada elemento sdo armazenadas e acessadas posteriormente
para calcular as tensdées de cada elemento pelas equacdes 3.5 e 3.8. Quando se
terminava de calcular a malha, acessavam-se as matrizes |B|, gravando-se apenas 0s
deslocamentos e tensdes.

O préximo passo é proceder com o refinamento ‘p’, isto é, simular elementos
quadraticos e cubicos, além do linear. Conforme a se¢éo 3.1.4, os elementos lineares
de 4 n6s nao representam, de maneira satisfatoria, a configuracao deformada da
estrutura, porque esses elementos quando distorcidos permanecem com os lados
retos, o que ndo ocorre na pratica.

Por isso, o codigo de elementos isoparamétricos foi modificado para que uma
mesma malha seja simulada utilizando também elementos isoparamétricos lagran-
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geanos quadraticos (9 nés) e cubicos (16 nos), incluindo-se as devidas fungdes de
forma, obtidas com os polinémios de Lagrange. Para isso, a malha mais grosseira de
elementos retangulares (com 132 elementos lineares) foi submetida a refinamento ‘p’,
resultando 132 elementos quadraticos (vide FIGURA 37) e 585 n6s (mesmo numero
de nés da malha de 528 elementos lineares).

FIGURA 37 — MALHA DO ENSAIO DE TRES PONTOS — 132 ELEMENTOS QUADRATICOS
DE 9 NOS

FONTE: O autor.

Devido a limitagbes de maquina, apenas 5 malhas puderam ser simuladas para
o elemento quadratico, e apenas 4 malhas foram simuladas para o elemento cubico.
Mesmo assim, foi obtido o erro percentual relativo a flecha analitica para essas malhas,
ilustrado no grafico da FIGURA 38.
FIGURA 38 — ERRO PERCENTUAL EM RELACAO A FLECHA ANALITICA, EM FUNQAQ DOS
GRAUS DE LIBERDADE — ELEMENTO RE,TANGULAR LINEAR, QUADRATICO
E CUBICO — ENSAIO DE 3 PONTOS, ANALISE LINEAR, CARGA DE 1 KN
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FONTE: O autor.

Observando-se a FIGURA 38, percebeu-se que o refinamento ‘p’, assim como
o refinamento ‘h’, contribuiu com a diminui¢gdo do erro. No entanto, percebeu-se uma
reducdo maior do erro ao passar do elemento linear para o quadratico do que ao
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passar do elemento quadratico para o cubico. Além disso, o tempo de execucédo para
uma malha de elementos cubicos € muito maior que para uma malha de elementos
quadraticos.

Desse modo, foi escolhido o elemento quadratico de 9 nds para as analises. O
elemento de 4 n6s ndo leva a uma boa aproximagao, e o elemento de 16 nés demanda
demasiado esfor¢o computacional.

4.1.3 Teste 3: Carregamento incremental

O cdbdigo de elementos retangulares isoparamétricos empregou um carrega-
mento incremental monoténico, com o passo de carga dado pelo usuario. O programa
foi processado até que o elemento mais tracionado atingisse a resisténcia a tracao, isto
é, até o inicio da fissuracgao.

Sendo assim, antes de processar a malha, outra informacgao é necessaria: a
resisténcia do material. Para o concreto, foi adotada uma resisténcia a compressao
fo de 25 MPa. A resisténcia a tracao foi calculada conforme a equacédo da norma
NBR-6118:2014:

fctm = 07 3y fc2k (42)

Para um concreto de resisténcia a compressao f.. = 25 M Pa, obtém-se uma
resisténcia a tracao f..,, = 2,56 M Pa de acordo com a equagao 4.2 (ABNT, 2014). A
deformacédo maxima de tracao foi obtida dividindo-se a resisténcia a tragéo pelo médulo
de Young.

Os passos para o célculo de uma malha com carregamento incremental sdo os
seqguintes:
1. Definir dados geométricos, condi¢ées de contorno e atributos do material;;
2. Definir incremento de carga;
3. Definir tamanho da malha;

a) Se os dados da malha ja existirem, acessar os dados contidos em arquivos;

b) Se nao existirem os dados, calcula-los;
4. Se a resisténcia maxima ainda nao for atingida, incrementar carga;
5. Se aresisténcia ja tiver sido atingida, cessar célculo;

6. Gravar dados calculados em arquivos;
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7. Depois de calculadas todas as malhas, plotar o grafico do erro em fungédo do
tamanho da malha (numero de graus de liberdade).

Este cddigo s6 processa uma malha por vez, ao invés de processar varias
malhas (o tamanho da malha é fornecido pelo usuario). Além disso, a resposta do ensaio
nao é perfeitamente linear, pois a cada passo de carga, a estrutura se deforma e as
coordenadas dos néds sao atualizadas (dai, a importancia do elemento isoparamétrico).

Neste codigo, em vez de ser plotado o grafico erro de flecha versus graus de
liberdade, € plotado o diagrama carga-deslocamento no ultimo passo de carga no inicio
da fissuragao.

4.2 NAO LINEARIDADE

A resolucéo do sistema nao linear foi feita pelo método de Newton-Raphson
modificado (descrito na segéo 3.2). As equacgdes de Mecanica do Dano foram aplicadas
declarando-se uma matriz cuja dimenséao varia com a malha de elementos finitos. Em
cada ponto de Gauss foi calculado o correspondente dano, tomando-se como base o
modelo de Mazars (1984). Esse fator de dano é obtido a partir da tenséo calculada
para o correspondente ponto de Gauss. O dano daquele referido ponto de Gauss era
zero caso a tensao do elemento fosse inferior a resisténcia do material.

Devido aos elevados erros dos resultados obtidos para o elemento linear de 4
nds, e também devido ao longo tempo de processamento para o elemento de 16 nés,
SO se procedeu a execugao do programa com o elemento de 9 nés.

Os passos para o célculo de uma malha com carregamento incremental, sendo
a andlise nao linear, estao a seguir:
1. Definir dados geométricos, condi¢cées de contorno e atributos do material;
2. Definir incremento de carga;
3. Definir tamanho da malha;

a) Se os dados da malha ja existirem, acessar os dados contidos em arquivos;

b) Se nao existirem os dados, calcula-los;
4. Se a carga maxima ainda nao for atingida, incrementar carga;

5. Se aresisténcia ja tiver sido atingida, iniciar processo iterativo para analise nao
linear;

6. Calcular residuo de forgas;
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a) Se o residuo entre vetores de forgas externas e internas for maior que a
tolerancia, proceder com a proxima iteracao;

b) Se o residuo for menor que a tolerancia, passar para o préximo passo de
carga;

7. Gravar dados calculados em arquivos;

8. Depois de calculadas todas as malhas, plotar o grafico do erro em fungao do
tamanho da malha (numero de graus de liberdade).

Foi adotada a tolerancia de 1,0 x 10~¢ tanto para a norma maxima do residuo
de forcas (diferenga entre vetores de forcas internas e externas), quanto para a norma
do incremento de deslocamentos, e também para a norma de energia. Essa tolerancia
também foi adotada para todos os critérios de parada, nas simulagdes dos demais
problemas. Nos primeiros passos de carga, como a resisténcia maxima do material
ainda nao havia sido atingida, o regime era linear e foi necessaria apenas uma iteragao.
De maneira geral, quanto mais avangado o passo de carga, maior era 0 niumero de
iteracOes processadas.

4.3 DESCRICAO DOS PROBLEMAS SIMULADOS

Depois de testado o programa de elementos finitos e detectar que o programa
foi capaz de representar o comportamento néo linear, procedeu-se com as simulagdes
de ensaios. Foram simulados, por meio dos algoritmos, os ensaios de corpo de prova
uniaxial a tracdo e compresséo (Caso 1), de viga-parede (Caso 2), viga biapoiada
(Caso 3) e viga-laje a flexdo (Caso 4). Pelo fato de ter sido adotada a hip6tese de estado
plano de tensdes, a espessura da viga sé foi considerada para efeitos de calculo.

4.3.1 Caso 1: Corpo de prova uniaxial

Primeiramente foi simulado um corpo de prova prismatico com 20 cm de altura
e secdo transversal quadrada de 10 cm de lado (esquema ilustrado na FIGURA 39 — as
flechas duplas representam que a carga pode tanto ser de tracdo quanto de compres-
sao). Possibilita-se, no programa, decidir se 0 ensaio sera de tracado ou compressao.

Para o ensaio a compresséo, o incremento de carga foi de 1 kN. Para a tragéao,
0 passo de carga estipulado foi de 0,25 kN.

Os atributos dos materiais e parametros de dano de Mazars utilizados neste
problema aparecem na TABELA 4.
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FIGURA 39 — ESQUEMA DO ENSAIO UNIAXIAL
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FONTE: O autor.
TABELA 4 — ENSAIO UNIAXIAL — ATRIBUTOS DOS MATERIAIS

Simbolo | Atributo | Valor
E. Médulo de elasticidade do concreto 24,7 GPa
v Coeficiente de Poisson 0,2
A. Paréametro de dano de Mazars a compressao 1,13
Ay Parametro de dano de Mazars a tracao 1,0
B, Paréametro de dano de Mazars a compressao 1250
By Parametro de dano de Mazars a tracao 20000

FONTE: O autor.

4.3.2 Caso 2: Viga-parede biengastada

O modelo simulado deste ensaio € uma viga de concreto com 2,70 metros
de comprimento total, biengastada nos dois bordos laterais. A secao transversal é
retangular de 0,20 m de espessura por 0,50 m de altura. Os dois carregamentos
concentrados incrementais e monoténicos estdo no centro da viga, espacados em 45
cm, simetricamente em relacao ao comprimento total, conforme o trabalho de Guello
et al. (2002) (esquema da estrutura mostrado na FIGURA 40). Nao ha armaduras de
aco, assim como no ensaio realizado no trabalho referido.

FIGURA 40 — ESQUEMA DO ENSAIO DE VIGA-PAREDE A FLEXAO
P — Pm,(z:r P — Pm,a:l:

270 =20~

FONTE: Adaptado de Guello et al. (2002).

O incremento de carga para esta simulagao foi de 0,25 kN até o carregamento
de 37,5 kN (150 primeiros passos de carga) — apos isso, o incremento foi reduzido pela
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metade (0,125 kN) e prosseguiu até o carregamento de 65 kN (aproximadamente a
mesma carga maxima que para o trabalho de Guello et al. (2002)).

Os atributos dos materiais e parametros de dano de Mazars utilizados por
Guello et al. (2002) e na simulacéo do presente trabalho estao listados na TABELA 5.
Inicialmente, utilizaram-se os mesmos parametros de dano que da dissertacao anali-
sada, porém, os resultados observados de deslocamento estiveram muito aquém do
esperado (como se a estrutura simulada pelo programa fosse bem mais rigida). Sendo
assim, foram escolhidos outros parametros de dano, preservados o modulo de Young
E e o coeficiente de Poisson v.

TABELA 5 - VIGA-PAREDE — ATRIBUTOS DOS MATERIAIS

Simbolo | Atributo | Valorl' | Valor™
E. Médulo de elasticidade do concreto 24,7 GPa | 24,7 GPa
v Coeficiente de Poisson 0,2 0,2
A, Parametro de dano de Mazars a compressao 1,13 1,0

Ay Parametro de dano de Mazars a tracao 0,7 1,0
B, Parémetro de dano de Mazars a compressao 1250 2000
By Parametro de dano de Mazars a tracao 8000 50000

FONTE: Guello et al. (2002)!"!, O autor!?.

4.3.3 Caso 3: Viga biapoiada armada

Nesta simulagéo a estrutura € uma viga simétrica de concreto armado com 6,00
metros de vao, com apoios nas duas extremidades. A secao transversal é retangular de
0,20 m de espessura por 0,40 m de altura. H4 um carregamento puntual incremental e
monotdnico no centro da viga. As armaduras consistem em trés barras de 12,5 mm
de diametro, tanto no bordo inferior (armaduras de tracéao) quanto no bordo superior
(armaduras de compressdo). Esta viga foi simulada primeiramente por Jarek et al.
(2011) e estd ilustrada na FIGURA 41).

FIGURA 41 — ESQUEMA DO ENSAIO DE VIGA BIAPOIADA A FLEXAO
P — Pm(u:

AA” 3 ¢ 12.5 mm

e

40 40

bohed )

« 300 > - 20~

FONTE: Adaptado de Imai (2018).

Os atributos dos materiais e parametros de dano de Mazars estao listados na
TABELA 6. Assim como no trabalho de referéncia, utilizaram-se coeficientes de Poisson
diferenciados para o concreto e para o ago.
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TABELA 6 — VIGA BIAPOIADA — ATRIBUTOS DOS MATERIAIS

Simbolo | Atributo | Valor
E, Modulo de elasticidade do concreto 30,2 GPa
Ve Coeficiente de Poisson para o concreto 0,2

Vs Coeficiente de Poisson para o ago 0,3
A, Parametro de dano de Mazars a compressao 1,1

Ay Parametro de dano de Mazars a tracao 1,1

B. Parametro de dano de Mazars a compressao 5000
By Parametro de dano de Mazars a tracao 50000
€4 Deformagéao para a qual o dano inicia 6,5x107°

FONTE: Jarek et al. (2011).

4.3.4 Caso 4: Viga-laje

O modelo deste ensaio € uma viga de concreto armado com 3 metros de
comprimento total, com vao de 2,70 m e um balanco de 15 cm de cada lado da viga.
A secdo transversal é retangular de 1,00 m de largura por 20 cm de altura. Existem
dois carregamentos concentrados incrementais e monoténicos, espacados em 90 cm,
simetricamente em relagcdo ao comprimento da viga, conforme o trabalho de Blanco
Alvarez et al. (2013). A viga é isostatica: ha trés apoios, restringindo dois deslocamentos
verticais e um horizontal. O esquema do ensaio ¢é ilustrado na FIGURA 42.

FIGURA 42 — ESQUEMA DO ENSAIO DE VIGA-LAJE A FLEXAO, DIMENSOES EM CENTI-
METROS
P— Pma.T, P— P’mam

Secao transversal

L

<+— 100 —

FONTE: O autor.

A viga submetida a ensaios experimentais, cujos resultados foram descritos
no trabalho de Blanco Alvarez et al. (2013), possui 0 esquema de posicionamento de
armaduras ilustrado na FIGURA 43. Ha 15 barras de 16 mm, espacadas em 12,5 cm,
ao longo do comprimento, e também 7 barras de 8 mm, espagadas a cada 20 cm, na
direcao transversal.
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FIGURA 43 — POSICIONAMENTO DAS ARMADURAS DE ACO NA VIGA DO ENSAIO DE 4
PONTOS

@8/ 20cm

@16/12.5 cm

I 0.2m

FONTE: Blanco Alvarez et al. (2013).

A TABELA 7 contém os valores adotados de parametros de dano, médulo de
elasticidade, coeficiente de Poisson e deformagéo limite de dano.

TABELA 7 — VIGA-LAJE — ATRIBUTOS DOS MATERIAIS

Simbolo | Atributo | Valor
E. Modulo de elasticidade do concreto 28,0 GPa
Ve Coeficiente de Poisson para o concreto 0,2
A, Parametro de dano de Mazars a compressao 1,0

Ay Parametro de dano de Mazars a tragao 0,9
B. Parametro de dano de Mazars a compressao 2000
By Paréametro de dano de Mazars a tragao 20000
€d Deformagéao para a qual o dano inicia 8x10~°

FONTE: O autor, Blanco Alvarez et al. (2013).
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5 SIMULACOES NUMERICAS

Neste capitulo, sera descrito como foi procedido para cada simulagéo, princi-
palmente no que se refere a malha, e serdo apresentados os resultados, tanto para
estruturas sem fibras (para efeitos de calibracdo em comparacédo com os resultados de
outros trabalhos) quanto para simulagdes ja incluindo as fibras.

5.1 CASO 1: CORPO DE PROVA UNIAXIAL

Para simular o ensaio de corpo de prova uniaxial, tanto a tracdo quanto a com-
pressao, foram simuladas trés malhas diferentes: com 2, 8 e 32 elementos retangulares
de 9 nés, conforme a FIGURA 44 ilustra a malha mais refinada. As setas duplas dos
carregamentos estdo representadas assim porque foram simulados ensaios de tracao
e de compressao. Inicialmente os corpos de prova de concreto foram simulados sem
fibras de aco.

FIGURA 44 — MALHA DO CORPO DE PROVA COM 32 ELEMENTOS
\

>
>

T

FONTE: O autor.

Foram obtidos os seguintes resultados para cada malha, ilustrados na figura
FIGURA 45 (compressao) e FIGURA 46 (tracdo), com o intuito de mostrar a influéncia
do refinamento. Percebeu-se, nessas figuras, que o refinamento da malha resultou
em diminui¢cdo na tenacidade observada. No caso do ensaio a tracao, o resultado
para a malha de 2 elementos (mais grosseira) é bem destoante dos demais e, a
medida que o refinamento era processado, percebeu-se uma diminuicao na carga
de pico. Previsivelmente, observaram-se curvas caracteristicas para o concreto a
compressao (trecho crescente linear, trecho crescente nao linear e trecho decrescente
com relaxacao suave) e tracao (trecho crescente quase totalmente linear seguido
de uma queda abrupta devido ao colapso). Os trechos descendentes puderam ser
obtidos empregando-se a técnica de comprimento de arco juntamente ao método de
Newton-Raphson.
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FIGURA 45— COMPARATIVO ENTRE DIAGRAMAS CARGA-DESLOCAMENTO PARA EN-
SAIO UNIAXIAL A COMPRESSAO — SEM FIBRAS, VARIACAO DO TAMANHO
DA MALHA

Elemento de 9 nos, incremento de 1.0 kN, 0% de fibras (c)

80 A

70 A

60 A

carga (kN)

—— 2 elementos
10 4 —— 8 elementos
—— 32 elementos

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
deslocamento (mm)

FONTE: O autor.

FIGURA 46 — COMPARATIVO ENTRE DIAGRAMAS CARGA-DESLOCAMENTO PARA EN-
SAIO UNIAXIAL A TRACAO — SEM FIBRAS, VARIACAO DO TAMANHO DA
MALHA

Elemento de 9 nos, incremento de 0.25 kN, 0% de fibras (t)

10 A

carga (kN)
(o)}

—— 2 elementos
—— 8 elementos
—— 32 elementos

0 T T T T T T
0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010 0.012
deslocamento (mm)

FONTE: O autor.

O proximo passo foi simular os corpos de prova com fibras, sendo dois teores
diferentes: 0,25 % e 0,50 % em volume. Escolheu-se a malha com 32 elementos (mais
refinada) para se proceder com a analise.
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Foram obtidos os seguintes conjuntos de curvas para os diferentes teores
de fibras, comparados com um corpo de prova de concreto puro. Esses resultados
estao ilustrados a seguir na FIGURA 47 (compressao) e FIGURA 48 (tracao). No caso
da compressao, percebeu-se um pequeno aumento na tensao de pico conforme foi
aumentado o teor de fibras, contudo, apenas para o teor de 0,25% observou-se um
aumento na ductilidade (isto €, a analise prosseguiu para um deslocamento maior).

FIGURA 47 — COMPARATIVO ENTRE DIAGRAMAS CARGA-DESLOCAMENTO PARA EN-
SAIO UNIAXIAL A COMPRESSAO AO SE VARIAR TEOR DE FIBRAS

Malha de 32 elementos de 9 nos, incremento de 1.0 kN (c)

80 - — 0.0%
— 0.25%
70 A — 0.5%

60

carga (kN)

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4
deslocamento (mm)

FONTE: O autor.

No caso da tracao, no entanto, observou-se pouca diferenga entre as curvas.
Provavelmente, devido a abordagem e ao modelo de dano empregado, o programa nao
foi capaz de oferecer um aumento na ductilidade e na carga de pico.

5.2 CASO 2: VIGA-PAREDE

A malha simulada para o ensaio de viga-parede possui 120 elementos retan-
gulares de 9 nos, dispostos em 5 linhas com 24 elementos em cada linha. A malha é
uniforme, isto &, todos os elementos tém o mesmo tamanho e dimensoes. Essa malha
possui 0 mesmo numero de elementos que a malha utilizada por Guello et al. (2002),
embora este tenha empregado elementos de 8 nds (esquema da malha ilustrado na
FIGURA 49). Para simular o engaste, foram restringidos os deslocamentos verticais e
horizontais dos nés que estdo nas extremidades laterais da malha.

Foram obtidos os seguintes resultados para o deslocamento maximo no meio
do vao, no bordo inferior da viga (FIGURA 50). As curvas em verde e vermelho foram
obtidas, respectivamente, por Guello et al. (2002) e Pituba e Lacerda (2012). A curva
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FIGURA 48 — COMPARATIVO ENTRE DIAGRAMAS CARGA-DESLOCAMENTO PARA EN-
SAIO UNIAXIAL A TRACAO AO SE VARIAR TEOR DE FIBRAS

Malha de 32 elementos de 9 nos, incremento de 0.25 kN (t)

carga (kN)

— 0.0%
— 0.5%

0 T T T T T T T T
0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008

deslocamento (mm)
FONTE: O autor.
FIGURA 49 — MALHA DA VIGA-PAREDE COM 120 ELEMENTOS

I g

FONTE: Guello et al. (2002).

em azul foi obtida pelo programa deste trabalho, ainda nao considerando as fibras de
aco.

A modelagem proposta praticamente coincidiu com as curvas de Guello et al.
(2002) e Pituba e Lacerda (2012) até um trecho da parte néo linear (cerca de 50 kN
de carga, 0,37 mm de deslocamento). Apds isso, houve uma diferenga, como se a
estrutura fosse mais rigida. Possiveis fatores que levaram a essas diferencas sao os
erros de maquina e respostas espurias, haja vista que todos os trabalhos analisados
utilizaram a mesma malha, 0 mesmo tipo de elemento e 0 mesmo modelo de dano.

Os danos D de cada ponto de Gauss para uma carga de 52 kN estdo na
FIGURA 51. As regides em preto estao integras (D = 0); regides roxas sao levemente
danificadas (D = 0, 2), regides vermelhas e laranja possuem dano consideravel, pro-
ximo a 0,5, e as regides em amarelo sdo as mais seriamente danificadas (dano escalar
proximo a 1).



FIGURA 50 — DIAGRAMA CARGA-DESLOCAMENTO - VIGA-PAREDE

70

60
50 =t
< 40
©
o
o 30
(@]
20 A
—— Guello (2002)
10 1 ---- Pituba, Lacerda (2012)
= (O autor
0 T T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

deslocamento (mm)

FONTE: O autor.
FIGURA 51 — MALHA DE DANO PARA 52 KN — VIGA-PAREDE

FONTE: O autor.
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Os resultados de dano obtido sdo comparados com aqueles obtidos por Guello
et al. (2002) (FIGURA 52) e Pituba e Lacerda (2012) (FIGURA 53), respectivamente,

para os carregamentos de 52 kN e 51,75 kN.

FIGURA 52 — MALHA DE DANO PARA 52 KN — VIGA-PAREDE

FONTE: Adaptado de Guello et al. (2002).
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Na FIGURA 52, as regides azuis estdo integras (D = 0); regides brancas
possuem dano proximo a 0,5, e as regides vermelhas estdo danificadas quase ao
extremo (dano escalar proximo a 1). Comparando-se com a malha obtida na simulagcéo
atual (FIGURA 51), esta se danificou bem mais em seu interior, embora em ambas
tenha-se observado um padrdo semelhante de danificagdo (maiores danos no centro
do bordo inferior e nas extremidades superiores). Analisando-se 0 mapa de dano
de MASONRY et al. (1991) — FIGURA 53 —, pode-se observar que as regides mais
afetadas pelo dano encontram-se nas mesmas regides que os resultados observados
pelo programa.

FIGURA 53 — MALHA DE DANO PARA 51,75 KN — VIGA-PAREDE

|
]
|
I

FONTE: Adaptado de MASONRY et al. (1991) apud Pituba e Lacerda
(2012).

Incluindo-se fibras de aco, com teores de 0,25% (curva verde) e 0,50% (curva
vermelha) em volume, foram obtidas as curvas na FIGURA 54 a seguir, comparando-se
com a modelagem sem fibras (curva azul). Foi aproveitada a mesma malha de 120
elementos e foi usado o mesmo incremento de carga (0,25 kN até a carga de 37,5kN,
e 0,125 kN a partir disso). Percebe-se que, no trecho linear, as trés curvas curvas
praticamente coincidem, o que corrobora o fato de que as fibras tém pouco efeito nessa
situacao. No entanto, houve um ligeiro enrijecimento da estrutura e uma diminuicao no
deslocamento maximo, para um dado passo de carga, conforme se aumentava o teor
de fibras.

5.3 CASO 3: VIGA BIAPOIADA

A malha simulada para o ensaio de viga biapoiada possui 540 elementos
quadraticos lagrangeanos de 9 noés, dispostos em 15 linhas com 36 elementos em cada
linha. Foram restringidos os trés deslocamentos correspondentes aos apoios.

Para se simular as armaduras de aco, foi calculada a espessura equivalente de
armadura dividindo-se a area total das sec¢des transversais das barras pela espessura
da viga. As camadas da malha de elementos finitos, préximas aos bordos superior
e inferior, eram compostas de aco. A espessura das camadas de aco foi calculada a
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FIGURA 54 — COMPARACAO ENTRE CURVAS CARGA-DESLOCAMENTO (VIGA-PAREDE)
— SEM FIBRAS, TEOR DE 0,25% E TEOR DE 0,5% DE FIBRAS EM VOLUME

Malha de 120 elementos, incremento de 0.25 kN

70 A

60 A

50 A

carga (kN)

— 0.0%
10 - — 0.25%
— 0.5%

0 T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

deslocamento (mm)

FONTE: O autor.

partir da taxa de armadura (a area transversal de ago foi dividida pela espessura da
peca). Como essa espessura € muito pequena, as armaduras sao representadas na
FIGURA 55 como as linhas azuis, embora fosse empregado o elemento bidimensional
tanto para o concreto quanto para o ago.
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Os deslocamentos obtidos no centro do vao (bordo inferior) pela presente
simulacao encontram-se na FIGURA 56, juntamente a curva experimental de Jarek
et al. (2011) e a modelagens computacionais de Souza e Machado (2013), Marconcin
(2015), Imai (2018) e Opolski (2019).

FIGURA 56 — DIAGRAMA CARGA-DESLOCAMENTO — VIGA BIAPOIADA ARMADA

60
50 A
40 -
=
3 Jarek et al., experimental (2011)
% 301 —— Jarek et al., armadura dispersa (2011)
] —— Jarek et al., armadura chapa (2011)
20 —— Souza et al. (2012)
—— Marconcin (2015)
—— Imai (2018)
10 —— Opolski (2019)
— O autor
0 1 T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70

deslocamento (mm)

FONTE: O autor.

Ao se incluir as fibras de aco, com teores de 0,25 (curva verde) e 0,50% (curva
vermelha) em volume, foram obtidas as curvas na FIGURA 57, comparando-se com
a modelagem sem fibras (curva azul). Foi aproveitada a mesma malha e foi usado o
mesmo incremento de carga (1,0 kN até a carga de 35 kN, e 0,5 kN a partir disso, até
o carregamento de 55 kN). Assim como Caso 2, as trés curvas curvas praticamente
coincidem no trecho linear, mostrando que as fibras comegam a entrar em agao quando
o regime néo linear inicia. Foi observada a plastificacao das barras de aco.

5.4 CASO 4: VIGA-LAJE

A malha possui 1152 elementos quadraticos de 9 nés. Como a estrutura
€ simétrica, metade da secéo longitudinal da viga foi ilustrada na FIGURA 58. Os
elementos em azul representam as armaduras de aco.
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FIGURA 57 — COMPARACAO ENTRE CURVAS CARGA-DESLOCAMENTO (VIGA BIAPOI-
ADA) — SEM FIBRAS, TEOR DE 0,25% E TEOR DE 0,5% DE FIBRAS EM
VOLUME

Malha de 540 elementos, incremento de 1.0 kN

60

carga (kN)

— 0.0%
— 0.25%
— 0.5%

10

20 30 40 50 60
deslocamento (mm)

FONTE: O autor.
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Para simular as barras de aco, foi considerado, na malha de elementos finitos,
que uma das camadas era composta de aco. Assim como para o Caso 3, uma das
camadas de elementos finitos da viga é a armadura de aco. A espessura da camada
de aco foi calculada a partir da taxa de armadura (a area transversal de aco foi dividida
pela espessura da peca).

Devido ao fato de haver altas concentragdes de tensdes nos pontos em que as
cargas sao aplicadas, os dois carregamentos foram considerados como distribuidos em
um curto trecho da viga. Além disso, a malha foi mais refinada nas regiées de aplicacao
das cargas, em vez de uma malha totalmente uniforme (vide FIGURA 58).

Essa simulagao foi realizada com uma carga maxima de 250 kN (préximo a
carga maxima obtida pelo experimento de Blanco Alvarez et al. (2013)), sem fibras,
primeiramente com 50 passos de carga de 5,0 kN, depois com 100 passos de 2,5 kN,
e por fim, 250 passos de 1,0 kN.

Os resultados de carga-deslocamento para os incrementos de carga de 5,0
kN (curva azul), 2,5 kN (curva verde) e 1,0 kN (curva vermelha) estao ilustrados na
FIGURA 59.

FIGURA 59 — DIAGRAMA CARGA-DESLOCAMENTO PARA A VIGA-LAJE, MALHA DE 1152

ELEMENTOS QUADRATICOS, SEM FIBRAS — COMPARATIVO ENTRE PAS-
SOS DE CARGA

Malha de 1152 elementos, 0.0 % de fibras

250 A
200 A
< 150-
©
o
S
100 A
50 4 —— Passo de 5.0 kN
—— Passo de 2.5 kN
—— Passo de 1.0 kN
0 T T T T
0 10 20 30 40

deslocamento (mm)

FONTE: O autor.

Simulou-se a mesma estrutura com teores de 0,25% e 0,50% de fibras. Os
resultados obtidos no ensaio de viga-laje a flexdo foram comparados com aqueles
obtidos pelo experimento descrito na tese de Blanco Alvarez et al. (2013), para um teor
de fibras de 0,25% e para um teor de 0,50%.
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FIGURA 60 — CURVAS OBTIDAS PELO PROGRAMA DE VIGA-LAJE, TEOR DE 0,25% DE
FIBRAS, COMPARADA COM O ENSAIO EXPERIMENTAL

Viga-laje, malha de 1152 elementos

300
250 A
200 A
=
< | T | SF1 0.25% A (Blanco Alvarez)
% 1501 ---- SF1 0.25% B (Blanco Alvarez)
o -——- SF2 0.25% A (Blanco Alvarez)
100 - —— SF2 0.25% B (Blanco Alvarez)
----- RC A (Blanco Alvarez)
50 4 RC B (Blanco Alvarez)
— Sem fibras (O autor)
7 = (0.25% (O autor)
0 1 T T T T
0 10 20 30 40 50

deslocamento (mm)
FONTE: O autor.

FIGURA 61 - CURVA OBTIDA PELO PROGRAMA DE VIGA-LAJE, TEOR DE 0,50% DE
FIBRAS, COMPARADA COM O ENSAIO EXPERIMENTAL

Viga-laje, malha de 1152 elementos

300
250 A ,’;‘_f;’:'w " ———— = ‘=‘---——-_"'"—"-=".'—.'_-"': ——————
LT
el B}
e
= /’:f'/". Z
= VA SF1 0.5% A (Blanco Alvarez)
% 1507 /// ---- SF1 0.5% B (Blanco Alvarez)
S i --—- SF20.5% A (Blanco Alvarez)
100 - i —— SF2 0.5% B (Blanco Alvarez)
,/‘///' ) ----= RC A (Blanco Alvarez)
50 4 /,'f’ff:/ RC B (Blanco Alvarez)
' —— Sem fibras (O autor)
— 0.5% (O autor)
0 ' T T T T
0 10 20 30 40 50

deslocamento (mm)

FONTE: O autor.

Como se percebe na figura FIGURA 60 e na figura FIGURA 61, a resposta
computacional obtida no presente trabalho, embora préxima dos resultados apresenta-
dos por Blanco Alvarez et al. (2013), segue uma trajetéria um pouco distinta do trabalho
de referéncia. A diferenga pode ser explicada pelo fato de que, neste trabalho, ndo
se utilizou 0 mesmo modelo constitutivo empregado no trabalho de Blanco Alvarez
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et al. (2013) mas, ao contrario, o processo de danificagdo foi totalmente baseado na
Mecanica do Dano Continuo segundo o modelo de Mazars (1984). Acontece que o
modelo de Mazars foi originalmente proposto para concretos comuns, sem reforgco de
fibras. Nao se encontrou, na literatura, trabalhos recentes propondo modelos de dano
especificos para concreto com fibras. Esse € um campo a ser devidamente explorado
em trabalhos futuros.

Para o concreto sem fibras, obteve-se uma carga maxima de 230 kN e um
deslocamento maximo de 47,9 mm. No caso do reforco de 0,25% de fibras (figura
FIGURA 60), obteve-se um deslocamento maximo semelhante, contudo para uma
carga de 250 kN. No caso do teor de 0,50% de fibras (figura FIGURA 61), a execucao
do programa prosseguiu até um carregamento de quase 250 kN, mas para um deslo-
camento maximo aproximado de 50 mm. Além disso, observou-se a plastificacao das
armaduras de aco.
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6 CONCLUSOES E SUGESTOES

Apés a realizacao deste trabalho e da implementacao do programa, cabe-se
comparar o que foi obtido com o que se desejava obter com os objetivos formulados.
Feito isso, sdo realizados alguns comentarios gerais sobre os resultados, e sao feitas
colocacdes para explicar as divergéncias. Depois disso, sdo formuladas propostas
e sugestoes para os trabalhos futuros. Por fim, sdo formuladas algumas ideias para
aplicar, na pratica, o que foi realizado no presente trabalho.

6.1 CONFRONTO ENTRE OBJETIVOS E RESULTADOS

Foi realizada a modelagem computacional de estruturas de concreto reforcado
com fibras de ago (CRFA), reforcado ou ndo com barras de aco, levando-se em consi-
deracao a Mecéanica do Dano Continuo aplicada em pecas sujeitas a carregamentos
monotdnicos crescentes. E para isso, foi necessario que o programa fosse capaz de
capturar a nao linearidade do material, o que foi o caso. Os problemas tiveram como ob-
jetivo simular o comportamento a tracao, a compressao e, principalmente, a flexao. Mas,
para intuito de calibragédo e para testar o programa de analise nao linear, inicialmente
foi considerado o concreto sem fibras.

Os resultados observados para as simulagdes de estruturas de concreto sem
fibras mostraram boa aproximacao com os trabalhos realizados pelos outros autores.
As diferencas observadas entre a presente modelagem e os outros trabalhos que proce-
deram a modelagem computacional podem ser devidas provavelmente a metodologia
utilizada na modelagem, por causa do modelo de dano, que néao é o mais adequado
para a modelagem de concreto com fibras, haja vista que o0 modelo de Mazars (1984)
foi desenvolvido para concretos convencionais. No caso de ensaios de laboratério, as
diferencas para a presente modelagem computacional podem ter ocorrido devido a
erros sistematicos (inerentes ao equipamento), e principalmente devido a abordagem
que utiliza hipéteses simplificadoras como o estado plano de tensdes, o dano continuo
e a hipotese de isotropia.

Quanto as simulagdes de estruturas de concreto com fibras de aco, percebeu-
se, de maneira geral, um enrijecimento da estrutura a medida que se aumentava o teor
de fibras, conforme esperado. Em outras palavras, para um mesmo passo de carga,
observaram-se menores valores de deslocamento para teores mais elevados de fibras.
A mudanca no teor de fibras influenciou no resultado de deslocamento das estruturas,
de maneira geral, levando a uma maior rigidez e ductilidade. A excec¢ao a isso foi no
Caso 1: Ensaio Uniaxial, em que foi percebida maior ductilidade para um teor de 0,25%
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de fibras do que para 0,50%.

Ainda assim, observando os resultados obtidos, ainda ha bastante margem
para aperfeicoamento.

Existe, também, possibilidade de otimizagdo no tempo de processamento, isto
porque algumas simulacdes levaram algumas horas para que os resultados fossem
obtidos.

6.2 SUGESTOES PARA PROXIMOS TRABALHOS

Para se prosseguir com a modelagem computacional de estruturas de concreto
reforcado com fibras de aco, sdo formuladas as seguintes ideias, a fim de se aprimorar
0s resultados e reduzir os erros oriundos das hipéteses simplificadoras:

« Utilizar outros modelos de dano para o concreto, além do modelo de Mazars, e
de plasticidade para 0 aco, de modo a analisar as diferencas entre cada modelo;

» Formular um modelo de dano especifico para o CRFA, considerando as dimen-
sbes e atributos das fibras;

» Como o CRFA é um material anisotrépico, analisar a resposta por meio do modelo
de dano adequado para esse tipo de material;

» Extrapolar as simulagées computacionais para estruturas tridimensionais, ainda
utilizando o Método dos Elementos Finitos, devido as limitagées observadas para
o Estado Plano de Tensdes;

» Escrever o algoritmo em uma linguagem de nivel mais baixo (por exemplo, C++),
com o intuito de reduzir o tempo de processamento;

* Ainda almejando-se otimizar o tempo de execucao do programa, utilizar métodos
com ordem de convergéncia maior ou que evitem o processamento de matrizes
demasiado esparsas;

» Analisar a influéncia de outros atributos da fibra, além do teor;

» Analisar o comportamento de estruturas de CRFA sujeitas a carregamentos
dindmicos e ciclicos, de modo a observar a resposta com relacdo a fadiga. Esse
objetivo é importante no calculo e dimensionamento de pavimentos em CRFA; e

» Simular estruturas ndo necessariamente retilineas, como o revestimento de tuneis
rodoviarios, situacao na qual tem se observado um maior emprego de fibras como
reforco do concreto.
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6.3 POSSIVEIS CONTRIBUICOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Pretende-se estimular o uso de CRFA em diversas situacdes descritas na
secao 1.1, como:

» Pavimentos urbanos em que € intenso o trafego de veiculos pesados como énibus
e caminhdes (exemplo: canaletas de 6nibus biarticulados de Curitiba — PR). Com
iss0, sdo previstos 0s seguintes beneficios:

— Prolongar a vida util desses pavimentos, reduzindo o custo e a necessidade
de manutencgdes;

— Substituir os pavimentos de asfalto (mais flexiveis e sujeitos a deformacoes)
por lajes de CRFA; e

— Reduzir a demanda por asfalto, e por consequéncia, de petréleo, um material
fossil.

» Pisos e patios industriais, outra situagdao em que existe trafego de caminhdes e
maquinas pesadas;

* Revestimentos de tuneis rodoviarios; e

« Vigas e lajes pré-fabricadas, estruturas frequentemente solicitadas a flexao.
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APENDICE A - MATRIZES ELEMENTARES DE RIGIDEZ

A.1 MATRIZ DE RIGIDEZ ELEMENTAR PARA ELEMENTO TRIANGULAR
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A.2 MATRIZ DE RIGIDEZ ELEMENTAR PARA ELEMENTO RETANGULAR
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APENDICE B - REARRANJO DE MATRIZES E VETORES
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FIGURA 62 — MALHA GLOBAL (A ESQUERDA) E ELEMENTO PADRAO (A DIREITA)
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A matriz de incidéncia, para o exemplo citado na FIGURA 62, é:
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APENDICE C - FUNCOES DE FORMA PARA ELEMENTOS ISOPARAMETRICOS

C.1

ELEMENTO ISOPARAMETRICO RETANGULAR LINEAR

1-¢
L) = ——
1+¢
Lz(f)le
-1
L1(77)=T
Laf) =+
Ny = L)L) = L7
Ny = Ly(§)La(n) = 4 +£L(1 )
N3 = Li(§) La(n) = G 52?1 )
Ny = Lo(§) La(n) = Cha i(l 1)
-1 -1 1] (en]"
B Ll-1 1 11| )¢
M=% v N M= )
1 1 1 1 1
(1 1] 1"
_OIN] _ L= 1))
[Nel = oE 1 -1 {1}
1 1_
[1 1] 1"
OIN] 1 ||-1 —1f (¢
[N rranrt {1}

L 1 1_
|J|=é<$1—$3 — (w2 — 24) (1 — y3)+
+E6((21 — 24)(y2 — y3) — (f2—1’3)(y1—y4))+
(2 = 21)(s = v2) — (23— 20) (2 — 1))



114

C.2 ELEMENTO ISOPARAMETRICO RETANGULAR QUADRATICO
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