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RESUMO

Este projeto de pesquisa tem como finalidade o estudo comparativo entre 0os
modelos de random walk e difusdo, com o intuito de analisar o0 comportamento de
sistemas reais sujeitos a um processo de difusdo. Isto é feito com a validacdo de
uma metodologia que propde a simulacdo de um conjunto de particulas em difusao
atravées de uma random walk. Esta validagdo € realizada para espacos uni e
bidimensionais, e a partir dos resultados obtidos, € possivel prever a movimentacao
das particulas em espacos tridimensionais, utilizando valores reais de coeficientes
de difusdo. S&o estudados trés sistemas reais, selecionados com base na incerteza
dos valores de coeficiente de difusdo existentes na literatura: argénio-hélio-nednio
(1% de incerteza), dioxido de carbono-hidrogénio-nitrogénio (2% de incerteza) e
oxigénio-monoxido de carbono-hidrogénio (3% de incerteza), sendo estas incertezas
relacionadas a valores de coeficiente de difusdo obtidos em temperaturas préximas
da temperatura ambiente. Por fim, o estudo aborda sistemas que apresentam
coeficiente de difusdo variavel ao longo do tempo. A aproximacdo de um processo
de difusdo a uma random walk constitui uma alternativa relativamente simples e
facilmente replicavel quando comparada a outras abordagens de simulacdo, embora
seja menos robusta.

Palavras-chave: concentracdo, difusdo, Python, random walk, sistemas
reais, simulacdo computacional.



ABSTRACT

This research project aims at the comparative study between the random
walk and diffusion models, in order to analyze the behavior of real systems subject to
a diffusion process. This is done with the validation of a methodology that proposes
the simulation of a set of particles in diffusion through a random walk. This validation
is performed for one- and two-dimensional spaces, and from the results obtained, it is
possible to predict the movement of particles in three-dimensional spaces, using real
values of diffusion coefficients. Three real systems are studied, selected based on
the uncertainty of diffusion coefficient values existing in the literature: argon-helium-
neon (1% uncertainty), carbon dioxide-hydrogen-nitrogen (2% uncertainty) and
oxygen-carbon monoxide-hydrogen (3% uncertainty), with these uncertainties being
related diffusion coefficient values obtained at temperatures near room temperature.
Finally, the study addresses systems that present a time-dependent diffusion
coefficient. The approximation of a diffusion process to a random walk constitutes a
relatively simple and easily replicable alternative when compared to other simulation
approaches, although being less robust.

Keywords: concentration, diffusion, Python, random walk, real systems,
computer simulation.
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y Posicéo no eixo y

a Coeficiente de decaimento

€ Parametro de energia de Lennard-Jones
U Viscosidade

¢ Fator de associacéo

o Parametro de tamanho de Lennard-Jones

Op Funcao de kT/eas
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1. INTRODUCAO

A difusdo é um fendmeno que rege diversos sistemas presentes na
engenharia quimica, possuindo grande importancia em processos de separacéo e
sistemas envolvendo reacdo quimica. Com isto, torna-se fundamental descrever a
difusdo, com o emprego de modelos mateméaticos. Tais modelos apresentam
diferentes ordens de complexidade, precisdo e robustez, o que motiva a busca por
modelos que sejam facilmente replicAveis e demandem menos esforco
computacional, tornando as simulacfes cada vez mais otimizadas. Neste ponto, a
representacdo de um processo difusivo através de uma random walk constitui uma
alternativa valida.

Um trabalho bastante notavel sobre a comparacao entre difusédo e random
walks foi realizado pela Faculdade de Matematica e Ciéncias Naturais da
Universidade de Oslo, na Noruega. Foram desenvolvidos codigos, na linguagem de
programacao Python, para a realizacdo de diversos estudos relacionados a difusao
e random walk. Em um destes codigos, é obtida a densidade de probabilidade para
um walker ocupar uma determinada posi¢cdo numa malha quadriculada. Também é
proposto um equacionamento para uma comparagao direta entre difusdo e random
walk, no qual existe uma equivaléncia entre o coeficiente de difusédo e a
probabilidade de um walker se mover. Foram gerados histogramas que apresentam
a comparacdo entre difusdo e random walk, nos quais é possivel observar uma
proximidade interessante nos resultados gerados por estas duas abordagens, o que
sugere que um processo de difusdo pode ser representado por uma random walk
desde que determinadas condicbes sejam satisfeitas. O trabalho em questéao,
desenvolvido por MALTHE-S@RENSSEN, 2017, ainda sugere que seria possivel
realizar uma analise comparativa para duas dimensdes, construindo todo o
equacionamento, porém sem a apresentacdo de resultados.

Sendo assim, este projeto visa, além da replicacdo dos resultados
apresentados no trabalho desenvolvido por MALTHE-S@RENSSEN, 2017, a
construcdo daquilo que seria uma continuacéo logica do trabalho, abrangendo uma
série de possiveis ramificacdes que fortalecem a conexdo destes conceitos com

uma série de situacdes presentes na engenharia quimica.
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1.1. JUSTIFICATIVA

O estudo proposto por MALTHE-SZRENSSEN, 2017 limitou-se apenas a
obtencdo de resultados da comparacdo entre difusdo e random walk em uma
dimensdo. Além disto, ndo foi realizada nenhuma simulacdo visando simular o
comportamento de um conjunto de particulas cujo movimento € estimado por uma
random walk, tampouco a aplicacdo desta abordagem para estudar o
comportamento de sistemas reais.

Neste aspecto, o0 projeto visa estender o estudo inicialmente proposto por
MALTHE-S@RENSSEN, 2017 para sistemas bi e tridimensionais, utilizando o cédigo
apresentado e realizando as alteracdes necessarias para a representacao destes
novos sistemas. Tais alteracbes também incluem a utilizacdo de bibliotecas mais
modernas desenvolvidas para a linguagem de programacéo Python, com o intuito de
reduzir o tempo necessario para a obtencao dos resultados.

A partir destes resultados, passam a ser propostos novas ramificacoes neste
estudo, que incluem o desenvolvimento de novos codigos para a simulacdo do
movimento de conjuntos de particulas, a utilizagdo de valores reais de coeficientes
de difuséo e a implementacdo de um novo modelo para situagdes onde o coeficiente
de difuséo varia de acordo com o tempo.
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2. OBJETIVO

O objetivo deste projeto € estabelecer uma comparacéao fiel entre modelos
de random walk e difusédo, que torne possivel a representacdo de um processo de
difusdo através de uma random walk, com a finalidade de aplicar este modelo a

sistemas reais da engenharia quimica.

2.1. OBJETIVOS ESPECIFICOS

A validacdo de uma metodologia que permita a representacdo de um
processo de difusdo através de uma random walk em uma e duas dimensdes, com
histogramas e animacdes que permitam a visualizagdo dos resultados. Na
sequéncia, a construcdo de um modelo que permita a simulacdo de um conjunto de
particulas cujo movimento é determinado por uma random walk.

A partir deste modelo, o estudo de sistemas reais, com 0 uso de coeficientes
de difusdo obtidos na literatura ou atraveés de correlagdes empiricas, bem como o

estudo de sistemas com coeficiente de difusdo variavel com o tempo.
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3. RANDOM WALK

As random walks, também conhecidas como passeios aleatérios, séo
derivadas a partir de uma sequéncia de ensaios de Bernoulli, e sdo utilizadas em
varias areas, tais como termodinamica, biologia, fisica, quimica e economia (IBE,
2013). O termo “random walk” foi originalmente proposto por Karl Pearson, em 1905
(RYCROFT; BAZANT, 2005).

Random walks constituem um modelo simples para descrever varios
processos de transporte, como a propagacdo de calor ou a difusdo de matéria
através de um meio. No entanto, em varias situacdes reais, 0 meio onde ocorre esta
propagagcdo é bastante irregular, em decorréncia de fatores como impurezas,
variacOes de propriedades, etc. Com isto, € possivel modelar tais fatores como um
ambiente aleatério (BOGACHEV, 2007).

No contexto das random walks, estes modelos sdo chamados de random
walks em ambientes aleatérios (Random Walks in Random Environments — RWRE).
O interesse inicial em RWRE, ocorrido na década de 1970, foi motivado por
problemas nas areas de biologia, cristalografia e fisica dos metais, embora outras
aplicac6es tenham surgido nas mais variadas areas (BOGACHEYV, 2007).

A definicdo de uma RWRE envolve dois componentes: (1) o ambiente, que é
determinado aleatoriamente, mas permanece fixo ao longo do tempo e (2) a random

walk, cujas probabilidades séo determinadas pelo ambiente (BOGACHEV, 2007).
3.1. RANDOM WALK UNIDIMENSIONAL

Considerando um ensaio de Bernoulli onde a probabilidade de um evento
obter sucesso é dada por p e a probabilidade de falha é dada por 1-p, assumindo
que este evento serd realizado a cada T unidades de tempo, e considerando uma
variavel Xk, responsavel por denotar o resultado da k-ésima realizacdo do evento
(IBE, 2013). A funcao densidade de probabilidade de Xx € dada por:

p, x=1 (1)

pXk(x)z{l_p x=—1
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Sendo assim, o0s varios Xk sao variaveis aleatorias com distribuicéo idéntica
e independentes entre si (IBE, 2013). Definindo a variavel Y, como:

Yo=0 @)
Vo= Y0 Xe= Yo +X, n=12,..

Se X for utilizado para modelar um processo no qual um passo para a
direita € dado cada vez que 0 k-ésimo evento resulta em sucesso e um passo para a
esquerda é dado cada vez que resulta em falha, a variavel aleatéria Y, representa a
posi¢do do processo em relagdo ao ponto inicial, apés o n-ésimo ensaio (IBE, 2013).

A trajetdria resultante do processo {Y,} através do plano cartesiano, onde o
eixo X representa o0 tempo e o eixo y representa a localizacdo num dado tempo, é
chamada de random walk unidimensional gerada por Xx. Definindo um processo
estocéstico Y(t)={Yn|nst<n+1}, a Figura 1 mostra um exemplo do caminho percorrido

por Y(t), onde o comprimento de cada passo € dado por s (IBE, 2013).

Figura 1. Exemplo de trajetéria de uma random walk unidimensional.
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Fonte: IBE, 2013.

Uma random walk classica € um processo de Bernoulli que permite apenas
dois possiveis resultados para o evento, com os valores +1 e -1. Em um caso mais
geral, o tamanho do passo e 0 tempo entre 0s passos sao variaveis aleatorias.
Quando isto ocorre, trata-se de uma random walk de tempo continuo (Continuous-
Time Random Walk — CTRW). Elas sao utilizadas para a modelagem de diversos

fenbmenos fisicos, dentre eles a difusao (IBE, 2013).
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3.2. RANDOM WALK BIDIMENSIONAL

As random walks bidimensionais sao utilizadas em diversos estudos
ecologicos, para visualizar a movimentacdo de animais, bem como na ciéncia dos
polimeros (IBE, 2013). Uma particula movendo-se aleatoriamente nao possui
tendéncia de se dirigir a regides pelas quais ndo tenha passado antes, ou seja, ndo
possui nenhuma memoéria do passado. Seu percurso ndo preenche o espaco
uniformemente (BERG, 1983).

Existem cinco tipos de random walks bidimensionais: (1) random walk de
Pearson, (2) random walk simétrica (Symmetric Random Walk — SRW), (3) random
walk alternada (Alternating Random Walk — ARW), (4) random walk auto-evasiva
(Self-Avoiding Random Walk — SAW) e (5) random walk nao-reversivel
(Nonreversing Random Walk — NRRW) (IBE, 2013). A Figura 2 mostra trés exemplos

de diferentes random walks bidimensionais sobre uma malha.

Figura 2. Exemplos de trajetorias de random walks bidimensionais.
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Fonte: IBE, 2013.

A figura da esquerda representa uma random walk simétrica, onde o walker
pode ir para as direcbes norte, sul, leste ou oeste com igual probabilidade.
Inicialmente, ele esta em (0, 0). No proximo passo, ele se move para leste em (1, 0).
Depois, se move para norte em (1, 1) e assim sucessivamente. Neste caso, a
random walk ndo possui memoria (IBE, 2013).

A figura do meio representa uma random walk alternada, onde um passo
para as direcbes norte ou sul € seguido por um passo para as direcdes leste ou

oeste, mas nunca para norte ou sul, e vice-versa (IBE, 2013).
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A figura da direita representa uma random walk nao-reversivel, onde o
walker inicia em (0, 0) e d& o seu primeiro passo para leste em (1, 0). No pr6ximo
passo, ele ndo pode se mover para leste, pois isso o0 levaria novamente para o local
de onde veio restando apenas norte, sul e oeste. Assumindo que ele se move para
norte em (1, 1), seu préximo passo ndo pode ser na direcdo sul, pois isso o levaria
novamente para (1, 0). Desta forma, ele precisa se mover para norte, leste ou oeste,
e assim sucessivamente. O walker pode retornar a uma posi¢cao por ele ocupada

anteriormente, mas nunca imediatamente deixar aquela posicao (IBE, 2013).

3.3. RANDOM WALKS NA ENGENHARIA QUIMICA

As random walks sao utilizadas para auxiliar na descricdo de varios
processos presentes na engenharia quimica, dentre os quais se destacam (1)
descricdo do escoamento de fluidos e/ou particulas, (2) descricdo da dispersédo de
particulas em equipamentos e (3) descricdo de reacfes quimicas conduzidas por

mecanismos de difusao.

3.3.1. Escoamento de misturas heterogéneas

A existéncia de modelos capazes de estimar de forma precisa a deposi¢ao
de micro e nanoparticulas em escoamentos turbulentos € de grande importancia
para a simulacdo de uma variada gama de processos industriais. A simulacao
destes escoamentos requer uma estimativa precisa do grau de turbuléncia e das
interacdes entre as particulas (MOFAKHAM; AHMADI, 2020).

Para a simulagdo do carreamento de particulas, as random walks de tempo
discreto e de tempo continuo sdo amplamente utilizadas em cdédigos de
fluidodindmica computacional (Computational Fluid Dynamics - CFD), onde se
assume que as velocidades sejam iguais a soma da velocidade média do fluido e
das variacdes da turbuléncia. Estes modelos ndo séo estritamente derivados a partir
da equacdo de Navier-Stokes, e as variagcbes de velocidade sdo tidas como
processos de Markov (MOFAKHAM; AHMADI, 2020).

No estudo conduzido por MOFAKHAM; AHMADI, 2020, foi avaliado o

desempenho de random walks na simulagdo do carreamento de particulas em um
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fluxo turbulento. Este fluxo foi simulado utilizando a abordagem de Navier-Stokes
com média de Reynolds (Reynolds-Averaged Navier-Stokes — RANS) juntamente
com o modelo de tensdo de Reynolds (Reynolds Stress Transport Turbulence model
— RSTM).

A simulacado foi realizada de forma a determinar a evolucdo do perfil de
concentracdo de particulas de diversos tamanhos ao longo do tempo. Em um
primeiro momento, a turbuléncia foi gerada a partir de uma random walk discreta,
com o modelo proposto por GOSMAN; IOANNIDES, 1983. Os resultados obtidos
para os perfis de concentracdo estao apresentados na Figura 3.

Figura 3. Perfis de concentracdo obtidos através da random walk discreta.
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Fonte: MOFAKHAM; AHMADI, 2020.

Isto mostra que o modelo foi capaz de prever a deposi¢do de particulas nas
paredes, exatamente de acordo com verificacbes experimentais. As particulas
tendem a migrar de regides com maior turbuléncia para regides com menor
turbuléncia, num fendmeno denominado turboforese (MOFAKHAM; AHMADI, 2020).
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Na sequéncia, foi utilizado um modelo normalizado de random walk de
tempo continuo para a descricao do fluxo turbulento. Neste caso, espera-se que as
estimativas do fluxo turbulento sejam muito mais precisas em comparacdo com o
caso anteriormente descrito (MOFAKHAM; AHMADI, 2020). A Figura 4 mostra a

evolucdo dos perfis normalizados de concentracao de particulas ao longo do tempo.

Figura 4. Perfis normalizados de concentracéo obtidos através da random walk continua.
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Fonte: MOFAKHAM; AHMADI, 2020.

O resultado obtido nesta simulacao contrasta com a anterior, onde € prevista
uma consideravel deposicdo de particulas nas paredes, pois nesta simulacdo o
estado estacionario é atingido apos 2000 unidades de tempo. Este comportamento
atende as expectativas, pois o modelo de random walk discreta apresenta grandes
desvios ao tentar descrever 0 comportamento de misturas heterogéneas
(MOFAKHAM; AHMADI, 2020).

Em outro estudo sobre o tema, conduzido por NAGY; SWAILES, 1996, foi
estimada a taxa de deposicdo de particulas solidas ou goticulas liquidas contidas
numa corrente gasosa com o uso de uma random walk, através de uma abordagem
lagrangiana. Os resultados foram utilizados para a validacdo de um modelo cinético
proposto para a solucdo do mesmo problema.

O fluxo turbulento foi descrito por uma série de turbilhdes independentes
espacialmente (NAGY; SWAILES, 1996). A Figura 5 mostra a comparagao entre 0s
perfis de velocidade obtidos através da modelagem por random walk e do modelo
cinético proposto, onde é possivel observar o efeito gravitacional na deposi¢do de
particulas ao longo das paredes.
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Figura 5. Perfis de velocidade obtidos através da random walk e do modelo cinético.
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Fonte: NAGY; SWAILES, 1996.

Desta forma, foi possivel concluir que o modelo cinético proposto é capaz de
descrever o problema de forma precisa e, portanto, pode ser validado. A vantagem
da utilizacdo de uma random walk para a descricdo do problema € a praticidade em
inserir as condicGes de contorno dentro da simulacdo (NAGY; SWAILES, 1996).

3.3.2. Dispersao de particulas

Leitos fluidizados sélido-liquido sdo amplamente utilizados na industria, por
apresentar alta taxa de transferéncia de quantidade de movimento, calor e massa. O
grau de mistura das particulas solidas no leito € um dos parametros que precisam
ser conhecidos. Neste tipo de sistema fluidizado, apenas o grau de mistura na
direcédo vertical (axial) € relevante. Este grau de mistura pode ser descrito por um
coeficiente de disperséo axial (DORGELO; VAN DER MEER; WESSELINGH, 1985).

No estudo realizado por DORGELO; VAN DER MEER; WESSELINGH,
1985, cada particula foi aproximada a uma random walk unidimensional, que se
movem em sentido positivo ou negativo com probabilidades iguais, com um tamanho

de passo constante. Esta modelagem foi comparada a resultados experimentais
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obtidos num leito fluidizado de pequeno porte (DORGELO; VAN DER MEER,;
WESSELINGH, 1985). A Figura 6 mostra os resultados obtidos para o perfil do
tempo de residéncia pela simulacdo através da random walk em comparagdo com

os resultados experimentais obtidos, para diferentes velocidades do liquido.

Figura 6. Perfis de tempo de residéncia obtidos por medidas experimentais e pela random walk.
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Fonte: DORGELO; VAN DER MEER; WESSELINGH, 1985.

Em altas velocidades, o movimento das particulas aparenta se tornar
individual e o leito apresenta caracteristicas homogéneas. Quando a porosidade do
leito atinge o valor de 0,95, o distribuidor de liquido n&o foi mais capaz de promover
um fluxo homogéneo através de toda a secdo transversal do leito, ocasionando
jateamento na regido central. Isto explica a diferenca entre a curva teorica e 0s
valores experimentais na velocidade de 0,6 m/s (DORGELO; VAN DER MEER;
WESSELINGH, 1985).

No estudo produzido por GABOR, 1964, foram avaliados os desempenhos
de varios modelos para descrever o mecanismo de mistura de particulados em um
leito fluidizado por uma fase gasosa, em comparagdo com dados experimentais, e
dentre estes modelos foi estudada uma random walk. A Figura 10 apresenta os
coeficientes de mistura em funcao da velocidade da fase gasosa para os diferentes

modelos avaliados.
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Figura 7. Coeficientes de mistura em funcdo da velocidade da fase gasosa.
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Esperava-se que o modelo utilizando random walk se aplicaria durante toda
a faixa de velocidades de fluidizacdo. Em vazbes pequenas, as bolhas séo
distribuidas uniformemente e as particulas carreadas pelas bolhas sdo desviadas
pelo recheio do leito. Em vazdes elevadas, as particulas se movimentam de forma
agregada, sofrendo desvios radiais pelo recheio do leito. Desta forma, o modelo de

random walk se aplica apenas a mistura radial e ndo axial (GABOR, 1964).

3.3.3. Reacdes quimicas

Métodos cinéticos de Monte Carlo (Kinetic Monte Carlo — KMC), tais como o
algoritmo de Gillespie, modelam as reacdes quimicas como random walks de tempo
continuo (CTRW). Os tempos reacionais sdo exponencialmente distribuidos, sob a

premissa de que o sistema possui agitacao perfeita (AQUINO; DENTZ, 2017).
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No trabalho desenvolvido por AQUINO; DENTZ, 2017, um sistema
heterogéneo é descrito por uma random walk de tempo continuo, da qual se origina
uma equacdo mestra generalizada para reacdes quimicas. Com base nisto, &
possivel definir as equacfes da taxa modificadas para diferentes tempos reacionais.

A equacdo mestra classica reside em dois pilares: tempos de espera
exponenciais entre as reacdes, e equivaléncia estatistica de todas as particulas de
uma dada substancia. Neste estudo, o primeiro pilar foi desconsiderado, o que
consequentemente torna o segundo mais flexivel (AQUINO; DENTZ, 2017).

A random walk de tempo continuo propicia um ponto de partida para
generalizar os tempos de espera entre reacdes. A partir da teoria de uma CTRW, é
possivel gerar uma equacao mestra generalizada capaz de levar em consideracao
tempos de espera ndo exponenciais. Esta abordagem deriva uma cinética como a
gue foi proposta por Michaelis-Menten como o resultado de tempos de espera
aleatérios com média finita (AQUINO; DENTZ, 2017).

A Figura 8 mostra os resultados obtidos para a concentracdo adimensional
em funcéo do tempo adimensional para reacdes de primeira e segunda ordem, com

diferentes estequiometrias e graus de mistura.

Figura 8. Concentracao adimensional em funcéo do tempo adimensional para diferentes ordens de
reacgao.
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Em resumo, a aplicacdo de uma CTRW para descricdo da reacdo quimica
constitui uma interessante abordagem para levar em consideracdo quaisquer
alteracbes no sistema, 0 que possibilita novas formas de entender e modelar os
fendbmenos reacionais em circunstancias nao ideais (AQUINO; DENTZ, 2017).

No trabalho desenvolvido por FEDOTOV; KIM; PITSCH, 2007, foi realizado
um estudo sobre a utilizacdo de random walks de tempo continuo (CTRW) para
descrever o processo de difusdo de Knudsen em reag¢des quimicas ocorrendo em
meio poroso, com o objetivo de desenvolver um modelo matematico capaz de
representar a difusdo anémala de moléculas, absor¢édo e reacdo em meios porosos.

A Figura 9 mostra a evolucao do nimero normalizado de particulas, em uma
simulagdo de Monte Carlo, de uma random walk com a lei de poténcia da

distribuicdo de tempos de residéncia (DTR).

Figura 9. Evolucdo do nimero normalizado de particulas na simulacéo de Monte Carlo.
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Fonte: FEDOTOV; KIM; PITSCH, 2007.

De uma forma simples, quando uma molécula colide com a parede de um
poro, ela pode reagir com a superficie do poro (com probabilidade a) ou ser
temporariamente absorvida (com probabilidade 1I-a), o que configura entdo uma

random walk unidimensional (FEDOTOV; KIM; PITSCH, 2007).
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4. DIFUSAO

A difusé@o é o processo pelo qual a matéria é transportada de uma parte do
sistema para outra, como resultado de uma movimentacédo aleatéria de moléculas
(CRANK, 1979). Ela pode ser descrita por uma abordagem mecanicista na qual
considerar o movimento dos &tomos é fundamental, ou por uma abordagem
continua, como a primeira lei de Fick, na qual nenhuma consideracdo é dada ao
mecanismo pelo qual a transferéncia de atomos ocorre (HINES; MADDOX, 1985).

Processos de difusédo séo utilizados para modelar o movimento de diversos
objetos em um determinado ambiente ou meio. Desta forma, os processos de
difusdo possuem grande importancia em diversas aplicacbes na ciéncia e,
sobretudo, na engenharia (IBE, 2013).

Sédo usualmente descritos por equacdes diferenciais parciais, 0 que torna
atrativa a aproximacdo de muitos processos discretos a um processo de difusao,
tendo em vista que equacdes diferenciais parciais sao geralmente mais simples de
serem resolvidas, em comparacao com as equacgodes diferenciais de diferengas que
normalmente sao utilizadas para descrever estes processos (IBE, 2013).

Considerando uma camara na qual duas substancias gasosas, a uma
mesma temperatura e pressao, estejam inicialmente separadas por uma particdo. Se
esta particdo for removida sem perturbacdo dos fluidos, ambas as substancias serao
transportadas por difusdo (BERGMAN; LAVINE; INCROPERA, 2017). A Figura 10

mostra como estaria o0 sistema logo apds a particao ser removida.

Figura 10. Transferéncia de massa por difusdo em uma mistura binaria gasosa.
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Fonte: BERGMAN; LAVINE; INCROPERA, 2017.
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A transferéncia de massa por difusdo ocorre ndo somente em gases, mas
também em liquidos e solidos. Entretanto, por ser fortemente influenciada pelo
espacamento entre as moléculas, a difusdo ocorre mais facilmente em gases do que
em ligquidos, e mais facilmente em liquidos do que em sélidos (BERGMAN; LAVINE;
INCROPERA, 2017).

4.1. LEIS DE FICK

A difusdo € um processo dependente do tempo, ou seja, do ponto de vista
macroscopico, a quantidade de uma substancia transportada dentro de outra
substancia € uma funcédo do tempo. Em geral, € necessario saber o quao rapido a
difusdo ocorre, ou seja, conhecer a taxa de transferéncia de massa (CALLISTER,;
RETHWISCH, 2004). Esta taxa € usualmente expressada como sendo um fluxo

difusivo, representado matematicamente pela equacao a seguir:

__m 3)
J Axt,

onde J é o fluxo difusivo, em kg/m2.s; m € a massa (ou um equivalente, como o
namero de moléculas), em kg; A € a area através da qual a difusédo ocorre, em m?; e
t é o tempo de difusdo, em segundos (CALLISTER; RETHWISCH, 2004). Para uma
difusdo em estado estacionario ocorrendo em uma Unica direcao (x), o fluxo difusivo

€ proporcional ao gradiente de concentracao, de acordo com a equacao a seguir:

]=—D*j—§ (4)

onde D é a constante de proporcionalidade entre o fluxo difusivo e o gradiente de
concentracdo. A Equacéao (4) € conhecida como primeira lei de Fick. O sinal negativo
indica que o sentido da difusdo € contrario ao gradiente de concentracdo, da maior
para a menor concentracdo (CALLISTER; RETHWISCH, 2004).

A maioria dos processos difusivos ndo ocorre em estado estacionario, ou
seja, o fluxo difusivo e o gradiente de concentragdo em um dado momento variam

com o tempo, existindo um acumulo (positivo ou negativo) das substancias em
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difusdo. Em condi¢cBes ndo-estacionarias, o uso da Equacao (4) € possivel, porém
ndo é conveniente (CALLISTER; RETHWISCH, 2004). Nestes casos, € utilizada a

equacao diferencial parcial a seguir:

-5

at  ox
Se a constante de proporcionalidade D for independente da composicéo (isto

deve ser avaliado para cada sistema), a Equacéao (5) pode ser simplificada:

ac 92¢ (6)
[ D * —
ot 0x?

As Equacdes (5) e (6) sdo conhecidas como segunda lei de Fick. Solu¢cdes
para estas equacdes (concentracdo em termos da posicdo e do tempo) sado
possiveis quando um conjunto de condicdes de contorno € especificado. Varias
solucbes sdo apresentadas por CARSLAW; JAEGER, 1956 e CRANK, 1979
(CALLISTER; RETHWISCH, 2004).

4.2. COEFICIENTE DE DIFUSAO

A constante de proporcionalidade das leis de Fick, Dag, € conhecida como
coeficiente de difusdo. Suas dimensdes fundamentais séo as mesmas das demais
propriedades de transporte (viscosidade e condutividade térmica): € comumente
reportada em cm?/s, porém sua unidade no Sl é m#/s (WELTY et al., 2008).

O coeficiente de difusao depende da presséo, temperatura e composi¢ao do
sistema. Como esperado, considerando o nivel de mobilidade das moléculas,
coeficientes de difusdo de gases (na faixa de 5*10° a 1*10°° m2/s) sdo maiores do
que de liguidos (na faixa de 101° a 10° m?%/s), que por sua vez sdo maiores do que
de sélidos (na faixa de 10** a 101 m?/s) (WELTY et al., 2008).

Na literatura, existem valores de coeficientes de difusdo tabelados para
diversos pares de substancias, compilados originalmente por varios autores, tais
como MARRERO; MASON, 1972 e REID; SHERWOOD, 1958, para gases;
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SHERWOOD; PIGFORD, 1975 e TREYBAL, 1955 para liquidos; e BARRER, 1941,
para sélidos.

A estimativa do coeficiente de difusdo para gases pode ser feita através de
equacbes semiempiricas disponiveis na literatura, derivadas a partir da teoria
cinética (HINES; MADDOX, 1985). A equacdo a seguir, proposta por GILLILAND,
1934, propbe que o coeficiente de difusdo para uma mistura gasosa binaria seja

calculado como:

Dap = 43100+ . (i + i)l/z g
| Py vy W Ml
onde Dag € o coeficiente de difusédo de A em B, em m?/s; T é a temperatura absoluta,
em Kelvin; Ma e Mg sdo as massas moleculares de A e B, em kg/kgmol; Va e Vg séo
os volumes molares nas temperaturas normais de ebulicdo de A e B, em m3kgmol e
P ¢é a pressao absoluta, em kPa (HINES; MADDOX, 1985). Outras correlagdes foram
desenvolvidas com base na equacdo proposta por GILLILAND, 1934, sendo
notaveis as correlagbes propostas por HIRSCHFELDER; BIRD; SPOTZ, 1949 e
FULLER; SCHETTLER; GIDDINGS, 1966.

MARRERO; MASON, 1972 apresentam uma revisado detalhada da literatura,
com tabelas de valores de coeficientes de difusdo para diversos pares gasosos e
referéncias para estudos de valores experimentais de Dag para centenas de
sistemas (HINES; MADDOX, 1985). Os pares podem ser divididos em trés grupos,

de acordo com a confiabilidade dos dados experimentais, como mostra a Figura 11.
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Figura 11. Limites de incerteza do Das em funcéo da temperatura.
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Fonte: MARRERO; MASON, 1972.

Um grupo de sistemas mistos também foi incluido, por conter pares gasosos
de possivel interesse. Este grupo contém sistemas nos quais um dos componentes
€ agua, dioxido de carbono ou gases dissociados (hidrogénio, oxigénio e nitrogénio)
(MARRERO; MASON, 1972). A Tabela 1 mostra os pares gasosos em termos de um

composto comum numa série de pares.

Tabela 1. Agrupamento de sistemas de acordo com os limites de incerteza de Das.

He-(Ne, Ar, Kr, Xe)
Ne-(He, Ar, Kr, Xe)
Grupo | Ar-(He, Ne, Kr, Xe)
Kr-(He, Ne, Ar, Xe)
H2-N2

*He-*He
He-(Hz2, N2, CO, Oz, ar atmosférico, COz2)
Hz-(He, Ne, Ar, Kr, D2, ar atmosférico, CO2)
N2-(Ar, CO, CO2)

Grupo Il

Ar-(CH4, CO, Og, ar atmosférico, COz, SFs)
Hz-(Xe, CH4, Oz, SFe)
CHa-(He, Ar, Hz, N2, Oz, ar atmosférico, SFs)
N2-(Ne, Kr, Xe, CH4, Oz, SFs)
CO-(Ar, Kr, Oz, ar atmosférico, COz, SFe)
Oz2-(Ar, Hz, CH4, N2, CO, COz2, SFe)
CO2-(Ar, CO, Og2, ar atmosférico, N20, SFe)
SFe-(He, Ar, H2, CH4, N2, CO, Oz, ar atmosférico, COz)

Grupo I
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H20-(Nz2, Oz, ar atmosférico, CO2)
CO2-(Ne, H20, C3Hs)
Sistemas mistos H-(He, Ar, Hz)
N-N2
O-(He, Ar, N2, O2)

Fonte: MARRERO; MASON, 1972.

Para cada par gasoso, foi construido um grafico que mostra o desvio entre
valores experimentais de Dag, obtidos por diversos pesquisadores, e valores
previstos por equacdes de referéncia. A Figura 12 traz como exemplo o grafico da

incerteza do Dag para o par gasoso hélio-nebnio, pertencente ao Grupo |.

Figura 12. Grafico da incerteza do Dags para o par hélio-nednio.
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Vérias tentativas de prever a difusividade no estado liquido foram feitas,
utilizando uma das trés abordagens gerais, sendo elas as teorias hidrodinamica,
semicristalina e de flutuacdo (HINES; MADDOX, 1985). WILKE; CHANG, 1955

obtiveram uma equacdo para prever a difusividade em solu¢cdes néo-eletroliticas

diluidas:

1,17 * 10713 % (E * Mp) /2« T (8)
V0,6 * 1L ’
A

[oJ—
DAB_
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onde D°p € o coeficiente de interdifusdo em solugdes diluidas, em m?/s; y é a
viscosidade da solucdo, em mPa.s; Va € o volume molar do soluto na temperatura
normal de ebulicdo, em m3/kgmol; T é a temperatura absoluta, em Kelvin e ég é 0
fator de associacéo do solvente B (HINES; MADDOX, 1985).

Um conjunto de equacfes semiempiricas para estimar o coeficiente de
difusdo em solucdes nao-eletroliticas diluidas é apresentado por SKELLAND, 1974
(HINES; MADDOX, 1985). Outras correlagbes para liquidos foram desenvolvidas,
mesmo para solugbes concentradas ou que contenham eletrélitos, sendo notaveis
as correlagdes propostas por SITARAMAN; IBRAHIM; KULOOR, 1963, VIGNES,
1966, LEFFLER; CULLINAN, 1970, NERNST, 1888, WALLS; UPTHEGROVE, 1964,
SWALIN, 1959, HINES; WALLS; ARNOLD, 1975 e HINES; WALLS, 1979.

Numa tentativa de descrever o processo difusivo em sdlidos, pesquisadores
propuseram uma variedade de mecanismos que dependem da estrutura do sélido e
da natureza do processo. (HINES; MADDOX, 1985). SHERBY; SIMNAD, 1961

apresentam uma equacao empirica para calcular o coeficiente de autodifusdo em
sélidos, com base na Figura 13.

Figura 13. Taxa de autodifusdo para metais puros.
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Fonte: SHERBY; SIMNAD, 1961.

Ficou constatado que a maioria dos dados de difusdo em sdlidos se dividem

em trés grupos distintos: (1) estrutura cubica de corpo centrada, (2) estrutura cubica
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de face centrada e hexagonal compacta e (3) estrutura de diamante (HINES;
MADDOX, 1985).

T,
Dyg = Dy xexp |—(Ky + V) = Tm , ©)

onde Daa € 0 coeficiente de autodifusdo, em cm?/s; Do € um coeficiente obtido por
regressao linear grafica, em cm?/s; V é a valéncia do metal; T, é a temperatura
normal de fusdo, em Kelvin; T é a temperatura absoluta, em Kelvin; e Ko é igual a 14
para a estrutura do grupo (1), 17 para as estruturas do grupo (2) e 21 para a
estrutura do grupo (3) (HINES; MADDOX, 1985).

Uma extensa lista de dados de difusdo para metais, ligas e Oxidos foi
apresentada por ASKILL, 1970. Discussfes sobre difusdo em solidos foram trazidas
por BARRER, 1941, MANNING, 1968 e SHEWMON, 1963.

4.2 1. Parametros de Lennard-Jones

Ao contrario dos outros coeficientes de transporte molecular associados aos
gases (viscosidade e condutividade térmica), o coeficiente de difusdo é dependente
da pressao e da temperatura (WELTY et al., 2008).

A equacédo a seguir, proposta por HIRSCHFELDER; BIRD; SPOTZ, 1949,
utiliza o potencial de Lennard-Jones para calcular a influéncia das forcas
intermoleculares, fornecendo uma estimativa para o coeficiente de difusdo de um par

gasoso apolar e ndo-reativo.

1/2 10
0,001858 * T3/2 [Mi + ML] (10)
A B

2
P xajp * Qp

Dyp =

onde Dag € 0 coeficiente de difusdo de A em B, em cm?/s; T é a temperatura
absoluta, em Kelvin; Ma e Mg sdo as massas moleculares de A e B, em g/gmol; P é a
pressdo absoluta, em atmosferas; oas € 0 diametro de colisdo, em A e Qp é a
integral de colisdo. Qp é uma funcao de kT/eas, sendo k a constante de Boltzmann e
€as a energia molecular de ativagao entre A e B (WELTY et al., 2008).
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Os parametros de Lennard-Jones, o e €ag, Sao obtidos a partir de dados de
viscosidade. Todavia, estas informacdes estdo disponiveis apenas para alguns
gases puros, compilados originalmente por varios autores, tais como
HIRSCHFELDER; CURTISS; BIRD, 1954, REID; SHERWOOD, 1958 e SVEHLA,
1962, e apresentados por HINES; MADDOX, 1985 e WELTY et al., 2008.

Quando néo existem dados experimentais, os valores para componentes

puros podem ser estimados a partir das seguintes correlacdes empiricas:

o=118=*V"* (11)

o =0,841 /3 (12)

o = 2,44 * (_C>1/3 (13)
P

%A =077 + T, (14)

% = 1,15%T,, (15)

onde Vp € 0 volume molar na temperatura normal de ebulicdo, em cm3/gmol; V¢ € 0
volume molar critico, cm3/gmol; T. é a temperatura critica, em Kelvin; P. € a pressao
critica, em atmosferas e Ty é a temperatura normal de ebulicdo, em Kelvin.

Para um sistema binario composto por um par de moléculas apolares, os
parametros de Lennard-Jones dos componentes puros podem ser combinados

empiricamente pelas correlacdes a sequir:

_ 0yt 0p (16)
Oy = )

Eap — /€4 * €B (17)

Estas correlacBes devem ser modificadas para sistemas binarios compostos
por duas substancias polares ou uma substancia polar e outra apolar, conforme
discutido por HIRSCHFELDER; BIRD; SPOTZ, 1949. E possivel estimar o
coeficiente de difusdo a qualquer temperatura e pressao a partir de um valor

experimental conhecido, através da equacgao a seguir:
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(18)

3
2

B PN (T,
Dap,r,p, = Dap,y P, * p)\ ) *
2 1

QD|T1

Qpyr,

Existe uma série de estudos que visa a determinacdo dos parametros de
Lennard-Jones para diversas substancias, mesmo que nao estejam em fase gasosa.
No trabalho realizado por MAGHFIROH et al., 2020, foram estimados os parametros
de Lennard-Jones para os metais ferro, niquel, chumbo e cromo com o uso do
software LAMMPS (Large-scale Atomic/Molecular Massively Parallel Simulator).

Os parametros de Lennard-Jones foram normalizados pelo software com
base na temperatura de fusdo destes metais, comparando as temperaturas de fusao
obtidas experimentalmente com valores estimados pelo softwvare (MAGHFIROH et
al., 2020). A Figura 14 mostra o grafico de mudanca de fase para o ferro, antes e

depois da normalizacdo com os parametros de Lennard-Jones.

Figura 14. Grafico de mudanca de fase do ferro antes e depois da normalizacdo com os parametros
de Lennard-Jones.
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Fonte: MAGHFIROH et al., 2020.

Com isto, foi possivel reavaliar os pontos de fusdo dos metais analisados, e
foram verificadas discrepancias de até 69,57% nos resultados. Os valores dos
pardmetros de Lennard-Jones também foram reavaliados e apresentaram
discrepancia maxima de 2,85% (MAGHFIROH et al., 2020).

Em outro estudo, desenvolvido por YAGASAKI; MATSUMOTO; TANAKA,
2020, os parametros de Lennard-Jones foram calculados para estimar a solubilidade
dos sais NaCl e KCIl em trés modelos aquosos (SPC/E, TIP3P e TIP4P/2005).
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S&o determinados os parametros de Lennard-Jones para os ions Na*, K* e
Cl capazes de reproduzir tanto a solubilidade quanto a energia livre de hidratacao
em solucdes diluidas (YAGASAKI; MATSUMOTO; TANAKA, 2020). A Figura 15
mostra a evolucéo da concentracdo de NaCl e KCl ao longo do tempo para o modelo
aquoso SPC/E, para trés ensaios utilizando diferentes valores para os parametros
de Lennard-Jones. As linhas tracejadas representam os valores experimentais de

solubilidade.

Figura 15. Concentracdo de NaCl e KCl ao longo do tempo para o modelo aquoso SPC/E.
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Fonte: YAGASAKI; MATSUMOTO; TANAKA, 2020.

A relacdo entre os parametros € e o que reproduzem a energia livre de
hidratacdo € aproximada por um polinbmio. Os valores para estes parametros sao
restritos de forma a satisfazer este polinbmio durante a parametrizacdo (YAGASAKI,
MATSUMOTO; TANAKA, 2020).

4.2.2. Coeficiente de difusdo como funcao da concentracao
Na grande maioria dos casos, 0s sistemas regidos por processos de difusao

ndo estdo sujeitos a um coeficiente de difusdo constante. Com isto, varios estudos

visam estimar o efeito da concentracéo no valor do coeficiente de difusédo. De uma
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forma geral, o coeficiente de difusdo tende a diminuir com a diminuicdo da
concentracao, e vice-versa.

No trabalho realizado por SIEBEL; SCHARFER; SCHABEL, 2015, foi
realizada a determinacdo do coeficiente de difusdo como funcdo da concentracao
em solucdes poliméricas. A difusdo nestes sistemas é fortemente dependente da
concentracao e da temperatura.

Para isto, foram realizadas analises em solucdes de poliacetato de vinila
(PVA), sendo utilizados metanol e tolueno como solventes, e 0s resultados sao
comparados com dados existentes na literatura. A obtencdo dos resultados é
realizada através do método de espectroscopia Raman (SIEBEL; SCHARFER;
SCHABEL, 2015). A Figura 16 mostra o comportamento do coeficiente de difusao

em funcéo da fracdo massica de metanol.

Figura 16. Coeficiente de difusdo em funcao da fragdo massica de metanol.
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Fonte: SIEBEL; SCHARFER; SCHABEL, 2015.

Foi observado que os coeficientes de difusdo calculados apresentaram boa
correlacdo com dados da literatura, e que os dados gerados a partir desta
metodologia podem ser utilizados para simular o comportamento de solucbes
poliméricas. Além disto, a praticidade na medicdo dos dados e a confiabilidade dos
mesmos sdo vantagens deste método (SIEBEL; SCHARFER; SCHABEL, 2015) .

No estudo realizado por BARDOW et al.,, 2005, também foi utilizada a
técnica de espectroscopia Raman para analisar a difusdo em um sistema liquido

binario composto por acetato de etila e ciclohexano.
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Mesmo em sistemas binarios, a influéncia da concentracéo no coeficiente de
difusdo nao é simples e ndo existe uma correlacdo preditiva capaz de fornecer
estimativas satisfatérias para todas as misturas. Desta forma, sdo necessarios
experimentos para determinar de forma precisa os coeficientes de difusdo nos
céalculos de transferéncia de massa (BARDOW et al., 2005). A Figura 17 mostra o
comportamento do coeficiente de difusdo em funcdo da fracdo massica de acetato

de etila a 25°C, para diferentes experimentos.

Figura 17. Coeficiente de difusé@o do ciclohexano em funcao da fracdo massica de acetato de etila.
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Fonte: BARDOW et al., 2005.

O método apresentado foi capaz de determinar com boa acuracia o
coeficiente de difusdo binario como uma funcdo da concentracdo num intervalo de
fracdo molar entre 0,2 e 0,85. Boas estimativas do coeficiente de difusédo fora deste
intervalo podem ser obtidas a partir do coeficiente de difusdo a diluicdo infinita
utilizando ressonancia magnética nuclear (BARDOW et al., 2005).

Em outro estudo, realizado por KHALIFI et al.,, 2020, foram realizados
experimentos para determinar o coeficiente de difusdo em func&o da concentracéo
para a mistura binaria etano-tolueno, em temperaturas que variavam de 21 a 125°C
e pressoes de até 4,14 MPa.

Um modelo analitico foi desenvolvido para estimar o coeficiente de difusdo
utilizando dados experimentais da taxa de dissolucdo do gas na fase liquida
(KHALIFI et al.,, 2020). A Figura 18 mostra o comportamento do coeficiente de

difusdo do etano em funcéo da fragdo massica de tolueno a 25°C.
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Figura 18. Coeficiente de difusdo do etano em funcéo da fragcdo massica de tolueno.
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Fonte: KHALIFI et al., 2020.

Os resultados indicaram que desconsiderar a dependéncia da concentragao
no coeficiente de difusédo molecular resulta numa significativa subestimacao do fluxo
difusivo no sistema binario etano-tolueno, que pode chegar a até 60% nas condi¢cdes
em que o estudo foi realizado (KHALIFI et al., 2020).

No estudo desenvolvido por THOMAS; BIRCHENALL, 1952, foi avaliado o
coeficiente de difusdo em fungcédo da concentracdo para solu¢cdes metdlicas solidas,
sendo analisados os sistemas cobre-paladio e cobre-niquel.

Este estudo tinha como objetivo gerar dados confiaveis relacionados a
difusdo nestas solucdes metdlicas, tendo em vista que os dados existentes na
literatura até aquele momento apresentavam desvios de até 20% quando
comparados diretamente (THOMAS; BIRCHENALL, 1952). A Figura 19 mostra o
coeficiente de difusdo numa liga cobre-niquel em funcdo da porcentagem de cobre

presente na liga.
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Figura 19. Coeficiente de difusdo na liga cobre-niquel em funcéo da porcentagem de cobre.
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Como conclusfes, a liga cobre-paladio apresentou coeficiente de difusédo
com leve dependéncia em concentragfes situadas em ambos os extremos, e uma
dependéncia mais acentuada em concentragdes intermediarias. A liga cobre-niquel,
por sua vez, apresentou uma dependéncia forte em sistemas diluidos, ou seja, com
alta concentracéo de cobre (THOMAS; BIRCHENALL, 1952).

4.2.3. Coeficiente de difusdo como fun¢édo do tempo

Estudos sobre este tema sdao menos numerosos, em comparagcdo com o
estudo do coeficiente de difusdo como funcdo da concentracdo. Ainda assim, é
possivel encontrar na literatura uma série de estudos que visam utilizar esta
abordagem para explicar fendbmenos regidos por processos de difusdo andmala.

No estudo proposto por WU; BERLAND, 2008, o movimento de
macromoléculas em organismos vivos e outros ambientes de alta complexidade foi
avaliado com o uso de uma técnica denominada espectroscopia de correlacdo de
fluorescéncia (Fluorescence Correlation Spectroscopy — FCS).

De forma simplificada, um modelo matematico € comumente utilizado para
modelar processos regidos por difusdo andémala, no qual o coeficiente de difusao
D(t) é definido como sendo uma lei de poténcia (WU; BERLAND, 2008). A Figura 20
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mostra a comparacao entre coeficiente de difusédo aparente (Dapp) € coeficiente de

difuséo instantaneo (Dins).

Figura 20. Comparagéo entre coeficientes de difusdo aparente e instantaneo.
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Fonte: WU; BERLAND, 2008.

O método FCS tornou-se uma importante ferramenta para mensurar a
mobilidade de moléculas, concentragfes e cinéticas quimicas. Os modelos de ajuste
de dados para FCS séo derivados utilizando um modelo para o volume de
observacéo e uma representacéao fisica apropriada das dindmicas fundamentais da
molécula (WU; BERLAND, 2008).

Em outro estudo, realizado por ZHANG; JOHNSON; SCHWARTZ, 2011, foi
estudada a difusdo de particulas através de meios porosos mistos, sendo o
coeficiente de difusdo dependente do tempo. Este coeficiente foi modelado
utilizando uma random walk com tamanho de passo variavel.

Para validar o uso desta random walk na descricdo do processo de difuséo,
sdo propostas trés aproximacoes, todas elas baseadas em tamanho de passo
variavel. Estas aproximac¢fes permitem o calculo de D(t) de forma precisa e eficiente
(ZHANG; JOHNSON; SCHWARTZ, 2011). A Figura 21 mostra um comparativo entre

os resultados das aproximacdes back-up e interpolacdo 2.
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Figura 21. Comparagéo entre as aproximacoes back-up e interpolagéo t'2,
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Fonte: ZHANG; JOHNSON; SCHWARTZ, 2011.

Foi mostrado que qualquer uma das trés aproximacdes (back-up, <Ar’ e
interpolacdo t*?) pode ser usada para calcular o coeficiente de difusdo em funcéo do
tempo em um sistema com poros de diferentes tamanhos. Os resultados também
podem servir como base para estimar o comportamento de outros sistemas porosos
(ZHANG; JOHNSON; SCHWARTZ, 2011).

No estudo realizado por RUEANGKHAM; MODCHANG; TRIAMPO, 2020, a
difusdo de ions célcio através de solu¢des tamponadas de diferentes concentracdes,
em fase estacionaria ou movel, foi utilizada para compreender a influéncia do tempo
no coeficiente de difusdo. Foi proposta uma lei de poténcia para o calculo da
difusividade instantanea Dins(t), sendo que o ajuste de um parametro a, denominado
coeficiente de decaimento, era realizado a partir de coeficientes angulares obtidos
graficamente.

Nos instantes de tempo iniciais, o valor de a é igual a 1, 0o que representa
uma difusdo normal. A medida que o tempo passa, 0 processo difusivo torna-se
mais lento, o que implica em a menor do que 1. Isto significa que o coeficiente de
difusdo diminui de acordo com o tempo, mostrando que 0 sistema apresenta
subdifusdo anémala. Ao final do tempo, a volta a ser igual a 1, denotando uma
estabilidade no coeficiente de difusdo (RUEANGKHAM; MODCHANG; TRIAMPO,
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2020). A Figura 22 mostra o deslocamento de ions calcio através de uma solucao

tamponada em fase estacionaria.

Figura 22. Deslocamento de ions calcio através de uma solucao tamponada em fase estacionaria.
0.015

Fonte: RUEANGKHAM; MODCHANG; TRIAMPO, 2020.

Ao comparar os resultados da difusao livre de ions calcio com os resultados
obtidos em soluc¢des tamponadas, foi possivel concluir que o sistema reativo diminui
significativamente o valor de Dixs(t) até que este atinja um valor constante Desr ap0s
um determinado periodo de tempo. O coeficiente de difuséo € entdo dependente do
tempo, na forma da lei de poténcia D(t) o« t*! (RUEANGKHAM; MODCHANG;
TRIAMPO, 2020).
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5. METODOLOGIA

Para comparar o modelo de difusdo com uma random walk, € proposto um
sistema no qual um determinado namero de particulas se movimenta através de
uma malha (grid), como mostra a Figura 23, baseada no trabalho desenvolvido por
MALTHE-S@RENSSEN, 2017. Para isto, € considerado um numero inicial de
walkers Nij; posicionados no centro da malha e, depois de uma determinada
guantidade de intervalos de tempo, que correspondem aos passos da random walk,
alguns walkers deixam a posicao N;; para as posi¢coes adjacentes, e outros walkers

sairam das posi¢des adjacentes para a posi¢ao Ni,.

Figura 23. Movimento dos walkers pela malha.
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Fonte: MALTHE-S@RENSSEN, 2017.

A partir disto, é possivel estabelecer o equacionamento valido para um
sistema unidimensional. Neste caso, existe um dado numero de walkers Ni(t),
ocupando a posicdo i no tempo t. Assumindo que cada walker possui uma
probabilidade p = RAt de deixar a posicdo i e mover-se para a posicao i+1 durante o
intervalo de tempo At, isto leva a um numero de walkers pNi saindo da posicao i
para a posicéo i+1 no intervalo de tempo At. De forma analoga, existirdo pNi walkers
saindo da posicao /i para a posi¢cao /-1 no intervalo de tempo At, bem como os
walkers que saem da posicdo i para as posicdes i+1 e i-1. Todos estes efeitos
podem ser combinados em uma unica equacao para Ni(t):
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N;(t + At) = N;(t) — RAtN;(t) — RAtN;(t) + RAtN;_,(t) + RAtN;,,(t) (19)
Multiplicando ambos os lados da equacéao por AX? e rearranjando 0s termos:

N;(t + At) — N;(t) , (N1 (®) = N;(®) = (N;(£) = N1 (1)) (20)
= RAX
At AX?

Isto corresponde a forma discreta de uma equacao diferencial parcial em

N(x,t), ou seja:

ON RAX? 02N (21)
ot O0x?

Definindo o sistema em termos de concentracdo, ou seja, a razao entre o

namero de particulas e o volume:

clx,t) = %’ (22)

onde V é o volume de cada posicdo da malha, obtém-se a equacao de difuséo,

também conhecida como segunda lei de Fick:

oc _ jo%C (23)
ot  0x2
D = RAX?, (24)

onde D é denominado coeficiente de difusdo. Desta forma, € possivel pensar no
problema da difusé@o através de duas abordagens distintas. A primeira diz respeito a
analise individual da difusdo das particulas e depois contar quantas particulas estao
numa dada posi¢cdo apds um numero de intervalos de tempo, e a segunda consiste
em descrever o numero de particulas por posicdo e observar a evolucdo deste
namero no decorrer do tempo.

Tracando uma comparacéo direta entre difusdo e random walk num sistema

unidimensional, é possivel descrever o processo de difusdo através do namero de
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walkers, Nj, em cada posi¢cao. No instante de tempo zero, existem N; = M walkers na
posicdo x = 0, ou seja, No = M e N; = 0 para todos os i diferentes de 0. A cada
intervalo de tempo At, cada walker possui uma probabilidade p de mover-se para a
esquerda, e uma probabilidade p de mover-se para a direita. Com isto, existe uma
probabilidade (1-2p) do walker ndao se mover. A cada intervalo de tempo, 0s

nameros de walkers N; sdo atualizados de acordo com a equacgéo de difusao:

Ni(t + A8) = Ni(t) = RAE ((Nigy () = Ni(8) — (Ni(B) = Niy (©) ) (25)
N;(t + At) = Ny(t) + RAL(N;41(t) — 2N; () + —N;_1 (1)) (26)
p = RAt (27)

Com isto, €& possivel uma comparacdo direta, em um sistema
unidimensional, entre os modelos de difusdo e de random walk. Uma abordagem
similar pode ser feita, por exemplo, para duas ou mais dimensdes. No caso de um
sistema em duas dimensfes, a equacao de difusdo leva em conta os indices i e j,
referentes as posicdes nos eixos x e y. Cada walker possui, ao invés de duas, quatro

posicdes para as quais pode se mover:
Nij(t + AE) = Ny(£) + RAE (=4N; ;(6) + Ni_y j(£) + Ny (6 + Nyjy (6) + Ny (8) ) (28)

De forma analoga, é possivel rearranjar esta equacdo na forma de uma

equacéo diferencial parcial:

oN RAX? 62N+62N (29)
dx? = dy?

Novamente, o numero de walkers é dividido pelo volume, dando origem a

um operador laplaciano:

(30)

ac D 20%C N 20%C
ot \ox?  0y?

>= DV?C
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A partir deste equacionamento, € possivel implementar a equacdo de
difusdo e a random walk simultaneamente, 0 que permite a comparacao direta dos
resultados. Para isto, € empregada a linguagem de programacéo Python, utilizando
o0 ambiente Spyder. Além de comparar os perfis de concentracédo gerados por ambos
0s modelos por meio de histogramas, também séo criadas animacfes que permitem
observar a movimentacdo dos walkers pelos espacos em uma e duas dimensdes.
Para o salvamento das animacdes, € utilizado o plugin FFmpeg, capaz de converter
uma série de imagens (frames) em um video.

A programacdo em Python possibilita 0 uso de bibliotecas preexistentes,
visando uma maior praticidade especificamente em tarefas que sado executadas mais
de uma vez durante as simulagcbes. A Tabela 2 mostra as bibliotecas utilizadas nas

simulacdes e as respectivas funcionalidades para as quais sdo empregadas.

Tabela 2. Bibliotecas utilizadas nas simulacdes.

Biblioteca Abreviacao Funcionalidades

Realizacéo de operacbes matematicas diversas; criacéo e
numpy np manipulagdo de vetores, matrizes, arrays 3D e grides
quadriculados (meshgrid); criacdo de histogramas
Plotagem e salvamento de graficos e histogramas, ajustes

matplotlib.pyplot plt
visuais diversos para graficos
matplotlib.animation animation Geracao e salvamento de animacdes
matplotlib.mpatches = mpatches CorrecOes de legenda dos graficos
random random Geragédo de numeros aleatorios

Fonte: O autor, 2022.

Estabelecida a comparacdo entre os modelos de difusdo e random walk, é
possivel simular o comportamento de um numero finito de particulas em um espaco
tridimensional, no qual a difusédo destas particulas € determinada pela abordagem da
random walk. A partir desta simulacao, € possivel expandir a aplicacao deste modelo
para sistemas reais, isto €, utilizando valores reais para os coeficientes de difusao,
com o intuito de comparar duas ou mais substancias em difusdo através de um
mesmo meio, bem como sistemas onde o coeficiente de difuséo é variavel de acordo

com o tempo.
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5.1. COMPARACAO EM UMA DIMENSAO

Para a construcdo dos histogramas que apresentam os perfis de
concentracdo gerados pelos modelos de difusdo e random walk em uma dimenséao,

sdo definidas as variaveis mostradas na Tabela 3.

Tabela 3. ParAmetros para a comparacéo entre difuséo e random walk em uma dimensao.

Variavel Tipo Significado
M int Numero de walkers
L int Tamanho da malha (-L, +L)
p float Probabilidade do walker se mover

pinv float Probabilidade do walker ndo se mover

nsteps int Numero de intervalos de tempo
X vetor Posicdo dos walkers
C matriz Concentraces calculadas pela equacéo de difusdo
D float Coeficiente de difuséo

noutput int Frequéncia da geracao de graficos
it int Contador de itera¢cfes para o tempo
iw int Contador de iteracfes para os walkers
(¢ int Contador de iteracdes para a difusdo

Fonte: O autor, 2022.

Definidas as variaveis, a construcdo dos histogramas se da através dos

seguintes passos:

1. Definicdo do numero de walkers (M) e do tamanho da malha (L);

2. Definicdo da probabilidade do walker se mover (p) e célculo da probabilidade
do walker ndo se mover (pinv);

3. Definicdo do numero de intervalos de tempo (nsteps) durante os quais a
simulacao ocorrerg;
Definicdo do vetor que armazena a posicao dos walkers (x);
Definicdo da matriz que armazena as concentracdes calculadas pela equacao
de difusao (c) e do coeficiente de difusao (D);

6. Definicdo da frequéncia de geracao dos graficos (noutput);
Iniciar o contador dos intervalos de tempo (it);
Iniciar o contador dos walkers (iw);
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9. Com os valores de p e pinv, calcular as novas posi¢des dos walkers;

10. Iniciar o contador da difuséo (ix);

11.Calcular as novas concentracdes com a equacdo de difusdo e armazenar os
resultados na segunda coluna da matriz;

12.Transportar os valores da segunda para a primeira coluna da matriz;

13.Gerar um histograma sempre que que a divisdo entre it e noutput possuir
resto igual a zero, plotando as curvas geradas pela random walk e pela
equacao de difusao;

14.Salvar o histograma, com atualizacao dindmica do titulo do gréfico e do nome
do arquivo, considerando os valores de it, M e nsteps.

Para a construcédo da animacéo que apresenta a movimentacéo dos walkers
em uma dimensdo, sdo utilizadas as variaveis relacionadas a random walk

mostradas na Tabela 3, e sdo executados 0s seguintes passos:

Definicdo do numero de walkers (M) e do tamanho da malha (L);

2. Definicdo da probabilidade do walker se mover (p) e calculo da probabilidade
do walker nao se mover (pinv);

3. Definicdo do numero de intervalos de tempo (nsteps) durante os quais a
simulacao ocorrerg;
Definicdo do vetor que armazena a posicao dos walkers (x);
Definicdo da funcdo animate, responsavel por gerar os gréaficos da posicao
dos walkers e atualizar dinamicamente o titulo do grafico, considerando o
valor de nsteps;

6. Definicdo da funcdo get data, responsavel por calcular as novas posi¢coes
dos walkers;
Definicdo da frequéncia de geracdo dos graficos (noutput);

8. Salvar a animacéo.

Os codigos utilizados para a geracao dos histogramas e da animacéo estao

disponiveis no repositorio presente no Anexo A (Cédigos 01 até 06).
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5.2. COMPARACAO EM DUAS DIMENSOES

Para a construcdo dos histogramas que apresentam os perfis de

concentracdo gerados pelos modelos de difusdo e random walk em duas

dimensoes, sdo definidas as variaveis mostradas na Tabela 4.

Tabela 4. ParAmetros para a comparacéo entre difuséo e random walk em duas dimensdes.

Variavel Tipo Significado
M int Numero de walkers
L int Tamanho da malha (2*L+1 x 2*L+1)
p float Probabilidade do walker se mover
pinv float Probabilidade do walker ndo se mover
nsteps int Numero de intervalos de tempo
4 lista de tuples (X, y) Posicdo dos walkers
C array 3D Concentracfes calculadas pela equacéo de difusdo
D float Coeficiente de difuséo
noutput int Frequéncia da geracao de graficos
it int Contador de iteracfes para o tempo
iw int Contador de iteracfes para os walkers
(¢ int Contador de itera¢fes para a difusdo no eixo x
iy int Contador de itera¢fes para a difusdo no eixo y

Fonte: O autor, 2022.

Definidas as variaveis, a construcdo dos histogramas se da através dos

seguintes passos:

1. Definicdo do numero de walkers (M) e do tamanho da malha (L);

2. Definicdo da probabilidade do walker se mover (p) e célculo da probabilidade

do walker ndo se mover (pinv);

3. Definicdo do numero de intervalos de tempo (nsteps) durante os quais a

simulacdo ocorrerd;

4. Definicao da lista de tuples que armazena a posi¢ao dos walkers (2);

Definicho do array 3D que armazena as concentracdes calculadas pela

equacéao de difusao (c) e do coeficiente de difusdo (D);

Definicdo da frequéncia de geracédo dos gréaficos (noutput);

7. Iniciar o contador dos intervalos de tempo (it);
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8. Iniciar o contador dos walkers (iw);

9. Com os valores de p e pinv, calcular as novas posi¢oes dos walkers;

10. Iniciar os contadores da difuséo (ix e iy);

11.Calcular as novas concentracdes com a equacdo de difusdo e armazenar 0s
resultados no segundo plano do array 3D;

12. Transportar os valores do segundo para o primeiro plano do array 3D;

13.Gerar um histograma sempre que que a divisdo entre it e noutput possuir
resto igual a zero, plotando as superficies geradas pela random walk e pela
equacao de difusao;

14. Salvar o histograma, com atualizacao dindmica do titulo do gréafico e do nome
do arquivo, considerando os valores de it, M e p.

Para a construcédo da animacéo que apresenta a movimentacdo dos walkers
em duas dimensfes, sdo utilizadas as variaveis relacionadas a random walk

mostradas na Tabela 4, e sdo executados 0s seguintes passos:

1. Definicdo do numero de walkers (M) e do tamanho da malha (L);

2. Definicdo da probabilidade do walker se mover (p) e célculo da probabilidade
do walker ndo se mover (pinv);

3. Definicdo do numero de intervalos de tempo (nsteps) durante os quais a
simulacao ocorrerg;
Definicdo da lista de tuples que armazena a posicao dos walkers (2);
Definicdo da funcdo animate, responsavel por gerar os graficos da posicao
dos walkers e atualizar dinamicamente o titulo do grafico, considerando o
valor de nsteps;

6. Definicdo da funcdo get data, responsavel por calcular as novas posi¢coes
dos walkers;
Definicdo da frequéncia de geracédo dos graficos/frames (noutput);

8. Salvar a animacéo.

Os codigos utilizados para a geracao dos histogramas e da animacéo estao

disponiveis no repositério presente no Anexo A (Cédigos 07 e 08).
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5.3. RANDOM WALK EM TRES DIMENSOES

Para a construcdo da animacéo que apresenta a movimentacao dos walkers

em trés dimensodes, sao definidas as variaveis mostradas na Tabela 5.

Tabela 5. Parametros para a animacdo em trés dimensdes.

Variavel Tipo Significado
M int Numero de walkers
L int Tamanho da malha (2*L+1 x 2*L+1 x 2*L+1)
p float Probabilidade do walker se mover
pinv float Probabilidade do walker ndo se mover
nsteps int Numero de intervalos de tempo
Z lista de tuples (x, Y, z) Posicdo dos walkers
noutput int Frequéncia da geracao de graficos/frames
it int Contador de iteragcfes para o tempo
iw int Contador de iteracbes para os walkers

Fonte: O autor, 2022.

Definidas as variaveis, a construcdo da animacdo se da através dos

seguintes passos:

Definicdo do numero de walkers (M) e do tamanho da malha (L);

2. Definicdo da probabilidade do walker se mover (p) e calculo da probabilidade
do walker ndo se mover (pinv);

3. Definicdo do numero de intervalos de tempo (nsteps) durante os quais a
simulacéo ocorrera;
Definicdo da lista de tuples que armazena a posi¢ao dos walkers (2);
Definicdo da funcdo animate, responsavel por gerar os gréaficos da posicao
dos walkers e atualizar dinamicamente o titulo do grafico, considerando o
valor de nsteps;

6. Definicdo da funcdo get data, responsavel por calcular as novas posicoes
dos walkers;
Definicdo da frequéncia de geracdo dos graficos/frames (noutput);

Salvar a animagéo.
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O codigo utilizado para a geracdo da animacao em trés dimensdes esta

disponivel no repositdrio presente no Anexo A (Cédigo 09).

5.4. APLICACAO EM SISTEMAS REAIS

Para a simulacdo de sistemas reais com duas substancias difundindo-se em
um mesmo meio, serdo avaliados trés pares de substancias, cada um pertencente a
um dos grupos (Grupo I, 1l e Ill) de acordo com a divisédo proposta por MARRERO,;
MASON, 1972, que se baseia em limites de incerteza relacionados a temperatura
nas quais os dados experimentais foram obtidos.

Para a construcdo da animacgao que apresenta a difusdo simultanea de duas

substancias em um mesmo meio, sdo definidas as variaveis mostradas na Tabela 6.

Tabela 6. ParAmetros para a simulacéo de sistemas reais.

Variavel Tipo Significado
M int Numero de walkers
L int Tamanho da malha (2*L+1 x 2*L+1 x 2*L+1)
pl float Probabilidade do walker (substancia 1) se mover
p2 float Probabilidade do walker (substancia 2) se mover
pinvl float Probabilidade do walker (substancia 1) ndo se mover
pinv2 float Probabilidade do walker (substancia 2) ndo se mover
nsteps int Numero de intervalos de tempo
Z1 lista de tuples (x, Y, z) Posicao dos walkers (substancia 1)
Z2 lista de tuples (x, Y, z) Posicao dos walkers (substancia 2)
noutput int Frequéncia da geracao de graficos/frames
it int Contador de itera¢cfes para o tempo
iw int Contador de iteragbes para os walkers

Fonte: O autor, 2022.

Definidas as variaveis, a construcdo da animacdo se da através dos

seguintes passos:

1. Definicdo do numero de walkers (M) e do tamanho da malha (L);
2. Definicdo das probabilidades dos walkers de cada substancia se moverem
(p1 e p2, os valores dos coeficientes de difus@o) e calculo das probabilidades

dos walkers de cada substancia ndo se moverem (pinv1 e pinv2);
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3. Definicdo do numero de intervalos de tempo (nsteps) durante os quais a
simulacéo ocorrera;

4. Definicdo das listas de tuples que armazenam a posicédo dos walkers de cada
substancia (Z1 e Z2);

5. Definicdo da funcdo animate, responsavel por gerar os graficos da posicao
dos walkers e atualizar dinamicamente o titulo do grafico, considerando o
valor de nsteps;

6. Definicdo da funcdo get data, responsavel por calcular as novas posi¢cées
dos walkers de ambas as substancias;

7. Definicdo da frequéncia de geracao dos gréaficos/frames (noutput);

8. Salvar a animacéo.

O codigo utilizado para a geracdo da animacdo de sistemas reais esta

disponivel no repositorio presente no Anexo A (Cadigo 10).

5.5. COEFICIENTE DE DIFUSAO VARIAVEL COM O TEMPO

Para o estudo do coeficiente de difusdo variavel de acordo com o tempo, é
feita uma analise da difusdo de ions calcio em solu¢cdes tamponadas, conforme o
estudo publicado por RUEANGKHAM; MODCHANG; TRIAMPO, 2020 A
determinacdo do valor do coeficiente de difusdo ao decorrer do tempo é realizada
utilizando a equacéo proposta por RUEANGKHAM; MODCHANG; TRIAMPO, 2020,
a qual apresenta o coeficiente de difusdo como sendo dependente do tempo de

acordo com uma lei de poténcia:

Dins(t) = Dips * tet (31)

Aplicando o logaritmo em ambos os lados da equagéo:

log Dins(t) = log Dins + (CZ - 1) * 10gt (32)

Desta forma, € possivel estabelecer uma correlacao linear entre log Dins(t) €

log t, onde o coeficiente angular € igual a 1-a. Os dados obtidos experimentalmente
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a partir de duas concentracdes distintas da solucdo tamponada, tanto em fase

estacionaria como em fase movel, estdo apresentados na Figura 24.

Figura 24. Valores experimentais da difusédo de ions calcio através de solu¢des tamponadas.
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Fonte: RUEANGKHAM; MODCHANG; TRIAMPO, 2020.
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A obtencéo dos valores de log Dins(t) € log t para o calculo parametro a,

denominado coeficiente de decaimento, através de regressao linear é feita com o

auxilio do software livre Pega Ponto, desenvolvido pelo Laboratério de Modelagem,

Simulagdo e Controle de Processos (LMSCP) da Universidade Federal do Rio de

Janeiro (UFRJ). Nesta regressdo, sdo desconsiderados os primeiros e os Ultimos

pontos de cada curva, pois nestas regides o valor de log Dins(t) se mantém

aproximadamente constante, ou seja, o valor de a é igual a 1.

Para a construcao da animacéo que apresenta a difusdo dos ions calcio com

coeficiente de difusdo variavel com o tempo, sdo definidas as varidveis mostradas

na Tabela 7.
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Tabela 7. ParAmetros para a simulacdo com coeficiente de difusao variavel.

Variavel Tipo Significado
M int Numero de walkers
L int Tamanho da malha (2*L+1 x 2*L+1 x 2*L+1)
p float Probabilidade variavel do walker se mover
pO float Valor inicial da probabilidade do walker se mover
pinv float Probabilidade do walker ndo se mover
alpha float Fator de decaimento do coeficiente de difuséo
nsteps int Numero de intervalos de tempo
Z lista de tuples (x, Y, z) Posicédo dos walkers
noutput int Frequéncia da geracao de graficos/frames
it int Contador de iteragfes para o tempo
iw int Contador de iteracbes para os walkers

Fonte: O autor, 2022.

Definidas as variaveis, a construcdo da animacdo se da através dos

seguintes passos:

1. Definicdo do numero de walkers (M) e do tamanho da malha (L);

2. Definicdo da probabilidade do walker se mover (p) e calculo da probabilidade
do walker ndo se mover (pinv);

3. Definicdo do numero de intervalos de tempo (nsteps) durante os quais a
simulacgéo ocorrera;

4. Definicao do fator de decaimento do coeficiente de difuséao (alpha);
Definicdo da lista de tuples que armazena a posi¢cao dos walkers (2);
Definicdo da funcdo animate, responsavel por gerar os graficos da posicao
dos walkers, atualizar dinamicamente o titulo do gréafico, considerando o valor
de nsteps e recalcular o valor de p com base nos valores de it e alpha;

7. Definicdo da funcdo get data, responsavel por calcular as novas posicoes
dos walkers;

8. Definicdo da frequéncia de geracao dos gréficos/frames (noutput);

Salvar a animagéo.

Os codigos utilizados para a geracdo das animacdes com coeficiente de
difusdo variavel estao disponiveis no repositério presente no Anexo A (Cddigos 11 e
12).
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6. RESULTADOS E DISCUSSAO

Serao apresentados e discutidos os resultados obtidos, em ordem crescente
de complexidade dos estudos realizados. Desta forma, os primeiros resultados
apresentados serdo as comparacfes entre difusdo e random walk em uma
dimensao, seguidos das comparacfes em duas dimensées, random walk em trés
dimensdes, a simulacdo de sistemas reais e por fim considerando o coeficiente de
difuséo varidvel com o tempo.

Dentro destas secodes, serdo propostos diferentes casos, nos quais algumas
das variadveis sdo alteradas, de forma a explorar as implicagbes dos valores
atribuidos as variaveis nos resultados, bem como os limites do modelo empregado.
No caso das animacgles, serdo separados frames especificos para a visualizacao

dos resultados.

6.1. COMPARACAO EM UMA DIMENSAO

6.1.1. Histogramas

6.1.1.1. Caso I: M = 10000, p = 0,1

Para este caso, é proposto um conjunto de 10000 walkers que se movem
com probabilidade igual a 0,1. Ou seja, a cada instante de tempo, os walkers
possuem 10% de chance de se moverem para a esquerda, 10% de chance de se
moverem para a direita e 80% de chance de ndo se moverem. Os valores atribuidos

para as variaveis na simulagéo deste caso estdo apresentados na Tabela 8.

Tabela 8. Valores atribuidos para as variaveis no Caso | da comparacdo em uma dimenséo.

Variavel Valor
M 10000

L 100

p 0,1
nsteps 2001

noutput 100

Fonte: O autor, 2022.
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Com isto, foram gerados os histogramas a cada 100 intervalos de tempo. Os

histogramas correspondentes aos instantes de tempo 100, 500, 1000 e 2000 sao

mostrados na Figura 25.

Figura 25. Histogramas do Caso | da comparacdo em uma dimenséo para os tempos 100, 500, 1000

Concentracio

200 4

Concentracdo

— — (¥} ~N w
v o wu (=1 w o
o o (=] o (=] o

o
i

Tempo = 100, M = 10000, p = 0,1

—— Difusao
—— Random Walk

7‘2 5 6 2‘5 SIO 7‘5 160

Distancia percorrida

100 -75 -50

Tempo = 1000, M = 10000, p = 0,1

—— Difusdo
—— Random Walk

=25 0 25 50 75 100

Disténcia percorrida

=100 -75 =50

e 2000.

Concentracéo
1)
=]
o

200 A

-
wn
o

Concentracéo

50

Tempo = 500, M = 10000, p = 0,1

—— Difusao
—— Random Walk

25 0 25 so 75 100

Distancia percorrida

100 —75 50

Tempo = 2000, M = 10000, p = 0,1

=

(=3

[s3
L

— Difusao
—— Random Walk

=25 0 25 50 75 100

Distancia percorrida

=100 -75 =50

Fonte: O autor, 2022.

A partir destes histogramas, é possivel observar que o modelo da random

walk se aproxima bastante do resultado previsto pela equacéo de difusédo, que pode

ser entendido como uma distribuicdo normal centrada em x = 0 (posi¢ao inicial dos

walkers), e conforme os intervalos de tempo séo percorridos, os walkers passam a

ocupar as demais posi¢cées da malha em maior numero.

E importante ressaltar que o resultado previsto pelo modelo da random walk

apresenta um certo nivel de ruido, tendo em vista que se trata de uma modelagem

discreta, ou seja, ndo contempla posi¢cdes ndo-inteiras e concentragdes (nimero de

walkers) nao-inteiros. Uma das formas de minimizar este ruido consiste no aumento

do nimero de walkers.
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6.1.1.2. Caso Il: M = 100000, p = 0,1

Para este caso, é proposto um conjunto de 10000 walkers que se movem
com probabilidade igual a 0,1. Os valores atribuidos para as varidveis na simulacao

deste caso estdo apresentados na Tabela 9.

Tabela 9. Valores atribuidos para as variaveis no Caso Il da comparacdo em uma dimensao.

Variavel Valor
M 100000
L 100
p 0,1
nsteps 2001
noutput 100

Fonte: O autor, 2022.

Com isto, foram gerados os histogramas a cada 100 intervalos de tempo. Os
histogramas correspondentes aos instantes de tempo 100, 500, 1000 e 2000 sé&o

mostrados na Figura 26.
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Figura 26. Histogramas do Caso Il da compara¢do em uma dimensao para os tempos 100, 500, 1000

e 2000.
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Fonte: O autor, 2022.

A partir destes histogramas, € possivel observar que o modelo da random
walk passou a apresentar menos ruido, em comparagdo com o Caso |, sendo assim

uma melhor aproximagao ao resultado previsto pela equacao de difuséo.

6.1.1.3. Caso Ill: M = 100000, p = 0,3

Para este caso, € proposto um conjunto de 100000 walkers que se movem
com probabilidade igual a 0,3. Ou seja, a cada instante de tempo, os walkers
possuem 30% de chance de se moverem para a esquerda, 30% de chance de se
moverem para a direita e 40% de chance de ndo se moverem. Os valores atribuidos

para as variaveis na simulacao deste caso estdo apresentados na Tabela 10.
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Variavel Valor
M 100000
L 100
p 0,3
nsteps 2001
noutput 100

Fonte: O autor, 2022.

Com isto, foram gerados os histogramas a cada 100 intervalos de tempo. Os

histogramas correspondentes aos instantes de tempo 100, 500, 1000 e 2000 sé&o

mostrados na Figura 27.

Figura 27. Histogramas do Caso Il da comparacdo em uma dimensao para os tempos 100, 500, 1000

e 2000.
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Fonte: O autor, 2022.

A partir destes histogramas, € possivel observar que o modelo da random

walk voltou a apresentar um ruido mais significativo. Além disto, a distribuicdo

normal apresentada pelos histogramas distancia-se da origem mais rapidamente em

comparacgéo aos Casos | e Il.
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Estes dois fendbmenos sdo uma consequéncia direta do aumento do valor da
probabilidade p, tendo em vista que neste caso os walkers apresentam, em geral,
uma movimentacdo maior do que a registrada nos casos anteriores, e isto faz com
gue o modelo da random walk volte a apresentar uma maior imprecisdo. Novamente,

este problema pode ser minimizado com o aumento do numero de walkers.

6.1.1.4. Caso IV: M = 500000, p = 0,3

Para este caso, € proposto um conjunto de 500000 walkers que se movem
com probabilidade igual a 0,3. Os valores atribuidos para as variaveis na simulacao

deste caso estdo apresentados na Tabela 11.

Tabela 11. Valores atribuidos para as variaveis no Caso IV da comparacdo em uma dimens&o.

Variavel Valor
M 500000
L 100
p 0,3
nsteps 2001
noutput 100

Fonte: O autor, 2022.

Com isto, foram gerados os histogramas a cada 100 intervalos de tempo. Os
histogramas correspondentes aos instantes de tempo 100, 500, 1000 e 2000 sdo

mostrados na Figura 28.
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Figura 28. Histogramas do Caso IV da comparacdo em uma dimensao para os tempos 100, 500,

1000 e 2000.
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Fonte: O autor, 2022.

A partir destes histogramas, é possivel observar que, conforme esperado, o
ruido presente modelo da random walk diminuiu significativamente. Entretanto, a
simulagdo do movimento de 500000 walkers demonstrou ser muito mais lenta: cerca

de 2 horas de duracao, contra menos de 30 minutos dos demais casos.

6.1.1.5. Caso V: M = 100000, p = 0,5

Para este caso, é proposto um conjunto de 100000 walkers que se movem
com probabilidade igual a 0,5. Ou seja, a cada instante de tempo, os walkers
possuem 50% de chance de se moverem para a esquerda, 50% de chance de se
moverem para a direita e 0% de chance de ndo se moverem. Os valores atribuidos

para as variaveis na simulacao deste caso estdo apresentados na Tabela 12.
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Tabela 12. Valores atribuidos para as variaveis no Caso V da comparacdo em uma dimenséo.

Variavel Valor
M 100000
L 100
p 0,5
nsteps 2001
noutput 100

Fonte: O autor, 2022.

Com isto, foram gerados os histogramas a cada 100 intervalos de tempo. Os

histogramas correspondentes aos instantes de tempo 100, 500, 1000 e 2000 sé&o

mostrados na Figura 29.

Figura 29. Histogramas do Caso V da comparac¢do em uma dimensao para os tempos 100, 500, 1000

e 2000.
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Fonte: O autor, 2022.

A partir destes histogramas, é possivel observar que tanto o modelo da

random walk como a equagdo de difusdo apresentam comportamentos

incompativeis com o esperado, pelo fato de que ndo existe nenhuma chance dos

walkers nao se moverem.
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Isto faz com que os resultados previstos pela equacao de difusdo também se
tornem discretizados, o que ndo é um comportamento desejado num modelo que por
definicdo é continuo. Com isto, fica evidente que esta comparacdo possui, Como

uma de suas restricdes, o valor de p ser necessariamente inferior a 0,5.

6.1.1.6. Caso VI: Walkers em -50 e +50, M = 100000, p = 0,1

Para este caso, € proposto um conjunto de 100000 walkers que se movem
com probabilidade igual a 0,1. Entretanto, diferentemente dos casos anteriores, 0S
walkers néo iniciam em x = 0, e séo divididos entre as posi¢cdes x = 50 e x = -50
numa mesma proporgao.

Os valores atribuidos as variaveis foram iguais aos do Caso Il, porém tanto o
vetor responsavel por armazenar a posicdo dos walkers como a matriz responsavel
por armazenar as concentragbes calculadas pela equacdo de difusdo foram
definidos de forma a representar esta nova condig&o.

Com isto, foram gerados os histogramas a cada 100 intervalos de tempo. Os
histogramas correspondentes aos instantes de tempo 100, 500, 1000 e 2000 sao

mostrados na Figura 30.
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Figura 30. Histogramas do Caso VI da comparacdo em uma dimensao para os tempos 100, 500,

1000 e 2000.
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Fonte: O autor, 2022.

A partir destes histogramas, é possivel observar que os dois picos de
concentracéo vao se dispersando ao longo do tempo, e os walkers passam a ocupar
todas as posi¢cdes da malha. De forma analoga aos demais casos, o0 modelo da

random walk apresenta um certo nivel de ruido.

6.1.2. Animacdes

6.1.2.1. Caso VII: Walkers em 0, M = 100

Para este caso, € proposto um conjunto de 100 walkers iniciados na posi¢cao
x = 0 que se movem com probabilidade igual a 0,1. Os valores atribuidos para as

variaveis na simulacéo deste caso estdo apresentados na Tabela 13.
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Tabela 13. Valores atribuidos para as variaveis no Caso VIl da comparacao em uma dimenséo.

Variavel Valor
M 100
L 100
p 0,1
nsteps 2001
noutput 5

Fonte: O autor, 2022.

Com isto, foi gerada a animacdo que apresenta a movimentacdo dos
walkers, com um novo frame sendo gerado a cada 5 intervalos de tempo. Os frames
correspondentes aos instantes de tempo 100, 500, 1000 e 2000 séo mostrados na

Figura 31.

Figura 31. Frames do Caso VIl da comparacdo em uma dimenséo para os tempos 100, 500, 1000 e

2000.
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Tempo = 2000
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Distancia percorrida

Fonte: O autor, 2022.

E possivel observar que, inicialmente, os walkers ocupam majoritariamente
as posicdes proximas a x = 0, e conforme sdo percorridos os intervalos de tempo,

passam a ocupar posi¢coes mais distantes da origem. Desta forma, fica estabelecido
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um modelo capaz de estimar a movimentacdo de um conjunto de walkers ao longo

de uma malha unidimensional.

6.1.2.2. Caso VIlI: Walkers em -50 e +50, M = 100

Para este caso, € proposto um conjunto de 100 walkers que se movem com
probabilidade igual a 0,1. Entretanto, diferentemente do Caso VII, os walkers nao
iniciam em x = 0, e sdo divididos entre as posi¢cdes x = 50 e x = -50 numa mesma
proporcao. Os valores atribuidos as variaveis foram iguais aos do Caso VII, porém o
vetor responsavel por armazenar a posicdo dos walkers foi definido de forma a
representar esta nova condicao.

Com isto, foi gerada a animacdo que apresenta a movimentacdo dos
walkers, com um novo frame sendo gerado a cada 5 intervalos de tempo. Os frames
correspondentes aos instantes de tempo 100, 500, 1000 e 2000 sdo mostrados na
Figura 32.

Figura 32. Frames do Caso VIl da comparacdo em uma dimensao para os tempos 100, 500, 1000 e
2000.
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Fonte: O autor, 2022.
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E possivel observar que, neste caso, os walkers se aproximam bastante das

extremidades da malha, em virtude das posi¢des iniciais nas quais foram colocados,

sendo que alguns walkers chegam a exceder os limites mostrados graficamente.

6.1.2.3. Caso IX: Walkers em posicbes aleatorias, M = 100

Para este caso, € proposto um conjunto de 100 walkers que se movem com

probabilidade igual a 0,1. Entretanto, diferentemente dos Casos VIl e VIII, os walkers

iniciam em posic¢des aleatorias ao longo da malha. Os valores atribuidos as variaveis

foram iguais aos do Caso VII, porém o vetor responsavel por armazenar a posicéo

dos walkers foi definido com valores gerados aleatoriamente entre -100 e +100, de

forma a representar esta nova condicao.

Com isto, foi gerada a animacdo que apresenta a movimentacdo dos

walkers, com um novo frame sendo gerado a cada 5 intervalos de tempo. Os frames

correspondentes aos instantes de tempo 100, 500, 1000 e 2000 sdo mostrados na

Figura 33.

Figura 33. Frames do Caso IX da comparacdo em uma dimenséo para os tempos 100, 500, 1000 e

2000.
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Neste caso, como existem walkers iniciando muito préoximos das
extremidades da malha, a ocorréncia de walkers que excedem os limites graficos é
muito maior. Uma alternativa para contornar este problema é a implementacédo de

um efeito que simule a presenca de paredes nas extremidades da malha.

6.1.2.4. Caso X: Walkers em posi¢bes aleatorias, M = 100, malha com paredes

Para este caso, é proposto um conjunto de 100 walkers que se movem com
probabilidade igual a 0,1. De forma analoga ao Caso IX, os walkers iniciam em
posicdes aleatérias ao longo da malha, porém existem condicionais responsaveis
por impedir que os walkers excedam os limites da malha (+100 e -100).

Quando um walker na posicao +100 recebe um deslocamento para a direita
(+101), a condicional atua para que ele se mova para a esquerda (+99), e quando
um walker na posicdo -100 recebe um deslocamento para a esquerda (-101), a
condicional atua para que ele se mova para a direita (-99), num efeito que simula
uma malha cercada por paredes.

Com isto, foi gerada a animagdo que apresenta a movimentacdo dos
walkers, com um novo frame sendo gerado a cada 5 intervalos de tempo. Os frames
correspondentes aos instantes de tempo 100, 500, 1000 e 2000 sao mostrados na
Figura 34.
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Figura 34. Frames do Caso X da comparacdo em uma dimenséao para os tempos 100, 500, 1000 e
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Fonte: O autor, 2022.

100

Neste caso, é possivel observar que ndo ha mais nenhum walker excedendo

os limites da malha, comprovando que as condicionais implementadas na simulagéo

forneceram o resultado esperado.

6.2. COMPARACAO EM DUAS DIMENSOES

6.2.1. Histogramas

6.2.1.1. Caso I: M = 100000, p = 0,1

Para este caso, é proposto um conjunto de 100000 walkers que se movem

com probabilidade igual a 0,1. Os valores atribuidos para as variaveis na simulagao

deste caso estdo apresentados na Tabela 14.
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Tabela 14. Valores atribuidos para as variaveis no Caso | da comparacdo em duas dimensoes.
Variavel Valor
M 100000
L 100
p 0,1
nsteps 2001
noutput 100

Fonte: O autor, 2022.

Com isto, foram gerados os histogramas a cada 100 intervalos de tempo. Os

histogramas correspondentes aos instantes de tempo 100, 500, 1000 e 2000 sé&o

mostrados na Figura 35.

Figura 35. Histogramas do Caso | da comparacdo em duas dimensfes para os tempos 100, 500,
1000 e 2000.
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Fonte: O autor, 2022.

Neste caso, as superficies geradas ndo sédo exibidas de forma sobreposta,
para facilitar a visualizacdo. A partir destes histogramas, € possivel observar o
modelo de random walk apresenta resultados proximos da equacdo de difuséo,
embora ainda apresente ruido, a exemplo do que aconteceu na comparacao em

uma dimensdo. De forma analoga, uma das maneiras de minimizar este ruido

consiste em aumentar o numero de walkers.
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Ao contrario do que se esperava, a comparacdo em duas dimensdes foi
mais rapida do que a comparacdo em uma dimensao. Isto pode ser explicado pela
mudanca na forma de armazenamento da posicdo dos walkers, com 0 uso de uma
lista de tuples em vez de um vetor. Aléem disto, o uso da biblioteca random para a
geracdo de numeros aleatorios no lugar da funcéao np.random.rand também contribui

para a velocidade da simulacéo.

6.2.1.2. Caso Il: M = 1000000, p = 0,1

Para este caso, é proposto um conjunto de 1000000 walkers que se movem
com probabilidade igual a 0,1. Os valores atribuidos para as variaveis na simulacao

deste caso estao apresentados na Tabela 15.

Tabela 15. Valores atribuidos para as variaveis no Caso |l da comparacdo em duas dimensdes.

Variavel Valor
M 1000000
L 100
p 0,1
nsteps 2001
noutput 100

Fonte: O autor, 2022.

Com isto, foram gerados os histogramas a cada 100 intervalos de tempo. Os
histogramas correspondentes aos instantes de tempo 100, 500, 1000 e 2000 sao

mostrados na Figura 36.
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Figura 36. Histogramas do Caso Il da comparacdo em duas dimensfes para os tempos 100, 500,
1000 e 2000.
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Fonte: O autor, 2022.

A partir destes histogramas, é possivel observar que, a exemplo do que
aconteceu na comparacdo em uma dimensédo, o aumento no numero de walkers foi

capaz de diminuir significativamente o ruido nos resultados obtidos.

6.2.2. Animacéo

Para esta animacdo, é proposto um conjunto de 100 walkers iniciados na
posicdo (0,0) que se movem com probabilidade igual a 0,1. Os valores atribuidos

para as variaveis na simulacéo deste caso estédo apresentados na Tabela 16.

Tabela 16. Valores atribuidos para as variaveis na animacao da comparacdo em duas dimensdes.
Variavel Valor
M 100
L 100
p 0,1
nsteps 2001
noutput 5
Fonte: O autor, 2022.
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Com isto, foi gerada a animagcdo que apresenta a movimentacdo dos
walkers, com um novo frame sendo gerado a cada 5 intervalos de tempo. Os frames
correspondentes aos instantes de tempo 100, 500, 1000 e 2000 sdo mostrados na

Figura 37.

Figura 37. Frames da comparacdo em duas dimensdes para os tempos 100, 500, 1000 e 2000.

Tempo = 100 Tempo = 500
100 100
75 A 75 4
50 50 1
= s
© 25 A & 25 4
T B
E E
S . =)
o ) 0
T 0 %}‘ 2 0
© e ©
(] o
E 2
% —25 5 —25
[=} a
=50 =50
=751 =75
-100 T T T T T T T -100 T T T T T T T
—100 =75 -50 =25 0 25 50 75 100 -100 =75 -50 =25 0 25 50 75 100
Distancia percorrida (x) Distancia percorrida (x)
Tempo = 1000 Tempo = 2000
100 100
754 751
501 50 4
= = s
@ 254 @ 254 e
T ' 2
= - £ B
=] . =]
e 3 [
2 o] 9 0
o .
s] s]
= c
$ -251 g -5
a a
=501 =501
-75 1 =751
-100 T T T T r r T -100 T r r T T r T
-100 =75 =50 —25 0 25 50 75 100 -100 =75 —50 —25 Q 25 50 75 100
Distancia percorrida (x) Disténcia percorrida (x)

Fonte: O autor, 2022.

Desta forma, fica estabelecido um modelo capaz de estimar a movimentacao

de um conjunto de walkers ao longo de uma malha bidimensional.
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6.3. RANDOM WALK EM TRES DIMENSOES

Para esta animacéo, é proposto um conjunto de 100 walkers iniciados na
posicdo (0,0,0) que se movem com probabilidade igual a 0,1. Os valores atribuidos

para as variaveis na simulacao deste caso estdo apresentados na Tabela 17.

Tabela 17. Valores atribuidos para as variaveis na animacgao da random walk em trés dimensées.

Variavel Valor
M 100
L 100
p 0,1
nsteps 2001
noutput 5

Fonte: O autor, 2022.

Com isto, foi gerada a animagdo que apresenta a movimentacdo dos
walkers, com um novo frame sendo gerado a cada 5 intervalos de tempo. Os frames
correspondentes aos instantes de tempo 100, 500, 1000 e 2000 sdo mostrados na

Erro! Fonte de referéncia nao encontrada..
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Figura 38. Frames da comparacédo em trés dimensdes para os tempos 100, 500, 1000 e 2000.
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Fonte: O autor, 2022.

Desta forma, fica entdo estabelecido um modelo capaz de calcular a
movimentacdo de um conjunto de walkers dentro de um espaco tridimensional, que
pode ser utilizado para estudar o comportamento de sistemas reais. Considerando
gue os resultados das comparagfes em uma e duas dimensdes trouxeram
resultados que, em sua maioria, foram satisfatorios, é possivel obter uma

aproximacao um processo de difusao utilizando o modelo da random walk.
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6.4. APLICACAO EM SISTEMAS REAIS

Serdo estudados trés sistemas reais, escolhidos com base na divisdo
proposta por MARRERO; MASON, 1972, com base em limites de incerteza dos
valores do coeficiente de difusdo. Para a representacdo dos sistemas escolhidos,
serdo utilizados os coeficientes de difusdo compilados originalmente por varios
autores, tais como HIRSCHFELDER; CURTISS; BIRD, 1954, REID; SHERWOOD,
1958 e SVEHLA, 1962, e apresentados por HINES; MADDOX, 1985 e WELTY et al.,
2008. Quando necessério, sera realizada a correcao do valor tabelado para uma
temperatura diferente utilizando os parametros de Lennard-Jones, também
tabelados por SHERWOOD; PIGFORD, 1975.

A Tabela 18 mostra os sistemas escolhidos para cada um dos grupos, bem
como os coeficientes de difusdo utilizados nas simulacGes e as temperaturas nas

guais foram obtidos.

Tabela 18. Casos estudados na simulacdo de sistemas reais.

Grupo Meio Substéancias Dab (cm?/s) T (K)
) Hélio 0,641 273
I Argdnio )
Nednio 0,329 293
o Hidrogénio 0,550 273
Il Dioxido de carbono ) )
Nitrogénio 0,165 298
Mondxido de carbono 0,185 273
1] Oxigénio ) _
Hidrogénio 0,651 273
Fonte: O autor, 2022.
6.4.1. Grupo |

Neste caso, os coeficientes de difusao se referem a temperaturas diferentes
(273 K para o par hélio-argbnio e 293 K para o par nebnio-argbnio), logo faz-se
necessaria a utilizacdo dos parametros de Lennard-Jones para a corregdo de um
dos valores. Sera ajustado o coeficiente de difusdo do par hélio-argbnio para a
temperatura de 293 K. Os parametros de Lennard-Jones para o par hélio-argbnio

estdo apresentados na Tabela 19.
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Tabela 19. Pardmetros de Lennard-Jones para 0 Grupo |I.

Substancia ealk
Hélio 10,22
Argbnio 124

Fonte: SHERWOOD; PIGFORD, 1975.

Com isto, é calculado o valor de €as/K:

& & &
SAB _ ?A * f = /10,22 * 124 = 35,59888

K
ParaT1 =273 Ke T2=293 K:

eap 3559888

— = = 0,130399
KT, 273

KT,

— = 7,668781

€aB
€45 _ 3559888 0121498
kT, 293

kT,
—= = 8,230597
E4B

Os valores de Qb sé&o obtidos por interpolagéo:

0,7712 — 0,7896

Qpir, = 0,7712 — (8 — 7,668781) * - = 0,777294
0,7424 — 0,7712
Qpyr, = 0,7244 — (10 — 8,230597) » ———o—— = 0,767879

Com isto, é possivel determinar o coeficiente de difusé&o do par hélio-argonio
a 293 K:

293)3/2 0,777294

D = | — -
AB.293 K (273 *0,767879

= 0,721453 cm?/s
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Portanto, para esta animacédo, sdo propostos dois conjuntos de 100 walkers
cada, ambos iniciados na posicao (0,0,0), sendo que o primeiro conjunto se move
com probabilidade igual a 0,721453 e o0 segundo se move com probabilidade igual a
0,329. Os valores atribuidos para as variaveis na simulacdo deste caso estdo

apresentados na Tabela 20.

Tabela 20. Valores atribuidos para as variaveis no Grupo | da simulacdo de sistemas reais.

Variavel Valor
M 100
L 50
pl 0,721453
p2 0,329
nsteps 2001
noutput 5

Fonte: O autor, 2022.

Com isto, foi gerada a animagdo que apresenta a movimentacdo dos
walkers, com um novo frame sendo gerado a cada 5 intervalos de tempo. Os frames
correspondentes aos instantes de tempo 100, 500, 1000 e 2000 sdo mostrados na

Figura 39.
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Figura 39. Frames do Grupo | da simulacdo de sistemas reais para os tempos 100, 500, 1000 e 2000.
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Fonte: O autor, 2022.

Neste caso, como ambos os valores dos coeficientes de difusdo séo
consideravelmente elevados, os walkers rapidamente ocupam o0s espacos do
espaco tridimensional, ndo sendo exatamente clara a maior movimentacdo do
conjunto de walkers que representa o hélio, com base no coeficiente de difusdo
superior ao do nednio. O coeficiente de difusdo do hélio é superior, dentre outras

razdes, por se tratar de uma molécula menor do que o neénio.
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6.4.2. Grupo I

Neste caso, os coeficientes de difusdo se referem a temperaturas diferentes
(273 K para o par hidrogénio-dioxido de carbono e 298 K para o par nitrogénio-
diéxido de carbono), logo faz-se necesséria a utilizacdo dos parametros de Lennard-
Jones para a correcdo de um dos valores. Seré ajustado o coeficiente de difusdo do
par hidrogénio-diéxido de carbono para a temperatura de 298 K. Os parametros de
Lennard-Jones para o par hidrogénio-dioxido de carbono estdo apresentados na
Tabela 21.

Tabela 21. ParAmetros de Lennard-Jones para o Grupo |l

Substancia ealk
Hidrogénio 33,3
Diéxido de carbono 190

Fonte: SHERWOOD; PIGFORD, 1975.

Com isto, é calculado o valor de €as/K:

& & &
4B _ |25~ [333%190 = 79,54244

K K K
ParaT1 =273 Ke T2=298 K:

Eap _ 79,54244

=== = 0,291364
KT, 273

kT,

— = 3,43213

€aB
ap _ 79,54244 0266921
kT, 298 '

kT,
—= = 3,746428
E4B

Os valores de Qb sé&o obtidos por interpolagéo:

0,912 —0,9186
Qpjr, = 0,912 — (3,5 — 3,43213) « 3534 = 0916479
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0,8942 — 0,8998
Qpr, = 0,8942 — (3,8 — 3,746428) * 38-37 - 0,8972

Com isto, € possivel determinar o coeficiente de difusdo do par hidrogénio-

diéxido de carbono a 298 K:

298\%%2 0,916479
Dap2ssk = (ﬁ) *70,8972

= 0,640732 cm?/s

Portanto, para esta animacédo, sdo propostos dois conjuntos de 100 walkers
cada, ambos iniciados na posic¢ao (0,0,0), sendo que o primeiro conjunto se move
com probabilidade igual a 0,640732 e o segundo se move com probabilidade igual a
0,165. Os valores atribuidos para as variaveis na simulacdo deste caso estdo

apresentados na Tabela 22.

Tabela 22. Valores atribuidos para as variaveis no Grupo |l da simulacdo de sistemas reais.

Variavel Valor
M 100
L 50
pl 0,640732
p2 0,165
nsteps 2001
noutput 5

Fonte: O autor, 2022.

Com isto, foi gerada a animacdo que apresenta a movimentacdo dos
walkers, com um novo frame sendo gerado a cada 5 intervalos de tempo. Os frames
correspondentes aos instantes de tempo 100, 500, 1000 e 2000 s&o mostrados na

Figura 40.
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Figura 40. Frames do Grupo Il da simulacdo de sistemas reais para os tempos 100, 500, 1000 e
2000.

Tempo = 500, Meio = Didxido de carbono, T =298 K

Tempo = 100, Meio = Didxido de carbono, T = 298 K
I Hidrogénio Il Hidrogénio
B Nitrogénio BN Nitrogénio
o) B
u-J o
0 0
S &
Y g
o U
Q Q
) L
o o
= ;!
<G T
b i
o a]
Tempo = 1000, Meio = Didxidc de carbono, T =298 K Tempo = 2000, Meio = Didxido de carbono, T = 298 K
I Hidrogénio . Il Hidrogénio
I Nitrogénio ° EEE Nitrogénio
a0 = a T
o L+
2 he]
20 £ 20 §
g I =
[ [
0 = 0 ©
© ©
o v
-20 § 20 5
-0 © —40 O
& 3
P {\b’o

Fonte: O autor, 2022.

Neste caso, € possivel observar com mais clareza o conjunto de walkers que
representa o hidrogénio atingindo mais rapidamente as posicOes distantes da
origem, efeito justificado pelo seu maior coeficiente de difusdo. Novamente, o fato de

o hidrogénio ser uma molécula menor do que o nitrogénio € um dos fatores que

justifica o maior coeficiente de difusao.
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6.4.3. Grupo lll

Neste caso, ambos os coeficientes de difusdo se referem a uma mesma
temperatura (273 K), logo ndo ha a necessidade da utilizacdo dos parametros de
Lennard-Jones para a correcdo de um dos valores.

Portanto, para esta animacgao, sdo propostos dois conjuntos de 100 walkers
cada, ambos iniciados na posicao (0,0,0), sendo que o primeiro conjunto se move
com probabilidade igual a 0,185 e o segundo se move com probabilidade igual a
0,651. Os valores atribuidos para as variaveis na simulacdo deste caso estdo
apresentados na Tabela 23.

Tabela 23. Valores atribuidos para as variaveis no Grupo lll da simulacdo de sistemas reais.

Variavel Valor
M 100
L 50
pl 0,185
p2 0,651
nsteps 2001
noutput 5

Fonte: O autor, 2022.

Com isto, foi gerada a animacdo que apresenta a movimentacdo dos
walkers, com um novo frame sendo gerado a cada 5 intervalos de tempo. Os frames
correspondentes aos instantes de tempo 100, 500, 1000 e 2000 s&o mostrados na
Figura 41.
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Figura 41. Frames do Grupo Il da simulacdo de sistemas reais para os tempos 100, 500, 1000 e
2000.
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Fonte: O autor, 2022.

Neste caso, também €& possivel observar a difusdo mais acelerada do
conjunto de walkers que representa o hidrogénio, o qual atinge mais rapidamente as
posicdes mais distantes da origem. A exemplo dos dois casos anteriores, uma das
justificativas para que o hidrogénio apresente um coeficiente de difusdo superior ao

do monoxido de carbono é o fato de a molécula possuir um tamanho inferior.
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6.5. COEFICIENTE DE DIFUSAO VARIAVEL COM O TEMPO

Para esta animacéo, é proposto um conjunto de 100 walkers iniciados na
posicédo (0,0,0) que se movem com probabilidade inicial igual a 0,22 e coeficiente de
decaimento a igual a 0,9. Os valores atribuidos para as variaveis na simulacéo deste

caso estao apresentados na Tabela 24.

Tabela 24. Valores atribuidos para as variaveis na animacao com coeficiente de difusdo varidvel com

0 tempo.
Variavel Valor
M 100
L 50
p 0,22
p0 0,22
alpha 0,9
nsteps 2001
noutput 5

Fonte: O autor, 2022.

Com isto, foi gerada a animagdo que apresenta a movimentacdo dos
walkers, com um novo frame sendo gerado a cada 5 intervalos de tempo. Os frames
correspondentes aos instantes de tempo 100, 500, 1000 e 2000 s&o mostrados na

Figura 42.
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Figura 42. Frames da simulacao com coeficiente de difuséo variavel com o tempo para os tempos
100, 500, 1000 e 2000.
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recalcular a

Desta forma, fica estabelecido um modelo capaz de

probabilidade p com base no tempo decorrido da simulagéo e utilizar este novo valor
no instante de tempo seguinte. Vale a pena ressaltar que, juntamente com o instante

de tempo, o valor de p no referido instante também é mostrado no titulo do frame.
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6.5.1. Caso |I: a =0,339061

Para a obtencdo do coeficiente de decaimento a, € realizada a regressao
linear dos valores experimentais de log Dins(t) € log t. Estes valores estéo

apresentados na Tabela 25, bem como o resultado para a.

Tabela 25. Determinagéo do valor de a para o Caso | com coeficiente de difusédo variavel com o

tempo.
log Dins(t) log t
-5,7212 -1,2251
-5,7796 -1,0996
-5,8584 1
-5,9577 -0,92641
-6,0715 -0,82684
-6,2088 -0,70563
-6,2701 -0,60606
-6,346 -0,53247
-6,3869 -0,45887
-6,4219 -0,40693
-6,4569 -0,35065
6,4774 -0,30736
-6,5153 -0,22511
-6,5562 -0,12554
-6,6058 0

-6,6555 0,17316

-6,6847 0,39827
Coeficiente angular -0,660939
a 0,339061

Fonte: O autor, 2022.

Portanto, para esta animagao, sdo propostos dois conjuntos de 100 walkers
cada, ambos iniciados na posi¢cao (0,0,0). O primeiro conjunto se move com
probabilidade constante e igual a 0,22. O segundo se move com probabilidade inicial
igual a 0,22 e coeficiente de decaimento a igual a 0,339061. Os valores atribuidos

para as variaveis na simulacao deste caso estdo apresentados na Tabela 26.
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Tabela 26. Valores atribuidos para as variaveis no Caso | com coeficiente de difuséo variavel com o

tempo.
Variavel Valor
M 100
L 50
pl 0,22
p20 0,22
alpha 0,339061
nsteps 2001
noutput 5

Fonte: O autor, 2022.

Com isto, foi gerada a animacao que apresenta a movimentagcdo de ambos
0s conjuntos de walkers, com um novo frame sendo gerado a cada 5 intervalos de
tempo. Os frames correspondentes aos instantes de tempo 100, 500, 1000 e 2000

sdo mostrados na Figura 43.
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Figura 43. Frames do Caso | da simulagdo com coeficiente de difusao variavel com o tempo para 0s
tempos 100, 500, 1000 e 2000.
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Fonte: O autor, 2022.

E possivel observar que o conjunto de walkers que esta sob o efeito do
coeficiente de decaimento a se desloca muito pouco em relacdo a origem. Isto
ocorre porque o0 expoente a-1 que eleva o tempo é um valor muito baixo, fazendo
com que o valor da probabilidade p caia muito rapidamente. Este baixo valor de a
estd atrelado a uma maior concentracdo da solucdo tamponada em fase

estacionaria.

Distancia percorrida (z)
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6.5.2. Caso ll: a =0,586964

Para a obtencdo do coeficiente de decaimento a, € realizada a regressao
linear dos valores experimentais de log Dins(t) € log t. Estes valores estdo

apresentados na Tabela 27, bem como o resultado para a.

Tabela 27. Determinacgédo do valor de a para o Caso Il com coeficiente de difuséo variavel com o

tempo.
log Dins(t) log t
-5,7007 -1,2208
-5,7474 -1,1039
-5,8117 -1
-5,8788 -0,92208
-5,9547 -0,82684
-6,0423 -0,70563
-6,0949 -0,60173
-6,1328 -0,52814
-6,1533 -0,45455
-6,1737 -0,4026
-6,1912 -0,35065
-6,2088 -0,30303
-6,2234 -0,22511
-6,2467 -0,12554
-6,2672 0
-6,2993 0,17749
-6,3197 0,39827
Coeficiente angular -0,413036
a 0,586964

Fonte: O autor, 2022.

Portanto, para esta animagao, sdo propostos dois conjuntos de 100 walkers
cada, ambos iniciados na posi¢do (0,0,0). O primeiro conjunto se move com
probabilidade constante e igual a 0,22. O segundo se move com probabilidade inicial
igual a 0,22 e coeficiente de decaimento a igual a 0,586964. Os valores atribuidos

para as variaveis na simulacao deste caso estdo apresentados na Tabela 28.
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Tabela 28. Valores atribuidos para as variaveis no Caso Il com coeficiente de difuséo variavel com o

tempo.
Variavel Valor
M 100
L 50
pl 0,22
p20 0,22
alpha 0,586964
nsteps 2001
noutput 5

Fonte: O autor, 2022.

Com isto, foi gerada a animacao que apresenta a movimentagcdo de ambos
0s conjuntos de walkers, com um novo frame sendo gerado a cada 5 intervalos de
tempo. Os frames correspondentes aos instantes de tempo 100, 500, 1000 e 2000

sdo mostrados na Figura 44.
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Figura 44. Frames do Caso Il da simulacdo com coeficiente de difusao variavel com o tempo para os
tempos 100, 500, 1000 e 2000.
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Fonte: O autor, 2022.

Neste caso, é possivel observar uma movimentacao ligeiramente maior dos
walkers que estdo sob o efeito do coeficiente de decaimento a. Como a
concentracdo da solucédo tamponada era a mesma do Caso |, 0 aumento do valor de

a se deve ao fato de que a solucédo tamponada esta em fase mével.
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6.5.3. Caso lll: a =0,780372

Para a obtencdo do coeficiente de decaimento a, € realizada a regressao
linear dos valores experimentais de log Dins(t) € log t. Estes valores estdo

apresentados na Tabela 29, bem como o resultado para a.

Tabela 29. Determinacgéo do valor de a para o Caso Il com coeficiente de difuséo variavel com o

tempo.
log Dins(t) log t
-5,6628 -1
-5,6715 -0,92208
-5,6674 -0,83117
-5,6861 -0,70563
-5,6978 -0,61039
-5,7182 -0,53247
-5,7299 -0,45887
-5,7504 -0,4026
-5,765 -0,34632
-5,7766 -0,30736
-5,8029 -0,22511
-5,835 -0,12121
-5,8759 -0,00433
-5,9109 0,17316
-5,9372 0,3934
Coeficiente angular -0,219628
a 0,780372

Fonte: O autor, 2022.

Portanto, para esta animacédo, sdo propostos dois conjuntos de 100 walkers
cada, ambos iniciados na posicdo (0,0,0). O primeiro conjunto se move com
probabilidade constante e igual a 0,22. O segundo se move com probabilidade inicial
igual a 0,22 e coeficiente de decaimento a igual a 0,780372. Os valores atribuidos

para as variaveis na simulacao deste caso estdo apresentados na Tabela 30.
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Tabela 30. Valores atribuidos para as variaveis no Caso Il com coeficiente de difusdo variavel com o

tempo.
Variavel Valor
M 100
L 50
pl 0,22
p20 0,22
alpha 0,787302
nsteps 2001
noutput 5

Fonte: O autor, 2022.

Com isto, foi gerada a animacao que apresenta a movimentagcdo de ambos
0s conjuntos de walkers, com um novo frame sendo gerado a cada 5 intervalos de
tempo. Os frames correspondentes aos instantes de tempo 100, 500, 1000 e 2000

sdo mostrados na Figura 45.



Figura 45. Frames do Caso lll da simulagdo com coeficiente de difusdo variavel com o tempo para os
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tempos 100, 500, 1000 e 2000.
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Fonte: O autor, 2022.

Neste caso, € possivel observar que a reducdo da concentracédo da solucao

tamponada contribui significativamente para o aumento do valor de a, tendo em vista
gue a movimentacdo do conjunto de walkers sob o efeito do coeficiente de

decaimento foi muito maior, comparada a dos Casos | e Il.
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6.5.4. Caso IV: a =0,829402
Para a obtencdo do coeficiente de decaimento a, € realizada a regressao
linear dos valores experimentais de log Dins(t) € log t. Estes valores estdo

apresentados na Tabela 31, bem como o resultado para a.

Tabela 31. Determinagdo do valor de a para o Caso IV com coeficiente de difusédo variavel com o

tempo.
log Dins(t) log t
-5,6657 -1
-5,6715 -0,92641
-5,6745 -0,82251
-5,6861 -0,7013
-5,6949 -0,60606
-5,7036 -0,52814
-5,7182 -0,45587
-5,7328 -0,4026
-5,7416 -0,34632
-5,7533 -0,30303
-5,7737 -0,22511
-5,7971 -0,12554
-5,8263 0
-5,8584 0,17749
-5,8818 0,39827
Coeficiente angular -0,170598
a 0,829402

Fonte: O autor, 2022.

Portanto, para esta animacédo, sdo propostos dois conjuntos de 100 walkers
cada, ambos iniciados na posicdo (0,0,0). O primeiro conjunto se move com
probabilidade constante e igual a 0,22. O segundo se move com probabilidade inicial
igual a 0,22 e coeficiente de decaimento a igual a 0,829402. Os valores atribuidos

para as variaveis na simulacao deste caso estdo apresentados na Tabela 32.
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Tabela 32. Valores atribuidos para as variaveis no Caso IV com coeficiente de difuséo variavel com o

tempo.
Variavel Valor
M 100
L 50
pl 0,22
p20 0,22
alpha 0,829402
nsteps 2001
noutput 5

Fonte: O autor, 2022.

Com isto, foi gerada a animacao que apresenta a movimentacao de ambos
0s conjuntos de walkers, com um novo frame sendo gerado a cada 5 intervalos de
tempo. Os frames correspondentes aos instantes de tempo 100, 500, 1000 e 2000

sdo mostrados na Figura 46.
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Figura 46. Frames do Caso IV da simulagdo com coeficiente de difusdo variavel com o tempo para os
tempos 100, 500, 1000 e 2000.
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Fonte: O autor, 2022.

Neste caso, é possivel observar que a mudanca da solu¢do tamponada para

a fase movel contribuiu novamente para o0 aumento do valor de a e para uma maior

mobilidade dos walkers, a exemplo do que ocorreu no Caso Il.
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7. CONCLUSOES

A partir dos resultados obtidos nos histogramas que mostram a comparacao
entre difuséo e random walk, tanto em uma dimensdo como em duas dimensdes, é
possivel concluir que o uso de uma random walk para simular um processo de
difusdo é capaz de produzir resultados satisfatérios, desde que o numero de walkers
seja suficientemente alto. Isto faz-se necessario devido ao fato de que a random
walk, na maneira em que foi empregada, constitui uma modelagem estritamente
discreta, que ndo contempla posi¢cdes nao-inteiras e concentracdes nao-inteiras.
Com isto, um alto numero de walkers visa minimizar o ruido presente nos resultados.

A simulacdo do movimento de um conjunto de particulas através da
linguagem de programacao Python representa uma alternativa menos onerosa do
ponto de vista computacional, quando comparada com outros métodos de
simulacao, para observar o comportamento de sistemas reais, através da geracao
de animacdes que permitem a visualizacdo dos resultados. Fatores como 0 numero
de intervalos de tempo a serem simulados, a quantidade de walkers presentes no
sistema e a resolugdo da animacdo gerada influenciam diretamente no tempo
necessario para a simulacdo ser completada.

O uso de valores reais de coeficientes de difusdo e a utilizacdo dos
parametros de Lennard-Jones visam aproximar este estudo das situacdes presentes
na engenharia quimica, tendo em vista que a modelagem de processos de difuséo &
uma etapa fundamental em diversos projetos. O modelo proposto € replicavel para
mais de duas substancias, podendo também conter diferentes nimeros de walkers
em cada conjunto. Com isto, a simulacdo de conjuntos maiores de walkers é um
aspecto a ser considerado, tendo em mente as implicagdes causadas no tempo de

simulacao, conforme mencionado anteriormente.



109

REFERENCIAS

AQUINO, T.; DENTZ, M. Chemical Continuous Time Random Walks. Physical
Review Letters, v. 119, n. 23, 2017.

ASKILL, J. Tracer Diffusion Data for Metals, Alloys, and Simple Oxides. New
York: Plenum, 1970.

BARDOW, A. et al. Concentration-dependent diffusion coefficients from a single
experiment using model-based Raman spectroscopy. Fluid Phase Equilibria, v.
228-229, p. 357-366, fev. 2005.

BARRER, R. M. Diffusion In and Through Solids. New York: Macmillan, 1941.
BERG, H. C. Random Walks in Biology. New Jersey: Princeton University Press,
1983.

BERGMAN, T. L.; LAVINE, ADRIENNE.; INCROPERA, F. P. Fundamentals of Heat
and Mass Transfer. 8th. ed. [s.l.] Wiley, 2017.

BOGACHEV, L. V. Random Walks in Random Environments. Encyclopedia of
Mathematical Physics, 20 jul. 2007.

CALLISTER, W. D.; RETHWISCH, D. G. Materials Science and Engineering - An
Introduction. 9th. ed. [s.l.] Wiley, 2004.

CARSLAW, H. S.; JAEGER, J. C. Conduction of Heat in Solids. 2nd. ed. [s.l.]
Oxford University Press, 1956.

CRANK, J. The mathematics of Diffusion. 2nd. ed. [s.l.] Oxford University Press,
1979.

DORGELO, E. A. H.; VAN DER MEER, A. P.; WESSELINGH, J. A. Measurement of
the axial dispersion of particles in a liquid fluidized bed applying a random walk
method. Chemical Engineering Science, v. 40, n. 11, p. 2105-2111, 1985.
FEDOTOV, S.; KIM, S.; PITSCH, H. Anomalous Knudsen diffusion and reactions in
disordered porous media. Annual Research Briefs (Center for Turbulence
Research), p. 323-331, 2007.

FULLER, E. N.; SCHETTLER, P. D.; GIDDINGS, J. C. A New Method for
Prediction of Binary Gas-Phase Diffusion Coefficients. [s.|: s.n.].

GABOR, J. D. Lateral solids mixing in fludized-packed beds. AIChE Journal, v. 10,
n. 3, p. 345-350, 1964.

GILLILAND, E. R. Diffusion Coefficients in Gaseous Systems. Cambridge: [s.n.].



110

GOSMAN, A. D.; IOANNIDES, E. Aspects of Computer Simulation of Liquid-Fueled
Combustors. Journal of energy, v. 7, n. 6, p. 482—490, nov. 1983.

HINES, A. L.; MADDOX, R. N. Mass Transfer - Fundamentals and Applications.
[s.l.] Prentice Hall PTR, 1985.

HINES, A. L.; WALLS, H. A. Determination of Self Diffusion Coefficients Using the
Radial Distribution Function. Metallurgical and Materials Transactions A, v. 10, p.
1365, 1979.

HINES, A. L.; WALLS, H. A;; ARNOLD, D. W. A Small Fluctuation Theory for
Diffusion in Liquids. Metallurgical and Materials Transactions B, v. 6, p. 484, 1975.
HIRSCHFELDER, J. O.; BIRD, R. B.; SPOTZ, E. L. The Transport Properties of
Gases and Gaseous Mixtures, Il. Chemical Reviews, v. 44, p. 205-231, 1949.
HIRSCHFELDER, J. O.; CURTISS, C. F.; BIRD, R. B. Molecular theory of gases
and liquids. New York: John Wiley & Sons, 1954.

IBE, O. C. Elements of Random Walk and Diffusion Processes. Lowell: Wiley,
2013.

KHALIFI, M. et al. Concentration-dependent molecular diffusion coefficient of
gaseous ethane in liquid toluene. AIChE Journal, v. 66, n. 6, 1 jun. 2020.

LEFFLER, J.; CULLINAN, H. T. Variation of Liquid Diffusion Coefficients with
Composition Binary Systems. Industrial & Engineering Chemistry Fundamentals,
p. 84-88, 1970.

MAGHFIROH, C. Y. et al. Parameters (o, €) of Lennard-Jones for Fe, Ni, Pb for
Potential and Cr based on Melting Point Values Using the Molecular Dynamics
Method of the Lammps Program. Journal of Physics: Conference Series, v. 1491,
n. 1, 5jun. 2020.

MALTHE-S@RENSSEN, A. Introduction to diffusion and random walks. 2017.
MANNING, J. R. Diffusion Kinetics for Atoms in Crystals. Princeton: Van
Nostrand, 1968.

MARRERO, T. R.; MASON, E. A. Gaseous Diffusion Coefficients. J. Phys. Chem.
Ref. Data, v. 1, 1972.

MOFAKHAM, A. A.; AHMADI, G. On random walk models for simulation of particle-
laden turbulent flows. International Journal of Multiphase Flow, v. 122, p. 103157,
2020.



111

NAGY, T. K.; SWAILES, D. Random walk approach for simulation of particle
deposition from turbulent flows. Periodica Polytechnica Mechanical Engineering,
v. 40, n. 2, p. 143-156, 1996.

NERNST, W. Zur Kinetik der in Losung befindlichen Korper. Zeitschrift fiir
Physikalische Chemie, p. 613, 1888.

REID, R. C.; SHERWOOD, T. K. The Properties of Gases and Liquids. 1st. ed.
New York: McGraw-Hill, 1958.

RUEANGKHAM, N.; MODCHANG, C.; TRIAMPO, W. Time-Dependent Diffusion
Coefficient in Reaction-Diffusion Systems. 2020.

RYCROFT, C. H.; BAZANT, M. Z. Lecture 1: Introduction to Random Walks and
Diffusion. Massachusetts: [s.n.].

SHERBY, O. D.; SIMNAD, M. T. Prediction of Atomic Mobility in Metallic Systems.
Transactions of American Society for Metals, p. 227, 1961.

SHERWOOD, T. K.; PIGFORD, R. L. Mass Transfer. [s.l.] McGraw-Hill, 1975.
SHEWMON, P. Diffusion in solids. New York: McGraw-Hill, 1963.

SIEBEL, D.; SCHARFER, P.; SCHABEL, W. Determination of Concentration-
Dependent Diffusion Coefficients in Polymer-Solvent Systems: Analysis of
Concentration Profiles Measured by Raman Spectroscopy during Single Drying
Experiments  Excluding Boundary Conditions and Phase Equilibrium.
Macromolecules, v. 48, n. 23, p. 8608-8614, 17 nov. 2015.

SITARAMAN, R.; IBRAHIM, S. H.; KULOOR, N. R. A Generalized Equation for
Diffusion in Liquids. Washington D.C.: [s.n.].

SKELLAND, A. H. P. Diffusional Mass Transfer. New York: John Wiley & Sons,
1974.

SVEHLA, R. A. Technical Report R-132 - Estimated Viscosities and Thermal
Conductivities of Gases at High Temperatures. Washington D.C.: [s.n.].

SWALIN, R. A. On the Theory of Self-Diffusion in Liquid Metals. Acta Metallurgica,
V. 7, p. 736, 1959.

THOMAS, D. E.; BIRCHENALL, C. E. Concentration Dependence of Diffusion
Coefficients In Metallic Solid Solution. [s.|: s.n.].

TREYBAL, R. E. Mass-Transfer Operations. 1st. ed. New York: McGraw-Hill, 1955.
VIGNES, A. Diffusion in Binary Solutions - Variation of Diffusion Coefficient with
Composition. Industrial & Engineering Chemistry Fundamentals, p. 189, 1966.



112

WALLS, H. A.; UPTHEGROVE, W. R. Theory of Liquid Diffusion Phenomena. Acta
Metallurgica, v. 12, p. 461, 1964.

WELTY, J. R. et al. Fundamentals of Momentum, Heat, and Mass Transfer. 5th.
ed. [s.l.] Wiley, 2008.

WILKE, C. R.; CHANG, P. Correlation of Diffusion Coefficient in Dilute Solutions.
AIChE Journal, p. 264, 1955.

WU, J.; BERLAND, K. M. Propagators and time-dependent diffusion coefficients for
anomalous diffusion. Biophysical Journal, v. 95, n. 4, p. 2049-2052, 15 ago. 2008.
YAGASAKI, T.; MATSUMOTO, M.; TANAKA, H. Lennard-Jones Parameters
Determined to Reproduce the Solubility of NaCl and KCI in SPC/E, TIP3P, and
TIP4P/2005 Water. Journal of Chemical Theory and Computation, v. 16, n. 4, p.
24602473, 14 abr. 2020.

ZHANG, Z.; JOHNSON, D. L.; SCHWARTZ, L. M. Simulating the time-dependent
diffusion coefficient in mixed-pore-size materials. Physical Review E - Statistical,
Nonlinear, and Soft Matter Physics, v. 84, n. 3, 28 set. 2011.



113

ANEXO | — CODIGOS UTILIZADOS NAS SIMULACOES
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