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RESUMO

Os projetos de estruturas requerem, com cada vez mais frequéncia, estruturas
com layouts complexos, elevada esbeltez, baixo peso préprio e baixo custo. Diante
dessa demanda, sistemas estruturais compostos por elementos de trelica sao
amplamente empregados. Contudo, em estruturas sob essas circunstancias, podem
se desenvolver efeitos n&o-lineares, para os quais a consideracdo de pequenos
deslocamentos torna-se equivocada. Por outro lado, o carater aleatério presente nas
varidveis de projeto, tais como resisténcia e solicitacdo, torna necessaria a
consideracdo probabilistica no dimensionamento estrutural, avaliando a(s)
ocorréncia(s) de falha. O objetivo principal do trabalho € analisar a confiabilidade e a
nao linearidade geométrica em estruturas. Para isso trata-se desses conceitos através
de estudos de caso, analisando estruturas trelicadas. Para a analise nao-linear
geométrica, adota-se o método incremental-iterativo de Newton-Raphson, enquanto
para a avaliacdo da confiabilidade estrutural utiliza-se o método de simulagdo de
Monte Carlo. A solucdo para os estudos de caso se da por meio da implementacao
computacional de um conjunto de rotinas na linguagem de programacgédo Octave,
determinando as probabilidades de falha e a confiabilidade, dada a descricdo dos
estados limites para cada estudo de caso. Os resultados obtidos mostram-se
satisfatorios para o caso linear e néo-linear geométrico, embora o elevado custo
computacional tenha sido observado.

Palavras-chave: Nao linearidade geométrica. Confiabilidade estrutural. Método de
Newton-Raphson. Simulacdo de Monte Carlo. Método incremental-
iterativo.



ABSTRACT

Structural projects require much more frequency of complex structure layouts,
high slenderness, low self-weight, and low cost. Due to this demand, structural systems
called trusses are widely used. However, structures under these circumstances can
develop nonlinear effects, for which consideration of small displacements could be
wrong. Moreover, the randomized profile present in the design variables as the
resistance and load makes necessary the probabilistic consideration in the structural
design, evaluating the occurrence of failure. The main objective of this study is to
analyze the reliability and geometric nonlinearity in structures. This is done through
case studies using truss structures. For the geometric nonlinear analysis, Newton-
Raphson method is adopted, while for the structural reliability assessment the Monte
Carlo simulation method is used. The solution of the studies case is given by the
computational implementation of a range of routines in the Octave programming
language, setting the failure probability and reliability, given the description of limit
states for each study case. The results obtained showed satisfaction for the linear and
nonlinear geometric cases, although a high computational cost was observed.
Suggestions are made for the enhancement of nonlinear analysis using a physical
nonlinear analysis and the consideration of time-dependent reliability.

Keywords: geometric non-linearity. structural reliability. Newton-Raphson method.

Monte Carlo simulation. Incremental-lterative Method.
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1 INTRODUCAO

Na atualidade, com os avancos tecnolégicos na &rea de materiais e 0
aprimoramento de técnicas construtivas, a engenharia de estruturas depara-se
frequentemente com projetos de arquiteturas (ou layouts) complexas, de elevada
esbeltez e elevados vdos (MENDES, 2017). Nesse contexto se apresentam oS
sistemas estruturais por elementos de trelica, amplamente utilizados em diversas
aplicacfes de engenharia, que além dos aspectos construtivos e mecanicos possuem
baixo custo (FELIPE, 2019).

Usualmente, a modelagem dessas estruturas é simples para as condi¢cdes
classicas de linearidade, podendo ser negligenciados quaisquer efeitos nao lineares.
Porém, para algumas aplicacfes modernas, a negligéncia do carater ndo-linear pode
resultar em uma analise estrutural imprecisa e equivocada sobre comportamento da
estrutura (FELIPE, 2019). Essa situacdo € evidenciada na FIGURA 1, no caso de
colapso progressivo da ponte 135-W sobre o rio Mississipi, na cidade de Mineapolis
nos Estados Unidos.

FIGURA 1 — COLAPSO PROGRESSIVO DA PONTE 135-W

FONTE: Felipe (2019 apud NTSB, 2008)

De acordo com Felipe (2019, apud NTSB, 2008), o colapso progressivo pela
falha das longarinas em aco resultou em 13 mortes e 145 feridos. Uma das conclusfes
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obtidas a partir de investigacdes do NTSB! foi que a andlise elastica linear
bidimensional era insuficiente para descrever o comportamento da estrutura.

O caréter ndo-linear na analise estrutural divide-se em dois principais ramos,
sendo esses a nao linearidade fisica (NLF), atribuida ao comportamento do material
e a nao linearidade geométrica (NLG), atribuida aos deslocamentos excessivos e
perda de estabilidade estrutural (LACERDA, 2014). Neste trabalho, analisam-se
somente os aspectos referentes a ndo linearidade geométrica.

Por outro lado, a andlise ndo-linear geométrica de uma estrutura € apenas
parte da solucdo de um problema real de engenharia, pois além das consideracées
da andlise estrutural, a natureza aleatdéria associada as variaveis existentes e as
incertezas presentes nos modelos de célculo torna necesséaria a analise sob uma
perspectiva probabilistica (FELIPE, 2019). Esse tipo de abordagem amplia o escopo
dos problemas da engenharia de estruturas ao considerar que as variaveis de projeto
nao sao perfeitamente conhecidas e que esse carater aleatério é propagado ao longo
do sistema estudado (KROETZ, 2019). Neste contexto a teoria da confiabilidade surge
como uma ferramenta de manipulagéo das incertezas de forma racional, de forma a
produzir estruturas mais econémicas e mais confiaveis (BECK, 2019; FELIPE, 2019).

Sendo assim, esta monografia tem por objetivo explorar, através de dois
estudos de caso tedricos, 0s conceitos da ndo linearidade geométrica e da teoria da
confiabilidade estrutural, aplicando técnicas de simulacdo e modelagem
computacional, e acoplando essas duas andlises.

1.1 JUSTIFICATIVA

Em muitos casos, como em projetos de edificios de concreto armado, se faz
necessario considerar a analise ndo-linear geométrica para a avaliacdo da
estabilidade global e determinac&o dos esforgos solicitantes internos (KIMURA, 2007).
Além disso, esse tipo de andlise é frequentemente empregada nas estruturas
destinadas as telecomunicacdes (e.g. poste de telefonia mével), onde a elevada
esbeltez dos elementos estruturais faz necesséria a consideracdo da NLG existente
(WAHRHAFTIG, 2017).

! National Transportation Safety Board.
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Adicionalmente, a consideracdo do carater aleatorio de algumas variaveis
envolvidas em projetos de engenharia e as incertezas intrinsecas nos modelos de
calculo torna necesséario avaliar a confiabilidade estrutural diante aos diferentes
cenarios de falha, tendo em vista que existirh sempre uma probabilidade ndo nula da
estrutura em nao atender a algum requisito estrutural durante o periodo de vida util
(LOPES, 2007).

1.2 OBJETIVOS

Contextualizado o problema, delimitam-se o0s objetivos gerais e especificos

desta monografia.

1.2.1 Objetivo geral

Analisar a confiabilidade e ndo linearidade geométrica estrutural através de
dois estudos de caso, em que um apresenta a confiabilidade e nao linearidade

geométrica e o outro a confiabilidade de sistema.

1.2.2 Objetivos especificos

Os objetivos especificos deste trabalho séo:

a) Caracterizar os estados limites das duas estruturas sob as condicdes
propostas;

b) Determinar e analisar um modelo mecéanico sob analise linear e nao-
linear geomeétrica;

c) Formular um problema de confiabilidade de sistema em série;

d) Determinar a probabilidade de falha estrutural a partir do método de
simulag&o de Monte Carlo;

e) Simular e analisar 0s niveis de seguranca da solu¢cdo ndo-linear
geométrica com o modelo de confiabilidade estrutural,

f) Simular e analisar os niveis de seguranca da solucdo linear com o

modelo de confiabilidade estrutural.
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1.3 METODOLOGIA

A metodologia deste trabalho integra as etapas de revisdo bibliogréfica,
concepcao de alguns estudos de caso e implementacédo computacional desses.

Na etapa da fundamentacédo tedrica buscou-se compreender, através de
estudos, os assuntos relativos a confiabilidade estrutural, andlise estrutural linear e
ndo linearidade geométrica. Em relacdo aos estudos de caso, determinou-se um
modelo mecanico e probabilistico para duas estruturas sob situa¢gfes definidas, em
gue uma considera o0 comportamento linear e a outra considera a nao linearidade
geométrica. Por fim, na implementacdo computacional, através da linguagem de
programacdo GNU Octave?, desenvolveram-se rotinas para a determinacdo da
probabilidade de falha estrutural e do fenémeno de snap-through.

2GNU Octave consiste em uma linguagem de programacao de alto nivel com aplicacdes em métodos
numeéricos computacionais (https://www.gnu.org/software/octave/about).
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2 REVISAO DE LITERATURA

Este capitulo tem como objetivo apresentar um panorama do problema,
utilizando livros e outros estudos, a fim de compreender os procedimentos e conceitos
referentes a analise estrutural, nao-linearidade geométrica e confiabilidade em

estruturas.

2.1 ANALISE ESTRUTURAL LINEAR

De acordo com Martha (2022), Soriano e Lima (2006), a analise estrutural
refere-se a etapa do projeto em que sao realizadas as idealiza¢g6es do comportamento
real da estrutura, objetivando a determinacdo de diferentes parametros, como
esforgos solicitantes (internos e externos), tensdes, deslocamentos e deformacdes de
forma a identificar eventuais problemas no comportamento do material empregado
e/ou no comportamento da estrutura e seus constituintes. No que lhe concerne, as
estruturas, de acordo com Soriano e Lima (2006, p. 1), consistem em “[...] sistemas

fisicos capazes de receber e transmitir esforcos [...]".

2.1.1 Niveis de abstracédo na analise estrutural

Na andlise estrutural moderna, utilizam-se quatro niveis de abstracao,

conforme indicado na FIGURA 2.

FIGURA 2 — NIVEIS DE ABSTACAO NA ANALISE ESTRUTURAL

Estrutura N Modelo N Modelo N Modelo
Real Estrutural Discreto Computacional

AN LAY AN

ldealizagdo do Discretizagao em Implementagdo
comportamento pardmetros computacional

FONTE: Adaptado de Martha (2022).

2.1.1.1 Modelo real

O primeiro nivel consiste na estrutura fisica, ou seja, aquela que reproduz a

estrutura real tal como é construida (MARTHA, 2022).
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2.1.1.2 Modelo estrutural

Neste nivel de abstracdo, também conhecido como modelo analitico,
representa-se a estrutura real de maneira simplificada, incorporando as teorias e
hipéteses que descrevem o comportamento estrutural, desprezando alguns detalhes
que pouco influenciem nas respostas estruturais desejadas (KASSIMALI, 2015;
MARTHA, 2022).

Um modelo analitico usual de analise consiste na consideracdo da estrutura
dividida em partes de comportamentos isolados, os quais transmitem os esforcos
entre si, conforme ilustrado na FIGURA 3 (SORIANO, 2013).

FIGURA 3 — MODELO ESTRUTURAL

P LAJES (Métodos aproximados)

................................

I I P VIGAS (Vigas continuas)

AEERNEES R R
A A A

| 1 L. f

P PILARES -----f Reagoes de apoio

FONTE: Kimura (2007).

Segundo Kimura (2007), o modelo estrutural ideal € aquele onde o

comportamento estrutural mais se assemelha a estrutura real.

2.1.1.3 Modelo Discreto

No modelo discreto, a representacao continua do comportamento da estrutura
€ substituida por solucbes discretas de seus parametros, possibilitando a sua
resolucdo numeérica. Esse tipo de andlise € concebida a partir de metodologias de

calculo por métodos de analise (e.g. método dos deslocamentos e método das forgas),
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onde é realizada a transicdo do modelo estrutural continuo em um modelo discreto, a

partir de um processo denominado discretizacdo (MARTHA, 2022).

FIGURA 4 — MODELO DISCRETO DE ESCADA AUTO-PORTANTE

FONTE: o Autor (2022).

2.1.1.4 Modelo Computacional

Segundo Martha (2022, p. 10), “a analise de estruturas pode ser vista
atualmente como uma simulacdo computacional do comportamento de estruturas.”

A implementacdo computacional de modelos de célculos estruturais traz
consigo diversas questdes relevantes de analise, como procedimentos para a criagdo
da geometria e discretizacdo de sistemas complexos, a insercdo de diferentes
atributos de andlise (e.g. propriedades dos materiais e condicbes de contorno) e a

visualizacao gréfica dos resultados (MARTHA, 2022).

2.1.2 Condicdes da analise estrutural

2.1.2.1 Condicdes de equilibrio

Segundo Martha (2022, p.78), desconsiderando qualquer problema dinamico
ou oscilatério, as “[...] condigdes de equilibrio sdo aquelas que garantem o equilibrio

estatico de qualquer porcéo isolada da estrutura ou desta como um todo.”
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Para que uma estrutura apresente um equilibrio dito estatico, a condicéo
necessaria e suficiente € dada partir das leis universais da estatica (SUSSEKIND,
1981):

Zﬁz(zFx)”(EFy)“(ze)k =0 (1)
ZM):(ZMX)”(Z"@)“(ZMJ’; =0 (2)

onde:
F., E,, F;: componentes escalares da forca;
M,, M,,, M,: componentes escalares do momento;

~

i,], k: versores.

Essas equacles representam as restricbes dos movimentos de translacéo e
rotacdo de um corpo no espaco sob condicdo de equilibrio, as quais podem ser
substituidas por suas versdes escalares, que no caso bidimensional para um sistema

de forcas coplanares resumem-se em trés equacdes (SUSSEKIND, 1981):

Z F, =0 3)
Z k= @)
Z M, =0 (5)

2.1.2.2 Condicbes de Compatibilidade entre Deslocamentos e Deformacfes

A compatibilidade entre os deslocamentos e deformagdes consiste em
condi¢cdes geométricas que devem ser atendidas a fim de garantir que a estrutura
permanec¢a continua e compativel com seus vinculos externos apos se deformar
(MARTHA, 2022).

Estas condi¢gbes podem ser divididas em dois grupos, sendo estes:

a) Compatibilidade externa: retrata os vinculos externos da estrutura;
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b) Compatibilidade interna: garante a continuidade interna da estrutura

perante as deformacdes.

2.1.2.3 Leis Constitutivas

O comportamento do modelo estrutural € expresso de maneira macroscopica
por um conjunto de rela¢cdes matematicas entre tensdes e deformacgdes, as quais séo
denominadas leis constitutivas (MARTHA, 2022).

Para estruturas com elementos submetidos a esforcos axiais, no qual o
material empregado apresenta comportamento elastico e linear, a lei constitutiva €
dada pela Lei de Hooke® (TIMOSHENKO; GERE, 1983).

O't=E.€ (6)

onde:
o;. tensdo normal;
E: moédulo de elasticidade do material;

. deformacao axial.

2.1.3 Hipoteses Simplificadoras

De acordo com Proenca (2018), na analise estrutural linear classica, admite-
se a proporcionalidade entre a carga e o deslocamento. Para tal comportamento,
algumas hipéteses devem ser atendidas, como:

a) Resposta elastica linear do material;

b) Pequenos deslocamentos.

Nesse tipo de abordagem, as condi¢des de equilibrio sdo determinadas com
base na geometria indeformada (geometria inicial) da estrutural, sendo esta uma

analise dita de primeira ordem, onde seus efeitos (i.e. deslocamentos e esforcos

8 Nome em homenagem ao cientista inglés Robert Hooke (1635-1703) um dos pioneiros a estabelecer
experimentalmente a relacéo linear intrinseca entre tensdes e deformac¢des (TIMOSHENKO; GERE,
1983).
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solicitantes internos) sdo denominados efeitos de primeira ordem (KIMURA, 2007;
LACERDA, 2014).

2.1.4 Equilibrio externo

Uma estrutura tridimensional imposta a um sistema de forcas arbitrario possui
seis graus de liberdade possiveis, ou seja, seis tendéncias de movimento, sendo trés
translacdes e trés rotagbes, conforme ilustrado na FIGURA 5 (SORIANO, 2013;
SUSSEKIND, 1981).

FIGURA 5 — GRAUS DE LIBERDADE

A

y

FONTE: Adaptada de Soriano (2013).

Objetivando impedir esses movimentos diante da acdo de um sistema de
forcas e garantir o equilibrio estatico, sdo necessarias restricoes de seus graus de
liberdade, o que se obtém por meio de apoios ou vinculos (SUSSEKIND, 1981).
Nesses apoios desenvolvem-se forcas de superficie denominadas reacfes, sendo
estas intimamente ligadas aos tipos de apoio aos quais o elemento esta fixado. Em
geral, segundo Hibbeler (2004, p. 2), “se o apoio impede a translacdo em dada
direcédo, entdo deve ser desenvolvida uma forca naquela diregcdo. Da mesma forma,
se a rotacao for impedida, deve ser aplicado um conjugado4 sobre o elemento”.

Alguns apoios e suas respectivas reacgoes, para um caso plano, podem ser
vistos conforme FIGURA 6, onde a estrutura € carrega no proprio plano, sendo os
apoios classificados como (SUSSEKIND, 1981):

a) Apoio de 1° género: restringe apenas uma translacdo, FIGURA 6a;

4 Também conhecido por toque ou binério.
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b) Apoio de 2° género: restringe duas translacdes, FIGURA 6b;

c) Apoio de 3° género: restringe os trés graus de liberdade da estrutura

FIGURA 6c.
FIGURA 6 — APOIOS BIDIMENSIONAIS
|
T Rl H
RN M
V vV \V

@) (b) (©)
FONTE: Almeida (2009).
LEGENDA: a) apoio do primeiro género.
b) apoio do segundo género.

c) apoio do terceiro género.

2.1.5 Equilibrio interno

Quando uma estrutura € submetida a um sistema de forcas externas arbitraria,
a interacdo entre suas partes € dada através de forcas internas, denominadas
esforgos solicitantes internos - ESI ou esfor¢cos seccionais, as quais surgem em cada
secao transversal de modo a restaurar o equilibrio das partes, conforme ilustrado na
FIGURA 7 (ALMEIDA, 2009).

FIGURA 7 — ESFORCOS SOLICITANTES INTERNOS

I_/'é\) ZFi 2 = 0
o JF e B f
. i
- =L TN /-~
F] “\ ; F(_
bl S -
- /E = e (E . Tl
3 ’ 6 8

FONTE: Almeida (2009).
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Esses esforcos consistem em uma abstracdo de calculo, uma vez que na
secdo transversal de um elemento verdadeiramente desenvolvem-se tensdes
(SORIANO, 2013). A resultante dessas tensdes, ou seja, os ESI, podem ser reduzidos
a um sistema forgca e momento no centro geomeétrico da secao, decompostos em trés
componentes de forca e trés componentes de momento, conforme ilustrado na
FIGURA 8 (ALMEIDA, 2009).

FIGURA 8 - RESULTANTE DOS ESI

Aﬁz ‘Fa M
| —-
R

(b)
FONTE: Almeida (2009).
LEGENDA: a) resultante dos ESI no centroide da sec¢é&o transversal.

b) decomposicdo dos ESI em componentes cartesianas.

No caso de estruturas planas submetidas a carregamentos no seu proprio
plano, aqui definido como o plano xy, somente trés esforgos seccionais desenvolvem-
se, sendo esses o esforco normal, esforgo cortante em y e o momento fletor em z
(SUSSEKIND, 1981).
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FIGURA 9 — DEFORMAGOES ASSOCIADAS AOS ESI
1=

—

.

|
I
I
I
I
I
|
I
1
(@) (b) (©)
FONTE: Adaptada de Soriano (2013).
LEGENDA: a) esfor¢o normal.
b) esforgo cortante em y.

¢) momento fletor em z.

2.1.5.1 Esfor¢o normal (N):

Consiste na forca que atua perpendicularmente a secéo transversal, gerada
sempre que forgas externas tendem a tracionar ou comprimir as partes do elemento
(HIBBELER, 2004).

2.1.5.2 Esforgo cortante (Q,):

b

Consiste na forca que atua perpendicularmente a secdo transversal na
direcéo y, gerada sempre que forgcas externas tendem a provocar um deslizamento
relativo entre suas partes (HIBBELER, 2004).

2.1.5.3 Momento fletor (M,):

Consiste no momento que atua perpendicularmente ao eixo longitudinal x,
gerado quando as forgas externas tendem a provocar uma flexao, ou seja, um giro da
secédo transversal em torno do eixo perpendicular ao plano de flexdo (SORIANO,
2013).

2.1.6 Deformacgéo e deslocamentos

Ao impor acdes sobre um corpo, tende-se a gerar mudancas em sua

configuracgéo inicial (PROENCA, 2018). Se essas mudancgas implicam na variagcdo da
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posicdo relativa entre pontos adjacentes, tem-se uma deformacéo, do inglés strain
(LACERDA, 2014; PROENCA, 2018). Porém, quando essas mudancas nao variam as
posicoes relativas do corpo tem-se uma simples mudanca de configuracao, do inglés
deformation (LACERDA, 2014). Tais conceitos podem ser exemplificados através da
FIGURA 10.

FIGURA 10 — MUDANGA DE CONFIGURAGAO E DEFORMAGAO
A

i

A

ey

Y

R 7

(a) (b)

FONTE: Adaptada de Lacerda (2014).
LEGENDA: a) mudanca de configuracao.

b) deformagéo.

2.1.7 Medidas de deformacédo unidimensional

A deformacdo consiste em uma medida adimensional caracterizada pelo
deslocamento u sofrido por um elemento (LACERDA, 2014). No caso de deformacgdes
unidimensionais € representada por &, denominada deformacgdo longitudinal

especifica. A FIGURA 11 ilustra o caso onde uma barra € alongada.

FIGURA 11 - ALONGAMENTO DE UMA BARRA

FONTE: o Autor (2022).
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Existem diferentes maneiras de medir essa deformacdo em elementos

unidimensionais, como a partir da deformacao de engenharia e deformacéo de Green.

2.1.8 Deformacéo de engenharia

Também conhecida como deformacédo de Cauchy ou deformacéo especifica,
consiste em uma das medidas mais simples utilizadas para medir deformacéao, a qual
permanece valida mesmo quando o elemento sofre grandes rotacfes na direcdo de
er (LACERDA, 2014).

g =77 o )

onde:
eg. deformacao de engenharia;
u: variagdo de comprimento;

L, l,: comprimento final e inicial, respectivamente.
2.1.9 Deformacéao de Green

Consiste em uma medida utilizada quando h& grandes deslocamentos, mas
com pequenas deformacgdes, dada com base no quadrado do comprimento do
elemento (LACERDA, 2014).

12— 12
6T (®)

onde:

&;. deformacao de Green.
2.2 ANALISE ESTRUTURAL NAO LINEAR

Em geral, a néo linearidade consiste no calculo da resposta estrutural, seja

dos esforgos solicitantes internos, tensdes ou deslocamentos, onde o comportamento
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€ nao-linear, ou seja, ndo ha proporcionalidade entre a resposta estrutural e a carga
(KIMURA, 2007).
Segundo Kimura (2007, p. 461), os principais fatores determinantes do

comportamento ndo-linear de uma estrutura quando submetida a a¢des externas sao:

a) A alteracdo das propriedades dos materiais que constituem a estrutura,
denominada nao linearidade fisica;
b) A alteracdo da geometria original da estrutura, denominada nao

linearidade geométrica.

Em uma andlise ndo-linear completa, considera-se tanto o comportamento
ndo-linear dos materiais empregados (ndo linearidade fisica) como da variacdo da
configuracdo geométrica dos elementos estruturais (ndo linearidade geométrica).

Nesta monografia concentram-se os estudos referentes a analise estrutural

nao-linear geométrica.

2.2.1 Nao linearidade geométrica

A andlise nao-linear geométrica, de acordo com Proenca (2018, p. 198-199),
consiste nas “[...] analises resultantes de uma abordagem na qual o equilibrio estatico
€ descrito tomando-se a estrutura na posi¢ao deslocada, mas mantendo-se o material
num regime de resposta linear elastica [...]"

O comportamento da estrutura sob efeito ndo-linear geométrico € influenciado
por mudancas da geometria dos elementos estruturais a medida que a carga é
aplicada sobre a estrutura, assim a superposicdo de efeitos perde a validade no
campo (e.g. deslocamentos) ndo-linear de interesse (KIMURA, 2007; PROENCA,
2018).

Segundo Lacerda (2014, p. 8), a nado linearidade geométrica pode ser

classificada em dois grupos, sendo estes:

a) Estruturas com pequenas deformacgfes, mas grandes deslocamentos
ou rotacoes;

b) Estruturas com grandes deformacgoes.
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2.2.2 Efeitos de Segunda Ordem

A andlise de segunda ordem consiste em avaliar o equilibrio estatico da
estrutura considerando a posicdo deformada, sendo o0s seus efeitos (i.e.
deslocamentos e esforcos solicitantes internos) denominados efeitos de segunda
ordem. Entretanto, o equilibrio de uma estrutura sempre ocorre na configuracao
deformada, mas na pratica os efeitos de segunda ordem podem ser despreziveis
(KIMURA, 2007).

2.2.3 Estabilidade e Instabilidade

Segundo Féodosiev (1977, p. 450), a estabilidade é definida como “[...] a
propriedade do sistema de manter o seu estado nas condicfes de aplicacéo de forcas
externas”. Logo, quando um sistema ndo possui esta propriedade este € dito como
instavel.

Um dos critérios basicos para avaliar a estabilidade e instabilidade estrutural
€ a condicdo de minimo e maxima energia potencial de deformacao, exemplificada
através de uma esfera inicialmente em equilibrio sob a acédo da gravidade, a qual é
perturbada da posicéo inicial, conforme FIGURA 12 (FEODOSIEV, 1977; SORIANO,
2013).

FIGURA 12 — EXEMPLIFICACAO DO EQUILIBRIO ESTRUTURAL

N N
- \ 1 -~
L L@ e e
g F, F, F,

Estavel Indiferente Instavel Critica

T

FONTE: Adaptada de Soriano (2013).

Um exemplo de perda de estabilidade estrutural pode ser encontrado quando
se aplica uma carga em um arco abatido (raso), conforme FIGURA 13, em que o

modulo da carga sobre o sistema é relevante (SOUZA, 2018).
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FIGURA 13 - COMPORTAMENTO ESTRUTURAL DE UM ARCO RASO CARREGADO

(a) (b) (c)
FONTE: SOUZA (2018).
LEGENDA: a) arco estavel sob pequena perturbacao.
b) arco em comportamento elastico linear.

¢) arco sob grande perturbagdo com perda de estabilidade.

Em muitos casos, quando um sistema perde a estabilidade, verifica-se uma
transicdo da configuracao inicial para um novo estado de equilibrio, acompanhada de
grandes deslocamentos, surgimento de deformacdes plasticas ou colapso estrutural
(FEODOSIEV, 1977).

2.2.4 Caminho do Equilibrio

Ao avaliar a estabilidade de um sistema estrutural, adota-se um conjunto de
variaveis de controle (e.g. carregamento e deslocamentos), de modo a compreender
o comportamento global e identificar as possiveis instabilidades estruturais (SOUZA,
2018). Para isso utilizam-se as chamadas trajetorias ou caminhos de equilibrio, que
relacionam a carga em relacdo ao deslocamento, onde cada ponto sobre a curva
representa uma configuracdo de equilibrio estatico admissivel (LACERDA, 2014;
SOUZA, 2018).

FIGURA 14 — CAMINHO DE EQUILIBRIO

N

Caminho de equilibrio

carga

h 4

deslocamento

FONTE: Adaptada de Lacerda (2014).
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2.2.4.1 Tangente de Rigidez

A tangente de rigidez ¢ do caminho de equilibrio expressa a razdo entre a
carga aplicada pelo deslocamento ou deflexdo gerada, sendo que nos pontos onde

esta é negativa a estrutura apresenta instabilidade (LACERDA, 2014).

_ carga ou forga ©)
~ deslocamento ou deflexio

2.2.4.2 Ponto Limite

Segundo Lacerda (2014), os pontos limites consistem em pontos extremos do
caminho de equilibrio, onde ocorrem tangentes de rigidez horizontais, os quais
separam as partes estaveis e instaveis da trajetoria.

Estes podem ser divididos em dois grupos, sendo eles:

Os pontos limites podem ser de carga ou de deslocamento, correspondendo,
respectivamente, a valores de maximos ou minimos relativos (valores
maximos ou minimos locais) de carga e valores maximos ou minimos
relativos (valores maximos ou minimos locais) de deslocamentos na trajetéria
de equilibrio. (SOUZA, 2018, p. 22).

FIGURA 15 — PONTOS LIMITE NA TRAJETORIA DE EQUILIBRIO

N

carga

instavel

\ L
] £

\ deslocamento

estavel

FONTE: O Autor (2022).
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2.2.4.3 Ponto de Bifurcacdo do Equilibrio

Segundo Lacerda (2014, p. 10), “[...] ponto no qual dois ou mais caminhos de
equilibrio se cruzam.”, indicando que existe mais de uma configuragao de equilibrio

possivel.

2.2.5 Snap-Through e Snap-Back

O fendmeno de snap-through, comum em estruturas trelicadas e arcos rasos,
€ associado a pontos limites de carga, onde ocorre um salto repentino entre dois
pontos limites em fung&o da perda de estabilidade da estrutura ao atingir uma carga
critica (LACERDA, 2014).

Ja o snap-back é a forma amplificada do snap-through, associado a pontos
limites de deslocamento, onde o caminho de equilibrio pode se inverter. Neste caso,
arigidez do sistema se torna elevada para certo deslocamento, gerando uma variagéo

instantanea na carga aplicada (SOUZA, 2018).

FIGURA 16 — EXEMPLO DE TRAJETORIA DE EQUILIBRIO COM IDENTIFICAGCAO DE SEUS
PONTOS CRITICOS

A Carga

Limite de Carga
® | imite de Deslocamento
® Bifurcagao

Deslocamento

FONTE: Souza (2018).

Alguns exemplos de estruturas sujeitas ao snap-through sé&o ilustrados
conforme FIGURA 17.
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FIGURA 17 — EXEMPLOS DE ESTRUTURAS SUJEITAS AO SNAP-THROUGH

NI S

FONTE: Bazant e Cedolin (2010).

2.3 TRELICAS E MODOS DE FALHAS EM ESTRUTURAS RETICULADAS
SUJEITAS A CARGAS AXIAIS

Diversos sistemas estruturais S840 compostos por trelicas com ampla utilizacéo
em aplicacdes de engenharia como em torres de transmissao, plataformas offshore e
pontes (FELIPE, 2019).

As trelicas consistem em um arranjo estavel de elementos retilineos,
denominados barras. Quando essas barras possuem as extremidades vinculadas por
pinos sem atritos e solicitada por cargas apenas sob os ndés, a trelica é classificada
como ideal, funcionando somente na transmissdo de forcas axiais (BEER;
JOHNSTON JR, 1991; LACERDA, 2014).

FIGURA 18 — EXEMPLO DE ESTRUTURAS TRELICADAS

FONTE: Meriam e Kraige (2011).
LEGENDA: a) exemplos de trelicas.

b) barras de trelica sujeitas a tracdo e compresséao.
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Como esse tipo de estrutura é solicitada a forcas normais de tracdo e

compressao, é importante conhecer seus modos de falha referentes a cargas axiais.
2.3.1 Falha por tracao pura

A tensdo desenvolvida na secdo transversal de um elemento reticulado,
considerando o principio de Saint-Venant, é constante e expresso por (HIBBELER,
2004):

(10)

onde:
o;. tensédo normal,
N: esfor¢co normal;

A: area.

Esse principio afirma que os efeitos de for¢cas concentradas ou de vinculos
externos sobre uma barra provoca somente perturbacbes locais, apresentando
distribuicdo uniforme sobre a secéo transversal (PROENCA, 2018).

De acordo com Beer et al. (2011), uma estrutura submetida a esforcos
normais pode sofrer uma ruptura quando sua resisténcia chega a um valor limite

denominado limite de resisténcia a tragdo do material, expresso por:

_ Plim
Otlim = T (11)

onde:
o¢ 1im- limite de resisténcia a tracéo;

P, carga limite.
2.3.2 Falha por flambagem

O fenbmeno de flambagem, ou flambagem de Euler, consiste em uma falha

subita da estrutura diante a deformagé&o lateral excessiva ocasionada pelo aumento



38

gradativo de forcas compressivas, comum em estruturas esbeltas (BEER et al., 2011;
HIBBELER, 2004).

FIGURA 19 — BARRA SUJEITA A FLAMBAGEM

W

(@) (b)
FONTE: Hibbeler (2004).

Embora seja um efeito nado linear, esse tipo de falha é avaliado a partir de uma
carga critica, a qual estabelece uma condicao limite da mudanca da configuracdo
equilibrio inicial da estrutura com eixo reto para uma nova condicdo de estabilidade
com um eixo deformado (PROENCA, 2018).

A determinacdo da carga critica consiste em um problema de determinacao
da linha elastica da estrutura, considerando seu equilibrio na posicao deslocada. Para
um elemento bi-apoiado sob carga centrada, conforme ilustra a FIGURA 19, a carga
critica dada por (HIBBELER, 2004):

2
s EImiTl
P = 12 (12)
onde:
P..: carga critica
E: modulo de elasticidade;
I,in: Menor momento de inércia da secao transversal,

L: Comprimento do elemento.
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E importante notar que a inércia utilizada para a avaliacdo da carga critica
sempre € a menor presente na secao, tendo em vista que deseja-se obter o menor
valor de carga critica. Considerando uma barra circular de raio r, 0 momento de inércia

da secdo transversal é expresso por (BEER et al., 2011):

[=— (13)

2.3.3 Falha por snap-through

Como mencionado anteriormente, o fenbmeno de snhap-through consiste em
um problema nao-linear geométrico, cuja falha é dada pela perda de estabilidade
diante da acéo de forcas de compressao, seguida de um salto repentino entre dois
pontos limites da trajetoria de equilibrio da estrutura (LACERDA, 2014).

De acordo com Lacerda (2014 apud BATHE, 2006), em problemas néo
lineares geométricos busca-se a obtencao da configuracdo de equilibrio da estrutura

a partir da posicdo deslocada, a qual € obtida quando a for¢a residual g € nula.

gw)=qw)—f(w) =0 (14)

onde:
q: vetor de forgas internas;
f:vetor de forgas externas;

g: forca residual ou forca de equilibrio.

2.4 METODOS NUMERICOS PARA ANALISE ESTRUTURAL NAO LINEAR

2.4.1 Método de Newton-Raphson

Nas ciéncias e engenharia existem muitos problemas em que é necessario
determinar a(s) raiz(es) ¢ reais de uma funcdo g(u), ou seja, u=¢ / g(§&) = 0.
Contudo, em diversas situacoes, as expressdes disponiveis podem ser complexas,
expressando o parametro u implicitamente, como no caso de muitas equacdes
transcendentes (BARROSO et al., 1987; CHAPRA, 2013).
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Sendo assim, o método de Newton-Raphson consiste em um esquema de
calculo utilizado para a obtencdo da solucdo aproximada de equacdes na forma
g() =0, onde g(u) é continua e diferenciavel (GILAT; SUBRAMANIAM, 2008). O
método é ilustrado conforme FIGURA 20.

Sua formulacdo baseia-se em métodos abertos, 0os quais ndo exigem um
intervalo para a obtencao da raiz ¢ da equagdo, mas sim de um valor inicial u, ou dois
valores que ndo necessariamente delimitam a raiz (CHAPRA, 2013). Sendo assim, de
acordo com Ruggiero e Lopes (1996), escolhido um u,, a sequéncia {u,}, ou formula

iterativa, € determinada pela equacao (15).

_ g ;)
g'(w)

Uit1 = U (15)
onde:

U;41. aproximacao da raiz;

u;: abscissa atual;

g(u;): funcédo g(u) aplicada na abscissa u;;

g'(u;): derivada da funcdo g(u) aplicada na abscissa u;.

FIGURA 20 —- METODO DE NEWTON-RAPHSON

FONTE: O Autor (2022).



41

Na analise nao linear geométrica comumente reescreve-se a equacao (15) na

forma:

_dg (w;)
T du

Au; = K g(w), K. (16)

Uiy = U + Ay (17)

onde:

K;: tangente de rigidez;

Segundo Lacerda (2014), na mecanica computacional a derivada de g(u) €
denominada tangente de rigidez K;, a qual ndo é igual a tangente de rigidez da
trajetéria de equilibrio descrita no item 2.2.4.1. Esta distingdo € importante, pois a
tangente de rigidez ¢ esta relacionada com a estabilidade da estrutura, enquanto a
tangente de rigidez K, pode ndo apresentar relacdo com o estado de equilibrio da

estrutura até o método de Newton-Raphson convergir (LACERDA, 2014).

2.4.1.1 Critério de parada

Embora a solucdo numérica seja aproximada, esses valores podem ser
obtidos com precisdo suficiente para o problema, a néo ser por limitacdes
computacionais, desde que estabelecidos critérios, de modo a verificar a convergéncia
da solucdo e a precisdo requerida (GILAT; SUBRAMANIAM, 2008; RUGGIERO;
LOPES, 1996).

Um dos critérios utilizados é a determinacdo do erro relativo estimado,
conforme equacédo (18), onde a cada nova iteracao obtém-se uma solucédo cada vez
mais préoxima da tolerancia fixada (GILAT; SUBRAMANIAM, 2008).

(i+1) 0
Uys = — Upysg
@)

NS

E,e = < tol (18)

u

onde:
E,.: erro relativo estimado da solucao;

uys. solucdo numérica aproximada;
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u,(\g: solucéo numérica estimada na penultima iteracao;

u,(\,l;”: solugéo numeérica estimada na ultima iteragéo;

tol: tolerancia do erro relativo estimado;

Outro critério possivel consiste em avaliar o valor absoluto de g(u;) em

relacdo a um valor de tolerancia pré-especificado (LACERDA, 2014).
lg(u)| < tol (19)
2.4.2 Newton-Raphson com analise incremental-iterativa
Na andlise ndo-linear geométrica € conveniente incrementar o valor da carga
f lentamente para obter-se uma melhor convergéncia. Nesta abordagem combinam-
se as iteracOes de Newton-Raphson com ciclos de incrementos de carga, obtendo-se

para cada nivel de carga uma solucdo (LACERDA, 2014). A FIGURA 21 ilustra

graficamente o procedimento do método.

FIGURA 21 — METODO INCREMENTAL-ITERATIVO

Af

Carga

R I B

Af

Deslocamento. u

FONTE: Lacerda (2014).

Um algoritmo geral do método é proposto por Lacerda (2014), conforme

ilustrado a sequir.
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FIGURA 22 — PROCEDIMENTO DO METODO INCREMENTAL-ITERATIVO
f=Af, u=10;
for n = 1 to ny do

g =q(u) —f;
for i =110 iyax do
; dqlu)

K= du
Au = —K'g;
u = u+ Au;
g = q(u) — f;
if ||g|| < tol - ||Af|| then break;

end

output u, f;

f =1+ Af

end

FONTE: Lacerda (2014).

2.4.3 Controle de carga

O algoritmo descrito no item 2.4.2 utiliza incrementos de carga para
determinacdo da trajetdria de equilibrio, sendo essa uma abordagem denominada
controle de carga. Alternativamente, existe uma abordagem que utiliza deslocamentos
incrementais, sendo essa denominada controle de deslocamentos.

O controle de carga apresenta algumas limitagées no tracado do caminho de
equilibrio. Devido a singularidade na matriz de rigidez tangente, quando a carga
alcanca um valor limite (tangente horizontal) ocorre um salto de um ponto limite para
0 outro. Sendo assim, o tragado do caminho de equilibrio entre os pontos limites sofre
uma descontinuidade (LACERDA, 2014). Por exemplo, na FIGURA 23, com o controle
de carga o tracado do caminho de equilibrio salta do ponto A para o ponto € ignorando

0S pontos intermediarios nesse intervalo.
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FIGURA 23 — LIMITACAO NO CONTROLE DE CARGA
A

carga

N

I 4
deslocamen

FONTE: Lacerda (2014).

2.5 ELEMENTOS DA PROBABILIDADE
2.5.1 Experimento aleatdrio, ponto amostral e espaco amostral

Um experimento aleatorio consiste em qualquer atividade ou processo que,
mesmo repetido sucessivamente sob as mesmas condi¢cdes, fornece diferentes
resultados (DEVORE, 2018; MONTGOMERY; RUNGER, 2021). Alguns exemplos
familiares séo: (a) langamento de uma moeda; (b) langamento de um dado.

Os resultados possiveis fornecidos no experimento aleatério séo
denominados pontos amostrais® e a colecédo de todos esses elementos é denominada
espaco amostral, representado pelo simbolo Q (WALPOLE; MYERS; MYERS, 2009).

N ={w;} = {wy; wy; W3} oo Wi . }, i=1,...m (20)

onde:
Q: espaco amostral,
w;: 1-ésimo ponto amostral;

m: nimero de pontos amostrais.

Por exemplo, no experimento de lancar duas moedas, onde C é coroa e K é

cara, o espaco amostral € definido por pares de pontos amostrais:

5 Também denominados elementos do espago amostral (GUPTA; GUTTMAN, 2017).
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2 ={(C,C); (C,K); (K, C); (K, K)}

O espaco amostral pode ser discreto, quando o conjunto € formado por uma
quantidade numeravel, finita ou infinita, de resultados ou continuo quando contém um
intervalo de nimeros reais (MONTGOMERY; RUNGER, 2021).

2.5.2 Evento

Em muitos casos, em um experimento aleatério, deseja-se analisar uma
colecdo de resultados do espaco amostral (MONTGOMERY; RUNGER, 2021). Para
isso, considera-se um subconjunto desse espaco amostral denominado evento,
muitas vezes representado por uma letra em mailsculo (COSTA NETO;
CYMBALISTA, 2006).

A= {(Ui}' i=1..m (22)

onde:
A: evento;

m: nimero de pontos amostrais.

Por exemplo, considere o lancamento de trés moedas, em que se deseja a
ocorréncia de ao menos uma vez coroa, onde C é coroa e K é cara. Entdo, o

subespaco associado, i.e., 0 evento é dado por:

A={(C K K);(K,CK);(KK,C)(CK)(CK,C)KCC)CCC)}

Segundo Devore (2018, p. 48), um evento pode ser simples ou composto. No
evento simples, existe apenas um resultado possivel, enquanto o evento composto

apresenta mais de um possivel resultado.

2.5.2.1 Eventos especiais

a) Evento elementar: consiste em um conjunto formado por um Unico ponto
amostral (BECK, 2019);
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b) Evento impossivel: também conhecido como evento nulo, consiste no

d)

conjunto vazio, onde nenhum resultado possivel satisfaz a regra que

caracteriza o evento (ANG; TANG, 2007, tradugcao nossa);

Evento certo:

consiste no conjunto que contém todos 0s possiveis

resultados do espaco amostral, ou seja, 0 proprio espaco amostral

(ANG; TANG, 2007, traducdo nossa);

Evento complementar: seja o evento A pertencente ao espaco amostral

Q, seu complemento, denotado por A, consiste em todos os pontos do

espaco amostral exceto os pertencentes a A (ANG; TANG, 2007,

traducao nossa).

Conforme FIGURA 24, através do diagrama de Venn® podem-se representar

esquematicamente 0s conceitos de espa¢o amostral, pontos amostrais, eventos e

eventos especiais.

FIGURA 24 — DIAGRAMA DE VENN

[ J [ ([ ] [ J
( J o
[ J
[ ]
[ ] [ ]
w1
w2
® )
° W3
W, @...
Y [ ]
[ J
0

FONTE: O Autor (2022).

LEGENDA: Q: espaco amostral; {w;, w,, ..., w,}: pontos amostrais; (4,,4,): eventos;

2.5.2.2 Eventos mutuamentes excludentes ou disjuntos

Dois eventos A e B quaisquer sdo mutuamente excludentes ou disjuntos se

nao ocorrem simultaneamente durante uma mesma realizacdo de um experimento
aleatério (COSTA NETO; CYMBALISTA, 2006).

Essa condicéo é expressa analiticamente conforme a seguir:

6 Consiste em uma representacéo esquematica dos conjuntos (IEZZI; MURAKAMI, 2013).
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ANB=290 (22)

2.5.2.3 Eventos exaustivos ou particdo do espaco amostral

Quando a unido de varios eventos disjuntos forma o préprio espaco amostral,
tem-se o que € denominado particdo do espaco amostral ou eventos exaustivos
(COSTA NETO; CYMBALISTA, 2006).

AN Aj= 2, I #] (23)
n

U A, =Q (24)

l

onde:
A;, Aj. i-esimo e j-ésimo evento;,

n: niUmero de eventos.

A FIGURA 25 ilustra esquematicamente através do diagrama de Venn a

situacdo de uma particdo de um espacgo amostral.

FIGURA 25 — PARTICAO DE UM ESPACO AMOSTRAL

@

FONTE: O Autor (2022).

2.5.3 Conceito de probabilidade

A teoria da probabilidade consiste na area de estudo da matematica que lida
com a aleatoriedade e a incerteza, proporcionando métodos para qualificar a

possibilidade de ocorréncia associada aos possiveis resultados (DEVORE, 2018). A
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essa possibilidade de ocorréncia, maior ou menor, denomina-se probabilidade,
denotada por P (COSTA NETO; CYMBALISTA, 2006).

Historicamente, a probabilidade foi definida de diferentes formas, com origem
em questdes relacionadas a jogos de azar (COSTA NETO; CYMBALISTA, 2006;
DEVORE, 2018).

2.5.3.1 Definicdo axiomatica

De acordo com Costa Neto e Cymbalista (2006), a teoria da probabilidade
moderna utiliza a definicdo axiomatica proposta pelo russo Kolmogorov (1903-1987),

onde a probabilidade de um evento esta sujeita a trés axiomas, sendo estes:

P(A) =0 (25)
P(Q) =1 (26)
P(AUuB) =P(A) + P(B), ANB =90 (27)

onde:
A, B: eventos;

P( ): probabilidade associada a um evento.

2.5.3.2 Definicédo classica

Na definicdo classica, a probabilidade € dada pelo quociente entre 0 nimero
de casos favoraveis ao evento A e o total de casos possiveis, desde que todos sejam

igualmente provaveis (BECK, 2019).

P(A) = N, (28)
onde:
N,: nimero de casos favoraveis ao evento 4;

Nq: nimero total de casos possiveis.

Nesse caso, de acordo com Beck (2019, p. 148), “a probabilidade P(A) é

encontrada a priori, antes da primeira realizagao do experimento”.
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2.5.3.3 Definicao frequentista

Segundo Beck (2019), a probabilidade pode ser dada a partir do valor limite
da frequéncia relativa, quando o numero de realizagcdes do experimento tende ao
infinito.

P(A) = lim 4 29)
n-o N
onde:
n,: numero de ocorréncia de um evento 4;

n: numero de eventos possiveis.

Nesta abordagem, a probabilidade P(A) é obtida a posteriori, em que
conforme se aumenta o numero de realizac6es do experimento aleatério, espera-se

que a probabilidade convirja para um valor exato (KROETZ, 2015).

2.5.3.4 Definicdo subjetiva ou bayesiana

Nesse tipo de abordagem a determinacédo da probabilidade é realizada a partir
de uma probabilidade pré-definida (a priori), atualizada por uma probabilidade
posterior (a posteriori), a partir de dados observaveis (BECK, 2019). Esta analise
combina informacbes dos dados amostrais e informacdes subjetivas
(MONTGOMERY; RUNGER, 2021).

2.5.4 Regras da probabilidade

2.5.4.1 Regra do complementar

Para uma colecdo m de eventos A,,A4,, ...,A,, pertencente a um espaco
amostral Q, a probabilidade da unido dos seus eventos complementares é dada por
(GUPTA; GUTTMAN, 2017):

p ([] a) 1o (@) -

l =1
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onde:
A, A: evento e complemento do evento;

m: nimero da colecdo de eventos disjuntos.

2.5.4.2 Regra da adicéo

Para dois eventos A e B quaisquer, a probabilidade da unido € dada por
(DEVORE, 2018):

P(AUB) = P(4) + P(B) — P(AN B) (31)

Esta expressao pode ser representada graficamente pelo diagrama de Venn,
conforme FIGURA 26.

FIGURA 26 — REGRA DA ADICAO

FONTE: O Autor (2022).

2.5.4.3 Regra do produto

A probabilidade do evento interseccdo, também conhecido como regra do
produto, para dois eventos A e B quaisquer € obtida por (COSTA NETO;
CYMBALISTA, 2006):

P(ANB) = P(B)P(A|B) = P(A)P(B|A) (32)
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onde:
P(A|B): probabilidade condicional de A dado evento B;
P(B|A): probabilidade condicional de B dado evento A.

2.6 VARIAVEIS ALEATORIAS

Uma variavel aleatéria consiste em uma representacdo matematica de um
evento de forma analitica (ANG; TANG, 2007, traducdo nossa). Esta variavel,
denotada por X, consiste em uma funcéo real que em um experimento aleatorio atribui
para cada ponto amostral um ndmero real x (WALPOLE; MYERS; MYERS, 2009).

00— R
"w— X(w) (33)

onde:

X, x: variavel aleatoria e valor da variavel aleatoria.

Uma definicdo mais precisa, segundo Beck (2019, p.150), diz que “uma
variavel aleatédria real X(w) € uma funcao real que atribui a cada ponto amostral w de
um espaco amostral 2 um valor real x, tal que o conjunto {X < x} é um evento para
qualquer numero real x.”

Diferentemente de uma variavel deterministica, a qual é possivel assumir um
valor exato, o valor de uma variavel aleatoria ndo pode ser previsto, mas sim estimado
dentro de um intervalo de valores possiveis (ANG; TANG, 2007, traducdo nossa).
Logo, sua descricao € feita através de uma funcdo de densidade de probabilidade
fx(x), uma funcdo de distribuicdo acumulada de probabilidade Fx(x) ou por seus
parametros estatisticos caracteristicos (BECK, 1999).

As variaveis aleatdrias mais frequentes dividem-se em discretas e continuas,
sendo a primeira classe formada por um conjunto finito ou enumeravel de valores,
enguanto a segunda classe € formada por um intervalo continuo de valores (BUSSAB,;
MORETTIN, 2010). Usualmente utiliza-se X em maiusculo para representar a VA
propriamente dita e x em mindsculo para representar um valor que esta assume.

Ha também variaveis aleatérias mistas, sendo em parte discretas e em parte
continuas (CAMPOS; REGO; MENDONCA, 2017).
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2.6.1 Funcéao densidade de probabilidade

Para variaveis aleatérias continuas, a distribuicdo de probabilidade é definida
por uma funcdo, chamada de funcdo densidade de probabilidade, designada pela letra
minuscula fy(x) (COSTA NETO; CYMBALISTA, 2006). Esta funcdo segue as

seguintes propriedades:

fX(x) >0, VxeR (34)

b
L fx(x)dx = P(a < X <b), b>a (35)
j fx(x)dx =1 (36)

onde:

fx(x): funcéo de densidade de probabilidade.

Conforme a FIGURA 27, a &rea sob a curva fy(x) representa um valor de
probabilidade. No caso da equacéo (36) esta indica a area total, enquanto a equacao
(35) indica a area entre o intervalo [a; b] (GUPTA; GUTTMAN, 2017).

FIGURA 27 — FUNCAO DENSIDADE DE PROBABILIDADE
A
Ix

Pla<X<bh)

k\f

|
|
|
|
|
|
|
|
]
a b

FONTE: O Autor (2022).

A probabilidade de uma variavel aleat6ria continua X assumir qualquer valor

particular x € zero, isto pois a area sob a curva fy(x) para a = b € nula. A partir desse
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fato conclui-se que os pontos do extremo do intervalo podem ou nao ser incluidos no
calculo da probabilidade, assim (GUPTA; GUTTMAN, 2017):

Pla<X<b)=Pa<X<b)=Pla<X<b)=Pa<X<b) 37)
2.6.2 Funcéo de distribuicdo acumulada de probabilidade

De maneira alternativa, pode-se definir a distribuicdo de probabilidade de uma
variavel aleatéria através de sua funcdo de distribuicdo acumulada de probabilidade,
designada pela letra mailuscula Fy(x) (COSTA NETO; CYMBALISTA, 2006). No caso

de uma variavel aleatoria continua esta fungéo é dada por:

Fx(x) = P(X <x), —0 < x <00 (38)

Fy(x) = f_ f(t)dt, Vx€eER (39)

onde:

Fx(x): funcéo de distribuicdo acumulada de probabilidades.

Segundo Costa Neto e Cymbalista (2006, p. 56-55), a funcéo de distribuicéo

acumulada Fy(x) satisfaz as seguintes propriedades:

a)0<F(x) <1
b) Fx(—c0) = 0 e Fx(e) =1,
c) Fx(x) € monotonicamente crescente;

d) Fx(c) é continua a direita.

FIGURA 28 — FDA E FDP ASSOCIADAS
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[
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FONTE: o Autor (2022).
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Esta funcao fornece, para qualquer ponto x considerado, a probabilidade que
a variavel aleatéria assuma um valor menor ou igual ao valor correspondente nesse
ponto, representada geometricamente pela area sob a curva da FDP a esquerda de
x, conforme FIGURA 28 (COSTA NETO; CYMBALISTA, 2006; DEVORE, 2018).

Sendo X uma varidvel aleatoria continua com funcao de reparticdo conhecida,
como consequéncia direta da equacéo (39) e do teorema fundamental do célculo, tem-
se (WALPOLE; MYERS; MYERS, 2009):

b
Pla<X<b)= f f(x)dx = Fx(b) — Fx(a), b>a (40)

d
fx(x) = T [Fx (x)] (41)

2.6.3 Parametros caracteristicos de uma variavel aleatoria

A caracterizagdo de uma variavel aleatoria é realizada a partir do formato de
sua funcao de distribuicdo e de seus parametros caracteristicos (ANG; TANG, 2007,
traducdo nossa). Esses parametros indicam onde os dados se concentram e como
variam em relacdo ao seu centro (COSTA NETO; CYMBALISTA, 2006).

Os parametros de posicéo sdo o valor esperado, mediana e moda, enquanto
0s parametros de dispersao sao a variancia, desvio padréo e o coeficiente de variacéo.

2.6.3.1 Valor esperado ou média

O valor esperado ou esperanca matematica de uma variavel aleatéria
continua X é dado por (WALPOLE; MYERS; MYERS, 2009):

B =p = xfiGodx )

onde:
E (x): operador matematico do valor esperado;

u: média da variavel aleatoria X.
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Esse parametro no geral é utilizado para caracterizar o centro da distribuicao
de probabilidade (COSTA NETO; CYMBALISTA, 2006).
Considerando uma fungéo g(X) qualquer em funcao de X, a partir da equagéo

(42) a esperanca matematica € dada por (DEVORE, 2018):

B(900) = ko) = | 9@ fr)dx )

2.6.3.2 Mediana

Também conhecida como 502 percentil, consiste no ponto x,,; que satisfaz
P(X < xppq) = Fx(xmq) = 0,5, dividindo a distribuicdo em duas partes equiprovaveis
(DEVORE, 2018).

2.6.3.3 Valor mais provavel ou moda

Compreende-se como o valor mais provavel de uma distribuicdo de
probabilidades, sendo esse o ponto onde a fung¢do densidade de probabilidade fy(x)

assume o valor maximo (BECK, 2019).

2.6.3.4 Variancia
A variancia de uma variavel aleatéria continua X é definida como:
ot =Var(0) = |G = @ fyldx = EICX = ) (aa)

onde:

a2, Var(x): variancia de uma variavel aleatoria.

Uma forma alternativa € dada por (WALPOLE; MYERS; MYERS, 2009):

o = Var(0) =BG = = [ 22 fy)ax - 5)
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2.6.3.5 Desvio padréo

O desvio padrao € dada como a raiz quadrada da variancia, denotada por o:

o =+/o? (46)

onde:

o: desvio padréo.

Diferentemente da variancia, o desvio-padrdo apresenta mesma unidade da
variavel aleatoria, além de ser mais representativa para comparacdes de dispersdes
(COSTA NETO; CYMBALISTA, 2006).

2.6.3.6 Coeficiente de variacdo

Consiste em uma forma adimensional de medir a dispersdo dos dados,
definido como o quociente entre o desvio-padrdo e a média (COSTA NETO;
CYMBALISTA, 2006).

=19

onde:

CV: coeficiente de variacao.
2.6.4 Medidas representativas de uma amostra
Considerando uma amostra com n observa¢des de uma variavel aleatoria X

com média u e variancia o2, a média e variancia amostrais podem ser determinadas

respectivamente por (BECK, 2019):

Xyt xy ety 1n
X = =—in (48)

n n
i=

v = =

n

1
Gt — 22+ (= D)2+ 4 (ty—%)? 1% i
gZ(xi — %)? (49)



57

onde:
x: média amostral;
v: variancia amostral;

n: nimero de observacoes.

Estas medidas de x e ¥ consistem em estimadores nao tendenciosos de u e

a2, sendo necessaria uma corregdo no caso da variancia, dada por (BECK, 2019):

1 X .
v=n_lZ(xi—x) (50)
=1
2.6.5 Modelos de distribuicdo de probabilidades para variaveis aleatérias continuas

Em problemas descritos por variaveis aleatorias, a andlise estatistica visa
estimar certos parametros, como média e variancia, de um modelo tedrico nédo
deterministico (WALPOLE; MYERS; MYERS, 2009). Com as suposi¢cfes apropriadas,
mesmo sem a observacdo direta do fendmeno aleatério, esse modelo, dito
probabilistico, pode ser capaz de reproduzir de maneira aceitavel a distribuicdo de
frequéncias do fendmeno quando analisado diretamente (BUSSAB; MORETTIN,
2010).

A seguir apresentam-se alguns dos principais modelos probabilisticos para
variaveis aleatorias continuas, empregados na engenharia, 0s quais serdo utilizados

ao decorrer do trabalho.

2.6.5.1 Distribuicdo uniforme U(a, b)

Para uma variavel aleatdria continua X que segue uma distribuicdo uniforme
em um intervalo [a; b], sua FDP e FDA sdo dadas respectivamente por (BUSSAB,;
MORETTIN, 2010):

S <x<
feGab) =p—q GS¥=h (51)

0, caso contrario
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0, x<a
xX—a
Fx(x;a,b) =P(X <x) = p— a<x<b (52)
1, x=>b

onde:

a,b: abscissas extremas do intervalo.

Essa distribuicdo, denotada por X~U(a, b), conforme FIGURA 29 apresenta
um formato retangular, considerada uma das mais simples para variaveis aleatorias
continuas (GUPTA; GUTTMAN, 2017).

FIGURA 29 — DISTRIBUICAO UNIFORME DE PROBABILIDADE

Fy fv A
1 - 1/(b—a)

il 4
v

FONTE: Bussab; Morettin (2010).
LEGENDA: a) funcdo densidade de probabilidade.

b) funcdo de distribuicdo acumulada de probabilidade.

Para distribuicdo uniforme, pode-se demostrar que a esperanca e variancia
sdo dadas pelas equacdes (53) e (54), respectivamente (COSTA NETO;
CYMBALISTA, 2006).

a+b
EX)=p= > (53)
b _ 2
Var(X) = 62(X) = % (54)

Os parametros a e b da distribuicdo podem ser obtidos diretamente a partir

dos valores da média e variancia (BECK, 2019).
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a=p—30 (55)
b=,u+\/§0 (56)

2.6.5.2 Distribuicdo gaussiana ou normal N(u, 02)

Uma variavel aleatoria X descrita por uma distribuicdo normal, denotada por
X~N(u,0?), tem sua FDP e FDA dadas respectivamente por (BUSSAB; MORETTIN,
2010; DEVORE, 2018):

) 1 1 /x — p\2
flamot) = e |3 (= )] me<x<io (57)
Fx(x) =PX <x) = fx ! exp l_l(t__/“l)zl dt, —00 < x < 4+ (58)
—0 OV 2T 2\ o

Esta distribuicdo, ilustrada na FIGURA 30 consiste em uma das mais
importantes na estatistica, seja por questdes praticas, como ser capaz de descrever
um grande namero de fenbmenos, seja por questdes tedricas ligadas ao teorema do
limite central (COSTA NETO; CYMBALISTA, 2006).

FIGURA 30 — DISTRIBUICAO NORMAL DE PROBABILIDADE E A INFLUENCIA DOS
PARAMETROS ESTATISTICOS

aava
\ / ! I-'"l Y

! \ I
!

FONTE: Gupta; Guttman (2017).

De acordo com Costa Neto e Cymbalista (2006) e Gupta e Guttman (2017), a

distribuicdo normal apresenta algumas caracteristicas, sendo estas:

a) Simetria em torno de sua média u, com formato em forma de sino;

b) Caudas da funcéo se estendem de —o a +oo;
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c) Decrescente assintoticamente a zero nos extremos;
d) Pontos de inflexdoem u — o e u + o;
e) A localizacao e o formato da curva normal mudam a medida que se alteram

os valores da média e do desvio-padrdo conforme a FIGURA 30.

Para essa distribuicdo, a média u e a variancia o2 consistem nos parametros
gue caracterizam a proépria distribuicdo, dados por (GUPTA; GUTTMAN, 2017):

EX)=u (59)

Var(X) = o? (60)

2.6.5.3 Distribuicdo normal padrdo N(0,1)

A determinacao da probabilidade de uma variavel aleatéria normal X~N (u, 52)
consiste na solucdo da integral imprépria dada pela equacéo (61), a qual ndo possui
solucédo analitica (DEVORE, 2018).

P(aSXSb)=fb ! exp[—l(x_'u)z]dx (61)
e oV2m 2\ o

Para resolver esse problema recorre-se a um método simplificado, através da
padronizacdo de variavel, transformando todas as observacfes de uma variavel
aleatdria normal X qualguer em um novo grupo de observacdes de uma variavel
aleat6ria também normal, designada por Z, cuja média € nula e a variancia é unitaria
(WALPOLE; MYERS; MYERS, 2009).

(62)

Assim, uma variavel aleatéria normal é transformada em uma variavel normal

padrdo Z, a qual possui os parametros u = 0 e 0 = 1 (DEVORE, 2018).

1 72
f2(2;0,1) = ¢(2) = Eexp <—7>, —0<z< 4o (63)
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Fz(z) = ®(2) = f p(H)dt, —o<z<+oo (64)

onde:
Z: variavel aleatéria normal padrao;
z: valor da variavel aleatoria normal padréo;
¢(z): funcao de densidade de probabilidade de uma VA normal padréo;
®(z): funcdo de distribuicdo acumulada de probabilidade de uma VA

normal padrao.

Portanto, a ideia chave da padronizacdo consiste em realizar uma
transformacao de variavel para cada um dos limites do intervalo de interesse e utilizar

valores tabelados para z a fim de se obter o valor da probabilidade.
2.6.6 Distribuicado conjunta de probabilidade

Frequentemente, em problemas de engenharia, é util avaliar simultaneamente
mais de uma variavel aleatoria em um experimento, logo, faz-se necessério considerar
as suas distribuicdes conjuntas de probabilidade (MONTGOMERY; RUNGER, 2021).

2.6.6.1 Funcéo conjunta de distribuicdo acumulada de probabilidade para duas
variaveis aleatérias continuas

Considerando um espac¢o amostral continuo, a fungéo conjunta de distribuicdo
acumulada de probabilidade para um par de variaveis aleatorias X e Y é expressa por
(GUPTA; GUTTMAN, 2017):

FXY(xry) = P[X(w) < X,Y((J)) < }’] (65)

onde:
Fyy(x,y): funcdo conjunta de distribuicdo acumulada de probabilidades;
X,Y: varidveis aleatorias;

x,y: valores assumidos pelas variaveis aleatorias.
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Algumas propriedades desta distribuicdo sdo (GUPTA; GUTTMAN, 2017):

a) OSFXY(X,J’)Slv(x»J’)
b) Fyxy(—,y) = Fxy(x,—00) = F(—00,—0) = 0
C) Fxy(oo,00) =1

d) Fxy(x,y) € ndo decrescente.

2.6.6.2 Funcéo conjunta de densidade de probabilidade para duas variaveis
aleatdrias continuas

A funcéo conjunta de densidade de probabilidade para as variaveis aleatorias
X e Y é obtida a partir da derivacdo da funcdo conjunta de distribuicdo acumulada
(KROETZ, 2015):

azFXY(x’ y)

(66)

onde:

fxy (x,y): funcdo conjunta de densidade de probabilidade.

Além disso, esta funcdo deve satisfazer as seguintes condi¢des (WALPOLE;
MYERS; MYERS, 2009):

frr(x,y) 20V (x,y) (67)

J j fxy(x,y)dxdy =1 (68)

P[(X,Y) € A] = ﬂ fry (x,y)dxdy V A € R? (69)
A

onde:

A: evento no plano xy.

Note que se A = {X,Y | X < x,Y < y} entdo (GUPTA; GUTTMAN, 2017):

P[(X,Y)EA]:ny(x,y), A:{Xﬂylxsx'ysy} (70)
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Geometricamente, esta funcédo consiste em uma superficie tridimensional de
probabilidade, o evento A um plano e a probabilidade P[(X,Y) € A] o volume
delimitado entre a superficie e o plano (BUSSAB; MORETTIN, 2010).

FIGURA 31 — FUNGCAO CONJUNTA DE DENSIDADE E PROBABILIDADE DE UM EVENTO A

fy v(X,
x(x) Surface f(x,y)

FONTE: Ang; Tang (2007).

2.6.6.3 Funcdes marginais de probabilidade para duas variaveis aleatérias
continuas

As funcdes de distribuicdo acumuladas Fy(x) e Fy(y) sdo denominadas
distribuicbes marginais de probabilidade (BECK, 2019). Estas funcdes podem ser

expressas em termos das distribuicdes conjuntas.

Fe(x) = Fiy (x, 0) =f f fev (o v)dudy an

y [oe]
Fy(y) = Fey(00,y) = f j fev (o v)dudy 72

Derivando as equacdes (71) e (72) obtém-se as funcbes marginais de
densidade de probabilidade para as variaveis aleatorias X e Y, dadas por (BECK,
2019; DEVORE, 2018):

fx(x) = f fxr (6, y)dy, O <X <® (73)

A0 = | foGndx,  —e<y<e -
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A FIGURA 32 ilustra as funcGes marginais de densidade de probabilidade e a
funcdo conjunta de densidade de probabilidade para duas variaveis aleatorias

continuas.

FIGURA 32 — FUNCAO DE DENSIDADE CONJUNTA E FUNCOES MARGINAIS PARA DUAS
VARIAVEIS ALEATORIAS

f

= fx(a) = area

Surface = fy (x. V)

/ fAD) = area—

fo ix=a. N~

FONTE: Ang; Tang (2007).

2.7 CONFIABILIDADE E SEGURANCA ESTRUTURAL

Em projetos estruturais, 0os procedimentos e critérios existentes visam que a
estrutura e seus elementos sejam dimensionados, construidos e conservados de
modo a cumprir satisfatoriamente a funcdo para a qual sédo concebidos, considerando
0os aspectos de durabilidade durante sua vida util, nivel adequado de seguranca,
economia, eficiéncia e minima exposicdo dos usuarios a riscos (BECK, 2019;
PANTOJA, 2012).

Segundo Beck (2019, p. 35) as estruturas e seus constituintes devem

satisfazer os seguintes requisitos técnicos:

a) Requisito de servico: a estrutura deve manter-se em condi¢oes
adequadas de utilizagdo durante o tempo de vida util;

b) Requisito de seguranca: a estrutura deve resistir as cargas extremas de
natureza esporadica e repetitiva, durante sua vida util;

c) Requisito de robustez: a estrutura deve resistir a eventos acidentais

como explosdes, impactos, sismos, incendidos ou erros humanos.
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Além disso, as estruturas devem satisfazer a requisitos adicionais, sendo
esses (BECK, 2019):

a) Requisito econdmico: a estrutura deve atender aos requisitos técnicos
sem comprometer a viabilidade econémica da mesma;
b) Requisito social: a estrutura deve atender aos requisitos anteriores,

respeitando niveis aceitaveis de riscos aos usuarios.
A TABELA 1 apresenta alguns valores de probabilidade de falha sugeridos

por Aradjo (2010 apud CEB, 1978) como dados de referéncia em analise que

considera requisitos sociais e econémicos.

TABELA 1 — PROBABILIDADES DE FALHA ADMISSIVEIS

Consequéncias econbmicas

N° de pessoas atingidas Pequeno Grave Muito grave
Pequeno 1073 107* 107°
Médio 107* 1075 107°
Grande 107° 107 1077

FONTE: Adaptado de Araujo (2010).

2.7.1 Seguranga, economia e confiabilidade

Os aspectos da seguranca e economia, dois requisitos conflitantes entre os
citados anteriormente, consistem em temas centrais na engenharia, pois além de
funcionais, as estruturas devem ser viaveis e seguras (BECK, 2019; KROETZ, 2015).
Uma andlise que combina seguranca e o custo total esperado, resulta em uma
estrutura com nivel adequado de seguranca (BECK, 2019).

Segundo Pantoja (2012, p. 127-128, apud VAZ, 2011), as metodologias de

projeto estrutural existentes, em relacdo aos niveis de seguranca e economia, sao:

a) Método das tensbes admissiveis (nivel 0): utiliza-se de valores médios
de tensdes como dado, sem a consideracao da probabilidade de falha;
b) Método semi-probabilistico (nivel 1): utiliza-se de parametros

estatisticos para definicAo de valores caracteristicos das variaveis
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aleatdrias de projeto e coeficientes parciais de seguranca para obtencao
das variaveis de célculo;

c) Método baseado em confiabilidade (nivel 2): utiliza-se dados estatisticos
para a caracterizacdo das variaveis aleatérias e determinacdo da

probabilidade de falha.

No que se refere ao método semi-probabilistico, a consideracéo de projeto
dito 6timo é feita de tal forma que a economia é a maior possivel. J& no método
baseado em confiabilidade, um projeto dito 6timo fornece o projeto de risco total
minimo, considerando o custo de construcédo, o custo de operacéo e o custo associado
a falha (PANTOJA, 2012).

Além da consideracdo econbmica, existe uma ténue relacdo entre
confiabilidade e seguranga estrutural, pois questionamentos como “quao seguro é
seguro o suficiente?” surgem (BECK, 1999; PANTOJA, 2012). Sendo assim, a
confiabilidade estrutural surge como ferramenta que quantifica a seguranca,
fornecendo métodos que possibilitem projetos estruturais que cumpram todos o0s
requisitos necessarios (KROETZ, 2015).

2.7.2 Consideracédo das incertezas na engenharia de estruturas

Nos problemas de engenharia de estruturas as incertezas sempre estao
presentes, seja em maior ou menor grau, associadas ao conhecimento insuficiente da
real resposta do problema estudado e ao carater aleatorio das variaveis de projeto
(BECK, 1999; PANTOJA, 2012). Sendo assim, nenhum projeto de engenharia de
estruturas é concebido livre de riscos, pois estes riscos devem-se diretamente a
presenca de incertezas (FELIPE, 2019).

Os principais tipos de incertezas em problemas de engenharia sao

classificados como: (a) intrinsecas, (b) epistémicas e (c) erro humano (BECK, 2019).

2.7.2.1 Incertezas Intrinsecas

As incertezas intrinsecas estdo associadas ao carater aleatério tipico dos
fenbmenos naturais que cercam os problemas de engenharia. Estes se devem a

variabilidade inerente nas variaveis de projeto, por exemplo, nas propriedades dos
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materiais, nos aspectos geomeétricos e nha caraterizacdo das cargas atuantes
(PANTOJA, 2012).

Além disso, essas incertezas também estdo associadas aos erros de previsdo
de condi¢des futuras, os quais muitas vezes possuem um histérico de informacgdes

curto para realizacdo de uma extrapolacédo (BECK, 2019).

2.7.2.2 Incertezas Epistémicas

Frequentemente na engenharia lida-se com modelos idealizados, a fim de se
tomar decisbes ou planejar e desenvolver critérios para um projeto, 0s quais
representam imperfeitamente a realidade (ANG; TANG, 2007, tradugcédo nossa). Os
resultados obtidos a partir de analises, estimativas ou predicfes baseadas nesses
modelos imprecisos contém algum grau de erro, logo, contém incertezas. Além disso,
também existem incertezas em virtude do conhecimento incompleto dos fenémenos

envolvidos na falha ou sobrevivéncia de uma estrutura (BECK, 2019).

2.7.2.3 Erro humano

Segundo Beck (2019, p. 25), o erro humano consiste na “[...] acao direta ou
indireta do homem, que por imprudéncia, impericia ou negligéncia afeta de maneira
indesejavel o desempenho ou a seguranca de sistemas de engenharia [...]”

Embora a modelagem do carater imprevisivel da acdo humana seja
trabalhosa, existem estatisticas conhecidas que modelam as taxas de falha de

atividade para tarefas repetitivas e especificas (BECK, 2019).

2.7.2.4 Etapas de quantificacdo das incertezas

A consideracdo do comportamento aleatorio das variaveis de projeto em
problemas de engenharia amplia os horizontes da analise estrutural, sendo necessario
o auxilio de distribuicdes de probabilidade para a quantificacdo das incertezas.

De acordo com Kroetz (2019 apud MAI et al., 2017), a quantificacdo dessas
incertezas na engenharia de estruturas pode ser avaliada a partir de trés etapas,
esquematizadas na FIGURA 33, sendo essas: tratamento e quantificacdo das fontes
de incertezas; modelagem do comportamento do sistema a partir da definicdo dos
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estados limites; e a determinacdo da probabilidade de falha em razéo a propagacao

das incertezas através do sistema (KROETZ, 2019).

FIGURA 33 — ESQUEMA GERAL DA QUANTIFICACAO DAS INCERTEZAS
EM ENGENHARIA DE ESTRUTURAS

1- Fontes de 2- Estados 3- Propagacao
Incerteza Limites das Incertezas
Variaveis Aleatorias . Probabilidade de
Processos Estocasticos R Falha
"
E ‘
- — : / N
s ,.-'J A
.'* i - ,-”j M
4
.
I

FONTE: Kroetz (2019).

2.7.3 Definigdo de Confiabilidade

De forma geral, a confiabilidade R de um sistema ou componente funcionando
dentro das condi¢des de projeto, consiste na probabilidade de ndo falha do mesmo
durante o tempo vida previsto (BECK, 1999 apud ROSA, 1976). Esta pode ser obtida
como o complemento da probabilidade de falha, ou seja (BECK, 2019):

R=P=1-F (75)
onde:
R: confiabilidade;
Py probabilidade de falha;

Ff: complemento da probabilidade de falha.

Logo, a confiabilidade € obtida por meio da probabilidade de falha Pf, que de

acordo com Beck (2019, p. 25), “[...] € a probabilidade de o sistema falhar, nédo
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atendendo as especificacbes de projeto, dentro de uma vida de projeto especificada,

mesmo respeitadas as condi¢cdes de operacao e de projeto do sistema”.

2.7.3.1 Aspectos da abordagem probabilistica

Em funcdo do carater Unico das estruturas, a confiabilidade estrutural é
interpretada como o grau de confianga na capacidade da estrutura em desempenhar
de maneira satisfatoria suas funcdes, ou seja, como uma medida subjetiva de
probabilidade. Ja em outras areas da engenharia, como na producéo de componentes
mecanicos ou elétricos, a interpretacdo frequentista de probabilidade € suficiente
(BECK, 2019).

2.7.4 Estados limites e modos de falha

Em termos préticos, a caracterizacdo da falha de uma estrutura pode ser
desafiadora, ja que, em um sentido mais amplo, a falha representa um estado
indesejavel da estrutura em relagdo a um requisito imposto e ndo necessariamente ao
colapso estrutural (BECK, 2019; KROETZ, 2015). Desta forma, convenientemente
utiliza-se o conceito de estados limites, que configuram a condicao de falha a partir do
ndo cumprimento de requisitos técnicos estabelecidos, em que para cada requisito
existe um estado limite associado (KROETZ, 2015; SALES; MUNAIR NETO; MALITE,
2015).

Usualmente, os estados limites sao classificados em duas categorias: estados
limites ultimos, que dizem respeito a seguranca estrutural propriamente dita; e estados
limites de servico, associados ao desempenho e uso da estrutura (BECK, 2019;
SALES; MUNAIR NETO; MALITE, 2015).

2.7.4.1 Estados limites ultimos - ELU

Os estados limites ultimos correspondem aos requisitos de seguranga
estrutural, associados a perda da capacidade portante da estrutura, i.e., da ocorréncia
de falha (BECK, 2019; SALES; MUNAIR NETO; MALITE, 2015). Geralmente, a
excedéncia de um estado limite Gltimo € irreversivel, resultando em um colapso ou

dano grave e permanente (BECK, 2019).
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Alguns exemplos em que ha violacdo desses estados limites séo:

a) Perda de estabilidade global e/ou local;

b) Instabilidade dinamica;

c) Ruptura dos elementos ou ligagcbes por fadiga, ou outros efeitos
dependentes do tempo;

d) Ultrapassagem da capacidade maxima das sec¢les, elementos ou
ligacOes, seja por ruptura ou deformacao excessiva.

2.7.4.2 Estados limites de servico - ELS

Os estados limites de servigo correspondem as exigéncias operacionais, de
durabilidade estrutural e conforto para os usuarios, as quais se nao respeitadas
interferem diretamente nas condicdes de desempenho especificadas para 0 uso
normal da construcdo, podendo levar a diminui¢cdo de sua vida util (KROETZ, 2015;
SALES; MUNAIR NETO; MALITE, 2015).

Alguns exemplos em que ha violacdo desses estados limites séo:

a) Deformacédo excessiva durante a utilizacdo normal da estrutura;
b) Deslocamentos excessivos sem perda de equilibrio;

c) VibracOes excessivas.

2.7.4.3 Equacao de estado limite

A descricao analitica de um modo de falha a partir dos estados limites se da
através de sua funcéo de estado limite g¢(X) (KROETZ, 2015; PANTOJA, 2012).

Q(X) = g(XI’XZ’ 'Xm) (76)

onde:
g: equacéo de estado limite;
X: variaveis aleatorias.

X: vetor de variaveis aleatorias.
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A essa funcéo caracteriza a resposta estrutural de um sistema, para cada
estado limite, dividindo-o em uma regido de falha e uma regido de sobrevivéncia
(KROETZ, 2015; PANTOJA, 2012).

Qr = {x ]| g(x) <0} (77)
Qs ={x| g(x) >0} (78)

onde:

Qf: dominio de falha;

Q: dominio de sobrevivéncia.

No dominio da falha €, todos os pontos X dentro dessa regiéo néo atendem

aos requisitos de seguranca. JaA no dominio de sobrevivéncia (), todos os pontos X
dentro dessa regido satisfazem aos requisitos de seguranca. Assim, conforme
FIGURA 34, g(X) =0 estabelece uma fronteira entre os dominios de falha e
sobrevivéncia (KROETZ, 2015).

FIGURA 34 — DOMINIO DEFINIDO PELA FUNCAO DE ESTADO LIMITE

g(x)=g(x1,x2)

2(x)<0

FONTE: Beck (2019).

2.7.5 Problema fundamental da confiabilidade estrutural

O problema fundamental da confiabilidade estrutural consiste na
determinacdo da probabilidade de falha Pr a partir da propenséo a violagdo dos

estados limites da estrutura (BECK, 2019; FELIPE, 2019).
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P = P[{X e Qs}] = P[{g(X) < 0}] (79)

onde:
Py probabilidade de falha;

g equacao de estado limite.

A equacdao de estado limite mais simples utilizada em projetos de estruturas €
uma fungéo linear que compara alguma capacidade resistente R com alguma medida
de solicitacdo S, sendo em uma analise de confiabilidade, ambas descritas por fun¢des
de densidade de probabilidade (BECK, 2019; KROETZ, 2019).

g(R,S)=R-S, X={RS} (80)

onde:
g: equacéo de estado limite;
R: resisténcia;

S: solicitagéo.

FIGURA 35 — INTERFERENCIA ENTRE RESISTENCIA E SOLICITACAO

fr()

N

\fR (1) f(s)

fs(s)

FONTE: Adapatada de Beck (1999).

Assim, conforme FIGURA 35, a probabilidade de falha é proporcional (mas
nao idéntica) a area hachurada de interferéncia entre as curvas de FDP, determinada
a partir da funcdo de densidade de probabilidade conjuntade R e S, fzs(r,s), dada por
(BECK, 2019):

co S
P=Pllg <0l = | fi0dx= [ | fustro)drds -

Qf
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onde:
s: variavel aleatéria das solicitacfes;
r: variavel aleatdria da resisténcia;
frs: funcdo densidade de probabilidade conjunta das variaveis aleatérias.

QO dominio da falha.

Se as variaveis R e S sdo estatisticamente independentes, a funcdo de
probabilidade conjunta fs(r,s) pode ser obtida pelo produto das funces de
densidade de probabilidade de R e S (BECK, 1999).

frs(,s) = fr(r). fs(s) (82)

A confiabilidade é dada pelo complemento da probabilidade de falha, que
nesse caso é dada por (BECK, 2019):

R=1-P = | fx(X)dX (83)
a5

2.7.6 Confiabilidade de sistemas

A confiabilidade de um sistema depende do modo que seus componentes
estéo associados. A classificacao desses sistemas pode ser dividida em: sistemas em
série, sistemas em paralelo e sistemas mistos.

Na perspectiva da analise estrutural, esses componentes (ou elementos)
estruturais interferem diretamente no nivel de seguranca de uma estrutura, tendo em
vista que multiplos modos de falha podem ocorrer simultaneamente (KROETZ, 2019;
PANTOJA, 2012).

Neste trabalho aborda-se somente a associacdo de sistemas em série.

2.7.6.1 Associacao em série

Na associacdo de componentes em série, a falha de um componente implica

na falha do sistema, logo, o funcionamento do sistema requer o bom funcionamento
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de todos os seus constituintes (BECK, 2019). Considerando E; a falha do i-ésimo

componente, a falha do sistema F é dada por:

nls

i=1

O evento de sobrevivéncia é dado por:

nls

F=E_1nE_2nE_3n...nEm=ﬂ E, (85)
i=1

Assim, a probabilidade de falha e a confiabilidade de sistemas em série sdo

expressas, respectivamente, por (BECK, 2019):

nls
Pr=P(F)=P <U1E> )
nls
Rsise = P(F) =P <ﬂ'_1El> (87)

De acordo com Costa Neto e Cymbalista (2006), para um sistema em série
em que 0os componentes sdo independentes, a confiabilidade do sistema é dada por:

nls

Rsist = HP(F) (88)
i=1

onde:

nls: nUmero de modos de falha.

2.7.6.2 Sistemas Estruturais Isostaticos

Em razéo da inexisténcia de hiperestaticidade (redundancia) em estruturas
isostaticas, esses sao tipicos exemplos de sistemas associados em série, em que a

falha de um elemento resulta na falha global da estrutura (BECK, 2019).
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2.8 SIMULACAO DE MONTE CARLO (SMC)

Em um problema de confiabilidade, a determinagéo analitica da probabilidade
de falha a partir da integracdo multidimensional da equacdo (81) nem sempre é
simples (FELIPE, 2019; KROETZ, 2015). Desta forma, outras abordagens surgiram,
dentre essas, 0 método de simulacédo de Monte Carlo.

Proposto por Metropolis e Ulam (1949), o método baseia-se na simulagéo
repetitiva de um experimento aleatério para uma amostragem com muitos valores de
variaveis aleatérias, tomados a partir da funcdo conjunta de densidade de
probabilidade fy(X) das variaveis de entrada do problema (KROETZ, 2015).

2.8.1 Formulacdo do método na confiabilidade estrutural

A simulagao de Monte Carlo consiste na substituicdo da equagéo (81) por um
estimador ndo tendencioso da probabilidade de falha (BECK, 2019; PANTOJA, 2012).
Essa estimativa é obtida a partir da introducédo de uma variavel aleatoria definida como
funcado indicadora I, em que para cada realizacdo do experimento assumem-se 0S
seguintes valores (KROETZ, 2019):

_ (L Xeq

Dada a funcéo indicadora, a probabilidade de falha pode ser expressa sobre
todo o dominio, calculada a partir da esperanca matematica de I[X] (KROETZ, 2019;
PANTOJA, 2012).

Pr=| fx(X)dX = f IX1xCOdX = E[I[X]], Q=0,UQ (90)
Qf Q
onde:
Q: dominio;

I[ ]: funcéo indicadora;

E[I[ 1]: esperanca matematica da funcao indicadora.
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Sendo assim, repetindo as simulagfes para um numero finito de amostras n,
a probabilidade de falha pode ser estimada por (BECK, 2019):

_

n n
s S

(91)

onde:

o

: probabilidade de falha;

&

P.: probabilidade de falha estimada;
ng: nUmero de pontos amostrais;

ne: numero de pontos no dominio da falha.

~4

A variancia desse estimador e o coeficiente de variacdo sao expressos pelas
seguintes equacodes respectivamente (BECK, 2019; KROETZ, 2019):

~ 1 12
Var[Pf] = (ns——l)z(l[xi] - Pf) (92)
i=1
Var|P;
ey A -
E[P] ng Py

A partir da equacéao (93), obtém-se uma estimativa do tamanho da amostra n
necessaria dado um coeficiente de variacao fixado, cuja expressao é dada por (BECK,
2019):

1
Ms = 51\ (94)
Pr (CV[Pr])
Como expressa a equacéo (94), a ordem de grandeza da probabilidade de
falha influencia no nimero de amostras necessarias para simulacédo, em que fixado
um coeficiente de variagcdo, quanto menor a probabilidade de falha, maior o nimero

de simulacdes necessarias (KROETZ, 2019).
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A equacédo (94) também necessita da probabilidade de falha antemé&o para
estimar o tamanho da amostra necessaria. Em projetos de estruturas existem
probabilidades de falha recomendaveis as quais podem ser utilizadas, conforme
apresentado na TABELA 1.

Neste trabalho utiliza-se 0 método de Monte Carlo denominado simples ou

bruto, o qual n&o utiliza técnicas de reducao de variancia.
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3 METODOLOGIA

Nesta se¢do constam o0s estudos de caso propostos assim como suas
modelagens e a metodologia utilizada.

Para o caso da analise de confiabilidade utilizou-se a metodologia descrita por
Kroetz (2019 apud MAI et al., 2017), conforme esquematizado na FIGURA 33, onde
as fontes de incertezas sdo os dados de entrada do problema. A definicdo dos estados
limites € descrita para cada estudo de caso e a probabilidade de falha é determinada

a partir da simulacdo de Monte Carlo.

3.1 ESTUDO DE CASO 1

Neste primeiro caso propde-se uma estrutura baseada na tese de doutorado
de Felipe (2019) avaliando os aspectos da linearidade, néo linearidade geométrica e
a andlise de confiabilidade estrutural. Os valores caracteristicos utilizados também

foram baseados na tese citada.

3.1.1 Exemplo mecanico linear

A estrutura apresentada na FIGURA 36 consiste em uma trelica isostatica
composta por duas barras de ac¢o idénticas de secéo transversal circular com raio r
igual a 5 cm, modulo de elasticidade E igual a 20500 kN /cm? e carga vertical V igual
a 77kN. As constantes geométricas do problema sdo y, = 10 cm, x, = 200cme [, =
200,25 cm. Esses valores caracteristicos adotados no problema estéo sintetizados na
TABELA 2.

TABELA 2 — VALORES CARACTERISTICOS ESTUDO DE CASO 1

variaveis Descricao Valor caracteristico
E madulo de elasticidade 20500 kN
r raio da barra 5cm
vV forga externa vertical —77 kN
Vo pardmetro geométrico da estrutura 10 cm
Xo pardmetro geométrico da estrutura 200 cm
Ly parametro geométrico da estrutura 200,25 cm

FONTE: Adaptada de Felipe (2019).
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FIGURA 36 — MODELO MECANICO LINEAR 1

FONTE: O Autor (2022).

Pela simetria da estrutura os esfor¢os axiais internos nas barras AC e BC , em
maddulo, sdo iguais, definidos como N.

As hipoteses do problema sdo: a) estrutura sob comportamento linear
geométrico; b) estrutura sob regime elastico-linear; c) somente acdo de esforcos
normais.

A partir dessas consideracdes, os esforgcos normais N para cada barra sédo
obtidos a partir da consideracdo de equilibrio estatico do ponto C, logo o esforco

normal em cada barra é expresso por:

oV v
~ 2sen(8) 2y,

sen(0) = yo/lo (95)

onde:
IV forca aplicada sobre a estrutura,

ly, yo, 0: constantes relacionadas a geometria da estrutura.

Como as barras estdo sob compressao axial o estado limite possivel é a
flambagem conforme visto no item 2.3.2. Sendo assim, conforme expressa a equacgao
(80), considera-se a resisténcia R da barra dada pela carga critica de flambagem,

descrita pela equacéo (12), e a solicitacdo S dada pelo esforco normal.

m2EIl m2El 1,V

ErV)=——-N=———, kN
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onde:

gr: equacao de estado limite por flambagem de Euler.

O valor do esfor¢o normal € avaliado pelo seu valor absoluto.

3.1.2 Exemplo mecéanico nao-linear geométrico

A partir da FIGURA 37a, neste modelo a estrutura apresenta oS mesmos
valores caracteristicos do caso anterior, porém sob a consideracao da NLG.

FIGURA 37 — MODELO MECANICO NAO-LINEAR GEOMETRICO

(b) (c)
FONTE: O Autor (2022).

Por simplicidade no equacionamento e utilizando da simetria da estrutura,
considera-se apenas metade da mesma conforme ilustrado na FIGURA 37b, tomando

IV como metade de seu valor e o deslocamento ocorrendo no sentido positivo do eixo
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de referéncia y. Essa consideracgéo é apenas um artificio de calculo, sendo a estrutura
real sujeita a uma forca no sentido negativo de y, logo € necessario atribuir um valor
negativo para V' ao utilizar a equacéo final.

As hipoteses do problema séo: a) estrutura sob comportamento nao-linear
geométrica; b) estrutura sob regime elastico-linear; ¢) somente acdo de esforcos
normais.

Em conformidade com o item 2.3.3, como o problema é ndo-linear geométrico
sob cargas de compresséao € necessario avaliar a instabilidade da estrutura por snap-
through. Para isso toma-se o ponto C da estrutura e verifica-se o equilibrio na posi¢céo

deslocada, conforme ilustra a FIGURA 37c, assim:

|4
ZFy’C = 0 = Nsen(a) 5= 0

A partir da equacéao anterior, a solucéo analitica deste problema é dada por:

Yo +u>

V = 2Nsen(a), a = arctg( .
0

(97)

Embora o problema seja NLG, pela hipotese de pequenos deslocamentos

propde-se uma aproximacao linear para o sen(a) como (y, + u)/l,, assim:

V (yo+u) V
Nsen(a) — = NOT—E =0 (98)

A partir da equacéao anterior, reescrevendo-a na forma da equacéao (14), a qual

descrevem a NLG do problema, temos:

14
gw) =qw) —f =g =NW—E: 0
q(w) 7

Recorrendo-se ao método de Newton-Raphson para a resolu¢cdo numérica da

equacao anterior, conforme descreve as equacgdes (16) e (17), temos:
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_ dg(u;)
Ui = Uy +Awy, Ay = —Ki'g(u), K= dul
A tangente de rigidez K, fica expressa como:
d (y0 tw] 1dV_y,dN 1d
K, = —|N—= —— (N
au 91 = l T2dy Ldu au VY

0

Como a analise do problema € no dominio elastico-linear assume-se que o
esforco normal N € igual a EAe, obtendo-se para a tangente de rigidez uma nova

expressao:

_yoEAde EA d
C= T a1 an

Como ¢ é em funcéo de u, a partir da regra do produto entre derivadas de

funcdes obtém-se:

EA ds

EA
T (y0+u)+—s
0

K =

Assumindo a deformacao longitudinal especifica como a deformacéo de

Green, expressa pela equacéao (8), tem-se:

EAdeg EA
K = lo du — o tuw+ K (99)
B u? + 2y,u _You 1 (u)z
ST Tl 2\ (100)
deg  u+yo
du L2 (101)

Sendo assim, conforme expressa a equacao (80), para o modo de falha por
snap-through considera-se a resisténcia R da barra dada pelas for¢as internas q(u) e

a solicitacao S dada pelas forcas externas f.



0 |4
QNGL(E,T,V) = q(ul) _f = NM——

onde:

I 2
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[kN] (102)

gneL. equacao de estado limite para o fenébmeno de snap-throug.

Alguns parametros auxiliares para a implementacao computacional do método

de Newton-Raphson séo o nimero maximo de iteracdes para a convergéncia em cada

incremento de carga k., 0 NUmero de incrementos de carga nincr, e a tolerancia

tol do método.

3.1.3 Exemplo de confiabilidade estrutural

A TABELA 3 apresenta alguns dados de varidveis aleatérias propostas para

a analise de confiabilidade para os exemplos mecanico linear e ndo-linear geométrico,

sendo os paréametros E, r e V dados pelos valores caracteristicos descritos

anteriormente na TABELA 2.

TABELA 3 — VARIAVEIS ALEATORIAS DA ESTRUTURA 1

variaveis | Média () | cv FDP

Diretas

E 10E 0,03 normal

r 1,0r 0,1 uniforme

|4 1,0V 0,2 normal
Indiretas

A fr) - uniforme

I f(r) - uniforme

FONTE: Adaptada de Felipe (2019).

No caso da variavel aleatéria r, para se obter os parametros a e b utilizou-se

a equacao (55) e (56) respectivamente, obtendo assim:

a=4,134
b = 5,866
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Considerando uma probabilidade de falha na ordem de 10~3, valor condizente
com projetos de estruturas (ver TABELA 1), pela equacao (94), fixado um coeficiente

de variacdo em 1071, tem-se:

1 1
Ne =~ ~ ~
o (ev[E])t (107072

10°

Logo, o espaco amostral necessario para a avaliacdo da probabilidade de

falha pelo método de simulagdo de Monte Carlo € na ordem de 10° pontos.

3.2 ESTUDO DE CASO 2

No segundo estudo de caso propfe-se uma estrutura baseada em um
problema proposto por Beck (2019, p. 76) sob a andlise da confiabilidade e seguranca
de sistemas sob trés modos de falha distintos. Neste problema néo séo considerados

os efeitos da nao linearidade geomeétrica.
3.2.1 Modelo mecanico linear
A estrutura apresentada na FIGURA 38 consiste em uma trelica isostatica

composta por duas barras de secao transversal circular, com a barra 1 apresentando

raio r; igual a 4,0 mm e barra 2 com r, igual a 5,2 mm.

FIGURA 38 — MODELO MECANICO LINEAR 2

FONTE: O Autor (2022).
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O médulo de elasticidade E e a tenséo de ruptura g, SA0 0S mesmos para as
duas barras. As constantes geométricas do problema séo y, = 150 mm, x, = 300 mm

e l, = 335,41 mm. Esses valores caracteristicos estao sintetizados na TABELA 4.

TABELA 4 — VALORES CARACTERISTICOS ESTUDO DE CASO 2

variaveis Valor caracteristico
E 70 GPa
O 24,5643 MPa
n 4,0 mm
T 52mm
H 2,0 kN
%4 1,0 kN
Vo 150 mm
X 300 mm
ly 335,41 mm

FONTE: Adaptada de Beck (2019).

Considerando as forcas externas V e H sempre positivas, a barra 1 é
comprimida por V' e tracionada por H e ambas as forcas provocam compressao sobre
a barra 2.

Para escrever as equacfes de estado limite é necessaria a determinacao da
forca normal em cada barra. Como a estrutura € isostatica, existe um numero de
equacdes suficientes para determinar suas incégnitas. Sendo assim, a partir da

FIGURA 39, tomando inicialmente a barra 1, tem-se:

FIGURA 39 — MODELO MECANICO LINEAR 2 EQUACIONAMENTO

FONTE: O Autor (2022).
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Pelo equilibrio temos:

Considerando o equilibrio interno da barra 1, tem-se:
ZFy =0:B, —V = N;sen(0)

Substituindo a expresséo obtida anteriormente para B,,, chega-se:

VX0+Hy0—2X0V H V
1= = Ny = -
2xy,sen(6) 2cos(@) 2sen(0)

Considerando o equilibrio interno da barra 2, aproveitando o valor de N,

obtido, tem-se:

z F, = 0:Nysen(8) + Npsen(0) =V

H V
2cos(6) 2sen(0)

sen(@){ + Nz} =-V=>N,=

[2 c:s,(e) B ZSeZ(e)]

Sendo assim, o esfor¢co normal nas barras 1 e 2 sao descritos respectivamente

por N, e N,
H %4
Ny = 2 cos(0) B 2sen(6) (103)
H vV
N == 2 cos(0) B 2sen(6) (104)

Como a barra 1 pode sofrer esforgcos de compresséo e tracdo os estados
limites possiveis s&o a ruptura por tracéo e a flambagem conforme visto no item 2.3.1

e 2.3.2 respectivamente. Sendo assim, conforme expressa a equacgao (80), considera-



87

se a resisténcia R da barra 1 dada pelo limite de resisténcia a tracdo do material,
descrita pela equacédo (11) e a solicitacdo S dada pelo esforco normal. Ja para a
flambagem, considera-se a resisténcia R da barra dada pela carga critica de
flambagem, descrita pela equacao (12), e a solicitacdo S dada pelo esforco normal.
Para o caso em que h& flambagem nas barras os esfor¢cos sdo tomados por

seus valores absolutos. Assim, os estados limites ficam:

gr1(05, 11, H,V) = Ajog — Ngy = Ayog — [2 COS(@) - 25811(9)] , [kN] (105)
(E,7, H,V) = mEL N ZEII [ ] [kN]

gEe1\L, T, M, - lg cA = 2 COS(H) Zsen(e) (106)
(Eory H V) = m2El, N 2EI2 [ ]

Ge2\Lo T V) = 12 CB = 2 cos(6) 2$en(9) (107)

3.2.2 Modelo de confiabilidade estrutural

A TABELA 5 apresenta alguns dados de variaveis aleatérias propostos para
a analise de confiabilidade para o modelo mecanico linear anterior, sendo os
parametros o5, E, H, V, r, e r, dados pelos valores caracteristicos descritos na
TABELA 4.

TABELA 5 — VARIAVEIS ALEATORIAS DA ESTRUTURA 2

variaveis Média () CV FDP
E 10E 0,03 normal
O 1,00, 0,1 normal
H 1,0H 0,2 normal
%4 1,0V 0,2 normal
2 1,0my 0,1 uniforme
T 1,0r, 0,1 uniforme

FONTE: Adaptada de Beck (2019).

Embora as forcas e o modulo de elasticidade sejam modelados por
distribuicbes normais, a probabilidade de atingirem valores negativos € muito
pequena, sendo entdo desprezadas. Computacionalmente essa hipotese € cumprida
verificando se essas VA apresentam valores negativos.

No caso das variaveis aleatérias r; e r,, para se obter os parametros a e b

utilizaram-se a equacgéo (55) e (56) respectivamente, obtendo assim:
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a, = 3,307 mm,a, = 4,693 mm

b; = 4,693 mm,b, = 6,101 mm

Ainda considerando uma probabilidade de falha na ordem de 1073, pela
equacdo (94), fixado um coeficiente de variacdo em 1071, o nimero de amostras

necessarias para a analise de confiabilidade é na ordem de 10°.



89

4 RESULTADOS E DISCUSSOES
4.1 ESTUDO DE CASO 1
4.1.1 Analise linear e probabilistica

Considerando os dados da TABELA 3, o valor de probabilidade de falha P
por flambagem descrita pela equacéo (96) pelo método de SMC foi de 1,9.10~* ou
0,019%, sendo a confiabilidade R dada por 0,9998 ou 99,98%. Comparando o valor
de P obtido com valores tipicos para estruturas, como os apresentados na TABELA

1, a estrutura apresenta valores de probabilidade de falha adequados para a
consideracao de seguranca estrutural.

4.1.2 Analise ndo-linear geométrica e probabilistica

Para fins de validacdo da rotina do método de Newton-Raphson, utilizando a
analise NLG com os parametros dados sob uma consideracdo deterministica, para
uma forca V = —100kN, tolerancia de tol = 10719, incrementos de cargas tomados na
ordem de nincr = 10* e nlmero méaximo de iteracGes admissivel na ordem de k4, =
103, obteve-se valores de forca e deslocamentos respectivamente iguais a
—77,170 kN e —4,1895 cm. Comparando o resultado com o valor analitico da forca

descrita pela equacédo (97) a solugéo convergiu para o valor exato.

GRAFICO 1 — CAMINHO DE EQUILIBRIO DA ESTRUTURA

Forga .vs. Deslocamento
80 1

60 [

40

forca (kN)

20
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sol. analitica

0 1 2 3 4 5
deslocamento (cm)

FONTE: O Autor (2022).
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Deve-se salientar que no GRAFICO 1, para esta monografia, a trajetria de
equilibrio foi admitida até o primeiro ponto limite obtido. Isto pois, para fins da andlise
de confiabilidade, a primeira falha da estrutura por snap-through ja caracteriza uma
situacdo desfavoravel. Sendo assim, os demais pontos limites da trajetéria de
equilibrio foram desconsiderados.

Constatou-se que sob a andlise deterministica, a ado¢éo de valores de nincr
menores que 103 implicam na n&o captura da falha por snap-through. J4 o aumento
desse parametro néo influencia na preciséo do resultado. Sendo assim, o valor do
incremento de carga minimo adotado nesta andlise probabilistica foi de nincr = 10*.

Considerando os dados da TABELA 3, o valor de probabilidade de falha
obtido foi de Pr=0,3666 ou 36,663 %, com um tempo de processamento de
aproximadamente 6 h. Sendo assim, a partir da equacao (75), a confiabilidade do
problema é de R = 0,6334 ou 63,4%.

A partir do GRAFICO 2 percebe-se que para um nimero de amostras na
ordem de 10* se obtém uma estimativa para a probabilidade de falha. Para amostras
menores, a probabilidade de falha oscila em torno da P obtida. O grafico apresenta
duas curvas, uma corresponde a probabilidade de falha obtida a medida que a
simulacédo identifica as falhas e a outra corresponde a probabilidade de falha média,

ou seja, o valor de probabilidade de falha obtido pela SMC.

GRAFICO 2 — CONVERGENCIA DO METODO

0.9 —
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Prob. de falha média

0.8 [~

0.7 =

0.6~

Probabilidade de Falha

0.4 t
0.36663

1E3 1E4 1E5

Numero de Amostras

FONTE: O Autor (2022).
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A fim de complementar a discussdo acerca da néo linearidade do problema
diante da aleatoriedade das variaveis, propde-se analisar a influéncia da variacdo da
média da carga no valor da probabilidade de falha. Para isso escolheram-se quatro

pontos adicionais, dados em relagdo a média original de 77 kN.

GRAFICO 3 — INFLUENCIA NO AUMENTO DA MEDIA DA FORCA V NA Pr

Forga .vs. Probabilidade de falha
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04r 1
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Forca (kN)
FONTE: O Autor (2022).

O GRAFICO 3 mostra a influéncia do aumento e diminui¢do do valor médio

da forca na probabilidade de falha. A TABELA 6 mostra os valores obtidos para a

probabilidade de falha em cada valor assumido para a média.

TABELA 6 — PROBABILIDADE DE FALHA DIANTE DA MUDANCA DO CARREGAMENTO

Média (u) Probabilidade de Falha (Py) Referéncia a média
—46,20 kN 1,910.1072 u—20
—61,60 kN 1,648.1071 u—1

—77 kN 3,666.1071 u
—92,40 kN 5,488.1071 u+1
—107,80 kN 6,685.10"1 u+20

FONTE: O Autor (2022).
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4.2 ESTUDO DE CASO 2
4.2.1 Confiabilidade de sistemas
Considerando os dados de entrada da TABELA 5, os valores de probabilidade

individuais e a probabilidade do sistema obtidas pelo método de SMC estéao descritas
conforme a TABELA 7.

TABELA 7 — CONFIABILIADE DO SISTEMA

Modo de Descricdo da Falha Probabilidade de Falha Confiabilidade (R)
Falha (Py)
g7 Ruptura por tracéo na barra 1 8,700.10~* 9,990.1071
51 Flambagem da barra 1 4,070.1073 9,9591071
G2 Flambagem da barra 2 2,910.1072 9,709.10°1
Psys Falha do sistema 3,392.1072 9,661.1071

FONTE: O Autor (2022).

Nota-se que a soma de cada estado limite corresponde a 3,404.1072.

Comparando esse valor com a probabilidade de falha dada pelo sistema gy,

3,392.1072, tem-se um erro relativo de 0,35%. Isto representa que os estados limites
considerados apresentam baixa dependéncia.
Essa evidéncia também foi constatada por Beck (2019) em seu problema

proposto que serviu de base para o estudo de caso 2.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Através desta monografia apresentaram-se alguns estudos de caso avaliando
0s aspectos da ndo linearidade geométrica e confiabilidade estrutural, explorando as
técnicas computacionais para resolucdo de problemas numeéricos, como o método de
Newton-Raphson incremental e a simulacdo de Monte Carlo.

Verificou-se que a estrutura proposta no estudo de caso 1 pouco €
influenciada pelo modo de falha por flambagem de Euler. Em contrapartida, a
consideracdo da analise ndo-linear geométrica no problema mostrou que a estrutura
é fortemente afetada pelo modo de falha por snap-through. Além disso, a partir do
GRAFICO 2, nota-se que a probabilidade de falha estabiliza para um nGmero de
amostras na ordem de 10*.

No que se refere ao estudo de caso 2, embora os valores de probabilidade de
falha tenham apresentados valores na ordem de 1073 a 1072, verificou-se que modo
de falha mais critico é a flambagem na barra 2, implicando na diminuicdo da
confiabilidade do sistema.

Outro ponto importante refere-se ao tempo de processamento. Para a analise
nao-linear geométrica em conjunto com a andlise de confiabilidade constatou-se um
tempo de processamento acima de 6 h para um espago amostral com 10> pontos e
um numero de incrementos de carga na ordem de 10*. Tendo em vista que nesse
estudo de caso somente avaliou-se um estado limite, para estruturas mais complexas
sob multiplos modos de falhas a analise pode implicar em um custo computacional
elevado. Uma forma de contornar esse problema, conforme mencionado por Kroetz
(2015), consiste na utilizacdo de técnicas de amostragem inteligentes, que a partir de
estratégias de selecdo de amostra tornaram possivel a convergéncia da SMC para

guantidades menores de pontos amostrais.

5.1 RECOMENDACOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Para trabalhos futuros baseados nestes estudos de caso é proposta a
consideracao da néo linearidade fisica do problema. Além disso, também pode ser
conveniente avaliar a probabilidade de falha da estrutura dependendo do tempo. Outra
recomendacgao consiste em avaliar a estrutura sob anélise n&do linear geométrica com

dois graus de liberdade tomando-se a estrutura do estudo de caso 2 como referéncia.
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GLOSSARIO

Acbes/carregamentos externos: forcas e/ou momentos, ativos e reativos; variagao
de temperatura; deslocamentos prescritos; e deformacgéo prévia (SORIANO; LIMA,
2006).

Andlise de primeira ordem: Andlise baseada na geometria original da estrutura, na
qual as deformacfes sédo consideradas insignificantes (LEET; UANG; GILBERT,
2010).

Analise de segunda ordem: Analise que leva em conta o efeito dos deslocamentos
dos nés nas forcas em uma estrutura submetida a deslocamentos significativos
(LEET; UANG; GILBERT, 2010).

Centroide/centro geométrico: ponto que define o centro geométrico de um corpo.

Deformacao: mudanca da posigcao relativa dos pontos de um corpo em relagdo a
pontos vizinhos apos a acdo de acdes, do inglés strain (LACERDA, 2014).

Deslocamento: vetor posicdo cuja origem € um ponto pertencente ao corpo e a
extremidade é o mesmo ponto no corpo apés a deformagéo (FEODOSIEV, 1977).

Esforcos seccionais ou solicitantes: esforgos internos gerados em cada sec¢ao
transversal de um elemento reticulado, sendo estes: esfor¢co normal, esforco cortante,
momento fletor e momento torcor (SORIANO; LIMA, 2006).

Estrutura reticulares: elementos unidimensionais 0s quais preponderam uma
dimenséo em relacdo as demais (SORIANO; LIMA, 2006).

Estrutura: sistema fisico capaz de receber e transmitir esforcos (SORIANO; LIMA,
2006).

Forcas de corpo: ocorrem pela acdo de um corpo sobre outro sem a necessidade de
um contato fisico direto (HIBBELER, 2004).

Forcas de superficie: ocorrem pelo contado direto entre superficies (HIBBELER,
2004).

Graus de liberdade: refere-se as seis tendéncias de movimento possiveis de um
corpo, sendo esses trés translacoes e trés rotacées (SORIANO; LIMA, 2006).

Mdédulo de elasticidade: Medida da rigidez de um material, definida como a relagéo
da tensao dividida pela deformacédo e representada pela variavel E (LEET; UANG,;
GILBERT, 2010).

Momento de inércia: Ou momento de segunda ordem, consiste em uma propriedade
de uma area de secdao transversal que é uma medida da capacidade de curvatura de
uma secéo (LEET; UANG; GILBERT, 2010).
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Mudanca de configuracdo: mudanca da posicao do corpo sem variagao da posicao
relativa ap0s a acdo de a¢des, do inglés deformation (LACERDA, 2014).

Principio da superposicéo: As tensfes e deformac¢des produzidas por um conjunto
de forcas séo idénticas aquelas produzidas pela adicdo dos efeitos das forcas
individuais (LEET; UANG; GILBERT, 2010).

Secdao transversal: se¢do perpendicular ao eixo geométrico do elemento reticulado
(SORIANO; LIMA, 2006).

Sistemas de forgas: conjunto de uma ou mais forcas e/ou momentos.
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ANEXO A — CODIGO FONTE

FUNCAO SMCL — ESTUDO DE CASO 1 PARA O PROBLEMA LINEAR

A funcéo utiliza o método de SMC verificando o estado limite dado pela

equacao (96).

V' distribuicdo normal de probabilidade de forga aplicada sob a estrutura;

E: distribuicdo normal de probabilidade de moédulo de elasticidade da
barras;

lin: nimero de amostras;

Yo, X0, lo: parametros geometricos da estrutura,;

% === ===

% = ARQUIVO: SMCL.m

% = ESTUDO DE CASO 1

% = METODO: SIMULACAO DE MONTE CARLO

% = ASSUNTO: resolucao de um problema linear

% = AUTOR: VITOR HUGO MENDES DE OLIVEIRA

% === ===

pkg load statistics;

clear;

clc;

% == VARIAVEIS

y0 = 10; % altura inicial da estrutura

x0 = 200; % base da estrutura

LO = 200.25; % comprimento inicial

n_flmab = 0; % contador de falha por flambagem

% == VETORES

lin = 1E5; % n de linhas dos vetores

E = normrnd(20500E3, 0.03*20500E3, [1, lin]); % modulo de Elasticidade (Pa)
r = unifrnd(4.134,5.866, [1, lin]); % raio da barra (cm), do menor para o maior ponto do intervalo
V = normrnd(77E3, 0.2*77E3, [1, lin]); % carregamento (N)

% == MAIN

for(i = 1:lin) % SMC

I'= (pi*(r(i))"4)/4;
ge = (pi*2)*E(i)*1/(LO"2)-abs(LO*V(i)/(2*y0)); % flambagem

if(ge < 0)

printf("\n falha por flambagem de Euler \n")
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V(i)/1000
n_flmab++;
end
end

'‘probabilidade de falha por snap-throug:
printf("%f %%",100*n_flmab/lin)
printf("\n")
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FUNCAO NEWTONINCRFALHA — ESTUDO DE CASO 1 PARA O PROBLEMA
NLG

A funcgédo utiliza o método de Newton-Raphson com analise incremental de

carga, assim seus parametros de entrada da fung¢do consistem nas variaveis:

V' forca aplicada sob a estrutura;

E: médulo de elasticidade da barra;

A: area da secéo transversal da barra, em funcéo do raio r;

Yo, X0, lo: parametros geomeétricos da estrutura;

kmax: NUMero maximo de iteracdes no método de Newton-Raphson;
nincr: nUmero de incrementos de carga,

tol: tolerancia admissivel;

% === —=====
% = ARQUIVO: newtonincrfalha.m

% = METODO: NEWTON-RAPHSON INCREMENTAL
% = ASSUNTO: resolucao de um problema NLG

% = utilizando o metodo de newton-
% = raphson incremetal - verifica a
% = primeira falha

% = AUTOR: VITOR HUGO MENDES DE OLIVEIRA

% === ==

function y=newtonincrfalha(V, E, A, y0, x0, L0, kmax, nincr, tol)
% == SUB-FUNCOES

% eps: epsilon (deformacao de Green)
function s=eps(u, y0, LO)

s = (2*y0*u+(u”2))/(2*(L0"2));
end

% derivada de eps: epsilon
function s=deps(u, y0, LO)
s = (yO+u)/(L0"2);
end
% tangente de rigidez Kt
function s=Kt(u, E, A, y0, LO)
s=E*A*deps(u, y0, LO)*(yO+u)/LO + E*A*eps(u, y0, LO)/LO;
end
% == MAIN
df = V/nincr; % define o incremento de carga
u=0;u0=0;f=0;q=0; g=0; % instancia as variaveis do problema

vu(1)=0; % veotr de deformacao
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vf(1)=0; % vetor de incrementos de forca

ktotal=0;
ierro=0;
falha = 0;

for (i=2:nincr)

f = f+df;
k=0;

g = E*A*eps(u,y0,L0)*(y0+u)/LO - f/2;
while (k<kmax)
k=k+1;

du=-g/Kt(u, E, A, y0, LO);
u=uO+du;
uO=u;

g = E*A*eps(u,y0,L0)*(y0+u)/LO - f/2;

if (abs(g)<=abs(tol*df)) % verificacao da tolerancia
break
end
end

if (k==kmax) % nao ocorreu snap-through ou este nao foi obtido para esse kmax

%printf("\n ndo houve snap-throug \n")
ierro=ierro+1;
falha = 0O;
break
end

if(y0-abs(u)<0) % verificacao da ocorrencia de snap-throug

%printf("\n snap-throug \n")
falha=1;
break
else
falha = 0;
end

end

y=falha;
end
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FUNCAO SMCNLG — ESTUDO DE CASO 1 PARA O PROBLEMA LINEAR

A funcao utiliza o método de SMC com a analise incremental de Newton-
Raphson, em que utiliza-se a funcdo descrita anteriormente acoplada ao codigo. Os
parametros necessarios, além dos ja mencionados para a funcdo newtonincrfalha()

sSao:

V' distribuicdo normal de probabilidade de forca aplicada sob a estrutura;
E: distribuicdo normal de probabilidade de médulo de elasticidade da barra;
r: distribuicdo uniforme raio r da sec¢éo transversal da barra;

lin: numero de amostras;

% === = ===
% = ARQUIVO: SMCNLG.m
% = METODO: SIMULACAO DE MONTE CARLO COM

% = NEWTON-RAPHSON INCREMENTAL
% = ASSUNTO: resolucao de um problema NLG
% = utilizando o metodo de newton-

% = raphson incremetal sob consi-

% = deracao probabilistica

% = AUTOR: VITOR HUGO MENDES DE OLIVEIRA

% === ======

pkg load statistics;
clear;
clc;

% == VARIAVEIS

y0 = 10; % altura inicial da estrutura

x0 = 200; % base da estrutura

LO = 200.25; % comprimento inicial

n_snapthroug = 0; % contador de falha por snap-throug

% --- variaveis complementares NLG

kmax = 1E4; % num. maximo de iteracoes

nincr = 1E4; % num. de incrementos de carga

tol = 1E-10; % tolerancia

% == VETORES

lin = 1E5; % n de linhas dos vetores

E = normrnd(20500E3, 0.03*20500E3, [1, lin]); % modulo de Elasticidade (Pa)
r = unifrnd(4.134,5.866, [1, lin]); % raio da barra (cm), do menor para o maior ponto do intervalo
V = normrnd(77E3, 0.2*77E3, [1, lin]); % carregamento (N)

% == MAIN

for(i = 1:lin) % SMC



105

A = pi*(r(i))"2; % area da secao transversal da barra;
falha = newtonincrfalha(-V(i), E(i), A, y0, x0, LO, kmax, nincr, tol);

if(falha > 0)
i
printf("\n snap-throug \n")
n_snapthroug++;
end
end

'‘probabilidade de falha por snap-throug: '
printf("%f %%",100*n_snapthroug/lin)
printf("\n")
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FUNCAO SMCSIS — ESTUDO DE CASO 2 PARA O PROBLEMA LINEAR COM
CONFIABILIDADE DE SISTEMAS

A funcédo utiliza o método de SMC para determinar a probabilidade de falha

de sistemas.

7 distribuicdo normal de probabilidade de forca aplicada sob a estrutura;
H: distribuicdo normal de probabilidade de forca aplicada sob a estrutura;
E: distribuicdo normal de probabilidade de médulo de elasticidade da barra;
;. distribuicdo uniforme raio r; da secao transversal da barra 1;

ry: distribuicdo uniforme raio r, da secéo transversal da barra 2;

o, distribuicdo uniforme da tenséo de limite da barra 1 a ruptura por tragéo;

lin: numero de amostras;

% === S
% = ARQUIVO: SMCSIS.m

% = METODO: SIMULACAO DE MONTE CARLO COM
% = ASSUNTO: resolucao de um problema com

% = confiabilidade de sistemas

% = em serie

% = AUTOR: VITOR HUGO MENDES DE OLIVEIRA
% === e

pkg load statistics;

clear;

clc;

% == VARIAVEIS

lin = 1E5; % n de linhas dos vetores
k=1/2;

a = 300E-3;

b = k*a;

L = sgrt((a"2)+(b"2)); % comprimento (m)
% == VETORES

% modulo de Elasticidade (Pa)
E = normrnd(70E9, 0.03*70E9, [1, lin]);

% tensao ultima (Pa)
sigma_ul = normrnd(24.5643E6, 0.1*24.5643ES6, [1, lin]);

% raio da barra (m)
rl = unifrnd(3.207E-3, 4.693E-3, [1, lin]);



r2 = unifrnd(4.693E-3, 6.101E-3, [1, lin]); %r2 = unifrnd(4.8E-3, 5.2E-3, [1, lin]);

% carregamento (N)
H = normrnd(2E3, 0.2*2E3, [1, lin]);
V = normrnd(1E3, 0.2*1E3, [1, lin]);
% contador de falha
n_falha_total = 0;
n_falha_flambl = 0O;
n_falha_flamb2 = 0O;
n_falha_tracl = 0;
% == MAIN
alpha = atan(b/a);
for(i = 1:lin);
% area (m2)
Al = pi*rl(i)"2;
A2 = pi*r2(i)"2;
% momento de 22 ordem/momento de inercia de area (m4)
11 = pi*rl(i)~4/4;
12 = pi*r2(i)~4/4;

% estado limite 1 (escoamento por tracao da barra 1)
gtl = Al*sigma_ul(i)-((H(i)/(2*cos(alpha))) - (V(i)/(2*sin(alpha))));

% estado limite 2 (flambagem da barra 1)
gbl1 = (pi*2)*E(i)*11/(L"2) - (-(H(i)/(2*cos(alpha))) + (V(i)/(2*sin(alpha))));

% estado limite 3 (flambagem da barra 2)
gb2 = (pi*2)*E(i)*12/(L"2) - ((H(i)/(2*cos(alpha))) + (V(i)/(2*sin(alpha))));

% ocorrencia de falha
if(gtl <0 || gbl <0 || gb2 < 0);

n_falha_total++;
% OBS: a estrutura pode falhar da seguinte formato
% - somente ruptura por tracao da barra 1
% - somente flambagem da barra 1
% - somente flambagem da barra 2
% - ruptura por tracao da barra 1 e flambagem da barra 2
% - flambagem da barrale 2
if(gtl < 0);
n_falha_tracl++;
endif;
if(gbl < 0);
n_falha_flamb1l++;

endif;

if(gb2 < 0);
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n_falha_flamb2++;
endif;

endif;
endfor;

'‘probabilidade de falha por tracéo: '
printf("%f %%",100*n_falha_trac1/lin)
printf("\n")

'‘probabilidade de falha por flambagem da barra 1: '
printf("%f %%",100*n_falha_flamb1/lin)
printf("\n")

‘probabilidade de falha por flambagem da barra 2: '
printf("%f %%",100*n_falha_flamb2/lin)
printf("\n")

‘probabilidade de algum estado limite falhar: '
printf("%f %%",100*n_falha_total/lin)
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