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RESUMO

Sejam A e H duas k-álgebras de dimensão finita, com H hereditária. Dizemos que A é hereditária

por partes, do tipo H, se existe uma equivalência triangulada entre as categorias derivadas limitadas

de mod(A) e mod(H). O objetivo deste trabalho é apresentar um método intŕınseco para a construção

do quiver de Auslander-Reiten da categoria derivada de algumas classes de álgebras hereditárias por

partes. Apresentaremos um método para as álgebras hereditárias por partes do tipo Dynkin, no qual

será constrúıda uma secção no quiver de Auslander-Reiten da categoria derivada, apenas utilizando

shifts de objetos da categoria de módulos. Através de outra abordagem, apresentaremos resultados

em relação as álgebras mansas, de radical quadrado zero. Mostraremos um método para a criação de

secções na componente transjectiva do quiver de Auslander-Reiten da sua categoria derivada.

Palavras-Chave: Secções; Categoria Derivada; Álgebras hereditárias por partes; Álgebras inclinadas

iteradas; Quiver de Auslander-Reiten.



ABSTRACT

Let A and H be finite-dimensional k-algebras, with H hereditary. We say that A is piecewise he-

reditary of type H, if there is a triangulated equivalence between the bounded derived categories of

mod(A) and mod(H). The objective of this work is to present an intrinsic method for the construc-

tion of the Auslander-Reiten quiver of the derived category of some classes of piecewise hereditary

algebras. We will present a method for the piecewise hereditary algebras of type Dynkin, in which a

section will be constructed in the Auslander-Reiten quiver of the derived category, using only objects

of the category of modules. Through another approach, we will present results in relation to the tame

algebras, with radical squared zero. We will show a method for creating sections in the transjective

component of the Auslander-Reiten quiver of the derived category.

Keywords: Sections in translation quivers; Derived Category; Piecewise hereditary algebras; Iterated

tilted algebra; Auslander-Reiten quiver.
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Introdução

Seja Λ uma k-álgebra de dimensão finita, o principal objetivo da teoria de representações de

álgebras é buscar propriedades interessantes a respeito de Λ, porém realizando um estudo através de

sua categoria de módulos. Tal estudo pode ser realizado utilizando diferentes abordagens. Como por

exemplo, através do estudo das Sequências de Auslander-Reiten, Álgebra Homológica ou pela Teoria

Inclinante. Denotando por mod(Λ) a categoria dos Λ-módulos, à direita, finitamente gerados, temos

que nem sempre é posśıvel extrairmos algumas informações diretamente de mod(Λ). Portanto surge,

como uma estratégia natural, o fato de realizarmos este estudo por intermédio de uma álgebra B que

seja Morita equivalente com Λ, isto é, tal que mod(Λ) seja equivalente a categoria mod(B). Seguindo

este caminho, temos a Teoria Inclinante, a qual foi introduzida por Brenner e Butler (ver [14]). Nesta

teoria é feito o uso de um Λ-módulo T , chamado de módulo inclinante e se considera B = EndΛ(T )

a álgebra a ser estudada, pois neste caso as categorias mod(Λ) e mod(B) são consideradas muito

próximas, porém não necessariamente Morita equivalentes.

Com o passar do tempo, algumas técnicas de abordagem foram generalizadas da categoria de

módulos para a categoria derivada. Dentre elas estão as Sequências de Auslander-Reiten e a Teoria In-

clinante. Em [20], Happel estendeu a equivalência de Morita para o contexto de categorias derivadas.

Podemos pensar que, de certa maneira, a categoria derivada contém a categoria de módulos, portanto

a equivalência derivada ainda preserva alguns invariantes. Por exemplo, se as álgebras Λ e B são deri-

vadamente equivalentes, então Λ tem dimensão global finita se, e somente se, B tem dimensão global

finita. Além disso, ainda temos outros invariantes que são preservados, como por exemplo o centro

dessas álgebras. Porém, dependendo das caracteŕısticas da álgebra Λ, estudar a categoria derivada

Db(modΛ) pode ser uma tarefa extremamente dif́ıcil.

Happel realizou um estudo a respeito da categoria derivada de álgebras hereditárias de dimensão

finita. Ele introduziu os Triângulos de Auslander-Reiten e apresentou uma maneira de construir o

quiver de Auslander-Reiten da categoria derivada dessas álgebras. Tendo em vista que houve avanços

em relação aos estudos da categoria derivada de álgebras hereditárias de dimensão finita, é natural

nos perguntarmos quais são os tipos de álgebras que são derivadamente equivalentes a elas. Em busca

dessa resposta surgiu o conceito de álgebras hereditárias por partes. Um passo determinante nesses

estudos foi um resultado obtido por Happel, em que ele prova que categorias derivadas são invariantes

na teoria inclinante. Se Λ é uma álgebra de dimensão finita, sobre um corpo algebricamente fechado,

9



INTRODUÇÃO 10

e T é um Λ-módulo inclinante, então Db(modΛ) e Db(modEndΛ T ) são equivalentes como categorias

trianguladas.

Posteriormente Rickard, em [26], apresentou uma condição necessária e suficiente para a equi-

valência triangulada entre as categorias derivadas Db(modA) e Db(modB) de duas álgebras A e B.

Neste caso, existe o que chamamos de um complexo inclinante T • ∈ Db(modB) tal que T • gera

Db(modB) como categoria triangulada, HomDb(B)(T
•, T •[n]) = 0, para todo n �= 0, e EndDb(B)

∼= A.

Pela semelhança com o teorema de Morita, costuma-se dizer que Rickard apresentou uma teoria de

Morita para as categorias derivadas.

Se uma álgebra A é hereditária, temos que além de existir um mergulho mod(A) ↪→ Db(modA),

também existe um mergulho entre seus quivers de Auslander-Reiten, ou seja, um mergulho do quiver

Γ(mod(A)) em Γ(Db(modA)). Lenzing mostrou em [23] que se A é uma álgebra hereditária de di-

mensão finita, então sua categoria derivada pode ser escrita como
∨

n∈Zmod(A)[n], ou seja, ela é dada

por colagens de cópias da categoria de módulos. Portanto é posśıvel construir o quiver de Auslander-

Reiten dessas categorias sem a necessidade de métodos mais sofisticados. Como por exemplo o método

Knitting (ver [3]).

Em geral, nos casos em que A não é hereditária, a construção de Γ(Db(modA)) é uma tarefa árdua.

O que temos na literatura é o desenvolvimento de técnicas espećıficas para a construção do quiver de

Auslander-Reiten da categoria derivada de algumas classes de álgebras.

Sabemos que se A é hereditária por partes, então Γ(Db(modA)) ∼= Γ(Db(modH)), em que H é

uma álgebra hereditária. Porém apenas saber que os quivers são isomorfos, não nos ajuda a compreen-

der determinadas informações. Pelo quiver de Auslander-Reiten podemos obter diversas informações

sobre a categoria derivada. Por exemplo, o método de construção do quiver, nos permite construir ob-

jetos indecompońıveis (tomando o cone de morfismos irredut́ıveis entre indecompońıveis) o que nos

fornece um conhecimento estrutural da categoria. Em [1], Alvares, Fernandes e Giraldo apresentaram

um método intŕınseco para a construção da componente transjectiva da categoria derivada de uma

álgebra inclinada. Porém o método depende da existência de um slice na categoria de módulos, o qual

não existe em álgebras hereditárias por partes em geral.

O objetivo deste trabalho é apresentar um método intŕınseco para a construção do quiver de

Auslander-Reiten da categoria derivada de álgebras hereditárias por partes do tipo An e apresen-

tar alguns resultados sobre o tipo Dn. No caṕıtulo final apresentaremos resultados para o caso de

álgebras hereditárias por partes de radical quadrado zero. O texto está dividido em cinco caṕıtulos. O

primeiro caṕıtulo apenas aborda brevemente alguns conceitos básicos relacionados a teoria.
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Durante este trabalho, abordamos o tema de variadas formas. No caṕıtulo 2, foi realizado um

estudo sobre os triângulos de Auslander-Reiten. Estudamos alguns aspectos da relação entre as ho-

mologias nesses triângulos, o que permitiu colocar um pouco mais de luz sobre uma propriedade dos

triângulos de Auslander-Reiten. Este resultado nos permitiu provar uma afirmação de Happel, em

[20], que se encontra sem demonstração. Tal prova, nos permite de alguma forma entender melhor

uma classe espećıfica de triângulos de Auslander-Reiten.

No caṕıtulo 3, realizamos um estudo em busca de informações a respeito dos morfismos irre-

dut́ıveis na categoria derivada Db(modΛ), em que Λ é álgebra hereditária por partes. Sabemos que

existe um mergulho F : mod(Λ) ↪→ Db(modΛ), porém como Λ não é hereditária, não temos um

mergulho de Γ(mod(Λ)) em Γ(Db(modΛ)). Portanto dado um morfismo irredut́ıvel f ∈ mod(Λ), não

temos garantias de que F (f) representa um morfismo irredut́ıvel em Db(modΛ). De fato, conside-

rando Λ a álgebra dada pelo quiver

1 2�� 3�� 4�� 5��

temos que os quivers de Auslander-Reiten da sua categoria de módulos e de sua categoria derivada

são dados, respectivamente, por:

3
2

5
4

1 2 3 4 5

2
1

4
3

Figura 1: Γ(modΛ)

(P1)[0] (P1-P2-P3-P4-P5)[-3] (P5)[-2] (P4)[-1] (P3)[0] (P2)[1] (P1)[2] (P1-P2-P4-P5)[-1] (P5)[0]

(P2-P3-P4-P5)[-3] (P1-P2-P3-P4)[-2] (P4-P5)[-2] (P3-P4)[-1] (P2-P3)[0] (P1-P2)[1] (P2-P3-P4-P5)[-1] (P1-P2-P3-P4)[0] (P4-P5)[0]

(P2-P3-P4)[-2] (P1-P2-P3)[-1] (P3-P4-P5)[-2] (P2-P3-P4)[-1] (P1-P2-P3)[0] (P3-P4-P5)[-1] (P2-P3-P4)[0] (P1-P2-P3)[1] (P3-P4-P5)[0]

(P2-P3)[-1] (P1-P2)[0] (P2-P3-P4-P5)[-2] (P1-P2-P3-P4)[-1] (P4-P5)[-1] (P3-P4)[0] (P2-P3)[1] (P1-P2)[2] (P2-P3-P4-P5)[0]

(P2)[0] (P1)[1] (P1-P2-P3-P4-P5)[-2] (P5)[-1] (P4)[0] (P3)[1] (P2)[2] (P1)[3] (P1-P2-P3-P4-P5)[0]

Figura 2: mod(Λ) ⊂ Γ(Db(modΛ))

A parte hachurada destaca os objetos de mod(Λ) em Γ(Db(modΛ)). Portanto podemos ver que,

apesar do mergulho F : mod(Λ) ↪→ Db(modΛ) ser fiel e pleno, temos que apenas dois morfismos

irredut́ıveis de mod(Λ) foram levados em morfismos irredut́ıveis em Db(modΛ). No caṕıtulo 3, apre-
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sentaremos uma condição suficiente para que existam morfismos irredut́ıveis na categoria derivada,

que sejam advindos de morfismos irredut́ıveis da categoria de módulos, através do mergulho F . Ape-

sar deste resultado, queremos destacar aqui os seguintes fatos. No trabalho de Alvares, Fernandes

e Giraldo, foi posśıvel apresentar uma técnica para a construção de uma componente do quiver de

Auslander-Reiten de álgebras inclinadas, apenas utilizando alguns morfismos irredut́ıveis espećıficos

da categoria de módulos, a saber os irredut́ıveis contidos no slice da álgebra inclinada. Nosso es-

tudo do caso geral, isto é, para álgebras hereditárias por partes do tipo Dynkin, mostrou através

dos exemplos que este caminho não é viável para esta classe de álgebras, porém tentamos resgatar

este resultado que obtivemos neste caṕıtulo, com uma outra técnica que apresentaremos no caṕıtulo

quatro.

No caṕıtulo 4, iremos apresentar uma técnica para a construção de uma secção no quiver de

Auslander-Reiten da categoria derivada de álgebras hereditárias por partes do tipo Dynkin. O método

consiste em, utilizar apenas as informações da categoria de módulos, e através de propriedades ho-

mológicas, construir uma secção utilizando apenas shifts de módulos indecompońıveis. Por exemplo,

considere o quiver de Auslender-Reiten de uma álgebra hereditária por partes, de radical quadrado

zero, do tipo Dn, como abaixo:

1 2 3
5
3

5 4
3

4

3
2

2
1

4
3

5

Através de nosso método, é posśıvel concluir que o conjunto

{
2
1
[0], 2[0], 3[−1], 4[−2], 5[−2]

}

forma uma secção Σ no quiver de Auslander-Reiten da categoria derivada dessa álgebra.

Por fim, no caṕıtulo 5, iremos trabalhar com álgebras hereditárias por partes de radical quadrado

zero. Mais especificamente com álgebras do tipo manso, dadas por A = kQ/R2, em que Q é um quiver

com uma certa propriedade. Neste caso iremos apresentar um método explicito para a construção de

uma secção na componente transjectiva de Γ(Db(modA)), a qual só depende da análise dos caminhos

entre os vértices do quiver Q.



Caṕıtulo 1

Conceitos básicos

Neste caṕıtulo, abordaremos brevemente alguns conceitos, propriedades e resultados que serão

usados ao longo do texto. Também iremos fixar algumas notações. Ao longo deste trabalho, sem-

pre estaremos considerando k um corpo algebricamente fechado e iremos trabalhar com k-álgebras

básicas, conexas e de dimensão finita. Iremos considerar mod(A) como sendo a categoria dos A-

módulos, à direita, finitamente gerados. Denotaremos por proj(A) e inj(A) as subcategorias plenas

de mod(A), cujos objetos são os A-módulos projetivos e A-módulos injetivos, respectivamente. Além

disso, dado M ∈ mod(A) denotaremos por p.dim(M) e i.dim(M) as dimensões projetiva e injetiva do

módulo M , respectivamente.

1.1 Álgebras de caminhos e representações

Uma importante classe de álgebras, associativas com unidade e de dimensão finita, são as cha-

madas álgebras de caminhos, as quais são dadas por quivers finitos. Um quiver Q = (Q0, Q1, s, t) é

uma quádrupla formada por um conjunto de vértices Q0, um conjunto de flechas Q1 e duas aplicações

s, t : Q1 → Q0, que associam a cada flecha α ∈ Q1, um ińıcio s(α) e um final t(α), respectivamente.

Um quiver Q é dito finito se Q0 e Q1 são conjuntos finitos. O grafo subjacente de um quiver Q é

obtido, através dele, retirando as orientações de suas flechas. Dizemos que Q é um quiver conexo se

seu grafo subjacente é conexo. Um caminho w, de comprimento �(w) = n ≥ 1, é uma sequência de

flechas w = α1α2 . . . αn tal que s(αi) = t(αi−1), para 1 < i ≤ n. Neste caso, dizemos que w é um

caminho que inicia em s(α1) e termina em t(αn), o qual denotamos por w : s(α1)� t(αn). Para cada

vértice a ∈ Q0, associamos um caminho trivial de comprimento zero, o qual é denotado por εa, em

que s(εa) = t(εa).

Definição 1.1.1. Dados um quiver Q e um corpo k, definimos a álgebra de caminhos kQ como sendo

uma k-álgebra cujo k-espaço vetorial subjacente possui como base o conjunto de todos os caminhos

de Q. Definimos um produto, em kQ, entre dois caminhos w1 = α1 . . . αn e w2 = β1 . . . βm da seguinte

13
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maneira:

w1w2 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, se t(αn) �= s(β1)

α1 . . . αnβ1 . . . βm, se t(αn) = s(β1)

w1, se w2 = εa e t(αn) = a

w2, se w1 = εa e s(β1) = a

Estendendo por linearidade, temos que kQ possui uma estrutura de k-álgebra associativa.

A seguir apresentaremos algumas propriedades a respeito desse tipo de álgebra.

Proposição 1.1.2. Sejam Q um quiver e kQ uma álgebra de caminhos, então:

(a) kQ possui identidade se, e somente se, Q0 é finito.

(b) kQ é de dimensão finita se, e somente se, Q é finito e aćıclico.

(c) kQ é uma álgebra conexa se, e somente se, Q é conexo.

Demonstração. Ver [4], página 45.

Proposição 1.1.3. Seja Q um quiver finito. Então a álgebra kQ é conexa se, e somente se, Q é um quiver

conexo.

Demonstração. Ver [4], página 47.

Proposição 1.1.4. Seja Q um quiver finito sem ciclos orientados. Então a álgebra de caminhos kQ é

hereditária. Por outro lado, se A é uma k-álgebra hereditária, básica de dimensão finita, então existe um

quiver finito Q, sem ciclos orientados, tal que A ∼= kQ.

Demonstração. Ver [20], página 45.

Sejam Q um quiver finito, kQ uma álgebra de caminhos e RQ o ideal de kQ gerado, como ideal,

pelas flechas de Q. Então dizemos que um ideal I de kQ é admisśıvel se existir um inteiro m ≥ 2 tal

que Rm
Q ⊂ I ⊂ R2

Q. Neste caso, o par (Q, I) é chamado quiver com relações. Uma relação em Q é uma

combinação k-linear de caminhos, de comprimento maior ou igual a 2, que possuem mesmo ińıcio

e mesmo final. Todo ideal admisśıvel I de kQ é finitamente gerado por um conjunto de relações. A

álgebra quociente A = kQ/I é chamada álgebra de caminhos sobre um quiver limitado. Neste caso, o

radical de A é dado por rad(A) = RQ/I.

Teorema 1.1.5 (Teorema de Gabriel). Seja A uma k-álgebra básica, conexa e de dimensão finita. Então

existem um quiver finito Q e um ideal admisśıvel I, tal que A ∼= kQ/I.

Demonstração. Ver [4], página 64.
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Representações de um quiver

Seja Q um quiver finito. Uma representação de Q é uma famı́lia M = (M(a),M(α))a∈Q0,α∈Q1 que

associa a cada vértice a ∈ Q0, um k-espaço vetorial M(a) e a cada flecha α : a → b, uma transformação

linear M(α) : M(a) → M(b). Dizemos que uma representação é de dimensão finita se M(v) é um

k-espaço vetorial de dimensão finita para todo v ∈ Q0.

Definição 1.1.6. Sejam M e N duas representações de Q. Um morfismo de representações f : M → N

é uma famı́lia f = (fa)a∈Q0 de transformações k-lineares fa : M(a) → N(a), tais que para cada

α : a → b em Q, tem-se N(α)fa = faM(α), ou seja, o seguinte diagrama comuta:

M(a)

fa
��

M(α) �� M(b)

fb
��

N(a)
N(α)

�� N(b)

Desta forma temos uma categoria Rep(Q) chamada de categoria das representações de Q. Denota-

mos por rep(Q) a subcategoria plena de Rep(Q), cujos objetos são representações de dimensão finita.

Neste caso, temos que rep(Q) e Rep(Q) são k-categorias abelianas.

Dados Q um quiver finito, M ∈ Rep(Q) e w : a � b um caminho em Q, definimos uma avaliação

de M sobre w como sendo uma aplicação k-linear M(w) : M(a) → M(b), tal que:

M(w) = M(α1)M(α2) . . .M(αn)

em que w = α1α2 . . . αn. Tal definição se estende para uma combinação k-linear de caminhos, com

mesmo inicio e mesmo final. Desta maneira, dado um quiver com relações (Q, I), temos que uma

representação M de Q é limitada por I se M(μ) = 0, para todo μ ∈ I. Denotamos por Rep(Q, I) a

subcategoria plena de Rep(Q), consistindo de todas as representações limitadas por I.

O próximo resultado, juntamente com o teorema (1.1.5), nos permite identificar os objetos e

os morfismos da categoria mod(A), em que A é uma álgebra de dimensão finita sobre um corpo

algebricamente fechado k.

Teorema 1.1.7. Sejam (Q, I) um quiver com relações e A = kQ/I sua álgebra de caminhos. Então existe

uma equivalência k-linear de categorias F : mod(A)
∼−→ rep(Q, I).

Demonstração. Ver [4], página 72.
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Quiver de Auslander-Reiten

O quiver de Auslander-Reiten reúne importantes informações da categoria dos módulos finita-

mente gerados, como por exemplo as classes de módulos indecompońıveis e os geradores dos espaços

de morfismos irredut́ıveis em sequências exatas curtas que quase cindem, chamadas sequências de

Auslander-Reiten.

Seja A uma k-álgebra de dimensão finita. Um morfismo f : X → Y , em mod(A), é um mono-

morfismo que cinde (resp. epimorfismo que cinde) se, e somente se, existe um morfismo h : Y → X

tal que hf = idX (resp. fh = idY ). No caso em que f satisfaz qualquer umas das duas condições,

dizemos que f cinde. Um morfismo f ∈ mod(A) é dito irredut́ıvel se ele não cinde e além disso, para

qualquer fatoração f = hg, tem-se que g é um monomorfismo que cinde ou h é um epimorfismo que

cinde.

Definição 1.1.8. Seja A uma álgebra de dimensão finita sobre um corpo algebricamente fechado.

Uma sequência de Auslander-Reiten é uma sequência exata em mod(A)

0 �� X
u �� Y

v �� Z �� 0

que satisfaz as seguintes condições:

(AR1) X e Z são indecompońıveis.

(AR2) v não é um epimorfismo que cinde.

(AR3) Se f : W → Z não é um epimorfismo que cinde, então existe f ′ : W → Y tal que vf ′ = f .

Teorema 1.1.9. Seja A uma k-álgebra de dimensão finita, com k = k. Então, para cada Z ∈ mod(A)

indecompońıvel, não projetivo, existe uma única sequência de Auslander-Reiten 0 → X
u−→ Y

v−→ Z → 0,

a menos de isomorfismo. Neste caso, X ∈ mod(A) é indecompońıvel.

Em uma sequência de Auslander-Reiten 0 → X
u−→ Y

v−→ Z → 0, tem-se que os morfismos u e v

são irredut́ıveis.

Definição 1.1.10. Seja A uma k-álgebra. O radical de Jacobson da categoria mod(A) é o ideal bilateral

dado por:

radA(X,Y ) = {f ∈ HomA(X,Y ); 1Y − fg é invert́ıvel, para todo g ∈ HomA(Y,X)}

para quaisquer X,Y ∈ mod(A).
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Tendo definido o radical de uma categoria de módulos, podemos definir de forma recursiva radnA(X,Y ),

para n > 1. Tal definição pode ser encontrada em [5] página 179. Em particular, temos:

rad2A(X,Y ) = {gf ; f ∈ radA(X,Z) e g ∈ radA(Z, Y ), para algum Z ∈ mod(A)}

Observe que rad2A(X,Y ) ⊂ radA(X,Y ). Se adicionarmos a X e Y a hipótese de que são inde-

compońıveis, podemos concluir que um morfismo f : X → Y é irredut́ıvel se, e somente se, f ∈
radA(X,Y )/ rad2A(X,Y ), (ver [4], pág. 100). Dessa forma, definimos então o quociente

Irr(X,Y ) = radA(X,Y )/ rad2A(X,Y )

que chamamos de espaço dos morfismos irredut́ıveis.

Neste caso, a dimensão de Irr(X,Y ) é igual ao número máximo de morfismos irredut́ıveis de X

para Y , que são linearmente independentes.

Definição 1.1.11. Podemos definir o quiver de Auslander-Reiten Γ(modA) da seguinte forma:

• Os vértices de Γ(mod(A)) são as classes de isomorfismos [X] dos módulos indecompońıveis

X ∈ mod(A).

• Se [X] e [Y ] são dois vértices de Γ(modA), correspondentes aos módulos X e Y , então o número

de flechas de [X] para [Y ] é igual a dimensão do k-espaço vetorial Irr(X,Y ).

1.2 Categorias Trianguladas

Nesta seção apresentaremos a definição de categoria triangulada e listaremos suas propriedades

básicas. Para mais informações ver [20].

Definição 1.2.1. Uma categoria A é dita aditiva se satisfaz:

• Para todo X,Y ∈ A0, HomA(X,Y ) é um grupo abeliano, e a composição de morfismos é bilinear.

HomA(Y, Z)×HomA(X,Y ) −→ HomA(X,Z)

(γ, α+ β) �−→ γα+ γβ

(α+ β, γ) �−→ αγ + βγ

• Possui objeto zero.
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• Toda famı́lia finita de objetos de A admite um produto e uma soma direta em A.

Definição 1.2.2. Seja T uma categoria aditiva e S : T → T um automorfismo de T . Ao funtor S

chamaremos de funtor suspensão. Utilizaremos a seguinte notação, Sn(X) = X[n] e Sn(f) = f [n],

diremos que X[n] é o n-ésimo shift do objeto X.

Definição 1.2.3. Um triângulo em T é uma sequência de objetos e morfismos em T da forma

X
u−→ Y

v−→ Z
w−→ X[1]

Um morfismo de triângulos em T é uma tripla (f, g, h) de morfismos tal que o seguinte diagrama

comuta:

X
u ��

f
��

Y
v ��

g

��

Z
w ��

h
��

X[1]

f [1]
��

X ′
u′

�� Y ′
v′

�� Z ′
w′

�� X ′[1]

Se os morfismos f, g, h são isomorfismos em T , então o morfismo de triângulos é dito isomorfismo.

Definição 1.2.4. Uma categoria triangulada é uma tripla (T , S,F) em que T é uma categoria aditiva,

S é o funtor suspensão e F é uma famı́lia de triângulos exatos (ou distinguidos), os quais satisfazem

os seguintes axiomas:

(TR1) Todo triângulo isomorfo a um triângulo exato também é exato. Para cada objeto X em T , o

triângulo

X
IdX �� X �� 0 �� X[1]

é um triângulo exato. Todo morfismo u : X → Y em T pode ser completado para formar um

triângulo exato

X
u �� Y �� Z �� X[1] .

(TR2) Um triângulo X
u �� Y

v �� Z
w �� X[1] é um triângulo exato se, e somente se, o triângulo

Y
v �� Z

w �� X[1]
−u[1] �� Y [1]

é um triângulo exato.

(TR3) Dados dois triângulos exatos X
u �� Y

v �� Z
w �� X[1] e A

u′
�� B

v′ �� C
w′

�� A[1] , cada
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diagrama comutativo

X
u ��

f

��

Y
v ��

g

��

Z
w �� X[1]

f [1]

��
A

u′
�� B

v′
�� C

w′
�� A[1]

pode ser completado de maneira a formar um morfismo de triângulos (não necessariamente

único).

(TR4) Dados triângulos exatos (α1, α2, α3), (β1, β2, β3) e (γ1, γ2, γ3) com γ1 = β1α1, existe um triângulo

exato (δ1, δ2, δ3) fazendo comutar o diagrama abaixo,

X

1

��

α1 �� Y

β1

��

α2 �� U

δ1
��

α3 �� X[1]

1[1]

��
X

γ1 �� Z

β2

��

γ2 �� V

δ2
��

γ3 �� X[1]

α1[1]

��
W

β3

��

1 �� W

δ3
��

β3 �� Y [1]

Y [1]
α2[1] �� U [1]

O axioma (TR4) também é conhecido como Axioma do Octaedro.

Lema 1.2.5. Seja X
u �� Y

v �� Z
w �� X[1] um triângulo exato. Então a composição de quaisquer

dois morfismos consecutivos é nula.

Proposição 1.2.6. Seja X
u−→ Y

v−→ Z
w−→ X[1] um triângulo exato em uma categoria triangulada T .

Então para todo objeto X0 ∈ T , as seguintes sequências são exatas:

Hom(X0, X)
Hom(X0,u) �� Hom(X0, Y )

Hom(X0,v) �� Hom(X0, Z)

Hom(Z,X0)
Hom(v,X0) �� Hom(Y,X0)

Hom(u,X0) �� Hom(X,X0)

Lema 1.2.7. Seja X
u−→ Y

v−→ Z
w−→ X[1] um triângulo exato. Então são equivalentes:

(i) u é um isomorfismo.

(ii) Z = 0

Proposição 1.2.8. As seguintes afirmações são equivalentes para um triângulo exato

X
u−→ Y

v−→ Z
w−→ X[1]
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(a) u é um monomorfismo que cinde.

(b) v é um epimorfismo que cinde.

(c) w = 0.

Definição 1.2.9. Dado um morfismo u : X → Y em uma categoria triangulada T , existe um triângulo

X
u−→ Y

v−→ Z
w−→ X[1]. Dizemos que Z é o cone de u.

Dado um morfismo em uma categoria triangulada, temos que seu cone está unicamente definido

a menos de isomorfismos.

1.3 Categoria dos complexos e de homotopia

Seja A uma categoria aditiva, um complexo sobre A é uma famı́lia X• = (Xn, dnX)n∈Z de objetos

Xn ∈ A e morfismos dnX : Xn → Xn+1 tais que dndn−1 = 0, para todo n ∈ Z. Podemos representar o

complexo X• da seguinte maneira:

X• : · · · �� Xn−1
dn−1
X �� Xn

dnX �� Xn+1 �� · · ·

Cada objeto Xn é chamado de componente homogênea de grau n. Iremos definir o comprimento de

X• como sendo igual a quantidade de componentes homogêneas não nulas, e denotaremos por �(X•).

Dados dois complexos X• = (Xn, dnX) e Y • = (Y n, dnY ), um morfismo de complexos f• : X• → Y •

é uma famı́lia de morfismos fn : Xn → Y n tal que fndn−1
X = dn−1

Y fn−1, para todo n ∈ Z, ou seja,

temos que o seguinte diagrama comuta:

X• :

f•

��

· · · �� Xn−1

fn−1

��

dn−1
X �� Xn

fn

��

dnX �� Xn+1

fn+1

��

�� · · ·

Y • : · · · �� Y n−1

dn−1
Y

�� Y n
dnY

�� Y n+1 �� · · ·

Dizemos que f• : X• → Y • é um isomorfismo se fn : Xn → Y n é um isomorfismo, para todo n ∈ Z.

Os complexos sobre uma categoria aditiva A formam a categoria C(A), chamada de categoria dos

complexos sobre A. Dizemos que um complexo é limitado inferiormente (resp. superiormente) se

existe n0 ∈ Z tal que Xn = 0, para todo n < n0 (resp. n > n0). Dizemos que um complexo X• é

limitado, se ele for limitado superiormente e inferiormente. Denotaremos por C+(A), C−(A) e Cb(A)
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as subcategorias plenas de C(A), cujos objetos são os complexos limitados inferiormente, limitados

superiormente e limitados, respectivamente.

Proposição 1.3.1. Seja A uma categoria aditiva, então o funtor C : A → C(A), que associa X ∈ A ao

complexo X• dado por X0 = X e Xn = 0, ∀n �= 0, é fiel e pleno.

Todo objeto X em A pode ser considerado um complexo dado por:

X• : · · · �� 0 �� 0 �� X �� 0 �� 0 �� · · ·

Esse tipo de complexo é conhecido como 0-complexo ou stalk.

Definição 1.3.2. Uma categoria A é abeliana se é aditiva, possui kernel e cokernel, todo monomor-

fismo é kernel de algum morfismo, todo epimorfismo é cokernel de algum morfismo, e todo morfismo

f : X → Y pode ser escrito como X
u−→ I

v−→ Y , em que u é um epimorfismo e v é um monomor-

fismo.

No caso em que A é uma categoria abeliana, tem-se que C(A) também é uma categoria abeliana.

A seguir vamos definir o shift de um complexo X•, o qual é dado pela aplicação do funtor suspensão

em C(A).

Definição 1.3.3. Definimos o shift de um complexo X• como sendo um novo complexo X•[1] dado

por:

(X•[1])n = Xn+1, (dX[1])
n = −dn+1

X

Para f• : X• → Y •, definimos o cone Cf• por:

Cf• = ((X•[1])n ⊕ Y n, dnCf• ); dnCf• =

⎛
⎝ −dn+1

X 0

fn+1 dnY

⎞
⎠

Categoria de Homotopia

Considere dois morfismos f•, g• : X• → Y • em C(A). Dizemos que f• e g• são homotópicos,

e denotamos por f• ∼ g•, se existe uma famı́lia (sn)n∈Z de morfismos sn : Xn → Y n−1 em A
satisfazendo:

fn − gn = dn−1
Y sn + sn+1dnX , para todo n ∈ Z,
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isto é, temos o seguinte diagrama comutativo:

· · · �� Xn−1

��

dn−1
X �� Xn

sn

��
fngn

��

dnX �� Xn+1

sn+1

�� ��

�� · · ·

· · · �� Y n−1

dn−1
Y

�� Y n
dnY

�� Y n+1 �� · · ·

Note que a relação de equivalência ∼ é uma congruência. Portanto podemos definir a categoria

quociente C(A)/ ∼.

Definição 1.3.4. Definimos a categoria de homotopia de complexos, denotada por K(A), da seguinte

forma:

• Objetos de K(A) = Objetos de C(A).

• HomK(A)(X
•, Y •) = HomC(A)(X

•, Y •)/ ∼

Aqui também temos que o funtor K : A → K(A) é fiel e pleno.

De maneira análoga as subcategorias dos complexos, as categorias de homotopia de C+(A), C−(A) e

Cb(A) serão denotadas, respectivamente, por K+(A), K−(A) e Kb(A).

Proposição 1.3.5. Um complexo X• ∈ C(A) é isomorfo a zero em K(A) se, e somente se, X• é isomorfo

a uma soma direta de complexos da forma:

Z• : · · · �� 0 �� Z
id �� Z �� 0 �� · · ·

Demonstração. Ver [32], página 307.

Proposição 1.3.6. Seja f• um morfismo de complexos, então as seguintes afirmações são equivalentes:

(i) f• é homotópico à zero.

(ii) f•[1] é homotópico à zero.

Como consequência deste resultado, temos que o funtor suspensão induz o seguinte isomorfismo:

HomK(A)(X
•, Y •) ∼= HomK(A)(X

•[1], Y •[1])

Proposição 1.3.7. Seja A uma categoria aditiva. Então a categoria de homotopia K(A) é uma categoria

triangulada.
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Demonstração. Ver [32], página 312.

Note que se A é uma categoria abeliana, então K(A) é uma categoria aditiva. Porém a categoria

K(A) pode não ser abeliana.

Definição 1.3.8. Uma categoria aditiva A é chamada de Krull-Schmidt se todo objeto X de A possui

uma decomposição X = X1 ⊕ · · · ⊕ Xn, em que cada Xi é um objeto indecompońıvel cujo anel de

endomorfismo EndA(Xi) é local.

Proposição 1.3.9. Seja A uma k-álgebra de dimensão finita, então:

(i) Cb(modA) e Cb(projA) são k-categorias Hom-finitas e Krull-Schmidt.

(ii) Kb(modA) e Kb(projA) são k-categorias Hom-finitas e Krull-Schmidt.

Demonstração. Ver [24], página 37.

Cohomologia

Definição 1.3.10. Seja X• um complexo em C(A). Definimos a n-ésima cohomologia do complexo

X• como:

Hn(X•) =
Ker(dn)

Im(dn−1)
.

Note que se f• : X• → Y • é um morfismo de complexos, temos:

fn(Ker(dnX)) ⊂ Ker(dnY ) e fn(Im(dn−1
X )) ⊂ Im(dn−1

Y ), ∀n ∈ Z

Portanto para cada f• : X• → Y •, existe Hn(f•) : Hn(X•) → Hn(Y •).

Proposição 1.3.11. Para cada n ∈ Z, temos que Hn( ) : C(A) → A é um funtor. Além disso, temos as

seguintes propriedades:

Hn(X•[1]) = Hn+1(X•) e Hn(f•[1]) = Hn+1(f•).

Teorema 1.3.12. Sejam f•, g• : X• → Y • dois morfismos homotópicos em C(A), então Hn(f•) =

Hn(g•), para todo n ∈ Z.

Demonstração. Por definição temos Hn(f•)(x) = fn(x) e Hn(g•)(x) = gn(x). Mostremos que fn(x)−
gn(x) ∈ Im(dn−1

Y ). De fato, como f• ∼ g•, então existe um morfismo sn : X• → Y • tal que

fn(x)− gn(x) = (fn − gn)(x) = dn−1
Y sn(x) + sn+1dnX(x), para cada n ∈ N.
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Uma vez que x ∈ Ker(dnX), segue que fn(x)− gn(x) = dn−1
Y sn(x). Portanto fn(x)− gn(x) ∈ Im(dn−1

Y )

e segue que Hn(f•) = Hn(g•).

Definição 1.3.13. Um morfismo f• : X• → Y • é dito quase isomorfismo se

Hn(f•) : Hn(X•) → Hn(Y •)

for isomorfismo para todo n ∈ Z.

1.4 Categoria derivada

Seja A uma categoria abeliana. A categoria derivada D(A) é uma categoria tal que existe um funtor

Q : K(A) → D(A) que leva quase isomorfismos em isomorfismos, e satisfaz a seguinte propriedade

universal: se F : K(A) → C é um funtor tal que F (f•) é isomorfismo para todo f• quase isomorfismo,

então F se fatora por Q, ou seja, existe um único funtor G tal que F = G ◦Q.

K(A)

F
��

Q �� D(A)

G
��

C

Se A é uma categoria abeliana, então a categoria derivada D(A) é uma categoria aditiva. Além disso,

D(A) também é uma categoria triangulada.

Definição 1.4.1. Seja A uma categoria abeliana, então dada K(A) categoria aditiva, temos que a

categoria derivada D(A) é da seguinte forma:

• Objetos de D(A) = Objetos de K(A).

• f ∈ HomD(A)(X,Y ) é dado por uma classe de equivalência de pares s−1f dados por:

s−1f = (X
f−→ U

s←− Y )

em que s é um quase isomorfismo.
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Dizemos que (X
f−→ U

s←− Y ) ∼ (X
g−→ V

t←− Y ) se existe um diagrama comutativo

U

α

��
X

f

��

h ��

g
��

W Yu
��

s

		

t




V

β

��

em que u é um quase isomorfismo, ou seja,

s−1f ∼ t−1g ⇐⇒ (αs)−1(αf) = u−1h = (βt)−1(βg)

a composição dos morfismos em D(A) pode ser visualizada pelo seguinte diagrama:

W

U

h

��

V

u

		

X

f
��

Y

s

		
g

��

Z

t

��

ou seja,

(t−1g)(s−1f) = (ut)−1(hf)

Para mais informações a respeito dos morfismos em D(A), ver [30] página 12.

Teorema 1.4.2. Seja A uma categoria abeliana e considere C(A), K(A) e D(A) as categorias de com-

plexo, de homotopia e derivada sobre A, respectivamente. Se denotarmos por F o funtor que representa a

composição

A → C(A) → K(A) → D(A)

então temos que F é fiel e pleno.

Demonstração. Seja F : A → D(A), para cada objeto X ∈ A temos que F (X) é um 0-complexo tendo

grau zero igual a X. Para cada morfismo f : X → Y , tem-se que F (f) é a classe de equivalência do

morfismo (F (X)
f−→ F (Y )

idY←− F (Y )). Observe que a composição de F com o funtor de cohomologia

H0 : D(A) → A é igual a identidade de A. Mostremos que F é fiel. De fato, se F (f) = 0, então existe

um quase isomorfismo s tal que s ◦ f é homotópico a zero. Então H0(s)H0(f) = 0, como H0(s) é um

isomorfismo, temos que f = H0(f) = 0.
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Agora mostremos que F é pleno. De fato, seja (F (X)
f−→ Z

s←− F (Y )) um representante da classe

de equivalência de um morfismo de F (X) para F (Y ) em D(A). Como s é um quasi-isomorfismo, o

complexo Z possui cohomologia igual a Y no grau zero, e zero nos demais graus. Portanto o morfismo

de complexos:

Z

u

��

· · · �� Z−1

��

d−1
�� Z0

u0

��

d0 �� Z1 d1 �� Z2 �� · · ·

U · · · �� 0
d−1

�� Z0/ Im(d−1)
h0

�� Z1 d1 �� Z2 �� · · ·

é um quase isomorfismo. Além disso, Y
(us)0−→ Z0/ Im(d−1) é o kernel de Z0/ Im(d−1)

h0

−→ Z1. Note

que, h0 ◦u0 ◦f = d0 ◦f = 0, então existe um único morfismo X
g−→ Y em A tal que u0 ◦s0 ◦g = u0 ◦f .

Portanto temos o seguinte diagrama comutativo,

Z

u
��

X

f
��

u◦f ��

g ��

U Yu◦s��

s

		

idY


Y

u◦s
��

o qual implica que s−1 ◦ f e id−1
Y ◦ g são equivalentes em D(A).

Em [30] podem ser encontradas mais informações a respeito do teorema acima.

Definição 1.4.3. Sejam A e C duas categorias trianguladas. Um funtor F : A → C é dito funtor

exato se leva triângulos distinguidos de A em triângulos distinguidos de C . No caso em que F é uma

equivalência de categorias, dizemos que F : A
∼−→ C é uma equivalência triangulada.

Denotaremos por K−,b(A) e K+,b(A) as categorias de homotopia dos complexos limitados superi-

ormente e inferiormente, respectivamente, e que possuem homologia limitada. Analogamente deno-

taremos as respectivas subcategorias de D(A), por D−,b(A) e D+,b(A) e a categoria derivada sobre os

complexos limitados será denotada por Db(A).

A seguir apresentamos a definição de álgebra hereditária por partes, a qual pode ser encontrada

em [20], página 152.

Definição 1.4.4. Seja A uma k-álgebra de dimensão finita. Dizemos que A é hereditária por partes

se existe uma equivalência triangulada Db(modA) ∼= Db(mod kQ), em que Q é um quiver finito sem

ciclos orientados.
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Vale salientar que existe uma definição mais geral a respeito das álgebras hereditárias por partes,

porém neste texto iremos utilizar a definição acima.

Proposição 1.4.5. Sejam A e B duas k-álgebras de dimensão finita, tais que existe uma equivalência

triangulada Db(modA) ∼= Db(modB). Então A tem dimensão global finita se, e somente se, B tem

dimensão global finita.

Demonstração. Ver [19], página 344.

Neste trabalho estamos interessados em trabalhar com álgebras hereditárias por partes, de di-

mensão finita. Note que, pela proposição (1.1.4), temos que se Q é um quiver finito, sem ciclos

orientados, então a álgebra de caminhos kQ é hereditária, isto é, gl.dim(kQ) ≤ 1. Portanto pela

proposição anterior, temos que se A é uma álgebra hereditária por partes de dimensão finita, segue

que A possui dimensão global finita.

Em [20], é apresentado o seguinte resultado que identifica a categoria derivada Db(modA) com

as categorias K−,b(projA) e K+,b(injA).

Proposição 1.4.6. Seja A uma k-álgebra Noetheriana, com k = k, então temos as seguintes equivalências

trianguladas:

Db(modA) ∼= K−,b(projA) e Db(modA) ∼= K+,b(injA).

No caso em que A possui dimensão global finita, tem-se

Db(modA) ∼= Kb(projA) ∼= Kb(injA).

Demonstração. Ver [20], página 29.

Posteriormente, quando formos construir o quiver de Auslander-Reiten da categoria Db(modA),

em que A é hereditária por partes, iremos utilizar a equivalência acima e representar os objetos como

sendo complexos de módulos projetivos. Em Db(modA) um módulo X ∈ mod(A) é representado pelo

seguinte 0-complexo:

X• = · · · → 0 → 0 → X → 0 → 0 → · · ·

Porém em Kb(projA), representamos esse mesmo módulo X ∈ mod(A) pela sua resolução projetiva.

Ao longo do texto usaremos essas duas representações.
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Neste trabalho estamos interessados em obter informações a respeito dos morfismos da categoria

Db(modA) a partir dos morfismos de mod(A). O seguinte resultado nos fornece uma relação entre

HomA(X,Y ) e HomDb(A)(X,Y ), para X,Y ∈ mod(A).

Teorema 1.4.7. Sejam A uma k-álgebra de dimensão finita e X,Y ∈ mod(A), então:

(i) HomDb(A)(X[m], Y [n]) ∼= HomDb(A)(X,Y [n−m]), ∀n,m ∈ Z;

(ii) HomDb(A)(X,Y ) ∼= HomA(X,Y )

(iii) HomDb(A)(X,Y [n]) ∼= ExtnA(X,Y ), ∀n > 0;

(iv) HomDb(A)(X,Y [n]) = 0, ∀n < 0;

Demonstração. Ver [16], página 166 e também [30], página 14.

1.5 Teoria inclinante

Definição 1.5.1. Um A-módulo T é chamado de inclinante se as seguintes condições são satisfeitas:

(T1) p.dim(TA) ≤ 1.

(T2) Ext1A(T, T ) = 0.

(T3) Existe uma sequência exata curta 0 → AA → T ′
A → T ′′

A → 0, com T ′, T ′′ ∈ addT .

Observação 1.5.2. Posteriormente, foi provado em [12] que o axioma (T3) pode ser substitúıdo pela

seguinte condição.

(T3’) O número de somandos diretos indecompońıveis de T (a menos de isomorfismo) é igual ao

número de módulos simples definidos sobre a álgebra A (a menos de isomorfismo).

Cada A-módulo inclinante T induz um par de torção (T (T ), F (T )) na categoria mod(A), em que:

T (T ) := Gen(T ) = {X ∈ mod(A); Ext1A(T,X) = 0}

F (T ) := T⊥ = {X ∈ mod(A); HomA(T,X) = 0}.

Além disso, T também induz um par de torção (X (T ), Y(T )) na categoria mod(B), em que B =

EndA(T ), dado por:

X (T ) = {X ∈ mod(B); HomB(X,DT ) = 0} = {X ∈ mod(B); X ⊗B T = 0}
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Y(T ) = {Y ∈ mod(B); Ext1B(Y,DT ) = 0} = {Y ∈ mod(B); TorB1 (Y, T ) = 0}

O Teorema de Brenner-Butler relaciona esses pares de torção entre as categorias mod(A) e mod(B),

em que B = End(T ).

Teorema 1.5.3 (Brenner-Butler). Considere T um A-módulo inclinante e B = End(T ). Sejam (T (T ),F (T ))

e (X (T ),Y(T )) os pares de torção induzidos por T em mod(A) e mod(B), respectivamente. Então seguem

os seguintes resultados:

(a) Os funtores HomA(T, ) e ⊗B T induzem uma equivalência entre T (T ) e Y(T ).

(b) Os funtores Ext1A(T, ) e TorB1 ( , T ) induzem uma equivalência entre F (T ) e X (T ).

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada em [4] na página 207.

Definição 1.5.4. Seja T um A-módulo inclinante e B = End(T ). Então dizemos que T é cindido se o

par de torção (X (T ),Y(T )) é cindido em mod(B), isto é, cada B-módulo indecompońıvel pertence a

X (T ) ou pertence a Y(T )

F (T ) T (T )

Y(T ) X (T )

Γ(modA) :

Γ(mod(EndT )) :

Teorema 1.5.5. Seja T um A-módulo inclinante e B = End(T ). Então T é cindido se, e somente se,

i.dim(N) = 1 para todo N ∈ F (T ).

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada em [4] na página 230.

Se A é uma álgebra hereditária e T é um A-módulo inclinante, temos como consequência imediata

que T é cindido, pois neste caso gl.dim(A) ≤ 1.

Definição 1.5.6. Dizemos que B é uma álgebra inclinada se existe um módulo inclinante T sobre uma

álgebra hereditária A tal que B = End(T ).

Definição 1.5.7. Dizemos que uma álgebra Λ é inclinada iterada de tipo Δ, se existe uma sequência

finita de triplas (Ai, Ti,End(Ti) = Ai+1)0≤i≤m−1, onde A0 = kΔ, Am = Λ e cada Ti é um Ai-módulo

inclinante cindido.

No decorrer deste texto, iremos trabalhar com categorias derivadas de álgebras hereditárias por

partes. Happel, Rickard e Schofield apresentaram, em [22], um resultado que fornece uma relação

entre as álgebras hereditárias por partes e as álgebras inclinadas iteradas.
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Teorema 1.5.8. Se Λ é uma k-álgebra e Δ é um quiver finito e aćıclico, então são equivalentes:

(i) Λ é uma álgebra hereditária por partes do tipo Δ.

(ii) Λ é uma álgebra inclinada iterada do tipo Δ.

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada em [20] na página 179.

Lembremos que Λ é hereditária por partes do tipo Δ se existe uma equivalência triangulada entre

Db(modΛ) e Db(mod kΔ).

Proposição 1.5.9. Seja Λ uma álgebra hereditária por partes do tipo Dynkin. Se X é um Λ-módulo

indecompońıvel, então temos ExtiΛ(X,X) = 0 para i ≥ 1.

Demonstração. Denotemos por F o funtor da equivalência triangulada de Db(modΛ) para Db(mod kΔ).

Então temos que F (X) ∼= X ′[j] para algum X ′ ∈ mod(kΔ) indecompońıvel e algum j ∈ Z. Então

ExtiΛ(X,X) ∼= HomDb(Λ)(X,X[i])

∼= HomDb(kΔ)(F (X), F (X)[i])

∼= HomDb(kΔ)(X
′[j], X ′[j + i])

∼= HomDb(kΔ)(X
′, X ′[i])

∼= ExtikΔ(X
′, X ′)

Como Δ é Dynkin, então para todo X ′ indecompońıvel temos que ExtikΔ(X
′, X ′) = 0, para i ≥ 1.

Portanto segue que ExtiΛ(X,X) = 0 para i ≥ 1.

Funtor derivado

Considere T ∈ mod(A) um módulo inclinante e B = End(T ). Então existe uma equivalência

triangulada Db(modA) ∼= Db(modB) dada pelo seguinte funtor derivado:

RHom(T, ) : Db(modA) → Db(modB)

A seguir apresentaremos uma caracterização de como esse funtor age nos objetos da categoria

mod(A) ⊂ Db(modA), tal caracterização pode ser encontrada em [32], na página 355.

Proposição 1.5.10. Seja T um A-módulo inclinante e B = End(T ). Então para X ∈ mod(A), temos

que RHom(T,X) é um complexo tal que:

Hn(RHom(T,X)) = ExtnA(T,X)
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Mais detalhes sobre esse funtor derivado podem ser encontrados em [16], na página 194, e também

em [27], na página 364.

Utilizando o resultado acima, podemos caracterizar os objetos RHom(T,X), em que X ∈ T (T )

ou X ∈ F (T ). De fato,

• Para X ∈ T (T ): ⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

Ext0A(T,X) = HomA(T,X)

Ext1A(T,X) = 0, pois X ∈ T (T )

ExtnA(T,X) = 0, ∀n ≥ 2, pois p.dim(T ) ≤ 1

portanto temos:

RHom(T,X) = . . . → 0 → 0 → HomA(T,X)︸ ︷︷ ︸
posição 0

→ 0 → 0 → . . .

• Para X ∈ F (T ): ⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

Ext0A(T,X) = HomA(T,X) = 0, pois X ∈ F (T )

Ext1A(T,X) = Ext1A(T,X)

ExtnA(T,X) = 0, ∀n ≥ 2, pois p.dim(T ) ≤ 1

portanto temos:

RHom(T,X) = . . . → 0 → 0 → 0 → Ext1A(T,X)︸ ︷︷ ︸
posição 1

→ 0 → . . .

Disto segue que,

RHom(T,X) =

⎧⎨
⎩ HomA(T,X), se X ∈ T (T )

Ext1A(T,X)[−1], se X ∈ F (T )

Esse resultado será muito útil quando formos analisar o comportamento de alguns morfismos na

categoria derivada.



Caṕıtulo 2

Triângulos de Auslander-Reiten na categoria deri-

vada

Uma das técnicas mais eficientes para se estudar a estrutura da categoria de módulos de uma

álgebra é a Teoria de Auslander-Reiten. Esta teoria permite explicitar as classes de módulos indecom-

pońıveis e os geradores dos espaços de morfismos irredut́ıveis em sequências exatas curtas que quase

cindem, chamadas sequências de Auslander-Reiten.

Embora a categoria de módulos e a categoria derivada possuam estruturas diferentes, uma é abeli-

ana e a outra é triangulada, uma teoria similar, também conhecida como Teoria de Auslander-Reiten,

existe no âmbito das categorias derivadas. Esta teoria foi desenvolvida por Dieter Happel. Neste

contexto, o papel das sequências de Auslander-Reiten é desempenhado por triângulos de Auslander-

Reiten, ou seja, os complexos indecompońıveis e os geradores de morfismos irredut́ıveis ocorrem em

triângulos. O objetivo deste caṕıtulo é provar dois resultados, os teoremas (2.2.5) e (2.2.6). Através

dos quais, podemos fazer uma prova parcial do seguinte resultado.

Teorema: Seja 0 �� X
u �� Y

v �� Z �� 0 uma sequência de Auslander-Reiten e w o seu elemento

correspondente em HomDb(A)(Z,X[1]) = Ext1A(Z,X). Então são equivalentes:

(i) X
u �� Y

v �� Z
w �� X[1] é um triângulo de Auslander-Reiten em Db(modA).

(ii) i.dim(X) ≤ 1 e p.dim(Z) ≤ 1.

(iii) HomA(I,X) = 0 para todo injetivo I, e HomA(Z,P ) = 0 para todo projetivo P .

Este resultado foi afirmado por Happel, em [20], sem apresentar uma prova. Aqui provaremos,

como consequência dos teoremas (2.2.5) e (2.2.6), que (i) implica (ii).

2.1 Algumas propriedades gerais

Seja C uma categoria triangulada tal que HomC (X,Y ) é um k-espaço vetorial de dimensão finita,

∀X,Y ∈ C . Além disso, assuma que o anel de endomorfismo de um objeto indecompońıvel é local.

Neste caso, temos que C é uma categoria Krull-Schimidt.

32
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Definição 2.1.1. Um triângulo X
u−→ Y

v−→ Z
w−→ X[1], em C , é chamado de triângulo de Auslander-

Reiten se as seguintes condições são satisfeitas:

(AR1) X e Z são indecompońıveis;

(AR2) w �= 0;

(AR3) Se f : W → Z não é um epimorfismo que cinde, então existe f ′ : W → Y tal que v ◦ f ′ = f .

Dizemos que C possui triângulos de Auslander-Reiten se, para todo objeto indecompońıvel Z ∈ C ,

existe um triângulo satisfazendo as condições acima.

Proposição 2.1.2. Dado um triângulo X
u−→ Y

v−→ Z
w−→ X[1], em C , são equivalentes:

(i) w �= 0;

(ii) u não é monomorfismo que cinde;

(iii) v não é epimorfismo que cinde.

Demonstração. Ver [18], página 642.

Proposição 2.1.3. Dado um triângulo X
u−→ Y

v−→ Z
w−→ X[1], em C , são equivalentes:

(i) A propriedade (AR3);

(ii) Se f : W → Z não é um epimorfismo que cinde, então w ◦ f = 0;

Demonstração. É fácil ver que (i) implica (ii). Mostremos que (ii) implica (i). Como HomC (W, ) é

um funtor cohomológico, temos a seguinte sequência exata:

HomC (W,Y )
HomC (W,v) �� HomC (W,Z)

HomC (W,w) �� HomC (W,X[1])

Como wf = 0, temos f ∈ Ker(HomC (W,w)) = Im(HomC (W, v)). Logo existe f ′ ∈ HomC (W,Y ) tal

que f = vf ′.

Teorema 2.1.4. Seja A uma k-álgebra de dimensão finita, então temos que as seguintes afirmações são

válidas.

(i) Seja Z• ∈ K−,b(projA) indecompońıvel. Então existe um triângulo de Auslander-Reiten X• →
Y • → Z• → X•[1] se, e somente se, Z• ∈ Kb(projA).

(ii) Seja X• ∈ K+,b(injA) indecompońıvel. Então existe um triângulo de Auslander-Reiten X• → Y • →
Z• → X•[1] se, e somente se, X• ∈ Kb(injA).
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Demonstração. Ver [18], página 644.

Como consequência imediata do teorema anterior, temos o seguinte corolário.

Corolário 2.1.5. Seja A uma k-álgebra de dimensão finita. Então Db(modA) possui triângulos de

Auslander-Reiten se, e somente se, A possui dimensão global finita.

2.2 Algumas propriedades homológicas

Dizemos que um complexo X• ∈ C(projA) é um complexo projetivo minimal se, para dn : Xn →
Xn+1, tem-se Im(dn) ⊂ rad(Xn+1), ∀n ∈ Z. No caso em que A é uma k-álgebra de dimensão finita,

com k algebricamente fechado, temos que todo complexo X• ∈ C(projA) é isomorfo em K(projA) a

um complexo projetivo minimal. Para mais informações ver [17], página 2733.

Lema 2.2.1. Seja A uma k-álgebra de dimensão finita e M,N ∈ mod(A). Se f : M → N é um morfismo

não nulo, tal que Im(f) ⊂ rad(N), então f não é um epimorfismo e nem um monomorfismo que cinde.

Demonstração. Suponha que f seja epimorfismo, então f(M) = N . Porém por hipótese temos f(M) ⊂
rad(N), ou seja, f(M) = N ⊂ rad(N) o que é uma contradição. Portanto f não é um epimorfismo.

Agora suponha que f seja monomorfismo que cinde, ou seja, existe f ′ tal que f ′f = IdM . Denotando

U = Coker(f), temos que existe um isomorfismo ψ : N → M⊕U , tal que o seguinte diagrama comuta.

0 �� M
f ��

id
��

N
g ��

ψ
��

U

id
��

�� 0

0 �� M (
1
0

) �� M ⊕ U
( 0 1 )

�� U �� 0.

Aqui ψ é dada por ψ =
(

f ′
g

)
. Como f é monomorfismo que cinde, temos da igualdade ψ ◦ f =(

1
0

)
IdM que ψ(f(M)) = M . Como f(M) ⊂ rad(N), então

M = ψ(f(M)) ⊂ ψ(rad(N)) ⊂ rad(M ⊕ U) = rad(M)⊕ rad(U)

Analisando a construção da ψ, segue que M = ψ(f(M)) ⊂ rad(M), o que é um absurdo, pois rad(M)

é um submódulo próprio de M . Portanto f não é um monomorfismo que cinde.

Para as demonstrações dos próximos resultados, faremos uso da seguinte definição.

Definição 2.2.2. Seja A uma k-álgebra de dimensão finita e considere A uma subcategoria aditiva de

mod(A). Seja Z• ∈ C(A ) um complexo satisfazendo Zi = 0, ∀i > 0. Então, dado n < 0, definimos o
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complexo truncado Z•
n da seguinte maneira:

Zi
n =

⎧⎨
⎩ 0, se i < n

Zi, se i ≥ n
, com diZn

= diZ , ∀i ≥ n.

Note que, pela definição de Z•
n, existe um morfismo μ•

n : Z•
n → Z• dado por:

⎧⎨
⎩ μi

n = id, ∀i ≥ n

μi
n = 0, ∀i < n

Além disso, na categoria de homotopia, o cone de μ•
n é isomorfo ao complexo:

(Z ′
n)

• =

⎧⎨
⎩ (Z ′

n)
i = 0, ∀i ≥ n

(Z ′
n)

i = Zi, ∀i < n
, diZ′

n
=

⎧⎨
⎩ 0, ∀i ≥ n− 1

diZ , ∀i < n− 1

Denotamos por π•
n : Z• → (Z ′

n)
• o morfismo induzido dado por

πi
n =

⎧⎨
⎩ id, ∀i < n

0, caso contrário

Note que dn−1
Z induz um morfismo d•n : (Z ′

n)
• → Z•

n[1]. Em particular, obtemos o seguinte triângulo

na categoria de homotopia:

Z•
n

μ•
n−→ Z• π•

n−→ (Z ′
n)

• d•n−→ Z•
n[1]

Z•
n

μ•
n

��

. . . �� 0

0
��

�� 0

0
��

�� Zn

id
��

�� . . . �� Z−1

id
��

�� Z0

id
��

�� 0

��

�� . . .

Z•

π•
n

��

. . . �� Zn−2

id
��

�� Zn−1

id
��

�� Zn

0

��

�� . . . �� Z−1

0

��

�� Z0

0

��

�� 0

��

�� . . .

(Z ′
n)

•

d•n
��

. . . �� Zn−2

0

��

�� Zn−1

dn−1
Z

��

�� 0

0
��

�� . . . �� 0

0
��

�� 0

0

��

�� 0

��

�� . . .

Z•
n[1] . . . �� 0 �� Zn

dnZ

�� Zn+1 �� . . . �� Z0 �� 0 �� 0 �� . . .

Usaremos esta construção para auxiliar na demonstração dos seguintes resultados.

Lema 2.2.3. Seja A uma k-álgebra de dimensão finita. Para Z• ∈ Kb(projA) um complexo indecom-

pońıvel minimal, considere Z•
n o complexo truncado de Z•, definido em (2.2.2). Neste caso, se Z•

n �= Z•,

então μ•
n : Z•

n → Z• não é um epimorfismo que cinde.

Demonstração. Como Z• é um complexo limitado, podemos supor que Zi = 0, ∀i > 0, e que existe
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m ≤ 0 tal que Zm �= 0 e Zi = 0, ∀i < m. Por hipótese temos Z•
n �= Z•, ou seja, n > m. Lembremos

que por construção existe o seguinte triângulo:

Z•
n

μ•
n−→ Z• π•

n−→ (Z ′
n)

• d•n−→ Z•
n[1]

Suponha que μ•
n seja um epimorfismo que cinde, então, pela proposição (2.1.2), temos π•

n = 0.

Z• :

π•
n

��

0

��

�� Zm

id
��



dm �� Zm+1

��hm+1
��

�� . . .

(Z ′
n)

• : 0 �� Zm �� (∗) �� . . .

Portanto temos que idZm = hm+1 ◦ dm, isto é, dm é monomorfismo que cinde. Neste caso, como Z•

é um complexo projetivo minimal, pelo lema (2.2.1), temos que dm não pode ser um monomorfismo

que cinde. Portando temos uma contradição e segue que μ•
n não é um epimorfismo que cinde.

Abaixo segue o resultado dual do lema anterior.

Lema 2.2.4. Seja A uma k-álgebra de dimensão finita e X• ∈ Kb(injA) um complexo indecompońıvel

minimal. Considere um complexo truncado X•
n e um morfismo f•

n : X• → X•
n, definidos como abaixo:

X•
n =

⎧⎨
⎩ Xi

n = 0, ∀i > n

Xi
n = Xi, ∀i ≤ n

e f i
n =

⎧⎨
⎩ 0, ∀i > n

id, ∀i ≤ n

Neste caso, se X•
n �= X•, então o morfismo f•

n : X• → X•
n não é um monomorfismo que cinde.

Demonstração. A demonstração é dual a do lema (2.2.3).

Teorema 2.2.5. Seja A uma k-álgebra de dimensão finita e Z• ∈ K−,b(projA) indecompońıvel, tal que

�(Z•) > 1. Se existe um triângulo de Auslander-Reiten X• u−→ Y • v−→ Z• w−→ X•[1], então existe m ∈ Z

tal que Zm �= 0, Zi = 0, ∀i < m, e Hm+1(X•) �= 0.

Demonstração. Sabemos, do teorema (2.1.4), que Z• ∈ Kb(projA). Portanto podemos considerar que

Zi = 0, ∀i > 0, e que existe m ≤ 0 tal que Zm �= 0 e Zi = 0, ∀i < m. Seja n = m+1, então temos, pelo

lema (2.2.3), que existe μ•
n : Z•

n → Z• que não é epimorfismo que cinde. Portanto existe f : Z•
n → Y •

tal que v ◦f = μ•
n. Disto segue que w• ◦μ•

n = 0, ou seja, é homotópico a zero. Denotando X•[1] = W •,

temos que existem hi : Zi
n → W i−1 tais que:

wiμi = hi+1diZn
+ di−1

W hi, ∀i ∈ Z
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Z•
n

μ•
n

��

. . . �� 0 ��

��

0

hm−1

��

��

��

0

hm

��

��

��

Zm+1

hm+1

��

id

��

�� . . .

��

�� 0

Z•

w•

��

. . . �� 0 ��

��

0 ��

��

Zm ��

wm

��

Zm+1 ��

wm+1

��

. . . �� 0

W • . . . �� Wm−2

dm−2
�� Wm−1

dm−1
�� Wm

dm
�� Wm+1 �� . . . �� 0

Como, μi = id, para i ≥ n = m+ 1, então:

wi = hi+1diZ + di−1
W hi, ∀i ≥ m+ 1

Z•
n

μ•
n

��

. . . �� 0 ��

��

0 ��

��

0 ��

��

Zm+1

id

��

�� . . . �� 0

Z•

w•

��

. . . �� 0 ��

��

0 ��

��

Zm dm ��

wm

��

Zm+1 ��

wm+1

��hm+1

��

. . . ��

hm+2
��

0

W • . . . �� Wm−2 �� Wm−1

dm−1
�� Wm

dm
�� Wm+1 �� . . . �� 0

Note que Wm �= 0. De fato, suponha que Wm = 0, então wm = 0, disso segue que wi = 0 para

i ≤ m. Neste caso, como wi = hi+1diZn
+ di−1

W hi, ∀i ≥ m+1, segue que w• é homotópico a zero, o que

contradiz o fato de X• u−→ Y • v−→ Z• w−→ X•[1] ser um triângulo de A.R.. Portanto segue que:

Xm+1 = (X[1])m = Wm �= 0 ⇒ Xm+1 �= 0.

Além disso, também temos que Hm+1(X•) �= 0. De fato, se tivermos Hm(W •) = 0, então é posśıvel

construir hm : Zm → Wm−1 tal que wm = hm+1dmZ + dm−1
W hm. Desta maneira teŕıamos que w• é

homotópico a zero, o que é uma contradição. A construção de hm : Zm → Wm−1 pode ser feita da

seguinte maneira. Considere (wm − hm+1dmZ ) : Zm → Wm, então:

dmW (wm − hm+1dmZ ) = dmWwm − dmWhm+1dmZ

= dmWwm − (wm+1 − hm+2dm+1
Z )dmZ

= dmWwm − wm+1dmZ

= 0
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Seja ρm−1πm−1 = dm−1
W a fatoração canônica de dm−1

W .

Zm

hm

��
h′

��

wm

��

�� Zm+1

wm+1

��
hm+1

��
Wm−1

πm−1
�� Ker(dmW )

ρm−1
�� Wm

dmW

�� Wm+1

Então existe h′ : Zm → Ker(dmW ) tal que ρm−1h′ = (wm − hm+1dmZ ). Como πm−1 é epimorfismo (pois

Hm(W •) = 0) e Zm é projetivo, temos que existe hm : Zm → Wm−1 tal que πm−1hm = h′. Agora note

que:

hm+1dmZ + dm−1
W hm = hm+1dmZ + ρm−1πm−1hm

= hm+1dmZ + ρm−1h′

= hm+1dmZ + (wm − hm+1dmZ )

= wm.

Portanto se Hm(W •) = 0, temos que w• também é homotópico a zero. Disto segue que

Hm+1(X•) = Hm(X•[1]) = Hm(W •) �= 0 ⇒ Hm+1(X•) �= 0.

A seguir apresentamos o caso dual do teorema (2.2.5).

Teorema 2.2.6. Seja A uma k-álgebra de dimensão finita e X• ∈ K+,b(injA) indecompońıvel, tal que

�(X•) > 1. Se existe um triângulo de Auslander-Reiten X• u−→ Y • v−→ Z• w−→ X•[1], então existe m ∈ Z

tal que Xm �= 0, Xi = 0, ∀i > m, e Hm−1(Z•) �= 0.

Demonstração. A demonstração é dual a do teorema (2.2.5).

Como consequência imediata dos teoremas (2.2.5) e (2.2.6), temos o seguinte corolário.

Corolário 2.2.7. Seja A uma k-álgebra de dimensão finita e δ : 0 → X → Y → Z → 0 uma sequência de

Auslander-Reiten em mod(A). Se δ induz um triângulo de Auslander-Reiten Δ : X• → Y • → Z• → X•[1]

em Db(modA), então temos que i.dim(X) = 1 e p.dim(Z) = 1.

Demonstração. Primeiramente lembremos que Db(modA) ∼= K−,b(projA) ∼= K+,b(injA). Como Δ é

um triângulo de A.R. em Db(modA), temos, pelo teorema (2.2.5), que existe m ∈ Z tal que Zm �= 0
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e Zi = 0, ∀i < m. Além disso, Hm+1(X•) �= 0. Porém como o triângulo é induzido por δ, temos

que X• ∼= X[0] e portanto Hj(X•) = 0 para j �= 0. Disto segue que m = −1, e como aqui estamos

considerando o triângulo em K−,b(projA), segue que p.dim(Z) = 1. Analogamente, pelo teorema

(2.2.6), temos que existe m ∈ Z tal que Xm �= 0 e Xi = 0, ∀i > m. Além disso, Hm−1(Z•) �= 0. Como

o triângulo é induzido por δ, temos que Z• ∼= Z[0] e portanto Hj(Z•) = 0 para j �= 0. Disto segue que

m = 1, e como aqui estamos considerando o triângulo em K+,b(injA), segue que i.dim(X) = 1. Disto

segue o resultado desejado.

Happel provou, em [19], que dado um triângulo de Auslander-Reiten

X
u �� Y

v �� Z
w �� X[1]

tem-se que u e v são morfismos irredut́ıveis. Vejamos um exemplo de sequência Auslander-Reiten na

categoria de módulos que induz um triângulo de Auslander-Reiten na categoria derivada.

Exemplo 2.2.8. Considere Λ uma álgebra hereditária por partes, do tipo A5, dada pelo quiver:

1 2�� 3�� 4�� 5��

Neste caso, o quiver de Auslander-Reiten de mod(Λ) é como abaixo:

3
2

1 2 3 4 5

2
1

4
3

5
4

5
4
3

Figura 2.1: Γ(mod(Λ))

observe a seguinte sequência de Auslander-Reiten em mod(Λ):

0 �� 4 �� 5
4

�� 5 �� 0

Note que i.dim(4) = 1 e p.dim(5) = 1, portanto temos o seguinte triângulo de Auslander-Reiten em

Db(modΛ) ∼= Kb(proj Λ):

(P1 − P2 − P3 − P4)[0] �� (P1 − P2 − P3 − P5)[0] �� (P4 − P5)[0] �� (P1 − P2 − P3 − P4)[1]
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Abaixo temos uma ilustração de mod(Λ) mergulhada em Γ(Db(modΛ)), em que podemos observar o

triângulo acima.

(P1)[0] (P1-P2-P3-P4)[-2] (P4-P5)[-2] (P5)[-1] (P3)[0] (P2)[1] (P1)[2] (P1-P2-P3-P4)[0] (P4-P5)[0]

(P2-P3-P4)[-2] (P1-P2-P3-P5)[-2] (P4)[-1] (P3-P5)[-1] (P2-P3)[0] (P1-P2)[1] (P2-P3-P4)[0] (P1-P2-P3-P5)[0]

(P2-P3-P5)[-2] (P1-P2-P3)[-1] (P3-P4)[-1] (P2-P3-P5)[-1] (P1-P2-P3)[0] (P3-P4)[0] (P2-P3-P5)[0]

(P2-P3)[-1] (P1-P2)[0] (P2-P3-P4)[-1] (P1-P2-P3-P5)[-1] (P4)[0] (P3-P5)[0]

(P2)[0] (P1)[1] (P1-P2-P3-P4)[-1] (P4-P5)[-1] (P5)[0]

Figura 2.2: mod(Λ) ⊂ Γ(Db(modΛ))



Caṕıtulo 3

Morfismos irredut́ıveis em álgebras hereditárias por

partes

Considere Λ uma álgebra hereditária por partes. Sabemos, pelo teorema (1.4.2), que dado um

morfismo f : X → Y em mod(Λ), existe um mergulho F : mod(Λ) ↪→ Db(modΛ) que leva o morfismo

f em um morfismo f em Db(modΛ), o qual é dado por:

X• : · · ·
f
��

�� 0

��

�� X ��

f
��

0 ��

��

· · ·

Y • : · · · �� 0 �� Y �� 0 �� · · ·

Em geral, dado um morfismo irredut́ıvel f ∈ mod(Λ) não temos, necessariamente, que f é irredut́ıvel

em Db(modΛ). Por exemplo, considerando Λ como sendo a álgebra dada pelo seguinte quiver:

1 2�� 3�� 4�� 5��

temos que o quiver de Auslander-Reiten de mod(Λ) é dado como abaixo.

3
2

5
4

1 2 3 4 5

2
1

4
3

Figura 3.1: Γ(modΛ)

A próxima figura ilustra os objetos de mod(Λ) mergulhados em Db(modΛ) ∼= Kb(proj Λ).

41
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(P1)[0] (P1-P2-P3-P4-P5)[-3] (P5)[-2] (P4)[-1] (P3)[0] (P2)[1] (P1)[2] (P1-P2-P4-P5)[-1] (P5)[0]

(P2-P3-P4-P5)[-3] (P1-P2-P3-P4)[-2] (P4-P5)[-2] (P3-P4)[-1] (P2-P3)[0] (P1-P2)[1] (P2-P3-P4-P5)[-1] (P1-P2-P3-P4)[0] (P4-P5)[0]

(P2-P3-P4)[-2] (P1-P2-P3)[-1] (P3-P4-P5)[-2] (P2-P3-P4)[-1] (P1-P2-P3)[0] (P3-P4-P5)[-1] (P2-P3-P4)[0] (P1-P2-P3)[1] (P3-P4-P5)[0]

(P2-P3)[-1] (P1-P2)[0] (P2-P3-P4-P5)[-2] (P1-P2-P3-P4)[-1] (P4-P5)[-1] (P3-P4)[0] (P2-P3)[1] (P1-P2)[2] (P2-P3-P4-P5)[0]

(P2)[0] (P1)[1] (P1-P2-P3-P4-P5)[-2] (P5)[-1] (P4)[0] (P3)[1] (P2)[2] (P1)[3] (P1-P2-P3-P4-P5)[0]

Figura 3.2: mod(Λ) ⊂ Γ(Db(modΛ))

Podemos observar que no mergulho mod(Λ) ↪→ Db(mod(Λ)) temos apenas dois morfismos irre-

dut́ıveis f, g ∈ mod(Λ) que foram levados em morfismos irredut́ıveis f, g ∈ Db(mod(Λ)).

Neste caṕıtulo vamos apresentar uma condição suficiente para a existência de morfismos que pos-

suem essa propriedade, isto é, morfismos irredut́ıveis na categoria derivada advindos de morfismos

irredut́ıveis da categoria de módulos. Sabemos, pelo teorema (1.5.8), que se Λ é uma álgebra here-

ditária por partes, então ela é uma álgebra inclinada iterada, portanto existe uma sequência finita de

processos de inclinação, partindo de uma álgebra hereditária kΔ até Λ. Iremos realizar um estudo

a respeito do que ocorre com os morfismos irredut́ıveis em cada um desses processos, veremos que

os morfismos de Db(mod(Λ)), que possuem a propriedade desejada, estão diretamente ligados aos

morfismos de mod(kΔ).

3.1 Morfismos irredut́ıveis em T (T ) e F (T )

Seja A uma k-álgebra de dimensão finita, T um A-módulo inclinante e B = End(T ). Sabemos,

pelo Teorema de Brenner-Butler, que os funtores HomA(T, ) e Ext1A(T, ) induzem, respectivamente,

as equivalências T (T ) ∼= Y(T ) e F (T ) ∼= X (T ). Porém note que esses funtores não fornecem uma

equivalência entre as categorias mod(A) e mod(B). Como consequência disso, esses funtores não

preservam, necessariamente, a irredutibilidade dos morfismos de mod(A) para mod(B). Podemos

encontrar em [4], página 212, um exemplo em que temos um morfismo irredut́ıvel f : X → Y em

T (T ) tal que HomA(T, f) não é irredut́ıvel em Y(T ).

O próximo teorema nos apresenta uma condição suficiente para que esses funtores preservem

a irredutibilidades dos morfismos entre essas duas categorias de módulos. Porém, para enunciar o

teorema precisamos da definição se seguir.

Definição 3.1.1. Sejam A uma k-álgebra de dimensão finita e C uma subcategoria plena de mod(A).

Então dizemos que C é fechada para predecessores se para todo X ∈ mod(A) indecompońıvel tal que
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HomA(X,Y ) �= 0, para algum Y ∈ C , tem-se que X ∈ C . Analogamente, dizemos que C é fechada

para sucessores se para todo X ∈ mod(A) indecompońıvel tal que HomA(Y,X) �= 0, para algum

Y ∈ C , tem-se que X ∈ C .

Teorema 3.1.2. Sejam A uma k-álgebra de dimensão finita, T um A-módulo inclinante e B = End(T ).

Se T é tal que Y(T ) é fechado para predecessores e X (T ) é fechado para sucessores, então valem os

seguintes resultados.

(a) Se X,Y ∈ T (T ) e f : X → Y é um morfismo irredut́ıvel em mod(A), então HomA(T, f) é

irredut́ıvel em mod(B).

(b) Se X,Y ∈ F (T ) e f : X → Y é um morfismo irredut́ıvel em mod(A), então Ext1A(T, f) é irredut́ıvel

em mod(B).

Demonstração. (a) O funtor HomA(T, ) induz uma equivalência entre T (T ) e Y(T ). Como f é

irredut́ıvel, então f não cinde, portanto HomA(T, f) também não cinde. Denotemos ϕ = HomA(T, f),

mostremos que ϕ é irredut́ıvel em mod(B). De fato, suponha que ϕ = hg, onde g : HomA(T,X) → Z

e h : Z → HomA(T, Y ). Como ϕ �= 0, então h �= 0 e portanto Z ∈ Y(T ), pois Y(T ) é fechado para

predecessor. Neste caso existe M ∈ mod(A) tal que Z = HomA(T,M). Além disso, g = HomA(T, g
′)

e h = HomA(T, h
′) para algum g′ : X → M e h′ : M → Y . Disto segue que f = h′g′, e como

f é irredut́ıvel, temos que h′ é epimorfismo que cinde ou g′ é monomorfismo que cinde. Portanto

h é epimorfismo que cinde ou g é monomorfismo que cinde, ou seja, temos que ϕ é irredut́ıvel em

mod(B).

(b) O funtor Ext1A(T, ) induz uma equivalência entre F (T ) e X (T ). Como f é irredut́ıvel, então

f não cinde, portanto Ext1A(T, f) também não cinde. Denotemos ϕ = Ext1A(T, f), mostremos que

ϕ é irredut́ıvel em mod(B). De fato, suponha que ϕ = hg, onde g : Ext1A(T,X) → Z e h : Z →
Ext1A(T, Y ). Como ϕ �= 0, então g �= 0 e portanto Z ∈ X (T ), pois X (T ) é fechado para sucessor. Neste

caso existe M ∈ mod(A) tal que Z = Ext1A(T,M). Além disso, g = Ext1A(T, g
′) e h = Ext1A(T, h

′) para

algum g′ : X → M e h′ : M → Y . Disto segue que f = h′g′, e como f é irredut́ıvel, temos que h′ é

epimorfismo que cinde ou g′ é monomorfismo que cinde. Portanto h é epimorfismo que cinde ou g é

monomorfismo que cinde, ou seja, temos que ϕ é irredut́ıvel em mod(B).

Corolário 3.1.3. Seja A uma k-álgebra de dimensão finita e T um A-módulo inclinante cindido. Então os

funtores HomA(T, ) e Ext1A(T, ) preservam a irredutibilidade dos morfismos de mod(A) na categoria

mod(EndT ).

Demonstração. Seja B = End(T ), como T é cindido, segue que o par de torção (X (T ),Y(T )) cinde

em mod(B). Mostremos que X (T ) é fechado para sucessor e Y(T ) é fechado para predecessor. Note
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que, da definição de par de torção, temos que HomB(M,N) = 0, para todo M ∈ X (T ) e para todo

N ∈ Y(T ). Sejam X ∈ X (T ), Y ∈ Y(T ) e Z ∈ mod(B) indecompońıvel, então temos:

HomB(X,Z) �= 0 ⇒ Z /∈ Y(T ) ⇒ Z ∈ X (T )

HomB(Z, Y ) �= 0 ⇒ Z /∈ X (T ) ⇒ Z ∈ Y(T )

Disto segue que X (T ) é fechado para sucessor e Y(T ) é fechado para predecessor. Portanto, pelo

teorema (3.1.2), segue o resultado desejado.

Note que, se Λ é uma álgebra inclinada iterada do tipo Δ, então pela definição (1.5.7), existe uma

sequência finita de triplas (Ai, Ti,End(Ti) = Ai+1)0≤i≤m−1, onde A0 = kΔ, Am = Λ e cada Ti é um

Ai-módulo inclinante cindido. Portanto, em cada processo, tem-se que os funtores HomAi(Ti, ) e

Ext1Ai
(Ti, ) levam morfismos irredut́ıveis de mod(Ai) em morfismos irredut́ıveis de mod(Ai+1).

3.2 Morfismos irredut́ıveis na categoria derivada

Considere f ∈ mod(Λ), onde Λ é hereditária por partes do tipo Δ. Sabemos que se f é irredut́ıvel,

não temos, necessariamente, que f é um morfismo irredut́ıvel em Db(modΛ). Porém a próxima

proposição nos garante que a rećıproca é verdadeira.

Proposição 3.2.1. Seja f : X → Y um morfismo não nulo em mod(Λ). Se o morfismo f é irredut́ıvel

em Db(modΛ), então temos que f é irredut́ıvel em mod(Λ).

Demonstração. Suponha que existam morfismos g : X → Z e h : Z → Y tais que f = hg. Mostremos

que g é monomorfismo que cinde ou h é epimorfismo que cinde. De fato, vamos denotar por F :

mod(Λ) ↪→ Db(modΛ) o funtor que leva f em f , então f = F (f) = F (hg) = F (h)F (g). Por hipótese,

temos que f é irredut́ıvel em Db(modΛ), portanto segue que F (g) é monomorfismo que cinde ou

F (h) é epimorfismo que cinde. Se F (g) for monomorfismo que cinde, então teremos que existe φ :

F (Z) → F (X), em Db(modΛ), tal que φ ◦ F (g) = idF (X). Porém, pelo teorema (1.4.2), F é fiel e

pleno, portanto segue que existe g′ : Z → X em mod(Λ) tal que φ = F (g′). Neste caso, temos:

idF (X) = φ ◦ F (g) = F (g′) ◦ F (g) = F (g′ ◦ g) ⇒ g′ ◦ g = idX

e portanto segue que g é monomorfismo que cinde. O resultado é análogo no caso em que supormos

que F (h) é epimorfismo que cinde. Disto, podemos concluir que f é um morfismo irredut́ıvel em

mod(Λ).
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Em geral a rećıproca da proposição (3.2.1) não é verdadeira, porém ela vale no caso em que Λ é

uma álgebra hereditária.

Proposição 3.2.2. Seja A uma k-álgebra hereditária de dimensão finita. Neste caso, temos que o mergu-

lho F : mod(A) ↪→ Db(modA) leva todo morfismo irredut́ıvel f ∈ mod(A) em um morfismo irredut́ıvel

f em Db(modA).

Demonstração. Dada uma sequência de Auslander-Reiten 0 → X
u−→ Y

v−→ Z → 0 em mod(A),

temos por Happel, em [20], que X
u−→ Y

v−→ Z
w−→ X[1] é um triângulo de Auslander-Reiten em

Db(modA) se, e somente se, i.dim(X) ≤ 1 e p.dim(Z) ≤ 1. Como A é uma álgebra hereditária, temos

gl.dim(A) ≤ 1 e portanto segue o resultado desejado.

O próximo teorema relaciona o resultado do corolário (3.1.3) com a irredutibilidade dos morfismos

na categoria derivada de uma álgebra inclinada. Ao longo do caṕıtulo sempre iremos considerar

HomA(T, ) e Ext1A(T, ) como sendo funtores restritos, respectivamente, às subcategorias plenas

T (T ) e F (T ) de mod(A), em que T é um A-módulo inclinante.

Teorema 3.2.3. Sejam A uma álgebra hereditária, T um A-módulo inclinante e B = End(T ). Considere

g ∈ mod(B) um morfismo da forma HomA(T, f) ou Ext1A(T, f). Neste caso, g ∈ Db(modB) é irredut́ıvel

se, e somente se, f irredut́ıvel em mod(A).

Demonstração. (⇐): Suponha que g = HomA(T, f), para algum f : X → Y irredut́ıvel em mod(A).

Como A é hereditária, então T é cindido e portanto segue, do corolário (3.1.3), que g é irredut́ıvel

em mod(B). Mostremos agora que g é irredut́ıvel em Db(modB). De fato, como A é hereditária,

sabemos que o mergulho mod(A) ↪→ Db(modA) leva f em um morfismo irredut́ıvel f ∈ Db(modA).

Além disso, como o funtor RHom(T, ) : Db(modA) → Db(modB) é uma equivalência, temos que

RHom(T, f) é um morfismo irredut́ıvel em Db(modB). Note que, pela proposição (1.5.10), sabemos

que RHom(T, f) é da forma:

RHom(T,X)

RHom(T,f)
��

. . . �� 0

��

�� 0

��

�� Hom(T,X)

Hom(T,f)

��

�� 0

��

�� 0 ��

��

. . .

RHom(T, Y ) . . . �� 0 �� 0 �� Hom(T, Y ) �� 0 �� 0 �� . . .

Por outro lado, existe um mergulho fiel e pleno mod(B) ↪→ Db(modB) em que g é levado em g. Note
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que g = Hom(T, f) : Hom(T,X) → Hom(T, Y ), portanto g é dado por:

Hom(T,X)•

g

��

. . . �� 0

��

�� 0

��

�� Hom(T,X)

Hom(T,f)

��

�� 0

��

�� 0 ��

��

. . .

Hom(T, Y )• . . . �� 0 �� 0 �� Hom(T, Y ) �� 0 �� 0 �� . . .

Como g coincide com o morfismo RHom(T, f) em Db(modB), segue que g é irredut́ıvel. A prova para

o caso em que g = Ext1A(T, f), para algum f ∈ F (T ), é feita de maneira análoga. Porém, neste caso,

o morfismo g coincidirá com o morfismo irredut́ıvel RHom(T, f)[1] ∈ Db(modB).

(⇒): Seja g ∈ Db(modB) um morfismo irredut́ıvel, tal que g = HomA(T, f) para algum f em

T (T ) ⊂ mod(A). Suponha que f não é irredut́ıvel em mod(A), então pela proposição (3.2.1), temos

que f não é irredut́ıvel em Db(modA) e segue que RHom(T, f) não é um morfismo irredut́ıvel em

Db(modB). Porém isso contradiz a o fato de g ∈ Db(modB) ser irredut́ıvel, pois RHom(T, f) coincide

com g. Disto segue que f deve ser um morfismo irredut́ıvel em mod(A).

A seguir apresentamos um exemplo de processo inclinação que ilustra o resultado do teorema

(3.2.3).

Exemplo 3.2.4. Considere A como sendo a álgebra de caminhos dada pelo quiver:

1 2�� 3�� 4�� 5��

Neste caso, o quiver de Auslander-Reiten de mod(A) é dado por:

1 2 3 4 5

2
1

3
2

4
3

5
4

3
2
1

4
3
2

5
4
34

3
2
1

5
4
3
2

5
4
3
2
1

Figura 3.3: Γ(modA)
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Considere T como sendo o seguinte A-módulo inclinante:

T = 1⊕
5
4
3
2
1

⊕
5
4
3
⊕ 5

4
⊕ 5

Portanto B = EndA(T ) é a álgebra dada pelo quiver

1 2�� 3�� 4�� 5��

Neste caso, temos que Γ(modB) é como abaixo:

5
4
3
24

3
2

5
4
3

3
2

4
3

5
4

1 2 3 4 5

2
1

Figura 3.4: Γ(modB)

Sabemos que T induz um par de torção (T (T ),F (T )) em mod(A) e um par de torção (X (T ),Y(T ))

em mod(B). A figura abaixo ilustra esses pares de torção.

T (T )

T (T )

F (T )

1 2 3 4 5

2
1

3
2

4
3

5
4

3
2
1

4
3
2

5
4
34

3
2
1

5
4
3
2

5
4
3
2
1

Y(T ) X (T )

5
4
3
24

3
2

5
4
3

3
2

4
3

5
4

1 2 3 4 5

2
1

Figura 3.5: Processo de mod(A) para mod(B) induzido pelo A-módulo inclinante T .

Como mod(B) é uma álgebra inclinada, podemos utilizar os resultados de Alvares, Fernandes e Gi-

raldo, apresentados em [1], para escrevermos o quiver de Auslander-Reiten da categoria derivada de
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mod(B).

(P1)[0] (P1-P2-P3)[-1] (P3-P4)[-1] (P4-P5)[-1] (P5)[0]

(P2-P3)[-1] (P1-P2-P4)[-1] (P3-P5)[-1] (P4)[0] (P2-P5)[0]

(P2-P4)[-1] (P1-P2-P5)[-1] (P3)[0] (P2-P4)[0] (P1-P2-P5)[0]

(P2-P5)[-1] (P1-P2)[0] (P2-P3)[0] (P1-P2-P4)[0] (P3-P5)[0]

(P2)[0] (P1)[1] (P1-P2-P3)[0] (P3-P4)[0] (P4-P5)[0]

Figura 3.6: mod(B) ⊂ Γ(Db(modB))

A figura acima ilustra os objetos de mod(B) em Γ(Db(modB)). Podemos observar que o morfismo

g : 1 → 2
1

é irredut́ıvel em Y(T ) ⊂ mod(B), porém g : (P1)[0] → (P2)[0] não é irredut́ıvel em

Db(modB). Note que, apesar de g ser dado por

g = HomA(T, f), em que f : 1 →
5
4
3
2
1

pertence a T (T ) ⊂ mod(A),

temos que o morfismo f não é irredut́ıvel em mod(A), portanto g não satisfaz as hipóteses do teorema

(3.2.3). Observe que os únicos morfismos irredut́ıveis de mod(B), que tiveram sua irredutibilidade

preservada na categoria derivada Db(modB), são exatamente os morfismos g tal que g = HomA(T, f)

ou g = Ext1A(T, f), para algum f irredut́ıvel em mod(A).

Observação 3.2.5. Note que o teorema (3.2.3) nos diz que todo morfismo g = HomA(T, f) ∈ Y(T ),

com f irredut́ıvel em mod(A), fornece um morfismo irredut́ıvel g ∈ Db(modB). Sabemos que dado

I um injetivo em mod(A), tem-se que I ∈ T (T ), pois Ext1A(T, I) = 0 para todo A-módulo T . Disto

segue que todos os módulo injetivos de mod(A) estão contidos em T (T ). Portanto os morfismos irre-

dut́ıveis, entre estes injetivos, induzem morfismo irredut́ıveis em Db(modB). Foi provado por Alvares,

Fernandes e Giraldo, que tais injetivos de mod(A) formam uma secção no quiver de Auslander-Reiten

da categoria derivada Db(modB). Em [1] é posśıvel encontrar mais detalhes sobre esse resultado.

Agora observe que o teorema (3.2.3) não é válido no caso em que A não é uma álgebra hereditária.

Vejamos no próximo exemplo, o que ocorre com os morfismos irredut́ıveis de mod(B), do exemplo

(3.2.4), ao realizarmos um segundo processo de inclinação.



CAṔITULO 3. MORFISMOS IRREDUT́IVEIS EM ÁLGEBRAS HEREDITÁRIAS POR PARTES 49

Exemplo 3.2.6. Sejam A e B = EndA(T ) as álgebras dadas no Exemplo (3.2.4). Então sabemos que

o quiver de Auslander-Reiten de mod(B) é como abaixo.

5
4
3
24

3
2

5
4
3

3
2

4
3

5
4

1 2 3 4 5

2
1

Figura 3.7: Γ(modB)

Agora considere T ′ como sendo o B-módulo inclinante dado por

T ′ = 1⊕ 2
1
⊕

5
4
3
2

⊕ 5
4
⊕ 5

portanto C = EndB(T
′) é a álgebra dada pelo seguinte quiver:

1 2�� 3�� 4�� 5��

Neste caso, temos que Γ(modC) é como abaixo:

3
2

1 2 3 4 5

2
1

4
3

5
4

5
4
3

Figura 3.8: Γ(modC)

Sabemos que T ′ induz um par de torção (T (T ′),F (T ′)) em mod(B) e um par de torção (X (T ′),Y(T ′))

em mod(C). A próxima figura ilustra esses pares de torção, em suas respectivas categorias.
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T (T ′)

T (T ′)

F (T ′)

5
4
3
24

3
2

5
4
3

3
2

4
3

5
4

1 2 3 4 5

2
1

X (T ′)

Y(T ′)

3
2

1 2 3 4 5

2
1

4
3

5
4

5
4
3

Figura 3.9: Processo de mod(B) para mod(C) induzido pelo B-módulo inclinante T ′.

Note que o par de torção (X (T ′),Y(T ′)) cinde em Γ(modC), portanto o B-módulo inclinante T ′

é cindido. Então, pelo corolário (3.1.3), temos que os funtores HomB(T
′, ) : T (T ′) → Y(T ′) e

Ext1B(T
′, ) : F (T ′) → X (T ′) preservam morfismos irredut́ıveis de mod(B) para mod(C). Porém

isso não garante que tais morfismos tenham sua irredutibilidade preservada em Db(modC). A figura

abaixo ilustra mod(C) mergulhada em Γ(Db(modC)).

(P1)[0] (P1-P2-P3-P4)[-2] (P4-P5)[-2] (P5)[-1] (P3)[0] (P2)[1] (P1)[2] (P1-P2-P3-P4)[0] (P4-P5)[0]

(P2-P3-P4)[-2] (P1-P2-P3-P5)[-2] (P4)[-1] (P3-P5)[-1] (P2-P3)[0] (P1-P2)[1] (P2-P3-P4)[0] (P1-P2-P3-P5)[0]

(P2-P3-P5)[-2] (P1-P2-P3)[-1] (P3-P4)[-1] (P2-P3-P5)[-1] (P1-P2-P3)[0] (P3-P4)[0] (P2-P3-P5)[0]

(P2-P3)[-1] (P1-P2)[0] (P2-P3-P4)[-1] (P1-P2-P3-P5)[-1] (P4)[0] (P3-P5)[0]

(P2)[0] (P1)[1] (P1-P2-P3-P4)[-1] (P4-P5)[-1] (P5)[0]

Figura 3.10: mod(C) ⊂ Γ(Db(modC))

Note que em mod(B), na figura (3.9), os morfismos g1 : 1 → 2
1

e g2 :

5
4
3
2

→
5
4
3

são morfismos

irredut́ıveis em T (T ′). Portanto g1 e g2 são levados nos seguintes morfismos irredut́ıveis de mod(C),

h1 = HomB(T
′, g1) : 1 → 2

1
e h2 = HomB(T

′, g2) :
3
2
→ 3

Porém, temos que h1 : (P1)[0] → (P2)[0] e h2 : (P3)[0] → (P1 − P2 − P3)[0] não são irredut́ıveis em

Db(modC).

Observação 3.2.7. Apesar de, no exemplo acima, os morfismos g1 e g2 não terem sua irredutibilidade

preservada de mod(B) para Db(modC), existem vários outros morfismos de mod(B) que mantiveram

sua irredutibilidade após serem levados para mod(C) e serem mergulhados na categoria derivada
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Db(modC). Ao analisarmos esses outros morfismos de mod(B), podemos notar que todos são da

forma HomA(T, f) ou Ext1A(T, f), para algum f irredut́ıvel em mod(A). Observe que g1 e g2 não são

dessa forma. De fato, temos que

g1 = HomA(T, f), em que f : 1 →
5
4
3
2
1

pertence a T (T ) ⊂ mod(A)

porém, podemos ver, na figura (3.5), que o morfismo f não é irredut́ıvel em mod(A). Além disso,

também podemos observar que g2 /∈ Y(T ) e g2 /∈ X (T ), portanto g2 não é da forma HomA(T, f) ou

Ext1A(T, f) para algum morfismo f em T (T ) ∨ F (T ).

Proposição 3.2.8. Sejam A uma k-álgebra de dimensão finita, T um A-módulo inclinante e B =

End(T ). Considere g ∈ mod(B) um morfismo da forma HomA(T, f) ou Ext1A(T, f). Neste caso,

g ∈ Db(modB) é irredut́ıvel se, e somente se, f é irredut́ıvel em Db(modA).

Demonstração. Seja g = HomA(T, f), para algum f : X → Y em T (T ) ⊂ mod(A). Neste caso, pela

proposição (1.5.10), sabemos que o morfismo g ∈ Db(modB) coincide com o morfismo RHom(T, f),

em que f ∈ Db(modA). Como RHom(T, ) : Db(modA) → Db(modB) é uma equivalência, temos

que g é irredut́ıvel em Db(modB) se, e somente se, f é irredut́ıvel em Db(modA).

Note que a proposição acima, juntamente com o teorema (3.2.3), justificam o fato relatado na

observação (3.2.7). Antes de enunciarmos o próximo teorema, precisamos da seguinte definição.

Definição 3.2.9. Seja Λ uma álgebra inclinada iterada do tipo Δ, isto é, existe uma sequência finita de

triplas (Ai, Ti, Ai+1 = End(Ti))0≤i≤n−1 tal que A0 = kΔ e An = Λ, em que cada Ti é um Ai-módulo

inclinante cindido. Dizemos que um morfismo não nulo ϕ ∈ mod(Λ) é induzido por um morfismo

f ∈ mod(kΔ), se existe uma sequência de funtores (Fi)0≤i≤n−1 tal que:

Fn−1 ◦ Fn−2 ◦ . . . ◦ F0(f) = ϕ ∈ mod(Λ)

em que

Fi = HomAi(Ti, ) : T (Ti) → Y(Ti) ou Fi = Ext1Ai
(Ti, ) : F (Ti) → X (Ti)

para cada 0 ≤ i ≤ n− 1.

Considere Λ uma álgebra inclinada iterada do tipo Δ tal que Λ = EndB(T1), B = EndA(T0) e

A = kΔ. Então, pela definição acima, temos que um morfismo não nulo ϕ ∈ mod(Λ) é induzido por
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um morfismo f ∈ mod(kΔ) se, e somente se, ϕ é de uma das seguintes formas:

(i) se ϕ ∈ Y(T1), temos:

ϕ = HomB(T1,HomA(T0, f)) ou ϕ = HomB(T1,Ext
1
A(T0, f))

(ii) se ϕ ∈ X (T1), temos:

ϕ = Ext1B(T1,HomA(T0, f)) ou ϕ = Ext1B(T1,Ext
1
A(T0, f))

em que f pertence a T (T0) ou F (T0), respectivamente.

Teorema 3.2.10. Seja Λ uma álgebra inclinada iterada do tipo Δ. Se existe um morfismo ϕ ∈ mod(Λ)

que é induzido por algum morfismo irredut́ıvel f ∈ mod(kΔ), então ϕ é irredut́ıvel em Db(modΛ).

Demonstração. Se Λ é uma álgebra inclinada iterada do tipo Δ, então existe uma sequência finita de

triplas (Ai, Ti, Ai+1 = End(Ti))0≤i≤n−1 tal que A0 = kΔ e An = Λ, onde cada Ti é um Ai-módulo

inclinante cindido. Sejam f um morfismo irredut́ıvel em mod(A0) e T0 um A0-módulo inclinante. Se

f ∈ T (T0) ou f ∈ F (T0), então pelo teorema (3.2.3) temos que F0(f) ∈ mod(A1) é um morfismo

irredut́ıvel tal que F0(f) é irredut́ıvel na categoria Db(modA1).

Agora seja T1 um A1-módulo inclinante cindido e suponha que F0(f) ∈ T (T1) ou F0(f) ∈ F (T1).

Como F0(f) é irredut́ıvel em Db(modA1), temos pela proposição (3.2.8) que F1 ◦ F0(f) ∈ mod(A2)

é um morfismo irredut́ıvel em mod(A2) tal que F1 ◦ F0(f) é irredut́ıvel em Db(modA2). Portanto,

seguindo esse processo repetidas vezes, usando a proposição (3.2.8), tem-se que Fn−1 ◦ Fn−2 ◦ . . . ◦
F0(f) é um morfismo em mod(Λ) tal que Fn−1 ◦ Fn−2 ◦ . . . ◦ F0(f) é irredut́ıvel em Db(modΛ).

No próximo exemplo vamos utilizar o teorema (3.2.10) para encontrar morfismos irredut́ıveis na

categoria derivada de uma álgebra hereditária por partes, de radical quadrado zero, do tipo A5.

Exemplo 3.2.11. Aqui vamos considerar A, B e C as álgebras envolvidas nos processos de inclinação

dos exemplos (3.2.4) e (3.2.6). Abaixo apresentaremos o quiver de Auslander-Reiten das categorias

de módulos dessas álgebras, assim como os pares de torção envolvidos em cada processo. Lembre-

mos que tais processos foram induzidos pelo A-módulo inclinante T e pelo B-módulo inclinante T ′,

respectivamente, da seguinte maneira:

T = 1⊕
5
4
3
2
1

⊕
5
4
3
⊕ 5

4
⊕ 5
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T (T )

T (T )

F (T )

1 2 3 4 5

2
1

3
2

4
3

5
4

3
2
1

4
3
2

5
4
34

3
2
1

5
4
3
2

5
4
3
2
1

Y(T ) X (T )

5
4
3
24

3
2

5
4
3

3
2

4
3

5
4

1 2 3 4 5

2
1

Figura 3.11: Processo de mod(A) para mod(B) induzido pelo A-módulo inclinante T .

T ′ = 1⊕ 2
1
⊕

5
4
3
2

⊕ 5
4
⊕ 5

T (T ′)

T (T ′)

F (T ′)

5
4
3
24

3
2

5
4
3

3
2

4
3

5
4

1 2 3 4 5

2
1

X (T ′)

Y(T ′)

3
2

1 2 3 4 5

2
1

4
3

5
4

5
4
3

Figura 3.12: Processo de mod(B) para mod(C) induzido pelo B-módulo inclinante T ′.

Agora vamos considerar um módulo inclinante cindido em mod(C) dado por:

T ′′ = 1⊕ 2
1
⊕ 3

2
⊕

5
4
3
⊕ 5

Seja Λ = EndC(T
′′), então temos que Λ é a álgebra dada pelo quiver

1 2�� 3�� 4�� 5��

Sabemos que T ′′ induz um par de torção (T (T ′′),F (T ′′)) em mod(C) e também induz um par de

torção (X (T ′′),Y(T ′′)) em mod(Λ). A próxima figura apresenta esses pares de torção.
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F (T ′′)T (T ′′)

T (T ′′)

3
2
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3 X (T ′′)

Y(T ′′) 3
2
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4

1 2 3 4 5

2
1

4
3

Figura 3.13: Processo de mod(C) para mod(Λ) induzido pelo C-módulo inclinante T ′′.

Abaixo ilustramos a categoria mod(Λ) mergulhada em Γ(Db(modΛ)).

(P1)[0] (P1-P2-P3-P4-P5)[-3] (P5)[-2] (P4)[-1] (P3)[0] (P2)[1] (P1)[2] (P1-P2-P4-P5)[-1] (P5)[0]

(P2-P3-P4-P5)[-3] (P1-P2-P3-P4)[-2] (P4-P5)[-2] (P3-P4)[-1] (P2-P3)[0] (P1-P2)[1] (P2-P3-P4-P5)[-1] (P1-P2-P3-P4)[0] (P4-P5)[0]

(P2-P3-P4)[-2] (P1-P2-P3)[-1] (P3-P4-P5)[-2] (P2-P3-P4)[-1] (P1-P2-P3)[0] (P3-P4-P5)[-1] (P2-P3-P4)[0] (P1-P2-P3)[1] (P3-P4-P5)[0]

(P2-P3)[-1] (P1-P2)[0] (P2-P3-P4-P5)[-2] (P1-P2-P3-P4)[-1] (P4-P5)[-1] (P3-P4)[0] (P2-P3)[1] (P1-P2)[2] (P2-P3-P4-P5)[0]

(P2)[0] (P1)[1] (P1-P2-P3-P4-P5)[-2] (P5)[-1] (P4)[0] (P3)[1] (P2)[2] (P1)[3] (P1-P2-P3-P4-P5)[0]

Figura 3.14: mod(Λ) ⊂ Γ(Db(modΛ))

Analisando Γ(modΛ) e Γ(Db(modΛ)), é posśıvel observar que os únicos morfismos irredut́ıveis de

mod(Λ) que se preservam irredut́ıveis em Db(modΛ) são:

ϕ1 :
2
1
→ 2 e ϕ2 : 4 → 5

4

Mostremos que tais morfismos são induzidos por morfismos irredut́ıveis f, g ∈ mod(A), ou seja, que

existem sequências (Fi)0≤i≤2 e (F ′
i)0≤i≤2 tais que:

ϕ1 = F2 ◦ F1 ◦ F0(f) e ϕ2 = F ′
2 ◦ F ′

1 ◦ F ′
0(g)

De fato,

⎛
⎜⎝

5
4
3
2
1

f−→
5
4
3
2

⎞
⎟⎠

︸ ︷︷ ︸
mod(A)

HomA(T, )

F0

��
(

2
1
→ 2

)
︸ ︷︷ ︸
mod(B)

HomB(T ′, )

F1

��
(

2
1
→ 2

)
︸ ︷︷ ︸
mod(C)

HomC(T ′′, )

F2

��
(

2
1

ϕ1−→ 2
)

︸ ︷︷ ︸
mod(Λ)
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(
3
2

g−→ 3
)

︸ ︷︷ ︸
mod(A)

Ext1A(T, )

F ′
0

��
(

4
3
→ 4

)
︸ ︷︷ ︸
mod(B)

Ext1B(T ′, )

F ′
1

��
(

5
4
→ 5

)
︸ ︷︷ ︸
mod(C)

HomC(T ′′, )

F ′
2

��
(
4

ϕ2−→ 5
4

)
︸ ︷︷ ︸

mod(Λ)

Podemos notar que f e g são os únicos morfismos irredut́ıveis em mod(A) para os quais existem

sequências do tipo (Fi)0≤i≤2 levando morfismos de mod(A) para mod(Λ). É fácil ver que para qualquer

outro morfismo irredut́ıvel h ∈ mod(A), existe algum ı́ndice 0 ≤ j ≤ 2 em que a composição da

sequência dos funtores (Fi)0≤i≤2 não está definida.



Caṕıtulo 4

Categoria derivada de álgebras hereditárias por par-

tes do tipo Dynkin

Seja Δ um quiver do tipo Dynkin, então é de conhecimento geral que a álgebra de caminhos kΔ

é hereditária de dimensão finita. Neste caso, temos por [20], que sua categoria derivada Db(mod kΔ)

pode ser escrita como
∨

n∈Zmod(kΔ)[n]. Porém a categoria derivada de mod(Λ), em que Λ é uma

álgebra hereditária por partes, não possui necessariamente essa mesma propriedade. Neste caso exis-

tem objetos em Db(modΛ) que não são shifts de módulos de mod(Λ), e por este motivo a construção

desse tipo de categoria derivada é mais complexa.

O objetivo deste trabalho consiste em desenvolver um método intŕınseco para a construção de

Γ(Db(modΛ)), em que Λ é uma álgebra hereditária por partes do tipo Dynkin. Apresentaremos um

método para a construção de secções Σ de Γ(Db(modΛ)), em que Σ é formada apenas por shifts de

objetos indecompońıveis de mod(Λ). Por exemplo, considere Λ uma álgebra hereditária por partes,

de radical quadrado zero, do tipo A5 tal que Γ(modΛ) é como abaixo.

3
2

5
4

1 2 3 4 5

2
1

4
3

Figura 4.1: Γ(modΛ)

Através de nosso método, é posśıvel afirmar que o conjunto abaixo forma uma secção no quiver de

Auslander-Reiten de Db(modΛ).

{1[0], 2[−1], 3[−2], 4[−3], 5[−4]}

Essa afirmação pode ser feita apenas analisando os módulos do quiver de Auslander-Reiten de mod(Λ).

Neste caṕıtulo apresentaremos o método para os casos An e Dn. O método para os casos E6, E7

e E8 é muito parecido, porém para demonstrá-los foram utilizados alguns recursos computacionais e

56
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por este motivo estes casos não serão desenvolvidos neste texto.

4.1 A categoria mesh k〈ZΔ〉

Recordemos que dados dois quivers finitos Q e Q′, um morfismo de quivers f : Q′ → Q consiste

de um par de aplicações f0 : Q′
0 → Q0 e f1 : Q′

1 → Q1 tais que se α ∈ Q′
1, com s(α) = x e t(α) = y,

então temos que f1(α) ∈ Q1, s(f1(α)) = f0(x) e t(f1(α)) = f0(y). Dizemos que f é um isomorfismo

de quivers se f0 e f1 forem aplicações bijetoras.

Definição 4.1.1. Seja Q um quiver finito, definimos o quiver de translação ZQ como sendo um quiver

infinito tal que:

• O conjunto de vértices (ZQ)0 é dado por Z×Q0.

• Para cada flecha α : i → j em Q e para cada n ∈ Z, temos as seguintes flechas:

(n, α) : (n, i) → (n, j) e σ(n, α) : (n− 1, j) → (n, i)

O quiver ZQ é munido de uma aplicação

σ : (ZQ)1 → (ZQ)1

(n, α) �→ σ(n, α)

σ(n, α) �→ (n− 1, α)

e de um automorfismo τ , dado por:

τ : (ZQ)0 → (ZQ)0

(n, i) �→ (n− 1, i)

τ : (ZQ)1 → (ZQ)1

(n, α) �→ (n− 1, α)

σ(n, α) �→ σ(n− 1, α)

Exemplo 4.1.2. Para Q : 1
α1 �� 2

α2 �� 3 , temos que o quiver ZQ é dado por:

(−1, 3)
σ(0,α2)

��

(0, 3)
σ(1,α2)

��

(1, 3)
σ(2,α2)

��

(2, 3)

· · · (−1, 2)

(−1,α2)

��

σ(0,α1)

��

(0, 2)

(0,α2)

��

σ(1,α1)

��

(1, 2)

(1,α2)

��

σ(2,α1)

��

(2, 2)

(2,α2)

��

· · ·

(−1, 1)

(−1,α1)

��

(0, 1)

(0,α1)

��

(1, 1)

(1,α1)

��

(2, 1)

(2,α1)

��
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Definição 4.1.3. Seja Γ um quiver, definimos a categoria de caminhos k(Γ) como sendo uma categoria

k-linear em que:

• Os objetos são os vértices de Γ.

• Hom(i, j) é um k-espaço vetorial, cuja base é formada por todos os caminhos de i para j.

• A composição de morfismos é induzida pela concatenação dos caminhos.

Lembremos que um ideal I, em uma categoria k-linear C , consiste de para cada Hom(x, y) um

subespaço I(x, y) tal que para todo f : x′ → x, h : y → y′ e g ∈ I(x, y), tem-se que h ◦ g ◦ f ∈ I(x′, y′).

A categoria quociente C /I possui os mesmos objetos de C e

HomC /I(x, y) := HomC (x, y)/I(x, y)

Definição 4.1.4. O ideal mesh(ZQ) é o ideal de k(ZQ), gerado pelas relações:

rv =
∑

{α; t(α)=v}
ασ(α) ∈ Homk(ZQ)(τ(v), v)

em que v percorre os vértices de ZQ. Definimos a categoria mesh k〈ZQ〉 de ZQ como sendo a categoria

k(ZQ)/mesh(ZQ).

Teorema 4.1.5. Seja A = kΔ uma k-álgebra hereditária de dimensão finita. Se Δ é um quiver do tipo

Dynkin, então:

• Γ(Db(mod kΔ)) ∼= ZΔ.

• O isomorfismo acima se estende a uma equivalência de categorias indDb(mod kΔ) ∼= k〈ZΔ〉.

Demonstração. Ver [20], páginas 54 e 55.

Note que, se Δ é um quiver Dynkin e Λ é uma álgebra hereditária por partes do tipo Δ, então

temos Db(modΛ) ∼= Db(mod kΔ) e segue que:

Γ(Db(modΛ)) ∼= Γ(Db(mod kΔ)) ∼= ZΔ

Portanto podemos relacionar os objetos indecompońıveis de Db(modΛ) com os vértices do quiver ZΔ,

essa relação irá nos auxiliar nos resultados apresentados ao longo deste caṕıtulo.

Antes de iniciarmos nossos estudos, recordemos da definição de secção, a qual também será utili-

zada nos próximos resultados.
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Definição 4.1.6. Seja (Γ, τ) um quiver de translação conexo. Um subquiver pleno Σ de Γ é uma

secção de Γ se as seguintes condições forem satisfeitas:

(S1) Σ é aćıclico.

(S2) Para cada x ∈ Γ0, existe um único n ∈ Z tal que τnx ∈ Σ0.

(S3) Se x0 → x1 → · · · → xt é um caminho em Γ, com x0, xt ∈ Σ0, então xi ∈ Σ0 para todo 0 ≤ i ≤ t.

Um caminho x1 → x2 → . . . → xt em um quiver de translação é dito seccional se τxi �� xi−2, para

todo 3 ≤ i ≤ t.

4.2 Álgebras hereditárias por partes do tipo An

Nesta seção iremos estudar as álgebras Λ que são hereditárias por partes do tipo An. Por definição,

temos que existe uma equivalência triangulada entre Db(modΛ) e Db(mod kΔ), em que Δ é um quiver

do tipo An. Portanto o quiver de Auslander-Reiten de Db(modΛ) pode ser identificado com o quiver

ZAn, para algum n ≥ 1. De acordo com [20], página 183, o quiver ZAn é da seguinte forma:

• O vértices são pares (n, i), onde n ∈ Z e i ∈ Δ0.

• Para cada α ∈ Δ1, com α : i → j, existem duas flechas em (ZΔ)1

(n, i) → (n, j) e (n, j) → (n+ 1, i).

Assim, podemos visualizar o quiver de Auslander-Reiten Γ(Db(modΛ)) como na figura a seguir.

· · · (−3, n)

��

(−2, n)

��

(−1, n)

��

(0, n)

��

(1, n) · · ·

· · · (−2, n− 1)

��

��

(−1, n− 1)

��

��

(0, n− 1)

��

��

(1, n− 1)

��

��

· · ·

· · ·
��

��

. .
.

��

��

. .
.

��

��

. .
.

��

��

· · ·

· · · (−1, 2)

��

��

(0, 2)

��

��

(1, 2)

��

��

(2, 2)

��

��

· · ·

· · · (−1, 1)

��

(0, 1)

��

(1, 1)

��

(2, 1)

��

(3, 1) · · ·

Figura 4.2: Parametrização de Γ(Db(modΛ)).
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O quiver acima segue a parametrização dada de acordo com [20], pág. 183, em que cada par (i, j)

é associado com até duas flechas:

⎧⎪⎨
⎪⎩
(i, j) → (i, j + 1), para 1 ≤ j ≤ n− 1

(i, j) → (i+ 1, j − 1), para 2 ≤ j ≤ n

Dado X• ∈ Db(modΛ) indecompońıvel, podemos identificar X• como sendo um vértice de coor-

denadas (i, j) em ZAn
∼= Γ(Db(modΛ)). O lema a seguir nos permite descrever com precisão as co-

ordenadas do shift de X• em Γ(Db(modΛ)), assim como as coordenadas de todo Y • ∈ indDb(modΛ)

tal que HomDb(Λ)(X
•, Y •) �= 0 ou HomDb(Λ)(Y

•, X•) �= 0.

Lema 4.2.1. Seja Λ uma álgebra hereditária por partes do tipo An, então para cada objeto indecom-

pońıvel X• ∈ Db(modΛ) existe um vértice (i, j) ∈ Γ(Db(modΛ)) associado a este objeto. Neste caso,

denotando fX• = HomDb(Λ)(X
•, ) e gX• = HomDb(Λ)( , X•), as seguintes afirmações são válidas.

(i) o vértice associado a X•[1] é dado por (i, j)[1] = (i+ j, n+ 1− j).

(ii) o vértice associado a X•[−1] é dado por (i, j)[−1] = (i+ j − n− 1, n+ 1− j).

(iii) Supp(fX•) é associado ao conjunto:

{Y = (a, b) ∈ Γ(Db(modΛ)); i ≤ a ≤ i+ j − 1, i+ j ≤ a+ b ≤ n+ i}

(iv) Supp(gX•) é associado ao conjunto:

{Y = (a, b) ∈ Γ(Db(modΛ)); i+ j − n ≤ a ≤ i, i+ 1 ≤ a+ b ≤ i+ j}

em que Supp(fX•) e Supp(gX•) representam, respectivamente, o conjunto suporte de fX• e gX• .

Demonstração. Ver [20], página 184.

Observação 4.2.2. Com o objetivo de facilitar a leitura do texto, por vezes iremos apenas escrever

X• = (i, j) para nos referirmos que o complexo X• está associado ao vértice (i, j). Faremos uso desse

abuso de linguagem para que o texto fique mais fluido para o leitor.

Definição 4.2.3. Seja Λ uma álgebra hereditária por partes do tipo Dynkin. Dado X• ∈ Db(modΛ)

indecompońıvel, definimos LX• e RX• como sendo conjuntos, formados por objetos indecompońıveis

de Db(modΛ), que satisfazem as seguintes propriedades:
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(i) Y • ∈ LX• ⇐⇒ HomDb(Λ)(Y
•, X•) �= 0 e HomDb(Λ)(X

•[−1], Y •) = 0.

(ii) Y • ∈ RX• ⇐⇒ HomDb(Λ)(X
•, Y •) �= 0 e HomDb(Λ)(Y

•, X•[1]) = 0.

Seja X• ∈ Db(modΛ) um objeto indecompońıvel, tal que X• é representado pelo vértice (i, j) ∈
Γ(Db(modΛ)), segundo a parametrização dada pela figura (4.2). Neste caso, os elementos dos con-

juntos LX• e RX• também estão associados aos vértices de Γ(Db(modΛ)). Utilizando a caracterização

dos conjuntos Supp(fX•) e Supp(gX•), do lema (4.2.1), podemos associar os conjuntos LX• e RX•

aos vértices de Γ(Db(modΛ)) da seguinte maneira.

LX• = Supp(gX•) ∩Ker(fX•[−1]) = Supp(gX•)\
(
Supp(fX•[−1]) ∩ Supp(gX•)

)

RX• = Supp(fX•) ∩Ker(gX•[1]) = Supp(fX•)\
(
Supp(fX•) ∩ Supp(gX•[1])

)
O próximo resultado apresenta uma caracterização explicita desses conjuntos em Γ(Db(modΛ)).

Proposição 4.2.4. Seja X• = (i, j), então os conjuntos LX• e RX• são dados por:

LX• = {Y = (i, b); 1 ≤ b ≤ j} ∪ {Y = (a, b); a+ b = i+ j, 1 + j ≤ b ≤ n}

RX• = {Y = (i, b); j ≤ b ≤ n} ∪ {Y = (a, b); a+ b = i+ j, 1 ≤ b ≤ j − 1}

Demonstração. Mostremos quem são os elementos de LX• . Usando os ı́tens (ii) e (iii) do Lema (4.2.1),

temos:

Supp(fX•[−1]) = {Y = (a, b); i+ j − n− 1 ≤ a ≤ i− 1, i ≤ a+ b ≤ i+ j − 1}

portanto,

Supp(fX•[−1]) ∩ Supp(gX•) = {Y = (a, b); i+ j − n ≤ a ≤ i− 1, i+ 1 ≤ a+ b ≤ i+ j − 1}

Agora considere Y = (a, b) ∈ LX• . Para a = i, temos:

i+ 1 ≤ a︸︷︷︸
= i

+b ≤ i+ j ⇒ 1 ≤ b ≤ j

Para a �= i, temos a+ b = i+ j, onde i+ j − n ≤ a ≤ i− 1. Como a = i+ j − b, segue que:

i+ j − n ≤ (i+ j − b) ≤ i− 1 ⇒ −n ≤ −b ≤ −j − 1 ⇒ 1 + j ≤ b ≤ n

Disto segue o resultado desejado. A demonstração de RX• é análoga.
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Exemplo 4.2.5. A figura abaixo ilustra os conjuntos LX• e RX• .

X•[−1] X X•[1]

Figura 4.3: LX• = {◦} ∪ {X} e RX• = {•} ∪ {X}

As partes hachuradas correspondem respectivamente ao Supp(fX•[−1]) e Supp(gX•[1]).

Lema 4.2.6. Seja Λ uma álgebra hereditária por partes do tipo An. Dado X• ∈ Γ(Db(modΛ)), temos

que os subquivers plenos de Γ(Db(modΛ)) induzidos por LX• e RX• são secções em Γ(Db(modΛ)).

Demonstração. O resultado segue diretamente da caracterização dada aos conjuntos LX• e RX• pela

proposição anterior.

Observação 4.2.7. Sejam X e Y Λ-módulos indecompońıveis tal Λ é uma álgebra hereditária por par-

tes do tipo Δ, em que Δ é um quiver Dynkin. Sabemos que existe uma equivalência F : Db(modΛ) →
Db(mod kΔ), logo, existem X ′, Y ′ ∈ mod(kΔ) indecompońıveis e r, s ≥ 0 tais que:

F (X) = X ′[r] e F (Y ) = Y ′[s]

Então temos que:

ExtiΛ(X,Y ) ∼= HomDb(Λ)(X,Y [i])

∼= HomDb(kΔ)(F (X), F (Y )[i])

∼= HomDb(kΔ)(X
′[r], Y ′[s+ i])

Como indDb(modΛ) ∼= indDb(mod kΔ) ∼= k〈ZΔ〉, então podemos interpretar um elemento do con-

junto ExtiΛ(X,Y ) �= 0 como sendo um caminho de irredut́ıveis em ZΔ, cuja composição é não nula.

Para dizer isso, estamos usando o fato de que todo morfismo não nulo em Db(mod kΔ) é soma de

compostas de irredut́ıveis, pois, pelo teorema (4.1.5), o isomorfismo indDb(modΛ) ∼= k〈ZΔ〉 está di-

zendo que os morfismos entre indecompońıveis podem ser vistos como morfismos na categoria mesh.

Este conceito é o que K. Bongartz e P. Gabriel chamam de componente standard, em [13].

Definição 4.2.8. Seja Λ uma álgebra hereditária por partes do tipo Dynkin. Então para M ∈ mod(Λ)

indecompońıvel, definimos Ωp(M) e Ωf (M) da seguinte maneira:

Ωp(M) := {X[−i] ∈ Db(modΛ); HomΛ(M,X) = 0, Ext1Λ(M,X) = 0 e ExtiΛ(X,M) �= 0, para algum i ≥ 0}
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Ωf (M) := {X[i] ∈ Db(modΛ); HomΛ(X,M) = 0, Ext1Λ(X,M) = 0 e ExtiΛ(M,X) �= 0, para algum i ≥ 0}

em que X ∈ mod(Λ) é indecompońıvel.

O próximo lema relaciona, através dos conjuntos Ωp e Ωf , os complexos de LX• e RX• com os

objetos da categoria de módulos.

Lema 4.2.9. Seja Λ uma álgebra hereditária por partes do tipo Dynkin. Então para todo M ∈ mod(Λ)

indecompońıvel, temos:

(Ωp(M) ∪ {M•}) ⊂ LM• e (Ωf (M) ∪ {M•}) ⊂ RM•

Demonstração. Aqui faremos a demonstração apenas para LX• , pois o caso RX• é análogo. Pela

proposição (1.5.9), temos Ext1Λ(M,M) = HomDb(Λ)(M
•[−1],M•) = 0 e como HomDb(Λ)(M

•,M•) �=
0, segue que M• ∈ LM•. Portanto basta mostrar que Ωp(M) ⊂ LM• , isto é, devemos mostrar que:

Ωp(M) ⊂ {N ∈ Db(modΛ); HomDb(Λ)(N,M) �= 0 e HomDb(Λ)(M [−1], N) = 0}

De fato, seja N ∈ Ωp(M), então N = X[−i] para algum X ∈ mod(Λ) e i ≥ 0. Como N = X[−i] ∈
Ωp(M), temos:

0 �= ExtiΛ(X,M) ∼= HomDb(Λ)(X,M [i]) = HomDb(Λ)(X[−i],M)

Portanto segue que HomDb(Λ)(N,M) �= 0. Por outro lado temos,

HomDb(Λ)(M [−1], X[−i]) = HomDb(Λ)(M,X[−i+ 1]) = Ext−i+1
Λ (M,X)

como i ≥ 0, tem-se −i ≤ 0 e portanto −i+ 1 ≤ 1. Logo,

HomDb(Λ)(M [−1], X[−i]) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, se − i+ 1 < 0

HomΛ(M,X), se − i+ 1 = 0

Ext1Λ(M,X), se − i+ 1 = 1

Como X[−i] ∈ Ωp(M), temos HomΛ(M,X) = 0 e Ext1Λ(M,X) = 0, logo HomDb(Λ)(M [−1], N) =

HomDb(Λ)(M [−1], X[−i]) = 0. Disto segue o resultado desejado.

O teorema a seguir nos fornece um método para construção de secções em Γ(Db(modΛ)), a partir

de mod(Λ). Para isso, utilizaremos os conjuntos da definição (4.2.8), juntamente com o lema anterior.
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Teorema 4.2.10. Seja Λ uma álgebra hereditária por partes do tipo An. Se existe M ∈ mod(Λ) in-

decompońıvel tal que |Ωp(M)| = n − 1, então existe uma secção Σ em Γ(Db(modΛ)), cujos vértices

correspondem aos complexos do conjunto Ωp(M) ∪ {M•}. Além disso, M• é o único poço de Σ.

Demonstração. Pelo lema (4.2.6), sabemos que LM• induz uma secção Σ em Γ(Db(modΛ)), então

temos |LM• | = n. Além disso, pelo lema (4.2.9), sabemos que (Ωp(M) ∪ {M•}) ⊂ LM• , portanto se

|Ωp(M)| = n− 1, tem-se que Ωp(M) ∪ {M•} = LM• . Disto segue o resultado desejado.

Note que o Teorema (4.2.10) nos fornece uma maneira de encontrar uma secção na categoria

derivada apenas analisando as relações entre os objetos da categoria de módulos. Mais precisamente,

é necessário apenas escolhermos um módulo indecompońıvel M em mod(Λ) e calcularmos o conjunto

Ωp(M). Caso |Ωp(M)| < n − 1, basta escolhermos outro módulo em mod(Λ) tal que a cardinalidade

do conjunto Ωp desse módulo seja igual a n − 1. O método também funciona utilizando o conjunto

Ωf , isto é, temos o seguinte resultado.

Teorema 4.2.11 (Dual). Seja Λ uma álgebra hereditária por partes do tipo An. Se existe M ∈ mod(Λ)

indecompońıvel tal que |Ωf (M)| = n − 1, então existe uma secção Σ em Γ(Db(modΛ)), cujos vértices

correspondem aos complexos do conjunto Ωf (M) ∪ {M•}. Além disso, M• é a única fonte de Σ.

Exemplo 4.2.12. Considere Λ a álgebra inclinada iterada do tipo A4 dada pelo quiver:

1 2�� 3�� 4��

Neste caso, o quiver de Auslander-Reiten de mod(Λ) é como abaixo.

3
2

1 2 3 4

2
1

4
3

Figura 4.4: mod(Λ)

Tomemos M = 2 e analisemos quem são os elementos do conjunto Ωp(M).

Ωp(M) = {X[−i] ∈ Db(modΛ); HomΛ(M,X) = 0, Ext1Λ(M,X) = 0 e ExtiΛ(X,M) �= 0}

Note que os seguintes módulos indecompońıveis de mod(Λ), satisfazem as propriedades do conjunto

Ωp(M).
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• Para X =
2
1
, temos:

HomΛ

(
M,

2
1

)
= 0, Ext1Λ

(
M,

2
1

)
= 0 e Ext0Λ

(
2
1
,M
)
�= 0 ⇒ 2

1
[0] ∈ Ωp(M)

• Para X = 3, temos:

HomΛ (M, 3) = 0, Ext1Λ (M, 3) = 0 e Ext1Λ (3,M) �= 0 ⇒ 3[−1] ∈ Ωp(M)

• Para X = 4, temos:

HomΛ (M, 4) = 0, Ext1Λ (M, 4) = 0 e Ext2Λ (4,M) �= 0 ⇒ 4[−2] ∈ Ωp(M)

Portanto segue que Ωp(M) é dado como abaixo.

Ωp(M) =
{

2
1
[0], 3[−1], 4[−2]

}

Pelo teorema (4.2.10), sabemos que Ωp(M) ∪ {M} forma uma secção em Γ(Db(modΛ)). Apenas nos

resta analisar como é o quiver formado pelos elementos de Ωp(M) ∪ {M}. De fato, note que:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ext0Λ(
2
1
, 2) ∼= HomΛ(

2
1
, 2) ∼= HomDb(Λ)(

2
1
, 2)

Ext1Λ(3, 2)
∼= HomDb(Λ)(3[−1], 2)

Ext2Λ(4, 2)
∼= HomDb(Λ)(4[−2], 2)

Ext1Λ(4, 3)
∼= HomDb(Λ)(4[−1], 3) ∼= HomDb(Λ)(4[−2], 3[−1])

Portanto, é fácil ver que nosso quiver será da forma:

4[−2] �� 3[−1] �� 2
2
1
[0]��

Agora reescrevendo o quiver acima em Db(modΛ) ∼= Kb(proj Λ), temos:

(P1 − P2 − P3 − P4)[−2] �� (P1 − P2 − P3)[−1] �� (P1 − P2)[0] (P2)[0]��

Agora que temos a secção Σ formada pelos elementos de Ωp(M)∪{M}, apenas nos resta recuperar

por meio dessa secção os demais objetos da categoria derivada. Para isso, iremos utilizar os resultados

de Alvares, Fernandes e Giraldo, apresentados em [1], através do qual podemos facilmente calcular

os cones dos morfismos irredut́ıveis presentes em nossa secção Σ.
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(P1-P2-P3-P4)[-2]

(P1-P2-P3)[-1]

(P1-P2)[0]

(P2)[0]

(P1 − P2 − P3 − P4)[−2]
f1 �� (P1 − P2 − P3)[−1] �� (P4)[−1]︸ ︷︷ ︸

Cf1

(P1-P2-P3-P4)[-2] (P4)[-1]

(P1-P2-P3)[-1]

(P1-P2)[0]

(P2)[0]

(P1 − P2 − P3)[−1]
f2 �� (P4)[−1]

⊕
(P1 − P2)[0] �� (P3 − P4)[−1]︸ ︷︷ ︸

Cf2

(P2)[0]
f3 �� (P1 − P2)[0] �� (P1)[1]︸ ︷︷ ︸

Cf3

(P1-P2-P3-P4)[-2] (P4)[-1]

(P1-P2-P3)[-1] (P3-P4)[-1]

(P1-P2)[0]

(P2)[0] (P1)[1]
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(P4)[−1]
f4 �� (P3 − P4)[−1] �� (P3)[0]︸ ︷︷ ︸

Cf4

(P1 − P2)[0]
f5 �� (P3 − P4)[−1]

⊕
(P1)[1] �� (P2 − P3 − P4)[−1]︸ ︷︷ ︸

Cf5

(P1-P2-P3-P4)[-2] (P4)[-1] (P3)[0]

(P1-P2-P3)[-1] (P3-P4)[-1]

(P1-P2)[0] (P2-P3-P4)[-1]

(P2)[0] (P1)[1]

Se continuarmos realizarmos esses cálculos, obtemos Γ(Db(modΛ)) como abaixo.

(P1)[0] (P1-P2-P3-P4)[-2] (P4)[-1] (P3)[0] (P2)[1] (P1)[2] (P1-P2-P3-P4)[0]

(P2-P3-P4)[-2] (P1-P2-P3)[-1] (P3-P4)[-1] (P2-P3)[0] (P1-P2)[1] (P2-P3-P4)[0]

(P2-P3)[-1] (P1-P2)[0] (P2-P3-P4)[-1] (P1-P2-P3)[0] (P3-P4)[0]

(P2)[0] (P1)[1] (P1-P2-P3-P4)[-1] (P4)[0]

Figura 4.5: mod(Λ) ⊂ Γ(Db(modΛ))

Os morfismos em destaque ilustram nossa secção e os objetos em destaque ilustram os objetos de

mod(Λ) em Γ(Db(modΛ)).

A seguir temos dois exemplos que ilustram de que maneira, utilizando o teorema (4.2.10), foram

obtidas as categorias derivadas das álgebras B e C dos exemplos (3.2.4) e (3.2.6).

Exemplo 4.2.13. Considere Λ a álgebra inclinada do tipo A5 dada pelo quiver:

1 2�� 3�� 4�� 5��

neste caso, o quiver de Auslander-Reiten de mod(Λ) é como abaixo.
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5
4
3
24

3
2

5
4
3

3
2

4
3

5
4

1 2 3 4 5

2
1

Figura 4.6: Γ(mod(Λ))

Como Λ é inclinada, sabemos que existe uma álgebra hereditária kΔ tal que Λ = End(T ) para al-

gum kΔ-módulo inclinante T . Neste caso, sabemos, por [1], que existe uma secção em Γ(Db(modΛ))

formada pelos Ext-injetivos de Y(T ). Vamos utilizar o teorema (4.2.10) para encontrar alguma outra

secção em Γ(Db(modΛ)).

Tomemos M = 2 e analisemos quem são os elementos do conjunto Ωp(M).

Ωp(M) = {X[−i] ∈ Db(modΛ); HomΛ(M,X) = 0, Ext1Λ(M,X) = 0 e ExtiΛ(X,M) �= 0}

Note que os seguintes módulos indecompońıveis de mod(Λ), satisfazem as propriedades do conjunto

Ωp(M).

• Para X =
2
1
, temos:

HomΛ

(
M,

2
1

)
= 0, Ext1Λ

(
M,

2
1

)
= 0 e Ext0Λ

(
2
1
,M
)
�= 0 ⇒ 2

1
[0] ∈ Ωp(M)

• Para X = 3, temos:

HomΛ(M, 3) = 0, Ext1Λ(M, 3) = 0 e Ext1Λ(3,M) �= 0 ⇒ 3[−1] ∈ Ωp(M)

• Para X =
4
3
, temos:

HomΛ

(
M,

4
3

)
= 0, Ext1Λ

(
M,

4
3

)
= 0 e Ext1Λ

(
4
3
,M
)
�= 0 ⇒ 4

3
[−1] ∈ Ωp(M)
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• Para X =
5
4
3
, temos:

HomΛ

(
M,

5
4
3

)
= 0, Ext1Λ

(
M,

5
4
3

)
= 0 e Ext1Λ

(
5
4
3
,M

)
�= 0 ⇒

5
4
3
[−1] ∈ Ωp(M)

Portanto segue que Ωp(M) é dado como abaixo.

Ωp(M) =

{
2
1
[0], 3[−1],

4
3
[−1],

5
4
3
[−1]

}

Pelo teorema (4.2.10), sabemos que Ωp(M) ∪ {M} forma uma secção em Γ(Db(modΛ)). Apenas

nos resta analisar como é o quiver formado pelos elementos de Ωp(M) ∪ {M}. De fato, note que

HomΛ(
2
1
,M) �= 0, portanto em Db(modΛ) temos:

2
1
[0] �� M [0] (∗)

Em mod(Λ) temos os morfismos 3 → 4
3
→

5
4
3
, portanto em Db(modΛ) temos:

3[−1] �� 4
3
[−1] ��

5
4
3
[−1] (∗∗)

Agora podemos unir (∗) e (∗∗) da seguinte maneira:

3[−1] �� 4
3
[−1] ��

5
4
3
[−1] �� M [0]

2
1
[0]�� (∗ ∗ ∗)

Sabemos que a união é feita dessa forma, pois esse quiver dá origem a uma secção em Γ(Db(modΛ)),

portanto ele deve ter o formato de um quiver do tipo A5. Agora reescrevendo o quiver acima em

Db(modΛ) ∼= Kb(proj Λ), temos:

Σ : (P1-P2-P3[−1]) → (P1-P2-P4[−1]) → (P1-P2-P5[−1]) → (P1-P2[0])︸ ︷︷ ︸
M [0]

← (P2[0])

Agora que temos a secção Σ formada pelos elementos de Ωp(M)∪{M}, apenas nos resta recuperar

por meio dessa secção os demais objetos da categoria derivada. Para isso, iremos utilizar os resultados

de Alvares, Fernandes e Giraldo, apresentados em [1], através do qual podemos facilmente calcular

os cones dos morfismos irredut́ıveis presentes em nossa secção Σ. Após realizarmos esses cálculos,
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obtemos Γ(Db(modΛ)) como abaixo.

(P1)[0] (P1-P2-P3)[-1] (P3-P4)[-1] (P4-P5)[-1] (P5)[0]

(P2-P3)[-1] (P1-P2-P4)[-1] (P3-P5)[-1] (P4)[0] (P2-P5)[0]

(P2-P4)[-1] (P1-P2-P5)[-1] (P3)[0] (P2-P4)[0] (P1-P2-P5)[0]

(P2-P5)[-1] (P1-P2)[0] (P2-P3)[0] (P1-P2-P4)[0] (P3-P5)[0]

(P2)[0] (P1)[1] (P1-P2-P3)[0] (P3-P4)[0] (P4-P5)[0]

Figura 4.7: mod(Λ) ⊂ Db(modΛ)

Na figura acima ilustramos, em destaque, a secção Σ.

Exemplo 4.2.14. Considere Λ uma álgebra inclinada iterada do tipo A5 dada pelo quiver:

1 2�� 3�� 4�� 5��

neste caso, o quiver de Auslander-Reiten de mod(Λ) é como abaixo.

3
2

1 2 3 4 5

2
1

4
3

5
4

5
4
3

Figura 4.8: Γ(mod(Λ))

Considere M = 1 e calculemos o conjunto Ωp(M).

• HomΛ(M, 2) = 0, Ext1Λ(M, 2) = 0 e Ext1Λ(2,M) �= 0 ⇒ 2[−1] ∈ Ωp(M).

• HomΛ(M, 3) = 0, Ext1Λ(M, 3) = 0 e Ext2Λ(3,M) �= 0 ⇒ 3[−2] ∈ Ωp(M).

• HomΛ(M,
5
4
) = 0, Ext1Λ(M,

5
4
) = 0 e Ext3Λ(

5
4
,M) �= 0 ⇒ 5

4
[−3] ∈ Ωp(M).

• HomΛ(M, 4) = 0, Ext1Λ(M, 4) = 0 e Ext3Λ(4,M) �= 0 ⇒ 4[−3] ∈ Ωp(M).

Portanto temos que o conjunto Ωp(M) é dada como abaixo.

Ωp(M) =
{
2[−1], 3[−2],

5
4
[−3], 4[−3]

}
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Agora observe que, analisando os módulos em mod(Λ), temos:

• HomΛ(4,
5
4
) �= 0 ⇒ HomDb(Λ)(4[−3],

5
4
[−3]) �= 0.

• Ext1Λ(
5
4
, 3) �= 0 ⇒ HomDb(Λ)(

5
4
[−1], 3) �= 0 ⇒ HomDb(Λ)(

5
4
[−3], 3[−2]) �= 0.

• Ext1Λ(3, 2) �= 0 ⇒ HomDb(Λ)(3[−1], 2) �= 0 ⇒ HomDb(Λ)(3[−2], 2[−1]) �= 0.

• Ext1Λ(2, 1) �= 0 ⇒ HomDb(Λ)(2[−1], 1) �= 0.

Neste caso, os elementos de Ωp(M) ∪ {M} formam, em Γ(Db(modΛ)), o seguinte quiver.

4[−3] → 5
4
[−3] → 3[−2] → 2[−1] → 1[0]

Portanto temos a seguinte secção em Γ(Db(modΛ)):

Σ : (P1-P2-P3-P4[−3]) → (P1-P2-P3-P5[−3]) → (P1-P2-P3[−2]) → (P1-P2[−1]) → P1[0]︸ ︷︷ ︸
M [0]

Novamente utilizando o resultado apresentado em [1], para realizar o cálculo dos cones desses mor-

fismos, obtemos Γ(Db(modΛ)) como abaixo.

(P1)[0] (P1-P2-P3-P4)[-2] (P4-P5)[-2] (P5)[-1] (P3)[0] (P2)[1] (P1)[2] (P1-P2-P3-P4)[0] (P4-P5)[0]

(P2-P3-P4)[-2] (P1-P2-P3-P5)[-2] (P4)[-1] (P3-P5)[-1] (P2-P3)[0] (P1-P2)[1] (P2-P3-P4)[0] (P1-P2-P3-P5)[0]

(P2-P3-P5)[-2] (P1-P2-P3)[-1] (P3-P4)[-1] (P2-P3-P5)[-1] (P1-P2-P3)[0] (P3-P4)[0] (P2-P3-P5)[0]

(P2-P3)[-1] (P1-P2)[0] (P2-P3-P4)[-1] (P1-P2-P3-P5)[-1] (P4)[0] (P3-P5)[0]

(P2)[0] (P1)[1] (P1-P2-P3-P4)[-1] (P4-P5)[-1] (P5)[0]

Figura 4.9: mod(Λ) ⊂ Db(modΛ)

Na figura acima ilustramos, em destaque, a secção Σ[1].

Observação 4.2.15. Para obtermos a categoria derivada da álgebra Λ de radical quadrado zero, apre-

sentada na figura (3.14), página 54, podemos tomar qualquer um dos conjuntos abaixo.

Ωp(1), Ωp(2), Ωf (4), Ωf (5)

em que Γ(modΛ) é da seguinte forma:
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3
2

5
4

1 2 3 4 5

2
1

4
3

Figura 4.10: Γ(modΛ)

Analisando o quiver de Auslander-Reiten de mod(Λ), podemos notar que todos esses conjuntos

satisfazem as hipóteses dos teoremas (4.2.10) e (4.2.11), e portanto induzem secções na categoria

derivada Db(modΛ). A figura ilustra a secção gerada pelo conjunto Ωp(2) e também apresenta mod(Λ)

mergulhada em Γ(Db(modΛ)).

(P1)[0] (P1-P2-P3-P4-P5)[-3] (P5)[-2] (P4)[-1] (P3)[0] (P2)[1] (P1)[2] (P1-P2-P4-P5)[-1] (P5)[0]

(P2-P3-P4-P5)[-3] (P1-P2-P3-P4)[-2] (P4-P5)[-2] (P3-P4)[-1] (P2-P3)[0] (P1-P2)[1] (P2-P3-P4-P5)[-1] (P1-P2-P3-P4)[0] (P4-P5)[0]

(P2-P3-P4)[-2] (P1-P2-P3)[-1] (P3-P4-P5)[-2] (P2-P3-P4)[-1] (P1-P2-P3)[0] (P3-P4-P5)[-1] (P2-P3-P4)[0] (P1-P2-P3)[1] (P3-P4-P5)[0]

(P2-P3)[-1] (P1-P2)[0] (P2-P3-P4-P5)[-2] (P1-P2-P3-P4)[-1] (P4-P5)[-1] (P3-P4)[0] (P2-P3)[1] (P1-P2)[2] (P2-P3-P4-P5)[0]

(P2)[0] (P1)[1] (P1-P2-P3-P4-P5)[-2] (P5)[-1] (P4)[0] (P3)[1] (P2)[2] (P1)[3] (P1-P2-P3-P4-P5)[0]

Figura 4.11: mod(Λ) ⊂ Γ(Db(modΛ))

4.3 Álgebras hereditárias por partes do tipo Dn

Nesta seção iremos estudar as álgebras Λ que são hereditárias por partes do tipo Dn. Sabemos que,

neste caso, o quiver de Auslander-Reiten Γ(Db(modΛ)) é da forma ZDn. A seguir temos uma figura

que ilustra como é realizada a parametrização de Γ(Db(modΛ)), em que Λ é uma álgebra hereditária

por partes do tipo D5.

(0, 1) (1, 1) (2, 1) (3, 1) (4, 1) (5, 1)

(0, 2) (1, 2) (2, 2) (3, 2) (4, 2) (5, 2)

(0, 3) (1, 3) (2, 3) (3, 3) (4, 3) (5, 3)

(0, 4) (1, 4) (2, 4) (3, 4) (4, 4) (5, 4)

(0, 5) (1, 5) (2, 5) (3, 5) (4, 5) (5, 5)

(0, 6) (1, 6) (2, 6) (3, 6) (4, 6) (5, 6)

Figura 4.12: Parametrização de ZD5.

Em geral, o quiver ZDn pode ser parametrizado da seguinte maneira. Cada vértice de Γ(Db(modΛ))
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pode ser escrito como um par (i, j), em que i ∈ Z e j ∈ {1, 2, . . . , n}. Além disso, para cada par (i, j)

podemos associar no máximo até 3 flechas.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(i, j) → (i, j + 1), para 2 ≤ j ≤ n− 1

(i, j) → (i+ 1, j − 1), para 3 ≤ j ≤ n

(i, j) → (i, 3), para j = 1

(i, j) → (i+ 1, 1), para j = 3

Note que no caso em que j = 3 são associadas três flechas, e no caso em que j ∈ {1, 2, n} é associada

apenas uma flecha.

Dado X• ∈ Db(modΛ) indecompońıvel, podemos identificar X• como sendo um vértice de co-

ordenadas (i, j) em ZDn
∼= Γ(Db(modΛ)). Analogamente, como foi feito no lema (4.2.1), página

60, iremos descrever com precisão as coordenadas do shift de X• em Γ(Db(modΛ)), assim como as

coordenadas de todo Y • ∈ indDb(modΛ) tal que HomDb(Λ)(X
•, Y •) �= 0 ou HomDb(Λ)(Y

•, X•) �= 0.

Analisando as coordenadas dos elementos de ZDn

Considere Λ uma álgebra hereditária por partes do tipo Dn. Seja X• ∈ Db(modΛ) um objeto inde-

compońıvel, então X• pode ser identificado por um vértice (i, j) em Γ(Db(modΛ)) ∼= ZDn. Denotando

X• = (i, j), fX• = HomDb(Λ)(X
•, ) e gX• = HomDb(Λ)( , X•), temos que as seguintes afirmações

são válidas.

• Para 2 < j,

1. X•[1] = (i+ n− 1, j) X•[−1] = (i− n+ 1, j).

2. Supp(fX•) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
Y • = (a, b);

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

a+ b = i+ j + k para 3 + k ≤ b ≤ j + k

e

a = i+ j − 2 + k para 1 ≤ b ≤ n− k

, com 0 ≤ k ≤ n− j

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

3. Supp(gX•) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
Y • = (a, b);

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

a+ b = i+ j + 2− n+ k para 3 + k ≤ b ≤ j + k

e

a = i+ j − n+ k para 1 ≤ b ≤ n− k

, com 0 ≤ k ≤ n− j

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

• Para 1 ≤ j ≤ 2,

1.
Se n é par, X•[1] = (i+ n− 1, j) X•[−1] = (i− n+ 1, j).

Se n é ı́mpar, X•[1] = (i+ n− 1, 3− j) X•[−1] = (i− n+ 1, 3− j).
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2. Supp(fX•) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Y • = (a, b);

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

i ≤ a ≤ i+ n− 3 com 3 ≤ b ≤ i+ n− a

e

i ≤ a ≤ i+ n− 2 com b =

⎧⎨
⎩

j, se (a− i) é par

3− j, c/c

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

3. Supp(gX•) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Y • = (a, b);

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

i+ 2− n ≤ a ≤ i− 1 com 3 ≤ b ≤ i+ 2− a

e

i+ 2− n ≤ a ≤ i com b =

⎧⎨
⎩

j, se (i− a) é par

3− j, c/c

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

Observação 4.3.1. Lembremos que para X• = (i, j), podemos expressar os conjuntos LX• e RX• por:

LX• = Supp(gX•)\
(
Supp(fX•[−1]) ∩ Supp(gX•)

)

RX• = Supp(fX•)\
(
Supp(fX•) ∩ Supp(gX•[1])

)
em que LX• e RX• são os conjuntos da definição (4.2.3).

Daqui em diante iremos apresentar resultados relacionados apenas aos conjuntos LX• , porém

também são válidos resultados análogos para os conjuntos RX• . A seguir temos um exemplo que

ilustra esses dois conjuntos.

Exemplo 4.3.2. Considere X = (i, j) ∈ ZD6, então representando os conjuntos LX• e RX• por:

LX• = {◦} ∪ {X} e RX• = {•} ∪ {X}

temos que tais conjuntos são da seguinte forma:

X[−1] X X[1]

Figura 4.13: Para j = 1

X[−1] X X[1]

Figura 4.14: Para j = 2
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X[−1] X X[1]

Figura 4.15: Para j = 3

X[−1] X X[1]

Figura 4.16: Para j = 4

X[−1] X X[1]

Figura 4.17: Para j = 5

X[−1] X X[1]

Figura 4.18: Para j = 6

Os próximos lemas apresentam uma descrição precisa a respeito de quem são os elementos dos

conjuntos LX• e RX• .

Lema 4.3.3. Seja X• = (i, j) ∈ Γ(Db(modΛ)) ∼= ZDn, com j > 2, então temos que LX• = A ∪ B ∪ C,

onde os conjuntos A. B e C são definidos da seguinte forma:

A = {Y • = (a, b); a = i e 1 ≤ b ≤ j}

B = {Y • = (a, b); a+ b = i+ 2 e 4 + n− j ≤ b ≤ n}

C = {Y • = (a, b); a+ b = i+ j e j + 1 ≤ b ≤ n}

No caso em que j = n, considera-se C = ∅, e para o caso em que j = 3, considera-se B = ∅.
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Demonstração. Primeiramente note que podemos escrever Supp(gX•) da seguinte maneira:

Supp(gX•) =

n−j⋃
k=0

(
Gk

1 ∪Gk
2

)

onde,

Gk
1 = {Y • = (a, b); a+ b = i+ j + 2− n+ k e 3 + k ≤ b ≤ j + k}

Gk
2 = {Y • = (a, b); a = i+ j − n+ k e 1 ≤ b ≤ n− k}

Utilizando essa notação, também podemos escrever quem é o conjunto Supp(fX•[−1]) como:

Supp(fX•[−1]) =

n−j⋃
k=0

(
F k
1 ∪ F k

2

)

onde,

F k
1 = {Y • = (a, b); a+ b = i+ j + 1− n+ k e 3 + k ≤ b ≤ j + k}

F k
2 = {Y • = (a, b); a = i+ j − n− 1 + k e 1 ≤ b ≤ n− k}

Primeiramente mostremos que A ⊂ LX• . De fato, note que não existe (a, b) ∈ Supp(fX•[−1]) tal

que a = i. Disto segue que:

Gn−j
2 ∩ Supp(fX•[−1]) = ∅ ⇒ Gn−j

2 ⊂ LX•

Como Gn−j
2 = A, tem-se Gn−j

2 ∩ LX• = A.

Agora vamos analisar os conjuntos Gk
2, para 0 ≤ k < n− j. Note que:

Gk
2 ∩ Supp(fX•[−1]) = Gk

2 ∩ F k+1
2

portanto vamos analisar os conjuntos Gk
2 ∩ F k+1

2 . Temos:

Gk
2 ∩ F k+1

2 = {Y • = (a, b); a = i+ j − n+ k e 1 ≤ b ≤ n− k − 1}

Portanto,

Gk
2 ∩ LX• = Gk

2\(Gk
2 ∩ F k+1

2 ) = {Y • = (a, b); a = i+ j − n+ k e b = n− k}
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Note que podemos reescrever o conjunto Gk
2 ∩ LX• como:

Gk
2 ∩ LX• = {Y • = (a, b); a+ b = i+ j e b = n− k}

desta maneira, temos:

n−j−1⋃
k=0

Gk
2 ∩ LX• = {Y • = (a, b); a+ b = i+ j e j + 1 ≤ b ≤ n} = C

Portanto até o momento conclúımos que:

n−j⋃
k=0

Gk
2 ∩ LX• = (Gn−j

2 ∩ LX•) ∪
(

n−j−1⋃
k=0

Gk
2 ∩ LX•

)
= A ∪ C

resta mostrar quem é o conjunto
⋃n−j

k=0 G
k
1 ∩ LX• .

Note que Gk
1 ⊂ Supp(gX•) ∩ Supp(fX•[−1]), para 0 ≤ k < n− j. De fato,

Gk
1 ∩ F k+1

1 = {Y • = (a, b); a+ b = i+ j + 2− n+ k e 4 + k ≤ b ≤ j + k}

Gk
1 ∩ F 0

2 = {Y • = (a, b); a+ b = i+ j + 2− n+ k e b = 3 + k}

portanto, para 0 ≤ k < n− j, temos:

Gk
1 = (Gk

1 ∩ F k+1
1 ) ∪ (Gk

1 ∩ F 0
2 ) ⇒ Gk

1 ⊂ Supp(gX•) ∩ Supp(fX•[−1])

disto segue que:
n−j⋃
k=0

Gk
1 ∩ LX• = Gn−j

1 ∩ LX•

Para o caso de Gn−j
1 devemos notar que:

Gn−j
1 ∩ Supp(fX•[−1]) = Gn−j

1 ∩ F 0
2

onde,

Gn−j
1 ∩ F 0

2 = {Y • = (a, b); a+ b = i+ 2 e b = 3 + n− j}

portanto,

Gn−j
1 ∩ LX• = {Y • = (a, b); a+ b = i+ 2 e 4 + n− j ≤ b ≤ n}
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disto segue que:

n−j⋃
k=0

Gk
1 ∩ LX• = Gn−j

1 ∩ LX• = {Y • = (a, b); a+ b = i+ 2 e 4 + n− j ≤ b ≤ n} = B

Portanto podemos concluir que:

Supp(gX•) ∩ LX• = (Gn−j
2 ∩ LX•) ∪

(
n−j⋃
k=0

Gk
1 ∩ LX•

)
∪
(

n−j−1⋃
k=0

Gk
2 ∩ LX•

)
= A ∪B ∪ C

e segue o resultado desejado.

Exemplo 4.3.4. A seguir ilustramos LX• , para X• = (5, 4), em D6.

(0, 1) (1, 1) (2, 1) (3, 1) (4, 1) (5, 1)

(0, 2) (1, 2) (2, 2) (3, 2) (4, 2) (5, 2)

(0, 3) (1, 3) (2, 3) (3, 3) (4, 3) (5, 3)

(0, 4) (1, 4) (2, 4) (3, 4) (4, 4) (5, 4)

(0, 5) (1, 5) (2, 5) (3, 5) (4, 5) (5, 5)

(0, 6) (1, 6) (2, 6) (3, 6) (4, 6) (5, 6)

Figura 4.19: LX• = A ∪B ∪ C

Note que neste caso X• = (5, 4) e n = 6, portanto temos:

LX• = A ∪B ∪ C, onde

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

A = {Y • = (a, b); a = 5 e 1 ≤ b ≤ 4}
B = {Y • = (a, b); a+ b = 7 e 6 ≤ b ≤ 6}
C = {Y • = (a, b); a+ b = 9 e 5 ≤ b ≤ 6}

Analisando este exemplo, podemos visualizar de uma forma mais clara quem são os subconjuntos

A, B e C de LX• . Também é fácil ver que ao calcularmos LX• para algum X• = (i, j), com j = n,

tem-se C = ∅.

Lema 4.3.5. Seja X• = (i, j) ∈ Γ(Db(modΛ)) ∼= ZDn, com 1 ≤ j ≤ 2, então temos que LX• = A ∪ B,

onde os conjuntos A e B são definidos da seguinte forma:

A = {Y • = (a, b); a+ b = i+ 2 e 3 ≤ b ≤ n}

B = {Y • = (a, b); i+ 2− n ≤ a ≤ i e b =

⎧⎨
⎩ j, se (i− a) é par

3− j, c/c
}
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Demonstração. Primeiramente note que podemos escrever Supp(gX•) da seguinte maneira:

Supp(gX•) = G1 ∪G2

onde,

G1 = {Y • = (a, b); i+ 2− n ≤ a ≤ i− 1 e 3 ≤ b ≤ i+ 2− a}

G2 = {Y • = (a, b); i+ 2− n ≤ a ≤ i e b =

⎧⎨
⎩ j, se (i− a) é par

3− j, c/c
}

Utilizando essa notação, também podemos escrever quem é o conjunto Supp(fX•[−1]) como:

Supp(fX•[−1]) = F1 ∪ F2

onde,

F1 = {Y • = (a, b); i+ 1− n ≤ a ≤ i− 2 e 3 ≤ b ≤ i+ 1− a}

F2 = {Y • = (a, b); i+ 1− n ≤ a ≤ i− 1 e b =

⎧⎨
⎩ j, se (a− i+ 1) é par

3− j, c/c
}

Primeiramente note que:

G2 ∩ Supp(fX•[−1]) = G2 ∩ (F1 ∪ F2) = ∅ ⇒ G2 ⊂ LX•

portanto G2 ∩ LX• = G2 = B.

Agora analisando G1, temos que G1 ∩ F2 = ∅, pois dado (a, b) ∈ F2, tem-se b ≤ 2. Portanto temos:

G1 ∩ Supp(fX•[−1]) = G1 ∩ F1

analisando o conjunto G1 ∩ F1, temos que:

G1 ∩ F1 = {Y • = (a, b); i+ 2− n ≤ a ≤ i− 2 e 3 ≤ b ≤ i+ 1− a}

e segue que:

G1 ∩ LX• = G1\(G1 ∩ F1) = {Y • = (a, b); i+ 2− n ≤ a ≤ i− 1 e b = i+ 2− a}
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Note que podemos reescrever o conjunto G1 ∩ LX• da seguinte maneira:

G1 ∩ LX• = {Y • = (a, b); a+ b = i+ 2 e 3 ≤ b ≤ n} = A

portanto temos:

Supp(gX•) ∩ LX• = (G1 ∩ LX•) ∪ (G2 ∩ LX•) = A ∪B

e segue o resultado desejado.

Exemplo 4.3.6. A seguir ilustramos LX• , para X• = (5, 1), em D6.

(0, 1) (1, 1) (2, 1) (3, 1) (4, 1) (5, 1)

(0, 2) (1, 2) (2, 2) (3, 2) (4, 2) (5, 2)

(0, 3) (1, 3) (2, 3) (3, 3) (4, 3) (5, 3)

(0, 4) (1, 4) (2, 4) (3, 4) (4, 4) (5, 4)

(0, 5) (1, 5) (2, 5) (3, 5) (4, 5) (5, 5)

(0, 6) (1, 6) (2, 6) (3, 6) (4, 6) (5, 6)

Figura 4.20: LX• = A ∪B

Note que neste caso X• = (5, 1) e n = 6, portanto temos:

LX• = A ∪B, onde

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

A = {Y • = (a, b); a+ b = 7 e 3 ≤ b ≤ 6}

B = {Y • = (a, b); 1 ≤ a ≤ 5 e b =

⎧⎨
⎩ 1, se (5− a) é par

2, c/c
}

Note que se formos calcular LX• para X• = (5, 2), iriamos obter o mesmo conjunto A acima, e o

conjunto B sofreria alteração apenas na segunda coordenada de seus elementos.

Proposição 4.3.7. Para X• = (i, j), com 1 ≤ j ≤ n, tem-se que n ≤ |LX• | ≤ 2n− 3. Em particular,

|LX• | =

⎧⎨
⎩ n+ j − 3, se j > 2

2n− 3, se 1 ≤ j ≤ 2

Demonstração. Segue diretamente da caracterização do conjunto LX• dada pelos lemas (4.3.3) e

(4.3.5).
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4.3.1 Secções em Dn

Diferentemente do caso An em que o conjunto LX• já era uma secção, aqui no caso Dn é necessário

buscarmos um subconjunto de LX• que constituirá a nossa seção desejada. Porém, com base no que

foi visto até o momento e analisando as parametrizações do conjunto LX• , apresentadas nos lemas

(4.3.3) e (4.3.5), podemos notar que sempre existe um subconjunto Σ0 de LX• que contém uma

secção em Γ(Db(modΛ)). Mais precisamente temos o seguinte resultado.

Proposição 4.3.8. Seja X• = (i, j) um complexo indecompońıvel em Db(modΛ), com Λ uma álgebra

hereditária por partes do tipo Dn. Então as seguintes afirmações são válidas.

(a) Se j > 2, existe uma secção Σ de Γ(Db(modΛ)) cujos vértices são dados por:

Σ0 = LX•\B

onde B é o conjunto definido no lema (4.3.3).

(b) Se 1 ≤ j ≤ 2, existe uma secção Σ de Γ(Db(modΛ)) cujos vértices são dados por:

Σ0 = (LX•\B)
⋃

{(i, j), (i− 1, 3− j)}

onde B é o conjunto definido no lema (4.3.5).

Demonstração. Aqui vamos demonstrar apenas o item (a), pois a demonstração de (b) é análoga. Seja

Σ o subquiver pleno de Γ(Db(modΛ)) tal que Σ0 = LX•\B, com B sendo o conjunto definido no lema

(4.3.3). Mostremos que Σ satisfaz as propriedades da definição (4.1.6). De fato, é fácil ver que a

propriedade (S1) é satisfeita, pois como Γ(Db(modΛ)) é aćıclico, tem-se que o mesmo vale para Σ.

Note que dado x = (a, b) ∈ Γ(Db(modΛ)), tem-se que τn(a, b) := (a−n, b), ver [4] página 303. Como

Σ0 é dado por {(i, 1), (i, 2), . . . , (i, j)} ∪ {(i− 1, j + 1), . . . , (i+ j − n, n)}, temos que não existem dois

elementos distintos x, y ∈ Σ0 tal que x = τn(y) para algum n ∈ Z, logo Σ satisfaz a propriedade (S2).

A propriedade (S3) segue diretamente da parametrização de ZDn
∼= Γ(Db(modΛ)) apresentada na

página 72.

A proposição (4.3.8) nos diz que dado um objeto indecompońıvel X• ∈ Db(modΛ), existe uma

secção Σ de Γ(Db(modΛ)) tal que Σ0 ⊂ LX• . Estamos interessados em encontrar uma secção em

Γ(Db(modΛ)) através da análise do quiver de Auslander-Reiten de mod(Λ). Sabemos que dado M ∈
mod(Λ) indecompońıvel, podemos calcular o conjunto Ωp(M) da definição (4.2.8). Além disso, pelo



CAṔITULO 4. CATEGORIA DERIVADA DE ÁLGEBRAS HEREDITÁRIAS POR PARTES DO TIPO DYNKIN 82

lema (4.2.9), temos que (Ωp(M) ∪ {M•}) ⊂ LM• . Portanto dado M ∈ mod(Λ), temos que existe uma

secção Σ de Γ(Db(modΛ)) tal que Σ0 ⊂ LX• , e dependendo da escolha de M em mod(Λ) pode ocorrer

de que os complexos indecompońıveis de Db(modΛ) associados ao conjunto Σ0 de Γ(Db(modΛ))

estejam contidos no conjunto (Ωp(M) ∪ {M•}) ⊂ LM• . Neste caso, podemos formar a secção Σ

utilizando os elementos do conjunto (Ωp(M) ∪ {M•}).
De agora em diante, nosso objetivo é identificar quando nosso conjunto (Ωp(M) ∪ {M•}) contém

os elementos de Σ0. Além disso, pretendemos apresentar uma maneira de identificar Σ0 dentro do

conjunto (Ωp(M)∪ {M•}), caso isso ocorra. Faremos este estudo analisando as álgebras de endomor-

fismos desses conjuntos.

Observação 4.3.9. Por abuso de linguagem, dado S um conjunto finito formado por complexos inde-

compońıveis, não isomorfos, de Db(modΛ), iremos denotar EndDb(Λ)(S) como sendo dada por:

EndDb(Λ)(S) := EndDb(Λ)

(⊕
Z•∈S

Z•
)

A seguir, temos um exemplo de como é o quiver da álgebra de endomorfismo dos conjuntos LX•

dos exemplos (4.3.4) e (4.3.6).

Exemplo 4.3.10. Considere X• um vértice em ZD6, como apresentado nos exemplos (4.3.4) e (4.3.6).

Sendo X• = (5, 4) como no exemplo (4.3.4), temos que End(LX•)op é dada pelo seguite quiver

conexo:

(5, 1)

��
(1, 6)

��

��

(5, 3) �� X• (4, 5)�� (3, 6)��

(5, 3)

��

Agora considerando X• = (5, 1), como no exemplo (4.3.6), temos que End(LX•)op é dada por:

(1, 6) �� (2, 5) �� (3, 4) �� (4, 3) �� X•

(1, 1)

��

�� (2, 2)

��

�� (3, 1)

��

�� (4, 2)

��

Note que, dado X• = (i, j) ∈ ZDn, já temos caracterizados os conjuntos LX• , para 1 ≤ j ≤ n.

Portanto já conhecemos como são os quivers das álgebras EndDb(A)(LX•)op. A próxima proposição

nos garante que existe um único subconjunto S ⊂ LX• tal que EndDb(A)(S) é dado por um quiver do

tipo Dn.
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Proposição 4.3.11. Sejam Λ uma álgebra hereditária por partes do tipo Dn e X• = (i, j) ∈ Γ(Db(modΛ)),

com j > 2. Então existe um único subconjunto S ⊂ LX• tal que EndDb(Λ)(S)op é dada por um quiver do

tipo Dn. Além disso, os elementos de S formam uma secção Σ em Γ(Db(modΛ)).

Demonstração. Pelo lema (4.3.3), segue que End(LX•)op é dada pelo seguinte quiver:

•
��◦ �� ◦ �� · · · �� ◦

��

��

• • · · · • •

•
��

Lembremos que LX• = A ∪ B ∪ C. Aqui o quiver está dividido em duas partes, os vértices deno-

tados por (◦) representam os elementos do conjunto B e os vértices denotados por (•) representam

elementos do conjunto A ∪ C. Pela definição dos conjuntos A, B e C, temos:

|A| = j, |B| = j − 3 e |C| = n− j.

Portanto nosso quiver possui n vértices denotados por (•), e j−3 vértices denotados por (◦). Como

j ≤ n, podemos concluir que o único subconjunto S ⊂ LX• , em que temos EndDb(A)(S)op dado por

um quiver do tipo Dn, é justamente o subconjunto formado pelos elementos do conjunto A∪C. Além

disso, note que A ∪ C = LX•\B, portanto segue pela proposição (4.3.8), ı́tem (a), que os elementos

de S formam uma secção Σ em Γ(Db(modΛ)).

Proposição 4.3.12. Sejam Λ uma álgebra hereditária por partes do tipo Dn e X• = (i, j) ∈ Γ(Db(modΛ)),

com 1 ≤ j ≤ 2. Então existem dois subconjuntos S,S ′ ⊂ LX• tais que EndDb(A)(S)op e EndDb(A)(S ′)op

são dadas por quivers do tipo Dn. Além disso, os elementos de um desses subconjuntos formam uma secção

Σ em Γ(Db(modΛ)).

Demonstração. Pelo lema (4.3.5), segue que o quiver de EndDb(Λ)(LX•)op é da seguinte forma:

• �� • �� • �� · · · �� • �� • �� X

◦
��

�� Z

��

�� ◦
��

�� · · · �� ◦
��

�� Y

��

Lembremos que LX• = A ∪ B. Aqui o quiver está dividido em duas partes, os vértices denotados

por (•) representam os elementos do conjunto A e os demais vértices representam o conjunto B. Aqui

X = (i, j), Y = (i−1, 3−j) e Z = (i+3−n, �), onde � ∈ {1, 2}. Note que só existem dois subconjuntos

de LX• , cuja álgebra de endomorfismo é dada por um quiver do tipo Dn, são eles:

S = A ∪ {X,Y } e S ′ = A ∪ {X,Z}
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Mostremos que S ′ não forma uma secção em Γ(Db(modΛ)) no caso em que n ≥ 5. De fato, sabemos

que no quiver Γ(Db(modΛ)) todo caminho de Z para X se fatora pelo elemento de coordenadas

(i + 3 − n, 3) ∈ Γ(Db(modΛ)), e tal elemento não pertence a S ′, pois o único elemento de S ′ que

possui a segunda coordenada igual a 3 é dado por (i − 1, 3) ∈ A, porém temos que n ≥ 5. Portanto

S ′ não satisfaz a propriedade (S3) da definição (4.1.6), disto segue que S ′ não forma uma secção no

caso n ≥ 5. Observe que no caso em que n = 4, temos que Z = Y e portanto S e S ′ coincidem. Agora

note que:

S = A ∪ {X,Y } = (LX•\B)
⋃

{X, Y }

portanto, pela proposição (4.3.8), item (b), segue que Σ forma uma secção em Γ(Db(modΛ)).

Lema 4.3.13. Considere S ′ = A ∪ {X,Z} como sendo o subconjunto de LX• apresentado na proposição

(4.3.12). Então, no caso em que n ≥ 5, temos que existe W ∈ S ′ tal que HomDb(Λ)(W,Z[1]) �= 0.

Demonstração. Pelo lema (4.3.5), sabemos que LX• = A ∪B. Defina W = (i− 1, 3), então temos que

W ∈ S ′, pois W ∈ A. Agora note que:

Z = (i+ 3− n, �) ⇒ Z[1] = (i+ 2, �), em que � ∈ {1, 2} depende da paridade de n.

Mostremos que HomDb(Λ)(W,Z[1]) �= 0. De fato, basta analisar se Z[1] ∈ Supp(HomDb(Λ)(W, )).

Sabemos que, pela parametrização apresentada na página (73), que:

Supp(HomDb(Λ)(W, )) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
Y • = (a, b);

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

a+ b = i+ 2 + k para 3 + k ≤ b ≤ 3 + k

e

a = i+ k para 1 ≤ b ≤ n− k

, com 0 ≤ k ≤ n− 3

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

Note que se n ≥ 5, então n− 3 ≥ 2. Como 0 ≤ k ≤ n− 3, tomando k = 2 temos:

{(a, b); a = i+ 2 e 1 ≤ b ≤ n− 2} ⊂ Supp(HomDb(Λ)(W, ))

Portanto,

Z[1] ∈ {(i+ 2, 1), (i+ 2, 2)} ⊂ Supp(HomDb(Λ)(W, ))

disto segue que HomDb(Λ)(W,Z[1]) �= 0.

Como verificar se S ⊂ LX• forma uma secção

Seja X• = (i, j) em ZDn, e considere S ⊂ LX• um subconjunto contendo X• tal que End(S)op é

dada por um quiver Σ do tipo Dn. Neste caso, vamos separar o problema em dois casos.
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(1) Se, no quiver Σ, X• recebe duas flechas, então temos que 2 < j < n. De fato, isso é fácil de

verificar analisando o formado de LX• dado pela proposição (4.3.12). Neste caso, segue pela

proposição (4.3.11) que os elementos de S formam uma secção em ZDn.

(2) Agora no caso em que X• recebe apenas uma flecha, podemos ter 1 ≤ j ≤ 2. Portanto segundo a

proposição (4.3.12), se n ≥ 5 há a possibilidade dos elementos de S não formarem uma secção,

pois nesse caso existem dois subconjuntos de LX• tal que a álgebra de endomorfismo é dado por

um quiver do tipo Dn. Note que, neste caso, o lema (4.3.13) nos fornece uma maneira de verificar

se S é o subconjunto que induz a secção ou não. Na prática, podemos utilizar esse resultado

seguindo dois passos, da seguinte maneira:

1º) Como X• só recebe uma flecha em Σ, e Σ é to tipo Dn, temos que Σ possui apenas duas

fontes. Denotemos por Y e Z as duas fontes de Σ, e por W vértice do qual X• recebe uma

flecha.

2º) Se HomDb(Λ)(W,Z[1]) = 0 e HomDb(Λ)(W,Y [1]) = 0, então Σ é uma secção.

Com base nos resultados obtidos até o momento, podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 4.3.14. Seja Λ uma álgebra hereditária por partes do tipo Dn. Se existe M ∈ mod(Λ) tal que

|Ωp(M)| ≥ n − 1 e existe S ⊂ Ωp(M) ∪ {M} tal que EndDb(Λ)(S)op é dada por um quiver Σ tipo Dn,

então as seguintes afirmações são verdadeiras.

(i) Se, em Σ, existe mais de uma flecha chegando em M , então Σ é uma secção em Γ(Db(modΛ)).

(ii) Se, em Σ, existe apenas uma flecha chegando em M , então:

Σ é uma secção em Γ(Db(modΛ)) ⇐⇒ HomDb(Λ)(Σ0,Σ0[1]) = 0

Além disso, M é o único poço de Σ.

Demonstração. O resultado segue como consequência do lema (4.2.9), das proposições (4.3.11) e

(4.3.12) e também do lema (4.3.13).

Note que, pelos comentários anteriores, ao verificarmos a condição (ii) do teorema acima, não é

necessário calcularmos os morfismos entre todos os elementos de Σ0 e Σ0[1].

Teorema 4.3.15 (Dual). Seja Λ uma álgebra hereditária por partes do tipo Dn. Se existe M ∈ mod(Λ)

tal que |Ωf (M)| ≥ n− 1 e existe S ⊂ Ωf (M) ∪ {M} tal que EndDb(Λ)(S)op é dada por um quiver Σ tipo

Dn, então as seguintes afirmações são verdadeiras.
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(i) Se, em Σ, existe mais de uma flecha saindo de M , então Σ é uma secção em Γ(Db(modΛ)).

(ii) Se, em Σ, existe apenas uma flecha saindo de M , então:

Σ é uma secção em Γ(Db(modΛ)) ⇐⇒ HomDb(Λ)(Σ0,Σ0[1]) = 0

Além disso, M é a única fonte de Σ.

Observação 4.3.16. Note que, por definição, para N,N ′ ∈ Ωp(M) distintos, existem X,X ′ ∈ mod(Λ)

e i, j ≥ 0 tais que

N = X[−i] e N ′ = X ′[−j]

neste caso temos que:

HomDb(Λ)(N,N ′[1]) = HomDb(Λ)(X[−i], X ′[−j+1]) ∼= HomDb(Λ)(X,X ′[−j+1+i]) = Ext1+i−j
Λ (X,X ′)

Desta maneira podemos verificar a condição (ii) do teorema (4.3.14) apenas analisando os objetos da

categoria de módulos.

Exemplo 4.3.17. Considere Λ a álgebra inclinada iterada do tipo D5 dada pelo quiver:

2

  
3

!!

��

1

4 �� 5

��

Neste caso, o quiver de Auslander-Reiten de mod(Λ) é como abaixo:

4
5
1

2
3
4
5

5
1

4
2 5
1

3
2 4
5
1

3
2 4
5

3
4

1
2 5
1

5
4

3
2 4

3

2
1

5 4
3
2

Figura 4.21: Γ(mod(Λ))
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Se escolhermos M =
2 5
1

, segue que:

Ωp(M) =
{

2
1
[0],

5
1
[0], 4[−1],

3
4
[−1]

}

Neste caso temos |Ωp(M)| = 4, então satisfaz a hipótese de |Ωp(M)| ≥ n − 1. Agora escrevendo o

quiver formado pelos elementos de Ωp(M) ∪ {M}, temos:

3
4
[−1]

��
2
1
[0] �� M [0]

5
1
[0]�� 4[−1]��

""

Note que não existe S ⊂ Ωp(M) ∪ {M} tal que Σ é tipo D5. Portanto não é posśıvel construir

uma secção com os elementos de Ωp(M) ∪ {M}. A figura abaixo ilustra como estão espalhados os

elementos de Ωp(M) ∪ {M} em Γ(Db(modΛ).

(P2)[0]

(P5)[0]

(P5-P4)[−1]

(P1-P2 ⊕ P5-P3)[−1]

(P1-P2 ⊕ P5)[0]

Figura 4.22: (Ωp(M) ∪ {M}) ⊂ Γ(Db(modΛ))

Agora note que se tomarmos M =
4
2 5
1

, temos:

Ωp(M) =

{
2
1
[0],

2 5
1
[0],

4
5
1
[0], 3[−1]

}

Neste caso S = (Ωp(M) ∪ {M}) forma o seguinte quiver:

3[−1]

��
2
1
[0] �� 2 5

1
[0] �� M [0]

4
5
1
[0]��

Note que o quiver formado por (Ωp(M) ∪ {M}) representa diretamente um quiver Σ do tipo D5.

Como M = M [0] recebe mais de uma flecha em Σ, temos pelo teorema (4.3.14) que existe uma secção

Σ = (Ωp(M) ∪ {M}) em Γ(Db(modΛ)) tendo M como seu único poço.
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(P4)[0] (P1-P2)[0] (P2-P3)[0] (P5)[1] (P1-P4 ⊕ P2-P3)[0]

(P1-P4 ⊕ P2-P3)[-1] (P1-P4 ⊕ P2)[0] (P3)[0] (P1-P3)[0] (P1)[1] (P2 ⊕ P5-P3)[0] (P1-P2 ⊕ P5-P3)[0] (P1-P2 ⊕ P4 ⊕ P5-P3)[0] (P4)[1]

(P1-P5 ⊕ P2)[0] (P1-P4)[0] (P5-P3)[0] (P2 ⊕ P4-P3)[0] (P1-P2 ⊕ P5)[1]

(P2)[0] (P1-P5)[0] (P5-P4)[0] (P4-P3)[0] (P2)[1]

Figura 4.23: mod(Λ) ⊂ Db(modΛ)

A figura acima ilustra Σ em destaque.

O próximo exemplo apresenta um caso em que é necessário verificar a condição (ii) do teorema

(4.3.15), isto é, se HomDb(Λ)(Σ0,Σ0[1]) = 0.

Exemplo 4.3.18. Considere agora Λ a álgebra inclinada do tipo D5 dada pelo quiver:

1 2�� 3�� 4�� 5��

Neste caso, o quiver de Auslander-Reiten de mod(Λ) é como abaixo:

1 2 3 4 5

2
1

3
2

4
3

5
4

3
2
1

4
3
2

5
4
3
2

5
4
34

3
2
1

Figura 4.24: Γ(mod(Λ))

Note que o conjunto

⎧⎨
⎩

4
3
2
1

,
4
3
2

4
3
, 4,

5
4
3
2

⎫⎬
⎭ forma uma secção em Γ(modΛ). Foi provado em [1] que

se existe uma secção na categoria de módulos de uma álgebra inclinada, então ela também será

uma secção em sua respectiva categoria derivada. Vamos mostrar que ao utilizar o teorema (4.3.15)

também chegamos a conclusão de que tal conjunto forma uma secção em Γ(Db(modΛ)). Considere

M =

4
3
2
1

, então temos:

Ωf (M) =

⎧⎨
⎩ 4

3
2
[0],

4
3
[0], 4[0],

5
4
3
2

[0],
5
4
3
[0],

5
4
[0]

⎫⎬
⎭

portanto o quiver formado por (Ωf (M) ∪ {M}) é dado por:
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5
4
3
2

[0] ��
5
4
3
[0] �� 5

4
[0]

M [0] ��
4
3
2
[0] ��

��

4
3
[0] ��

��

4[0]

��

Neste caso, temos dois subconjuntos S e S ′ tais que Σ e Σ′ são do tipo D5,

5
4
3
2

[0]

Σ = M [0] ��
4
3
2
[0] ��

��

4
3
[0] �� 4[0]

5
4
3
[0]

Σ′ = M [0] ��
4
3
2
[0] �� 4

3
[0] ��

��

4[0]

Σ0 =

⎧⎨
⎩

4
3
2
1

[0],
4
3
2
[0],

4
3
[0], 4[0],

5
4
3
2

[0]

⎫⎬
⎭ e Σ′

0 =

⎧⎨
⎩

4
3
2
1

[0],
4
3
2
[0],

4
3
[0], 4[0],

5
4
3
[0]

⎫⎬
⎭

Como em Σ e Σ′, existe apenas uma flecha saindo de M , devemos verificar se eles satisfazem a

condição (ii) do teorema (4.3.15).

Iniciemos verificando Σ′. Como estamos utilizando a versão dual do teorema (4.3.14), iremos

verificar se HomDb(Λ)

(
5
4
3
[0],

4
3
2
[1]

)
= 0 e HomDb(Λ)

(
4[0],

4
3
2
[1]

)
= 0. Note que:

Ext1Λ

(
5
4
3
,
4
3
2

)
�= 0 ⇒ HomDb(Λ)

(
5
4
3
[0],

4
3
2
[1]

)
�= 0

disto segue que HomDb(Λ)(Σ
′
0,Σ

′
0[1]) �= 0, ou seja, Σ′ não forma uma secção na categoria derivada.

Ao analisarmos Σ, temos que HomDb(Λ)(Σ0,Σ0[1]) = 0. Portanto pelo teorema (4.3.15), tem-se

que Σ é uma secção em Γ(Db(modΛ)).

Observação 4.3.19. No exemplo anterior encontramos uma secção Σ espećıfica em Γ(Db(modΛ)),

porém podemos utilizar os teoremas (4.3.14) e (4.3.15) para encontrar outros tipos de secções na

categoria derivada dessa mesma álgebra. Como no exemplo a seguir.

Exemplo 4.3.20. Considere mod(Λ) a mesma categoria do exemplo anterior. Vamos encontrar uma

secção Σ em Γ(Db(modΛ)), sendo que Σ não é uma secção na categoria de módulos.
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Vamos tomar M =
4
3
2
, neste caso temos:

Ωp(M) =

⎧⎨
⎩

4
3
2
1

[0],
3
2
[0], 2[0], 5[−1]

⎫⎬
⎭

e o quiver formado por (Ωp(M) ∪ {M}) é dado por:

5[−1]

��4
3
2
1

[0] �� M [0]
3
1
[0]�� 2[0]��

Note que (Ωp(M) ∪ {M}) já é nos fornece um quiver Σ do tipo D5. Como existe mais de uma flecha

chegando em M , temos diretamente do teorema (4.3.14) que esse quiver dá origem a uma secção em

Γ(Db(modΛ)).

(P1-P2)[0] (P2-P3)[0] (P3-P4)[0] (P4-P5)[0]

(P1-P3)[0] (P2-P4)[0] (P3-P5)[0] (P1-P2 ⊕ P4-P5)[0]

(P1-P4-P5)[-1] (P1-P4)[0] (P5)[0] (P2-P5)[0] (P2)[1] (P1-P2 ⊕ P3-P5)[0] (P1-P3-P5)[0] (P1-P3 ⊕ P4-P5)[0] (P4)[1]

(P4)[0] (P1)[1] (P1-P2-P5)[0] (P3)[1] (P1-P4-P5)[0]

Figura 4.25: mod(Λ) ⊂ Db(modΛ)

A figura acima ilustra, em destaque, essa secção.

Exemplo 4.3.21. Considere Λ uma álgebra hereditária por partes do tipo D5, de radical quadrado

zero. Seja Γ(modΛ) como na figura abaixo.

1 2 3
5
3

5 4
3

4

3
2

2
1

4
3

5

Figura 4.26: Γ(mod(Λ))

Neste caso se tomarmos M = 2, temos Ωp(M) =
{

2
1
[0], 3[−1],

5 4
3
[−2], 5[−2], 4[−2]

}
e portanto o

quiver formado por (Ωp(M) ∪ {M}) é dado por:
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4[−2]

��
5 4
3
[−2]

��

��

3[−1] �� M [0]
2
1
[0]��

5[−2]

��

Então segue, pelo teorema (4.3.14), item (i), que Σ0 =
{

2
1
[0],M [0], 3[−1], 4[−2], 5[−2]

}
forma uma

secção em Γ(Db(modΛ)).



Caṕıtulo 5

Secções na categoria derivada de álgebras de radi-

cal quadrado zero

Neste caṕıtulo iremos trabalhar com álgebras hereditárias por partes de radical quadrado zero.

Através dos resultados de Bekkert e Drozd, em [10], tem-se condições necessárias e suficientes para

que uma álgebra A de dimensão finita, e com rad2(A) = 0, seja hereditária por partes.

Iremos trabalhar com álgebras do tipo manso, dadas por A = kQ/R2, em que Q é um quiver que

possui uma certa propriedade. Neste caso, iremos apresentar um método intŕınseco para a construção

de uma secção na componente transjectiva de Γ(Db(modA)). Tal método irá se basear em uma análise

dos caminhos entre os vértices do quiver Q. Por meio dessa análise, será posśıvel construir um com-

plexo inclinante T •, cujos somandos indecompońıveis irão constituir uma secção em uma componente

transjectiva de Γ(Db(modA)).

Para que tais complexos possam ser constrúıdos, é necessário que o conjunto de vértices do quiver

Q, da álgebra A = kQ/R2, admita uma função graduação. É isso que iremos ver na primeira seção

deste caṕıtulo. A definição de graduação que iremos utilizar é similar a apresentada por Bautista e

Liu, em [6].

5.1 Definindo complexos através de uma graduação em Q0

Seja A = kQ/R2 uma álgebra de radical quadrado zero tal que Q é um quiver finito e aćıclico.

Nestas condições, definimos uma função graduação em Q0 como sendo uma função ϕ : Q0 → Z que

satisfaz:

ϕ(t(α)) = ϕ(s(α))− 1

para todo α : s(α) → t(α) em Q1. Se ϕ e ϕ′ são duas funções graduações em Q, então existe um

m ∈ Z tal que ϕ′ = ϕ+m. Dizemos que Q é graduável se ele admite uma função graduação.

Note que Q é graduável se, e somente se, todos os caminhos entre dois vértices fixos tem o mesmo

comprimento.

92
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Exemplo 5.1.1. Seja Q um quiver dado por:

b β
##a

α $$

γ %%
d

c δ

&&

Neste caso podemos definir uma função graduação ϕ : Q0 → Z da seguinte maneira:

ϕ(d) = 0, ϕ(b) = 1, ϕ(c) = 1 e ϕ(a) = 2

Observação 5.1.2. Dados a, b ∈ Q0, denotaremos por Q(a, b) o conjunto de todos os caminhos de a

para b em Q. Além disso, dado a ∈ Q0, denotaremos por Q(−, a) o conjunto de todos os caminhos em

Q que terminam no vértice a.

Proposição 5.1.3. Sejam a ∈ Q0, w ∈ Q(−, a) e ϕ : Q0 → Z uma função graduação, então:

(a) ϕ(a) ≤ ϕ(s(w)).

(b) ϕ(a) = ϕ(s(w)) ⇐⇒ w = εa.

Demonstração. (a) Se w for o caminho trivial εa, então s(w) = a e segue diretamente que ϕ(a) =

ϕ(s(w)). Suponha que w �= εa, como w ∈ Q(−, a), temos que w = c1 . . . cr tal que t(cr) = a e

ci ∈ Q1 para todo 1 ≤ i ≤ r. Pela definição da função graduação, temos ϕ(t(ci)) = ϕ(s(ci)) − 1,

portanto segue que ϕ(s(ci)) > ϕ(t(ci)) para todo 1 ≤ i ≤ r. Como t(ci) = s(ci+1), segue que

ϕ(s(w)) = ϕ(s(c1)) > ϕ(t(cr)) = ϕ(a).

Lema 5.1.4. Seja A = kQ/R2 uma álgebra de radical quadrado zero tal que Q é um quiver graduável,

com função graduação ϕ : Q0 → Z. Dados dois vértices distintos a, b ∈ Q0, considere Pa e Pb os projetivos

indecompońıveis associados, respectivamente, a esses vértices. Neste caso temos:

(a) HomA(Pa, Pb) �= 0 se, e somente se, existe um flecha α : b → a em Q1.

(b) Se HomA(Pa, Pb) �= 0, então ϕ(b) = ϕ(a) + 1.

Demonstração. (a) Sabemos que HomA(Pa, Pb) ∼= HomA(εaA, εbA) ∼= εbAεa, em que εi = εi + R2

denota os idempotentes ortogonais primitivos de A. Suponha que HomA(Pa, Pb) �= 0, então existe

x �= 0 em A tal que εbxεa �= 0. Por definição, temos:

εbxεa = εb

⎛
⎝ r∑

j=0

λjwj

⎞
⎠ εa +R2
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em que os wj′s são caminhos em Q que não estão em R2. Portanto existe algum wk, com 0 ≤ k ≤ r,

tal que εbwkεa �= 0. Como wk /∈ R2, segue que wk é uma flecha de b para a em Q1. Por outro lado, se

existe α : b → a, então existe fα ∈ HomA(Pa, Pb) não nulo, o qual é induzido pela multiplicação de α.

(b) Se HomA(Pa, Pb) �= 0, então existe uma flecha α : b → a. Portanto pela definição da função

graduação, temos que ϕ(a) = ϕ(b)− 1, ou seja, ϕ(b) = ϕ(a) + 1.

Note que a rećıproca do item (b) não é válida, isto é, o fato de ϕ(b) = ϕ(a) + 1 não implica em

HomA(Pa, Pb) �= 0. Vejamos no próximo exemplo um caso que ilustra esse fato.

Exemplo 5.1.5. Seja A = kQ/R2 uma álgebra de radical quadrado zero, em que o quiver Q é dado

por:

a b�� c ���� d

É fácil ver que tal quiver é graduável. Considere ϕ : Q0 → Z, uma função graduação, tal que ϕ(c) = 3.

Neste caso, temos ϕ(b) = 2, ϕ(d) = 2 e ϕ(a) = 1, ou seja, temos:

ϕ(d) = ϕ(a) + 1

Porém, como não existe uma flecha α : d → a, temos que HomA(Pa, Pd) = 0.

Observação 5.1.6. Dado Q um quiver graduável, denotaremos por Qj
ϕ(−, a) o conjunto formado por

todos os caminhos w que terminam no vértice a ∈ Q0 tal que ϕ(s(w)) = j, isto é,

Qj
ϕ(−, a) = {w ∈ Q(−, a); ϕ(s(w)) = j}

Além disso, para cada w ∈ Qj
ϕ(−, a), definimos o seguinte conjunto:

w− = {v ∈ Qj+1
ϕ (−, a); v = αw, para algum α ∈ Q1}

A próxima proposição apresenta uma relação entre os conjuntos Qj
ϕ(−, a) e Qj+1

ϕ (−, a).

Proposição 5.1.7. Sejam Q um quiver graduável e a ∈ Q0. Então, para todo j ≥ ϕ(a), os elementos de

Qj+1
ϕ (−, a) são induzidos pelos elementos de Qj

ϕ(−, a).

Demonstração. De fato, seja v ∈ Qj+1
ϕ (−, a) qualquer, então temos que v = α1 . . . αn tal que αi ∈ Q1 e

n ∈ N∗. Como ϕ(s(v)) = ϕ(s(α1)) = j + 1, tem-se ϕ(s(α2)) = j. Denotando w = α2 . . . αn, temos que

ϕ(s(w)) = ϕ(s(α2)) = j, ou seja, w ∈ Qj
ϕ(−, a). Como v = α1w, segue que v ∈ w−, com isso podemos
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concluir que para todo v ∈ Qj+1
ϕ (−, a), existe w ∈ Qj

ϕ(−, a) tal que v ∈ w−. Portanto podemos

escrever o conjunto Qj+1
ϕ (−, a) da seguinte forma:

Qj+1
ϕ (−, a) =

⋃
w∈Qj

ϕ(−,a)

w−

Definição 5.1.8. Sejam A = kQ/R2 uma álgebra de radical quadrado zero e ϕ uma função graduação

em Q0. Então para cada a ∈ Q0 definimos um complexo T •
a , em Db(modA), da seguinte maneira:

T j
a =

⊕
w∈Qj

ϕ(−,a)

Ps(w), para todo j tal que Qj
ϕ(−, a) �= ∅

No caso em que Qj
ϕ(−, a) = ∅, define-se T j

a = 0. Além disso, os diferenciais dja : T j
a → T j+1

a são matri-

zes de dimensão |Qj+1
ϕ (−, a)|× |Qj

ϕ(−, a)| definidas a partir dos morfismos dados pelas multiplicações

das flechas do quiver Q.

Definição 5.1.9. Diremos que f é um morfismo induzido por uma flecha α se ele for dado pela

multiplicação de α, isto é, se ele for da forma f(x) = αx.

Antes de apresentarmos formalmente como são gerados os diferenciais desses complexos, apresen-

tamos a seguir um exemplo em que são escritos explicitamente todos os complexos gerados através

do quiver Q do exemplo (5.1.1).

Exemplo 5.1.10. Seja A = kQ/R2 uma álgebra de radical quadrado zero tal que o quiver Q é dado

por:

b β
##a

α $$

γ %%
d

c δ

&&

em que a função graduação ϕ : Q0 → Z é dada por:

ϕ(d) = 0, ϕ(b) = 1, ϕ(c) = 1 e ϕ(a) = 2
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Portanto, pela definição (5.1.8), temos os seguintes complexos em Db(modA):

T •
a : 0 �� 0 �� 0 �� Pa

�� 0

T •
b : 0 �� 0 �� Pb

α �� Pa
�� 0

T •
c : 0 �� 0 �� Pc

γ �� Pa
�� 0

T •
d : 0 �� Pd

(
β
δ

)
�� Pb ⊕ Pc

(
α 0
0 γ

)
�� Pa ⊕ Pa

�� 0

Neste exemplo, por abuso de linguagem, estamos utilizando a mesma notação das flechas para repre-

sentar os morfismos induzidos por elas, isto é, os morfismos α, β, γ e δ são os morfismos definidos a

partir da multiplicação das respectivas flechas. Além disso, como estamos trabalhando com álgebras

de radical quadrado zero, temos que os morfismos representados acima são de fato diferenciais.

Observação 5.1.11. Dado a ∈ Q0, pela proposição (5.1.7), temos que cada somando de T j+1
a está

associado a algum w ∈ Qj
ϕ(−, a). Portanto podemos escrever T j+1

a da seguinte maneira:

T j+1
a =

⊕
v∈Qj+1

ϕ (−,a)

Ps(v) =
⊕

w∈Qj
ϕ(−,a)

⎛
⎝⊕

v∈w−
Ps(v)

⎞
⎠ , pois Qj+1

ϕ (−, a) =
⋃

w∈Qj
ϕ(−,a)

w−

Essa caracterização dos somandos de T j+1
a é essencial para que possamos escrever explicitamente os

diferenciais do complexo T •
a . De fato, sabemos que cada wi ∈ {w ∈ Qj

ϕ(−, a); w− �= ∅} induz um

somando
⊕
v∈w−

i

Ps(v) em T j+1
a , neste caso temos um morfismo dado por:

fi =

⎛
⎝ α1

...
αri

⎞
⎠ : Ps(wi) →

⎛
⎝⊕

v∈w−
i

Ps(v)

⎞
⎠

tal que cada αt, para 1 ≤ t ≤ ri, é o morfismo induzido pela flecha αt : s(v) → s(wi), em que v = αtwi.

Portanto o diferencial dja : T j
a → T j+1

a pode ser representado da seguinte forma:

dja :
⊕

w∈Qj
ϕ(−,a)

Ps(w)

⎛
⎜⎜⎝

f1 · · · 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
. . .

...
0 · · · fn 0 · · · 0

⎞
⎟⎟⎠

��
⊕

w∈Qj
ϕ(−,a)

⎛
⎝⊕

v∈w−
Ps(v)

⎞
⎠

onde n =
∣∣∣{w ∈ Qj

ϕ(−, a); w− �= ∅}
∣∣∣ e as colunas nulas estão associadas aos caminhos w ∈ Qj

ϕ(−, a)
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que não induzem somandos em T j+1
a .

É fácil ver que se w−
i �= ∅, então o morfismo fi existe, pois para cada v ∈ w−

i , por definição

existe α ∈ Q1 tal que v = αwi, ou seja, existe α : s(v) → s(wi) e portanto existe um morfismo em

HomA(Ps(wi), Ps(v)) induzido por essa flecha.

Exemplo 5.1.12. Vamos analisar os diferenciais do complexo T •
a , em que o quiver Q é dado por:

e
β1

''
f

β2 �� b
α1

��
α2

((g β3

��

β4
))

a

c
α3

**

h
β5

**

d

α4

++

Seja ϕ : Q0 → Z uma função graduação tal que:

{a} �→ 0

{b, c, d} �→ 1

{e, f, g, h} �→ 2

Neste caso, os conjuntos Qj
ϕ(−, a) = {w ∈ Q(−, a); ϕ(s(w)) = j} são dados por:

Q0
ϕ(−, a) = {εa}

Q1
ϕ(−, a) = {α1, α2, α3, α4}

Q2
ϕ(−, a) = {β1α1, β2α1, β3α1, β1α2, β2α2, β3α2, β4α3, β5α3}

Qj
ϕ(−, a) = ∅, ∀j ∈ Z\{0, 1, 2}

Portanto, pela definição (5.1.8), temos:

T j
a =

⊕
w∈Qj

ϕ(−,a)

Ps(w), para todo j tal que Qj
ϕ(−, a) �= ∅

ou seja,

T •
a : 0 → Pa︸︷︷︸

T 0
a

d0a �� Pb ⊕ Pb ⊕ Pc ⊕ Pd︸ ︷︷ ︸
T 1
a

d1a �� (Pe ⊕ Pf ⊕ Pg)⊕ (Pe ⊕ Pf ⊕ Pg)⊕ (Pg ⊕ Ph)︸ ︷︷ ︸
T 2
a

→ 0

É fácil ver que o diferencial d0a é da forma:
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d0a : Pa

⎛
⎜⎜⎝

α1

α2

α3

α4

⎞
⎟⎟⎠

�� Pb ⊕ Pb ⊕ Pc ⊕ Pd

Agora vamos construir o diferencial d1a : T 1
a → T 2

a . Primeiramente vamos construir os morfismos fi′

da observação (5.1.11).

f1 : Ps(α1) →
⊕
v∈α−

1

Ps(v) ⇒ f1 : Pb

⎛
⎝β1

β2

β3

⎞
⎠
�� Pe ⊕ Pf ⊕ Pg

f2 : Ps(α2) →
⊕
v∈α−

2

Ps(v) ⇒ f2 : Pb

⎛
⎝β1

β2

β3

⎞
⎠
�� Pe ⊕ Pf ⊕ Pg

f3 : Ps(α3) →
⊕
v∈α−

3

Ps(v) ⇒ f3 : Pc

(
β4

β5

)
�� Pg ⊕ Ph

f4 : Ps(α4) →
⊕
v∈α−

4

Ps(v) ⇒ �f4, (α−
4 = ∅)

Portanto temos d1a : T 1
a

⎛
⎝ f1 0 0 0

0 f2 0 0
0 0 f3 0

⎞
⎠

�� T 2
a , isto é,

d1a : Pb ⊕ Pb ⊕ Pc ⊕ Pd

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

β1

β2

β3

0 0 0

0
β1

β2

β3

0 0

0 0
β4

β5
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
�� (Pe ⊕ Pf ⊕ Pg)⊕ (Pe ⊕ Pf ⊕ Pg)⊕ (Pg ⊕ Ph)

Proposição 5.1.13. Sejam A = kQ/R2 uma álgebra de radical quadrado zero, Q um quiver graduável e

ϕ : Q0 → Z uma função graduação. Então, dado a ∈ Q0, o complexo T •
a possui as seguintes propriedades:

(a) T
ϕ(a)
a = Pa.

(b) Se k = max{ϕ(w); w ∈ Q(−, a)}, então

T j
a �= 0 ⇐⇒ ϕ(a) ≤ j ≤ k
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ou seja, T •
a é da forma

· · · �� 0 �� T
ϕ(a)
a

�� T
ϕ(a)+1
a

�� · · · �� T k
a

�� 0 �� · · ·

Demonstração. (a) De fato, suponha que Ps(w) é somando de T
ϕ(a)
a para algum w ∈ Q(−, a), então

pela definição (5.1.8) temos que ϕ(s(w)) = ϕ(a). Portanto segue, pela proposição (5.1.3), que w = εa

e podemos concluir que T
ϕ(a)
a = Pa.

(b) O resultado segue diretamente da definição (5.1.8), pois para j < ϕ(a) e j > k temos que

Qj
ϕ(−, a) = ∅.

Proposição 5.1.14. Seja T •
a o complexo da definição (5.1.8), então para j ≥ ϕ(a) temos que:

HomA(T
j
a , P ) �= 0, para todo projetivo indecompońıvel P somando de T j+1

a

Demonstração. De fato, temos por definição que T j+1
a =

⊕
v∈Qj+1

ϕ (−,a)
Ps(v), portanto, pela proposição

(5.1.7), para cada Ps(v) somando de T j+1
a , existe w ∈ Qj

ϕ(−, a) e uma flecha α ∈ Q1 tal que α : s(v) →
s(w). Disto segue que existe um morfismo não nulo em HomA(Ps(w), Ps(v)), o qual é induzido pela

flecha α. Como w ∈ Qj
ϕ(−, a), temos que Ps(w) é somando de T j

a , portanto HomA(T
j
a , Ps(w)) �= 0.

Proposição 5.1.15. Seja a ∈ Q0, então para cada diferencial não nulo dja : T j
a → T j+1

a , temos que a

matriz do diferencial dja possui todas as linhas não nulas, ou seja, todo somando indecompońıvel de T j+1
a

recebe um morfismo não nulo através do diferencial dja.

Demonstração. Pela definição (5.1.11), temos que:

dja :
⊕

w∈Qj
ϕ(−,a)

Ps(w)

⎛
⎜⎜⎝

f1 · · · 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
. . .

...
0 · · · fn 0 · · · 0

⎞
⎟⎟⎠

��
⊕

w∈Qj
ϕ(−,a)

⎛
⎝⊕

v∈w−
Ps(v)

⎞
⎠

onde cada fi é um morfismos da forma:

fi =

⎛
⎝ α1

...
αri

⎞
⎠ : Ps(wi) →

⎛
⎝⊕

v∈w−
i

Ps(v)

⎞
⎠

Então basta mostrar que todas as linhas dos morfismos fi′s são não nulas. De fato, seja v ∈ w−
i , para

algum 1 ≤ i ≤ n. Então existe α ∈ Q1 tal que v = αwi, ou seja, existe α : s(v) → s(wi) e portanto

existe um morfismo em HomA(Ps(wi), Ps(v)) induzido por essa flecha. Portanto segue que todas as
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linhas do morfismo fi são não nulas. Com isso, podemos concluir que todas as linhas da matriz dja são

não nulas.

Proposição 5.1.16. Sejam A = kQ/R2 uma álgebra de radical quadrado zero, Q um quiver graduável,

a ∈ Q0 e dja : T j
a → T j+1

a um diferencial não nulo do complexo T •
a . Então para toda matriz M , com

entradas em k, tal que M · dja = 0, tem-se que M = 0.

Demonstração. De fato, sabemos que o diferencial dja é da forma:

dja =

⎛
⎜⎜⎜⎝

f1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · fn

⎞
⎟⎟⎟⎠

em que cada fi é dado por:

fi =

⎛
⎜⎜⎜⎝

α1

...

αri

⎞
⎟⎟⎟⎠ : Ps(wi) →

⊕
v∈w−

i

Ps(v)

Considere escalares λ1, . . . , λri ∈ k tais que:

ri∑
t=1

λtαt = 0

Como os morfismos α1, . . . , αri são induzidos por flechas distintas do quiver Q, tem-se que:

ri∑
t=1

λtαt = 0 ⇐⇒ λt = 0, ∀t

Agora considere M = (aij) uma matriz, com entradas em k, mostremos que se M ·dja = 0, então todas

as linhas de M são nulas. De fato, se M · dja = 0, então a multiplicação da primeira linha de M pela

primeira coluna de dja deve ser nula, isto é,

r1∑
t=1

a1tαt = 0 ⇒ a11, . . . , a1r1 = 0

Para garantir que as outras entradas da primeira linha da matriz M também são nulas, basta utili-

zarmos o resultado da proposição (5.1.15), tal proposição nos garante que todas as linhas da matriz

dja são não nulas. Portanto ao multiplicarmos a primeira linha da matriz M pelas demais colunas de

dja, chegaremos a conclusão de que a primeira linha da matriz M deve ser nula. De maneira análoga,

segue que todas as linhas de M são nulas, ou seja, temos que M = 0.
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5.2 Complexo inclinante T • =
⊕

a∈Q0
T •
a

Agora vamos mostrar que os complexos da definição (5.1.8) são indecompońıveis na categoria

derivada Db(modA), em que A = kQ/R2. Para isso vamos iniciar mostrando que tais complexos são

indecompońıveis na categoria dos complexos limitados Cb(projA).

Proposição 5.2.1. Seja A = kQ/R2 uma álgebra de radical quadrado zero tal que Q é um quiver

graduável, com uma função graduação ϕ : Q0 → Z. Então para cada a ∈ Q0 o complexo da definição

(5.1.8) é indecompońıvel em Cb(projA).

Demonstração. Seja a ∈ Q0, então pela proposição (5.1.13) temos que o complexo T •
a é da seguinte

forma:

T •
a : · · · �� 0 �� T

ϕ(a)
a

�� T
ϕ(a)+1
a

�� · · · �� T k
a

�� 0 �� · · ·

Suponha que T •
a = X• ⊕ Y •, isto é,

T •
a : · · · �� 0 �� Xϕ(a) ⊕ Y ϕ(a) �� Xϕ(a)+1 ⊕ Y ϕ(a)+1 �� · · · �� Xk ⊕ Y k �� 0 �� · · ·

onde os diferenciais dja : T j
a → T j+1

a são da forma dja =
(

djX 0

0 djY

)
. Temos, pela proposição (5.1.13),

que T
ϕ(a)
a coincide com o projetivo indecompońıvel Pa. Portanto podemos supor, sem perda de gene-

ralidade, que Xϕ(a) = Pa e Y ϕ(a) = 0, isto é,

T •
a : · · · → Pa ⊕ 0︸ ︷︷ ︸

T
ϕ(a)
a

(
d
ϕ(a)
X 0

0 d
ϕ(a)
Y

)
�� Xϕ(a)+1 ⊕ Y ϕ(a)+1︸ ︷︷ ︸

T
ϕ(a)+1
a

→ · · ·

Temos, pela proposição (5.1.15), que todo somando indecompońıvel de T
ϕ(a)+1
a recebe um morfismo

não nulo através do diferencial dϕ(a)a : T
ϕ(a)
a → T

ϕ(a)+1
a , portanto temos que Y ϕ(a)+1 = 0, pois caso

contrário ele deveria receber um morfismo não nulo de T
ϕ(a)
a através do diferencial d

ϕ(a)
a , porém

d
ϕ(a)
Y = 0. Portanto temos:

T •
a : · · · → Pa ⊕ 0

(
d
ϕ(a)
X 0
0 0

)
�� Xϕ(a)+1 ⊕ 0

(
d
ϕ(a)+1
X 0

0 d
ϕ(a)+1
Y

)
�� Xϕ(a)+2 ⊕ Y ϕ(a)+2 → · · ·

Podemos utilizar novamente a proposição (5.1.15) para mostrar que Y ϕ(a)+2 = 0, pois ele não recebe

morfismos não nulo de T
ϕ(a)+1
a . Portanto, utilizando argumento análogo, temos que Y j = 0, para

todo j ∈ Z, ou seja, Y • = 0. Disto segue que se T •
a = X• ⊕ Y •, tem-se Y • = 0, portanto o complexo
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T •
a é indecompońıvel em Cb(projA).

O próximo lema apresenta um resultado relacionando os objetos indecompońıveis em Cb(projA)

com objetos indecompońıveis de Db(modA).

Lema 5.2.2. Sejam A uma álgebra de dimensão finita e P • um complexo projetivo minimal de Cb(projA).

Então P • é indecompońıvel em Cb(projA) se, e somente se, P • é indecompońıvel em Db(modA).

Demonstração. Ver [31], página 1465.

Utilizando a proposição (5.2.1) e o lema (5.2.2), podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 5.2.3. Seja A = kQ/R2 uma álgebra de radical quadrado zero tal que Q é um quiver graduável,

com uma função graduação ϕ : Q0 → Z. Então, para cada a ∈ Q0, o complexo T •
a é um objeto

indecompońıvel em Db(modA).

Demonstração. A demonstração segue como consequência imediata da proposição (5.2.1) e do lema

(5.2.2).

Agora mostraremos que se A = kQ/R2 é uma k-álgebra de radical quadrado zero, em que Q é um

quiver graduável, então os complexos da definição (5.1.8) determinam um complexo inclinante em

Db(modA). Antes de demonstrarmos esse fato, vamos enunciar a definição de complexo inclinante na

categoria derivada Db(modA), tal definição pode ser encontrada em [26].

Definição 5.2.4. Um objeto T • na categoria derivada Db(modA) é um complexo inclinante se:

(i) HomDb(A)(T
•, T •[i]) = 0, ∀i ∈ Z\{0};

(ii) add(T •) gera Db(modA) como categoria triangulada.

Aqui add(T •) consiste em todos os somandos diretos de somas finitas de cópias de T •. Dizemos

que uma classe de objetos gera uma categoria triangulada C como uma categoria triangulada se não

existir subcategoria triangulada plena e própria de C , fechada para isomorfismos, que contenha tal

classe de objetos.

Um objeto T • ∈ Db(modA) que satisfaz a condição (i) acima é chamado complexo inclinante

parcial. A próximo proposição será muito útil para cálculos posteriores envolvendo complexos incli-

nantes, uma vez que podemos trocar a condição (ii) da definição de complexo inclinante apresentada

anteriormente.

Proposição 5.2.5. Seja T • ∈ Db(modA) um complexo inclinante parcial livre de multiplicidade. Então

as seguintes condições são equivalentes:
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(a) add(T •) gera Db(modA) como categoria triangulada;

(b) O número de somandos diretos indecompońıveis de T • coincide com o posto do grupo de Grothendieck

K0(modA).

Demonstração. Ver [25], página 84.

Seja A = kQ/R2 uma álgebra de radical quadrado zero tal que Q é um quiver graduável, com uma

função graduação ϕ : Q0 → Z. Então podemos definir um complexo dado por:

T • =
⊕
a∈Q0

T •
a

em que cada T •
a é o complexo da definição (5.1.8). A seguir iremos mostrar que T • é um complexo

inclinante em Db(modA), para isso vamos iniciar apresentando alguns lemas que irão nos auxiliar

nesse resultado.

Lema 5.2.6. Considere A = kQ/R2 uma k-álgebra de radical quadrado zero, em que Q é um quiver

graduável. Então para a, b ∈ Q0, não necessariamente distintos, temos:

HomDb(A)(T
•
a , T

•
b [n]) = 0, ∀n ∈ Z\{0, 1}

Demonstração. Suponha que existe φ• : T •
a → T •

b [n] não nulo, para algum n ∈ Z\{0, 1}.

T •
a :

φ•

��

· · · �� T j−1
a

��

�� T j
a

��

�� T j+1
a

��

�� · · ·

T •
b [n] : · · · �� T j+n−1

b
�� T j+n

b
�� T j+n+1

b
�� · · ·

Como φ• é não nulo, temos que φj : T j
a → T j+n

b é não nulo para algum j. Portanto existem Pc e Pd

somandos indecompońıveis de T j
a e T j+n

b , respectivamente, tais que HomA(Pc, Pd) �= 0. Por definição,

temos que ϕ(c) = j e ϕ(d) = j + n, como por hipótese n �= 0, temos que c �= d e pelo Lema (5.1.4),

segue que ϕ(d) = ϕ(c) + 1, isto é,

HomA(Pc, Pd) �= 0 ⇒ ϕ(d) = ϕ(c) + 1 ⇒ j + n = j + 1 ⇒ n = 1

o que contradiz o fato de n ∈ Z\{0, 1}. Portanto temos que para todo n ∈ Z\{0, 1}, temos que

HomDb(A)(T
•
a , T

•
b [n]) = 0 para quaisquer a, b ∈ Q0.

O próximo lema no garante que se A = kQ/R2, então dados a, b ∈ Q0, todo morfismo f ∈
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HomA(Pb, Pa) pode ser escrito como combinação linear dos morfismos induzimos pelas flechas de Q,

isto é, morfismos fi : Pb → Pa tais que f(x) = αix, para alguma flecha αi : a → b. Tal resultado é

necessário para provarmos que HomDb(A)(T
•
a , T

•
b [1]) = 0.

Lema 5.2.7. Sejam A = kQ/R2 uma álgebra de radical quadrado zero e a, b ∈ Q0. Então o conjunto

formado pelos morfismos de HomA(Pb, Pa), que são induzidos pelas flechas α : a → b de Q1, forma uma

base para HomA(Pb, Pa).

Demonstração. De fato, como A = kQ/R2, temos por definição que:

Pa = εaA = 〈{α ∈ Q1; s(α) = a} ∪ {εa}〉 e Pb = εbA = 〈{β ∈ Q1; s(β) = b} ∪ {εb}〉

Seja f ∈ HomA(Pb, Pa), então para todo x ∈ Pb, temos:

f : Pb → Pa

x �→ f(x) = f(εbx) = f(εb)x

Note que para todo x �= εb, segue que f(x) = 0. De fato,

f(x) = f(εb)︸ ︷︷ ︸
∈Pa

x =

(∑
i

λiαi + λea

)
x =

∑
i

λiαix+ λeax

porém, temos que λeax = 0, pois t(εa) �= s(x), além disso:

αix =

⎧⎨
⎩ 0, para t(αi) �= b = s(x)

0, para t(αi) = b, pois, neste caso, αix ∈ R2

Com isso, podemos concluir que:

f ∈ HomA(Pb, Pa) ⇒ f(x) = 0, ∀x �= εb

Além disso, temos:

f(εb) = f(ε2b) = f(εb)εb =

(∑
i

λiαi + λea

)
εb =

∑
i

λiαiεb + λeaεb︸ ︷︷ ︸
0

=
∑
i

λiαiεb

como αiεb = 0, para t(αi) �= b = s(εb), temos que todo f ∈ HomA(Pb, Pa) é da forma:

⎧⎨
⎩ f(x) = 0, ∀x �= eb

f(eb) =
∑

i λiαi, para αi : a → b em Q1
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isto é, todo morfismo f ∈ HomA(Pb, Pa) pode ser escrito como combinação linear dos morfismos

dados por:

fi : Pb → Pa

f(x) �→ αix

em que αi : a → b pertence a Q1. Neste caso, temos que fi é um morfismo induzido por αi. Agora,

note que:

dimk(εaAεb) = dimk(HomA(εbA, εaA)) = dimk(HomA(Pb, Pa))

Disto segue que os morfismos fi′s, induzidos pelas flechas αi′s : a → b do quiver Q, formam uma base

para HomA(Pb, Pa).

Apresentamos, no próximo exemplo, uma maneria de utilizarmos o lema anterior para mostrar

que HomDb(A)(T
•
a , T

•
a [1]) = 0, em que A é a álgebra do exemplo (5.1.12).

Exemplo 5.2.8. Considere o complexo T •
a do exemplo (5.1.12), cujo quiver Q é dado por:

e
β1

''
f

β2 �� b
α1

��
α2

((g β3

��

β4
))

a

c
α3

**

h
β5

**

d

α4

++

Vamos utilizar o lema (5.2.7) para mostrar que HomDb(A)(T
•
a , T

•
a [1]) = 0. De fato, lembremos que

T •
a : 0 → Pa︸︷︷︸

T 0
a

d0a �� Pb ⊕ Pb ⊕ Pc ⊕ Pd︸ ︷︷ ︸
T 1
a

d1a �� (Pe ⊕ Pf ⊕ Pg)⊕ (Pe ⊕ Pf ⊕ Pg)⊕ (Pg ⊕ Ph)︸ ︷︷ ︸
T 2
a

→ 0

em que,

d0a =

⎛
⎝ α1

α2

α3

α4

⎞
⎠ e d1a =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

β1

β2

β3

0 0 0

0
β1

β2

β3

0 0

0 0
β4

β5
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

Novamente, por abuso de linguagem, iremos utilizar a mesma notação das flechas do quiver Q para re-

presentar os morfismos induzidos por elas. Suponha que existe um morfismo g• ∈ HomDb(A)(T
•
a , T

•
a [1]),
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então temos o seguinte diagrama comutativo:

T •
a : 0 �� Pa

g0

��

d0a �� P 2
b ⊕ Pc ⊕ Pd

g1

��

d1a �� (Pe ⊕ Pf ⊕ Pg)
2 ⊕ (Pg ⊕ Ph)

g2

��

�� 0

T •
a [1] : Pa −d0a

�� P 2
b ⊕ Pc ⊕ Pd −d1a

�� (Pe ⊕ Pf ⊕ Pg)
2 ⊕ (Pg ⊕ Ph) �� 0 �� 0.

Mostremos que g• é homotópico a zero, isto é, mostremos que existem δ0, δ1 e δ2 tais que:

g0 = −d0a ◦ δ0 + δ1 ◦ d0a e g1 = −d1a ◦ δ1 + δ2 ◦ d1a

T •
a : 0 �� Pa

g0

��

δ0

��

d0a �� P 2
b ⊕ Pc ⊕ Pd

g1

��

δ1

,,

d1a �� (Pe ⊕ Pf ⊕ Pg)
2 ⊕ (Pg ⊕ Ph)

g2

��

δ2

--

�� 0

T •
a [1] : Pa −d0a

�� P 2
b ⊕ Pc ⊕ Pd −d1a

�� (Pe ⊕ Pf ⊕ Pg)
2 ⊕ (Pg ⊕ Ph) �� 0 �� 0.

Sem perda de generalidade, vamos definir δ0 como sendo a identidade. Uma vez definido δ0 temos o

seguinte morfismo:

g0 + d0a ◦ δ0 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

φ1

φ2

φ3

φ4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ : Pa → P 2

b ⊕ Pc ⊕ Pd

em que φ1, φ2 ∈ HomA(Pa, Pb). Temos, pelo lema (5.2.7), que os morfismos induzidos pelas flechas

α1 e α2 formam uma base para HomA(Pa, Pb), portanto temos que existem escalares λ1, λ2, μ1, μ2 tais

que:

φ1 = λ1α1 + λ2α2 e φ1 = μ1α1 + μ2α2

Analogamente, existem escalares ρ e η tais que:

φ3 = ρα3 e φ4 = ηα4
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ou seja,

g0 + d0a ◦ δ0 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ1α1 + λ2α2

μ1α1 + μ2α2

ρα3

ηα4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ1 λ2 0 0

μ1 μ2 0 0

0 0 ρ 0

0 0 0 η

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

︸ ︷︷ ︸
δ1

·

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

α1

α2

α3

α4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

︸ ︷︷ ︸
d0a

Portanto existe δ1 tal que:

g0 = −d0a ◦ δ0 + δ1 ◦ d0a

Procedendo de maneira análoga para g1 + d1a ◦ δ1, temos:

g1 + d1a ◦ δ1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

φ11 φ12 0 0

φ21 φ22 0 0

φ31 φ32 0 0

φ41 φ42 0 0

φ51 φ52 0 0

φ61 φ62 0 0

φ71 φ72 φ73 0

0 0 φ83 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

: P 2
b ⊕ Pc ⊕ Pd → (Pe ⊕ Pf ⊕ Pg)

2 ⊕ (Pg ⊕ Ph)

Note que, como HomA(Pd, T
2
a ) = 0, temos que g1 + d1a ◦ δ1 possui uma coluna nula. Agora, pelo lema

(5.2.7) podemos reescrever o morfismo g1 + d1a ◦ δ1 como:

g1+d1a◦δ1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ′
1β1 μ′

1β1 0 0

λ′
2β2 μ′

2β2 0 0

λ′
3β3 μ′

3β3 0 0

λ′
4β1 μ′

4β1 0 0

λ′
5β2 μ′

5β2 0 0

λ′
6β3 μ′

6β3 0 0

λ′
7β3 μ′

7β3 ρ′1β4 0

0 0 ρ′2β5 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ′
1 0 0 μ′

1 0 0 0 0

0 λ′
2 0 0 μ′

2 0 0 0

0 0 λ′
3 0 0 μ′

3 0 0

λ′
4 0 0 μ′

4 0 0 0 0

0 λ′
5 0 0 μ′

5 0 0 0

0 0 λ′
6 0 0 μ′

6 0 0

0 0 λ′
7 0 0 μ′

7 ρ′1 0

0 0 0 0 0 0 0 ρ′2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

︸ ︷︷ ︸
δ2

·

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

β1 0 0 0

β2 0 0 0

β3 0 0 0

0 β1 0 0

0 β2 0 0

0 β3 0 0

0 0 β4 0

0 0 β5 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

︸ ︷︷ ︸
d1a

Portanto existe δ2 tal que:

g1 = −d1a ◦ δ1 + δ2 ◦ d1a
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Disto segue que o morfismo g• : T •
a → T •

a [1] é homotópico a zero. Como isso vale para qualquer

g• ∈ HomDb(A)(T
•
a , T

•
a [1]), temos que HomDb(A)(T

•
a , T

•
a [1]) = 0.

Lema 5.2.9. Seja A = kQ/R2 uma álgebra de radical quadrado zero tal que Q é um quiver graduável.

Então para cada a ∈ Q0, tem-se:

HomDb(A)(T
•
a , T

•
a [1]) = 0

em que T •
a é o complexo da definição (5.1.8).

Demonstração. Seja ϕ : Q0 → Z uma função graduação e suponha, sem perda de generalidade, que

ϕ(a) = 0, então temos que o complexo T •
a é dado por:

T •
a : 0 �� Pa

d0a �� T 1
a

d1a �� T 2
a

d2a �� T 3
a

d3a �� · · ·

Suponha que existe g• ∈ HomDb(A)(T
•
a , T

•
a [1]), isto é,

T •
a :

g•

��

· · · �� 0 ��

g−1

��

Pa
d0a ��

g0

��

T 1
a

d1a ��

g1

��

T 2
a

d2a ��

g2

��

T 3
a

��

g3

��

· · ·

T •
a [1] : · · · �� Pa −d0a

�� T 1
a −d1a

�� T 2
a −d2a

�� T 3
a −d3a

�� T 4
a

�� · · ·

Mostremos que, para todo j ∈ Z, existem morfismos δj e δj+1 tais que:

gj = −dja ◦ δj + δj+1 ◦ dja

T •
a :

g•

��

· · · �� 0 ��

g−1

��

Pa

δ0

..

d0a ��

g0

��

T 1
a

d1a ��

g1

��

δ1

..

T 2
a

d2a ��

g2

��

δ2

..

T 3
a

��

g3

��

δ3

..

· · ·

T •
a [1] : · · · �� Pa −d0a

�� T 1
a −d1a

�� T 2
a −d2a

�� T 3
a −d3a

�� T 4
a

�� · · ·

Definindo, sem perda de generalidade, δ0 : Pa → Pa como sendo a identidade, mostremos por

indução, que dado δj : T j
a → T j

a existe um morfismo δj+1 que satisfaz a equação acima. De fato,

suponha que existe o morfismo δj , então temos:

gj + dja ◦ δj ∈ HomA(T
j
a , T

j+1
a )

Por definição, sabemos que T j
a =

⊕
w∈Qj

ϕ(−,a)
Ps(w) e T j+1

a =
⊕

v∈Qj+1
ϕ (−,a)

Ps(v), portanto se n =
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|Qj
ϕ(−, a)| e m = |Qj+1

ϕ (−, a)|, temos:

gj + dja ◦ δj =

⎛
⎜⎜⎜⎝

φ11 · · · φ1n

...
. . .

...

φm1 · · · φmn

⎞
⎟⎟⎟⎠ :

⊕
w∈Qj

ϕ(−,a)

Ps(w) →
⊕

v∈Qj+1
ϕ (−,a)

Ps(v)

tal que, para 1 ≤ i ≤ n, tem-se:

⎛
⎜⎜⎜⎝

φ1i

...

φmi

⎞
⎟⎟⎟⎠ : Ps(wi) →

⊕
v∈Qj+1

ϕ (−,a)

Ps(v)

Note que, se φri : Ps(wi) → Ps(vr) é não nulo, para algum 1 ≤ r ≤ m, então existe uma flecha

α : s(vr) → s(wi) em Q. Logo, existe um caminho v = αwi ∈ Qj+1
ϕ (−, a) tal que s(v) = s(vr), portanto

o projetivo Ps(vr) é somando de
(⊕

v∈w−
i
Ps(v)

)
. Além disso, pela definição (5.1.11), o diferencial

dja : T j
a → T j+1

a é definido através dos morfismos fi′s, os quais são dados por:

fi =

⎛
⎜⎜⎜⎝

α1

...

α�i

⎞
⎟⎟⎟⎠ : Ps(wi) →

⊕
v∈w−

i

Pv

Note que, pelo lema (5.2.7) e pela definição de fi, temos que os morfismos α1, . . . , α�i formam uma

base para o HomA

(
Ps(wi),

⊕
v∈w−

i
Pv

)
. Desta maneira, para cada φri : Ps(wi) → Ps(vr), com 1 ≤ r ≤

m, tem-se

φri =

�i∑
t=1

λtαt ⇒ φri =
(

λ1 · · · λ�i

)
·

⎛
⎜⎜⎜⎝

α1

...

α�i

⎞
⎟⎟⎟⎠

Denotando Λri =
(

λ1 · · · λ�i

)
, tem-se

φri = Λri · fi

Portanto existem Λ1i, . . . ,Λmi tais que:

⎛
⎜⎜⎜⎝

φ1i

...

φmi

⎞
⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎝

Λ1i

...

Λmi

⎞
⎟⎟⎟⎠ · fi
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Sem perda de generalidade, suponha que o diferencial dja não possui colunas nulas, ou seja, que para

cada Ps(w) somando indecompońıvel de T j
a , temos HomA(Ps(w), T

j+1
a ) �= 0. Neste caso, realizando

uma construção análoga para todos os somandos Ps(w) de T j
a , tem-se:

gj + dja ◦ δj =

⎛
⎜⎜⎜⎝

φ11 · · · φ1n

...
. . .

...

φm1 · · · φmn

⎞
⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎝

Λ11 · · · Λ1n

...
. . .

...

Λm1 · · · Λmn

⎞
⎟⎟⎟⎠

︸ ︷︷ ︸
δj+1

·

⎛
⎜⎜⎜⎝

f1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · fn

⎞
⎟⎟⎟⎠

︸ ︷︷ ︸
dja

Portanto segue que existe δj+1 tal que gj + dja ◦ δj = δj+1 ◦ dja, ou seja, temos:

gj = −dja ◦ δj + δj+1 ◦ dja

No caso em que dja possui k colunas nulas, temos que existem k somandos indecompońıveis Ps(wi) de

T j
a tais que HomA(Ps(wi), T

j+1
a ) = 0, portanto o morfismo gj + dja ◦ δj é dado por:

⎛
⎜⎜⎜⎝

φ11 · · · φ1(n−k) 0 · · · 0
...

. . .
...

...
. . .

...

φm1 · · · φm(n−k) 0 · · · 0

⎞
⎟⎟⎟⎠

︸ ︷︷ ︸
gj+dja◦δj

=

⎛
⎜⎜⎜⎝

Λ11 · · · Λ1(n−k)

...
. . .

...

Λm1 · · · Λm(n−k)

⎞
⎟⎟⎟⎠

︸ ︷︷ ︸
δj+1

·

⎛
⎜⎜⎜⎝

f1 · · · 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
. . .

...

0 · · · f(n−k) 0 · · · 0

⎞
⎟⎟⎟⎠

︸ ︷︷ ︸
dja

Portanto temos por indução que para todo j ≥ 0, existem δj e δj+1 tais que gj = −dja ◦ δj + δj+1 ◦ dja.

Por hipótese ϕ(a) = 0, então temos gj = 0, para todo j < 0, disto segue que g• é homotópico a zero.

Com isso, conclúımos que HomDb(A)(T
•
a , T

•
a [1]) = 0, para todo a ∈ Q0.

Lema 5.2.10. Seja A = kQ/R2 uma álgebra de radical quadrado zero tal que Q é um quiver graduável.

Então para todo a, b ∈ Q0, não necessariamente distintos, tem-se:

HomDb(A)(T
•
a , T

•
b [n]) = 0, ∀n ∈ Z\{0}

Demonstração. Temos, pelo lema (5.2.6), que HomDb(A)(T
•
a , T

•
b [n]) = 0, ∀n ∈ Z\{0, 1}, portanto resta

mostrar que HomDb(A)(T
•
a , T

•
b [1]) = 0. Porém, pelo lema (5.2.9), sabemos que HomDb(A)(T

•
a , T

•
a [1]) =

0, para todo a ∈ Q0. Então mostremos que para a �= b também segue que HomDb(A)(T
•
a , T

•
b [1]) = 0.
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De fato, seja g• ∈ HomDb(A)(T
•
a , T

•
b [1]), então temos:

T •
a :

g•

��

· · · �� T j−1
a

dj−1
a ��

gj−1

��

T j
a

dja ��

gj

��

T j+1
a

dj+1
a ��

gj+1

��

· · ·

T •
b [1] : · · · �� T j

b −djb

�� T j+1
b −dj+1

b

�� T j+2
b −dj+2

b

�� · · ·

Se gj = 0, para todo j ∈ Z, temos que g• = 0. Suponha que existe j ∈ Z tal que gj �= 0 e gi = 0,

∀i < j. Como gj ∈ HomA(T
j
a , T

j+1
b ), temos:

gj :
⊕

w∈Qj
ϕ(−,a)

Ps(w)

︸ ︷︷ ︸
T j
a

→
⊕

u∈Qj+1
ϕ (−,b)

Ps(u)

︸ ︷︷ ︸
T j+1
b

Se gj é não nulo, então existe Ps(u) somando de T j+1
b tal que HomA(T

j
a , Ps(u)) �= 0. Portanto existe

algum Ps(w) somando de T j
a tal que HomA(Ps(w), Ps(u)) �= 0. Neste caso, pelo lema (5.1.4), existe

uma flecha α : s(u) → s(w) em Q1, disto segue que existe um caminho v = αw ∈ Qj+1
ϕ (−, a) tal que

v : s(u) � a, ou seja, Ps(u) = Ps(v). Portanto segue que Ps(u) é somando de
(⊕

v∈w− Ps(v)

)
. Além

disso, por definição, temos:

T j+1
a =

⊕
w∈Qj

ϕ(−,a)

⎛
⎝⊕

v∈w−
Ps(v)

⎞
⎠

portanto segue que Ps(u) também é somando de T j+1
a . Com isso podemos concluir que para todo Ps(u)

somando indecompońıvel de T j+1
b , tal que HomA(T

j
a , Ps(u)) �= 0, tem-se que Ps(u) é somando de T j+1

a .

Portanto podemos escrever T j+1
b da seguinte maneira:

T j+1
b = Xj+1 ⊕ Y j+1

em que Xj+1 é constitúıdo por todos os somandos indecompońıveis Ps(u) de T j+1
b tais que HomA(T

j
a , Ps(u)) �=

0, ou seja, Xj+1 é formado por somas de somandos de T j+1
a . Neste caso, temos que todo morfismo

não nulo gj ∈ HomA(T
j
a , T

j+1
b ) é da forma:

gj =

⎛
⎝ μ

0

⎞
⎠ : T j

a → Xj+1 ⊕ Y j+1
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Portanto temos que o morfismo g• : T •
a → T •

b [1] pode ser escrito da seguinte forma:

T •
a :

g•

��

· · · �� T j−1
a

dj−1
a ��

0

��

T j
a

dja ��

gj

��

T j+1
a

dj+1
a ��

gj+1

��

· · ·

T •
b [1] : · · · �� Xj ⊕ Y j︸ ︷︷ ︸

T j
b

−djb

�� Xj+1 ⊕ Y j+1︸ ︷︷ ︸
T j+1
b

−dj+1
b

�� Xj+2 ⊕ Y j+2︸ ︷︷ ︸
T j+2
b

−dj+2
b

�� · · ·

Vamos definir δi : T i
a → T i

b , para todo i ≤ j, como sendo o morfismo nulo. Portanto temos que:

gi = −dib ◦ δi + δi+1 ◦ dia, ∀i < j

Agora mostremos que dado δi : T i
a → T i

b existe um morfismo δi+1 : T i+1
a → T i+1

b tal que:

gi = −dib ◦ δi + δi+1 ◦ dia, ∀i ≥ j

T •
a :

g•

��

· · · �� T j−1
a

dj−1
a ��

0

��

T j
a

dja ��

gj

��

δj

��

T j+1
a

dj+1
a ��

gj+1

��

δj+1

��

· · ·

T •
b [1] : · · · �� Xj ⊕ Y j︸ ︷︷ ︸

T j
b

−djb

�� Xj+1 ⊕ Y j+1︸ ︷︷ ︸
T j+1
b

−dj+1
b

�� Xj+2 ⊕ Y j+2︸ ︷︷ ︸
T j+2
b

−dj+2
b

�� · · ·

De fato, sabemos que existe δj : T j
a → T j

b , então temos:

gj + djb ◦ δj ∈ HomA(T
j
a , T

j+1
b )

isto é,

gj + djb ◦ δj =

⎛
⎝ μj

0

⎞
⎠ : T j

a → Xj+1 ⊕ Y j+1

Como μj ∈ HomA(T
j
a , Xj+1), e por definição todo somando indecompońıvel de Xj+1 é somando de

T j+1
a , temos que μj se fatora pelo diferencial dja : T j

a → T j+1
a , pois as componentes de dja formam uma

base para HomA(T
j
a , T

j+1
a ). Portanto segue que existe ηj+1 : T j+1

a → Xj+1 tal que μj = ηj+1 ◦ dja, ou



CAṔITULO 5. SECÇÕES NA CATEGORIA DERIVADA DE ÁLGEBRAS DE RADICAL QUADRADO ZERO 113

seja, temos o seguinte diagrama comutativo:

T j
a

μj

��

dja �� T j+1
a

ηj+1��
Xj+1

Com isso podemos concluir que existe δj+1 =
(

ηj+1

0

)
: T j+1

a → T j+1
b tal que:

gj + djb ◦ δj = δj+1 ◦ dja

ou seja,

gj = −djb ◦ δj + δj+1 ◦ dja

Portanto mostramos que se existe δj : T j
a → T j

b , então existe δj+1 tal que gj = −djb ◦ δj + δj+1 ◦ dja.

Seguido por indução, temos que, para todo i ≥ j, existem δi e δi+1 tais que:

gi = −dib ◦ δi + δi+1 ◦ dia

Portanto o morfismo g• : T •
a → T •

b [1] é homotópico a zero. Como g• é um elemento arbitrário de

HomDb(A)(T
•
a , T

•
b [1]), temos que HomDb(A)(T

•
a , T

•
b [1]) = 0.

Note que o lema (5.2.10) nos garante que o complexo T • =
⊕

a∈Q T •
a satisfaz a propriedade (i)

da definição (5.2.4). Portanto agora devemos mostrar que tal complexo também satisfaz a condição

(ii), porém temos pela proposição (5.2.5) que isso é equivalente a condição de que o número de

somandos diretos indecompońıveis de T • coincida com o posto do grupo de Grothendieck K0(modA).

Porém essa condição é equivalente ao fato de o número de somandos diretos indecompońıveis (não

isomorfos) de T • coincidir com a quantidade de elementos de Q0. Sabemos, pelo teorema (5.2.3), que

para cada a ∈ Q0 os complexos T •
a são indecompońıveis em Db(modA), portanto resta mostrar que

tais complexos são não isomorfos. Para nos auxiliar neste resultado, iremos utilizar o próximo lema.

Lema 5.2.11. Considere A uma álgebra de dimensão finita e sejam P • e Q• dois complexos projetivos

minimais de Cb(projA). Então P • ∼= Q• em Cb(projA) se, e somente se, P • ∼= Q• em Db(modA).

Demonstração. Ver [31], página 1465.

Portanto, para mostrarmos que os somandos indecompońıveis de T • são não isomorfos em Db(modA),

basta mostrarmos que são não isomorfos em Cb(projA).

Lema 5.2.12. Dados a, b ∈ Q0, tem-se que T •
a
∼= T •

b em Db(modA) se, e somente se, a = b.
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Demonstração. É fácil ver que se a = b, temos T •
a
∼= T •

b . Mostremos agora que se a �= b, então os

complexos T •
a e T •

b não são isomorfos em Db(modA). De fato, pelo lema (5.2.11), basta mostrarmos

que tais complexos não são isomorfos em Cb(projA). Considere um morfismo arbitrário g• : T •
a → T •

b

e suponha, sem perda de generalidade, que ϕ(a) ≥ ϕ(b). Então, pela proposição (5.1.13), temos que

g• é dado por:

T •
a : · · · �� 0

gϕ(b)

��

�� 0

gϕ(b)+1

��

�� · · · �� Pa

gϕ(a)

��

�� T
ϕ(a)+1
a

gϕ(a)+1

��

�� · · ·

T •
b : · · · �� Pb

�� T
ϕ(b)+1
b

�� · · · �� T
ϕ(a)
b

�� T
ϕ(a)+1
b

�� · · ·

Note que se ϕ(a) > ϕ(b), tem-se que gϕ(b) : 0 → Pb. No caso em que ϕ(a) = ϕ(b), temos gϕ(b) :

Pa → Pb. Portanto em ambos os casos o morfismo gϕ(b) não é um isomorfismo, pois por hipótese

temos a �= b. Disto segue que g• : T •
a → T •

b não é um isomorfismo em Cb(projA), pois caso contrário

deveŕıamos ter que gj é isomorfismo para todo j ∈ Z. Como g• foi tomado de maneira arbitrária,

segue que T •
a
∼= T •

b em Db(modA) se, e somente se, a = b.

Teorema 5.2.13. Seja A = kQ/R2 uma álgebra de radical quadrado zero tal que Q é um quiver

graduável. Então o complexo definido por T • =
⊕

a∈Q T •
a é um complexo inclinante em Db(modA),

em que cada T •
a é o complexo da definição (5.1.8).

Demonstração. Pela proposição (5.2.5), para mostrar que T • é complexo inclinante, basta provar que

ele satisfaz as seguintes condições:

(i) HomDb(A)(T
•, T •[n]) = 0, ∀n ∈ Z\{0};

(ii) O número de somandos diretos indecompońıveis de T • coincide com o posto do grupo de

Grothendieck K0(modA).

Note que a condição (i) segue como consequência imediata do lema (5.2.10). Além disso, a condição

(ii) é equivalente ao fato de o número de somandos diretos indecompońıveis (não isomorfos) de

T • coincidir com a quantidade de elementos de Q0. Pelo teorema (5.2.3), temos que, para cada

a ∈ Q0, o complexo T •
a é indecompońıvel em Db(modA). Além disso, pelo lema (5.2.12), temos que

os somandos de T • =
⊕

a∈Q T •
a são todos não isomorfos. Portanto temos que T • é um complexo

inclinante em Db(modA).
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5.2.1 Um estudo sobre EndDb(A)(T
•)

Aqui veremos como os morfismos de EndDb(A)(T
•) se relacionam com os caminhos do quiver

Q. Mostraremos que cada flecha α : a → b em Q1 induz um morfismo Ψα : T •
a → T •

b . Antes de

mostrarmos que tal morfismo existe, veremos que para cada flecha α : a → b, temos uma cópia de

T j
a como somando de T j

b , para todo j ≥ ϕ(a). Tal fato é essencial para a criação de cada morfismo

Ψ•
α : T •

a → T •
b .

Lema 5.2.14. Considere T •
a e T •

b dois complexos, associados a dois vértices distintos a, b ∈ Q0. Então se

existe uma flecha α : a → b em Q1, tem-se que T j
a é somando de T j

b , para todo j ∈ Z. Além disso, para

cada α : a → b, o complexo T •
b pode ser escrito da seguinte maneira:

T •
b : 0 �� Pb

(
α
∗
)
�� Ps(α) ⊕Xϕ(a)

d
ϕ(a)
b �� · · · �� T j

a ⊕Xj︸ ︷︷ ︸
T j
b

djb �� T j+1
a ⊕Xj+1︸ ︷︷ ︸

T j+1
b

�� · · ·

em que

djb =

⎛
⎝ dja 0

0 ∗

⎞
⎠ , ∀j ≥ ϕ(a)

Demonstração. Primeiro mostremos que cada T j
a é somando de T j

b . De fato, seja Ps(w) um somando

de T j
a , então por definição temos w ∈ Qj

ϕ(−, a). Como existe α : a → b, segue que existe um caminho

v = wα ∈ Qj
ϕ(−, b) tal que s(v) = s(w). Logo, temos Ps(w) = Ps(v) e portanto segue que Ps(w) é

somando de T j
b . Com isso podemos concluir que T j

a é somando de T j
b , para todo j ∈ Z. Portanto

segue que T •
b pode ser escrito como:

T •
b : . . . �� T j

a ⊕Xj︸ ︷︷ ︸
T j
b

djb �� T j+1
a ⊕Xj+1︸ ︷︷ ︸

T j+1
b

�� · · ·

Agora mostremos que o diferencial djb é dado por:

djb =

⎛
⎝ dja 0

0 ∗

⎞
⎠ : T j

a ⊕Xj → T j+1
a ⊕Xj+1
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De fato, suponha que ϕ(b) = 0, então, como existe α : a → b, temos por definição que:

T •
b : · · · �� Pb

(
α
∗
)
�� Ps(α) ⊕X1︸ ︷︷ ︸

T 1
b

d1b �� T 2
b

d2b �� T 3
b

�� · · ·

Pela definição (5.1.11), sabemos que, para todo j ∈ Z, o diferencial djb é dado por:

djb :
⊕

v∈Qj
ϕ(−,b)

Ps(v) →
⊕

v∈Qj
ϕ(−,b)

⎛
⎝⊕

u∈v−
Ps(u)

⎞
⎠

em que as componentes de djb são dadas por:

fi : Ps(vi) →

⎛
⎝⊕

u∈v−i

Ps(u)

⎞
⎠

Portanto temos que o diferencial d1b : Ps(α) ⊕X1 → T 2
b possui uma componente dada por:

f : Ps(α) →

⎛
⎝⊕

u∈α−
Ps(u)

⎞
⎠

Disto segue que:

d1b =

⎛
⎝ f 0

0 ∗

⎞
⎠ : Ps(α) ⊕X1 →

⎛
⎝⊕

u∈α−
Ps(u)

⎞
⎠⊕X2

︸ ︷︷ ︸
T 2
b

Agora note que, como s(α) = a, temos que:

Ps(α) = Pa e

⎛
⎝⊕

u∈α−
Ps(u)

⎞
⎠ =

⎛
⎝⊕

u∈ε−a
Ps(u)

⎞
⎠

e pela natureza da componente f do diferencial d1b , temos:

f = d1a : Pa →

⎛
⎝⊕

u∈ε−a
Ps(u)

⎞
⎠

︸ ︷︷ ︸
T 2
a
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Portanto segue que:

d1b =

⎛
⎝ d1a 0

0 ∗

⎞
⎠ : Pa ⊕X1 → T 2

a ⊕X2︸ ︷︷ ︸
T 2
b

De maneira análoga, temos que diferencial d2b é dado por:

d2b =

⎛
⎝ d2a 0

0 ∗

⎞
⎠ :

⎛
⎝⊕

u∈α−
Ps(u)

⎞
⎠

︸ ︷︷ ︸
T 2
a

⊕X2 →
⊕
u∈α−

⎛
⎝⊕

v∈u−
Ps(v)

⎞
⎠

︸ ︷︷ ︸
T 3
a

⊕X3

isto é, d2b =
(

d2a 0
0 ∗
)
: T 2

a ⊕X2 → T 3
a ⊕X3. Aplicando essa mesma construção para os demais diferencias

de T •
b , podemos concluir que

djb =

⎛
⎝ dja 0

0 ∗

⎞
⎠ : T j

a ⊕Xj︸ ︷︷ ︸
T j
b

→ T j+1
a ⊕Xj+1︸ ︷︷ ︸

T j+1
b

, ∀j ≥ ϕ(a)

em que, para cada j, os somandos indecompońıveis presentes na cópia de T j
a que aparecem na

decomposição de T j
b , são dados por:

Ps(v) tal que v = wα para algum w ∈ Qj
ϕ(−, a)

Note que não temos informações a respeito do somando Xj , da decomposição T j
b = T j

a ⊕Xj , pois

isso depende exclusivamente do conjunto Qj
ϕ(−, b), podendo esse somando possuir alguns somandos

de T j
a ou até mesmo ser nulo. A seguir apresentamos dois exemplo que irão explicitar esses fatos.

Exemplo 5.2.15. Considere a álgebra do exemplo (5.1.1), em que o quiver Q é dado por:

a β
%%d

α &&

γ %%
b

c δ

&&

Como existe uma flecha β : a → b, temos, pelo lema (5.2.14), que o complexo T •
b pode ser escrito

como T j
b = T j

a ⊕Xj , ∀j ≥ ϕ(a). Suponha que ϕ(b) = 0, então temos:

T •
a : 0 �� 0 �� Pa︸︷︷︸

T 1
a

α �� Pd︸︷︷︸
T 2
a

�� 0
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T •
b : 0 �� Pb︸︷︷︸

T 0
b

(
β
δ

)
�� Pa ⊕ Pc︸ ︷︷ ︸

T 1
b

(
α 0
0 γ

)
�� Pd ⊕ Pd︸ ︷︷ ︸

T 2
b

�� 0

Note que o diferencial d1b : T
1
b → T 2

b é dado por:

d1b =

⎛
⎝ d1a 0

0 γ

⎞
⎠ : T 1

a ⊕ X1︸︷︷︸
Pc

→ T 2
a ⊕ X2︸︷︷︸

Pd

Aqui devemos nos atentar que, apesar de T 2
b = Pd ⊕ Pd, não podemos escolher arbitrariamente qual

somando Pd representará T 2
a na decomposição de T 2

b = T 2
a⊕X2. De fato, lembremos que por definição

temos:

T 2
b =

⊕
w∈Q2

ϕ(−,b)

Ps(w) = Ps(αβ) ⊕ Ps(γδ) = Pd ⊕ Pd

Como estamos usando o fato de existir β : a → b para aplicar o lema (5.2.14), temos por construção

que as componentes T j
a de T j

b são os somandos provenientes de β ∈ Q1. Portanto temos T 2
a = Ps(αβ)

e X2 = Ps(γδ).

No próximo exemplo veremos o que ocorre quando existem duas flechas entre os vértices a, b ∈ Q0.

Mostraremos, através da construção realizada no lema (5.2.14), que cada flecha irá fornecer uma

decomposição distinta.

Exemplo 5.2.16. Considere o complexo T •
a do exemplo (5.1.12), cujo quiver Q é dado por:

e
β1

''
f

β2 �� b
α1

��
α2

((g β3

��

β4
))

a

c
α3

**

h
β5

**

d

α4

++

Suponha que ϕ(a) = 0, então temos:

T •
a : 0 → Pa︸︷︷︸

T 0
a

d0a �� Pb ⊕ Pb ⊕ Pc ⊕ Pd︸ ︷︷ ︸
T 1
a

d1a �� (Pe ⊕ Pf ⊕ Pg)⊕ (Pe ⊕ Pf ⊕ Pg)⊕ (Pg ⊕ Ph)︸ ︷︷ ︸
T 2
a

→ 0
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em que,

d0a =

⎛
⎝ α1

α2

α3

α4

⎞
⎠ e d1a =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

β1

β2

β3

0 0 0

0
β1

β2

β3

0 0

0 0
β4

β5
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

Como existem flechas α1, α2 : b → a, podemos utilizar o lema (5.2.14) para escrever cada T j
a como

T j
a = T j

b ⊕Xj . De fato, sabemos que T •
b é dado por:

T •
b : 0 → 0 → Pb︸︷︷︸

T 1
b

⎛
⎝β1

β2

β3

⎞
⎠
�� Pe ⊕ Pf ⊕ Pg︸ ︷︷ ︸

T 2
b

�� 0

Portanto é fácil ver que cada T j
a pode ser escrito como T j

b ⊕ Xj , para todo j ≥ ϕ(b). Porém, pela

construção do lema (5.2.14), tal decomposição depende diretamente de alguma flecha α : b → a.

Como existem duas flechas distintas α1, α2 : b → a, cada flecha irá fornecer uma decomposição

distinta da forma:

T •
a : 0 → Pa︸︷︷︸

T 0
a

d0a �� T 1
b ⊕ Pb ⊕ Pc ⊕ Pd︸ ︷︷ ︸

T 1
a

d1a �� T 2
b ⊕ (Pe ⊕ Pf ⊕ Pg)⊕ (Pg ⊕ Ph)︸ ︷︷ ︸

T 2
a

→ 0

e

T •
a : 0 → Pa︸︷︷︸

T 0
a

d0a �� Pb ⊕ T 1
b ⊕ Pc ⊕ Pd︸ ︷︷ ︸
T 1
a

d1a �� (Pe ⊕ Pf ⊕ Pg)⊕ T 2
b ⊕ (Pg ⊕ Ph)︸ ︷︷ ︸

T 2
a

→ 0

(i) Para α1 : b → a, temos:

d1a =

⎛
⎝ d1b 0

0 ∗

⎞
⎠ : T 1

b ⊕X1︸ ︷︷ ︸
T 1
a

→ T 2
b ⊕X2︸ ︷︷ ︸

T 2
a

em que T 1
a = T 1

b ⊕X1 é dado por:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

T 1
b = Ps(α1)

= Pb

X1 = Ps(α2) ⊕ Ps(α3) ⊕ Ps(α4)

= Pb ⊕ Pc ⊕ Pd
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e T 2
a = T 2

b ⊕X2 é dado por:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

T 2
b = Ps(β1α1) ⊕ Ps(β2α1) ⊕ Ps(β3α1)

= Pe ⊕ Pf ⊕ Pg

X2 = (Ps(β1α2) ⊕ Ps(β2α2) ⊕ Ps(β3α2))⊕ (Ps(β4α3) ⊕ Ps(β5α3))

= (Pe ⊕ Pf ⊕ Pg)⊕ (Pg ⊕ Ph)

(ii) Para α2 : b → a, temos:

d1a =

⎛
⎝ d1b 0

0 ∗

⎞
⎠ : T 1

b ⊕X1︸ ︷︷ ︸
T 1
a

→ T 2
b ⊕X2︸ ︷︷ ︸

T 2
a

em que T 1
a = T 1

b ⊕X1 é dado por:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

T 1
b = Ps(α2)

= Pb

X1 = Ps(α1) ⊕ Ps(α3) ⊕ Ps(α4)

= Pb ⊕ Pc ⊕ Pd

e T 2
a = T 2

b ⊕X2 é dado por:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

T 2
b = Ps(β1α2) ⊕ Ps(β2α2) ⊕ Ps(β3α2)

= Pe ⊕ Pf ⊕ Pg

X2 = (Ps(β1α1) ⊕ Ps(β2α1) ⊕ Ps(β3α1))⊕ (Ps(β4α3) ⊕ Ps(β5α3))

= (Pe ⊕ Pf ⊕ Pg)⊕ (Pg ⊕ Ph)

Teorema 5.2.17. Sejam Q um quiver graduável e a, b ∈ Q0. Então para cada flecha α : a → b, em Q1,

existe um morfismo não nulo Ψ•
α : T •

a → T •
b em Db(modA), em que Ψj

α : T j
a → T j

b é a inclusão, para

todo j ≥ ϕ(a).

Demonstração. De fato, pelo lema (5.2.14), temos que cada flecha α : a → b determina uma decomposição

em T j
b , para todo j ≥ ϕ(a). Portanto podemos definir um morfismo Ψ•

α : T •
a → T •

b , utilizando tal
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decomposição, da seguinte maneira:

T •
a : · · ·

Ψ•
α

��

�� T j−1
a

(
1
0

)

��

dj−1
a �� T j

a

(
1
0

)

��

dja �� T j+1
a

(
1
0

)

��

�� · · ·

T •
b : · · · �� T j−1

a ⊕Xj−1︸ ︷︷ ︸
T j−1
b

(
dj−1
a 0
0 ∗

)
�� T j

a ⊕Xj︸ ︷︷ ︸
T j
b

(
dja 0
0 ∗

)
�� T j+1

a ⊕Xj+1︸ ︷︷ ︸
T j+1
b

�� · · ·

Note que o morfismo Ψ•
α não é homotópico a zero, pois HomA(T

j
a , T

j−1
b ) = 0, para todo j ∈ Z.

De fato, suponha que existe s : T j
a → T j−1

b , então existem somandos indecompońıveis Ps(w) e Ps(v)

de T j
a e T j−1

b , respectivamente, tais que HomA(Ps(w), Ps(v)) �= 0. Disto segue que existe uma flecha

γ : s(v) → s(w) em Q1, porém neste caso devemos ter ϕ(s(w)) < ϕ(s(v)), o que não ocorre, pois

w ∈ Qj
ϕ(−, a) e v ∈ Qj−1

ϕ (−, b).

Note que, dada uma flecha α : a → b, as inclusões Ψj
α, do morfismo Ψ•

α : T •
a → T •

b do teorema

(5.2.17), leva o projetivo indecompońıvel Ps(w), somando de T j
a , no projetivo Ps(wα), somando de T j

b ,

em que w ∈ Qj
ϕ(−, a) e wα ∈ Qj

ϕ(−, b).

Exemplo 5.2.18. Lembremos que o quiver Q, do exemplo (5.2.16), é dado por:

e
β1

''
f

β2 �� b
α1

��
α2

((g β3

��

β4
))

a

c
α3

**

h
β5

**

d

α4

++

e os complexos T •
b e T •

a são:

T •
b : 0 → 0︸︷︷︸

T 0
b

→ Pb︸︷︷︸
T 1
b

d1b �� Pe ⊕ Pf ⊕ Pg︸ ︷︷ ︸
T 2
b

�� 0

T •
a : 0 → Pa︸︷︷︸

T 0
a

d0a �� Pb ⊕ Pb ⊕ Pc ⊕ Pd︸ ︷︷ ︸
T 1
a

d1a �� (Pe ⊕ Pf ⊕ Pg)⊕ (Pe ⊕ Pf ⊕ Pg)⊕ (Pg ⊕ Ph)︸ ︷︷ ︸
T 2
a

→ 0

Vimos, no exemplo (5.2.16), que as flechas α1, α2 : b → a induzem duas fatorações distintas em
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cada T j
a , ∀j ≥ ϕ(b). Portanto, pelo teorema (5.2.17), existem dois morfismos distintos Ψ•

α1
,Ψ•

α2
:

T •
b → T •

a , os quais são induzidos pelas fatorações geradas por cada uma dessas flechas.

T •
b : 0

Ψ•
α1

��

�� 0

��

�� Pb⎛
⎝ 1

0
0

⎞
⎠

��

d1b �� T 2
b⎛
⎝ 1

0
0

⎞
⎠

��

�� 0

T •
a : 0 �� Pa ⎛

⎝α1

α2

∗

⎞
⎠

�� Ps(α1) ⊕ Ps(α2) ⊕ (Pc ⊕ Pd)︸ ︷︷ ︸
T 1
a

⎛
⎝ d1b 0 0

0 d1b 0
0 0 ∗

⎞
⎠
�� T 2

b ⊕ T 2
b ⊕ (Pg ⊕ Ph)︸ ︷︷ ︸

T 2
a

�� 0

T •
b : 0

Ψ•
α2

��

�� 0

��

�� Pb⎛
⎝ 0

1
0

⎞
⎠

��

d1b �� T 2
b⎛
⎝ 0

1
0

⎞
⎠

��

�� 0

T •
a : 0 �� Pa ⎛

⎝α1

α2

∗

⎞
⎠

�� Ps(α1) ⊕ Ps(α2) ⊕ (Pc ⊕ Pd)︸ ︷︷ ︸
T 1
a

⎛
⎝ d1b 0 0

0 d1b 0
0 0 ∗

⎞
⎠
�� T 2

b ⊕ T 2
b ⊕ (Pg ⊕ Ph)︸ ︷︷ ︸

T 2
a

�� 0

Além disso, note que existem dois caminhos w1, w2 : e� a em Q, tais que w1 = β1α1 e w2 = β1α2.

Como consequência do teorema (5.2.17), temos que existem dois morfismos não nulos Ψ•
w1
,Ψ•

w2
∈

HomDb(A)(T
•
e , T

•
a ) dados por:

Ψ•
w1

= Ψ•
α1

◦Ψ•
β1

e Ψ•
w2

= Ψ•
α2

◦Ψ•
β1

Neste caso, o morfismo Ψ•
w1

é dado por:
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T •
e : 0

Ψ•
w1

//

Ψ•
β1

��

�� 0

��

�� 0

��

�� Pe

⎛
⎝ 1

0
0

⎞
⎠

��

�� 0

T •
b : 0

Ψ•
α1

��

�� 0

��

�� Pb

⎛
⎝ 1

0
0

⎞
⎠

��

d1b �� (Pe ⊕ Pf ⊕ Pg)︸ ︷︷ ︸
T 2
b⎛
⎝ 1

0
0

⎞
⎠

��

�� 0

T •
a : 0 �� Pa ⎛

⎝α1

α2

∗

⎞
⎠

�� Ps(α1) ⊕ Ps(α2) ⊕ (Pc ⊕ Pd)︸ ︷︷ ︸
T 1
a

⎛
⎝ d1b 0 0

0 d1b 0
0 0 ∗

⎞
⎠
�� T 2

b ⊕ T 2
b ⊕ (Pg ⊕ Ph)︸ ︷︷ ︸

T 2
a

�� 0

Aqui estamos denotando Ψ2
α1

=

(
1
0
0

)
: T 2

b → T 2
b ⊕ T 2

b ⊕ (Pg ⊕ Ph) o morfismo dado por:

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ : (Pe ⊕ Pf ⊕ Pg)︸ ︷︷ ︸

T 2
b

→ (Pe ⊕ Pf ⊕ Pg)︸ ︷︷ ︸
T 2
b

⊕ (Pe ⊕ Pf ⊕ Pg)︸ ︷︷ ︸
T 2
b

⊕(Pg ⊕ Ph)

portanto segue que:

Ψ2
w1

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
0
0
0
0
0
0
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ : Pe → (Pe ⊕ Pf ⊕ Pg)⊕ (Pe ⊕ Pf ⊕ Pg)⊕ (Pg ⊕ Ph)︸ ︷︷ ︸

T 2
a

e Ψj
w1 = 0, para todo j �= 2.

Analogamente temos que o morfismo Ψ•
w2

é dado por:

Ψ2
w2

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
0
0
1
0
0
0
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ : Pe → (Pe ⊕ Pf ⊕ Pg)⊕ (Pe ⊕ Pf ⊕ Pg)⊕ (Pg ⊕ Ph)︸ ︷︷ ︸

T 2
a

e Ψj
w1 = 0, para todo j �= 2.
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T •
e : 0

Ψ•
w1

//

Ψ•
β1

��

�� 0

��

�� 0

��

�� Pe

⎛
⎝ 1

0
0

⎞
⎠

��

�� 0

T •
b : 0

Ψ•
α1

��

�� 0

��

�� Pb

⎛
⎝ 0

1
0

⎞
⎠

��

d1b �� (Pe ⊕ Pf ⊕ Pg)︸ ︷︷ ︸
T 2
b⎛
⎝ 0

1
0

⎞
⎠

��

�� 0

T •
a : 0 �� Pa ⎛

⎝α1

α2

∗

⎞
⎠

�� Ps(α1) ⊕ Ps(α2) ⊕ (Pc ⊕ Pd)︸ ︷︷ ︸
T 1
a

⎛
⎝ d1b 0 0

0 d1b 0
0 0 ∗

⎞
⎠
�� T 2

b ⊕ T 2
b ⊕ (Pg ⊕ Ph)︸ ︷︷ ︸

T 2
a

�� 0

Portanto temos dois morfismos não nulos Ψ•
w1
,Ψ•

w2
∈ HomDb(A)(T

•
e , T

•
a ), induzidos pelos caminhos

w1, w2 : e� a.

Corolário 5.2.19. Sejam Q um quiver graduável, a, b ∈ Q0 e w : a � b um caminho dado por w =

α1 . . . αn, com αi ∈ Q1, para 1 ≤ i ≤ n. Então existe um morfismo não nulo Ψ•
w : T •

a → T •
b , em

Db(modA), tal que Ψ•
w = Ψ•

αn
◦ . . . ◦Ψ•

α1
. Além disso, temos que Ψ•

w é dado por:

T •
a : · · ·

Ψ•
w

��

�� 0

��

�� Pa

(
1
0

)

��

d
ϕ(a)
a �� T

ϕ(a)+1
a

(
1
0

)

��

�� · · ·

T •
b : · · · �� T

ϕ(a)−1
b

d
ϕ(a)−1
b �� Ps(w) ⊕Xϕ(a)︸ ︷︷ ︸

T
ϕ(a)
b

(
d
ϕ(a)
a 0
0 ∗

)
�� Tϕ(a)+1

a ⊕Xϕ(a)+1︸ ︷︷ ︸
T

ϕ(a)+1
b

�� · · ·

Demonstração. A demonstração segue diretamente do fato de os morfismos Ψ•
αi

, do teorema (5.2.17),

serem inclusões e também pelo fato de s(w) = s(α1), o que implica em Ψ
ϕ(a)
w : Pa → Ps(w) ⊕Xϕ(a) ser

a inclusão de Pa em Ps(α1) = Ps(w). Além disso, tal morfismo não será homotópico a zero pelo fato de

HomDb(A)(T
j
a , T

j−1
b ) = 0, ∀j ∈ Z.

Note que, pelo corolário (5.2.19), dados a, b ∈ Q0, temos que existe uma correspondência entre

os caminhos wi′s : a � b em Q e os morfismos não nulos Ψ•
wi′s ∈ HomDb(A)(T

•
a , T

•
b ). Vejamos agora

que existe uma correspondência biuńıvoca entre os morfismos não nulos de HomDb(A)(T
•
a , T

•
b ) e os

elementos de εa(kQ)εb. Antes de demonstrarmos esse resultado, vamos enunciar alguns lemas que

nos fornecem algumas propriedades em relação aos morfismos não nulos de HomDb(A)(T
•
a , T

•
b ).
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Lema 5.2.20. Sejam A = kQ/R2 uma álgebra de radical quadrado zero, Q um quiver graduável e

a, b ∈ Q0 vértices distintos. Neste caso, para cada φ• ∈ HomDb(A)(T
•
a , T

•
b ) não nulo, tem-se que:

(i) φϕ(a) : Pa → T
ϕ(a)
b é não nulo;

(ii) Cada morfismo não nulo φj : T j
a → T j

b é representado por uma matriz de escalares;

(iii) Existe, pelo menos, um caminho w : a� b em Q;

(iv) A quantidade de caminhos w : a� b coincide com a quantidade de cópias de Pa como somandos de

T
ϕ(a)
b ;

(v) Se existem n cópias de Pa em T
ϕ(a)
b , então existem escalares λ1, . . . , λn tais que:

φϕ(a) =
(

Λ
0

)
: Pa → Pn

a ⊕ Y︸ ︷︷ ︸
T

ϕ(a)
b

em que, Λ = (λ1, . . . , λn)
t : Pa →⊕n

i=1 Ps(wi), para cada wi : a� b.

Demonstração. (i) Suponha que existe φ• : T •
a → T •

b não nulo, então temos que existe j ∈ Z tal que

φj : T j
a → T j

b é não nulo. Se j = ϕ(a), tem-se que φϕ(a) �= 0 e segue o resultado desejado. Agora

suponha que φj �= 0 para algum j �= ϕ(a), temos que o morfismo φ•
α é da forma:

T •
a : · · ·

φ•
α

��

�� T j−1
a

φj−1

��

dj−1
a �� T j

a

φj

��

dja �� T j+1
a

φj+1

��

�� · · ·

T •
b : · · · �� T j−1

b
dj−1
b

�� T j
b

djb

�� T j+1
b

�� · · ·

Como φj : T j
a → T j

b é não nulo, então existem Ps(w) e Ps(v) somandos indecompońıveis de T j
a e T j

b ,

respectivamente, tais que HomA(Ps(w), Ps(v)) �= 0. Pelo lema (5.1.4), isso implica que Ps(w) = Ps(v),

pois s(w) e s(v) possuem um mesmo grau j. Portanto segue que o morfismo φj : T j
a → T j

b é dado por

uma matriz de escalares. Com isso, temos que:

φj ◦ dj−1
a �= 0 ⇒ dj−1

b ◦ φj−1 �= 0 ⇒ φj−1 �= 0

Aplicando o mesmo argumento repetidas vezes, chegaremos a conclusão de que, para ϕ(a) ≤ n ≤ j,

o morfismo φn é não nulo. Portanto temos que φϕ(a) : Pa → T
ϕ(a)
b é não nulo.

(ii) Note que se φj : T j
a → T j

b é não nulo, então existem Ps(w) e Ps(v) somandos indecompońıveis

de T j
a =

⊕
w∈Qj

ϕ(−,a)
Ps(w) e T j

b =
⊕

u∈Qj
ϕ(−,b)

Ps(u), respectivamente, tais que existe um morfismo não
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nulo f ∈ HomA(Ps(w), Ps(v)). Porém, pelo lema (5.1.4), segue que s(w) = s(v), pois caso contrário,

teŕıamos ϕ(s(v)) = ϕ(s(w)) + 1, o que contradiz o fato de ambos possúırem o mesmo grau j. Disto

segue que o morfismo f é um múltiplo da identidade de Ps(w).

(iii) Como φϕ(a) : Pa → T
ϕ(a)
b é não nulo, segue que existe Ps(w) somando indecompońıvel de

T
ϕ(a)
b tal que HomA(Pa, Ps(w)) �= 0. Como ϕ(s(w)) = ϕ(a), segue, pelo lema (5.1.4), que s(w) = a.

Como w ∈ Qj
ϕ(−, b), segue que w é um caminho de a até b.

(iv) Note que para cada w : a� b, tem-se que s(w) = a e portanto w ∈ Q
ϕ(a)
ϕ (−, b), ou seja, Ps(w)

é um somando de T
ϕ(a)
b . Por outro lado sabemos que os somandos de T

ϕ(a)
b são da forma Ps(w), com

w ∈ Q
ϕ(a)
ϕ (−, b). Portando cada somando Ps(w) de T

ϕ(a)
b está associado a um caminho w : s(w)� b.

(v) Sejam a, b ∈ Q0 dois vértices distintos, em que ϕ(a) = 1. Considere um morfismo não nulo

φ• ∈ HomDb(A)(T
•
a , T

•
b ), portanto temos que φ1 : Pa → T 1

b é não nulo.

T •
a : · · ·

φ•
α

��

�� 0

φ0

��

d0a �� Pa

φ1

��

d1a �� T 2
a

φ2

��

�� · · ·

T •
b : · · · �� T 0

b d0b

�� T 1
b d1b

�� T 2
b

�� · · ·

Sabemos que as componentes do morfismo φ1 : Pa → T 1
b são dadas por escalares, isto é, se existem

n somandos Ps(ui) de T 1
b tais que s(ui) = a, para 1 ≤ i ≤ n, então existem escalares λ1, . . . , λn, não

todos nulos, tais que φ1 pode ser escrito como:

φ1 =

⎛
⎝ Λ

0

⎞
⎠ : Pa →

(
n⊕

i=1

Ps(ui)

)
⊕ Y

︸ ︷︷ ︸
T 1
b

em que Λ = (λ1, . . . , λn)
t e para todo somando indecompońıvel Ps(w) de Y , tem-se que s(w) �= a.

Teorema 5.2.21. Sejam A = kQ/R2 uma álgebra de radical quadrado zero, Q um quiver graduável e

a, b ∈ Q0. Então todo morfismo não nulo φ• ∈ HomDb(A)(T
•
a , T

•
b ) pode ser escrito como:

φ• =
n∑

i=1

λiΨ
•
wi

em que cada λi é um escalar e cada wi é um caminho de a para b em Q. Para a = b, consideramos

Ψ•
εa := idT •

a
.

Demonstração. De fato, seja φ• ∈ HomDb(T •
a , T

•
b ) não nulo e suponha que ϕ(a) = 1. Como φ• �= 0,

temos, pelo lema (5.2.20) que φϕ(a) : Pa → T
ϕ(a)
b é não nulo. Além disso, o complexo T •

b pode ser
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escrito como:

T •
b : · · · → T 0

b d0b

�� (Pa)
n ⊕ Y 1︸ ︷︷ ︸
T 1
b

⎛
⎜⎜⎜⎝

d1a · · · 0 0
...

. . .
... 0

0 · · · d1a 0
0 · · · 0 ∗

⎞
⎟⎟⎟⎠

d1b

�� (T 2
a )

n ⊕ Y 2︸ ︷︷ ︸
T 2
b

→ · · ·

em que n é o número de caminhos de a para b em Q. Também temos, pelo lema (5.2.20), que φ• é da

forma:

T •
a : · · ·

φ•

��

�� 0

��

�� Pa

φ1=

(
Λ
0

)

��

d1a �� T 2
a

φ2

��

�� · · ·

T •
b : · · · �� T 0

b d0b

�� (Pa)
n ⊕ Y 1︸ ︷︷ ︸
T 1
b

d1b

�� (T 2
a )

n ⊕ Y 2︸ ︷︷ ︸
T 2
b

�� · · ·

em que, Λ = (λ1, . . . , λn)
t : Pa → ⊕n

i=1 Ps(wi). Agora vamos analisar φ2 : T 2
a → (T 2

a )
n ⊕ Y 2. Tal

morfismo pode ser escrito da seguinte maneira:

φ2 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

f1
...

fn

g

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ : T 2

a → (T 2
a )

n ⊕ Y 2, tal que g : T 2
a → Y 2

Note que:

d1b ◦ φ1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ1d
1
a

...

λnd
1
a

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ : Pa → (T 2

a )
n ⊕ Y 2

Como d1b ◦ φ1 = φ2 ◦ d1a, temos:

φ2 ◦ d1a =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

f1d
1
a

...

fnd
1
a

gd1a

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ1d
1
a

...

λnd
1
a

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ⇐⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(f1 − λ1Id)d
1
a = 0

...

(fn − λnId)d
1
a = 0

g ◦ d1a = 0
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Como cada fi : T
2
a → T 2

a é uma matriz cujas entradas são escalares, pela proposição (5.1.16), segue

que:

(fi − λiId)d
1
a = 0 ⇐⇒ (fi − λiId) = 0 ⇐⇒ fi = λiId, para todo 1 ≤ i ≤ n

Agora note que, pelo lema (5.2.20) (ii), temos que o morfismo g : T 2
a → Y 2 também é uma matriz de

escalares, portanto:

g ◦ d1a = 0 ⇐⇒ g = 0

Disto segue que:

φ2 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ1Id
...

λnId

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ : T 2

a → (T 2
a )

n ⊕ Y 2

De maneira análoga, para todo j ≥ ϕ(a), tem-se que:

φj =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ1Id
...

λnId

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ : T j

a → (T j
a )

n ⊕ Y j

ou seja, o morfismo φ• : T •
a → T •

b é dado por:

T •
a : · · ·

φ•

��

�� 0

��

�� Pa

φ1=

⎛
⎜⎜⎜⎝

λ1

...
λn

0

⎞
⎟⎟⎟⎠

��

d1a �� T 2
a

φ2=

⎛
⎜⎜⎜⎝

λ1Id
...

λnId
0

⎞
⎟⎟⎟⎠

��

�� T 3
a

φ3=

⎛
⎜⎜⎜⎝

λ1Id
...

λnId
0

⎞
⎟⎟⎟⎠

��

�� · · ·

T •
b : · · · �� T 0

b d0b

�� Pn
a ⊕ Y 1︸ ︷︷ ︸

T 1
b

d1b

�� (T 2
a )

n ⊕ Y 2︸ ︷︷ ︸
T 2
b

�� (T 3
a )

n ⊕ Y 3︸ ︷︷ ︸
T 3
b

�� · · ·
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Por definição, sabemos que cada Ψ•
wi

: T •
a → T •

b é da forma:

T •
a : · · ·

Ψ•
wi

��

�� 0

��

�� Pa

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
...
1
...
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

��

d1a �� T 2
a⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
...
Id
...
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

��

�� T 3
a⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
...
Id
...
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

��

�� · · ·

T •
b : · · · �� T 0

b d0b

�� (Pa)
n ⊕ Y 1︸ ︷︷ ︸
T 1
b

d1b

�� (T 2
a )

n ⊕ Y 2︸ ︷︷ ︸
T 2
b

�� (T 3
a )

n ⊕ Y 3︸ ︷︷ ︸
T 3
b

�� · · ·

em que, Ψ1
wi

: Pa → (Pa)
n ⊕ Y 1 é a projeção que leva Pa em Ps(wi). Disto segue que:

φ• =
n∑

i=1

λiΨ
•
wi

Corolário 5.2.22. Considere A = kQ/R2 uma álgebra de radical quadrado zero, com Q um quiver

graduável. Para a, b ∈ Q0 dois vértices distintos, temos que os morfismos Ψ•
wi

, do teorema (5.2.21),

formam um base para HomDb(A)(T
•
a , T

•
b ).

Demonstração. Basta mostrarmos que os morfismos Ψ•
wi

, são linearmente independentes. De fato,

considere A = kQ/R2 uma álgebra de radical quadrado zero, com Q um quiver graduável. Sejam

a, b ∈ Q0 dois vértices distintos, tais que exitem n caminhos de a para b em Q. Considere w1, . . . , wn

como sendo todos os caminhos de a para b, mostremos que:

n∑
i=1

λiΨ
•
wi

= 0 ⇐⇒ λi = 0, para i = 1, . . . , n

De fato, suponha que
∑n

i=1 λiΨ
•
wi

= 0 em Db(modA), isto é, temos o seguinte morfismo nulo:

T •
a : · · ·

∑n
i=1 λiΨ

•
wi

��

�� 0

��

�� Pa

⎛
⎜⎜⎜⎝

λ1

...
λn

0

⎞
⎟⎟⎟⎠

��

d1a �� T
ϕ(a)+1
a

⎛
⎜⎜⎜⎝

λ1Id
...

λnId
0

⎞
⎟⎟⎟⎠

��

�� · · ·

T •
b : · · · �� T

ϕ(a)−1
b

d
ϕ(a)−1
b

�� Pn
a ⊕ Y 1︸ ︷︷ ︸
T

ϕ(a)
b

d
ϕ(a)
b

�� (T 2
a )

n ⊕ Y 2︸ ︷︷ ︸
T

ϕ(a)+1
b

�� · · ·
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Sabemos que não existem morfismos si : T i
a → T i−1

b , portanto
∑n

i=1 λiΨ
•
wi

ser nulo em Db(modA) ∼=
Kb(projA) implica em

∑n
i=1 λiΨ

•
wi

ser nulo na categoria Cb(projA). Disto segue que

n∑
i=1

λiΨ
•
wi

= 0 ⇒ λi = 0, para i = 1, . . . , n

Portanto os morfismos Ψ•
w1
, . . . ,Ψ•

wn
são linearmente independentes e segue o resultado desejado.

Note que, dados a, b ∈ Q0, existe uma correspondência biuńıvoca entre HomDb(A)(T
•
a , T

•
b ) e

εa(kQ)εb. De fato, pelo corolário (5.2.19), temos que para cada caminho w : a � b em Q existe

um morfismo não nulo Ψw : T •
a → T •

b , em HomDb(A)(T
•
a , T

•
b ), associado ao caminho w. Além

disso, pelo teorema (5.2.21), temos que todo morfismo não nulo φ• ∈ HomDb(A)(T
•
a , T

•
b ) é da forma

φ• =
∑n

i=1 λiΨ
•
wi

, onde cada λi é um escalar e cada wi é um caminho em Q. Portanto, existe uma

relação biuńıvoca que associa cada morfismo não nulo φ• =
∑n

i=1 λiΨ
•
wi

de HomDb(A)(T
•
a , T

•
b ) a um

caminho
∑n

i=1 λiwi de εa(kQ)εb.

Exemplo 5.2.23. Considere a álgebra do exemplo (5.1.1), em que o quiver Q é dado por:

a β
%%d

α &&

γ %%
b

c δ

&&

Sabemos que os elementos de εd(kQ)εb são da forma:

λ1(αβ) + λ2(γδ)

em que λ1, λ2 ∈ k. Agora, vamos analisar quem são os morfismos de HomDb(T •
d , T

•
b ). Seja φ• : T •

d →
T •
b , então:

T •
d :

φ•

��

0 �� 0 ��

��

0 ��

��

Pd
��

φ2

��

0

T •
b : 0 �� Pb︸︷︷︸

T 0
b

(
β
δ

)
�� Pa ⊕ Pc︸ ︷︷ ︸

T 1
b

(
α 0
0 γ

)
�� Pd ⊕ Pd︸ ︷︷ ︸

T 2
b

�� 0

Note que o morfismo φ2 pode ser escrito como:

φ2 =
(

λ1

λ2

)
: Pd → Ps(w1) ⊕ Ps(w2)
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em que w1 = αβ e w2 = γδ. Neste caso, podemos escrever:

φ• = λ1(Ψ
•
w1
) + λ2(Ψ

•
w2
), ou seja, φ• = λ1(Ψ

•
β ◦Ψ•

α) + λ2(Ψ
•
δ ◦Ψ•

γ)

De fato, temos que (Ψ•
β ◦Ψ•

α) e (Ψ•
δ ◦Ψ•

γ) são dados por:

T •
d :

(Ψ•
β◦Ψ•

α)

��

Ψ•
α

��

0 �� 0 ��

��

0 ��

��

Pd
��

1

��

0

T •
a :

Ψ•
β

��

0 �� 0 ��

��

Pa
α ��(

1
0

)
��

Ps(α)(
1
0

)
��

�� 0

T •
b : 0 �� Pb (

β
δ

) �� Pa ⊕ Pc(
α 0
0 γ

)�� Ps(αβ) ⊕ Ps(γδ)
�� 0

T •
d :

(Ψ•
δ◦Ψ•

γ)

��

Ψ•
γ

��

0 �� 0 ��

��

0 ��

��

Pd
��

1

��

0

T •
c :

Ψ•
δ

��

0 �� 0 ��

��

Pc
γ ��(

0
1

)
��

Ps(γ)(
0
1

)
��

�� 0

T •
b : 0 �� Pb (

β
δ

) �� Pa ⊕ Pc(
α 0
0 γ

)�� Ps(αβ) ⊕ Ps(γδ)
�� 0

Portanto, temos:

T •
d :

(Ψ•
β◦Ψ•

α)+(Ψ•
δ◦Ψ•

γ)

��

��

0 �� 0 ��

��

0 ��

��

Pd
��(

1
1

)
��

0

T •
a ⊕ T •

c :

��

0 �� 0 ��

��

Pa ⊕ Pc

(
α 0
0 γ

)
��(

1 0
0 1

)
��

Ps(α) ⊕ Ps(γ)(
1 0
0 1

)
��

�� 0

T •
b : 0 �� Pb (

β
δ

) �� Pa ⊕ Pc(
α 0
0 γ

)�� Ps(αβ) ⊕ Ps(γδ)
�� 0

ou seja,

T •
d :

λ1(Ψ•
β◦Ψ•

α)+λ2(Ψ•
δ◦Ψ•

γ)

����

0 �� 0 ��

��

0 ��

��

Pd
��(

λ1

λ2

)
��

0

T •
b : 0 �� Pb (

β
δ

) �� Pa ⊕ Pc(
α 0
0 γ

)�� Ps(αβ) ⊕ Ps(γδ)
�� 0
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Disto segue que os elementos de HomDb(T •
d , T

•
b ) são da forma λ1(Ψ

•
β ◦Ψ•

α) + λ2(Ψ
•
δ ◦Ψ•

γ).

Teorema 5.2.24. Considere A = kQ/R2 uma álgebra de radical quadrado zero, em que Q é um quiver

graduável, e seja T • o complexo inclinante do teorema (5.2.13). Então existe um isomorfismo de k-

álgebras Ψ : kQ → EndDb(A)(T
•)op, dado por w �→ Ψ•

w.

Demonstração. Como Q é um quiver graduável, existe uma função graduação ϕ : Q0 → Z e portanto

podemos definir o complexo inclinante T • =
⊕

a∈Q0
T •
a . Sabemos que, dado um caminho w = αβ :

a� b, existe um morfismo não nulo Ψ•
w : T •

a → T •
b em EndDb(A)(T

•), dado por Ψ•
w = Ψ•

β ◦Ψ•
α. Desta

maneira, vamos definir o seguinte morfismo:

Ψ : kQ → EndDb(A)(T
•)op

w �→ Ψ•
w

em que w é um caminho de kQ. Como a base de kQ são os caminhos, para definirmos Ψ em todo kQ,

basta estendermos o morfismo por linearidade. Além disso, dados dois caminhos γ, δ ∈ kQ, temos:

Ψ(γδ) = Ψ•
γδ = Ψ•

γ ∗Ψ•
δ

em que Ψ•
γ ∗ Ψ•

δ := Ψ•
δ ◦ Ψ•

γ . Portanto Ψ é de fato um morfismo de álgebras. Note que, pelo teorema

(5.2.21), temos que Ψ é sobrejetora. Agora vamos definir um morfismo Φ : End(T •)op → kQ da

seguinte maneira:

Φ : EndDb(A)(T
•)op → kQ

Ψ•
w �→ w

Note que:

Φ(Ψγ ∗Ψδ) = Φ(Ψδ ◦Ψγ) = Φ(Ψγδ) = γδ

Portanto Φ é um morfismo de álgebras. Além disso, temos que:

Φ(Ψ(w)) = Φ(Ψw) = w

Ψ(Φ(Ψw)) = Ψ(w) = Ψw

Portanto podemos concluir que Ψ : kQ → EndDb(A)(T
•)op é um isomorfismo.

Teorema 5.2.25. Considere A = kQ/R2 uma álgebra de radical quadrado zero tal que Q é um quiver

graduável. Então temos que Db(modA) ∼= Db(mod kQ) como categorias trianguladas.

Demonstração. Como Q é graduável, pelo teorema (5.2.13), podemos definir o complexo inclinante
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T • ∈ Db(modA). Além disso, pelo teorema (5.2.24), temos que kQ ∼= EndDb(A)(T
•)op. Portanto,

pelo teorema (6.5.1) de [32], tem-se que existe uma equivalência triangulada entre Db(modA) e

Db(mod kQ).

5.3 Morfismos irredut́ıveis e o funtor de Koszul

Nesta seção iremos mostrar que os complexos da definição (5.1.8) induzem uma secção na ca-

tegoria derivada de Db(modA), em que A = kQ/R2 é uma álgebra de radical quadrado zero, com

Q um quiver graduável e A do tipo manso. Para isso, primeiramente iremos estudar a existência de

morfismos irredut́ıveis em HomDb(A)(T
•
a , T

•
b ), com a, b ∈ Q0.

Seja f : X → Y um morfismo não nulo, então dizemos que f é um monomorfismo que cinde (resp.

epimorfismo que cinde) se, e somente se, existe um morfismo h : Y → X tal que h ◦ f = 1X (resp.

f ◦ h = 1Y ). No caso em que f satisfaz qualquer umas das duas condições, dizemos que f cinde. Um

morfismo f é dito irredut́ıvel se ele não cinde e além disso, para qualquer fatoração f = h ◦ g, tem-se

que g é um monomorfismo que cinde ou h é um epimorfismo que cinde.

Nesta seção nosso objetivo é mostrar que os morfismos Ψ•
α, do teorema (5.2.17), são irredut́ıveis

em Db(modA). Para isso iremos precisar de alguns resultados preliminares. A seguir iremos apre-

sentar alguns resultados relacionando os morfismos irredut́ıveis de Cb(projA) com os morfismos irre-

dut́ıveis de Db(modA), tais resultados podem ser encontrados em [28].

Definição 5.3.1. Dizemos que X• é um complexo contrátil se idX• é homotópico a zero.

Proposição 5.3.2. Seja f• : X• → Y • um morfismo de complexos. Então temos que f• é homotópico a

zero se, e somente se, f• se fatora por um complexo contrátil.

Demonstração. Suponha que f• : X• → Y • é um morfismo homotópico a zero, então temos

f i = si+1diX + di−1
Y si, ∀i ∈ Z

ou seja,

Xi−1
di−1
X ��

f i−1

��

Xi

si

��

diX ��

f i

��

Xi+1

si+1
��

f i+1

��
Y i−1

di−1
Y

�� Y i

diY

�� Y i+1

Mostremos que existe um complexo contrátil Z• tal que f• se fatora por Z•. De fato, seja Z• um
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complexo contrátil dado por:

Z• = · · · → Xi ⊕Xi−1 → Xi+1 ⊕Xi → Xi+2 ⊕Xi+1 → · · ·

Neste caso, temos que f• se fatora por Z• da seguinte maneira:

Xi−1
di−1
X ��

(
di−1
X
1

)

��

Xi
diX ��

(
diX
1

)

��

Xi+1

(
di+1
X
1

)

��
Xi ⊕Xi−1

(
0 0
1 0

)
��

( si, f i−1 − sidi−1
X )

��

Xi+1 ⊕Xi

(
0 0
1 0

)
��

( si+1, f i − si+1diX )

��

Xi+2 ⊕Xi+1

( si+2, f i+1 − si+2di+1
X )

��
Y i−1

di−1
Y

�� Y i

diY

�� Y i+1

Agora suponha que f• é um morfismo de complexos que se fatora por um complexo contrátil Z•.

Neste caso, mostremos que f• é homotópico a zero. De fato, considere a seguinte fatoração de f•:

Xi−1
di−1
X ��

gi−1

��

Xi
diX ��

gi

��

Xi+1

gi+1

��
Zi−1

di−1
Z ��

idi−1

��

Zi

si

��

diZ ��

idi

��

Zi+1

si+1

��

idi+1

��
Zi−1

di−1
Z ��

hi−1

��

Zi
diZ ��

hi

��

Zi+1

hi+1

��
Y i−1

di−1
Y

�� Y i

diY

�� Y i+1

Note que idiZ = di−1
Z si + si+1diZ , então temos:

idiZ ◦ gi = di−1
Z sigi + si+1diZg

i

= di−1
Z sigi + si+1gi+1diX
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hi(idiZ ◦ gi) = hidi−1
Z sigi + hisi+1gi+1diX

= di−1
Y hi−1sigi︸ ︷︷ ︸

ti

+hisi+1gi+1︸ ︷︷ ︸
ti+1

diX

Portanto temos que f i = hi(idiZ ◦ gi) = di−1
Y ti + ti+1diX , ou seja, f• é homotópico a zero.

Os próximos resultados podem ser encontrados no trabalho de Giraldo e Merklen, para mais deta-

lhes ver [17].

Lema 5.3.3. Considere A uma álgebra de dimensão finita e sejam X•, Y • ∈ C−,b(projA) complexos que

não são contráteis. Então dado um morfismo f• : X• → Y •, temos:

(a) Se Y • é indecompońıvel, então f• é epimorfismo que cinde em C−,b(projA) se, e somente se, f• é

epimorfismo que cinde em K−,b(projA).

(b) Se X• é indecompońıvel, então f• é monomorfismo que cinde em C−,b(projA) se, e somente se, f•

é monomorfismo que cinde em K−,b(projA).

Demonstração. (a) É fácil ver que se f• é epimorfismo que cinde em C−,b(projA), temos que f• é

epimorfismo que cinde em K−,b(projA). Mostremos a rećıproca. Suponha que f• é epimorfismo que

cinde em K−,b(projA), então existe g• tal que (f•g•) ∼ idY • , ou seja, (f•g• − idY •) ∼ 0. Portanto

temos que (f•g• − idY •) : Y • → Y • se fatora por um complexo contrátil, denotemos tal complexo por

M•, então temos:

Y •

f•g•−idY •

$$
s• �� M• t• �� Y •

Como t•s• = f•g• − idY • , temos que idY • = f•g• − t•s•. Portanto podemos reescrever essa equação

como:

Y •

idY •

00

(
g•
−s•

)
�� X• ⊕M• (f•, t•) �� Y •

Portanto temos que
(

g•
−s•

)
e (f•, t•) são monomorfismo que cinde e epimorfismo que cinde, respec-

tivamente, donde segue que Y • é somando de X•⊕M•. Como Y • não é contrátil, então Y • não pode

ser somando de M•, disto segue que Y • é somando de X•. Portanto f• ◦ g• é um isomorfismo e segue

que f• é um epimorfismo que cinde. A demonstração do item (b) é análoga.

Teorema 5.3.4. Sejam X•, Y • ∈ C−,b(projA) complexos indecompońıveis que não são contráteis. Então

dado f• : X• → Y •, temos que f• é irredut́ıvel em C−,b(projA) se, e somente se, f é irredut́ıvel em

K−,b(projA).
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Demonstração. Seja f• : X• → Y • um morfismo irredut́ıvel em K−,b(projA), então segue direta-

mente do lema anterior que f• é irredut́ıvel em C−,b(projA). Agora suponha que f• é irredut́ıvel em

C−,b(projA) e sejam g•, h• morfismos tais que g•h• ∼ f• em K−,b(projA), ou seja, existe Z• tal que:

X•

h• ''

f•
�� Y •

Z•
g•

**

Então temos que g•h• − f• se fatora por um complexo contrátil, isto é, existe M• tal que:

X•

s• ��

g•h•−f•
�� Y •

M•
t•

��

portanto temos que:

f• = ( g, −t )
(

h
s

)
Disto segue que f• possui a seguinte fatoração em C−,b(projA):

X•

f•

&&

(
h
s

)
�� Z• ⊕M• ( g, −t )

�� Y •

Portanto
(

h
s

)
é monomorfismo que cinde, ou ( g, −t ) é epimorfismo que cinde, em C−,b(projA). Disto

segue que h é monomorfismo que cinde, ou g é epimorfismo que cinde, em K−,b(projA). Portanto

temos que f• é um morfismo irredut́ıvel em K−,b(projA).

Note que, pelo teorema (5.3.4), para mostrarmos que os morfismos Ψ•
α, apresentados no teorema

(5.2.17), são irredut́ıveis em Db(modA), basta mostrarmos que eles são irredut́ıveis em Cb(projA).

Funtor de Koszul

Seja Q um quiver graduável e A = kQ/R2 uma álgebra de radical quadrado zero. Antes de mos-

trarmos a irredutibilidade dos morfismos Ψ•
α, iremos mostrar a existência de um morfismo irredut́ıvel

em HomDb(A)(T
•
a , T

•
b ), dado que existe uma flecha α : a → b, com a, b ∈ Q0. Para provarmos esse re-

sultado iremos utilizar o funtor de Koszul. Antes de definirmos tal funtor, vamos estabelecer algumas

notações.

Definição 5.3.5. Seja Q um quiver graduável, com função graduação ϕ : Q0 → Z. Então para cada
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n ∈ Z, definimos o seguinte subconjunto de Q0:

Qn
ϕ = {a ∈ Q0; ϕ(a) = n}

Seja M uma k-representação do quiver Q, então definimos o suporte de M como sendo o conjunto

SuppM = {x ∈ Q0; M(x) �= 0}. Dizemos que M possui suporte localmente finito se Qn
ϕ

⋂
SuppM é

um conjunto finito, para todo n ∈ Z. Denotamos por Rep∗(Q) a subcategoria plena de Rep(Q) gerada

pelas representações que possuem suporte localmente finito.

Agora vamos definir um funtor F que associa uma representação do quiver Qop com um complexo

projetivo minimal. Aqui denotaremos por RC(projA) e RC−,b(projA) as subcategorias plenas de

C(projA) e C−,b(projA), respectivamente, geradas por todos os complexos radicais, ou seja, comple-

xos projetivos minimais. Seja M uma k-representação em Rep∗(Qop), então para cada n ∈ Z, podemos

definir um projetivo em mod(A) da seguite maneira:

F (M)n =
⊕
a∈Qn

ϕ

Pa ⊗k M(a) ∼=
⊕
a∈Qn

ϕ

(Pa)
dimk(M(a))

em que Pa é o projetivo indecompońıvel de mod(A), associado ao vértice a ∈ Q0, e M(a) é um k-

espaço vetorial da representação M , associado ao vértice a do quiver Qop. Para mais informações, ver

[7] e [8]. Agora considere um morfismo (dnF (M)) : F (M)n → F (M)n+1 dado pela matriz:

(dnF (M)(b, a))(b,a)∈Qn+1
ϕ ×Qn

ϕ

onde,

dnF (M)(b, a) =
∑

α∈Q1(b,a)

fα ⊗k M(αo) : Pa ⊗k M(a) → Pb ⊗k M(b)

em que fα denota o morfismo que realiza a multiplicação por α e M(αo) : M(a) → M(b) é uma

transformação k-linear, associada a k-representação M do quiver Qop.

Como a álgebra A = kQ/R2 é de radical quadrado zero, tem-se que os morfismos (dnF (M)) :

F (M)n → F (M)n+1 formam os diferenciais de um complexo F (M)•. Agora considere um morfismo

não nulo f : M → N em Rep∗(Qop), então para cada n ∈ Z, podemos definir:

F (f)n :
⊕
a∈Qn

ϕ

1Pa ⊗k f(a) :
⊕
a∈Qn

ϕ

Pa ⊗k M(a) →
⊕
a∈Qn

ϕ

Pa ⊗k N(a)
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em que f(a) : M(a) → N(a) é o morfismo f associado ao vértice a das representações M,N ∈
Rep∗(Qop). Neste caso, é fácil ver que F (f)• = (F (f)n)n∈Z é um morfismo de F (M)• para F (N)•.

Desta maneira, obtemos um funtor k-linear F : Rep∗(Qop) → RC(projA), chamado de funtor de

Koszul. Em [6], podem ser encontradas mais informações a respeito desse funtor.

Agora vejamos que as imagens do funtor de Koszul, associadas as representações dos módulos

projetivos indecompońıveis da álgebra Λ = kQop coincidem com os complexos da definição (5.1.8). O

próximo exemplo ilustra esse fato.

Exemplo 5.3.6. Seja A = kQ/R2 uma álgebra de radical quadrado zero tal que Q é dado por:

b β
##a

α $$

γ %%
d

c δ

&&

Defina em Q0 a seguinte função graduação:

ϕ : Q0 → Z

a �→ 3

b, c �→ 2

d �→ 1

Portanto, pela definição (5.1.8), temos os seguintes complexos em Db(modA):

T •
a : 0 �� 0 �� 0 �� Pa

�� 0

T •
b : 0 �� 0 �� Pb

α �� Pa
�� 0

T •
c : 0 �� 0 �� Pc

γ �� Pa
�� 0

T •
d : 0 �� Pd

(
β
δ

)
�� Pb ⊕ Pc

(
α 0
0 γ

)
�� Pa ⊕ Pa

�� 0

Agora mostremos que os complexos T •
c e T •

d coincidem com as imagens F (M)• e F (N)• das representações

M,N ∈ Rep∗(Qop) associadas aos módulos projetivos indecompońıveis Pc e Pd de mod(kQop). De fato,

temos que o quiver Qop é dado por:

bαo

11a d

βo22

δo--cγo

33
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Seja Λ = kQop e considere Pc = εcΛ e Pd = εdΛ os projetivos indecompońıveis de mod(Λ) associados

aos vértices c, d ∈ Qop. Vamos denotar as representações correspondentes aos projetivos Pc e Pd,

respectivamente, por M e N . Desta maneira, por [4] página 79, temos que as representações são

dadas por:

M : M(b) = 〈0〉M(αo)
44

M(a) = 〈γo〉 M(d) = 0

M(βo)55

M(δo)
66

M(c) = 〈εc〉M(γo)

77

N : N(b) = 〈βo〉N(αo)
44

N(a) = 〈βoαo, δoγo〉 N(d) = 〈εd〉
N(βo)77

N(δo)
44

N(c) = 〈δo〉N(γo)

77

Agora vamos analisar a imagem do funtor de Koszul em relação a essas duas representações. Vejamos

primeiramente a representação M que está associada ao projetivo Pc. Temos que o complexo F (M)•

é dado por:

F (M)n =
⊕
a∈Qn

ϕ

Pa ⊗k M(a) ∼=
⊕
a∈Qn

ϕ

(Pa)
dimk(M(a))

Note que, ⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

M(a) = 〈γo〉
M(c) = 〈εc〉
M(x) = 0, ∀x ∈ Q0\{a, c}

portanto:

F (M)3 = Pa ⊗k 〈γo〉 ∼= (Pa)
1 = Pa

F (M)2 = Pc ⊗k 〈εc〉 ∼= (Pc)
1 = Pc

F (M)j = 0, ∀j �= 2, 3

disto segue que:

F (M)• : 0 �� 0 �� Pc
fγ �� Pa

�� 0

Analogamente, temos ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

N(a) = 〈βoαo, δoγo〉
N(b) = 〈βo〉
N(c) = 〈δo〉
N(d) = 〈εd〉
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portanto:

F (N)3 = Pa ⊗k 〈βoαo, δoγo〉 ∼= (Pa)
2 = Pa ⊕ Pa

F (N)2 = (Pb ⊗k 〈βo〉)⊕ (Pc ⊗k 〈δo〉) ∼= Pb ⊕ Pc

F (N)1 = Pd ⊗k 〈εd〉 ∼= Pd

disto segue que:

F (N)• : 0 �� Pd

(
fβ
fδ

)
�� Pb ⊕ Pc

(
fα 0
0 fγ

)
�� Pa ⊕ Pa

�� 0

Note que, por definição, os diferenciais dos complexos F (N)• e F (M)• coincidem com os diferenciais

dos complexos da definição (5.1.8). Portanto podemos concluir que os complexos T •
c e T •

d coincidem

com F (M)• e F (N)• em RC(projA).

Proposição 5.3.7. Seja A = kQ/R2 uma álgebra de radical quadrado zero tal que Q é um quiver

graduável. Então, para cada a ∈ Q0, o funtor de Koszul leva as representação associada ao projetivo

indecompońıvel Pa = εaΛ, da álgebra Λ = kQop, em um complexo F (M)• que coincide, em RC(projA),

com o complexo T •
a da definição (5.1.8).

Demonstração. A demonstração é consequência imediata da definição do funtor F e da definição das

representações do módulos projetivos indecompońıveis de mod(Λ).

A seguir apresentamos um lema a respeito do funtor F definido anteriormente, tal lema garante

que dado um morfismo irredut́ıvel f ∈ Rep∗(Qop), tem-se que F (f) é irredut́ıvel em relação a imagem

do funtor de Koszul.

Lema 5.3.8. Seja A = kQ/R2, em que Q é um quiver graduável e localmente finito. Então o funtor de

Koszul

F : Rep∗(Qop) → RC(projA)

é fiel, pleno e exato.

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada em [6], página 314.

Os próximos lemas apresentam algumas informações que nos auxiliam a descrever os objetos de

RC(projA), tais resultados generalizam um pouco a proposição 7.7 apresentada em [7].

Lema 5.3.9. Seja A = kQ/R2, em que Q é um quiver graduável e localmente finito, e seja F :

Rep∗(Qop) → RC(projA) o funtor de Koszul. Neste caso, se Z• ∈ RC−,b(projA) é um complexo não
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nulo, então Z• = Z•
1 ⊕ · · · ⊕ Z•

m tal que, para cada 1 ≤ i ≤ m, tem-se Z•
i
∼= F (Ni)

•[si] para alguma

representação Ni ∈ Rep∗(Qop) e algum si ∈ Z.

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada em [6], página 315.

Observação 5.3.10. Note que, para duas representações quaisquer M,N ∈ Rep∗(Qop), temos que:

HomRC(projA)(F (M)•, F (N)•[s]) = 0, ∀s ∈ Z\{0, 1}

Essa propriedade segue diretamente da definição de tais complexos. De fato, observe que os somandos

indecompońıveis de F (M)n são projetivos do tipo Pa tal que a ∈ Qn
ϕ, porém os somandos indecom-

pońıveis de F (N)[s]n são projetivos do tipo Pb tal que b ∈ Qn+s
ϕ . Como A é de radical quadrado zero,

temos que HomA(Pa, Pb) �= 0 se, e somente se, existe uma flecha α : b → a ou se temos a = b. Por-

tanto, pela definição da função graduação, se existe um morfismo não nulo f• : F (M)• → F (N)•[s],

tem-se que s = 0 ou s = 1. Note que, se s = 1, os morfismos fn : F (M)n → F (N)[s]n são morfismos

radicais, pois são induzidos pelas multiplicações de flechas α : b → a, em que Pa é somando de F (M)n

e Pb é somando de F (N)[s]n.

Considere A = kQ/R2 e Λ = kQop, em que Q é um quiver graduável. Sejam a, b ∈ Q0 tais que

existe uma flecha α : a → b em Q1, então existe uma flecha αo : b → a em Qop
1 e um morfismo

canônico i : Pa → Pb em mod(Λ), o qual é um morfismo irredut́ıvel. Portanto, também temos um

morfismo irredut́ıvel entre as representações desses módulos em Rep∗(Qop), associada a essa inclusão.

O próximo lema afirma que a imagem desse morfismo irredut́ıvel pelo funtor de Koszul permanece

irredut́ıvel em RC−,b(projA).

Lema 5.3.11. Seja A = kQ/R2 uma álgebra de radical quadrado zero tal que Q é um quiver graduável

finito. Então para cada flecha α : a → b no quiver Q, temos que existe um morfismo irredut́ıvel em

HomRC−,b(projA)(F (M)•, F (N)•), em que M,N ∈ Rep∗(Qop) são, respectivamente, as representações

associadas aos projetivos indecompońıveis Pa e Pb de mod(kQop).

Demonstração. Suponha que existe uma flecha α : a → b em Q1, então existe uma flecha αo : b → a em

Qop
1 . Portanto temos que existe um morfismo irredut́ıvel i : Pa → Pb, em que Pa, Pb ∈ mod(kQop) são,

respectivamente, os projetivos indecompońıveis associados aos vértices a, b ∈ Q0. Considere M,N ∈
Rep∗(Qop) as representações associadas aos projetivos Pa e Pb, respectivamente. Neste caso, temos

que existe um morfismo irredut́ıvel f : M → N que provém do morfismo i : Pa → Pb. Mostremos que

o morfismo F (f)• : F (M)• → F (N)• é irredut́ıvel em RC−,b(projA). De fato, suponha que existe
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Z• ∈ RC−,b(projA) tal que F (f)• = h• ◦ g•, em que g• : F (M) → Z• e h• : Z• → F (N)•.

F (M)•

g• ��

F (f)• �� F (N)•

Z•
h•

��

Pelo lema (5.3.9), temos que Z• = Z•
1 ⊕· · ·⊕Z•

m tal que, para cada 1 ≤ i ≤ m, tem-se Z•
i
∼= F (Ni)

•[si]

para alguma representação Ni ∈ Rep∗(Qop) e algum si ∈ Z, disto segue que:

F (M)•

⎛
⎜⎜⎝

g•1
...

g•m

⎞
⎟⎟⎠ ��

F (f)• �� F (N)•

m⊕
i=1

F (Ni)
•[si]︸ ︷︷ ︸

Z•

(h•
1, . . . , h

•
m )

��

Sabemos que cada g•i : F (M)• → F (Ni)
•[si] é nulo, para si �= 0, 1. Além disso, temos que cada

h•i : F (Ni)
•[si] → F (M)• é nulo para si �= −1, 0. Neste caso, se h•i g

•
i é não nulo, para 1 ≤ i ≤ m,

então segue que:

Z• =
m⊕
i=1

F (Ni)
•[0] =

m⊕
i=1

F (Ni)
• = F

(
m⊕
i=1

Ni

)

Como o funtor F é aditivo, temos que ele preserva somas diretas finitas (ver [32], página 279).

Portanto se f• se fatora por Z•, temos que Z• pertence a imagem do funtor de Koszul. Como F é fiel

e pleno, segue que:

F (f)• = h•g• = F (h′)•F (g′)• = F (h′g′)• ⇒ f = h′g′

Logo, como f é irredut́ıvel em Rep∗(Qop), segue que g′ é monomorfismo que cinde ou h′ é epimorfismo

que cinde. Disto segue que h• é epimorfismo que cinde ou g• é monomorfismo que cinde. Portanto

F (f)• é irredut́ıvel em RC−,b(projA).

Teorema 5.3.12. Seja A = kQ/R2 uma álgebra de radical quadrado zero tal que Q é um quiver

graduável finito. Então para cada flecha α : a → b em Q, tem-se que existe um morfismo irredut́ıvel

em HomDb(A)(T
•
a , T

•
b ), em que T •

a e T •
b são os complexos da definição (5.1.8).

Demonstração. Pelo lema (5.3.11), temos que, para cada α : a → b, existe um morfismo irredut́ıvel em

HomRC−,b(projA)(F (M)•, F (N)•), em que M,N ∈ Rep∗(Qop) são, respectivamente, as representações
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associadas aos projetivos indecompońıveis Pa e Pb de mod(kQop). Porém temos, pela proposição

(5.3.7), que os complexos F (M)• e F (N)• coincidem, respectivamente, com os complexos T •
a e T •

b em

RC(projA). Por fim, pelo teorema (5.3.4), temos que tal morfismo também permanecerá irredut́ıvel

em Db(modA).

Corolário 5.3.13. Seja A = kQ/R2 uma álgebra de radical quadrado zero tal que Q é um quiver

graduável. Então para cada flecha α : a → b em Q, tem-se que o morfismo Ψα : Ta → Tb, do teorema

(5.2.17), é irredut́ıvel.

Demonstração. O resultado segue como consequência imediata dos teoremas (5.2.17), (5.2.21) e

(5.3.12).

5.4 Construção da componente transjectiva de Γ(Db(modA))

Nesta seção iremos apresentar um método para a construção da componente transjectiva do quiver

de Auslander-Reiten da categoria derivada de álgebras de radical quadrado zero, que são hereditárias

por partes do tipo mansa.

Vimos que, dado Q um quiver graduável e A = kQ/R2 uma álgebra de radical quadrado zero,

podemos definir um complexo inclinante T • na categoria derivada de mod(A). Além disso, temos

que para cada flecha α : a → b em Q1, existe um morfismo irredut́ıvel Ψα : Ta → Tb em Db(modA).

Mostremos que os somandos indecompońıveis de T • formam uma secção na componente transjectiva

de Γ(Db(modA)). Para isso, mostremos primeiramente que todos esses somandos encontram-se numa

mesma componente transjectiva de Γ(Db(modA)). O teorema, a seguir, nos apresenta um resultado

que nos auxilia para a demonstração de tal afirmação.

Teorema 5.4.1. Seja Λ uma álgebra hereditária, de tipo de representação finito ou mansa, e T • um

complexo inclinante em Db(modΛ), contendo rkK0(Λ) somandos indecompońıveis não isomorfos. Então

existe um somando direto indecompońıvel de T • que está em uma componente transjectiva de Γ(Db(modΛ)).

Demonstração. Ver [29], página 50.

De forma não muito precisa, podemos dizer que a ideia da prova consiste em, a partir do complexo

inclinante construir uma sequência de objetos excepcionais. Em um tubo, não podem existir rkK0(Λ)

objetos excepcionais, logo um destes somandos do complexo deverá estar na componente transjectiva.

Teorema 5.4.2. Considere A = kQ/R2 uma álgebra de radical quadrado zero, em que Q é um quiver

graduável, e seja T • o complexo inclinante do teorema (5.2.13). Então se kQ é uma álgebra hereditária
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do tipo de representação mansa, temos que todos os somandos de T • estão em uma mesma componente

transjectiva de Γ(Db(modA)).

Demonstração. Sabemos que, dada uma álgebra A = kQ/R2, em que Q é um quiver graduável, temos,

pelo teorema (5.2.25), que Db(modA) ∼= Db(mod kQ) como categorias trianguladas. Pela equivalência

F : Db(modA) → Db(mod kQ), temos que F (T •) é um complexo inclinante em Db(mod kQ). Portanto

se kQ é uma álgebra de tipo de representação mansa, temos, pelo teorema anterior, que existe um

somando direto indecompońıvel de F (T •) em uma componente transjectiva de Γ(Db(mod kQ)). Sa-

bemos que todos os somandos de T • estão relacionados por morfismos irredut́ıveis em Db(modA),

portanto o mesmo acontece com os somandos de F (T •) em Γ(Db(mod kQ)). Disto segue que, se

um somando de F (T •) está em uma componente transjectiva, todos os demais somandos de F (T •)

também estão na mesma componente, caso contrário teŕıamos morfismos irredut́ıveis entre objetos de

uma componente transjectiva e uma componente regular. Agora mostremos que todos os somandos

de T • estão numa mesma componente transjectiva de Γ(Db(modA)). De fato, suponha por absurdo

que nosso complexo T • tenha um somando dentro de uma componente regular, neste caso, pelo

mesmo argumento utilizado anteriormente, temos que todos os somandos de T • também estão nessa

componente. Portanto existe um ciclo x1 → x2 → · · · → x1 em Γ(Db(modA)) dado por morfismos

irredut́ıveis e contendo um somando indecompońıvel T •
i de T •. Neste caso, deverá existir um ciclo

em Γ(Db(mod kQ)) contendo F (T •
i ), porém isso contradiz o fato de todos os somandos de F (T •) es-

tarem numa componente transjectiva. Portanto podemos concluir que nosso complexo T • não possui

nenhum somando em uma componente regular de Γ(Db(modA)).

Lema 5.4.3. Seja A = kQ/R2 uma álgebra de radical quadrado zero tal que Q é um quiver graduável

finito. Neste caso, se existe um morfismo não nulo entre dois somandos indecompońıveis do complexo

inclinante T •, do teorema (5.2.13), temos que existe um caminho seccional entre eles, em Γ(Db(modA)),

gerado por morfismos irredut́ıveis entre somandos indecompońıveis de T •.

Demonstração. De fato, pelo teorema (5.2.21), dados dois somandos indecompońıveis de T •, temos

que todo morfismo não nulo φ• ∈ HomDb(A)(T
•
a , T

•
b ) é escrito como φ• =

∑n
i=1 λiΨ

•
wi

, em que cada

Ψ•
wi

é uma composição de morfismos irredut́ıveis entre somandos indecompońıveis de T •. Portanto se

HomDb(A)(T
•
a , T

•
b ) �= 0, existe um caminho w : T •

a → T •
b em Γ gerado por morfismos irredut́ıveis entre

somandos de T •. Agora mostremos que tais caminhos são seccionais. De fato, suponha que existe um

caminho Tx1 → Tx2 → . . . → Txt tal que τTxi
∼= Txi−2 , para algum i ∈ {3, . . . , t}. Neste caso, teŕıamos

que HomDb(A)(Txi−2 , τTxi) �= 0, porém, pela dualidade de Serre, temos que HomDb(A)(Txi−2 , τTxi)
∼=
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DHomDb(A)(Txi , Txi−2 [1]), ou seja,

HomDb(A)(Txi−2 , τTxi) �= 0 ⇒ HomDb(A)(Txi , Txi−2 [1]) �= 0

Porém isso contradiz o fato de T • ser um complexo inclinante em Db(modA), portanto segue que o

caminho Tx1 → Tx2 → . . . → Txn é, de fato, seccional.

Em [2], Alvares, Le Meur e Marcos, provaram que se um complexo inclinante T • começa em

uma componente transjectiva Γ, então existe uma secção Σ em Γ tal que toda fonte de Σ é um

somando indecompońıvel de T •. As fontes de Σ são os somandos indecompońıveis S1, . . . , Sr tais que

Hom(Si, Sj) = 0, para i �= j, e Hom(⊕r
i=1Si, X) �= 0 para todo X somando indecompońıvel de T •

pertencente a componente Γ. Vamos utilizar este resultado para mostrar que se A = kQ/R2 é uma

álgebra de radical quadrado zero tal que Q é um quiver graduável finito, então o complexo inclinante

T •, do teorema (5.2.13), induz uma secção em uma componente transjectiva de Γ(Db(modA)).

Antes de demonstrarmos o próximo teorema, vamos definir os conceitos de sucessor e predecessor

em um quiver Q.

Definição 5.4.4. Sejam Q um quiver e a, b ∈ Q0 vértices distintos. Se existe um caminho a� b em Q,

então dizemos que a é um predecessor de b e que b é um sucessor de a. Em particular, se existe uma

flecha a → b, então dizemos que a é predecessor imediato de b e que b é sucessor imediato de a.

Teorema 5.4.5. Seja A = kQ/R2 uma álgebra de radical quadrado zero tal que Q é um quiver graduável

finito. Então os somandos indecompońıveis do complexo inclinante T •, do teorema (5.2.13), definem uma

secção na componente transjectiva de Γ(Db(modA)).

Demonstração. Seja T • o complexo inclinante, do teorema (5.2.13), então temos, pelo teorema (5.4.2),

que todos os somandos diretos indecompońıveis de T • estão em uma mesma componente transjectiva

Γ de Γ(Db(modA)). Portanto, por [2], existe uma secção Σ de Γ tal que as fontes de Σ são dadas

por S1, . . . , Sr, somandos diretos indecompońıveis de T •, tais que Hom(Si, Sj) = 0, para i �= j, e

Hom(⊕r
i=1Si, X) �= 0 para todo X somando indecompońıvel de T •. Mostremos que todo somando

indecompońıvel de T • está em Σ. De fato, vamos definir B como sendo o conjunto formado por todos

os somandos diretos indecompońıveis de T • que não estão em Σ. Suponha que B �= ∅, então existe

Tj ∈ B, tal que Tj não é sucessor de nenhum elemento de B. Por definição, sabemos que existe

Si ∈ Σ0 tal que Hom(Si, Tj) �= 0, portanto existe um caminho seccional w : Si � Tj formado apenas

por morfismos irredut́ıveis entre somandos de T •. Neste caso, existe uma flecha α : T� → Tj , em

que T� é o predecessor imediato de Tj no caminho w. Note que, como Tj não é sucessor de nenhum
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elemento de B, tem-se que T� ∈ Σ0. Como existe uma flecha α : T� → Tj em Γ, por [4] página

304, temos que Tj ∈ Σ0 ou τ(Tj) ∈ Σ0. Note que τ(Tj) /∈ Σ0, pois neste caso, por definição de

Σ, teŕıamos que existe Sk tal que Hom(Sk, τ(Tj)) �= 0 e, pela dualidade de Serre, isso implica em

Hom(Tj , Sk[1]) �= 0, o que contradiz o fato de T • ser um complexo inclinante. Portanto temos que

Tj ∈ Σ0. Com isso podemos concluir que B = ∅. Além disso, como |Σ0| coincide com a quantidade de

somandos diretos indecompońıveis não isomorfos de T •, tem-se que os somandos de T • formam uma

secção Σ na componente transjectiva Γ de Γ(Db(modA)).

A seguir vamos ilustrar, por meio de alguns exemplos, como podemos usufruir dessa secção para

a construção da componente transjectiva do quiver de Auslander-Reiten da nossa categoria derivada

hereditária por partes.

Exemplo 5.4.6. Seja A = kQ/R2 uma álgebra de radical quadrado zero tal que Q é dado por:

2 β
##4

α $$

γ ##
1

3 δ

$$

Definindo uma função graduação ϕ : Q0 → Z, podemos definir os somandos de nosso complexo

inclinante da seguinte maneira:

T j
a =

⊕
w∈Qj

ϕ(−,a)

Ps(w), para todo j tal que Qj
ϕ(−, a) �= ∅

Portanto, pela definição (5.1.8), temos os seguintes complexos em Db(modA):

T •
4 : 0 �� 0 �� 0 �� P4

�� 0

T •
3 : 0 �� 0 �� P3

γ �� P4
�� 0

T •
2 : 0 �� 0 �� P2

α �� P4
�� 0

T •
1 : 0 �� P1

(
β
δ

)
�� P2 ⊕ P3

(
α 0
0 γ

)
�� P4 ⊕ P4

�� 0

Agora pelos teoremas (5.2.24) e (5.3.12), temos que existem morfismos irredut́ıveis em Db(modA)

entre os somandos indecompońıveis de T •. Além disso, sabemos pelo teorema (5.4.5), que tais so-
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mandos geram a seguinte secção Σ em Γ(Db(modA)):

T •
2 Ψβ

88
T •
4

Ψα 00

Ψγ
88

T •
1

T •
3

Ψδ

00

a qual irá aparecer em Γ(Db(modA)) da seguinte maneira:

(P4[0])

88

  

(P3 − P4[0])

99
(P1 − P2 ⊕ P3 − P

(2)
4 [0])

(P2 − P4[0])

::

Agora que temos a secção Σ formada pelos somandos de T •, apenas nos resta recuperar por meio

desta secção os demais objetos da componente transjectiva de Γ(Db(modA)). Podemos utilizar os

resultados de Alvares, Fernandes e Giraldo, apresentados em [1], para calcular os cones dos morfismos

irredut́ıveis presentes em nossa secção Σ, e assim realizar a construção da componente transjectiva de

Γ(Db(modA)).

(P
(2)
1 –P2 ⊕ P3–P4)[−1] (P4)[0] (P2 ⊕ P3–P4)[0]

(P1–P3)[0] (P3–P4)[0] (P1–P (2)
2 ⊕ P3–P (2)

4 )[0]

(P1–P2 ⊕ P3)[0] (P1)[1] (P1–P2 ⊕ P3–P (2)
4 )[0]

(P1–P2)[0] (P2–P4)[0] (P1–P2 ⊕ P
(2)
3 –P (2)

4 )[0]

Figura 5.1: Secção em Γ(Db(modA))

Agora vamos tentar visualizar a categoria de módulos mod(A) mergulhada em Γ(Db(modA)).

Observe as próximas figuras.
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1
3 2
1

4
3 2

4

2
1

3
4
2

3
1

2
4
3

Figura 5.2: Γ(modA)

(P
(2)
1 –P2 ⊕ P3–P4)[−1] (P4)[0] (P2 ⊕ P3–P4)[0]

(P1–P3)[0] (P3–P4)[0] (P1–P (2)
2 ⊕ P3–P (2)

4 )[0]

(P1–P2 ⊕ P3)[0] (P1)[1] (P1–P2 ⊕ P3–P (2)
4 )[0]

(P1–P2)[0] (P2–P4)[0] (P1–P2 ⊕ P
(2)
3 –P (2)

4 )[0]

Figura 5.3: Γ(Db(modA))

O triângulo hachurado em Γ(Db(modA)) destaca parte de mod(A) mergulhada em Γ(Db(modA)).

Note que temos mais dois vértices em destaque, ali podemos ver P1[1] e também I4[−1], sendo que

P1, I1 ∈ mod(A) também estão destacados em Γ(modA).

Como Γ(Db(modA)) ∼= Γ(Db(mod kQ)), podemos visualizar a categoria mod(A) mergulhada no

quiver de Auslander-Reiten da álgebra hereditária. Para melhorar a visualização, iremos reescrever o

quiver Γ(modA).

P1 I1

P4 I4

P2 S3 I2

P3 S2 I3

Figura 5.4: Γ(Db(modA))
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P1

P2

P3

I1

S3

S2

P4

I2

I3 I4

H [0] H [1]

P1

• •

• •

• •

• •

P3

P2

•

• • P4

• S3

I1

• S2

•

• •

• •

• •

• •

I3

I2

•

• • I4

• •

•

• •

Figura 5.5: mod (A) ↪→ Γ(Db(modA)) ∼= Γ(Db(mod kQ))
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REFERÊNCIAS 151

[13] K. Bongartz and P. Gabriel. Covering spaces in representation theory. Inventiones Mathematicae,

Vol. 65, pages 331-378, 1982.

[14] S. Brenner and M. C. R. Butler. Generalizations of the Bernstein-Gelfand-Ponomarev reflection

functors. Representation theory II, Proc. 2° int. Conf., Ottawa 1979, Lect. Notes Math. 832, pages

103-169, 1980.

[15] Y. A. Drozd. Derived categories of modules and coherent sheaves. Singularities and computer al-

gebra. Selected papers of the conference, Kaiserslautern, Germany, October 18–20, 2004 on

the occasion of Gert-Martin Greuel’s 60th birthday, pages 79–128, Cambridge University Press,

2006.

[16] S. Gelfand and Y. Manin. Methods of homological algebra. Springer Monographs in Mathematics,

2° ed, Berlin: Springer, 2003.

[17] H. Giraldo and H. Merklen. Irreducible morphisms of categories of complexes. Journal of Algebra,

Vol. 321, 10, pages 2716-2736, 2009.

[18] D. Happel. Auslander-Reiten triangles in derived categories of finite-dimensional algebras. Procee-

dings of the American Mathematical Society, Vol. 112, 3, pages 641-648, 1991.

[19] D. Happel. On the derived category of a finite-dimensional algebra. Commentarii Mathematici

Helvetici, Vol. 62, pages 339-389, 1987.

[20] D. Happel. Triangulated categories in the representation theory of finite-dimensional algebras. Lon-

don Mathematical Society Lecture Note Series, Vol. 119, Cambridge University Press, 1988.

[21] D. Happel, B. Keller and I. Reiten. Bounded derived categories and repetitive algebras. Journal of

Algebra, Vol. 319, 4, pages 1611-1635, 2008.

[22] D. Happel, J. Rickard and A. Schofield. Piecewise Hereditary Algebras. Bulletin of the London

Mathematical Society, Vol. 20, 1, pages 23-28, 1988.

[23] H. Lenzing. Hereditary Categories Lectures 1 and 2. Advanced ICTP-school on Representation

Theory and Related Topics, 2006.

[24] F. B. Medeiros. Dimensão global forte e complexidade na categoria derivada. Tese de doutorado,

Universidade de São Paulo, 2015.
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