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RESUMO

Sejam A e H duas k-algebras de dimensao finita, com H hereditaria. Dizemos que A é hereditdria
por partes, do tipo H, se existe uma equivaléncia triangulada entre as categorias derivadas limitadas
de mod(A) e mod(H). O objetivo deste trabalho é apresentar um método intrinseco para a construcao
do quiver de Auslander-Reiten da categoria derivada de algumas classes de algebras hereditarias por
partes. Apresentaremos um método para as algebras hereditarias por partes do tipo Dynkin, no qual
sera construida uma seccdo no quiver de Auslander-Reiten da categoria derivada, apenas utilizando
shifts de objetos da categoria de mdédulos. Através de outra abordagem, apresentaremos resultados
em relacdo as algebras mansas, de radical quadrado zero. Mostraremos um método para a criacao de

seccOes na componente transjectiva do quiver de Auslander-Reiten da sua categoria derivada.

Palavras-Chave: Seccbes; Categoria Derivada; Algebras hereditrias por partes; Algebras inclinadas

iteradas; Quiver de Auslander-Reiten.



ABSTRACT

Let A and H be finite-dimensional k-algebras, with H hereditary. We say that A is piecewise he-
reditary of type H, if there is a triangulated equivalence between the bounded derived categories of
mod(A) and mod(H). The objective of this work is to present an intrinsic method for the construc-
tion of the Auslander-Reiten quiver of the derived category of some classes of piecewise hereditary
algebras. We will present a method for the piecewise hereditary algebras of type Dynkin, in which a
section will be constructed in the Auslander-Reiten quiver of the derived category, using only objects
of the category of modules. Through another approach, we will present results in relation to the tame
algebras, with radical squared zero. We will show a method for creating sections in the transjective

component of the Auslander-Reiten quiver of the derived category.

Keywords: Sections in translation quivers; Derived Category; Piecewise hereditary algebras; Iterated

tilted algebra; Auslander-Reiten quiver.
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Introducao

Seja A uma k-dlgebra de dimensao finita, o principal objetivo da teoria de representagdes de
algebras é buscar propriedades interessantes a respeito de A, porém realizando um estudo através de
sua categoria de modulos. Tal estudo pode ser realizado utilizando diferentes abordagens. Como por
exemplo, através do estudo das Sequéncias de Auslander-Reiten, Algebra Homolégica ou pela Teoria
Inclinante. Denotando por mod(A) a categoria dos A-mddulos, a direita, finitamente gerados, temos
que nem sempre é possivel extrairmos algumas informacoes diretamente de mod(A). Portanto surge,
como uma estratégia natural, o fato de realizarmos este estudo por intermédio de uma algebra B que
seja Morita equivalente com A, isto é, tal que mod(A) seja equivalente a categoria mod(B). Seguindo
este caminho, temos a Teoria Inclinante, a qual foi introduzida por Brenner e Butler (ver [14]). Nesta
teoria é feito o uso de um A-mdédulo 7', chamado de médulo inclinante e se considera B = End, (7))
a algebra a ser estudada, pois neste caso as categorias mod(A) e mod(B) sdo consideradas muito

proximas, porém nao necessariamente Morita equivalentes.

Com o passar do tempo, algumas técnicas de abordagem foram generalizadas da categoria de
modulos para a categoria derivada. Dentre elas estdo as Sequéncias de Auslander-Reiten e a Teoria In-
clinante. Em [20], Happel estendeu a equivaléncia de Morita para o contexto de categorias derivadas.
Podemos pensar que, de certa maneira, a categoria derivada contém a categoria de médulos, portanto
a equivaléncia derivada ainda preserva alguns invariantes. Por exemplo, se as algebras A e B sdo deri-
vadamente equivalentes, entdo A tem dimensao global finita se, e somente se, B tem dimensao global
finita. Além disso, ainda temos outros invariantes que sdo preservados, como por exemplo o centro
dessas algebras. Porém, dependendo das caracteristicas da algebra A, estudar a categoria derivada

D’(mod A) pode ser uma tarefa extremamente dificil.

Happel realizou um estudo a respeito da categoria derivada de algebras hereditdrias de dimensao
finita. Ele introduziu os Triangulos de Auslander-Reiten e apresentou uma maneira de construir o
quiver de Auslander-Reiten da categoria derivada dessas dlgebras. Tendo em vista que houve avancos
em relacao aos estudos da categoria derivada de dlgebras hereditarias de dimensao finita, é natural
nos perguntarmos quais sdo os tipos de algebras que sdo derivadamente equivalentes a elas. Em busca
dessa resposta surgiu o conceito de algebras hereditdrias por partes. Um passo determinante nesses
estudos foi um resultado obtido por Happel, em que ele prova que categorias derivadas sdo invariantes

na teoria inclinante. Se A é uma algebra de dimenséao finita, sobre um corpo algebricamente fechado,
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e T ¢ um A-médulo inclinante, entdo D’(mod A) e D?(mod End, T) sio equivalentes como categorias

trianguladas.

Posteriormente Rickard, em [26], apresentou uma condicdo necessaria e suficiente para a equi-
valéncia triangulada entre as categorias derivadas D’(mod A) e D’(mod B) de duas élgebras A e B.
Neste caso, existe o que chamamos de um complexo inclinante 7 € D’(mod B) tal que T gera
Db(mod B) como categoria triangulada, Hompy ) (T, T°[n]) = 0, para todo n # 0, e Endps(p) = A.
Pela semelhanca com o teorema de Morita, costuma-se dizer que Rickard apresentou uma teoria de

Morita para as categorias derivadas.

Se uma algebra A é hereditdria, temos que além de existir um mergulho mod(4) < D’(mod A),
também existe um mergulho entre seus quivers de Auslander-Reiten, ou seja, um mergulho do quiver
I'(mod(A)) em I'(D’(mod A)). Lenzing mostrou em [23] que se A é uma dlgebra hereditdria de di-
mensdo finita, entdo sua categoria derivada pode ser escrita como \/,,., mod(A)[n], ou seja, ela ¢ dada
por colagens de cdpias da categoria de mdédulos. Portanto € possivel construir o quiver de Auslander-
Reiten dessas categorias sem a necessidade de métodos mais sofisticados. Como por exemplo o método
Knitting (ver [3]).

Em geral, nos casos em que A nfo é hereditdria, a construcfio de I'(D’(mod A)) é uma tarefa drdua.
O que temos na literatura é o desenvolvimento de técnicas especificas para a construcao do quiver de

Auslander-Reiten da categoria derivada de algumas classes de dlgebras.

Sabemos que se A é hereditdria por partes, entdo I'(D?(mod A)) = I'(D?(mod H)), em que H é
uma algebra hereditaria. Porém apenas saber que os quivers sao isomorfos, ndo nos ajuda a compreen-
der determinadas informacoes. Pelo quiver de Auslander-Reiten podemos obter diversas informacgoes
sobre a categoria derivada. Por exemplo, o método de construcao do quiver, nos permite construir ob-
jetos indecomponiveis (tomando o cone de morfismos irredutiveis entre indecomponiveis) o que nos
fornece um conhecimento estrutural da categoria. Em [1], Alvares, Fernandes e Giraldo apresentaram
um método intrinseco para a construcao da componente transjectiva da categoria derivada de uma
algebra inclinada. Porém o método depende da existéncia de um slice na categoria de mddulos, o qual

ndo existe em algebras hereditdrias por partes em geral.

O objetivo deste trabalho é apresentar um método intrinseco para a construcdo do quiver de
Auslander-Reiten da categoria derivada de dlgebras hereditarias por partes do tipo A, e apresen-
tar alguns resultados sobre o tipo D,,. No capitulo final apresentaremos resultados para o caso de
algebras hereditdrias por partes de radical quadrado zero. O texto estd dividido em cinco capitulos. O

primeiro capitulo apenas aborda brevemente alguns conceitos basicos relacionados a teoria.
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Durante este trabalho, abordamos o tema de variadas formas. No capitulo 2, foi realizado um
estudo sobre os tridngulos de Auslander-Reiten. Estudamos alguns aspectos da relacdo entre as ho-
mologias nesses triangulos, o que permitiu colocar um pouco mais de luz sobre uma propriedade dos
triangulos de Auslander-Reiten. Este resultado nos permitiu provar uma afirmacdo de Happel, em
[20], que se encontra sem demonstracdo. Tal prova, nos permite de alguma forma entender melhor

uma classe especifica de triangulos de Auslander-Reiten.

No capitulo 3, realizamos um estudo em busca de informacdes a respeito dos morfismos irre-
dutiveis na categoria derivada D°(mod A), em que A é édlgebra hereditéria por partes. Sabemos que
existe um mergulho F : mod(A) — D’(modA), porém como A nio é hereditdria, nio temos um
mergulho de I'(mod(A)) em I'(D?(mod A)). Portanto dado um morfismo irredutivel f € mod(A), ndo
temos garantias de que F(f) representa um morfismo irredutivel em D°(mod A). De fato, conside-

rando A a dlgebra dada pelo quiver

temos que os quivers de Auslander-Reiten da sua categoria de mddulos e de sua categoria derivada

sdo dados, respectivamente, por:

Figura 1: I'(mod A)

( (Pf)[q] (PPrPePeP)ls (P2 P ( (Pa}m ) ) (PoR (PeReperi] (a0
(PP PR (APRCPOE (P (Pe-Pyl) (Pr-r0] PP PerepiPR) | (Perereroll | (PP
(P2-P3-Py)[-2] (Py-P2-P3)[1] (P3-P4-Ps5)[-2] (Po-P3-Py)[-1] (Plr-P;-Pgr)[U] (P3-Py-P5)[-1] (P2-P3-Py)[0] (P1-P2-P3)[1] (P3-P4-Ps5)[0]
(P2-P3)[-1] (P\'P:T (P2-P3-Py-Ps)[-2]  (P1-Pp-P3-Py)[-1] (Pa-P5)[-1] (P3-Py)[0] (P2-P3)[1] (P1-P2)[2] (P2-Ps-P4-P5)[0]
) (POI (PepePePePl (PR (o)) it (o2l (0Bl (PePrpyper]

Figura 2: mod(A) C I'(D*(mod A))

A parte hachurada destaca os objetos de mod(A) em I'(D?(mod A)). Portanto podemos ver que,
apesar do mergulho F : mod(A) < D’(mod A) ser fiel e pleno, temos que apenas dois morfismos

irredutiveis de mod(A) foram levados em morfismos irredutiveis em D?(mod A). No capitulo 3, apre-
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sentaremos uma condicdo suficiente para que existam morfismos irredutiveis na categoria derivada,
que sejam advindos de morfismos irredutiveis da categoria de modulos, através do mergulho F'. Ape-
sar deste resultado, queremos destacar aqui os seguintes fatos. No trabalho de Alvares, Fernandes
e Giraldo, foi possivel apresentar uma técnica para a constru¢do de uma componente do quiver de
Auslander-Reiten de algebras inclinadas, apenas utilizando alguns morfismos irredutiveis especificos
da categoria de modulos, a saber os irredutiveis contidos no slice da algebra inclinada. Nosso es-
tudo do caso geral, isto é, para algebras hereditarias por partes do tipo Dynkin, mostrou através
dos exemplos que este caminho nao € viavel para esta classe de algebras, porém tentamos resgatar
este resultado que obtivemos neste capitulo, com uma outra técnica que apresentaremos no capitulo

quatro.

No capitulo 4, iremos apresentar uma técnica para a construcdo de uma seccdo no quiver de
Auslander-Reiten da categoria derivada de dlgebras hereditdrias por partes do tipo Dynkin. O método
consiste em, utilizar apenas as informacdes da categoria de moddulos, e através de propriedades ho-
moldgicas, construir uma seccdo utilizando apenas shifts de médulos indecomponiveis. Por exemplo,
considere o quiver de Auslender-Reiten de uma algebra hereditaria por partes, de radical quadrado

zero, do tipo D,,, como abaixo:

forma uma secc@o ¥ no quiver de Auslander-Reiten da categoria derivada dessa algebra.

Por fim, no capitulo 5, iremos trabalhar com algebras hereditarias por partes de radical quadrado
zero. Mais especificamente com &lgebras do tipo manso, dadas por A = kQ/R?, em que () é um quiver
com uma certa propriedade. Neste caso iremos apresentar um método explicito para a construgdo de
uma sec¢fio na componente transjectiva de I'(D”(mod A)), a qual sé depende da anélise dos caminhos

entre os vértices do quiver Q.



Capitulo 1

Conceitos basicos

Neste capitulo, abordaremos brevemente alguns conceitos, propriedades e resultados que serdo
usados ao longo do texto. Também iremos fixar algumas notagdes. Ao longo deste trabalho, sem-
pre estaremos considerando k& um corpo algebricamente fechado e iremos trabalhar com k-algebras
bdsicas, conexas e de dimensdo finita. Iremos considerar mod(A) como sendo a categoria dos A-
modulos, a direita, finitamente gerados. Denotaremos por proj(A) e inj(A) as subcategorias plenas
de mod(A), cujos objetos sdo os A-mddulos projetivos e A-mddulos injetivos, respectivamente. Além
disso, dado M € mod(A) denotaremos por p.dim(M) e i.dim(M) as dimensoes projetiva e injetiva do

modulo M, respectivamente.

1.1 Algebras de caminhos e representacoes

Uma importante classe de algebras, associativas com unidade e de dimensao finita, sdo as cha-
madas algebras de caminhos, as quais sdo dadas por quivers finitos. Um quiver @ = (Qo, Q1,s,t) é
uma quadrupla formada por um conjunto de vértices )y, um conjunto de flechas @); e duas aplicacoes
s,t: Q1 — Qo, que associam a cada flecha a € @1, um inicio s(«) e um final #(«), respectivamente.

Um quiver @ é dito finito se Qy e ()1 sdo conjuntos finitos. O grafo subjacente de um quiver Q é
obtido, através dele, retirando as orientacoes de suas flechas. Dizemos que () € um quiver conexo se
seu grafo subjacente é conexo. Um caminho w, de comprimento ¢/(w) = n > 1, é uma sequéncia de
flechas w = ajas ..., tal que s(a;) = t(aj—1), para 1 < i < n. Neste caso, dizemos que w é um
caminho que inicia em s(«;) e termina em ¢(«,), 0 qual denotamos por w : s(ay) ~~ t(a,). Para cada

vértice a € (Qp, associamos um caminho trivial de comprimento zero, o qual é denotado por ¢,, em

que s(eq) = t(eq)-

Definicdo 1.1.1. Dados um quiver @) e um corpo k, definimos a algebra de caminhos £ como sendo
uma k-algebra cujo k-espaco vetorial subjacente possui como base o conjunto de todos os caminhos

de @). Definimos um produto, em k@, entre dois caminhos w; = oy ...y, € we = B ... By, da seguinte

13
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maneira:
0, se t(an) # s(P1)
al...anﬁl...ﬂm, se t(Oén> :S(ﬂl)
wiwy =
wy, sewy =¢€, € tlay) =a
wo, sew; =¢, € s(f1) =a

Estendendo por linearidade, temos que k(@ possui uma estrutura de k-algebra associativa.

A seguir apresentaremos algumas propriedades a respeito desse tipo de dlgebra.

Proposicao 1.1.2. Sejam Q) um quiver e k(@ uma dlgebra de caminhos, entdo:

(a) kQ possui identidade se, e somente se, () € finito.

(b) kQ é de dimensdo finita se, e somente se, () € finito e aciclico.

(c) kQ € uma dlgebra conexa se, e somente se, () é conexo.

Demonstragdo. Ver [4], pagina 45. O

Proposicao 1.1.3. Seja (Q um quiver finito. Entdo a dlgebra k() é conexa se, e somente se, () é um quiver

conexo.
Demonstragdo. Ver [4], padgina 47. O

Proposicao 1.1.4. Seja () um quiver finito sem ciclos orientados. Entdo a dlgebra de caminhos k() é
hereditdria. Por outro lado, se A é uma k-dlgebra hereditdria, bdsica de dimensdo finita, entdo existe um

quiver finito @, sem ciclos orientados, tal que A = kQ).
Demonstragdo. Ver [20], pagina 45. O

Sejam ) um quiver finito, k() uma algebra de caminhos e Ry o ideal de k@ gerado, como ideal,
pelas flechas de (). Entdo dizemos que um ideal I de kQ é admissivel se existir um inteiro m > 2 tal
que Ry C I C Ré. Neste caso, o par (@, I) é chamado quiver com relacoes. Uma relacdo em () é uma
combinacdo k-linear de caminhos, de comprimento maior ou igual a 2, que possuem mesmo inicio
e mesmo final. Todo ideal admissivel I de k(@ é finitamente gerado por um conjunto de relacoes. A
algebra quociente A = k@ /I é chamada algebra de caminhos sobre um quiver limitado. Neste caso, o

radical de A é dado por rad(A) = Rg/I.

Teorema 1.1.5 (Teorema de Gabriel). Seja A uma k-dlgebra bdsica, conexa e de dimensdo finita. Entdo

existem um quiver finito () e um ideal admissivel I, tal que A = kQ/I.

Demonstragdo. Ver [4], padgina 64. O
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Representacoes de um quiver

Seja ) um quiver finito. Uma representacdo de () ¢ uma familia M = (M (a), M (@))acqo.acQ, que
associa a cada vértice a € Qy, um k-espaco vetorial M (a) e a cada flecha o : @ — b, uma transformacao
linear M («) : M(a) — M (b). Dizemos que uma representacdo é de dimensao finita se M (v) é um

k-espaco vetorial de dimensao finita para todo v € Q.

Definicao 1.1.6. Sejam M e N duas representacgoes de (). Um morfismo de representacgoes f : M — N
¢ uma familia f = (fa4)eeq, de transformacoes k-lineares f, : M(a) — N(a), tais que para cada

a:a— bem @, tem-se N(«)f, = foM(«), ou seja, o seguinte diagrama comuta:

Desta forma temos uma categoria Rep(Q)) chamada de categoria das representacgdes de (). Denota-
mos por rep(() a subcategoria plena de Rep(Q), cujos objetos sdo representacoes de dimensao finita.

Neste caso, temos que rep(Q) e Rep(Q) sdo k-categorias abelianas.

Dados ) um quiver finito, M € Rep(Q) e w : a ~ b um caminho em (), definimos uma avaliacao

de M sobre w como sendo uma aplicacdo k-linear M (w) : M(a) — M (b), tal que:

M(w) = M(a1)M(az) ... M(ay)

em que w = ajas...a,. Tal definicdo se estende para uma combinacdo k-linear de caminhos, com
mesmo inicio e mesmo final. Desta maneira, dado um quiver com relacdes (@, ), temos que uma
representacdo M de @ é limitada por I se M (u) = 0, para todo i € I. Denotamos por Rep(Q, ) a

subcategoria plena de Rep(Q), consistindo de todas as representag¢des limitadas por /.

O préximo resultado, juntamente com o teorema (1.1.5), nos permite identificar os objetos e
os morfismos da categoria mod(A), em que A é uma dlgebra de dimensdo finita sobre um corpo

algebricamente fechado k.

Teorema 1.1.7. Sejam (Q, I) um quiver com relacbes e A = kQ/I sua dlgebra de caminhos. Entdo existe

uma equivaléncia k-linear de categorias F : mod(A) = rep(Q, I).

Demonstragdo. Ver [4], pdgina 72. O
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Quiver de Auslander-Reiten

O quiver de Auslander-Reiten reune importantes informacoes da categoria dos mddulos finita-
mente gerados, como por exemplo as classes de médulos indecomponiveis e os geradores dos espacos
de morfismos irredutiveis em sequéncias exatas curtas que quase cindem, chamadas sequéncias de
Auslander-Reiten.

Seja A uma k-algebra de dimensao finita. Um morfismo f : X — Y, em mod(A), é um mono-
morfismo que cinde (resp. epimorfismo que cinde) se, e somente se, existe um morfismo h : ¥ — X
tal que hf = idx (resp. fh = idy). No caso em que [ satisfaz qualquer umas das duas condicoes,
dizemos que f cinde. Um morfismo f € mod(A) é dito irredutivel se ele ndo cinde e além disso, para
qualquer fatoracao f = hg, tem-se que g € um monomorfismo que cinde ou h é um epimorfismo que

cinde.

Definicdo 1.1.8. Seja A uma algebra de dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado.

Uma sequéncia de Auslander-Reiten é uma sequéncia exata em mod(A)

que satisfaz as seguintes condicoes:
(AR1) X e Z sdo indecomponiveis.
(AR2) v nao é um epimorfismo que cinde.
(AR3) Se f: W — Z ndo é um epimorfismo que cinde, entdo existe f' : W — Y tal que vf’ = f.

Teorema 1.1.9. Seja A uma k-dlgebra de dimensdo finita, com k = k. Entdo, para cada Z € mod(A)
indecomponivel, ndo projetivo, existe uma tinica sequéncia de Auslander-Reiten 0 — X —— Y — Z — 0,

a menos de isomorfismo. Neste caso, X € mod(A) é indecomponivel.

Em uma sequéncia de Auslander-Reiten 0 — X —= Y — Z — 0, tem-se que os morfismos u e v

sao irredutiveis.

Definicdo 1.1.10. Seja A uma k-algebra. O radical de Jacobson da categoria mod(A) € o ideal bilateral

dado por:
rada(X,Y) = {f € Homu(X,Y); 1y — fg é invertivel, para todo g € Hom4(Y, X)}

para quaisquer X,Y € mod(A).
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Tendo definido o radical de uma categoria de médulos, podemos definir de forma recursiva rad’; (X, Y),

para n > 1. Tal definicdo pode ser encontrada em [5] pagina 179. Em particular, temos:
rad%(X,Y) = {gf; f €rada(X,Z) e g crads(Z,Y), paraalgum Z € mod(A)}

Observe que rad%(X,Y) C rada(X,Y). Se adicionarmos a X e Y a hipétese de que sdo inde-
componiveis, podemos concluir que um morfismo f : X — Y é irredutivel se, e somente se, f €

rad4(X,Y)/rad4(X,Y), (ver [4], pdg. 100). Dessa forma, definimos entfio o quociente
Irr(X,Y) = rad(X,Y)/rad%(X,Y)

que chamamos de espaco dos morfismos irredutiveis.

Neste caso, a dimensdo de Irr(X,Y’) é igual ao nimero maximo de morfismos irredutiveis de X

para Y, que sdo linearmente independentes.

Definicdo 1.1.11. Podemos definir o quiver de Auslander-Reiten I'(mod A) da seguinte forma:

* Os vértices de I'(mod(A)) sdo as classes de isomorfismos [X] dos médulos indecomponiveis

X € mod(A).

* Se [X] e [Y] sdo dois vértices de I'(mod A), correspondentes aos médulos X e Y, entdo o niimero

de flechas de [X] para [Y] é igual a dimensao do k-espaco vetorial Irr(X,Y).

1.2 Categorias Trianguladas

Nesta secdo apresentaremos a definicdo de categoria triangulada e listaremos suas propriedades

basicas. Para mais informacoes ver [20].
Definicdo 1.2.1. Uma categoria A é dita aditiva se satisfaz:
* Paratodo X,Y € Ay, Homy4(X,Y') é um grupo abeliano, e a composi¢do de morfismos ¢é bilinear.
Homa(Y,Z) x Homy(X,Y) — Homu(X,Z)

(v, o+ B) — yat+ps
(a+8,7) —  ay+ By

* Possui objeto zero.
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* Toda familia finita de objetos de .A admite um produto e uma soma direta em .A.

Definicdo 1.2.2. Seja 7 uma categoria aditiva e S : 7 — 7 um automorfismo de 7. Ao funtor S
chamaremos de funtor suspensdo. Utilizaremos a seguinte notacdo, S™(X) = X|[n] e S™(f) = f[nl,

diremos que X[n] é o n-ésimo shift do objeto X.

Definicao 1.2.3. Um triangulo em 7 é uma sequéncia de objetos e morfismos em 7 da forma
X5y -5 z2-% X[

Um morfismo de triangulos em 7 é uma tripla (f, g, h) de morfismos tal que o seguinte diagrama

comuta:

X' Y 7! X'[1]

Se os morfismos f, g, h sdo isomorfismos em 7, entdo o morfismo de tridngulos é dito isomorfismo.

Definicao 1.2.4. Uma categoria triangulada é uma tripla (7, .5, ) em que 7 é uma categoria aditiva,
S é o funtor suspensdo e F é uma familia de tridngulos exatos (ou distinguidos), os quais satisfazem

0s seguintes axiomas:

(TR1) Todo triangulo isomorfo a um tridangulo exato também ¢é exato. Para cada objeto X em 7, o

tridngulo

X Idx

X 0—— X[1]

¢ um triangulo exato. Todo morfismo u : X — Y em 7T pode ser completado para formar um
triangulo exato

XYy Z X[1].

(TR2) Um tridingulo X ——=Y —= Z —=> X[1] é um tridngulo exato se, e somente se, o triAngulo

Yy vz x 2y

¢ um triangulo exato.

(TR3) Dados dois tridngulos exatos X ——=Y ——= 7 —> X[1] e A—= B —— C — A[l], cada
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diagrama comutativo

pode ser completado de maneira a formar um morfismo de tridangulos (ndo necessariamente

unico).

(TR4) Dados tridngulos exatos (a1, ag, as), (81, B2, B3) € (71,72, 73) com vy, = [S1aq, existe um tridngulo

exato (41,02, 03) fazendo comutar o diagrama abaixo,

X Y U X[1]
\
l1 B | 61 1[1]
v
X 71 Z Y2 V Y3 X[l]
\
B2 | 52 041[1]
¥
w—t w2y
\
B3 I 53
azl1] ¥
Y[1] —=U[1]

O axioma (TR4) também é conhecido como Axioma do Octaedro.

Lema 1.2.5. Seja X —*=Y —*= Z —> X[1] um tridngulo exato. Entdo a composicdo de quaisquer

dois morfismos consecutivos é nula.

Proposi¢io 1.2.6. Seja X —— Y - Z - X[1] um tridngulo exato em uma categoria triangulada T

Entdo para todo objeto X € T, as seguintes sequéncias sdo exatas:

H Xo, Hom (X,
Hom(Xo, X) —22X0" _ Hom( X, V) —onXo)

Hom (X, Z)

Hom(v,X0) Hom(u,X0)

Hom(Z, Xy) Hom(Y, Xo)

Hom(X, Xy)
Lema 1.2.7. Seja X Y - Z - X[1] um tridngulo exato. Entdo sdo equivalentes:
(1) u é um isomorfismo.
(i) Z=0

Proposicao 1.2.8. As seguintes afirmagdes sdo equivalentes para um tridngulo exato

XSy 52725 X))
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(a) u é um monomorfismo que cinde.
(b) v é um epimorfismo que cinde.
(c) w=0.

Definicao 1.2.9. Dado um morfismo » : X — Y em uma categoria triangulada 7, existe um tridngulo

X 5%y % 7z X[1]. Dizemos que Z é o cone de w.

Dado um morfismo em uma categoria triangulada, temos que seu cone esta unicamente definido

a menos de isomorfismos.

1.3 Categoria dos complexos e de homotopia

Seja A uma categoria aditiva, um complexo sobre A é uma familia X* = (X", d% ),cz de objetos
X" € A e morfismos d% : X" — X"*! tais que d"d"~! = 0, para todo n € Z. Podemos representar o
complexo X* da seguinte maneira:

—1
d d%

X® ... Xn—l xn Xn+1

Cada objeto X™ é chamado de componente homogénea de grau n. Iremos definir o comprimento de

X* como sendo igual a quantidade de componentes homogéneas ndo nulas, e denotaremos por ¢(X*).

Dados dois complexos X*® = (X", d%) e Y* = (Y",dy), um morfismo de complexos f*®: X* — Y*
é uma familia de morfismos f* : X — Y™ tal que f"d% ' = dy"!f"~1, para todo n € Z, ou seja,

temos que o seguinte diagrama comuta:

X . . Xn—l d}_l X" X Xn+1

f. fn—ll fnl fn+ll

ve - . Yn—l yn Yn+1
dn—l d?

Dizemos que f°®: X*® — Y*® é um isomorfismo se f™ : X" — Y™ é um isomorfismo, para todo n € Z.

Os complexos sobre uma categoria aditiva .A formam a categoria C(.A), chamada de categoria dos
complexos sobre A. Dizemos que um complexo é limitado inferiormente (resp. superiormente) se
existe ng € Z tal que X" = 0, para todo n < ng (resp. n > ng). Dizemos que um complexo X* é

limitado, se ele for limitado superiormente e inferiormente. Denotaremos por C*(A), C~(A) e C*(A)
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as subcategorias plenas de C(.A), cujos objetos sdo os complexos limitados inferiormente, limitados

superiormente e limitados, respectivamente.

Proposicao 1.3.1. Seja A uma categoria aditiva, entdo o funtor C : A — C(.A), que associa X € A ao

complexo X*® dado por X = X e X™ = 0, Vn # 0, é fiel e pleno.

Todo objeto X em A pode ser considerado um complexo dado por:

X® ... 0 0 X 0 0

Esse tipo de complexo é conhecido como 0-complexo ou stalk.

Definicao 1.3.2. Uma categoria .4 é abeliana se ¢ aditiva, possui kernel e cokernel, todo monomor-
fismo é kernel de algum morfismo, todo epimorfismo é cokernel de algum morfismo, e todo morfismo
f: X — Y pode ser escrito como X — I — Y, em que u é um epimorfismo e v ¢ um monomor-

fismo.

No caso em que .4 é uma categoria abeliana, tem-se que C(.4) também é uma categoria abeliana.
A seguir vamos definir o shift de um complexo X*°, o qual é dado pela aplicacdo do funtor suspensao

em C(A).

Definicdo 1.3.3. Definimos o shift de um complexo X* como sendo um novo complexo X*[1] dado
por:

(X" = X" (dyp)" = —dy

Para f*: X* — Y*, definimos o cone Cy. por:

Cpe = (X*[I)" @Y™, d¢,); Cre = T
Y

Categoria de Homotopia

Considere dois morfismos f®,¢* : X®* — Y*® em C(A). Dizemos que f°® e ¢g* sdo homotdpicos,
e denotamos por f* ~ g¢°, se existe uma familia (s"),cz de morfismos s” : X" — Y"1 em A
satisfazendo:

fr—g"=dyts" + 5" d%, paratodon € Z,
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isto é, temos o seguinte diagrama comutativo:

s 7

anl X xn XnJrl
- -
n [ -
s e g gt - - 1
2 - P o~ gnt
Ynfl yn Yn+1
! dy-

Note que a relacdo de equivaléncia ~ é uma congruéncia. Portanto podemos definir a categoria

quociente C(A)/ ~.

Definicao 1.3.4. Definimos a categoria de homotopia de complexos, denotada por K(.A), da seguinte

forma:
* Objetos de K(.A) = Objetos de C(A).
* Homye(4)(X*,Y*®) = Home(4)(X*,Y*)/ ~
Aqui também temos que o funtor K : A — K(.A) é fiel e pleno.

De maneira analoga as subcategorias dos complexos, as categorias de homotopia de C*(A), C~(A) e

Cb(A) serdo denotadas, respectivamente, por K+ (A), K~ (A) e K°(A).

Proposicao 1.3.5. Um complexo X*® € C(.A) é isomorfo a zero em K(A) se, e somente se, X*® é isomorfo

a uma soma direta de complexos da forma:

Z° ... 0 z .z 0

Demonstragdo. Ver [32], pagina 307. O
Proposicao 1.3.6. Seja f* um morfismo de complexos, entdo as seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
(i) f* é homotdpico a zero.
(i) f*[1] é homotdpico a zero.

Como consequéncia deste resultado, temos que o funtor suspensdo induz o seguinte isomorfismo:
Homye(4)(X®,Y*) = Homye(4) (X °[1], Y*[1])

Proposicao 1.3.7. Seja A uma categoria aditiva. Entdo a categoria de homotopia K(.A) é uma categoria

triangulada.
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Demonstragdo. Ver [32], pagina 312. O

Note que se A é uma categoria abeliana, entdo K(A) é uma categoria aditiva. Porém a categoria

K(A) pode ndo ser abeliana.

Definicdo 1.3.8. Uma categoria aditiva .4 é chamada de Krull-Schmidt se todo objeto X de .A possui
uma decomposicdo X = X; @ --- & X,,, em que cada X; é um objeto indecomponivel cujo anel de

endomorfismo End 4(X;) é local.

Proposicao 1.3.9. Seja A uma k-dlgebra de dimensdo finita, entdo:
(i) C’(mod A) e C*(proj A) sdo k-categorias Hom-finitas e Krull-Schmidt.
(ii) K’(mod A) e KP(proj A) sdo k-categorias Hom-finitas e Krull-Schmidt.

Demonstragdo. Ver [24], pagina 37. O

Cohomologia

Definicao 1.3.10. Seja X* um complexo em C(A). Definimos a n-ésima cohomologia do complexo

X°® como:
n/ e Ker(d")
H"(X®) = Im(d"*l)'

Note que se f®: X* — Y* é um morfismo de complexos, temos:

fr(Ker(d%)) C Ker(dy) e f"(Im(d¥ ') Cc Im(dy ), VneZ

Portanto para cada f®: X*® — Y°, existe H"(f®) : H"(X*) —» H"(Y*).

Proposicao 1.3.11. Para cada n € Z, temos que H"(_) : C(A) — A é um funtor. Além disso, temos as

seguintes propriedades:
H"(X°[1]) = H""H(X®) e H"(f[1]) = H"'(f*).

Teorema 1.3.12. Sejam f®,¢* : X* — Y* dois morfismos homotdpicos em C(A), entdo H"(f*) =

H"(g¢®), para todo n € Z.

Demonstragdo. Por definicdo temos H"(f*)(Z) = f™(z) e H"(¢*)(Z) = ¢g"(z). Mostremos que f"(z) —

g"(z) € Tm(dy ). De fato, como f* ~ g¢*, ento existe um morfismo s" : X* — Y'* tal que

(@) — ¢"(x) = (f" — g")(x) = dy's"(z) + s""'d’% (v), para cadan € N.



CAPITULO 1. CONCEITOS BASICOS 24

Uma vez que = € Ker(d% ), segue que f"(x) — g"(x) = dy 's™(z). Portanto f"(z) — g"(z) € Tm(d} 1)
e segue que H"(f*) = H"(¢°). O

Definicao 1.3.13. Um morfismo f°®: X*®* — Y* é dito quase isomorfismo se
H"(f*) - H(X®) — H"(Y*)

for isomorfismo para todo n € Z.

1.4 Categoria derivada

Seja A uma categoria abeliana. A categoria derivada D(.4) é uma categoria tal que existe um funtor
Q : K(A) — D(A) que leva quase isomorfismos em isomorfismos, e satisfaz a seguinte propriedade
universal: se F': £(A) — % é um funtor tal que F(f*) é isomorfismo para todo f*® quase isomorfismo,

entdo F' se fatora por (), ou seja, existe um unico funtor G tal que F' = G o Q).

Se A é uma categoria abeliana, entdo a categoria derivada D(.A) é uma categoria aditiva. Além disso,

D(.A) também ¢é uma categoria triangulada.

Definicdo 1.4.1. Seja .4 uma categoria abeliana, entdo dada K(.A) categoria aditiva, temos que a

categoria derivada D(.A) é da seguinte forma:
* Objetos de D(A) = Objetos de IC(A).

* f € Homp4)(X,Y) é dado por uma classe de equivaléncia de pares s~! f dados por:
sTlf=(x LUy

em que s é um quase isomorfismo.
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Dizemos que (X Tou e V)~ (X LV & Y') se existe um diagrama comutativo

em que u € um quase isomorfismo, ou seja,

sTHf~tTlg = (as)THaf) =u" h = (Bt) " (Bg)

a composicao dos morfismos em D(.A) pode ser visualizada pelo seguinte diagrama:

w
N
U Vv
VNN
X Y Z
ou seja,

(tr ) (s f) = (ut) " (hf)
Para mais informacoes a respeito dos morfismos em D(.A), ver [30] pdgina 12.

Teorema 1.4.2. Seja A uma categoria abeliana e considere C(A), K(A) e D(.A) as categorias de com-
plexo, de homotopia e derivada sobre A, respectivamente. Se denotarmos por F' o funtor que representa a
composi¢do

A— C(A) = K(A) = D(A)
entdo temos que F ¢ fiel e pleno.

Demonstragdo. Seja F': A — D(A), para cada objeto X € A temos que F'(X) é um 0-complexo tendo
grau zero igual a X. Para cada morfismo f : X — Y, tem-se que F(f) é a classe de equivaléncia do
morfismo (F(X) N F(Y) i F(Y)). Observe que a composicdo de F' com o funtor de cohomologia
HY:D(A) — A é igual a identidade de .A. Mostremos que F é fiel. De fato, se F(f) = 0, ento existe
um quase isomorfismo s tal que s o f é homotdpico a zero. Entdo H?(s)HY(f) = 0, como H(s) é um

isomorfismo, temos que f = H°(f) = 0.



CAPITULO 1. CONCEITOS BASICOS 26

Agora mostremos que F' € pleno. De fato, seja (F'(X) Iz F(Y)) um representante da classe

de equivaléncia de um morfismo de F'(X) para F(Y') em D(A). Como s € um quasi-isomorfismo, o
complexo Z possui cohomologia igual a Y no grau zero, e zero nos demais graus. Portanto o morfismo

de complexos:

Z 71 Z0_ 4 o A
d—! 0 —1y _h° 1 d! 2
U 0 29/ Tm(d) Z

0
¢ um quase isomorfismo. Além disso, ¥ (o), Z%/Im(d™1) é o kernel de Z°/Im(d™!) % 71, Note

que, houlo f = do f = 0, entdo existe um tinico morfismo X 2+ Y em A tal que u®0s%0g = u¥o f.

Portanto temos o seguinte diagrama comutativo,

o qual implica que s! o f e idy' o g sdo equivalentes em D(A). O
Em [30] podem ser encontradas mais informacoes a respeito do teorema acima.

Definicdo 1.4.3. Sejam </ e ¥ duas categorias trianguladas. Um funtor F' : &/ — % é dito funtor
exato se leva tridngulos distinguidos de .«# em tridngulos distinguidos de ¥". No caso em que F' € uma

equivaléncia de categorias, dizemos que F : &/ = ¥ é uma equivaléncia triangulada.

Denotaremos por K*(A) e KT*(A) as categorias de homotopia dos complexos limitados superi-
ormente e inferiormente, respectivamente, e que possuem homologia limitada. Analogamente deno-
taremos as respectivas subcategorias de D(A), por D~*(A) e DT*(A) e a categoria derivada sobre os

complexos limitados ser4 denotada por D°(A).

A seguir apresentamos a definicdo de algebra hereditaria por partes, a qual pode ser encontrada

em [20], pagina 152.

Definicdo 1.4.4. Seja A uma k-algebra de dimensao finita. Dizemos que A é hereditaria por partes
se existe uma equivaléncia triangulada D°(mod A) = D*(mod kQ), em que Q é um quiver finito sem

ciclos orientados.
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Vale salientar que existe uma definicdo mais geral a respeito das dlgebras hereditarias por partes,

porém neste texto iremos utilizar a definicdo acima.

Proposicao 1.4.5. Sejam A e B duas k-dlgebras de dimensdo finita, tais que existe uma equivaléncia
triangulada D’(mod A) = D’(mod B). Entdo A tem dimensdo global finita se, e somente se, B tem

dimensdo global finita.

Demonstragdo. Ver [19], pagina 344. O

Neste trabalho estamos interessados em trabalhar com algebras hereditarias por partes, de di-
mensao finita. Note que, pela proposicao (1.1.4), temos que se ) é um quiver finito, sem ciclos
orientados, entdo a dlgebra de caminhos k() é hereditdria, isto é, gl.dim(k@) < 1. Portanto pela
proposicdo anterior, temos que se A é uma algebra hereditdria por partes de dimensao finita, segue

que A possui dimensao global finita.

Em [20], é apresentado o seguinte resultado que identifica a categoria derivada D’(mod A) com

as categorias K~?(proj A) e Kt(inj A).

Proposicédo 1.4.6. Seja A uma k-dlgebra Noetheriana, com k = k, entdo temos as seguintes equivaléncias
trianguladas:

DP(mod A) = K~ (proj A) e D(mod A) = KT (inj A).

No caso em que A possui dimensdo global finita, tem-se
DP(mod A) = Kb(proj A) = K(inj A).

Demonstragdo. Ver [20], pagina 29. O

Posteriormente, quando formos construir o quiver de Auslander-Reiten da categoria D°(mod A),
em que A ¢ hereditaria por partes, iremos utilizar a equivaléncia acima e representar os objetos como
sendo complexos de médulos projetivos. Em D?(mod A) um médulo X € mod(A) é representado pelo
seguinte 0-complexo:

X'=>20-20-2X—->0=>0—---

Porém em K’(proj A), representamos esse mesmo médulo X € mod(A) pela sua resolugio projetiva.

Ao longo do texto usaremos essas duas representacoes.
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Neste trabalho estamos interessados em obter informacdes a respeito dos morfismos da categoria
Db(mod A) a partir dos morfismos de mod(A). O seguinte resultado nos fornece uma relagéo entre

Hom (X,Y) e Homps(4)(X,Y), para X, Y € mod(A).
Teorema 1.4.7. Sejam A uma k-dlgebra de dimensdo finita e X,Y € mod(A), entdo:
(D Hompp 4y (X[m], Y[n]) = Hompe( 4y (X, Y [n —m]), Vn,m € Z;
(i) Homps(4)(X,Y) = Homy (X, Y)
(ii)) Homps 4 (X, Y[n]) = Ext’}(X,Y), ¥n > 0;
(iv) Hompy(4y(X,Y[n]) =0, Vn < 0;

Demonstragdo. Ver [16], pagina 166 e também [30], pagina 14. O

1.5 Teoria inclinante

Definicao 1.5.1. Um A-moédulo T é chamado de inclinante se as seguintes condic¢Ges sdo satisfeitas:
(T1) p.dim(Ty) < 1.

(T2) ExtY(T,T) = 0.

(T3) Existe uma sequéncia exata curta 0 — Ay — 1% — T4 — 0, com 7", 7" € addT.

Observacao 1.5.2. Posteriormente, foi provado em [12] que o axioma (T3) pode ser substituido pela

seguinte condicao.

(T3’) O ntmero de somandos diretos indecomponiveis de 7' (a menos de isomorfismo) é igual ao

numero de médulos simples definidos sobre a dlgebra A (a menos de isomorfismo).

Cada A-mddulo inclinante 7" induz um par de torcdo (.7 (1"), .#(T')) na categoria mod(A), em que:
T (T) := Gen(T) = {X € mod(A); Exth (T, X) = 0}

F(T) := T+ = {X € mod(A); Homu(T, X) = 0}.

Além disso, 7' também induz um par de tor¢do (X(7"), Y(T')) na categoria mod(B), em que B =

Endy4(T'), dado por:

X(T) ={X € mod(B); Homp(X,DT) =0} = {X € mod(B); X ®p T = 0}
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V(T) = {Y € mod(B); ExtL(Y,DT) =0} = {Y € mod(B); Tor?(Y,T) = 0}
O Teorema de Brenner-Butler relaciona esses pares de torcdo entre as categorias mod(A) e mod(B),
em que B = End(T).

Teorema 1.5.3 (Brenner-Butler). Considere T'um A-mddulo inclinante e B = End(T'). Sejam (7 (T'), .7 (T))
e (X(T),Y(T)) os pares de tor¢do induzidos por T'em mod(A) e mod(B), respectivamente. Entdo seguem

os seguintes resultados:

(a) Os funtores Homa (T, ) e _ ®p T induzem uma equivaléncia entre .7 (T') e Y(T).

(b) Os funtores Exty(T,_) e Tor?(_, T) induzem uma equivaléncia entre . (T) e X (T).
Demonstragdo. A demonstracdo pode ser encontrada em [4] na pagina 207. O
Definicdo 1.5.4. Seja T'um A-mddulo inclinante e B = End(7'). Entdo dizemos que 7" é cindido se o

par de torcdo (X (7),Y(T)) é cindido em mod(B), isto é, cada B-mddulo indecomponivel pertence a

X(T) ou pertence a Y(T')

I'(mod A) : F(T) T(T)

['(mod(End 7)) : V(1) X(T)

Teorema 1.5.5. Seja T' um A-mddulo inclinante e B = End(T"). Entdo T é cindido se, e somente se,

i.dim(N) = 1 para todo N € .#(T).

Demonstracdo. A demonstracao pode ser encontrada em [4] na pagina 230. O
Se A é uma algebra hereditdria e 7' é um A-mddulo inclinante, temos como consequéncia imediata

que 7T é cindido, pois neste caso gl.dim(A) < 1.

Definicao 1.5.6. Dizemos que B é uma dlgebra inclinada se existe um mddulo inclinante 7" sobre uma

algebra hereditaria A tal que B = End(T).

Definicdo 1.5.7. Dizemos que uma algebra A é inclinada iterada de tipo A, se existe uma sequéncia
finita de triplas (A;, T;, End(7;) = Ait1)o<i<m—1, onde Ay = kA, A, = A e cada 7; é um A;-mddulo

inclinante cindido.

No decorrer deste texto, iremos trabalhar com categorias derivadas de algebras hereditarias por
partes. Happel, Rickard e Schofield apresentaram, em [22], um resultado que fornece uma relacao

entre as algebras hereditarias por partes e as dlgebras inclinadas iteradas.
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Teorema 1.5.8. Se A é uma k-dlgebra e A é um quiver finito e aciclico, entdo sdo equivalentes:

(i) A € uma dlgebra hereditdria por partes do tipo A.

(i) A é uma dlgebra inclinada iterada do tipo A.

Demonstracdo. A demonstracao pode ser encontrada em [20] na pagina 179. O

Lembremos que A é hereditaria por partes do tipo A se existe uma equivaléncia triangulada entre

Db(mod A) e D?(mod kA).

Proposicao 1.5.9. Seja A uma dlgebra hereditdria por partes do tipo Dynkin. Se X é um A-mddulo

indecompontvel, entdo temos Ext} (X, X) = 0 para i > 1.

Demonstracdo. Denotemos por F o funtor da equivaléncia triangulada de D?(mod A) para D°(mod kA).

Entdo temos que F(X) = X'[j] para algum X' € mod(kA) indecomponivel e algum j € Z. Entdo

Ext) (X, X) = Homps(y (X, X[i])

12

Home(kA) (F(X), F(X)[l])

I

Hompe a0y (X'[4], X'[j +i])

I

Hompe a0y (X', X'[4])

l12

EXt?cA (X/7 X/)

Como A é Dynkin, entfo para todo X’ indecomponivel temos que Exti (X', X') = 0, para i > 1.
Portanto segue que Ext’ (X, X) = 0 parai > 1. O
Funtor derivado

Considere 7' € mod(A) um mddulo inclinante e B = End(7"). Entdo existe uma equivaléncia

triangulada D°(mod A) = D’(mod B) dada pelo seguinte funtor derivado:
RHom(T,_) : D’(mod A) — D’(mod B)

A seguir apresentaremos uma caracterizacdo de como esse funtor age nos objetos da categoria

mod(A) C Db(mod A), tal caracterizacfio pode ser encontrada em [32], na p4gina 355.

Proposicao 1.5.10. Seja T' um A-mdédulo inclinante e B = End(7T'). Entdo para X € mod(A), temos

que RHom(7T, X') é um complexo tal que:

H"™(R Hom(T, X)) = Ext}(T, X)
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Mais detalhes sobre esse funtor derivado podem ser encontrados em [16], na pagina 194, e também

em [27], na pagina 364.

Utilizando o resultado acima, podemos caracterizar os objetos R Hom(7', X), em que X € 7(T)

ou X € .%(T). De fato,

e Para X € J(T):
Ext% (T, X) = Homa (T, X)
Ext4 (T, X) =0, pois X € 7(T)
Exty (T, X) =0, ¥Yn > 2, pois p.dim(7") < 1

portanto temos:

RHom(7T,X)=... 50— 0— Homu(7T,X) -0—-0— ...
—_———

posicdo 0

e Para X € .Z#(T):
Ext% (T, X) = Homa (T, X) =0, pois X € .Z(T)
Exth (T, X) = Ext}y (T, X)
Exty (T, X) =0, Yn > 2, pois p.dim(7") <1

portanto temos:

RHom(T,X)=...50—=0—0—Ext{(T,X) - 0— ...
———

posicdo 1
Disto segue que,

Homy (T, X), se X € T(T)

RHom(7, X) =
ExtY (T, X)[-1], se X € .Z(T)

Esse resultado sera muito util quando formos analisar o comportamento de alguns morfismos na

categoria derivada.



Capitulo 2

Triangulos de Auslander-Reiten na categoria deri-

vada

Uma das técnicas mais eficientes para se estudar a estrutura da categoria de médulos de uma
algebra é a Teoria de Auslander-Reiten. Esta teoria permite explicitar as classes de modulos indecom-
poniveis e os geradores dos espagos de morfismos irredutiveis em sequéncias exatas curtas que quase
cindem, chamadas sequéncias de Auslander-Reiten.

Embora a categoria de mddulos e a categoria derivada possuam estruturas diferentes, uma é abeli-
ana e a outra € triangulada, uma teoria similar, também conhecida como Teoria de Auslander-Reiten,
existe no ambito das categorias derivadas. Esta teoria foi desenvolvida por Dieter Happel. Neste
contexto, o papel das sequéncias de Auslander-Reiten é desempenhado por triangulos de Auslander-
Reiten, ou seja, os complexos indecomponiveis e os geradores de morfismos irredutiveis ocorrem em
triangulos. O objetivo deste capitulo é provar dois resultados, os teoremas (2.2.5) e (2.2.6). Através

dos quais, podemos fazer uma prova parcial do seguinte resultado.

Teorema: Seja 0 — X =Y -~ 7 — (0 uma sequéncia de Auslander-Reiten e w o seu elemento

correspondente em Hompe(4)(Z, X[1]) = Extl(Z, X). Entdo sdo equivalentes:
() X %Y % 7% X[1] éum triongulo de Auslander-Reiten em D°(mod A).
(i) i.dim(X) <1 e p.dim(Z) < 1.
(iii) Homyu (7, X') = 0 para todo injetivo I, e Hom 4(Z, P) = 0 para todo projetivo P.

Este resultado foi afirmado por Happel, em [20], sem apresentar uma prova. Aqui provaremos,

como consequéncia dos teoremas (2.2.5) e (2.2.6), que (i) implica (ii).

2.1 Algumas propriedades gerais

Seja ¥ uma categoria triangulada tal que Hom¢ (X, Y") é um k-espaco vetorial de dimensao finita,
VX,Y € ¥. Além disso, assuma que o anel de endomorfismo de um objeto indecomponivel é local.

Neste caso, temos que % € uma categoria Krull-Schimidt.

32
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Defini¢do 2.1.1. Um tridngulo X % Y - Z - X[1], em ¥, é chamado de tridngulo de Auslander-

Reiten se as seguintes condi¢Oes sdo satisfeitas:
(AR1) X e Z sao indecomponiveis;
(AR2) w # 0;
(AR3) Se f: W — Z ndo é um epimorfismo que cinde, entdo existe f': W — Y tal que vo f' = f.

Dizemos que % possui triangulos de Auslander-Reiten se, para todo objeto indecomponivel Z € %,

existe um triangulo satisfazendo as condi¢Oes acima.
Proposicdo 2.1.2. Dado um tridngulo X Y - Z % X[1], em €, sdo equivalentes:
D w#0;
(ii) w ndo é monomorfismo que cinde;
(iii) v ndo é epimorfismo que cinde.
Demonstragdo. Ver [18], pagina 642. O
Proposic¢io 2.1.3. Dado um tridngulo X Y - Z % X|[1], em €, sdo equivalentes:
(i) A propriedade (AR3);
(ii) Se f: W — Z ndo é um epimorfismo que cinde, entdo w o f = 0;

Demonstragdo. E facil ver que (i) implica (7). Mostremos que (i) implica (7). Como Homg (W, _) é

um funtor cohomoldgico, temos a seguinte sequéncia exata:

Home (W,v) Home (W,w)

Homg (W,Y)

Homgy (W, Z) Homg (W, X[1])

Como wf = 0, temos f € Ker(Homy (W, w)) = Im(Homg (W, v)). Logo existe f € Homy(W,Y) tal
que f =vf’. O

Teorema 2.1.4. Seja A uma k-dlgebra de dimensdo finita, entdo temos que as seguintes afirmagcdes sdo

vdlidas.

(i) Seja Z* € K~(proj A) indecomponivel. Entdo existe um tridngulo de Auslander-Reiten X*® —

Y*® — Z* — X°*[1] se, e somente se, Z* € K?(proj A).

(ii) Seja X* € K+*(inj A) indecomponivel. Entdo existe um tridngulo de Auslander-Reiten X* — Y* —

Z* — X°*[1] se, e somente se, X* € K(inj A).
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Demonstragdo. Ver [18], pagina 644. O
Como consequéncia imediata do teorema anterior, temos o seguinte coroldrio.

Corolario 2.1.5. Seja A uma k-dlgebra de dimensdo finita. Entdo D(mod A) possui tridngulos de

Auslander-Reiten se, e somente se, A possui dimensdo global finita.

2.2 Algumas propriedades homoldgicas

Dizemos que um complexo X*® € C(proj A) é um complexo projetivo minimal se, para d" : X" —
X"+ tem-se Im(d™) C rad(X"*!), Vn € Z. No caso em que A é uma k-algebra de dimenséo finita,
com k algebricamente fechado, temos que todo complexo X*® € C(proj A) é isomorfo em K(proj A) a

um complexo projetivo minimal. Para mais informacdes ver [17], pagina 2733.

Lema 2.2.1. Seja A uma k-dlgebra de dimensdo finita e M, N € mod(A). Se f : M — N é um morfismo

ndo nulo, tal que Im(f) C rad(N), entdo f ndo é um epimorfismo e nem um monomorfismo que cinde.

Demonstragdo. Suponha que f seja epimorfismo, entdo f(M) = N. Porém por hipdtese temos (M) C
rad(N), ou seja, f(M) = N C rad(N) o que é uma contradi¢do. Portanto f ndo é um epimorfismo.
Agora suponha que f seja monomorfismo que cinde, ou seja, existe f’ tal que f’f = Id,;. Denotando

U = Coker( f), temos que existe um isomorfismo i) : N — M @ U, tal que o seguinte diagrama comuta.

0 M—l N .y 0
lid lw lid
O— M —>>MopU ——U ——0.

(é) (o1)

Aqui 1 é dada por ¢ = <J; />. Como f é monomorfismo que cinde, temos da igualdade ¢ o f =

(é) Idar que $(f(M)) = M. Como f(M) C rad(N), entio

M =(f(M)) C ¢(rad(N)) C rad(M @ U) =rad(M) @ rad(U)
Analisando a construcdo da v, segue que M = ¢ (f(M)) C rad(M), o que é um absurdo, pois rad(M)
¢ um submddulo préprio de M. Portanto f ndo é um monomorfismo que cinde. O

Para as demonstracdes dos proximos resultados, faremos uso da seguinte definicao.

Definicao 2.2.2. Seja A uma k-algebra de dimensao finita e considere .« uma subcategoria aditiva de

mod(A). Seja Z* € C(</) um complexo satisfazendo Z° = 0, Vi > 0. Entéo, dado n < 0, definimos o
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complexo truncado Z? da seguinte maneira:

; 0, sei<n ; i
Z, = A , com dy =dy, Yi>n.
Z', sei>n

Note que, pela definicdo de Z, existe um morfismo p, : Zn» — Z* dado por:
ph =id, Vi>n
ph =0, Vi<n

Além disso, na categoria de homotopia, o cone de x?, é isomorfo ao complexo:

(Z!) =0, Vi>n . 0, Vi>n-—1

n

(Z,)° = : 7, =

n 7

(ZI)=Z!, Yi<n L, Vi<n—1
Denotamos por ) : Z* — (Z/)® o morfismo induzido dado por

id, Vi<n

0, caso contrario

Note que d; ' induz um morfismo d3, : (Z,)* — Zz2[1]. Em particular, obtemos o seguinte tridngulo

na categoria de homotopia:

Z8 Moy ge Ty (grye G gepy)

ze e 0 0 A e z-1 A 0
54 0 0 id id id

zZ° zZn—2 A AL zZ-t Z 0
™ id id 0 0 0
(z)* .. zZn=2 znt 0 . 0 0 0
ds, 0 dpt 0 0 0
Zo[1] 0 zn & A A 0 0

Usaremos esta construcao para auxiliar na demonstracao dos seguintes resultados.

Lema 2.2.3. Seja A uma k-dlgebra de dimensdo finita. Para Z* € K’(proj A) um complexo indecom-
ponivel minimal, considere Z? o complexo truncado de Z°*, definido em (2.2.2). Neste caso, se Z» #+ Z°,

entdo uy : Zn — Z* ndo é um epimorfismo que cinde.

Demonstragdo. Como Z* é um complexo limitado, podemos supor que Z* = 0, Vi > 0, e que existe
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m < 0tal que Z™ # 0 e Z' = 0, Vi < m. Por hipétese temos Z* # Z°, ou seja, n > m. Lembremos

que por construcao existe o seguinte tridngulo:

Ze iy ge Thy g1y By gen)

n

Suponha que u? seja um epimorfismo que cinde, entdo, pela proposicao (2.1.2), temos 7, = 0.

AR 0——sgm Y gmil
sl e
(Z),)° 0 zm (%)

Portanto temos que idzm = h"™t! o d™, isto é, d™ é monomorfismo que cinde. Neste caso, como Z°
¢ um complexo projetivo minimal, pelo lema (2.2.1), temos que d"™ ndo pode ser um monomorfismo

que cinde. Portando temos uma contradi¢do e segue que p; ndo é um epimorfismo que cinde. O
Abaixo segue o resultado dual do lema anterior.

Lema 2.2.4. Seja A uma k-dlgebra de dimensdo finita e X* € Kb(inj A) um complexo indecomponivel
minimal. Considere um complexo truncado X, e um morfismo fr : X* — X?, definidos como abaixo:
Xi =0, Vi>n 0, Vi>n

Xp = o e fi=
Xi=Xi Vi<n id, Yi<n

Neste caso, se X # X*®, entdo o morfismo f5 : X* — X* ndo é um monomorfismo que cinde.
Demonstracdo. A demonstracao é dual a do lema (2.2.3). O

Teorema 2.2.5. Seja A uma k-dlgebra de dimensdo finita e Z* € K~*(proj A) indecompontivel, tal que
((Z*) > 1. Se existe um tridngulo de Auslander-Reiten X* —» Y* -2+ Z* - X°[1], entdo existe m € 7Z

tal que Z™ # 0, Z* = 0, Vi < m, e H™1(X*®) #£ 0.

Demonstragdo. Sabemos, do teorema (2.1.4), que Z* € K%(proj A). Portanto podemos considerar que
Z'=0,Yi >0, equeexistem < 0talque Z™ # 0 e Z' =0, Vi < m. Sejan = m+1, entdo temos, pelo
lema (2.2.3), que existe uy : Z» — Z* que nao € epimorfismo que cinde. Portanto existe f : Z2 — Y*®
tal que vo f = pu?. Disto segue que w® o uy, = 0, ou seja, ¢ homotdpico a zero. Denotando X*[1] = W,

temos que existem A’ : Z! — Wi~ tais que:

w'pt = hdYy +dith, Vie Z
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Como, ' = id, parai > n = m + 1, entdo:

e Wy

Wm

0 0 zm+1
hm1 h™ pmt id
0 zm A
w™ wmtl
e W e W s W
w' =kt + dipthY, Vi > m o+ 1
0 0 zm+l
id
0 zm 20, gmtl

+1
% w%

Werl

am— 1

dm

Note que W™ = 0. De fato, suponha que W™ = 0, entdo w™ = 0, disso segue que w’ = 0 para

i < m. Neste caso, como w' = hi*ldl, +dy;'hi, Vi > m+ 1, segue que w* é homotépico a zero, o que

contradiz o fato de X* % Y* - Z* %% X*[1] ser um tridngulo de A.R.. Portanto segue que:

XmH — (X[I)™=W™#£0 =

XMt £,

Além disso, também temos que H™1(X*®) # 0. De fato, se tivermos H™(W*) = 0, entdo é possivel

construir A™ : Z™ — W™ ! tal que w™ = K™Y + d%flhm. Desta maneira teriamos que w® é

homotépico a zero, o que é uma contradi¢do. A construcio de h™ : Z™ — W™~ ! pode ser feita da

seguinte maneira. Considere (w™ — A" 1d%) : Z™ — W™, entdo:

g (w™ = B )

dijpw™ — di k" Yy

dpw™ —

dypw™

0

(merl _ hm+2drg+1>d7g

_ merl dTZn
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Seja p™~lam~! = dJ"! a fatoracfio candnica de djj; .

zm Zm+1
- - e
— e
- - m
_ - m—+1
-7 - Y pmtl h
- A
pm—1 Ker(d) wm pml
ﬂ_mfl pmfl d%

Ento existe ' : Z™ — Ker(df,) tal que p™~1h/ = (w™ — h™1d}). Como 7™~! é epimorfismo (pois
H™(W*) = 0) e Z™ é projetivo, temos que existe h™ : Z™ — W™ ! tal que 7™~ 'h™ = h’. Agora note

que:

hm+1d7Zn _‘_dnml/—lhm _ hm+1d%7' +pm—17rm—1hm
— hm—i—ld%l +pm—lh/
_ hm+1d7§b + (wm _ hm+1d7£)

= wm

Portanto se H™(W*) = 0, temos que w*® também é homotdpico a zero. Disto segue que

H™(X®) = H™(X*[1)) = H"(W*) #0 = H™M(X*) #0.

A seguir apresentamos o caso dual do teorema (2.2.5).

Teorema 2.2.6. Seja A uma k-dlgebra de dimensdo finita e X* € K1(inj A) indecomponivel, tal que
¢(X*®) > 1. Se existe um triangulo de Auslander-Reiten X* — Y* - Z°* - X*[1], entdo existe m € Z

tal que X™ # 0, X' =0, Vi >m, e H" 1(Z°®) #£ 0.
Demonstracdo. A demonstracao é dual a do teorema (2.2.5). O]
Como consequéncia imediata dos teoremas (2.2.5) e (2.2.6), temos o seguinte corolario.

Corolario 2.2.7. Seja A uma k-dlgebra de dimensdo finitae 6 : 0 — X — Y — Z — 0 uma sequéncia de
Auslander-Reiten em mod(A). Se ¢ induz um tridngulo de Auslander-Reiten A : X°® — Y* — Z°®* — X°*[1]

em D°(mod A), entdo temos que i.dim(X) = 1 e p.dim(Z) = 1.

Demonstracdo. Primeiramente lembremos que D?(mod A) = K~*(proj A) = K+?b(inj A). Como A é

um tridngulo de A.R. em D’(mod A), temos, pelo teorema (2.2.5), que existe m € Z tal que Z™ # 0
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e Z' =0, Vi < m. Além disso, H™+1(X*) # 0. Porém como o tridngulo é induzido por §, temos
que X* = X[0] e portanto H/(X®) = 0 para j # 0. Disto segue que m = —1, e como aqui estamos
considerando o tridngulo em K~ *(proj A), segue que p.dim(Z) = 1. Analogamente, pelo teorema
(2.2.6), temos que existe m € Z tal que X™ # 0 e X' = 0, Vi > m. Além disso, H™!(Z*) # 0. Como
o tridngulo é induzido por 6, temos que Z* = Z[0] e portanto H7(Z*®) = 0 para j # 0. Disto segue que
m = 1, e como aqui estamos considerando o tridngulo em K+ (inj A), segue que i.dim(X) = 1. Disto

segue o resultado desejado. O

Happel provou, em [19], que dado um triangulo de Auslander-Reiten

X tsy "7 " X[1]

tem-se que u e v sdo morfismos irredutiveis. Vejamos um exemplo de sequéncia Auslander-Reiten na

categoria de médulos que induz um triangulo de Auslander-Reiten na categoria derivada.

Exemplo 2.2.8. Considere A uma algebra hereditdria por partes, do tipo A5, dada pelo quiver:

: N

Figura 2.1: T'(mod(A))

observe a seguinte sequéncia de Auslander-Reiten em mod(A):

Note que i.dim(4) = 1 e p.dim(5) = 1, portanto temos o seguinte tridngulo de Auslander-Reiten em

Db(mod A) =2 KP(proj A):

(PL— Py — Py — P)[0] — (Py — Py — Py — P5)[0] —— (Py — P5)[0] —= (P, — P, — Py — Py)[1]
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Abaixo temos uma ilustracdo de mod(A) mergulhada em I'(D*(mod A)), em que podemos observar o

triangulo acima.

B & o (o)1) el (Pepepypy [o P4 )]

Cl ) (PePeRePOR) (P2 (s >
(P2-P3-Py)[-2]  (P1-P2-P3-P5)[-2 (P4 (P3 (P2-P3)[0] (P1-P2)[1] (P2-Ps- P4)[0] \(Pl -Ps- P;P)[O
P — SN N o
(Po-P3-P5)[-2]  (Pr- Pzps\\ (Ps \ 7&)& N \(/Pfg-PS)Q }-&{ 73-&)[0]
87 ¢avaV- Va
PO (PePePePOR] (PRSR] (B0

Figura 2.2: mod(A) C T(D?(mod A))



Capitulo 3

Morfismos irredutiveis em algebras hereditarias por

partes

Considere A uma algebra hereditaria por partes. Sabemos, pelo teorema (1.4.2), que dado um
morfismo f : X — Y em mod(A), existe um mergulho F' : mod(A) < D*(mod A) que leva o morfismo

f em um morfismo f em D’(mod A), o qual é dado por:

o

Em geral, dado um morfismo irredutivel f € mod(A) ndo temos, necessariamente, que f é irredutivel

em D’(mod A). Por exemplo, considerando A como sendo a 4lgebra dada pelo seguinte quiver:

Figura 3.1: I'(mod A)

A préxima figura ilustra os objetos de mod(A) mergulhados em D°(mod A) = K°(proj A).

41
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(Plr)[(”] (P1-P2-Ps-Py-P5)[-3] (P5)[-2) (P[] (Par)[f)] (P2)[1] (P2 (P1-P2-Py-Ps)[-1] (Ps)[0]
(Po-P3-Py-P5)[-3]  (P1-Py-P3-Ps)|-2] (Pa-P5)[-2] (Ps-Py)[-1] (P2-P3)[0] (Pr-P2)[1] (Po-P3-Py-P5)[-1] | (P1-Pa-Ps-P1)[0] | (P4-P5)[0]
(Pa-P3-Py)[-2] (Py-Pa-P3)[-1] (P3-P4-Ps5)[-2] (Po-P3-Py)[-1] (Plr‘P;Par)[O] (P3-Py-P5)[-1] (P2-P3-Py)[0] (P1-P2-P3)[1] (P3-P4-Ps5)[0]
(Po-P3)[-1] (Pr-P2)[0] (Po-P3-Py-P5)[-2]  (P1-Po-P3-Py)[-1] (P4-P5)[-1] (Ps-P4)[0] (Po-P3)[1] (P1-P2)[2] (Pa-P3-Py4-P5)[0]
(P2)[0] (P[] (Pr-Py-P3-Py-P5)[-2] (P5)[1] (P;)[U] (P[] (P2)[2] P)B (Per'P;PrPS)[O]

Figura 3.2: mod(A) C T(D?(mod A))

Podemos observar que no mergulho mod(A) < D’(mod(A)) temos apenas dois morfismos irre-

dutiveis f,g € mod(A) que foram levados em morfismos irredutiveis f,g € D°(mod(A)).

Neste capitulo vamos apresentar uma condicao suficiente para a existéncia de morfismos que pos-
suem essa propriedade, isto €, morfismos irredutiveis na categoria derivada advindos de morfismos
irredutiveis da categoria de mdédulos. Sabemos, pelo teorema (1.5.8), que se A é uma algebra here-
ditaria por partes, entdo ela é uma algebra inclinada iterada, portanto existe uma sequéncia finita de
processos de inclinacdo, partindo de uma algebra hereditaria kA até A. Iremos realizar um estudo
a respeito do que ocorre com os morfismos irredutiveis em cada um desses processos, veremos que
os morfismos de D’(mod(A)), que possuem a propriedade desejada, estdo diretamente ligados aos

morfismos de mod(kA).

3.1 Morfismos irredutiveis em .7 (7)) e (T

Seja A uma k-algebra de dimensao finita, 7' um A-mdédulo inclinante e B = End(7"). Sabemos,
pelo Teorema de Brenner-Butler, que os funtores Hom 4 (7, _) e Ext! (7, _) induzem, respectivamente,
as equivaléncias .7 (T) = Y(T) e %#(T) = X(T). Porém note que esses funtores ndo fornecem uma
equivaléncia entre as categorias mod(A) e mod(B). Como consequéncia disso, esses funtores nao
preservam, necessariamente, a irredutibilidade dos morfismos de mod(A) para mod(B). Podemos
encontrar em [4], pagina 212, um exemplo em que temos um morfismo irredutivel f : X — Y em

7 (T) tal que Homy(T', f) ndo é irredutivel em V(7).

O proximo teorema nos apresenta uma condi¢do suficiente para que esses funtores preservem
a irredutibilidades dos morfismos entre essas duas categorias de mdédulos. Porém, para enunciar o

teorema precisamos da definicdo se seguir.

Definicdo 3.1.1. Sejam A uma k-algebra de dimensao finita e ¥ uma subcategoria plena de mod(A).

Entdo dizemos que % é fechada para predecessores se para todo X € mod(A) indecomponivel tal que
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Hom4(X,Y) # 0, para algum Y € ¥, tem-se que X € ¥. Analogamente, dizemos que % ¢é fechada
para sucessores se para todo X € mod(A) indecomponivel tal que Hom4 (Y, X) # 0, para algum

Y € ¥, tem-se que X € ¥.

Teorema 3.1.2. Sejam A uma k-dlgebra de dimensdo finita, T' um A-mddulo inclinante e B = End(T).
Se T ¢ tal que Y(T) é fechado para predecessores e X (T) é fechado para sucessores, entdo valem os

seguintes resultados.

(@ Se X, Y €¢ T(T)e f: X — Y é um morfismo irredutivel em mod(A), entdo Homy (T, f) é

irredutivel em mod(B).

(b) Se X,Y € Z(T)e f: X — Y éum morfismo irredutivel em mod(A), entdo Ext!, (T, f) é irredutivel
em mod(B).

Demonstragdo. (a) O funtor Hom4 (7, ) induz uma equivaléncia entre .7 (7') e Y(T'). Como f é
irredutivel, entdo f ndo cinde, portanto Hom4(7', f) também ndo cinde. Denotemos ¢ = Hom (7, f),
mostremos que ¢ ¢é irredutivel em mod(B). De fato, suponha que ¢ = hg, onde g : Homu (T, X) — Z
eh:Z — Homy(T,Y). Como ¢ # 0, entdo h # 0 e portanto Z € Y(T'), pois Y(T') é fechado para
predecessor. Neste caso existe M € mod(A) tal que Z = Homy (T, M). Além disso, g = Hom (7, ¢')
e h = Homu(T,h') para algum ¢’ : X — M e h' : M — Y. Disto segue que f = h'¢/, e como
f é irredutivel, temos que h’ é epimorfismo que cinde ou ¢’ é monomorfismo que cinde. Portanto
h é epimorfismo que cinde ou g é monomorfismo que cinde, ou seja, temos que ¢ € irredutivel em
mod(B).

(b) O funtor ExtY (7, _) induz uma equivaléncia entre .#(T') e X(T). Como f é irredutivel, entfio
f néo cinde, portanto Ext} (7, f) também néo cinde. Denotemos ¢ = Ext! (T, f), mostremos que
¢ é irredutivel em mod(B). De fato, suponha que ¢ = hg, onde g : ExtY(T,X) - Zeh: 7 —
Ext) (T,Y). Como ¢ # 0, entéio g # 0 e portanto Z € X(T), pois X (T é fechado para sucessor. Neste
caso existe M € mod(A) tal que Z = Ext! (T, M). Além disso, g = Ext'(T,¢') e h = Ext! (T, ') para
algum g : X - M eh': M — Y. Disto segue que f = h'g’, e como f é irredutivel, temos que h' é
epimorfismo que cinde ou ¢’ € monomorfismo que cinde. Portanto h é epimorfismo que cinde ou g é

monomorfismo que cinde, ou seja, temos que ¢ € irredutivel em mod(B). O

Corolario 3.1.3. Seja A uma k-dlgebra de dimensdo finita e T um A-mddulo inclinante cindido. Entdo os
funtores Homa (T, ) e ExtY (T, _) preservam a irredutibilidade dos morfismos de mod(A) na categoria

mod(End 7).

Demonstragdo. Seja B = End(T'), como T ¢ cindido, segue que o par de torcdo (X (7"), V(7)) cinde

em mod(B). Mostremos que X (7) é fechado para sucessor e ))(7T') é fechado para predecessor. Note
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que, da definicdo de par de tor¢do, temos que Homp(M, N) = 0, para todo M € X(T) e para todo
N e Y(T). Sejam X € X(T'), Y € Y(T') e Z € mod(B) indecomponivel, entdo temos:

Homp(X,Z) #0 = Z¢Y(T) = ZecX(T)

Homp(Z,Y) 40 = Z¢X(T) = ZeY(T)

Disto segue que X (7') é fechado para sucessor e J(T') é fechado para predecessor. Portanto, pelo

teorema (3.1.2), segue o resultado desejado. O

Note que, se A é uma algebra inclinada iterada do tipo A, entéo pela defini¢do (1.5.7), existe uma
sequéncia finita de triplas (A;, 7;, End(7;) = Ait+1)o<i<m—1, onde Ag = kA, A,, = A e cada T; é um
A;-mdédulo inclinante cindido. Portanto, em cada processo, tem-se que os funtores Homy, (73, ) e

Ext}éli (T;,_) levam morfismos irredutiveis de mod(A;) em morfismos irredutiveis de mod(A;41).

3.2 Morfismos irredutiveis na categoria derivada

Considere f € mod(A), onde A é hereditéria por partes do tipo A. Sabemos que se f € irredutivel,
ndo temos, necessariamente, que f é um morfismo irredutivel em D’(mod A). Porém a prdéxima

proposicdo nos garante que a reciproca ¢ verdadeira.

Proposicédo 3.2.1. Seja f : X — Y um morfismo ndo nulo em mod(A). Se o morfismo f € irredutivel

em D*(mod A), entdo temos que f € irredutivel em mod(A).

Demonstragdo. Suponha que existam morfismos g : X — Z e h: Z — Y tais que f = hg. Mostremos
que g é monomorfismo que cinde ou h é epimorfismo que cinde. De fato, vamos denotar por F :
mod(A) < D’(mod A) o funtor que leva f em f, entdo f = F(f) = F(hg) = F(h)F(g). Por hipétese,
temos que f ¢ irredutivel em D’(mod A), portanto segue que F(g) é monomorfismo que cinde ou
F(h) é epimorfismo que cinde. Se F(g) for monomorfismo que cinde, entdo teremos que existe ¢ :
F(Z) — F(X), em D’(mod A), tal que ¢ o F(g) = idp(x). Porém, pelo teorema (1.4.2), F' ¢é fiel e

pleno, portanto segue que existe ¢’ : Z — X em mod(A) tal que ¢ = F(g’). Neste caso, temos:

idp(xy=¢oF(9) =F(g')oF(g) =F(g'0og) = g og=idx

e portanto segue que g ¢ monomorfismo que cinde. O resultado é andlogo no caso em que supormos
que F'(h) é epimorfismo que cinde. Disto, podemos concluir que f é um morfismo irredutivel em

mod(A). O
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Em geral a reciproca da proposicao (3.2.1) nédo é verdadeira, porém ela vale no caso em que A é

uma algebra hereditaria.

Proposicao 3.2.2. Seja A uma k-dlgebra hereditdria de dimensdo finita. Neste caso, temos que o mergu-
lho F : mod(A) — D’(mod A) leva todo morfismo irredutivel f € mod(A) em um morfismo irredutivel

f em DP(mod A).

Demonstragdo. Dada uma sequéncia de Auslander-Reiten 0 — X - Y - Z — 0 em mod(A),
temos por Happel, em [20], que X = Y % Z - X[1] é um tridngulo de Auslander-Reiten em
Db(mod A) se, e somente se, i.dim(X) < 1 e p.dim(Z) < 1. Como A é uma 4lgebra hereditdria, temos

gl.dim(A) < 1 e portanto segue o resultado desejado. O

O préximo teorema relaciona o resultado do corolério (3.1.3) com a irredutibilidade dos morfismos
na categoria derivada de uma algebra inclinada. Ao longo do capitulo sempre iremos considerar
Hom(T,_) e Ext(T,_) como sendo funtores restritos, respectivamente, as subcategorias plenas

T (T) e #(T) de mod(A), em que T é um A-mddulo inclinante.

Teorema 3.2.3. Sejam A uma dlgebra hereditdria, T'um A-mddulo inclinante e B = End(7T'). Considere
g € mod(B) um morfismo da forma Hom4(T, f) ou ExtY (T, f). Neste caso, j € D’(mod B) € irredutivel

se, e somente se, f irredutivel em mod(A).

Demonstragdo. (<): Suponha que g = Homu(7), f), para algum f : X — Y irredutivel em mod(A).
Como A é hereditdria, entdo 7" é cindido e portanto segue, do corolério (3.1.3), que g é irredutivel
em mod(B). Mostremos agora que g é irredutivel em D°(mod B). De fato, como A é hereditdria,
sabemos que o mergulho mod(A) < D?(mod A) leva f em um morfismo irredutivel f € D°(mod A).
Além disso, como o funtor R Hom(7,_) : D’(mod A) — D’(mod B) é uma equivaléncia, temos que
R Hom(7', f) é um morfismo irredutivel em D’(mod B). Note que, pela proposicdo (1.5.10), sabemos

que R Hom(T, f) é da forma:

R Hom(T, X) e 0 0 Hom(T', X) 0 0
\LR Hom(T,f) l l \LHom(T,f)
RHom(T,Y) 0 0 Hom(7,Y) 0 0

Por outro lado, existe um mergulho fiel e pleno mod(B) < D’(mod B) em que g é levado em g. Note
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que g = Hom(7, f) : Hom(T, X) — Hom(7,Y"), portanto g é dado por:

Hom(T, X)* 0 0 Hom(T', X) 0 0
lg l lHom(T:f)
Hom(7,Y)*® 0 0 Hom(7,Y) 0 0

Como g coincide com o morfismo R Hom(T', f) em D?(mod B), segue que g é irredutivel. A prova para
o caso em que g = Ext! (T, f), para algum f € .7 (T, é feita de maneira andloga. Porém, neste caso,
o morfismo g coincidird com o morfismo irredutivel R Hom(7', f)[1] € D*(mod B).

(=): Seja g € D’(mod B) um morfismo irredutivel, tal que g = Hom (7, f) para algum f em
J(T) C mod(A). Suponha que f ndo ¢ irredutivel em mod(A), entdo pela proposicdo (3.2.1), temos
que f néo é irredutivel em D’(mod A) e segue que R Hom(7T', f) nio é um morfismo irredutivel em
D*(mod B). Porém isso contradiz a o fato de g € D°(mod B) ser irredutivel, pois R Hom(7, f) coincide

com g. Disto segue que f deve ser um morfismo irredutivel em mod(A). O]

A seguir apresentamos um exemplo de processo inclinacdo que ilustra o resultado do teorema

(3.2.3).

Exemplo 3.2.4. Considere A como sendo a algebra de caminhos dada pelo quiver:
1<—2<—3<—4<—5

Neste caso, o quiver de Auslander-Reiten de mod(A) é dado por:

R b R Y/ 5

3 4
N
;

1

Figura 3.3: I'(mod A)
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Considere T' como sendo o seguinte A-moddulo inclinante:

5

4 5 o
T:1@3@4@4@5
2 3

1

Portanto B = End 4(T") é a dlgebra dada pelo quiver

w
=~
ot

I D G R 5

Figura 3.4: I'(mod B)

Sabemos que 7" induz um par de tor¢do (.7 (7),.# (1)) em mod(A) e um par de torcdo (X' (1"), V(7))

em mod(B). A figura abaixo ilustra esses pares de torcao.

7(T) F(T)

(1

Figura 3.5: Processo de mod(A) para mod(B) induzido pelo A-mdédulo inclinante 7'.

Como mod(B) é uma dlgebra inclinada, podemos utilizar os resultados de Alvares, Fernandes e Gi-

raldo, apresentados em [1], para escrevermos o quiver de Auslander-Reiten da categoria derivada de
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mod(B).
"i/f)ﬁ (PePePOM] (BePOLL (PePE] S (Pl
(P2-P3}[-1] (Pl-Pz-Pfx)[-l} (Ps-P5)[-1] (Py)[ -Ps5)[0]
7N / NS / N
NS \ P ~
(P2 P4)[ 1] Pl P2 -P5)[-1] (P)[0] 7 (Pa-Py)[0] " (Pi-P2-P5)[0]
/ N . /// AN AN P / / o
/ \ // \\ /// /
(P2 Ps)[ 1] (Pl Pz)[o] (Po-P3)[0] " (Pr-Py-P1)[0] (Ps3-Ps5)[0]
P e kol SRR (BRI (PP
= E— (- )

Figura 3.6: mod(B) C T'(D’(mod B))

A figura acima ilustra os objetos de mod(B) em I'(D?(mod B)). Podemos observar que o morfismo
g:1— f ¢ irredutivel em Y(7') C mod(B), porém g : (P1)[0] — (F2)[0] ndo € irredutivel em

Db(mod B). Note que, apesar de g ser dado por

5
4

g =Homy(T, f), emque f:1— 3 pertencea .7 (T) C mod(A4),
2

1

temos que o morfismo f ndo é irredutivel em mod(A), portanto g ndo satisfaz as hipéteses do teorema
(3.2.3). Observe que os unicos morfismos irredutiveis de mod(B), que tiveram sua irredutibilidade
preservada na categoria derivada D’(mod B), sio exatamente os morfismos g tal que g = Hom 4 (T, f)

ou g = Ext!y(T, f), para algum f irredutivel em mod(A).

Observacdo 3.2.5. Note que o teorema (3.2.3) nos diz que todo morfismo g = Homu(7, f) € Y(T),
com f irredutivel em mod(A), fornece um morfismo irredutivel § € D’(mod B). Sabemos que dado
I um injetivo em mod(A), tem-se que I € 7 (T), pois Ext4 (T, I) = 0 para todo A-médulo 7. Disto
segue que todos os médulo injetivos de mod(A) estdo contidos em .7 (T'). Portanto os morfismos irre-
dutiveis, entre estes injetivos, induzem morfismo irredutiveis em D°(mod B). Foi provado por Alvares,
Fernandes e Giraldo, que tais injetivos de mod(A) formam uma seccdo no quiver de Auslander-Reiten

da categoria derivada D’(mod B). Em [1] é possivel encontrar mais detalhes sobre esse resultado.

Agora observe que o teorema (3.2.3) ndo é valido no caso em que A nao é uma algebra hereditaria.
Vejamos no préximo exemplo, o que ocorre com os morfismos irredutiveis de mod(B), do exemplo

(3.2.4), ao realizarmos um segundo processo de inclinacao.
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Exemplo 3.2.6. Sejam A e B = End4(7') as algebras dadas no Exemplo (3.2.4). Entdo sabemos que

o quiver de Auslander-Reiten de mod(B) é como abaixo.

Figura 3.7: I'(mod B)

Agora considere 7" como sendo o B-mddulo inclinante dado por

Figura 3.8: I'(mod C)

Sabemos que 7" induz um par de torcao (7 (T"),.#(T")) em mod(B) e um par de torcéo (X (7"), Y(T"))

em mod(C). A préxima figura ilustra esses pares de tor¢do, em suas respectivas categorias.
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LTSRN -
.3 /’3 \\
;l {E\j\,\,, i \\\\9 T') / / 2 \ \\ x(T")
3 / ’ \(;\//3 \ 5\\ \L-----m- R S HEe e N St 5

2 F1) \\ g

Figura 3.9: Processo de mod(B) para mod(C) induzido pelo B-mddulo inclinante 7".

Note que o par de tor¢do (X (7”),)(T")) cinde em I'(modC), portanto o B-mddulo inclinante 7"
é cindido. Entdo, pelo corolédrio (3.1.3), temos que os funtores Homp (7", ) : 7(T') — Y(T') e
Exth (T, ) : F(T') — X(T') preservam morfismos irredutiveis de mod(B) para mod(C). Porém
isso nfio garante que tais morfismos tenham sua irredutibilidade preservada em D’(mod C). A figura

abaixo ilustra mod(C') mergulhada em I'(D®(mod C)).

O ) (PR (PP Pl (el ) (P[] Pi2) f@ﬂﬂ@w (POl )
S ORI U ; )
\\\///\\ / \\ // \\ // \\ // \\ \\ /( N 4
(P2-P3-P4)[-2]  (P1-P2-P3-Ps)[-2] (P4)[-1] (Ps-Ps5)[-1] ;—Ps)[o] (P1-P)[1] (}-1’:3-1{0]\37-1’&1"5)[3]/
(P2-P3-P5)[-2]  (P1-P2-P3)[-1] (P3-P1)[-1] (Po-Ps-P5)[-1] (Pl-P2-P3)[d]\ (Ps-P4)[0] (P2-P3-Ps5)[0]

%-y";-&{ / 7%&){ (Pl-Pz-Pgi)[-u (mw\ (Ps-P5)[0]
) <mmﬂ//mm @%ﬂﬂm](ﬂ;§<\(% !

Figura 3.10: mod(C) € T'(D?(mod C))

5
5
Note que em mod(B), na figura (3.9), os morfismos ¢g; : 1 — f e g9 : g — 4 sdo morfismos
3
2

irredutiveis em .7 (1"). Portanto g; e g, sdo levados nos seguintes morfismos irredutiveis de mod(C'),

h1 = HomB(T',gl) 11— ? e h2 = HomB(T’,gg) : g — 3

Porém, temos que hy : (P1)[0] — (P)[0] e hs : (P3)[0] — (P1 — P> — P3)[0] ndo sdo irredutiveis em
Db(mod ).

Observacao 3.2.7. Apesar de, no exemplo acima, os morfismos g; e go ndo terem sua irredutibilidade
preservada de mod(B) para D°(mod C), existem varios outros morfismos de mod(B) que mantiveram

sua irredutibilidade apds serem levados para mod(C) e serem mergulhados na categoria derivada
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Db(mod C). Ao analisarmos esses outros morfismos de mod(B), podemos notar que todos sio da
forma Hom (T, f) ou Ext!,(T, f), para algum f irredutivel em mod(A). Observe que g; e g néo sdo

dessa forma. De fato, temos que

5
g1 = Homy(T, f), emque f:1— g pertence a .7 (1) C mod(A)
i
porém, podemos ver, na figura (3.5), que o morfismo f ndo é irredutivel em mod(A). Além disso,
também podemos observar que g2 ¢ Y(T') e g2 ¢ X(T'), portanto go ndo é da forma Hom4 (7, f) ou

Extl (T, f) para algum morfismo f em .7 (T) Vv .Z(T).

Proposicao 3.2.8. Sejam A uma k-dlgebra de dimensdo finita, T' um A-mddulo inclinante e B =
End(T). Considere g € mod(B) um morfismo da forma Homa(T, f) ou Ext (T, f). Neste caso,

g € D’(mod B) € irredutivel se, e somente se, f € irredutivel em D°(mod A).

Demonstragdo. Seja g = Homu (T, f), para algum f : X — Y em .7 (7) C mod(A). Neste caso, pela
proposi¢do (1.5.10), sabemos que o morfismo g € D?(mod B) coincide com o morfismo R Hom(7), f),
em que f € D’(mod A). Como RHom(7,_) : D’(mod A) — D’(mod B) é uma equivaléncia, temos

que g é irredutivel em D°(mod B) se, e somente se, f é irredutivel em D?(mod A). O

Note que a proposicdo acima, juntamente com o teorema (3.2.3), justificam o fato relatado na

observacao (3.2.7). Antes de enunciarmos o préximo teorema, precisamos da seguinte definicao.

Definicao 3.2.9. Seja A uma dlgebra inclinada iterada do tipo A, isto é, existe uma sequéncia finita de
triplas (A;, T3, Aiv1 = End(7}))o<i<n—1 tal que Ag = kA e A, = A, em que cada 7; € um A;-médulo
inclinante cindido. Dizemos que um morfismo ndo nulo ¢ € mod(A) é induzido por um morfismo

f € mod(kA), se existe uma sequéncia de funtores (F;)o<i<n—1 tal que:
Fn—10Fn—20...0F(f) =¢ € mod(A)
em que
Fi =Homu,(T;, ) : Z(T3) = V(T;) ou F;=Exth (T;,_): F(Ti) = X(T))

paracada 0 <i<n —1.

Considere A uma éalgebra inclinada iterada do tipo A tal que A = Endg(71), B = Ends(Tp) e

A = kEA. Entdo, pela definicdo acima, temos que um morfismo nao nulo ¢ € mod(A) é induzido por
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um morfismo f € mod(kA) se, e somente se, ¢ ¢ de uma das seguintes formas:

(i) se ¢ € Y(T1), temos:

Y = HOHIB (T17 HOIDA(T(), f)) ou p= HOHlB (Tla Ethl4(TUa f))

(i) se ¢ € X(T1), temos:

¢ = Exth(T1,Hom,(Ty, f)) ou ¢ = Exth(Ty, Exty (T, f))

em que f pertence a .7 (1p) ou .# (1p), respectivamente.

Teorema 3.2.10. Seja A uma dlgebra inclinada iterada do tipo A. Se existe um morfismo ¢ € mod(A)

que é indugido por algum morfismo irredutivel f € mod(kA), entdo @ é irredutivel em D°(mod A).

Demonstragdo. Se A é uma algebra inclinada iterada do tipo A, entéo existe uma sequéncia finita de
triplas (A;, T;, Aiv1 = End(7}))o<i<n—1 tal que Ag = kA e A, = A, onde cada 7; é um A;-mddulo
inclinante cindido. Sejam f um morfismo irredutivel em mod(A4y) e Ty um Ap-mddulo inclinante. Se
f e 7(Ty) ou f € F(1p), entdo pelo teorema (3.2.3) temos que Fy(f) € mod(A4;) é um morfismo
irredutivel tal que Fo(f) é irredutivel na categoria D°(mod A).

Agora seja T; um A;-mddulo inclinante cindido e suponha que Fy(f) € 7 (11) ou Fo(f) € F(T1).
Como Fy(f) é irredutivel em D°(mod A1), temos pela proposicdo (3.2.8) que F; o Fo(f) € mod(As)
¢ um morfismo irredutivel em mod(A,) tal que Fi o Fo(f) é irredutivel em D°(mod Ay). Portanto,

seguindo esse processo repetidas vezes, usando a proposicao (3.2.8), tem-se que F,, 10 F,, 20...0

Fo(f) é um morfismo em mod(A) tal que F,, 1 o Fy,_0...0 Fo(f) é irredutivel em D’(mod A). [

No préoximo exemplo vamos utilizar o teorema (3.2.10) para encontrar morfismos irredutiveis na

categoria derivada de uma algebra hereditaria por partes, de radical quadrado zero, do tipo As.

Exemplo 3.2.11. Aqui vamos considerar A, B e C as algebras envolvidas nos processos de inclinacao
dos exemplos (3.2.4) e (3.2.6). Abaixo apresentaremos o quiver de Auslander-Reiten das categorias
de mddulos dessas dlgebras, assim como os pares de torcao envolvidos em cada processo. Lembre-
mos que tais processos foram induzidos pelo A-mdédulo inclinante T' e pelo B-mdédulo inclinante 77,

respectivamente, da seguinte maneira:

5
4 5

T:1@3@4@4@5
2 3
1
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Figura 3.12: Processo de mod(B) para mod(C') induzido pelo B-médulo inclinante 7”.

Agora vamos considerar um moédulo inclinante cindido em mod(C') dado por:

"o 2 3 b
T"=10]®,0405
3

Seja A = End(T"), entdo temos que A € a dlgebra dada pelo quiver

Sabemos que 7" induz um par de tor¢do (7 (17"), #(T")) em mod(C) e também induz um par de

torcdo (X (7"),Y(T")) em mod(A). A proxima figura apresenta esses pares de torcao.
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Figura 3.13: Processo de mod(C) para mod(A) induzido pelo C-mddulo inclinante 7".

Abaixo ilustramos a categoria mod(A) mergulhada em I'(D?(mod A)).

(PO0)  (PrPorPy-PeP) ) (12 P (o) 2] (PO (PePsPeP] (Pl
(Pa-P3-Py-P5)[-3] (P1-Pp-P3-Pa)[-2]  (Pa-P5)[-2] (P3-Pa)[-1] (Po-P3)[0] (Pi-P2)[1]  (Pa-Ps-Py-Ps)[-1]| (P1-Pa-P3-Py)[0] | (Pa-Ps5)[0]

. NN NN NISEY N

(P2-P3-Py)[-2] (P1-P2-P3)[-1] (PTPTPQ (PTPg—PQ {7 -Ps)[0] ) (Pgﬂ—PQ 7&—@ (PL'PTPQ ?"H@
(P2-Ps)[-1] }%{0]\ (Pz-P:x-fﬁﬁ] (Pl-/PrPx-Pn)[-l] (Pa-Ps)[-1] (P3-P4)[0] (P2-P3)[1] (P1-P2)[2] (Pz-P:x/-P4<>[0]
/ool (PO (Pi-Pe-Py-Pa-P3)l2] (P3)[] ‘:'(P4)[0]k‘y (P3)[1] (P2)[2] (POB] ((Pi-Pa-Ps-Pa-Ps)[0] )

Figura 3.14: mod(A) C T(D?(mod A))

Analisando T'(mod A) e I'(D?(mod A)), é possivel observar que os unicos morfismos irredutiveis de

mod(A) que se preservam irredutiveis em D?(mod A) séo:

5

2
p1:] —2 e w24 =

Mostremos que tais morfismos sdo induzidos por morfismos irredutiveis f, g € mod(A), ou seja, que

existem sequéncias (F;)o<i<2 € (F'i)o<i<2 tais que:

01 = Fo o0 F10Fo(f) e o =F'90F'10Fo(g)

De fato,
> 5
4 Hom 4 (T, Homp (17, Home (T,
5 ;1 omy (T,__) (i _}2) omp (1", ) (2 _>2> ome (T, ) (2 ®1 2)
2 Fo F1 1 Fo 1
2 ——— ——— ————
1 mod(B) mod(C) mod(A)
| —

mod(A)
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mod(A) mod(B) mod(C) mod(A)

Podemos notar que f e g sdo os tnicos morfismos irredutiveis em mod(A) para os quais existem
sequéncias do tipo (F;)o<;<2 levando morfismos de mod(A) para mod(A). E fécil ver que para qualquer
outro morfismo irredutivel A € mod(A), existe algum indice 0 < j < 2 em que a composicao da

sequéncia dos funtores (F;)o<i<2 ndo esta definida.



Capitulo 4

Categoria derivada de algebras hereditarias por par-

tes do tipo Dynkin

Seja A um quiver do tipo Dynkin, entdo é de conhecimento geral que a algebra de caminhos kA
é hereditdria de dimensfo finita. Neste caso, temos por [20], que sua categoria derivada D°(mod kA)
pode ser escrita como \/,,., mod(kA)[n]. Porém a categoria derivada de mod(A), em que A é uma
algebra hereditdria por partes, ndo possui necessariamente essa mesma propriedade. Neste caso exis-
tem objetos em D’(mod A) que n#o sdo shifts de médulos de mod(A), e por este motivo a construgio
desse tipo de categoria derivada é mais complexa.

O objetivo deste trabalho consiste em desenvolver um método intrinseco para a construcao de
['(D’(mod A)), em que A é uma dlgebra hereditéria por partes do tipo Dynkin. Apresentaremos um
método para a construcio de sec¢des X de I'(D’(mod A)), em que X é formada apenas por shifts de
objetos indecomponiveis de mod(A). Por exemplo, considere A uma algebra hereditdria por partes,

de radical quadrado zero, do tipo A5 tal que I'(mod A) é como abaixo.

Figura 4.1: I'(mod A)

Através de nosso método, é possivel afirmar que o conjunto abaixo forma uma sec¢do no quiver de

Auslander-Reiten de D?(mod A).
{1[0], 2[—1], 3[-2], 4[-3], 5[ 4]}

Essa afirmac@o pode ser feita apenas analisando os médulos do quiver de Auslander-Reiten de mod(A).

Neste capitulo apresentaremos o método para os casos A, e I,,. O método para os casos Eg, E7

e Eg é muito parecido, porém para demonstra-los foram utilizados alguns recursos computacionais e

56
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por este motivo estes casos nao serdo desenvolvidos neste texto.

4.1 A categoria mesh k(ZA)

Recordemos que dados dois quivers finitos ) e @)/, um morfismo de quivers f : Q' — @ consiste
de um par de aplicagdes fy : Qf — Qo e fi1 : Q) — Q1 tais que se o € @}, com s() = z e t(a) = v,
entdo temos que fi(a) € Q1, s(fi(a)) = fo(z) e t(fi(a)) = fo(y). Dizemos que f é um isomorfismo

de quivers se fj e fi forem aplicacOes bijetoras.

Definicao 4.1.1. Seja (Q um quiver finito, definimos o quiver de translacdo Z() como sendo um quiver

infinito tal que:
* O conjunto de vértices (ZQ)o é dado por Z x Q.

* Para cada flecha « : i — j em (@ e para cada n € Z, temos as seguintes flechas:

(n,a) : (n,i) — (n,j) e on,a): (n—1,7) = (n,i)

O quiver Z() é munido de uma aplicacao

U:(ZQ)l — (ZQ)l
(n,a) — o(n,a)

on,a) — (n—1,a)

e de um automorfismo 7, dado por:

T:(ZQ)r — (ZQn

(nya) — (n—1,q)

T:(ZQ)Q — (ZQ)O

n,1 n—1,1¢
8 = ) on,a) — on—1,a)

Exemplo 4.1.2. Para Q : 1 —>2 -2~ 3 temos que o quiver ZQ é dado por:

(—1,3) (0,3) (1,3) (2,3)
(—1 2)/1a2 \o 2)42 \{12 2)/12) V{: 2)/2;
P %1 N X A

(—-1,1) (1,1) (2,1)
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Definicao 4.1.3. Seja I" um quiver, definimos a categoria de caminhos & (I") como sendo uma categoria

k-linear em que:
* Os objetos sdo os vértices de T.
* Hom(i, j) é um k-espaco vetorial, cuja base é formada por todos os caminhos de i para j.
* A composicdo de morfismos é induzida pela concatenacido dos caminhos.

Lembremos que um ideal 7, em uma categoria k-linear ¢, consiste de para cada Hom(x,y) um
subespaco I(z,y) tal que paratodo f: 2’ > x, h:y —y' eg € I(z,y), tem-se que hogo f € I(z/,y).

A categoria quociente ¢/ possui os mesmos objetos de ¢ e

Homg /7 (x,y) := Homg (z,y)/1(z,y)

Definicao 4.1.4. O ideal mesh(ZQ) é o ideal de k(ZQ), gerado pelas relacoes:
Ty = Z ao(a) € Homyzq)(7(v),v)
{o; t(a)=v}

em que v percorre os vértices de Z(@). Definimos a categoria mesh k(ZQ) de Z(Q como sendo a categoria

k(ZQ)/mesh(ZQ).

Teorema 4.1.5. Seja A = kA uma k-dlgebra hereditdria de dimensdo finita. Se A é um quiver do tipo

Dynkin, entdo:

e T(D’(mod kA)) = ZA.

* O isomorfismo acima se estende a uma equivaléncia de categorias indD®(mod kA) = k(ZA).
Demonstragdo. Ver [20], paginas 54 e 55. O

Note que, se A é um quiver Dynkin e A é uma 4algebra hereditaria por partes do tipo A, entdo
temos D’(mod A) = D’(mod kA) e segue que:

I(D’(mod A)) = T'(D¥(mod kA)) = ZA

Portanto podemos relacionar os objetos indecomponiveis de D?(mod A) com os vértices do quiver ZA,

essa relacdo ird nos auxiliar nos resultados apresentados ao longo deste capitulo.

Antes de iniciarmos nossos estudos, recordemos da definicao de seccdo, a qual também sera utili-

zada nos proximos resultados.
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Definicdo 4.1.6. Seja (I',7) um quiver de translacdo conexo. Um subquiver pleno ¥ de I' é uma

seccao de I se as seguintes condi¢Oes forem satisfeitas:

(S1) X é aciclico.

(82) Para cada z € T'y, existe um unico n € Z tal que 7"z € X.

(83) Sexy — x1 — --- — xy € um caminho em I', com xg, z; € X, entdo z; € ¥y paratodo 0 < i < ¢.

Um caminho z; — x9 — ... — x; em um quiver de translacdo é dito seccional se 7x; % x;_», para
todo 3 < i <t.
4.2 Algebras hereditarias por partes do tipo A,

Nesta secdo iremos estudar as algebras A que sdo hereditarias por partes do tipo A,,. Por definicéo,
temos que existe uma equivaléncia triangulada entre D?(mod A) e D°(mod kA), em que A é um quiver
do tipo A,,. Portanto o quiver de Auslander-Reiten de D?(mod A) pode ser identificado com o quiver

Z.A,,, para algum n > 1. De acordo com [20], pagina 183, o quiver ZA,, é da seguinte forma:

* O vértices sdo pares (n,i), onden € Z e i € Ay.

e Para cada o € Ay, com « : i — j, existem duas flechas em (ZA);
(ni) = (n,5) e (n,§) = (n+1,0)

Assim, podemos visualizar o quiver de Auslander-Reiten I'(D’(mod A)) como na figura a seguir.

Figura 4.2: Parametrizacio de I'(D?(mod A)).
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O quiver acima segue a parametrizacdo dada de acordo com [20], pag. 183, em que cada par (i, j)

¢ associado com até duas flechas:

1,7) = (1,7 + 1), ara 1 <j<n-—1
(i,9) = (i,] p j

(7'7.7)_>(2+1?]_1)7 para 2<j<n

Dado X* € D’(mod A) indecomponivel, podemos identificar X*® como sendo um vértice de coor-
denadas (i,7) em ZA,, = I'(D*(mod A)). O lema a seguir nos permite descrever com precisiio as co-
ordenadas do shift de X* em I'(D’(mod A)), assim como as coordenadas de todo Y* € indD’(mod A)

tal que Hompp(5) (X, Y*) # 0 ou Hompe ) (Y®, X*) # 0.

Lema 4.2.1. Seja A uma dlgebra hereditdria por partes do tipo A,, entdo para cada objeto indecom-
ponivel X* € D’(mod A) existe um vértice (i,5) € I'(D’(mod A)) associado a este objeto. Neste caso,

denotando fxes = Homps(a)(X®, _) € gxe = Hompspy(_, X*), as seguintes afirmagdes sdo vdlidas.
(D) o vértice associado a X*[1] é dado por (i,75)[1] = (i + j,n+ 1 — j).
(i) o vértice associado a X*[—1] é dado por (i,j)[—-1]=(i+j—n—1,n+1—j).

(iii) Supp(fxe) € associado ao conjunto:

{Y = (a,b) e T(P°(modA)); i<a<i+j—1,i+j<a+b<n+i}

(iv) Supp(gxe) € associado ao conjunto:

{Y = (a,b) e T(DP°(modA)); i+j—n<a<i, i+1<a+b<i+j}

em que Supp(fxe) e Supp(gxe) representam, respectivamente, o conjunto suporte de fxe € gxe.
Demonstragdo. Ver [20], pagina 184. O

Observacao 4.2.2. Com o objetivo de facilitar a leitura do texto, por vezes iremos apenas escrever
X* = (i,7) para nos referirmos que o complexo X* estd associado ao vértice (i, j). Faremos uso desse

abuso de linguagem para que o texto fique mais fluido para o leitor.

Defini¢do 4.2.3. Seja A uma algebra hereditdria por partes do tipo Dynkin. Dado X* € D’(mod A)
indecomponivel, definimos L x« e Rx+ como sendo conjuntos, formados por objetos indecomponiveis

de D*(mod A), que satisfazem as seguintes propriedades:
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(1) Y* € LXO e Home(A)(Y°,X') 75 0 e Home(A)(X°[—1],Y°) = 0.

(ii) Y* € Rxe <— HOHlDb(A)(X.,Y.) 75 0 e Home(A)(Y',X'[l]) =0.

Seja X* € D’(mod A) um objeto indecomponivel, tal que X* é representado pelo vértice (i, j) €
I'(D*(mod A)), segundo a parametrizacio dada pela figura (4.2). Neste caso, os elementos dos con-
juntos Lx. e Rx+ também estdo associados aos vértices de I'(D?(mod A)). Utilizando a caracterizacfio
dos conjuntos Supp(fxe) e Supp(gxe), do lema (4.2.1), podemos associar os conjuntos Lxs € Rxe

aos vértices de I'(D’(mod A)) da seguinte maneira.
Lxe+ = Supp(gxs) NKer(fye—1)) = Supp(gxe+)\ (Supp(fxej—1j) N Supp(gx-))

Rxe = Supp(fxe) NKer(gxenj) = Supp(fxe)\ (Supp(fxe) N Supp(gxep))
O préximo resultado apresenta uma caracterizacio explicita desses conjuntos em I'(D’(mod A)).

Proposicao 4.2.4. Seja X*® = (i, j), entdo os conjuntos Lxe e Rxe sdo dados por:
Lxe ={Y =(i,0); 1<b<j}U{Y =(a,b);a+b=i+j, 1+j<b<n}

Rxe ={Y = (i,b); j <b<n}U{Y = (a,b); a+b=i+j, 1<b<j—1}

Demonstracdo. Mostremos quem sao os elementos de L y.. Usando os itens (ii) e (iii) do Lema (4.2.1),
temos:

Supp(fxe-1) ={Y =(a,b); i+j-—n—-1<a<i-1, i<a+b<i+j—1}

portanto,
Supp(fxe-1]) NSupp(gxes) ={Y = (a,b); i+j—n<a<i-1, i+1<a+b<i+j—1}
Agora considere Y = (a,b) € Lx.. Para a = i, temos:

i+1< al—i-bgi—i—j = 1<b<j

=1

Paraa #i,temosa+b=1i+ j,ondei+j—n<a<i—1. Comoa =1+ j— b, segue que:
itj-n<(i+j-b<i-1 = -n<-b<—j—-1 = 14+j<b<n

Disto segue o resultado desejado. A demonstracdo de Rx. é andloga. O
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Exemplo 4.2.5. A figura abaixo ilustra os conjuntos Lxe e Rxe.

Figura 4.3: Lys = {o} U{X} e Rxs = {0} U{X}

As partes hachuradas correspondem respectivamente ao Supp(fxe[—1)) € Supp(gxe()-

Lema 4.2.6. Seja A uma dlgebra hereditdria por partes do tipo A,. Dado X* € T'(D’(mod A)), temos

que os subquivers plenos de T'(D°(mod A)) induzidos por Lxe e Ry sdo seccdes em I'(D?(mod A)).

Demonstragdo. O resultado segue diretamente da caracterizacdo dada aos conjuntos Lxe € Rxe pela

proposicao anterior. O

Observacao 4.2.7. Sejam X e Y A-mddulos indecomponiveis tal A é uma dlgebra hereditaria por par-
tes do tipo A, em que A é um quiver Dynkin. Sabemos que existe uma equivaléncia F : D’(mod A) —

Db(mod kA), logo, existem X', Y’ € mod(kA) indecomponiveis e r, s > 0 tais que:
F(X)=X'[r] e F()=Y'[s]

Entdo temos que:
Ext) (X,Y) = Homps (X, Y]i])
o Home(kA)(F(X)a F(Y)[i])
Hompp 1a) (X'[r], Y'[s +1])

[0

Como indD’(mod A) = indD’(mod kA) = k(ZA), entdo podemos interpretar um elemento do con-
junto Ext} (X,Y) # 0 como sendo um caminho de irredutiveis em ZA, cuja composicfio é nio nula.
Para dizer isso, estamos usando o fato de que todo morfismo nfio nulo em D?(mod kA) é soma de
compostas de irredutiveis, pois, pelo teorema (4.1.5), o isomorfismo indD’(mod A) = k(ZA) esté di-
zendo que os morfismos entre indecomponiveis podem ser vistos como morfismos na categoria mesh.

Este conceito é o que K. Bongartz e P. Gabriel chamam de componente standard, em [13].

Definicdo 4.2.8. Seja A uma algebra hereditéria por partes do tipo Dynkin. Entdo para M € mod(A)

indecomponivel, definimos €2,(M) e Q¢(M) da seguinte maneira:

Q,(M) := {X[—i] € D’(mod A); Homy (M, X) = 0, Ext} (M, X) =0 e Exth (X, M) # 0, para algum i > 0}
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Q¢ (M) := {X[i] € D"(mod A); Hom (X, M) =0, Exty(X, M) = 0e Ext) (M, X) # 0,para algum i > 0}
em que X € mod(A) é indecomponivel.

O préximo lema relaciona, através dos conjuntos €2, e 2y, os complexos de Ly« e Rxe com 0s

objetos da categoria de mddulos.

Lema 4.2.9. Seja A uma dlgebra hereditdria por partes do tipo Dynkin. Entdo para todo M € mod(A)

indecomponivel, temos:
(Qp(M)U{M*}) C Ly e (Qp(M)U{M®}) C Ry

Demonstragdo. Aqui faremos a demonstracdo apenas para Ly., pois o caso Rxe € andlogo. Pela
proposi¢do (1.5.9), temos Ext} (M, M) = Hompy () (M*[—1], M*) = 0 e como Hompp ) (M*®, M*®) #

0, segue que M*® € Lj/,. Portanto basta mostrar que €,(M) C L., isto é, devemos mostrar que:
0, (M) C {N € D"(mod A); Hompyz) (N, M) # 0 e Homps s (M[~1], N) = 0}

De fato, seja N € Q,(M), entdo N = X [—i] para algum X € mod(A) ei > 0. Como N = X|[—i| €
Q,(M), temos:

0 # Ext} (X, M) = Hompp (X, M[i]) = Homppp (X [—i], M)
Portanto segue que Hompy () (N, M) # 0. Por outro lado temos,
Hompy ) (M [—1], X[—i]) = Hompyz) (M, X [—i + 1]) = Ext, " (M, X)
como ¢ > (, tem-se —i < 0 e portanto —z + 1 < 1. Logo,

0, se —i4+1<0

Hompy () (M[—-1], X[—i]) = { Homp (M, X), se —i+1=0

Extj(M,X), se —i+1=1
Como X[—i] € Q,(M), temos Homy (M, X) = 0 e Exty(M,X) = 0, logo Homps(n)(M[—1],N) =
Homppp) (M[—1], X[—i]) = 0. Disto segue o resultado desejado. O

O teorema a seguir nos fornece um método para construcéio de sec¢des em I'(D?(mod A)), a partir

de mod(A). Para isso, utilizaremos os conjuntos da definicdo (4.2.8), juntamente com o lema anterior.
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Teorema 4.2.10. Seja A uma dlgebra hereditdria por partes do tipo A,. Se existe M € mod(A) in-
decompontivel tal que |Q,(M)| = n — 1, entdo existe uma secgdo ¥ em I'(D(mod A)), cujos vértices

correspondem aos complexos do conjunto Q,(M) U {M*}. Além disso, M*® € o tinico pogo de X.

Demonstragdo. Pelo lema (4.2.6), sabemos que Ljse induz uma seccido ¥ em I'(D’(mod A)), entdo
temos |Lyse| = n. Além disso, pelo lema (4.2.9), sabemos que (2,(M) U {M®}) C Ljse, portanto se

| (M)| =n — 1, tem-se que ,(M) U {M*} = Ly.. Disto segue o resultado desejado. O

Note que o Teorema (4.2.10) nos fornece uma maneira de encontrar uma sec¢do na categoria
derivada apenas analisando as relagdes entre os objetos da categoria de médulos. Mais precisamente,
€ necessdrio apenas escolhermos um médulo indecomponivel M em mod(A) e calcularmos o conjunto
Q,(M). Caso |Q,(M)| < n — 1, basta escolhermos outro médulo em mod(A) tal que a cardinalidade
do conjunto 2, desse médulo seja igual a n — 1. O método também funciona utilizando o conjunto

1y, isto €, temos o seguinte resultado.

Teorema 4.2.11 (Dual). Seja A uma dlgebra hereditdria por partes do tipo A,,. Se existe M € mod(A)
indecomponivel tal que [2;(M)| = n — 1, entdo existe uma seccdo & em I'(D?(mod A)), cujos vértices

correspondem aos complexos do conjunto Q¢(M) U {M*®}. Além disso, M*® é a tinica fonte de X.

Exemplo 4.2.12. Considere A a dlgebra inclinada iterada do tipo A4 dada pelo quiver:

Figura 4.4: mod(A)
Tomemos M = 2 e analisemos quem sdo os elementos do conjunto §2,(M).
Q,(M) = {X[~i] € D°(mod A); Homp (M, X) = 0, Exti (M, X) =0 e Ext) (X, M) # 0}

Note que os seguintes mddulos indecomponiveis de mod(A), satisfazem as propriedades do conjunto

0, (M).
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2
¢ Para X = | » temos:

2

Homy (M, 1) =0, Exth (M, 7)=0 ¢ Bxt}(7.0) 40 = |

'] [0} € QP(M)

e Para X = 3, temos:

Homy (M,3) =0, Exth (M,3)=0 e Exty(3,M)#0 = 3[-1]¢cQ,(M)

e Para X = 4, temos:

Homy (M,4) =0, Ext) (M,4) =0 e Exti(4,M)#0 = 4[-2] € Q,(M)

Portanto segue que 2,(M) ¢ dado como abaixo.

Pelo teorema (4.2.10), sabemos que Q,(M) U {M} forma uma sec¢io em I'(D?(mod A)). Apenas nos

resta analisar como ¢ o quiver formado pelos elementos de €,(M) U {M}. De fato, note que:

Ext} (?,2) = Homa(7,2) = Homp (7, 2)

Extj (3,2) = Homps () (3[—1],2)

Ext} (4, 2) = Homgps () (4[—2],2)

Ext, (4,3) 2 Homps ) (4[~1], 3) = Homgpy (4 (4[-2], 3[-1])

Portanto, é facil ver que nosso quiver serd da forma:

4[-2] —=3[-1] —=2<— 2]0]

Agora reescrevendo o quiver acima em D°(mod A) = K°(proj A), temos:
(Pr = Py = Py — Py)[-2] — (P1 = P, = P3)[~1] — (P1 = P)[0] <— (P,)[0]

Agora que temos a seccdo 3 formada pelos elementos de 2,(A ) U{M }, apenas nos resta recuperar
por meio dessa seccao os demais objetos da categoria derivada. Para isso, iremos utilizar os resultados
de Alvares, Fernandes e Giraldo, apresentados em [1], através do qual podemos facilmente calcular

os cones dos morfismos irredutiveis presentes em nossa seccao X..
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(P1-P2-P3-Py)[-2]

N\

(P1-P»-P3)[-1]
(P1-P2)[0]
(P2)[0]
(Py— Py — Py — Py)[—2] (P = P2 = P3)[—1] — (P4)[-1]
—
Cfl
(P1-P» P3-Bl<f} /({j@[ 1]
(PyPg-P{[-l\]{
(P1-P2)[0]
(P2)[0]
(P~ Py — Py)[-1] 2> (P))[-1] @ (Pt — P2)[0] — (P; — Py)[-1]
———
Cf2
(P)[0] (P — P2)[0] — (P1)[1]
——
(P1-P»-Ps3-Py)[-2] (P4)[-1]\‘
(P1-Ps- PQ ? P[]
(P1-P2)[0]

7N

(P2)[0] (P[]
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(Py)[~1] (Ps — Py)[~1] — (P)[0]
——
Cf4
(P1 — P)[0] (Ps — Py)[=1]D(P1)[1] (P — P35 — Py)[—1]
Cf5
(P1-P P3P4\)[f} (134)[-1]\A /(133)[0]
(P1-P> P{[-l\]A ?H)[\H\
(P1-P2§}\A (Po-P3-Py)[-1]
(P2)[0] (P)[1]

Se continuarmos realizarmos esses calculos, obtemos I'(D’(mod A)) como abaixo.

(P1)[0] (P1-P2-Ps-Py)[-2] (Pa)[-1] (P3)[0] (P2)[1] (P)[2] (P1-P2-P3-P4)[0]
N\ SN N
(P>?33 Py[2]  (Pr-P2-P3)[-] (P3-P4)[-{]v >-P3)[0} (Pi-P2)[1] (P2 ﬁ
N N, /
(Pa-P3)[-1] >: P3)[0] (Pa-P3-Py)[-1] E‘Pz-PQv (Ps-P4)[0]
N\
(Pz)[O]/ \(}’1)[ 1] (P1-P2-Ps-Py)[-1] (P4)[0]

Figura 4.5: mod(A) C T(D’(mod A))
Os morfismos em destaque ilustram nossa seccdo e os objetos em destaque ilustram os objetos de
mod(A) em I'(D*(mod A)).

A seguir temos dois exemplos que ilustram de que maneira, utilizando o teorema (4.2.10), foram

obtidas as categorias derivadas das algebras B e C dos exemplos (3.2.4) e (3.2.6).

Exemplo 4.2.13. Considere A a dlgebra inclinada do tipo A5 dada pelo quiver:

neste caso, o quiver de Auslander-Reiten de mod(A) é como abaixo.
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lo-omomo- S — DA — 4o 5

Figura 4.6: I'(mod(A))

Como A é inclinada, sabemos que existe uma dlgebra hereditdria kA tal que A = End(T") para al-
gum kA-médulo inclinante T'. Neste caso, sabemos, por [1], que existe uma seccio em I'(D’(mod A))
formada pelos Ext-injetivos de )(T"). Vamos utilizar o teorema (4.2.10) para encontrar alguma outra

seccdo em I'(D’(mod A)).
Tomemos M = 2 e analisemos quem sdo os elementos do conjunto §2,(M).
Q,(M) = {X[~i] € D°(mod A); Homp (M, X) = 0, Exti (M, X) =0 e Ext) (X, M) # 0}

Note que os seguintes mdédulos indecomponiveis de mod(A), satisfazem as propriedades do conjunto

0, (M).

2
e Para X = |» temos:

HomA(M,f):o, Extk(M,f)zO e Ext%(f,M);éo = 2[0] € (M)

¢ Para X = 3, temos:
Homy(M,3) =0, BExtj(M,3)=0 e Exti(3,M)#0 = 3[-1]€Q,(M)

4
e Para X = 4, (emos:

HomA<M,§):0, Extk(M,;*)zo e ExtlA(g,M);éo = A1) € QM)
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5
e Para X = 4, temos:

3
):0, Ext,l\<M, ):0 e Ext

Portanto segue que ,(M) € dado como abaixo.

W = Ot
W = Ot

Homy <M,

S
VR
w o o
=
N————
S
o
\

W~
|
=
m
2
=
=

Pelo teorema (4.2.10), sabemos que €,(M) U {M} forma uma seccdo em I'(D’(mod A)). Apenas
nos resta analisar como € o quiver formado pelos elementos de Q,(M) U {M}. De fato, note que

Homp ( f , M) # 0, portanto em D°(mod A) temos:

210) — M10] (%)

5
Em mod(A) temos os morfismos 3 — g — 4, portanto em D?(mod A) temos:
3

—1] 1[-1] MI0] 210] (3 % *)

Sabemos que a unifio é feita dessa forma, pois esse quiver d4 origem a uma seccfio em I'(D?(mod A)),
portanto ele deve ter o formato de um quiver do tipo A;. Agora reescrevendo o quiver acima em

Db(mod A) = KP(proj A), temos:

> (Pl-PQ-Pg[—l]) — (Pl-PQ-P4[—1]) — (Pl-PQ-Pg,[—l]) — (Pl-PQ[OD — (PQ[O])
———
M{o]
Agora que temos a seccdo > formada pelos elementos de (2,(M ) U{M }, apenas nos resta recuperar
por meio dessa seccao os demais objetos da categoria derivada. Para isso, iremos utilizar os resultados

de Alvares, Fernandes e Giraldo, apresentados em [1], através do qual podemos facilmente calcular

os cones dos morfismos irredutiveis presentes em nossa seccdo X. Apos realizarmos esses cdlculos,
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obtemos I'(D*(mod A)) como abaixo.

Figura 4.7: mod(A) C D?(mod A)

Na figura acima ilustramos, em destaque, a seccao X.

Exemplo 4.2.14. Considere A uma algebra inclinada iterada do tipo A5 dada pelo quiver:

Figura 4.8: I'(mod(A))

Considere M = 1 e calculemos o conjunto €2,(M).
e Homy(M,2) =0, Exti(M,2)=0 e Exti(2,M)#0 = 2[-1]€Q,(M).
e Homy(M,3) =0, Extj(M,3)=0 e Exti(3,M)#0 = 3[-2]€ Q,(M).
« Homp(M,?)=0, Exti(M,2)=0 e Exti(],M)#0 = 7[-3]€Q,(M).

o Homy(M,4) =0, Extj(M,4)=0 e Exti(4,M)#0 = 4[-3]€Q,(M).

Portanto temos que o conjunto €2,(M) é dada como abaixo.

(M) = {2(-1),3(-2], }-3],4(-3]}



CAPITULO 4. CATEGORIA DERIVADA DE ALGEBRAS HEREDITARIAS POR PARTES DO TIPO DYNKIN 71

Agora observe que, analisando os médulos em mod(A), temos:

* Homp(4, ) #0 = Hompsy(4[-3], J[~3]) # 0.

Exth(7,3) #0 = Hompsy([-1],3) #0 = Hompsy(;[-3],3[-2]) # 0.

Extj(3,2) #0 = Hompsn)(3[-1],2) 0 = Hompsy(3[-2],2[—1]) # 0.

Extj(2,1) #0 = Hompsy(2[-1],1) # 0.

Neste caso, os elementos de ,(M) U {M} formam, em I'(D*(mod A)), o seguinte quiver.

5

4[-3] =

[—3] — 3[-2] — 2[-1] — 1]0]
Portanto temos a seguinte sec¢io em I'(D’(mod A)):

X (Pl-PQ-Pg-P4[—3]) — (Pl-PQ-P3-P5[—3]) — (Pl-PQ-Pg[—2]) — (Pl-PQ[—l]) — Pl[O]
M(0]
Novamente utilizando o resultado apresentado em [1], para realizar o célculo dos cones desses mor-

fismos, obtemos I'(D”(mod A)) como abaixo.

C(PO0) ) (PePePyPOR (PePs)l) OIS I

VAVAVAY =

(P2-Ps-Py)[-2]  (P1-P2-P3-P5)[-2] (Py)[-1] Ps)[-1 (P2-Ps)[0] (P1-P2)[1] (Pa-P3-P1)[0] - (Pi-Py-Py-P5)[0]

<>»P3-P([-2] >32-PB)[>1] >P4)[.( b@ Péﬁ > . \ / =7
\/\%\/\y\

(P2-P3)[-1] / (Pl-PzS( (P2-P3-Py) [ (Py-P,- P3 (Py) (P5-P5)[0]
/
/ (P2)[0] (P1)[1] (P1-P>-P3-Py) [ 1] P4 Ps)[-1] (Ps5)[0] .

‘v‘
I
G
5
G

g
o
E
=~
o]
<

=
=

Figura 4.9: mod(A) C D°(mod A)

Na figura acima ilustramos, em destaque, a seccdo X[1].

Observacao 4.2.15. Para obtermos a categoria derivada da algebra A de radical quadrado zero, apre-

sentada na figura (3.14), pagina 54, podemos tomar qualquer um dos conjuntos abaixo.

Q1) Q(2), Qp(4), Qs (5)

em que I'(mod A) é da seguinte forma:
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Figura 4.10: T'(mod A)

Analisando o quiver de Auslander-Reiten de mod(A), podemos notar que todos esses conjuntos
satisfazem as hipdteses dos teoremas (4.2.10) e (4.2.11), e portanto induzem seccOes na categoria
derivada D’(mod A). A figura ilustra a sec¢do gerada pelo conjunto 2,,(2) e também apresenta mod(A)

mergulhada em I'(D’(mod A)).

CRoeD)  erpererais el (P (o) Fy FoE eerereryil S @0
(PP (PRSPPI (P (i) Py - (Pﬂ%;&h%)[ru eerereropl [ e
(Pz‘-m-m)['-z] (Pl (PPl <P.>-iPa-P.{>i-u ‘<P1}P;P{>[o1, (Pa-‘a-?;i[-u (ebefo]  (Pebefo <P;;P1-ffs>[(>1
(é*ﬂi)[}"] (Plrpe),[\d] (PzrﬁerAVéQJ[—z] (”1"”:2"’3—’:’;)['1] <‘P;—nr,>[}u @m)ﬁ[oﬁ (Pepi)) (-rl) <Pz—ff«—m—é~,>[01
el el e (o) il i R ST

Figura 4.11: mod(A) C T'(D?(mod A))

4.3 Algebras hereditarias por partes do tipo D,

Nesta secdo iremos estudar as algebras A que sao hereditarias por partes do tipo ID,,. Sabemos que,
neste caso, o quiver de Auslander-Reiten I'(D’(mod A)) é da forma ZD,,. A seguir temos uma figura
que ilustra como é realizada a parametrizacdo de I'(D’(mod A)), em que A é uma &lgebra hereditdria

por partes do tipo Ds.

SN NN N SN S

Figura 4.12: Parametrizacao de ZDs.

Em geral, o quiver ZID,, pode ser parametrizado da seguinte maneira. Cada vértice de I'(D?(mod A))
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pode ser escrito como um par (i,j),emque i € Ze j € {1,2,...,n}. Além disso, para cada par (i, j)

podemos associar no maximo até 3 flechas.

(4,7) = (i,5 + 1), para 2<j<n-—1
(i,j) = (i+1,j—1), para 3<j<n

(i.) = (i,3), para j = 1

(i,7) = (1 +1,1), para j =3

Note que no caso em que j = 3 sdo associadas trés flechas, e no caso em que j € {1,2,n} é associada

apenas uma flecha.

Dado X* € D’(mod A) indecomponivel, podemos identificar X* como sendo um vértice de co-

)
ordenadas (i,j) em ZD, = I'(D’(modA)). Analogamente, como foi feito no lema (4.2.1), pagina
60, iremos descrever com precisio as coordenadas do shift de X® em I'(D°(mod A)), assim como as

coordenadas de todo Y* € indD’(mod A) tal que Hompe () (X*®,Y®) # 0 ou Homps () (Y®, X*®) # 0.

Analisando as coordenadas dos elementos de ZD,,

Considere A uma &lgebra hereditéria por partes do tipo D,,. Seja X* € D°(mod A) um objeto inde-
componivel, entdo X * pode ser identificado por um vértice (4, j) em I'(D’(mod A)) = ZD,,. Denotando
X*® = (i,7), fx» = Hompu4)(X*, _) € gxo = Homps(y)(_, X*®), temos que as seguintes afirmacdes

sao validas.

e Para 2 < j,

1. X°[1]=(i+n—1,j) X[-1]=0G—-n+1,7).

a+b=i+j+k para 3+k<b<j+k

2. Supp(fxe) =< Y*® = (a,b); e , com 0<k<n-—j
a=i4+j—2+k para 1<b<n-—k

a+b=i+j+2—n+k para 3+k<b<j+k
3. Supp(gxe) =< Y* = (a,b); e , com 0<k<n-—j

a=i+j7—n+k para 1<b<n-—k
e Paral <5 <2,

Se n é par, X*1]=0G+n—-1,75) X°[-1 =G —n+1,7).

Senéimpar, X°[1]=0G(+n—-1,3—j) X°[-1]=(@G(—-—n+1,3—7).
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i<a<i4+n—3 com 3<b<i+n-—a

e
2. Supp(fxe) = {Y* = (a,b);
7, se (a — i) é par

i<a<i4+n—2 com b=
3—j, c/c

i+2—-n<a<i—1 com 3<b<i+2-—a

e
3. Supp(gxe) = 4 Y* = (a,b);
7, se (i — a) é par

i+2—n<a<i com b=
3—j, c/c

Observacao 4.3.1. Lembremos que para X*® = (i, j), podemos expressar os conjuntos Lxe e Rxe por:
Lxe = Supp(gx+)\ (Supp(fxe—1)) N Supp(gxe))

Rxe = Supp(fx+)\ (Supp(fx+) N Supp(gxep)))
em que Lxe. € Rxs sdo os conjuntos da definicdo (4.2.3).

Daqui em diante iremos apresentar resultados relacionados apenas aos conjuntos L xe., porém
também sdo validos resultados andlogos para os conjuntos Rxe.. A seguir temos um exemplo que

ilustra esses dois conjuntos.

Exemplo 4.3.2. Considere X = (i, j) € ZDg, entdo representando os conjuntos Lxs € Rye por:
L+ ={o}U{X} e Rye={s}U{X)}

temos que tais conjuntos sao da seguinte forma:

Figura 4.13: Para j =1

QI

0“"’

e}
v
O

X[-1] ©

Figura 4.14: Para j = 2
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X[-1] ox e X[1]
2 VA VAN VAV AV ANV AN AV

Figura 4.15: Para j = 3

RRREIEREON

Figura 4.16: Para j =4

Figura 4.17: Para j =5

X[—1] X X|[1]

Figura 4.18: Para j = 6

Os proximos lemas apresentam uma descricdo precisa a respeito de quem sdo os elementos dos

conjuntos Lxe € Rye.

Lema 4.3.3. Seja X* = (i,5) € ['(D’(mod A)) = ZD,,, com j > 2, entdo temos que Lxe = AU BUC,

onde os conjuntos A. B e C sdo definidos da seguinte forma:
A={Y*=(a,b);a=1 e 1<b<j}

B={Y*=(a,b); a+b=i+2 e 44+n—j<b<n}
C={Y*=(a,b);a+b=i+j5 e j+1<b<n}

No caso em que j = n, considera-se C' = (), e para o caso em que j = 3, considera-se B = ().
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Demonstragdo. Primeiramente note que podemos escrever Supp(gxe) da seguinte maneira:

n—j

Supp(gx+) = (G’f U Glﬁ)
k=0

onde,

G ={v*=(a,b); a+b=i+j+2-—n+k e 3+k<b<j+k}

Gs={Y*=(a,b);a=i+j—n+k e 1<b<n-—k}

Utilizando essa notagéo, também podemos escrever quem € o conjunto Supp(fys[—1)) como:

n—j

Supp(fxej-1)) = U (F{CUF2k>

k=0

onde,

FF={Y*=(a,b); a+b=i+j+1-n+k e 3+k<b<j+k}

FYy={Y*=(a,b);a=i+j—n—14+k e 1<b<n-—k}

Primeiramente mostremos que A C Lx.. De fato, note que néo existe (a,b) € Supp(fxe[—1)) tal

que a = 4. Disto segue que:
Gy NSupp(fxep 1)) =0 = Gy’ C Lxe

Como Gy 7 = A, tem-se G5/ N Lxs = A.

Agora vamos analisar os conjuntos G5, para 0 < k < n — j. Note que:
G5 N Supp(fxe(_1)) = G5 N Fy
portanto vamos analisar os conjuntos G N F2k+1. Temos:
GENEFl =(Y*=(a,b);a=i+j—n+k e 1<b<n—k—1}
Portanto,

GhNLxe =GN\GENFf ™y ={y*=(a,b); a=i+j—n+k e b=n—k}
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Note que podemos reescrever o conjunto G’g N Lxe como:
GENLxe ={Y*=(a,b); a+b=i+j e b=n—k}

desta maneira, temos:
n—j—1
U G5nixe={Y*"=(ab);a+b=i+j ¢ j+1<b<n}=C

k=0

Portanto até o momento concluimos que:

n—j n—j—1
JGhnLye = (Gy 7 NLxe)U ( U G’;mLX.> —AUC
k=0 k=0

resta mostrar quem é o conjunto | J;_) G¥ N Lxe.

Note que G¥ C Supp(gxs) N Supp(fxe(-1)), para0 <k <n — j. De fato,
GENFF = {Y*=(a,b); a+b=i+j+2-n+k e 4+k<b<j+k}

GinF)={Y*=(a,b); at+tb=i+j+2-—n+k e b=3+k}

portanto, para 0 < k < n — j, temos:
Gi=(GinFI*™Yu(GfnF)) = G} C Supp(gxe) N Supp(fxe_1))

disto segue que:
n—j
| GhnLxe =G nixe
k=0

Para o caso de G/ devemos notar que:
G177 NSupp(fxe-1)) =G/ NFY

onde,

Gy7nF) ={Y*=(a,b);a+b=i+2 e b=3+n—j}

portanto,

G/ NLyxe={Y"=(a,b); atb=i+2 e 4+n—j<b<n}
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disto segue que:
n—j '
U G¥NLxe =GV 7/ NLxe ={Y*=(a,b); a+b=i4+2 e 4+n—j<b<n}=R
k=0
Portanto podemos concluir que:
' n—j n—j—1
Supp(gxs) N Lxs = (G577 N Lxe) U (U Ghn LX-> U ( U &5n LX.> —AUBUC
k=0

e segue o resultado desejado. O]

Exemplo 4.3.4. A seguir ilustramos L ye., para X*® = (5,4), em Dg.

Figura 4.19: Lxe = AUBUC

Note que neste caso X*® = (5,4) e n = 6, portanto temos:

A={Y*=(a,b); a=5 e 1<b<A4}
Lxe =AUBUC, onde ¢ B={Y*=(a,b);a+b=T7 e 6<b<6}
C={Y*=(a,b); a+b=9 e 5<b<6}

Analisando este exemplo, podemos visualizar de uma forma mais clara quem sao os subconjuntos
A, Be C de Ly.. Também é facil ver que ao calcularmos Lx. para algum X*® = (i,5), com j = n,

tem-se C' = ().

Lema 4.3.5. Seja X* = (i,5) € I'(D?(mod A)) = ZD,, com 1 < j < 2, entdo temos que Lxs = AU B,

onde os conjuntos A e B sdo definidos da seguinte forma:
A={Y*=(a,b); a+b=i+2 e 3<b<n}

7, se (i —a) € par

3—7J, c/c

B={Y*=(a,b);i+2—n<a<i e b=
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Demonstragdo. Primeiramente note que podemos escrever Supp(gxe) da seguinte maneira:

Supp(gxe) = G1 U G

onde,

Gi={Y*=(a,b); i+2—-n<a<i—1 e 3<b<i+2-—a}

Js se (i —a) é par

3—J, c/e

Go={Y*=(a,b);i+2—n<a<i e b=
Utilizando essa notagéo, também podemos escrever quem € o conjunto Supp(fxs[—1)) como:

Supp(fye[-1)) = F1 U F»
onde,
Fi={Y*=(a,b);i+1-n<a<i—2 e 3<b<i+1—a}

Js se (a—1i+1)épar
3—7J, c¢/c

Fr={Y*=(a,b);i+1—-n<a<i—1 e b=
Primeiramente note que:
GoNSupp(fxej—1)) = G2N(F1UFR) =0 = Gy C Lye

portanto Go N Lxe = Go = B.

Agora analisando G, temos que G1 N F, = (), pois dado (a,b) € F;, tem-se b < 2. Portanto temos:
G1NSupp(fxe—1) =G1NFy
analisando o conjunto G N F}, temos que:
GiNF={Y*=(a,b);i+2—-n<a<i—2 e 3<b<i+1-—a}
e segue que:

GlﬂLXo:G1\<G10F1):{Y.:(a,b); 1+2—n<a<i—1 e b:i—|—2—a}
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Note que podemos reescrever o conjunto GG; N L« da seguinte maneira:

GiNLxe ={Y*=(a,b); a+b=i+2 e 3<b<n}=A4

portanto temos:
Supp(gxe) N Lxe = (G1 N Lxe)U(GoN Lxe) =AUB

e segue o resultado desejado. O

Exemplo 4.3.6. A seguir ilustramos L., para X*® = (5,1), em Dg.

Figura 4.20: Lxe = AU B

Note que neste caso X*® = (5,1) e n = 6, portanto temos:

A={Y*=(a,b); a+b=7 e 3<b<6}

Lxe = AUB, onde 1, se(5—a)épar
B={Y*=(a,b); 1<a<5 e b=

Note que se formos calcular Ly« para X*® = (5,2), iriamos obter o mesmo conjunto A acima, e o

conjunto B sofreria alteracdo apenas na segunda coordenada de seus elementos.

Proposicdo 4.3.7. Para X*® = (i,j), com 1 < j <n, tem-se que n < |Lx+| < 2n — 3. Em particular

n+j—3, sej>?2
|Lxe| =
2n — 3, sel <j53<2

Demonstracdo. Segue diretamente da caracterizacdo do conjunto Lx. dada pelos lemas (4.3.3) e

(4.3.5). O
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4.3.1 Seccoes em D,

Diferentemente do caso A, em que o conjunto L x. ja era uma sec¢ao, aqui no caso ID,, € necessario
buscarmos um subconjunto de Ly« que constituira a nossa secdo desejada. Porém, com base no que
foi visto até o momento e analisando as parametrizacoes do conjunto L xe, apresentadas nos lemas
(4.3.3) e (4.3.5), podemos notar que sempre existe um subconjunto ¥, de Ly« que contém uma

seccdo em I'(D¥(mod A)). Mais precisamente temos o seguinte resultado.

Proposicio 4.3.8. Seja X* = (i, ) um complexo indecomponivel em D?(mod A), com A uma dlgebra

hereditdria por partes do tipo D,,. Entdo as seguintes afirmagdes sdo vdlidas.

(a) Sej > 2, existe uma seccdo Y. de T'(D’(mod A)) cujos vértices sdo dados por:
S = Lxe\B

onde B ¢é o conjunto definido no lema (4.3.3).

(b) Se 1< j <2, existe uma secgdo X. de F(Db(mod A)) cujos vértices sdo dados por:

Lo = (Lxo\B) (G, ), (i = 1,3 = 4)}

onde B € o conjunto definido no lema (4.3.5).

Demonstragdo. Aqui vamos demonstrar apenas o item (a), pois a demonstracdo de (b) é andloga. Seja
%) o subquiver pleno de T'(D*(mod A)) tal que ¥ = Lx.\B, com B sendo o conjunto definido no lema
(4.3.3). Mostremos que Y satisfaz as propriedades da definicdo (4.1.6). De fato, é facil ver que a
propriedade (S1) é satisfeita, pois como I'(D’(mod A)) é aciclico, tem-se que o mesmo vale para .
Note que dado x = (a,b) € I'(D’(mod A)), tem-se que 7" (a, b) := (a — n, b), ver [4] pagina 303. Como
Yo é dado por {(7,1),(,2),...,(4,5)}U{(i —1,j+1),...,(i+j — n,n)}, temos que ndo existem dois
elementos distintos x,y € Xy tal que x = 7"(y) para algum n € Z, logo ¥ satisfaz a propriedade (S2).
A propriedade (S3) segue diretamente da parametrizagio de ZD,, = I'(D’(mod A)) apresentada na

pagina 72. O

A proposicdo (4.3.8) nos diz que dado um objeto indecomponivel X* € D’(mod A), existe uma
seccdo ¥ de I'(D°(mod A)) tal que ¥y C Ly.. Estamos interessados em encontrar uma sec¢io em
['(D(mod A)) através da anélise do quiver de Auslander-Reiten de mod(A). Sabemos que dado M €

mod(A) indecomponivel, podemos calcular o conjunto 2,(M) da definicdo (4.2.8). Além disso, pelo
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lema (4.2.9), temos que (2,(M) U {M?®}) C Lpse. Portanto dado M € mod(A), temos que existe uma
seccdo X de I'(D(mod A)) tal que Xy C L., e dependendo da escolha de M em mod(A) pode ocorrer
de que os complexos indecomponiveis de D’(mod A) associados ao conjunto ¥y de I'(D’(mod A))
estejam contidos no conjunto (£2,(AM) U {M®}) C Lpw.. Neste caso, podemos formar a sec¢do X
utilizando os elementos do conjunto (2,(M) U {M*}).

De agora em diante, nosso objetivo é identificar quando nosso conjunto (£2,(AM) U {M*}) contém
os elementos de Y. Além disso, pretendemos apresentar uma maneira de identificar ¥y dentro do
conjunto (,(M) U {M*}), caso isso ocorra. Faremos este estudo analisando as dlgebras de endomor-

fismos desses conjuntos.

Observacao 4.3.9. Por abuso de linguagem, dado S um conjunto finito formado por complexos inde-

componiveis, n4o isomorfos, de D’(mod A), iremos denotar Endpy(y)(S) como sendo dada por:

EndDb(A)(S) = EndDb(A) <® Z')

Z®*eS

A seguir, temos um exemplo de como € o quiver da algebra de endomorfismo dos conjuntos L xe

dos exemplos (4.3.4) e (4.3.6).

Exemplo 4.3.10. Considere X *® um vértice em ZDg, como apresentado nos exemplos (4.3.4) e (4.3.6).
Sendo X* = (5,4) como no exemplo (4.3.4), temos que End(Lxe+)°? é dada pelo seguite quiver

conexo:

(5,1)

/ \
(176) (573)4>X.<;(475)<;(376)
\ /

(5,3)

Agora considerando X*® = (5, 1), como no exemplo (4.3.6), temos que End(Lx.)°" é dada por:

(1,6) (2,5) (3,4) —(4,3) —= X*

T T f T

(1,1) (2,2) (3,1) —=(4,2)

Note que, dado X*® = (i,j) € ZD,, ja temos caracterizados os conjuntos Lxes, para 1 < j < n.
Portanto ja conhecemos como séo os quivers das dlgebras Endps(4)(Lxe)?. A proxima proposicdo
nos garante que existe um unico subconjunto S C Lx. tal que Endps(4)(S) € dado por um quiver do

tipo D,,.
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Proposi¢éio 4.3.11. Sejam A uma dlgebra hereditdria por partes do tipo D, e X* = (i,5) € I'(D?(mod A)),
com j > 2. Entdo existe um unico subconjunto S C Lxe tal que Endpy()(S)°? € dada por um quiver do

tipo D,,. Além disso, os elementos de S formam uma seccdo ¥ em I'(D’(mod A)).

Demonstragdo. Pelo lema (4.3.3), segue que End(Lx.)° é dada pelo seguinte quiver:

O/.\.
~,

Lembremos que Lxs = AU B U C. Aqui o quiver estd dividido em duas partes, os vértices deno-
tados por (o) representam os elementos do conjunto B e os vértices denotados por (e) representam

elementos do conjunto A U C'. Pela definicdo dos conjuntos A, B e C, temos:
Al=j, |B|=j-3 e [Cl=n—j

Portanto nosso quiver possui n vértices denotados por (e), e j — 3 vértices denotados por (o). Como
j < n, podemos concluir que o unico subconjunto S C Lxe, em que temos Endps(4)(S)? dado por
um quiver do tipo D, é justamente o subconjunto formado pelos elementos do conjunto AU C'. Além
disso, note que AU C' = Lx.\B, portanto segue pela proposicdo (4.3.8), item (a), que os elementos

de S formam uma secgdo ¥ em I'(D?(mod A)). O

Proposicéo 4.3.12. Sejam A uma dlgebra hereditdria por partes do tipo D, e X* = (i, ) € I'(D’(mod A)),
com 1 < j < 2. Entdo existem dois subconjuntos S,S" C Lxe tais que Endps(4)(S)” e Endps4)(S')%
sdo dadas por quivers do tipo D,,. Além disso, os elementos de um desses subconjuntos formam uma sec¢do

> em I'(D°(mod A)).

Demonstragdo. Pelo lema (4.3.5), segue que o quiver de Endpe(p(Lxe) € da seguinte forma:

° ° ° ° ° X
} ! } ! f
o A o ) Y

Lembremos que Ly = AU B. Aqui o quiver estd dividido em duas partes, os vértices denotados
por (e) representam os elementos do conjunto A e os demais vértices representam o conjunto B. Aqui
X=(,7),Y=(-1,3—j)eZ=(i+3—n,{),onde ¢ € {1,2}. Note que s6 existem dois subconjuntos

de Lxe., cuja algebra de endomorfismo é dada por um quiver do tipo I,,, sdo eles:

S=AU{X,)Y} e S=AU{X Z}
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Mostremos que S’ néo forma uma secgéo em I'(D’(mod A)) no caso em que n > 5. De fato, sabemos
que no quiver I'(D*(mod A)) todo caminho de Z para X se fatora pelo elemento de coordenadas
(i +3—n,3) € I'(D’(mod A)), e tal elemento nio pertence a S’, pois o tinico elemento de S’ que
possui a segunda coordenada igual a 3 é dado por (i — 1,3) € A, porém temos que n > 5. Portanto
S’ ndo satisfaz a propriedade (S3) da definicdo (4.1.6), disto segue que S’ ndo forma uma sec¢do no
caso n > 5. Observe que no caso em que n = 4, temos que Z = Y e portanto S e S’ coincidem. Agora
note que:

S=AU{X,Y} = (Lx\B)| J{X, Y}
portanto, pela proposicio (4.3.8), item (b), segue que ¥ forma uma sec¢do em I'(D°(mod A)). O

Lema 4.3.13. Considere S’ = AU {X, Z} como sendo o subconjunto de Lxe« apresentado na proposi¢do

(4.3.12). Entdo, no caso em que n > 5, temos que existe W € S’ tal que Hompy () (W, Z[1]) # 0.

Demonstragdo. Pelo lema (4.3.5), sabemos que Lye = AU B. Defina W = (i — 1, 3), entdo temos que

W e &', pois W € A. Agora note que:

Z

(t+3—n,0) = Z[1]=(i+2,¢), emque/ € {1,2} depende da paridade de n.

Mostremos que Homps(py (W, Z[1]) # 0. De fato, basta analisar se Z[1] € Supp(Hompe (W, _)).

Sabemos que, pela parametrizacdo apresentada na pagina (73), que:

a+b=14+2+k para 34+k<b<3+k
Supp(Homps ) (W, _)) = Y* = (a,b); e , com 0<k<n-3

a=1t+k para 1<b<n-—k

Note que se n > 5, entdon — 3 > 2. Como 0 < k < n — 3, tomando k = 2 temos:
{(a,b); a=i+2 e 1<b<n—2}CSupp(Hompe)(W,_))

Portanto,

Z[] e {(i+2,1),(i +2,2)} C Supp(Hompe ) (W, _))

disto segue que Hompy () (W, Z[1]) # 0. O

Como verificar se S C L. forma uma seccao

Seja X*® = (i,j) em ZD,, e considere S C Ly. um subconjunto contendo X* tal que End(S)° é

dada por um quiver ¥ do tipo I,,. Neste caso, vamos separar o problema em dois casos.
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(1) Se, no quiver X, X* recebe duas flechas, entdo temos que 2 < j < n. De fato, isso é facil de
verificar analisando o formado de Lx. dado pela proposi¢do (4.3.12). Neste caso, segue pela

proposicao (4.3.11) que os elementos de S formam uma sec¢do em ZD,,.

(2) Agora no caso em que X * recebe apenas uma flecha, podemos ter 1 < j < 2. Portanto segundo a
proposicdo (4.3.12), se n > 5 hd a possibilidade dos elementos de S ndo formarem uma seccéo,
pois nesse caso existem dois subconjuntos de L x. tal que a algebra de endomorfismo é dado por
um quiver do tipo ID,,. Note que, neste caso, o lema (4.3.13) nos fornece uma maneira de verificar
se S é o subconjunto que induz a sec¢do ou ndo. Na pratica, podemos utilizar esse resultado

seguindo dois passos, da seguinte maneira:

1°) Como X* sé recebe uma flecha em X, e ¥ é to tipo D, temos que X possui apenas duas
fontes. Denotemos por Y e Z as duas fontes de ¥, e por W vértice do qual X* recebe uma

flecha.
2°) Se Hompp(p) (W, Z[1]) = 0 e Homps(ay (W, Y[1]) = 0, entéo X € uma secgéo.
Com base nos resultados obtidos até o momento, podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 4.3.14. Seja A uma dlgebra hereditdria por partes do tipo D,,. Se existe M € mod(A) tal que
1Qp(M)] > n —1eexiste S C Q,(M) U {M} tal que Endps(4)(S)°? € dada por um quiver X tipo Dy,

entdo as seguintes afirmagoes sdo verdadeiras.
(i) Se, em X, existe mais de uma flecha chegando em M, entdo ¥ é uma secgdo em I'(D?(mod A)).

(ii) Se, em Y, existe apenas uma flecha chegando em M, entdo:

> é uma seccdo em T'(D’(mod A)) <= Homype () (20, Xo[1]) =0

Além disso, M é o tinico pogo de X.

Demonstracdo. O resultado segue como consequéncia do lema (4.2.9), das proposicoes (4.3.11) e

(4.3.12) e também do lema (4.3.13). O

Note que, pelos comentdrios anteriores, ao verificarmos a condicao (ii) do teorema acima, nao é

necessario calcularmos os morfismos entre todos os elementos de ¥y e X [1].

Teorema 4.3.15 (Dual). Seja A uma dlgebra hereditdria por partes do tipo ,,. Se existe M € mod(A)
tal que [Qp(M)| > n — 1 eexiste S C (M) U{M} tal que Endpe(y)(S)? € dada por um quiver ¥ tipo

D, entdo as seguintes afirmagoes sdo verdadeiras.
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(i) Se, em X, existe mais de uma flecha saindo de M, entdo ¥ é uma sec¢do em T'(Db(mod A)).

(ii) Se, em Y, existe apenas uma flecha saindo de M, entdo:

) é uma seccdo em TI'(D°(mod A)) <= Homype () (20, Xo[1]) =0

Além disso, M ¢é a unica fonte de ¥..

Observacdo 4.3.16. Note que, por definicdo, para N, N’ € Q,(M) distintos, existem X, X’ € mod(A)

e i,7 > 0 tais que

neste caso temos que:
Homps () (N, N'[1]) = Homps () (X[~i], X[~ +1]) 2 Homps(p) (X, X'[—j+1+i]) = Bxt) 7 (X, X')

Desta maneira podemos verificar a condicao (ii) do teorema (4.3.14) apenas analisando os objetos da

categoria de mddulos.

Exemplo 4.3.17. Considere A a algebra inclinada iterada do tipo D5 dada pelo quiver:

Neste caso, o quiver de Auslander-Reiten de mod(A) é como abaixo:

3
77777777 4

ANV

77777777 4

NGNS N N

N 3

oS NN NS

,,,,,,,, 5l 4l

Figura 4.21: I'(mod(A))
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25
Se escolhermos M = 7, segue que:

Neste caso temos |Q2,(M)| = 4, entdo satisfaz a hipdtese de |Q2,(M)| > n — 1. Agora escrevendo o

quiver formado pelos elementos de €,(M) U {M }, temos:

210]

1]

1]
4
/ . \
MI0] °[0] A~

Note que ndo existe S C Q,(M) U {M} tal que ¥ ¢é tipo D5. Portanto ndo é possivel construir
uma seccdo com os elementos de €2,(AM) U {M}. A figura abaixo ilustra como estdo espalhados os

elementos de Q,(M) U {M} em I'(D*(mod A).

(P1-P2 & P5-P3)[—1]

(P5)[0]
(P1-P> @ P5)[0]

(P5-P4)[—1] (P2)[0]
Figura 4.22: (Q,(M) U {M}) C I'(D’(mod A))

4
Agora note que se tomarmos M = 25, temos:

Note que o quiver formado por (£2,(M) U {M}) representa diretamente um quiver ¥ do tipo Ds.
Como M = M|0] recebe mais de uma flecha em ¥, temos pelo teorema (4.3.14) que existe uma seccao

¥ = (Q,(M)U{M}) em I'(D’(mod A)) tendo M como seu tnico pogo.
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(P4)[0] (P1-P2)[0] (P2-P3)[0] (Ps)[1] (P1-Py & Py-P3)[0]
\
(P1-Py @ Py-P3)[-1] mumm (Py-Py @ P3)[0] (Ps)[0] (P1-P3)[0] (P[] (P2 ® P5-P3)[0] —— (P1-P2 @ P5-P3)[0] (P1-P2 @ Py @ P5-P3)[0] (Py)[1]
/
(P1-Ps & P,)[0] (P1-Py)[0] (P5-P3)[0] (P ® Py-P3)[0] (P1-Py @ Ps)[1]
/
(P2)[0] (P1-P5)[0] (Ps-Py)[0] (Pa-P3)[0] ()]

Figura 4.23: mod(A) C D(mod A)

A figura acima ilustra ¥ em destaque.

O préximo exemplo apresenta um caso em que € necessdrio verificar a condicao (ii) do teorema

(4.3.15), isto é, se Home(A)(Eo, Yo[l]) = 0.

Exemplo 4.3.18. Considere agora A a algebra inclinada do tipo D5 dada pelo quiver:

Neste caso, o quiver de Auslander-Reiten de mod(A) é como abaixo:

S . : S R 5

oSNNS NS

AN

,,,,,,,, 3 >
2

e

Figura 4.24: I'(mod(A))

4 5
4
Note que o conjunto g, 3 §,4, 3 forma uma sec¢do em I'(mod A). Foi provado em [1] que
2
1 2

se existe uma seccdo na categoria de mdédulos de uma algebra inclinada, entdo ela também sera
uma seccdo em sua respectiva categoria derivada. Vamos mostrar que ao utilizar o teorema (4.3.15)

também chegamos a conclusio de que tal conjunto forma uma sec¢io em I'(D’(mod A)). Considere
4

M = 3, entio temos:
1

4 5
Q1) = 4 s[0, 4[0].40], 2 (0], 1 [0], ? [0

portanto o quiver formado por (Q2;(M) U {M}) é dado por:
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M[0] 3[0]

f;f[O] 2[01
} ) |
= MOl 30— fo) o] ¥ MO 20— 0] 40
. 4 > 4 4 5
Zo = 4 500 3001, 5[0, 401, 5[0 p e Zh= ¢ 5[0, 301, 50,400, 5[0
1 2 1

Como em ¥ e Y/, existe apenas uma flecha saindo de M, devemos verificar se eles satisfazem a

condicdo (ii) do teorema (4.3.15).

Iniciemos verificando ¥/. Como estamos utilizando a versdo dual do teorema (4.3.14), iremos
5 4 4

verificar se Hompy (y) (4 [0], 3 [1]) = 0 e Homppy) (4[0], 3 [1}) = 0. Note que:
3 2 2

Ext} <

disto segue que Hompy(») (20, 35[1]) # 0, ou seja, ¥’ néo forma uma seccéo na categoria derivada.

W = Ot
N W o
W = ot

9

>7é0 = Home(A)< [0],%[1]) #0

Ao analisarmos ¥, temos que Hompe(y)(¥0, ¥o[1]) = 0. Portanto pelo teorema (4.3.15), tem-se

que ¥ é uma seccio em I'(D’(mod A)).

Observacédo 4.3.19. No exemplo anterior encontramos uma secgdo Y. especifica em I'(D’(mod A)),
porém podemos utilizar os teoremas (4.3.14) e (4.3.15) para encontrar outros tipos de seccdes na

categoria derivada dessa mesma algebra. Como no exemplo a seguir.

Exemplo 4.3.20. Considere mod(A) a mesma categoria do exemplo anterior. Vamos encontrar uma

seccdo ¥ em I'(D*(mod A)), sendo que ¥ ndo é uma sec¢fo na categoria de médulos.
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4
Vamos tomar M = 3, neste caso temos:
2
4
3 3
Qp(M) = 4 510], 5[0],2[0], 5[—1]

5[-1]
(0] — MI0] 1 [0] 2[0]

1

Note que (2,(M) U {M}) j& é nos fornece um quiver ¥ do tipo D5. Como existe mais de uma flecha
chegando em M, temos diretamente do teorema (4.3.14) que esse quiver d4 origem a uma seccdo em

['(D’(mod A)).

(P1-P2)[0] (’1”32-13:&)[0] (’1”33‘134”0] (P4-P5)|0]
\\\\ ,,, :
(PP (PPl (Ps-Ps)[0] (P-Py & Py-P5)[0]
\ '
(P-Pi-Py) 1] <P1-P4>(61 P90 (Pr-Ps)0] (Pl (Pi-P2 © Pa-P5)[0] — (Pr-Po-Po)[0] — (Pi-Ps © Pa-Pa)[0]—— (Po)1]
/
30 Rt (Pi-P2-P)0] P11 (P-Ps-P)0]

Figura 4.25: mod(A) C D?(mod A)

A figura acima ilustra, em destaque, essa seccao.

Exemplo 4.3.21. Considere A uma 4lgebra hereditaria por partes do tipo D5, de radical quadrado

zero. Seja I'(mod A) como na figura abaixo.

77777777 2/2\34)5H54 A
. RV

Figura 4.26: I'(mod(A))

54

Neste caso se tomarmos M = 2, temos {,(M) = {f[O],?)[fl], 5

[—2],5[—2],4[72]} e portanto o
quiver formado por (2,(M) U {M}) é dado por:
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4
7
[=2]

N
5

54
3

—9]
N
3
e
—9]

[—1] — M]0] < F[0]

[

Entdo segue, pelo teorema (4.3.14), item (i), que ¥y = {f[o], M]I0], 3[—1],4[-2], 5[—2]} forma uma
seccdo em I'(D’(mod A)).



Capitulo 5

Seccoes na categoria derivada de algebras de radi-

cal quadrado zero

Neste capitulo iremos trabalhar com algebras hereditarias por partes de radical quadrado zero.
Através dos resultados de Bekkert e Drozd, em [10], tem-se condicOes necessdrias e suficientes para

que uma algebra A de dimensio finita, e com rad?(A) = 0, seja hereditaria por partes.

Iremos trabalhar com &lgebras do tipo manso, dadas por A = kQ/R?, em que Q é um quiver que
possui uma certa propriedade. Neste caso, iremos apresentar um método intrinseco para a construcao
de uma seccfio na componente transjectiva de I'(D®(mod A)). Tal método ird se basear em uma andlise
dos caminhos entre os vértices do quiver (). Por meio dessa andlise, serd possivel construir um com-
plexo inclinante 7', cujos somandos indecomponiveis irdo constituir uma seccdo em uma componente

transjectiva de I'(D®(mod A)).

Para que tais complexos possam ser construidos, é necessario que o conjunto de vértices do quiver
Q, da élgebra A = kQ/R?, admita uma funcio graduacéo. E isso que iremos ver na primeira secio
deste capitulo. A definicdo de graduacao que iremos utilizar é similar a apresentada por Bautista e

Liu, em [6].

5.1 Definindo complexos através de uma graduacao em ()

Seja A = kQ/R? uma élgebra de radical quadrado zero tal que @ é um quiver finito e aciclico.
Nestas condicOes, definimos uma funcao graduacao em )y como sendo uma funcao ¢ : Q9 — Z que

satisfaz:

para todo « : s(a) — t(«) em Q1. Se p e ¢ sdo duas funcoes graduagbes em (), entdo existe um

m € Z tal que ¢’ = ¢ + m. Dizemos que @ é graduavel se ele admite uma funcéo graduacao.

Note que () é graduavel se, e somente se, todos os caminhos entre dois vértices fixos tem o mesmo

comprimento.

92
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Exemplo 5.1.1. Seja (Q um quiver dado por:

o b
a/ \Bd
5

Neste caso podemos definir uma funcao graduacéo ¢ : Qo — Z da seguinte maneira:

e(d) =0, p(b)=1, p(c)=1 e ¢(a)=2

Observacao 5.1.2. Dados a,b € @, denotaremos por Q)(a,b) o conjunto de todos os caminhos de a
para b em (). Além disso, dado a € @y, denotaremos por )(—, a) o conjunto de todos os caminhos em

(Q que terminam no vértice a.

Proposicao 5.1.3. Sejam a € Qo, w € Q(—,a) e p : Qo — Z uma fungdo graduagdo, entdo:
(@) ¢(a) < p(s(w)).

(B) p(a) = p(s(w)) <= w = €.

Demonstragdo. (a) Se w for o caminho trivial ¢,, entdo s(w) = a e segue diretamente que p(a) =
¢(s(w)). Suponha que w # ¢,, como w € Q(—,a), temos que w = ¢ ...c, tal que t(c,) = a e
¢; € Q1 para todo 1 < i < r. Pela definicdo da funcdo graduacdo, temos ¢(t(c;)) = ¢(s(¢;)) — 1,
portanto segue que p(s(¢;)) > ¢(t(c¢;)) para todo 1 < ¢ < r. Como t(¢;) = s(ci41), segue que
p(s(w)) = p(s(c1)) > @(t(er)) = (a). [

Lema 5.1.4. Seja A = kQ/R? uma dlgebra de radical quadrado zero tal que Q é um quiver gradudvel,
com fungdo graduagdo ¢ : Qo — Z. Dados dois vértices distintos a,b € Qq, considere P, e P, os projetivos

indecomponiveis associados, respectivamente, a esses vertices. Neste caso temos:
(a) Homy(P,, P,) # 0 se, e somente se, existe um flecha « : b — a em Q.
(b) Se Homy(P,, P,) # 0, entdo ¢(b) = ¢(a) + 1.

Demonstragdo. (a) Sabemos que Homy(P,, P,) = Homu (€, 4,6 A) = € A¢,, em que ¢ = ¢; + R?
denota os idempotentes ortogonais primitivos de A. Suponha que Homu(P,, Py) # 0, entdo existe

x # 0 em A tal que §,2¢, # 0. Por definicdo, temos:

T
EprEq = € Z Ajw; | €q + R?
=0
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em que 0s w;; sd0 caminhos em () que ndo estdo em R?. Portanto existe algum wy, com 0 < k < r,
tal que eywie, # 0. Como wy, ¢ R2, segue que wy, é uma flecha de b para a em Q1. Por outro lado, se
existe « : b — a, entdo existe f, € Homx(P,, P,) ndo nulo, o qual é induzido pela multiplicacao de a.

(b) Se Homy (P, P,) # 0, entdo existe uma flecha o : b — a. Portanto pela definicdo da funcéo

graduacdo, temos que p(a) = ¢(b) — 1, ou seja, ¢(b) = p(a) + 1. O

Note que a reciproca do item (b) ndo é védlida, isto é, o fato de ¢(b) = ¢(a) + 1 ndo implica em

Hom 4 (P,, P,) # 0. Vejamos no proximo exemplo um caso que ilustra esse fato.

Exemplo 5.1.5. Seja A = kQ/R? uma élgebra de radical quadrado zero, em que o quiver @ ¢ dado
por:

a b c d

E facil ver que tal quiver é graduével. Considere ¢ : Qy — Z, uma funcio graduaco, tal que o(c) = 3.

Neste caso, temos ¢(b) = 2, ¢(d) = 2 e p(a) = 1, ou seja, temos:

Porém, como néo existe uma flecha o : d — a, temos que Hom (P, P;) = 0.

Observacao 5.1.6. Dado () um quiver graduavel, denotaremos por Q?p(—, a) o conjunto formado por

todos os caminhos w que terminam no vértice a € Q tal que p(s(w)) = 7, isto é,
QL(—.a) = {w € Q(~,a); ¢(s(w)) = j}
Além disso, para cada w € Q?p(—, a), definimos o seguinte conjunto:
w™ = {v € Q) (—,a); v=oaw, paraalgum o € Q1}

A préxima proposicdo apresenta uma relacdo entre os conjuntos Q7 (—,a) e Q?fl(—, a).

Proposicao 5.1.7. Sejam ) um quiver gradudvel e a € Q. Entdo, para todo j > ¢(a), os elementos de

ngl(_, a) sdo induzidos pelos elementos de QZ;(—, a).

Demonstragdo. De fato, seja v € fol(—, a) qualquer, entdo temos que v = o ... ap, tal que a; € Qg e
n € N*. Como ¢(s(v)) = p(s(a1)) = j + 1, tem-se ¢(s(az)) = j. Denotando w = as. .. o, temos que

o(s(w)) = p(s(az)) = j, ou seja, w € pr(—, a). Como v = ajw, segue que v € w~, com isso podemos
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concluir que para todo v € fol(—,a), existe w € Qé(—,a) tal que v € w~. Portanto podemos

escrever o conjunto Q{fl (—,a) da seguinte forma:
o 3
Q{OJF (_7 CL) = U w
’LUGQZ;(—,CL)
0

Defini¢do 5.1.8. Sejam A = k(Q/R? uma algebra de radical quadrado zero e ¢ uma funcio graduacéo

em Q. Entéo para cada a € Qo definimos um complexo 7)?, em D’(mod A), da seguinte maneira:

T) = EB Py, paratodo j tal que Qf[',(—, a) # 0

wGQi(—,CL)
No caso em que Q&,(—, a) = (), define-se T? = 0. Além disso, os diferenciais d’, : T2 — T s&o matri-

zes de dimensao ]prﬂ (—,a)| x |QZ;,(—, a)| definidas a partir dos morfismos dados pelas multiplicacoes

das flechas do quiver Q.

Definicdo 5.1.9. Diremos que f é um morfismo induzido por uma flecha « se ele for dado pela

multiplicacdo de «, isto é, se ele for da forma f(x) = ax.

Antes de apresentarmos formalmente como sao gerados os diferenciais desses complexos, apresen-
tamos a seguir um exemplo em que sdo escritos explicitamente todos os complexos gerados através

do quiver Q do exemplo (5.1.1).

Exemplo 5.1.10. Seja A = kQ/R? uma dlgebra de radical quadrado zero tal que o quiver @ é dado

por:

b
ay \B*d
s

em que a funcao graduacdo ¢ : Qo — Z é dada por:
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Portanto, pela definicfio (5.1.8), temos os seguintes complexos em D?(mod A):

TS 0 0 0 P, 0
Tr 0 0 P, =P, 0
T 0 0 P.—' P, 0
B 0
) (GY)
T3 : 0O—sP—>PpP.—P, P, ——0

Neste exemplo, por abuso de linguagem, estamos utilizando a mesma notacao das flechas para repre-
sentar os morfismos induzidos por elas, isto €, os morfismos «, 3,7 e § sdo os morfismos definidos a
partir da multiplicacdo das respectivas flechas. Além disso, como estamos trabalhando com dlgebras

de radical quadrado zero, temos que os morfismos representados acima sédo de fato diferenciais.

Observacio 5.1.11. Dado a € Qo, pela proposicio (5.1.7), temos que cada somando de 77" est4

. . y 1 . .
associado a algum w € Q% (—, a). Portanto podemos escrever T?*! da seguinte maneira:

T(erl = @ Ps(v) = @ @ Ps(v) , pois QZDJrl(_?a) = U w

veQL (—,a) WEQL(—,a) \VEW™ weQL(—,a)

Essa caracterizacio dos somandos de 72 ' é essencial para que possamos escrever explicitamente os
diferenciais do complexo 7. De fato, sabemos que cada w; € {w € QL(—,a); w~ # 0} induz um

- .
somando @ Py(,) em T2*! neste caso temos um morfismo dado por:

eri

Ji= : Ps(wi) - @ Ps(v)
vEwW,;
tal que cada oy, para 1 <t < r;, é o morfismo induzido pela flecha o, : s(v) — s(w;), em que v = cyw;.
Portanto o diferencial d‘é : Tg — TCZH pode ser representado da seguinte forma:

fi---00---0

| 0 f0
d?z : @ Ps(w) @ @ PS('”)

weQl,(—,a) weQl(—,a) \vEW™

onde n = |{w € Q?p(—, a); wo # (/)}‘ e as colunas nulas estdo associadas aos caminhos w € QZD(—, a)
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- . i1
que nio induzem somandos em 7 1

E f4cil ver que se w; # (), entdo o morfismo f; existe, pois para cada v € w, , por defini¢do
existe a € () tal que v = aw;, ou seja, existe o : s(v) — s(w;) e portanto existe um morfismo em

Hom 4 (Py(u,); Ps(vy) induzido por essa flecha.

Exemplo 5.1.12. Vamos analisar os diferenciais do complexo 77, em que o quiver ) é dado por:

Seja ¢ : Qo — Z uma funcdo graduacdo tal que:

{a} — 0
{b,c,d} — 1
{e,f,g,h} +— 2

Neste caso, os conjuntos Q’(—,a) = {w € Q(—, a); ¢(s(w)) = j} sdo dados por:

Q(—a) = {ea}

Q}a(—,a) = {o,02,a3,a4}

Qi(—,a) = {Bia1, fray, Bzon, Brag, Baca, B3a, aais, Bsas}
Qb(—a) = 0, Vjez\{0,1,2}

Portanto, pela defini¢édo (5.1.8), temos:

Ti= P Py paratodo jtal que Q(—,a) # 0

weQ‘ZLD(_va)
ou seja,
dg) dg,
I} : 0— P, — P ®P,OP.®Pj—— (P.® P ®FPy) ®(P.® Py ®Py) & (P;®P,) =0
T T} T2

E facil ver que o diferencial d° é da forma:
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a2
a3
Q4

d° -

a

P, PP, dP.d Py

Agora vamos construir o diferencial d! : 7} — T?2. Primeiramente vamos construir os morfismos f;

B1
B2
B3

fl:Ps(al)_)@Ps(v) ij:PbHPe@Pf@Pg

S
b1
B2
Bs

J2 1 Pyag) = @ Py = fo:Bh——POPr@F,

7_}61)(2_
( )
65

da observagao (5.1.11).

I3 1f§@y@ — 6}9 fﬂ(@ = f3: P

'UEOLS

Pg@Ph

fa: Pyay) = @ Pyyy =3f1, (ap =0)

vEay
f1 000
0f200
00 f30

Portanto temos d., : T} T? , isto é,

B
B2 O 0 0
B3
b1
0 B2 0 O
B3
0 0 §4 0
d:P,®P,®P.® Py - (P.OP;@P)®(P.®Pr®Py) ®(Py® Pp)

Proposicdo 5.1.13. Sejam A = kQ/R? uma dlgebra de radical quadrado zero, Q um quiver gradudvel e

¢ : Qo — Z uma fungdo graduagdo. Entdo, dado a € Qo, o complexo T possui as seguintes propriedades:
(@ T8 = P,

(b) Se k = max{p(w); w € Q(—,a)}, entdo
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ou seja, Ty é da forma

. 0 Tf(a) T(;P(a)"'l .. T(f 0

Demonstragdo. (a) De fato, suponha que Pj,, é somando de T, (@)

para algum w € Q(—,a), entdo
pela defini¢do (5.1.8) temos que ¢ (s(w)) = ¢(a). Portanto segue, pela proposicdo (5.1.3), que w = ¢,
e podemos concluir que 77'¥ = P,.

(b) O resultado segue diretamente da definicdo (5.1.8), pois para j < ¢(a) e j > k temos que
Qb(—a)=0. 0

Proposicao 5.1.14. Seja T; o complexo da defini¢cdo (5.1.8), entdo para j > ¢(a) temos que:
Hom4(T?, P) # 0, para todo projetivo indecomponivel P somando de T ™!

Demonstragdo. De fato, temos por definicio que 72! = @ (—a) Py, portanto, pela proposi¢éo

vEQf;H
(5.1.7), para cada P,y somando de T existe w € Q{O(—, a) e uma flecha o € Q tal que a : s(v) —
s(w). Disto segue que existe um morfismo ndo nulo em Hom 4 (P;(y), Ps()), 0 qual € induzido pela

flecha . Como w € Q?p(—, a), temos que P, € somando de T4, portanto HomA(Tg, Pywy) #0. O

Proposicao 5.1.15. Seja a € Qo, entdo para cada diferencial ndo nulo & TS — TIT, temos que a
matriz do diferencial & possui todas as linhas ndo nulas, ou seja, todo somando indecomponivel de Tt

recebe um morfismo ndo nulo através do diferencial d3.

Demonstragdo. Pela definicdo (5.1.11), temos que:

fi--00---0
d: D Pw D (D rw
weQ)(—a) weQL(—a) \vew™
onde cada f; é um morfismos da forma:
aq
Ji= : Ps(wi) — @ Ps(v)
[e73 vEwW,;

Entdo basta mostrar que todas as linhas dos morfismos f;; sdo ndo nulas. De fato, seja v € w; , para
algum 1 < i < n. Entdo existe « € @Q; tal que v = aw;, ou seja, existe o : s(v) — s(w;) e portanto

existe um morfismo em Hom 4 (Py(y,), Ps(»)) induzido por essa flecha. Portanto segue que todas as

7
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linhas do morfismo f; sdo ndo nulas. Com isso, podemos concluir que todas as linhas da matriz d} sdo

nao nulas. O

Proposic¢do 5.1.16. Sejam A = kQ/R? uma dlgebra de radical quadrado zero, Q um quiver gradudvel,
a€Qed T — T um diferencial ndo nulo do complexo T;. Entdo para toda matriz M, com

entradas em k, tal que M - &, = 0, tem-se que M = 0.

Demonstracdo. De fato, sabemos que o diferencial ¢/, é da forma:

fi - 0
& =
em que cada f; é dado por:
a1
fi= Pyw) = €D Puwy
vEW,;
Q.
Considere escalares Aj, ..., A\, € k tais que:
i
Z )\tOét =0
t=1
Como os morfismos «y, .. ., a,, sdo induzidos por flechas distintas do quiver (), tem-se que:

T3

Z)\tat =0 < \M=0,Vt

t=1
Agora considere M = (a;;) uma matriz, com entradas em k, mostremos que se M - & = 0, entao todas
as linhas de M séo nulas. De fato, se M - ) = 0, entfio a multiplicacio da primeira linha de M pela

primeira coluna de ¢}, deve ser nula, isto é,
r1
E altat:0 = a11,...,a17«l:0
t=1

Para garantir que as outras entradas da primeira linha da matriz M também sdo nulas, basta utili-
zarmos o resultado da proposicdo (5.1.15), tal proposicao nos garante que todas as linhas da matriz
& sdo ndo nulas. Portanto ao multiplicarmos a primeira linha da matriz M pelas demais colunas de
&, chegaremos a conclusdo de que a primeira linha da matriz M deve ser nula. De maneira andloga,

segue que todas as linhas de M sdo nulas, ou seja, temos que M = 0. O
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5.2 Complexo inclinante T* = @, T+

Agora vamos mostrar que os complexos da definicdo (5.1.8) sdo indecomponiveis na categoria
derivada D®(mod A), em que A = kQ/R?. Para isso vamos iniciar mostrando que tais complexos sio

indecomponiveis na categoria dos complexos limitados C(proj A).

Proposicdo 5.2.1. Seja A = kQ/R? uma dlgebra de radical quadrado zero tal que @) é um quiver
gradudvel, com uma fungdo graduagdo o : Q9 — Z. Entdo para cada a € @)y o complexo da definicdo

(5.1.8) é indecomponivel em C(proj A).

Demonstragdo. Seja a € Qp, entdo pela proposicao (5.1.13) temos que o complexo 77! é da seguinte
forma:

i pp— p— L PR o LS Tk 0

Suponha que 7)) = X* @ Y*, isto é,

T;;...HOHXW(G)@Y@(a)*)XSO(a)Jrl@Y@(G)Jrl*)...HXk@Yk*)O*)...

. o . ] ] 1 ~ ; dj 0

onde os diferenciais d’. : T — T2 sdo da forma d’, = < X
Y

(a)

). Temos, pela proposicao (5.1.13),
que T, coincide com o projetivo indecomponivel P,. Portanto podemos supor, sem perda de gene-

ralidade, que X¥(® = P, e Y¥(®) =0, isto &,

(%)
0 af'™

T : .. 5 Po0—— 2 Lo xpatl g yel@+l
@ ——
Tf(a) T(‘f(“)“’l
(a)+1

Temos, pela proposicdo (5.1.15), que todo somando indecomponivel de T/ recebe um morfismo

ndo nulo através do diferencial d?'® . 7@ — pr@+1 portanto temos que Y#(®+! = 0, pois caso

(a) )

contrario ele deveria receber um morfismo ndo nulo de 77" através do diferencial d?'* , porém

di(“) = 0. Portanto temos:

a£ o
0 0

<d§(”)“ : )
0 d‘P(a)‘i’l
T*: -5 P00 — > Xe@tl g — ¥ 7

XPa)+2 g yela)+2 5 ...

Podemos utilizar novamente a proposicio (5.1.15) para mostrar que Y ¥(®)+2 = (), pois ele no recebe

(a)+1

morfismos no nulo de 77 . Portanto, utilizando argumento andlogo, temos que Y’/ = 0, para

todo j € Z, ou seja, Y* = 0. Disto segue que se Ty = X°* @& Y*, tem-se Y* = 0, portanto o complexo
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T?* é indecomponivel em C°(proj A). O

O préximo lema apresenta um resultado relacionando os objetos indecomponiveis em C?(proj A)

com objetos indecomponiveis de D°(mod A).

Lema 5.2.2. Sejam A uma dlgebra de dimensdo finita e P* um complexo projetivo minimal de C?(proj A).

Entdo P* é indecomponivel em C’(proj A) se, e somente se, P* ¢ indecomponivel em D®(mod A).
Demonstragdo. Ver [31], pagina 1465. O
Utilizando a proposicdo (5.2.1) e o lema (5.2.2), podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 5.2.3. Seja A = kQ/R? uma dlgebra de radical quadrado zero tal que Q) é um quiver gradudvel,
com uma fung¢do graduagdo ¢ : Qo — Z. Entdo, para cada a € @y, o complexo Ty é um objeto

indecomponivel em D’(mod A).

Demonstracdo. A demonstracdo segue como consequéncia imediata da proposicdo (5.2.1) e do lema

(5.2.2). 0

Agora mostraremos que se A = kQ/R? é uma k-algebra de radical quadrado zero, em que @) é um
quiver graduavel, entdo os complexos da definicao (5.1.8) determinam um complexo inclinante em
Db(mod A). Antes de demonstrarmos esse fato, vamos enunciar a definicio de complexo inclinante na

categoria derivada Db(mod A), tal defini¢do pode ser encontrada em [26].

Definic¢do 5.2.4. Um objeto 7 na categoria derivada D’(mod A) é um complexo inclinante se:
() Hompy( ) (T, T°[i]) = 0, Vi € Z\{0};
(ii) add(T*) gera D’(mod A) como categoria triangulada.

Aqui add(7'*) consiste em todos os somandos diretos de somas finitas de copias de 7. Dizemos
que uma classe de objetos gera uma categoria triangulada 4 como uma categoria triangulada se ndo
existir subcategoria triangulada plena e prépria de %, fechada para isomorfismos, que contenha tal
classe de objetos.

Um objeto 7* € D’(mod A) que satisfaz a condicfio (i) acima é chamado complexo inclinante
parcial. A préximo proposicdo serd muito ttil para célculos posteriores envolvendo complexos incli-
nantes, uma vez que podemos trocar a condicdo (i:) da definicdo de complexo inclinante apresentada

anteriormente.

Proposi¢éio 5.2.5. Seja T* € D°(mod A) um complexo inclinante parcial livre de multiplicidade. Entdo

as seguintes condigoes sdo equivalentes:



CAPITULO 5. SECCOES NA CATEGORIA DERIVADA DE ALGEBRAS DE RADICAL QUADRADO ZERO 103

(a) add(T*) gera D’(mod A) como categoria triangulada;

(b) O numero de somandos diretos indecompontiveis de T*® coincide com o posto do grupo de Grothendieck

Ky(mod A).
Demonstragdo. Ver [25], pagina 84. O

Seja A = kQ/R? uma algebra de radical quadrado zero tal que () é um quiver graduével, com uma

funcdo graduacdo ¢ : Qy — Z. Entdo podemos definir um complexo dado por:
- @
a€Qo

em que cada 77 é o complexo da definicdo (5.1.8). A seguir iremos mostrar que 7'* ¢ um complexo
inclinante em D°(mod A), para isso vamos iniciar apresentando alguns lemas que irfo nos auxiliar

nesse resultado.

Lema 5.2.6. Considere A = kQ/R? uma k-dlgebra de radical quadrado zero, em que Q é um quiver

gradudvel. Entdo para a,b € )y, ndo necessariamente distintos, temos:
Homps 1) (13, T n]) = 0, ¥n € Z\{0, 1}

Demonstragdo. Suponha que existe ¢°® : Ty — T [n] ndo nulo, para algum n € Z\{0, 1}.

T - Ty 7] Tt
g I
B T T —

Como ¢* é nio nulo, temos que ¢’ : T2 — Tg *7 & ndo nulo para algum j. Portanto existem P, e Py
somandos indecomponiveis de Ti e Tbj *" respectivamente, tais que Hom 4 (P., P;) # 0. Por definicfo,
temos que ¢(c) = j e p(d) = j + n, como por hipdtese n # 0, temos que ¢ # d e pelo Lema (5.1.4),
segue que ¢(d) = ¢(c) + 1, isto é,

Homug (P, Py) #0 = o(d)=¢(c)+1 = j4+n=j5+1 = n=1

o que contradiz o fato de n € Z\{0,1}. Portanto temos que para todo n € Z\{0,1}, temos que

Hompe 4y (T, Ty [n]) = 0 para quaisquer a, b € Qo. O

O préximo lema no garante que se A = kQ/R?, entdo dados a,b € @, todo morfismo f €
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Hom 4 (P,, P,) pode ser escrito como combinacdo linear dos morfismos induzimos pelas flechas de @,
isto é, morfismos f; : P, — P, tais que f(x) = «;z, para alguma flecha «; : a — b. Tal resultado é

necessdrio para provarmos que Hompy(4) (77, T [1]) = 0.

Lema 5.2.7. Sejam A = kQ/R? uma dlgebra de radical quadrado zero e a,b € Qo. Entdo o conjunto
formado pelos morfismos de Homy (P, P,), que sdo induzidos pelas flechas « : a — b de @)1, forma uma

base para Hom 4 (P, P,).

Demonstragdo. De fato, como A = kQ/R?, temos por defini¢do que:

P,=€eA={{aeQ; s(a) =a}U{e}) e Py=ecA={fecQ; s(B)=0b}U{e})
Seja f € Hom 4 (P, P,), entdo para todo x € P, temos:

f:Pb — P,
r = f(z) = flez) = fle)r

Note que para todo = # ¢, segue que f(z) = 0. De fato,

f(z) = @$ = (Z Ao + Aea) T = Z AT + Aegx
€pP, v v

porém, temos que Ae,x = 0, pois t(e,) # s(x), além disso:

0, para t(a;) #b=s(x)
o =
0, para t(o;) =b, pois, neste caso, a;x € R>

Com isso, podemos concluir que:
fe€Homy (P, P,) = f(z)=0, Vx#e¢

Além disso, temos:

2
= = = Ao + Aeg = Aioiep + Aeqey = iy
flev) = flep) = flev)en (EZ a; + e ) € E@ Qe 606b EZ aer,
como «;€, = 0, para t(«;) # b = s(ep), temos que todo f € Homa (P, P,) € da forma:

f(x) =0, Vz # ep
fley) =D, N, para a; :a —b em @
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isto é, todo morfismo f € Homy(Fy, P,) pode ser escrito como combinacdo linear dos morfismos

dados por:
fi : Pb — Pa

flx) —» az

em que «; : a — b pertence a ;. Neste caso, temos que f; € um morfismo induzido por «;. Agora,
note que:

dimg (e, Aep) = dimy(Homy (epA, €, A)) = dimg(Hom 4 (P, Py))

Disto segue que os morfismos f;s, induzidos pelas flechas o,/ : @ — b do quiver @), formam uma base

para Hom 4 (P, P,). O

Apresentamos, no préximo exemplo, uma maneria de utilizarmos o lema anterior para mostrar

que Homqpe 4y (T3, T5[1]) = 0, em que A € a élgebra do exemplo (5.1.12).

Exemplo 5.2.8. Considere o complexo 77 do exemplo (5.1.12), cujo quiver () é dado por:

a3
h \/ d
Vamos utilizar o lema (5.2.7) para mostrar que Hompy(4) (77, 77 [1]) = 0. De fato, lembremos que

0 1

dg d
77 : 0= P, Hpb@Pb@Pc@PdH(Pe@Pf@Pg)@(Pe@Pf@Pg)@(Pg@Ph)—>0

9 Ta T2
€m que,
B1
Bs 0O 0 O
[e5] /373
0_ [ a2 1 _ B1
do = | 4 € =10 5 o o0
oy 63
Ba
0 0 0
Bs

Novamente, por abuso de linguagem, iremos utilizar a mesma notacao das flechas do quiver () para re-

presentar os morfismos induzidos por elas. Suponha que existe um morfismo g* € Hompe 4y (17, T [1]),
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entao temos o seguinte diagrama comutativo:

dg dg
T2 :0 P, P2 P.a Py (P.® Pr&Py)? e (Py® Pp) —0

[an}
[an)

Te[1]: Py ?dgpf P ®Py—x (P ® Py @ Py ® (P © Pr)
Mostremos que ¢g® é homotdpico a zero, isto é, mostremos que existem §°, §' e 62 tais que:

P == +6'0d® e gl=-dlost+6%0d

° dg 2 dfll 2
T2 :0 P, PO PP (P.® Pr@® Py)* ® (Py @ Pp) —=0
(53// go (il/// gl EQ//// 92
/’/ A// A///
T;[l]:PajOP,f@Pc@del(Pe@Pf@Pg)?@(Pg@Ph) 0 0.

Sem perda de generalidade, vamos definir 5 como sendo a identidade. Uma vez definido 6° temos o

seguinte morfismo:

$1
b2
b3
o

P +dos = P, > P& PP,

em que ¢1, ¢y € Homy(P,, P,). Temos, pelo lema (5.2.7), que os morfismos induzidos pelas flechas
oy e ap formam uma base para Hom 4 (F,, P,), portanto temos que existem escalares Aj, Ao, fi1, o tais
que:

d1 = Aag + Ao € P = g + poan

Analogamente, existem escalares p e 7 tais que:

¢3=paz € Q4 =mnay
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ou seja,
Ataq + A Al A2
go + dg o 50 _ p1on + pao _ H1 o 2
pa3 0 0
nay 0 0

o O

o D

o o O

3

aq
(%)

as

Portanto existe §! tal que:

P =-dos® 6t od

Procedendo de maneira andloga para g' + d., o §', temos:

b1 P12
P21 P22
P31 P32
ba1 Paz
P51 P52
P61 Po2
¢ P12 P13

0 0 ¢s3

gl+dioc51:

o o o o o o

o o o o o o o o

:Pg@Pc@Pd—)(Pe@Pf®Pg)2@(Pg@Ph)

Note que, como Hom 4(Py, T?) = 0, temos que g* + d} o 6! possui uma coluna nula. Agora, pelo lema

(5.2.7) podemos reescrever o morfismo g1 + d}L o 6! como:

NpBL wiB 00 NoO 0l 0 0]0 0 Bi 0 0 O
NoBo phB2 00 0 X, 0/0 b 00 0O B2 0 0 0
NoBs phBs 00 0 0 MN[0 0 py|0 0 Bs 0 0 0
Jrdios! — Nifi i 00| | X 00y 0 00 0 0 B 0 0
MBy phfBa 0 0 0 M 0|0 @ 0]0 0 0 B2 0 O
(B3 Bz 0 0 0 0 N[O 0 |0 0 0 B3 0 0
LBz phBs pifa 0 0 0 XN|O0 0 whlpy O 0 0 B4 O
0 0  phBs 0 00 0[0 0 0|0 /b 0 0 B 0
52 dl

Portanto existe 62 tal que:

gl =—dodt +6%0d!
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Disto segue que o morfismo ¢* : Ty — T[1] € homotdpico a zero. Como isso vale para qualquer

g9* € Homp ) (17,17 [1]), temos que Hompe( 4y (T7, T3 [1]) = 0.

Lema 5.2.9. Seja A = kQ/R? uma dlgebra de radical quadrado zero tal que Q é um quiver gradudvel.

Entdo para cada a € @, tem-se:

Hompy(4)(135, 15 [1]) = 0
em que T? é o complexo da defini¢do (5.1.8).

Demonstragdo. Seja ¢ : Q9 — Z uma funcdo graduacdo e suponha, sem perda de generalidade, que

¢(a) = 0, entdo temos que o complexo 7,7 ¢ dado por:

TS : 0 P, —*=T}

d0 dl d? .

T : 0 P,—-T! — T2 > >17T3

qg° glJ got gll QQL g3l
Te[1] : e Py — T} — T2 — T3 — T

Mostremos que, para todo j € Z, existem morfismos ¢/ e §/*! tais que:

¢ =—dod +5od

dO

o . a 1 2 a 3
TS : 0 P, T} T2 T3
Ve / s /

0 7 1 s 2 s 3 s

g9° ot 0 gol , gll >, 92L " gSl
s/ 7/ 7/ 7/
g 1% 2% SI’ 4
°[1] : P, T

a 7d2 a 7d(11 a 7d2 a 7d(3l a

Definindo, sem perda de generalidade, §° : P, — P, como sendo a identidade, mostremos por
inducfio, que dado 67 : T/ — T existe um morfismo &*! que satisfaz a equacdo acima. De fato,

suponha que existe o morfismo ¢/, entdo temos:
¢+ d o8 € Homy(T7, TIT)

RPN | . +1 . _
Por definicdo, sabemos que T = EBwGQZo(aa) Py e TqT = @Ue%ﬂ(ia) Py(,), portanto se n =
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4 -
1QL(—,a)| em = Q% (—,a)|, temos:

$11 0 P

¢ +diod = oo : @ Pywy = @ Ps(w)
bmi - b weQ)(—a) veQ% ! (—.a)

tal que, para 1 <i < n, tem-se:

®1i

QS . UGQ?;Ll(_’a)
me
Note que, se ¢p; : Pygy,) — Ps(,) € ndo nulo, para algum 1 < r < m, entdo existe uma flecha
a: s(v,) = s(w;) em Q. Logo, existe um caminho v = aw; € fol(—, a) tal que s(v) = s(v,), portanto
o projetivo Py, ) € somando de (@er PS(,U)). Além disso, pela definicdo (5.1.11), o diferencial

& T — T é definido através dos morfismos fys, 0s quais sdo dados por:

aq
Ji= :Ps(wi)%@Pv
vEwW,;
oy,
Note que, pelo lema (5.2.7) e pela defini¢do de f;, temos que os morfismos «, ..., ay, formam uma

base para o Hom 4 (Ps(wi), Docw- PU>. Desta maneira, para cada ¢r; : Py(y,) — Py(y,), com 1 <7 <

m, tem-se
¢ a1
d)rizz)\tat = ¢7‘i:()\1 )\£2>
t=1
ay,
Denotando A,; = ( Ao Ay ), tem-se
Gri = Npi - [i
Portanto existem Ay, ..., A,,; tais que:
Ot Ay

= : - fi
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Sem perda de generalidade, suponha que o diferencial &, ndo possui colunas nulas, ou seja, que para
cada Py, somando indecomponivel de TZ, temos HomA(Ps(w),TL{H) # 0. Neste caso, realizando

uma construgéo analoga para todos os somandos Py, de T4, tem-se:

P11 - D1 Ay - Ay fi - 0
gHded = 1+ .t =
i b Ayt oo A 0 - f

~ .
5i+1 @

Portanto segue que existe 6+ tal que ¢/ + &, 0 67 = §7+! o d’, ou seja, temos:
L
¢ =—d,od! +§ T od!

No caso em que d, possui k colunas nulas, temos que existem k somandos indecomponiveis P;,,) de

T tais que Hom A(Ps(wi),Tg“) = 0, portanto o morfismo ¢’ + d o 87 é dado por:

S11 - Py |0 - O At Agegy fi -0 |0 -0
Gmi 0 Pumingy |0 o 0 Amt o My 0 frup |0 -+ 0
gi+d} 087 §it1 &
Portanto temos por inducdo que para todo j > 0, existem ¢/ e 677! tais que g/ = —d?, 0 67 + 611 o d.

Por hipétese p(a) = 0, entdo temos g/ = 0, para todo j < 0, disto segue que g* é homotdpico a zero.

Com isso, concluimos que Homypy(4) (77,77 [1]) = 0, para todo a € Q. O

a’—a

Lema 5.2.10. Seja A = kQ/R? uma dlgebra de radical quadrado zero tal que @ é um quiver gradudvel.

Entdo para todo a,b € @y, ndo necessariamente distintos, tem-se:
Homgu(4) (T2, T3 [n]) = 0, ¥n € Z)\{0}

Demonstragdo. Temos, pelo lema (5.2.6), que Homps (4 (T3, T [n]) = 0,Vn € Z\{0, 1}, portanto resta
a’ra

mostrar que Hompe 4y (7, T3 [1]) = 0. Porém, pelo lema (5.2.9), sabemos que Homp () (17, T3 [1]) =

0, para todo a € Q. Entéo mostremos que para a # b também segue que Homps 4y (777, 73 [1]) = 0.
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De fato, seja g* € Homps(4)(T7, T3 [1]), entéo temos:

j—1 j j+1
i1 d] . d] i1 d]
Te R ey ) A A
g° gj—ll g]i \Lgﬂ-l
° . . J Jj+1 Jj+2 .
T : T — =T — T
b b b

Se ¢/ = 0, para todo j € Z, temos que ¢* = 0. Suponha que existe j € Z tal que ¢/ # 0 e ¢g' = 0,

Vi < j. Como ¢/ € Hom (T4, T]™"), temos:

wEQ?p(77a) ueQ?p“rl(*:b)

T Tt

Se ¢’ é ndo nulo, entdo existe P, somando de Tbj *1 tal que Hom 4 (7Y, Py()) # 0. Portanto existe
algum Py, somando de T¢ tal que Homa (Ps(w), Psu)) # 0. Neste caso, pelo lema (5.1.4), existe
uma flecha o : s(u) = s(w) em @1, disto segue que existe um caminho v = aw € QZ@H(—, a) tal que

s(v)) . Além

v : s(u) ~ a, ou seja, Py, = Py,). Portanto segue que Py, ¢ somando de (Bpecw-

disso, por definicdo, temos:
= D | Dl
weQi(*va) veEW™
portanto segue que P,y também € somando de T2, Com isso podemos concluir que para todo Py
somando indecomponivel de Tg 1 tal que Hom A(Tg ; Py(uy) # 0, tem-se que Py, € somando de T,

i1 . .
Portanto podemos escrever ) "' da seguinte maneira:
TbJ‘i'l — Xt g yitl

em que X7t ¢ constituido por todos os somandos indecomponiveis Py, de Tg ! tais que Hom A(Tg, Pyy) #
0, ou seja, X/*! ¢ formado por somas de somandos de TJ. Neste caso, temos que todo morfismo

ndo nulo ¢/ € Hom 4 (74,7) ") é da forma:

gj: a :Tg—>Xj+169Yj+1
0
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Portanto temos que o morfismo ¢° : T3 — T;[1] pode ser escrito da seguinte forma:

] i—1 ) J ) g+1
1 & d 1 d
Te: T ‘ T : T -
o 0 g gitl
Tl;[l] X7 aYI : bean @ yi+l . XJ+2 D yit2 —_— ..
) N ——— I e s g7 2
T b i+ b i+ b
b b b

Vamos definir 6° : 7} — T}, para todo i < j, como sendo o morfismo nulo. Portanto temos que:
P gio s sl g
g'=—dyod" +0"" od,, Vi<
Agora mostremos que dado ¢° : 7! — T} existe um morfismo 5! : T+ — 77! tal que:

g =—djod + 5T od, Vi>j

. j—1 ) J ) j+1
-1 i da +1 da
e T T T
e e
e e
61 7 §itl .
g 0 -7 g’ - gt
e d -
e
4 #
Te(] i S XYyl L Xl gyitl _  xiR2gpyit2 ..
~— 0 _J ——— P —_—_—— _git2
. b i+1 b i+2 b
7 Ty 7

De fato, sabemos que existe § : TJ — T, entdo temos:
g+ di 0 € HomA(Tg,Tij)
isto é,

1
0

g +dod = T = X0 g yIt!
Como 1/ € Homy(T?, X7*1), e por definicio todo somando indecomponivel de X7+! é somando de
T +1, temos que ;. se fatora pelo diferencial & T T +1, pois as componentes de d’ formam uma

base para Hom4(T¢, T2 ™). Portanto segue que existe n/+! : 72T — X9+ tal que 1/ = i+ o dJ, ou
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seja, temos o seguinte diagrama comutativo:

Sy )
T’ 4G>Tg+1

Ve
. -
J
. i 2yt

Xj+1

771+1

Com isso podemos concluir que existe §/t! = ( 0 ) LTI Tg 1 tal que:

gj—i-dgoéj:(ijﬂodé

ou seja,

¢ =—dlod + 5 od]

Portanto mostramos que se existe &/ : 7 — T/, entdo existe 6/*! tal que ¢/ = —dJ 0 &7 + &1 o dJ.

Seguido por inducéo, temos que, para todo i > j, existem ¢’ e §'*! tais que:
g'=—djod +5""od,

Portanto o morfismo ¢°* : T} — T[1] é homotdpico a zero. Como ¢g* é um elemento arbitrdrio de

Hompe(4)(T7, T [1]), temos que Homqpe 4y (17, Ty [1]) = 0. O

Note que o lema (5.2.10) nos garante que o complexo 7* = P ., T, satisfaz a propriedade (i)
da definicdo (5.2.4). Portanto agora devemos mostrar que tal complexo também satisfaz a condicdo
(7i), porém temos pela proposicdo (5.2.5) que isso é equivalente a condicdo de que o ntmero de
somandos diretos indecomponiveis de 7'* coincida com o posto do grupo de Grothendieck Ky(mod A).
Porém essa condicdo € equivalente ao fato de o niimero de somandos diretos indecomponiveis (nédo
isomorfos) de T coincidir com a quantidade de elementos de (Qy. Sabemos, pelo teorema (5.2.3), que
para cada a € Qo os complexos T)* sdo indecomponiveis em D’(mod A), portanto resta mostrar que

tais complexos sdo ndo isomorfos. Para nos auxiliar neste resultado, iremos utilizar o préoximo lema.

Lema 5.2.11. Considere A uma dlgebra de dimensdo finita e sejam P® e QQ° dois complexos projetivos

minimais de C®(proj A). Entdo P* = Q*® em C’(proj A) se, e somente se, P* = Q* em D’(mod A).
Demonstragdo. Ver [31], pagina 1465. O

Portanto, para mostrarmos que os somandos indecomponiveis de T sfio nfio isomorfos em D?(mod A),

basta mostrarmos que sdo nio isomorfos em C?(proj A).

Lema 5.2.12. Dados a,b € Qo, tem-se que Ty = T em Db(mod A) se, e somente se, a = b.
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Demonstracdo. E facil ver que se a = b, temos Ty = Tp. Mostremos agora que se a # b, entio os
complexos T e Ty ndo sdo isomorfos em D’(mod A). De fato, pelo lema (5.2.11), basta mostrarmos
que tais complexos ndo séo isomorfos em C’(proj A). Considere um morfismo arbitrério ¢* : T — T}
e suponha, sem perda de generalidade, que ¢(a) > ¢(b). Entdo, pela proposicdo (5.1.13), temos que

g°® é dado por:

TS : - 0 0 P, O
lgw(w lg"(w*l igww lgwm
Tb‘;-..4>Pb*>Tlf(b)+1 ...HTIE"(“)HTI;P(“)“H...

Note que se ¢(a) > ¢(b), tem-se que g¥**) : 0 — P,. No caso em que p(a) = ¢(b), temos g¥® :
P, — P,. Portanto em ambos os casos o morfismo ¢¥(*) ndo é um isomorfismo, pois por hipdtese
temos a # b. Disto segue que ¢® : T2 — T néo é um isomorfismo em C®(proj A), pois caso contrério
deveriamos ter que ¢’ ¢ isomorfismo para todo j € Z. Como ¢* foi tomado de maneira arbitrdria,

segue que 7;? = T} em D’(mod A) se, e somente se, a = b. O

Teorema 5.2.13. Seja A = kQ/R? uma dlgebra de radical quadrado zero tal que @ é um quiver
gradudvel. Entdo o complexo definido por T® = @GGQ T? é um complexo inclinante em D°(mod A),

em que cada T2 é o complexo da defini¢do (5.1.8).

Demonstragdo. Pela proposicdo (5.2.5), para mostrar que 7'® é complexo inclinante, basta provar que

ele satisfaz as seguintes condicdes:
() Hompy(4)(T*,T°[n]) = 0, Vn € Z\{0};

(ii)) O numero de somandos diretos indecomponiveis de T*° coincide com o posto do grupo de

Grothendieck Ky(mod A).

Note que a condicéo (i) segue como consequéncia imediata do lema (5.2.10). Além disso, a condi¢do
(1) é equivalente ao fato de o nimero de somandos diretos indecomponiveis (ndo isomorfos) de
T* coincidir com a quantidade de elementos de )y. Pelo teorema (5.2.3), temos que, para cada
a € Qo, o complexo T} é indecomponivel em D’(mod A). Além disso, pelo lema (5.2.12), temos que
os somandos de T* = P, Iy séo todos ndo isomorfos. Portanto temos que 7' € um complexo

inclinante em D’(mod A). O
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5.2.1 Um estudo sobre Endps(4)(7*)

Aqui veremos como os morfismos de Endps(4)(7°) se relacionam com os caminhos do quiver
(). Mostraremos que cada flecha o : @ — b em @ induz um morfismo V¥, : 7; — 7. Antes de
mostrarmos que tal morfismo existe, veremos que para cada flecha a : a — b, temos uma copia de
T2 como somando de Tg , para todo j > ¢(a). Tal fato é essencial para a criacdo de cada morfismo

e TS Ty

Lema 5.2.14. Considere T, e Ty dois complexos, associados a dois vértices distintos a,b € Q. Entdo se
existe uma flecha o : a — b em @1, tem-se que T? é somando de Tg, para todo j € Z. Além disso, para

cada o : a — b, o complexo Ty pode ser escrito da seguinte maneira:

o .
* df(a) dJ

Tb':OHPbHPs(a)@Xw(a)*y..HTg@Xj b, it g xIt
—

j j+1
Tb Tb

em que

d] = , Vi > pla)

Demonstragdo. Primeiro mostremos que cada T é somando de Tg . De fato, seja Py(,,) um somando
de TY, entdo por definicdo temos w € QZO(—, a). Como existe « : a — b, segue que existe um caminho
v = wa € Q{;(—,b) tal que s(v) = s(w). Logo, temos Py,,) = Py) € portanto segue que Py, €
somando de T,f . Com isso podemos concluir que 72 é somando de Tbj , para todo j € Z. Portanto

segue que 7, pode ser escrito como:

. o . .
Ty : ... —TaeX 2Tl xitt ...
N—_—— N———
) Fa

Agora mostremos que o diferencial dg ¢ dado por:

, & 0 . . - -
& = . TV @ X9 — TIt @ X9t
*
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De fato, suponha que ¢(b) = 0, entdo, como existe « : a — b, temos por definicdo que:

(3) dl d2

° 1 b 2 b

Tb:"'HPbHPs(a)@X Tb
——

1
Tb

Pela definicdo (5.1.11), sabemos que, para todo j € Z, o diferencial di ¢ dado por:

di : @ Ps(v) — @ @ Ps(u)

vEQL(—,b) vEQL(—,b) \u€v™

em que as componentes de dj sdo dadas por:

Ji: Ps(vi) - @ Ps(u)
uev,;

Portanto temos que o diferencial dj : Py(,) & X' — T;? possui uma componente dada por:

f:Ps(oz)_> @Ps(u)

ueoa

Disto segue que:

0
d%: f :Ps(a)@XI% @Ps() EBXQ

0 = uEa—

77
Agora note que, como s(«) = a, temos que:
Ps(a) =P, e @ Ps(u) = @ Ps(u)
ueoa~ uCe,
e pela natureza da componente f do diferencial d;, temos:

f:d(ll:Pa—> @Ps(u)

UEE,

T2

a
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Portanto segue que:

1 dy 0 1 2 2
dl = PaX  oT?aX
0 * A,—/
Ty
De maneira andloga, temos que diferencial d; ¢ dado por:
2 dz 0 2 3
dy = D P | X D | D P | ©X
0 * uco~ uca~ veEU~T
72 73
isto é, d? = (‘? 2) :T2@X? — T3@ X3, Aplicando essa mesma construgéio para os demais diferencias

de Ty, podemos concluir que

. 0 . . . .
& = ) T XT =TI o X9 W > p(a)
k — %f_/

J J+1
Ty Ty

em que, para cada j, os somandos indecomponiveis presentes na cépia de T que aparecem na

decomposicdo de 77, sdo dados por:

Py, tal que v =wa paraalgum w € Q) (—,a)

O

Note que nio temos informacdes a respeito do somando X7, da decomposiciio Tbj = T2 & X7, pois

isso depende exclusivamente do conjunto Q7 (—,b), podendo esse somando possuir alguns somandos

de T ou até mesmo ser nulo. A seguir apresentamos dois exemplo que irdo explicitar esses fatos.

Exemplo 5.2.15. Considere a algebra do exemplo (5.1.1), em que o quiver @) é dado por:

« a B
i Ty
7\64

Como existe uma flecha 3 : a — b, temos, pelo lema (5.2.14), que o complexo 7} pode ser escrito

como Tbj = TY & XJ,Vj > ¢(a). Suponha que ¢(b) = 0, entdo temos:

T : 0 0 P, —*= Py, 0
~—~
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G, G

Tb.: 0 B, P,oP.—=P,®P;——0
—~— —— —_——
7 Ty 7

Note que o diferencial d} : T} — T}? é dado por:

dl 0
=1 " Tle X! 5129 X?
0 ’y P Pd

Aqui devemos nos atentar que, apesar de 7;? = P, & P, ndo podemos escolher arbitrariamente qual
somando P, representara 72 na decomposi¢io de T = T2 X 2. De fato, lembremos que por defini¢do

temos:

2
Ty = @ Pyw) = Ps(ap) ® Ps(ys) = Pa® Fa
WEQ (—,b)

Como estamos usando o fato de existir 5 : a — b para aplicar o lema (5.2.14), temos por construcdo
que as componentes T? de Tg séo os somandos provenientes de 3 € Q. Portanto temos 77 = Py(ap)

e X = Py(y)-

No préximo exemplo veremos o que ocorre quando existem duas flechas entre os vértices a, b € Q.
Mostraremos, através da construcdo realizada no lema (5.2.14), que cada flecha ird fornecer uma

decomposicao distinta.

Exemplo 5.2.16. Considere o complexo 7’7 do exemplo (5.1.12), cujo quiver () é dado por:

Suponha que ¢(a) = 0, entdo temos:

0 1

d d
7 : 0= P, *G>Pb@Pb@Pc@Pd*a>(Pe@Pf@Pg)@(Pe@Pf@Pg)@(Pg@P}L)—>0

e T} T2
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em que,
B1
B2 0 0 0
[e5] /83
0_ [ a2 1 _ B1
do = | 4 € da=1 0 5 o o0
oy 63
o o P

Bs

Como existem flechas a1,y : b — a, podemos utilizar o lema (5.2.14) para escrever cada TJ como

T = Tlf @ X’. De fato, sabemos que T} é dado por:

B1
B2
B
Te: 00— P, ~—>P,®P;®P,—=0
~~~ ————

1
T, Tb?

Portanto é fAcil ver que cada T) pode ser escrito como Tbj @® X7, para todo j > o(b). Porém, pela
construcao do lema (5.2.14), tal decomposicdo depende diretamente de alguma flecha o : b — a.
Como existem duas flechas distintas «y,a2 : b — a, cada flecha ird fornecer uma decomposicao

distinta da forma:

d9 dt
T2:0— P, — T} OPR®P.0P—>T;®(P.®P;®P)® (P& P,) =0

72 T} T2
(S
d9 dt
T2:0— P, —>PaT  ®P.®oP—>(P.oP®P) T} ® (P, ®P,) =0
0 T1 T2

(i) Para oy : b — a, temos:

dl
b= " Tl o X' - T2 @ X2
0 =
T} T2
emque 7} = T} @ X! é dado por:
(1
T, = Ps(al)
X1 = Pyag) © Py(az) ® Pyan)
= BoOoPOP
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e T? =T? & X? é dado por:

(

Ty = Pyprar) @ Po(prar) ® P(ssar)
— Pe D Pf D Pg

X% = (PyBras) ® Ps(gras) © Pe(gsa2)) ® (Ps(B1as) © Ps(ssas))
= (Pe@ProlPy) & (Pyo b)

(ii) Para as : b — a, temos:

dt 0
al=1| " T o X' - T2 @ X2
0 =« ——— ———
Ty T3
emque 7, =T} ® X! é dado por:
T} = Py
Xl = Ps(al) @ Ps(ocg) @ Ps(a4)
= POP.DFy

e T? =T¢ & X? é dado por:

.

Ty = Pupiar) © Pi(ran) @ Pr(san)

X% = (Pygra) © Ps(grar) © Pe(gsan) ® (Ps(8ias) © Ps(gsas))
= (Pe®ProPy) @ (Py® Ph)

Teorema 5.2.17. Sejam Q um quiver gradudvel e a,b € Qy. Entdo para cada flecha o : a — b, em @1,
existe um morfismo ndo nulo W8 : T2 — T em D’(mod A), em que W, T — Tlf é a inclusdo, para

todo j > ¢(a).

Demonstragdo. De fato, pelo lema (5.2.14), temos que cada flecha « : « — b determina uma decomposi¢do

em Tg , para todo j > ¢(a). Portanto podemos definir um morfismo ¥, : 75 — T, utilizando tal
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decomposicao, da seguinte maneira:

. & : i .
TS - Tt T g Tt
. 1 1 1
va 0 _ 0 _ 0
(d{;l 0) (dfao)
. . 0 =* . . 0 * . .
Ty T leXx '~ STigXx — - Titlg xiH!
—_———— —_——— —_————
1)~ T) Tt

Note que o morfismo ¥? ndo é homotdpico a zero, pois HomA(Tg,Tg 1) = 0, para todo j € Z.
De fato, suponha que existe s : T - Tg ~! entdo existem somandos indecomponiveis Py, € Py,
de TZ e Tlf ~!  respectivamente, tais que Hom A(Py(w), Ps(vy) # 0. Disto segue que existe uma flecha
v : s(v) — s(w) em @1, porém neste caso devemos ter p(s(w)) < ¢(s(v)), o que ndo ocorre, pois

we Qh(—a)eveQy (= b). O

Note que, dada uma flecha o : @ — b, as inclusées W/, do morfismo W®, : T® — Ty do teorema
(5.2.17), leva o projetivo indecomponivel P;,,, somando de T, no projetivo Py (1a), somando de Tg ,

em que w € QZD(—,a) e wa € QZD(—,b).

Exemplo 5.2.18. Lembremos que o quiver (), do exemplo (5.2.16), é dado por:

e os complexos T e Ty sdo:

. dy
Iy : 0 0 — B —=P.®Py® Pyj——=0

7 7} T2
9 dl
I} : 0— P, — P ®P,OP.®Pj—— (P.® P ®FPy) ®(P.® Py ®Py) & (P, ®P,) =0
9 Ta T2

a

Vimos, no exemplo (5.2.16), que as flechas a1, a3 : b — a induzem duas fatoracoes distintas em
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cada T} , Vj > ¢(b). Portanto, pelo teorema (5.2.17), existem dois morfismos distintos W¢, , Vs :

Ty — Ty, os quais sdo induzidos pelas fatora¢des geradas por cada uma dessas flechas.

Tp: 0 0 P, d T? 0
1 1
0 0
T*: 0 P, - Ps(a1) ® Py(ay) ® (P ® Py) i TP T ® (P @ Py) 0
s 7\:1 (;7 d} 0 T2
* “ 0 0 %
d} 9
Tp: 0 0 P, T 0
0 0
v, 1 1
0 0
T*: 0 P, Py(ay) ® Ps(ay) @ (P ® Py) TPOT? @ (P @ Py) 0

=
oo

a

a1 s d 0
s Tal 0 0 T2
* 0 *

Além disso, note que existem dois caminhos w1, ws : e ~ a em @, tais que wy; = Pray € wy = Srao.

Como consequéncia do teorema (5.2.17), temos que existem dois morfismos ndo nulos W3 , % <

Hompe(4)(T7, 1) dados por:
Up, =5, 00y e W =W5 oVUh

Neste caso, o morfismo 3, ¢é dado por:
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T*: 0 0 0 P, 0
1
", (1)
0
. d
s, Ty : 0 0 P, (P. ® Py ® Py) 0
Ty
1 1
ve, 0 0
0 0

T:: 0 P, Py(ar) © Psay) © (Pe © Py) T; & T; & (Py & Pp)

aq 00
2 T1 d, 0 T2
* 0 x*

1
Aqui estamos denotando W2 = (8) T2 — T & T¢ & (P, & P,) o morfismo dado por:

IS
Sy=,

o o
[Sr=

100
010
001
000
000
000
000
000

:(P.® Py @ Py) > (P.® Py @ Py) ® (P ® Py ® Py) &(Py & Pp)

2 2 2
Tb Tb Tb

portanto segue que:

:P.— (P.®Pr®Py) & (P.® Py & Py) & (Py® Pp)

w1

[eNoNoNoNoNeRel

e \IJ‘Z'Ul = 0, para todo j # 2.

Analogamente temos que o morfismo V3 € dado por:

:P.— (P.® Py @ Py) @ (P ® Py & Py) & (Py & Py)

w2 T

oo ocoOo~=OOOo

e \IJ{'Ul = 0, para todo j # 2.
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TS : 0 0 0 P, 0
1
0
. dy
w, | To: 0 0 P, (P. & P; & P,) 0
7
0 0
v, 1 1
0 0

T3: 0 Po—— Puar) @ Piag) © (P ® Pa) ———= T 6T & (P & Ph)
1
2 T1 0 T2
* “ *

U3, € Homp( 4y (77, T7), induzidos pelos caminhos

IS
Sy=,

oo
oo

Portanto temos dois morfismos néo nulos V3 ,

w1, Wy €~ a.

Corolario 5.2.19. Sejam ) um quiver gradudvel, a,b € Qy e w : a ~» b um caminho dado por w =
ai...ap, com o; € Q, para 1 < i < n. Entdo existe um morfismo ndo nulo V3 : T3 — 17, em
DP(mod A), tal que U3, = U8, o...oW?, . Além disso, temos que U3, é dado por:

Te . ... 0 P, dg' T(;p(a)-&-l

a

v () (6)

w(a)—1
T;D(a)_ 1 4

*

)
TS Py @ X9@ X 2 L po@t1 g e

(a)+1

Demonstragdo. A demonstragéo segue diretamente do fato de os morfismos V¢, , do teorema (5.2.17),
serem inclusdes e também pelo fato de s(w) = s(ay), o que implica em v p, - Pywy® X #(a) ser
a inclusdo de P, em Py(,,) = Py(,). Além disso, tal morfismo néo serd homotopico a zero pelo fato de

Homp(4)(74,7) ") = 0, Vj € Z. O

Note que, pelo coroldrio (5.2.19), dados a,b € @)y, temos que existe uma correspondéncia entre
os caminhos wjs : a ~» b em @ e os morfismos ndo nulos ¥, € Hompy(4)(T7,7}). Vejamos agora
que existe uma correspondéncia biunivoca entre os morfismos néo nulos de Hompy 4y (77, 7y) € os
elementos de ¢,(kQ)e,. Antes de demonstrarmos esse resultado, vamos enunciar alguns lemas que

nos fornecem algumas propriedades em relacéo aos morfismos néo nulos de Hompu (4 (17, T}).



CAPITULO 5. SECCOES NA CATEGORIA DERIVADA DE ALGEBRAS DE RADICAL QUADRADO ZERO 125

Lema 5.2.20. Sejam A = k(Q/R? uma dlgebra de radical quadrado zero, Q um quiver gradudvel e

a,b € Qo vértices distintos. Neste caso, para cada ¢* € Homps(4)(T7,Ty) ndo nulo, tem-se que:
@) ¢¢@ . P, — Tlf(a) ¢ ndo nulo;
(ii) Cada morfismo ndo nulo ¢’ : TC{ — Tbj ¢ representado por uma matriz de escalares;

(iii) Existe, pelo menos, um caminho w : a ~ b em Q;

(iv) A quantidade de caminhos w : a ~ b coincide com a quantidade de copias de P, como somandos de

w(a),
5
(v) Se existem n copias de P, em Tl;p (a), entdo existem escalares A1, ..., \, tais que:

o= (3) P PrOY

(a)
e

em que, A = (A1,..., \n)" 2 Pu = @i, Py(w,), Para cada wj : a ~ b.

Demonstragdo. (i) Suponha que existe ¢* : Ty — T nédo nulo, entdo temos que existe j € Z tal que
¢TI - Tg é ndo nulo. Se j = p(a), tem-se que ¢*(%) # 0 e segue o resultado desejado. Agora

suponha que ¢’ # 0 para algum j # ((a), temos que o morfismo ¢ é da forma:

a1t &

T - Tt 1Y Tyt
#° o @I pitL
.. j—1 j j+1

Tp: - T — T ——— T

b b

Como ¢/ : T! — Tg é néo nulo, entdo existem Py, € Py, somandos indecomponiveis de T! e Tg ,
respectivamente, tais que Hom a( Py, Py()) # 0. Pelo lema (5.1.4), isso implica que Py, = Py,
pois s(w) e s(v) possuem um mesmo grau j. Portanto segue que o morfismo ¢/ : T — Tg ¢ dado por

uma matriz de escalares. Com isso, temos que:
Podit#£0 = dTTod A0 = F1#0

Aplicando o mesmo argumento repetidas vezes, chegaremos a conclusao de que, para ¢(a) < n < j,
o morfismo ¢" é ndo nulo. Portanto temos que ¢#(®) : P, — Tg" (@) ¢ n3o nulo.
(ii) Note que se ¢/ : T — Tg é néo nulo, entéo existem P, e Py, somandos indecomponiveis

j o ] ] o ] . . . . ~
de Ty =D, Qb () Py eTy) =D, Qb (=) Py.), respectivamente, tais que existe um morfismo néo
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nulo f € Homu(Py(y), Ps(v))- Porém, pelo lema (5.1.4), segue que s(w) = s(v), pois caso contrdrio,
teriamos ¢(s(v)) = ¢(s(w)) + 1, o que contradiz o fato de ambos possuirem o mesmo grau j. Disto
segue que o morfismo f € um multiplo da identidade de Pi,).

(i1i) Como ¢¥@) : P, — T (@) & nso nulo, segue que existe Py, somando indecomponivel de
Tlf(a) tal que Hom4 (P, Py(y)) # 0. Como p(s(w)) = ¢(a), segue, pelo lema (5.1.4), que s(w) = a.
Como w € QZ;(—, b), segue que w é um caminho de a até b.

(iv) Note que para cada w : a ~ b, tem-se que s(w) = a e portanto w € Qi(a)(—, b), ou seja, Py

é um somando de T, (a) (a)

. Por outro lado sabemos que os somandos de 7;”'" sdo da forma Py, com
w e Qi(a)(—, b). Portando cada somando Pj,, de 17 (@) est4 associado a um caminho w : s(w) ~ b.
(v) Sejam a,b € Qo dois vértices distintos, em que ¢(a) = 1. Considere um morfismo néo nulo

¢* € Hompe(4)(Ty, Ty), portanto temos que ¢' : P, — T, é ndo nulo.

dO

TS : - 0 * P, T2
2 ¢° ¢! ¢?
Ty T ——— T} ——— T}

b b

Sabemos que as componentes do morfismo ¢! : P, — T} sdo dadas por escalares, isto é, se existem
@

n somandos Py, de T} tais que s(u;) = a, para 1 < i < n, entdo existem escalares Ay, ..., \,, néo

todos nulos, tais que ¢' pode ser escrito como:

A n
ol = P, — (@ Ps(%)) eY

0

em que A = (A,...,\,)" e para todo somando indecomponivel Py, de Y, tem-se que s(w) # a. [

Teorema 5.2.21. Sejam A = k(Q)/R? uma dlgebra de radical quadrado zero, Q um quiver gradudvel e

a,b € Qo. Entdo todo morfismo ndo nulo ¢* € Hompu 4y (15, Ty) pode ser escrito como:

¢* = i YA
i=1

em que cada \; € um escalar e cada w; é um caminho de a para b em ). Para a = b, consideramos
[ . —
\I}ea = ZdT;.

Demonstragdo. De fato, seja ¢* € Homqps (7', 7;) ndo nulo e suponha que p(a) = 1. Como ¢°* # 0,

temos, pelo lema (5.2.20) que ¢¢@ : P, — Tgo (@) ¢ ngo nulo. Além disso, o complexo 7 pode ser
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escrito como:

dt---00
)
0---d.o
.. 0 n 1 S0 2\n 2
Ty« - =T, (P)"®Y p (TH)eY:—---
b %’_/ b %/—/
T T

em que n é o numero de caminhos de a para b em ). Também temos, pelo lema (5.2.20), que ¢* é da

forma:

TS : - 0 P, = T?
¢- ¢1 — ( 3 ) ¢2
T - TP —— (P,)" & Y! (TH" o Y?
dy —_—— d, _,2_/
Ty s

em que, A = (A1,...,\y)" © P — @7 Pyu,)- Agora vamos analisar ¢* : T — (T2)" & Y?. Tal

morfismo pode ser escrito da seguinte maneira:

fi
= | T2 (TH"aY? talque g:T? — Y?
fn
g
Note que:
Ayl
di o' = ' (P, = (T))" @ Y?
Andl
0
Como d; o ¢! = ¢? o dl, temos:
fd; Ardg (fi = MiId)dy = 0
¢*od = = =
fnd: And? (fo—ApId)d, = 0
gd’ 0 godl = 0
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Como cada f; : T? — T2 é uma matriz cujas entradas sdo escalares, pela proposicdo (5.1.16), segue
que:

(fi = NId)d: =0 < (fi = N\ild) =0 < f;=\Id, paratodo 1<i<n

Agora note que, pelo lema (5.2.20) (ii), temos que o morfismo g : 7? — Y? também é uma matriz de
escalares, portanto:

god:=0 < ¢g=0

Disto segue que:
Mld

De maneira andloga, para todo j > ¢(a), tem-se que:

Mld

TS : - 0 P, = T? 3
A1 A ld Ald
#° ¢1: ¢2: ¢3:
An Anld Anld
0 0 0
Ty TP Pray! (T2)" & Y? (T)" & Y?
df d} ——
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Por defini¢do, sabemos que cada V3, : Ty — T é da forma:

dl
Te: - 0 P, 2 T2 T3
0 0 0
v, 1 Id Id
0 0 0
Ty Ty (P)"@Y! (1) & Y? (T)" & Y?
dg —_—— d%
T} T2 T3

em que, V!, : P, — (P,)" ® Y é a projecdo que leva P, em Py(,)- Disto segue que:

7

¢* = Zn: AT,
=1
O

Corolario 5.2.22. Considere A = k(Q)/R? uma dlgebra de radical quadrado zero, com ) um quiver
gradudvel. Para a,b € Qo dois vértices distintos, temos que os morfismos V3 , do teorema (5.2.21),

formam um base para Homqps 4y (17, Ty ).

Demonstragdo. Basta mostrarmos que os morfismos W7, , sdo linearmente independentes. De fato,
considere A = kQ/R? uma é&lgebra de radical quadrado zero, com ) um quiver gradudvel. Sejam
a,b € Qo dois vértices distintos, tais que exitem n caminhos de a para b em (). Considere wq, ..., w,

como sendo todos os caminhos de a para b, mostremos que:

n
Z)\i\I/:Uizo <= \;=0, para i=1,...,n
i=1

De fato, suponha que Y7 | \; %, = 0 em D”(mod A), isto ¢, temos o seguinte morfismo nulo:

dl

T . 0 P, d Tt
A1 Ald
Z?:l A US, .
! An Anld
0 0
Ty - 7@ Pray! (T2)" @ Y?
b b p(a)—1 N ) p(a) N———
db db

(a)
T

p(a)+1
I
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Sabemos que néo existem morfismos s' : 7} — T}~ ', portanto Y7, Ai0s, ser nulo em DP(mod A)

K’ (proj A) implica em Y~ ; A\; %, ser nulo na categoria C®(proj A). Disto segue que
n
Z)\iqj;}i =0 = X\N=0, parai=1,...,n
i=1

Portanto os morfismos ¥?* e

o+, Vg, sdo linearmente independentes e segue o resultado desejado. [
n

Note que, dados a,b € @, existe uma correspondéncia biunivoca entre Hompu 1) (77, T7) €
€q(kQ)ep. De fato, pelo coroldrio (5.2.19), temos que para cada caminho w : a ~» b em () existe
um morfismo ndo nulo ¥, : 73 — 7T, em Homps 4 (77, Ty ), associado ao caminho w. Além
disso, pelo teorema (5.2.21), temos que todo morfismo néo nulo ¢* € Homps(4) (77, Ty) € da forma
P =>", AWy, , onde cada A; é um escalar e cada w; é um caminho em (. Portanto, existe uma
relagdo biunivoca que associa cada morfismo néo nulo ¢* = > | A\, ¥, de Hompe(4y(7y, 7y) a um

caminho Z?:l )\iwi de 6a(kQ)6b.

Exemplo 5.2.23. Considere a algebra do exemplo (5.1.1), em que o quiver ) é dado por:

o a B
i Ty
'Y\C/(S—,

Sabemos que os elementos de ¢;4(kQ)e;, sdo da forma:

A(afB) + Az (79)

em que \j, A2 € k. Agora, vamos analisar quem sdo os morfismos de Homp, (T3, 17). Seja ¢® : T)7 —

Ty, entdo:
Ty : 0 0 0 P, 0
° 2
¢ | () LGy )
1) 0~
Tb.: 0 B, P,eoP.—sP,®FP;——0
~— —— ~——
Ty T, Ty

Note que o morfismo ¢? pode ser escrito como:

2 AL .
¢ :()\;) ~Pd_>Ps(w1)®Ps(w2)
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em que wi; = af e wy = vJ. Neste caso, podemos escrever:
O = M (TL,) + Aa(WS,), ouseja, ¢ = (W0 W) + Ay (Wgo U2

De fato, temos que (¥} o ¥3) e (¥ o UY) séo dados por:

T3 - 0 0 0 Py 0
=] |
(Tgows)| T2 0 0 P, = Py 0
N e O
T2 —— P —— P, & P.—— P, ,5 P Pysy ——0
b b (?) (gg) (aB) (v9)
TS 0 0 0 Py 0
N |
(Ug00s) T?: 0 0 P, Py 0
E N O R
Te Py P, & P.—— Py @ Pyog) — 0
b b (?) (33) (aB) (v9)
Portanto, temos:
T3 - 0 0 0 Py 0
| ey O
(Wsows)+(Ugows) | T & T : 0——>0——> P, & P.~—%> P,y & P,y —>0
| AN (G N[
T2 0——= P ——=P, & FP.—— P, .3 ® P, —0
b b (?) <32) (aB) (v6)
ou seja,
T3 - 0 0 0 Py 0
Al(\IJEo\II&)—l-)\Q(\I!go\IJ;)l l l l (i;)
Tb.: OHPbHPa@PcTP(a,B)@PS(75)4>0

(5)



CAPITULO 5. SECCOES NA CATEGORIA DERIVADA DE ALGEBRAS DE RADICAL QUADRADO ZERO 132

Disto segue que os elementos de Homp, (777, 77) sdo da forma Ay (V5 o U7) + Ao (W5 0 U3).

Teorema 5.2.24. Considere A = k(Q)/R? uma dlgebra de radical quadrado zero, em que Q) é um quiver
gradudvel, e seja T* o complexo inclinante do teorema (5.2.13). Entdo existe um isomorfismo de k-

digebras ¥ : kQ — Endps4) (1), dado por w — W5,

Demonstragdo. Como () é um quiver graduavel, existe uma funcao graduacdo ¢ : @y — Z e portanto
podemos definir o complexo inclinante 7° = P, T5- Sabemos que, dado um caminho w = af3 :
a ~» b, existe um morfismo néo nulo ¥, : T3 — 1 em Endps(4)(7*), dado por W3, = W3 o U7 Desta

maneira, vamos definir o seguinte morfismo:

v ]CQ — EndDb(A) (TO)Op

w = U

em que w é um caminho de k(). Como a base de k() sdo os caminhos, para definirmos ¥ em todo k@,

basta estendermos o morfismo por linearidade. Além disso, dados dois caminhos ~, § € kQ, temos:
U(yd) = W5 = WS x U§

em que WS * W§ := Wi o 3. Portanto ¥ € de fato um morfismo de algebras. Note que, pelo teorema
(5.2.21), temos que ¥ é sobrejetora. Agora vamos definir um morfismo ® : End(7°*)? — kQ da

seguinte maneira:
P EDdDb(A) (T.)Op — k‘Q
\I/.

S = w

Note que:

DTy % Us) = (Vs 0 Ty) = D(Tg) = 76

Portanto ® é um morfismo de algebras. Além disso, temos que:

Portanto podemos concluir que ¥ : kQ — Endpe(4) (1) € um isomorfismo. O

Teorema 5.2.25. Considere A = kQ/R? uma dlgebra de radical quadrado zero tal que Q é um quiver

gradudvel. Entdo temos que D?(mod A) = Db (mod kQ) como categorias trianguladas.

Demonstragcdo. Como () é gradudvel, pelo teorema (5.2.13), podemos definir o complexo inclinante
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T* € D’(mod A). Além disso, pelo teorema (5.2.24), temos que kQ = Endpe(4) (7). Portanto,
pelo teorema (6.5.1) de [32], tem-se que existe uma equivaléncia triangulada entre Db(mod A)e

Db (mod kQ). O

5.3 Morfismos irredutiveis e o funtor de Koszul

Nesta secdo iremos mostrar que os complexos da definicdo (5.1.8) induzem uma seccdo na ca-
tegoria derivada de D°(mod A), em que A = k@Q/R? é uma algebra de radical quadrado zero, com
@ um quiver graduavel e A do tipo manso. Para isso, primeiramente iremos estudar a existéncia de
morfismos irredutiveis em Homps 4 (77, T), com a,b € Qo.

Seja f : X — Y um morfismo ndo nulo, entdo dizemos que f é um monomorfismo que cinde (resp.
epimorfismo que cinde) se, e somente se, existe um morfismo h : Y — X tal que ho f = 1x (resp.
foh =1y). No caso em que [ satisfaz qualquer umas das duas condic¢des, dizemos que f cinde. Um
morfismo f € dito irredutivel se ele ndo cinde e além disso, para qualquer fatoracdo f = h o g, tem-se
que g é um monomorfismo que cinde ou 4 é um epimorfismo que cinde.

Nesta secdo nosso objetivo é mostrar que os morfismos ¥?, do teorema (5.2.17), sdo irredutiveis
em D’(mod A). Para isso iremos precisar de alguns resultados preliminares. A seguir iremos apre-
sentar alguns resultados relacionando os morfismos irredutiveis de C’(proj A) com os morfismos irre-

dutiveis de D(mod A), tais resultados podem ser encontrados em [28].
Definicao 5.3.1. Dizemos que X* é um complexo contrétil se idx+ é homotdpico a zero.

Proposicao 5.3.2. Seja f* : X* — Y* um morfismo de complexos. Entdo temos que f* é homotdpico a

zero se, e somente se, f* se fatora por um complexo contratil.

7

Demonstragdo. Suponha que f®: X* — Y* é um morfismo homotdpico a zero, entdo temos
fr=sTdy +di s, VieZ

ou seja,

Mostremos que existe um complexo contratil Z* tal que f*® se fatora por Z°. De fato, seja Z* um
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complexo contratil dado por:
Zo:._._>Xi®Xi—1_)Xi—i-l@Xi_)Xi—l—QEBXi—‘rl_)H‘
Neste caso, temos que f* se fatora por Z*® da seguinte maneira:

- _
di A diy

Xi— 1 X Xi+1

(%) ()

(¥5) (20)

Xi @ Xi—l Xi—‘rl @ XZ Xi+2 @ Xi+1
(Si7 fimt o sidiX—I ) (s“‘l, fi— si+1d&) (Si+2’ fit Si+2d?—1)
Yifl Yz : YiJrl

dy dy

Agora suponha que f* é um morfismo de complexos que se fatora por um complexo contratil Z°.

Neste caso, mostremos que f* é homotodpico a zero. De fato, considere a seguinte fatoracdo de f°:

Xi— 1 dé?l Xz dé{ Xi+1
gi—1 gt gitt
Zi—1 dZ;l VA diZ i+l
idi1 idit
YA i+1
pi—1 B pitl
Yi—l Yz : YH—I

di! di
Note que id}, = d’; 's’ + s"*'d},, entdo temos:

idyog" = dj's'g" +sdyqg’

= dilsigl 4 sitlgitlgi
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hi(idiz o gi) = hidglsigi + hisi+lgi+1d3(
— d?l hi—ls’igi + hisi-i-lgi-f—l dz)(
ti ti+1

Portanto temos que f = hi(idl, o g') = di. 't' + t"+1d’., ou seja, f* é homotdpico a zero. O

Os proximos resultados podem ser encontrados no trabalho de Giraldo e Merklen, para mais deta-

lhes ver [17].

Lema 5.3.3. Considere A uma dlgebra de dimensdo finita e sejam X*,Y* € C~*(proj A) complexos que

ndo sdo contrdteis. Entdo dado um morfismo f® : X®* — Y'®, temos:

(a) Se Y* é indecomponivel, entdo f* é epimorfismo que cinde em C~*(proj A) se, e somente se, f* é

epimorfismo que cinde em K~*(proj A).

(b) Se X* é indecomponivel, entdo f* é monomorfismo que cinde em C~*(proj A) se, e somente se, f*

¢ monomorfismo que cinde em K~*(proj A).

Demonstragdo. (a) E facil ver que se f* é epimorfismo que cinde em C—(proj A), temos que f* é
epimorfismo que cinde em K ~*(proj A). Mostremos a reciproca. Suponha que f* é epimorfismo que
cinde em K—*(proj A), entéio existe g* tal que (f*g®) ~ idye, ou seja, (f*g® — idys) ~ 0. Portanto
temos que (f®g® —idye) : Y* — Y* se fatora por um complexo contratil, denotemos tal complexo por
M?®, entao temos:

ye 0 ooy

\_/

Ieg®—idye

Y.

Como t°s®* = f*¢g°® — idy., temos que idys = f*g® — t*s®. Portanto podemos reescrever essa equacao

(%)

Y —————X*a M*

como:

(f*, t°) ye

idye

Portanto temos que ( Y, ) e (f*, t*) sdo monomorfismo que cinde e epimorfismo que cinde, respec-
—S

tivamente, donde segue que Y* é somando de X* @ M*®. Como Y*® ndo é contratil, entdo Y* ndo pode

ser somando de M*, disto segue que Y* é somando de X°. Portanto f*® o ¢g® é um isomorfismo e segue

que f* é um epimorfismo que cinde. A demonstracdo do item (b) é anédloga. O

Teorema 5.3.4. Sejam X*,Y* € C~®(proj A) complexos indecomponiveis que ndo sdo contrdteis. Entdo
dado f* : X* — Y, temos que f* é irredutivel em C~°(proj A) se, e somente se, f é irredutivel em

K= (proj A).
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Demonstracdo. Seja f® : X* — Y* um morfismo irredutivel em ~°(proj A), entfio segue direta-
mente do lema anterior que f* é irredutivel em C~(proj A). Agora suponha que f* é irredutivel em

C—P(proj A) e sejam ¢°, h® morfismos tais que g*h® ~ f* em K(proj A), ou seja, existe Z* tal que:

Entdo temos que ¢g°h® — f*° se fatora por um complexo contratil, isto €, existe M* tal que:
go he _fo

X ———=Y*
s\‘\ /
M.

portanto temos que:
= (")

Disto segue que f* possui a seguinte fatoracdo em C~*(proj A):

h
. () oo 50 s
\/
f.

Portanto (if) ¢ monomorfismo que cinde, ou (g, —¢ ) é epimorfismo que cinde, em C~*(proj A). Disto
segue que h é monomorfismo que cinde, ou g é epimorfismo que cinde, em K~(proj A). Portanto

temos que f* é um morfismo irredutivel em K~°(proj A). O

Note que, pelo teorema (5.3.4), para mostrarmos que os morfismos W?, apresentados no teorema

(5.2.17), sdo irredutiveis em D’(mod A), basta mostrarmos que eles sdo irredutiveis em C?(proj A).

Funtor de Koszul

Seja Q um quiver gradudvel e A = kQ/R? uma &lgebra de radical quadrado zero. Antes de mos-
trarmos a irredutibilidade dos morfismos ¥?,, iremos mostrar a existéncia de um morfismo irredutivel
em Homqpe 4 (77, Ty ), dado que existe uma flecha a : @ — b, com a,b € Q. Para provarmos esse re-
sultado iremos utilizar o funtor de Koszul. Antes de definirmos tal funtor, vamos estabelecer algumas

notacoes.

Definicao 5.3.5. Seja (Q um quiver graduavel, com funcao graduacdo ¢ : @y — Z. Entdo para cada
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n € Z, definimos o seguinte subconjunto de Qy:

Qy = {a € Qu; ¢(a) =n}

Seja M uma k-representacdo do quiver (), entdo definimos o suporte de M como sendo o conjunto
SuppM = {x € Qo; M(z) # 0}. Dizemos que M possui suporte localmente finito se Q7 (| SuppM €
um conjunto finito, para todo n € Z. Denotamos por Rep*(Q)) a subcategoria plena de Rep(()) gerada

pelas representagdes que possuem suporte localmente finito.

Agora vamos definir um funtor F' que associa uma representa¢do do quiver (Q°? com um complexo
projetivo minimal. Aqui denotaremos por RC(proj A) e RC~?(proj A) as subcategorias plenas de
C(proj A) e C—°(proj A), respectivamente, geradas por todos os complexos radicais, ou seja, comple-
X0s projetivos minimais. Seja M uma k-representacdo em Rep*(Q°P), entdo para cada n € Z, podemos

definir um projetivo em mod(A) da seguite maneira:

F(M)" = @@ Pu@r M(a) = @ (P,)dims(M@)
ang ang

em que P, é o projetivo indecomponivel de mod(A), associado ao vértice a € Qo, e M(a) é um k-
espaco vetorial da representacdo M, associado ao vértice a do quiver Q°P. Para mais informacoes, ver

[7] e [8]. Agora considere um morfismo (d%(M)) : F(M)" — F(M)""! dado pela matriz:

() (0: @) 4 ayeqrtt xQn

onde,

Doy (b,0) = Y fa @k M(a%) : Py @ M(a) — Py @5 M(b)
acQ1(b,a)

em que f, denota o morfismo que realiza a multiplicacdo por @ e M(a®) : M(a) — M (b) é uma

transformacao k-linear, associada a k-representacdo M do quiver Q°P.

Como a algebra A = kQ/R? é de radical quadrado zero, tem-se que os morfismos (d;‘;,(M)) :
F(M)™ — F(M)™*! formam os diferenciais de um complexo F(M)®. Agora considere um morfismo

nédo nulo f: M — N em Rep*(Q°P), entdo para cada n € Z, podemos definir:

F(f)*: €P 1p, @k fla): @D Por M(a) » € Pu®i N(a)

a€Qy a€Qy acqQy,
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em que f(a) : M(a) — N(a) é o morfismo f associado ao vértice a das representacoes M, N &
Rep*(Q°P). Neste caso, € facil ver que F(f)® = (F(f)")nez € um morfismo de F'(M)® para F(N)®.
Desta maneira, obtemos um funtor k-linear F' : Rep*(Q°?) — RC(proj A), chamado de funtor de

Koszul. Em [6], podem ser encontradas mais informacdes a respeito desse funtor.

Agora vejamos que as imagens do funtor de Koszul, associadas as representacoes dos médulos
projetivos indecomponiveis da dlgebra A = £Q°P coincidem com os complexos da defini¢do (5.1.8). O

proximo exemplo ilustra esse fato.

Exemplo 5.3.6. Seja A = kQ/R? uma &lgebra de radical quadrado zero tal que  é dado por:

/\
\/’

Defina em () a seguinte funcao graduacao:

1 1 1 1
N W N

Portanto, pela definicfio (5.1.8), temos os seguintes complexos em D?(mod A):

Te 0 0 0 P, 0
Ty 0 0 P, - P, 0
T® 0 0 P.— ' -p 0
I3 0
) G9)
T3 : 0—=P,—>PF,3 PHP P,——=0

Agora mostremos que os complexos 7;? e 7’7 coincidem com as imagens F'()M)® e F'(IV)*® das representagoes
M, N € Rep*(Q°P) associadas aos médulos projetivos indecomponiveis P. e P; de mod(kQ°P). De fato,
temos que o quiver Q°? é dado por:
o b 60
a =T d
T~

Y
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Seja A = kQ°P e considere P. = e¢.A e P; = ¢;A os projetivos indecomponiveis de mod(A) associados
aos vértices ¢,d € Q°P. Vamos denotar as representacdes correspondentes aos projetivos P, e Py,

respectivamente, por M e N. Desta maneira, por [4] pagina 79, temos que as representacoes sao

dadas por:
M M(ao) M(b) =(0) nr(s)
P S
M(a) = (v%) M(d) =0
'\ /

Agora vamos analisar a imagem do funtor de Koszul em relacdo a essas duas representacdes. Vejamos

primeiramente a representacdo M que estd associada ao projetivo F.. Temos que o complexo F'(M)*

¢ dado por:
F(M)" = @ Poor M(a) = @ (P,)timeM (@)

G,GQZ; ang
Note que,

M(a) = ()

M(C) = <€c>

M(z) =0, Vz € Qo\{a,c}
portanto:

disto segue que:

F(M)*: 0 0 P, P, 0
Analogamente, temos
N(a) = (8%, §°9°)
N(b) = (8%)
N(e) = (%)
N(d) = (ed)
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portanto:

F(N)? = P, @ (8°a°, §°7°) = (P)* = P, ® P,
F(N)* = (P, @k () & (Pe 1, (0°) = Py & P2
F(N)' = Py ® (€a) = Py
disto segue que:

(%) (57)

F(N)*: 0O—sP —PFPeP.—-FP,dP,——=0
Note que, por definicdo, os diferenciais dos complexos F'(N)® e F'(M)® coincidem com os diferenciais

dos complexos da defini¢cdo (5.1.8). Portanto podemos concluir que os complexos 77 e T; coincidem

com F(M)® e F(N)®* em RC(proj A).

Proposicio 5.3.7. Seja A = kQ/R? uma dlgebra de radical quadrado zero tal que @) é um quiver
gradudvel. Entdo, para cada a € Qo, o funtor de Koszul leva as representacdo associada ao projetivo
indecomponivel P, = ¢,A, da dlgebra A = kQ°P, em um complexo F(M)*® que coincide, em RC(proj A),

com o complexo T? da defini¢do (5.1.8).

Demonstracdo. A demonstracao é consequéncia imediata da definicao do funtor F' e da definicdo das

representacoes do mddulos projetivos indecomponiveis de mod(A). O

A seguir apresentamos um lema a respeito do funtor F' definido anteriormente, tal lema garante
que dado um morfismo irredutivel f € Rep*(QP), tem-se que F'(f) é irredutivel em relacdo a imagem

do funtor de Koszul.

Lema 5.3.8. Seja A = kQ/R?, em que Q) é um quiver gradudvel e localmente finito. Entdo o funtor de
Koszul

F : Rep™(Q°?) — RC(proj A)
é fiel, pleno e exato.
Demonstragdo. A demonstracdo pode ser encontrada em [6], padgina 314. O

Os préximos lemas apresentam algumas informacdes que nos auxiliam a descrever os objetos de

RC(proj A), tais resultados generalizam um pouco a proposicdo 7.7 apresentada em [7].

Lema 5.3.9. Seja A = kQ/R? em que Q é um quiver gradudvel e localmente finito, e seja F :

Rep*(Q°P) — RC(proj A) o funtor de Koszul. Neste caso, se Z* € RC~(proj A) é um complexo ndo
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nulo, entdo Z* = Z} & --- & Zp, tal que, para cada 1 < i < m, tem-se Z? = F'(N;)*[s;| para alguma

representa¢do N; € Rep*(Q°P) e algum s; € Z.
Demonstragcdo. A demonstracdo pode ser encontrada em [6], pagina 315. O

Observacao 5.3.10. Note que, para duas representacoes quaisquer M, N € Rep*(Q°P), temos que:
HomRC(prOj A) (F(M).v F(N).[S]) =0, Vse Z\{07 1}

Essa propriedade segue diretamente da definicao de tais complexos. De fato, observe que os somandos
indecomponiveis de F'(M)" sdo projetivos do tipo P, tal que a € Q7, porém os somandos indecom-
poniveis de F'(N)[s|™ sdo projetivos do tipo P, tal que b € Q7;**. Como A ¢ de radical quadrado zero,
temos que Hom 4 (P,, P,) # 0 se, e somente se, existe uma flecha a : b — a ou se temos a = b. Por-
tanto, pela definicdo da fun¢do graduacdo, se existe um morfismo ndo nulo f*® : F(M)®* — F(N)*[s],
tem-se que s = 0 ou s = 1. Note que, se s = 1, os morfismos f" : F(M)" — F(N)[s]" sdo morfismos
radicais, pois sdo induzidos pelas multiplicacoes de flechas & : b — a, em que P, é somando de F'(M)"

e P, é somando de F'(N)[s]".

Considere A = kQ/R? e A = kQ°?, em que @ é um quiver gradudvel. Sejam a,b € Q tais que
existe uma flecha a : @ — b em @i, entdo existe uma flecha a° : b — a em Q}’ e um morfismo
candnico i : P, — P, em mod(A), o qual € um morfismo irredutivel. Portanto, também temos um
morfismo irredutivel entre as representacdes desses modulos em Rep*(Q°P), associada a essa incluséo.
O préximo lema afirma que a imagem desse morfismo irredutivel pelo funtor de Koszul permanece

irredutivel em RC—*(proj A).

Lema 5.3.11. Seja A = kQ/R? uma dlgebra de radical quadrado zero tal que Q é um quiver gradudvel
finito. Entdo para cada flecha o : a — b no quiver @), temos que existe um morfismo irredutivel em

Hom pe—( y(F(M)*, F(N)®), em que M,N € Rep*(Q°) sdo, respectivamente, as representacdes

proj A

associadas aos projetivos indecomponiveis P, e P, de mod(kQP).

Demonstragdo. Suponha que existe uma flecha o : @ — b em @)1, entdo existe uma flecha a® : b — a em
Qf". Portanto temos que existe um morfismo irredutivel i : P, — P,, em que P,, P, € mod(kQ°) sdo,
respectivamente, os projetivos indecomponiveis associados aos vértices a,b € Q)g. Considere M, N €
Rep*(Q°P) as representacOes associadas aos projetivos P, e P, respectivamente. Neste caso, temos
que existe um morfismo irredutivel f : M — N que provém do morfismo i : P, — P,. Mostremos que

o morfismo F(f)® : F(M)®* — F(N)* é irredutivel em RC~*(proj A). De fato, suponha que existe
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Z* € RC~?(proj A) tal que F(f)®* = h®og®,emque ¢*: (M) — Z* e h* : Z* — F(N)".

P(f)*

F(M)* ——

F(N)®
A

Pelo lema (5.3.9), temos que Z*®* = Z} &- - - @ Z, tal que, paracada 1 < i < m, tem-se Z® = F'(N;)*[s]

para alguma representacdo N; € Rep*(Q) e algum s; € Z, disto segue que:

F(M)* F(f)*
97
o P F(N,)°[si]
=1
pr

Sabemos que cada g7 : F(M)* — F(N;)*[s;] € nulo, para s; # 0,1. Além disso, temos que cada
h? : F(N;)®[si] — F(M)* é nulo para s; # —1,0. Neste caso, se hfg? é ndo nulo, para 1 < i < m,

entdo segue que:

7° = EBIF(Ni)'[O] =Prwy=r (E]? Ni>

i=1
Como o funtor F' é aditivo, temos que ele preserva somas diretas finitas (ver [32], pagina 279).
Portanto se f* se fatora por Z°, temos que Z* pertence a imagem do funtor de Koszul. Como F ¢ fiel

e pleno, segue que:
F(f)*=h%g*=F(')*F(¢)* = F(h'g)* = f=Hg

Logo, como f é irredutivel em Rep*(Q°P), segue que ¢’ é monomorfismo que cinde ou i’ é epimorfismo
que cinde. Disto segue que h*® é epimorfismo que cinde ou ¢* é monomorfismo que cinde. Portanto

F(f)* éirredutivel em RC—?(proj A). O

Teorema 5.3.12. Seja A = kQ/R? uma dlgebra de radical quadrado zero tal que @ é um quiver
gradudvel finito. Entdo para cada flecha o : a — b em (@), tem-se que existe um morfismo irredutivel

em Hompy (4 (T3, Ty ), em que T e Ty} sdo os complexos da defini¢do (5.1.8).

Demonstracdo. Pelo lema (5.3.11), temos que, para cada « : a — b, existe um morfismo irredutivel em

Hom pe—( y(F(M)*, F(N)*), em que M, N € Rep*(Q?) séo, respectivamente, as representagoes

proj A
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associadas aos projetivos indecomponiveis P, e P, de mod(kQ°). Porém temos, pela proposicao
(5.3.7), que os complexos F'(M)*® e F(N)*® coincidem, respectivamente, com os complexos 7 e 77 em
RC(proj A). Por fim, pelo teorema (5.3.4), temos que tal morfismo também permanecerd irredutivel

em D’(mod A). O

Corolario 5.3.13. Seja A = kQ/R? uma dlgebra de radical quadrado zero tal que Q é um quiver
gradudvel. Entdo para cada flecha « : a — b em (), tem-se que o morfismo ¥, : T, — T;, do teorema

(5.2.17), ¢ irredutivel.

Demonstracdo. O resultado segue como consequéncia imediata dos teoremas (5.2.17), (5.2.21) e

(5.3.12). U

5.4 Construcdo da componente transjectiva de I'(D’(mod A))

Nesta secdo iremos apresentar um método para a construcdo da componente transjectiva do quiver
de Auslander-Reiten da categoria derivada de dlgebras de radical quadrado zero, que sdo hereditdrias

por partes do tipo mansa.

Vimos que, dado Q um quiver gradudvel e A = k(Q/R? uma é&lgebra de radical quadrado zero,
podemos definir um complexo inclinante 7" na categoria derivada de mod(A). Além disso, temos
que para cada flecha o : a — b em @y, existe um morfismo irredutivel ¥,, : T, — T, em D°(mod A).
Mostremos que os somandos indecomponiveis de 7 formam uma seccdo na componente transjectiva
de I'(D’(mod A)). Para isso, mostremos primeiramente que todos esses somandos encontram-se numa
mesma componente transjectiva de T'(D’(mod A4)). O teorema, a seguir, nos apresenta um resultado

que nos auxilia para a demonstracao de tal afirmacao.

Teorema 5.4.1. Seja A uma dlgebra hereditdria, de tipo de representagdo finito ou mansa, e T° um
complexo inclinante em D’(mod A), contendo rkKq(A) somandos indecomponiveis ndo isomorfos. Entdo

existe um somando direto indecomponivel de T*® que estd em uma componente transjectiva de I'(D?(mod A)).
Demonstragdo. Ver [29], pagina 50. O

De forma nao muito precisa, podemos dizer que a ideia da prova consiste em, a partir do complexo
inclinante construir uma sequéncia de objetos excepcionais. Em um tubo, ndo podem existir rkK(A)

objetos excepcionais, logo um destes somandos do complexo devera estar na componente transjectiva.

Teorema 5.4.2. Considere A = kQ/R? uma dlgebra de radical quadrado zero, em que () é um quiver

gradudvel, e seja T o complexo inclinante do teorema (5.2.13). Entdo se k() é uma dlgebra hereditdria
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do tipo de representacdo mansa, temos que todos os somandos de T'® estdo em uma mesma componente

transjectiva de T'(D*(mod A)).

Demonstragdo. Sabemos que, dada uma élgebra A = kQ/R?, em que ) é um quiver gradudvel, temos,
pelo teorema (5.2.25), que D°(mod A) = DP(mod k(Q) como categorias trianguladas. Pela equivaléncia
F : D*(mod A) — D?(mod kQ), temos que F(T**) é um complexo inclinante em D?(mod kQ). Portanto
se k(@ é uma algebra de tipo de representacdo mansa, temos, pelo teorema anterior, que existe um
somando direto indecomponivel de F(7**) em uma componente transjectiva de I'(D’(mod kQ)). Sa-
bemos que todos os somandos de T* estdo relacionados por morfismos irredutiveis em D’(mod A),
portanto o mesmo acontece com os somandos de F(T*) em I'(D’(mod kQ)). Disto segue que, se
um somando de F'(7T°) estd em uma componente transjectiva, todos os demais somandos de F(7'*)
também estdo na mesma componente, caso contrario terifamos morfismos irredutiveis entre objetos de
uma componente transjectiva e uma componente regular. Agora mostremos que todos os somandos
de T* estio numa mesma componente transjectiva de I'(D’(mod A)). De fato, suponha por absurdo
que nosso complexo 7T tenha um somando dentro de uma componente regular, neste caso, pelo
mesmo argumento utilizado anteriormente, temos que todos os somandos de 7'* também estdo nessa
componente. Portanto existe um ciclo 1 — x5 — --- — z; em I'(D?(mod A)) dado por morfismos
irredutiveis e contendo um somando indecomponivel 7;* de 7. Neste caso, deverd existir um ciclo
em I'(D’(mod kQ)) contendo F(T}), porém isso contradiz o fato de todos os somandos de F(T"*) es-
tarem numa componente transjectiva. Portanto podemos concluir que nosso complexo 7°® ndo possui

nenhum somando em uma componente regular de I'(D’(mod A)). O

Lema 5.4.3. Seja A = kQ/R? uma dlgebra de radical quadrado zero tal que Q é um quiver gradudvel
finito. Neste caso, se existe um morfismo ndo nulo entre dois somandos indecomponiveis do complexo
inclinante T*, do teorema (5.2.13), temos que existe um caminho seccional entre eles, em T'(D’(mod A)),

gerado por morfismos irredutiveis entre somandos indecomponiveis de T*°.

Demonstragdo. De fato, pelo teorema (5.2.21), dados dois somandos indecomponiveis de 7'®, temos
que todo morfismo néo nulo ¢* € Hompw 4y (75, Ty) € escrito como ¢* = Y71 | \; U3, , em que cada
2, € uma composi¢do de morfismos irredutiveis entre somandos indecomponiveis de 7. Portanto se
Hompe (1) (T3, Ty) # 0, existe um caminho w : T3 — T em I' gerado por morfismos irredutiveis entre
somandos de 7. Agora mostremos que tais caminhos sdo seccionais. De fato, suponha que existe um
caminho 7, — T, — ... = Ty, tal que 77, = T,. ,, para algum ¢ € {3,...,t¢}. Neste caso, teriamos

que Hompp( gy (T, ,, 71%,) # 0, porém, pela dualidade de Serre, temos que Hompp 4y (1o, 5, 715,) =
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D Hompy( a4y (T%;, T, [1]), ou seja,
Home(A) (Twifw TTM) #0 = Home(A) (TIEwaif2 [1}) #0

Porém isso contradiz o fato de 7' ser um complexo inclinante em D’(mod A), portanto segue que o

caminho 7, — T, — ... — T, é, de fato, seccional. O

Em [2], Alvares, Le Meur e Marcos, provaram que se um complexo inclinante 7®* comeca em
uma componente transjectiva I', entdo existe uma seccdo ¥ em I' tal que toda fonte de ¥ é um
somando indecomponivel de 7. As fontes de ¥ sdo os somandos indecomponiveis S1, ..., S, tais que
Hom(S;, S;) = 0, para i # j, e Hom(®]_,S;, X) # 0 para todo X somando indecomponivel de 7'
pertencente a componente I'. Vamos utilizar este resultado para mostrar que se A = kQ/R? é uma
algebra de radical quadrado zero tal que @) é um quiver graduavel finito, entdo o complexo inclinante

T*, do teorema (5.2.13), induz uma seccfio em uma componente transjectiva de I'(D°(mod A)).

Antes de demonstrarmos o proximo teorema, vamos definir os conceitos de sucessor e predecessor

em um quiver Q).

Definicao 5.4.4. Sejam ) um quiver e a,b € @) vértices distintos. Se existe um caminho a ~~ bem Q,
entdo dizemos que a é um predecessor de b e que b é um sucessor de a. Em particular, se existe uma

flecha a — b, entdo dizemos que a é predecessor imediato de b e que b é sucessor imediato de a.

Teorema 5.4.5. Seja A = kQ/R? uma dlgebra de radical quadrado zero tal que @ é um quiver gradudvel
finito. Entdo os somandos indecomponiveis do complexo inclinante T®, do teorema (5.2.13), definem uma

seccdo na componente transjectiva de T'(D’(mod A)).

Demonstracdo. Seja T'® o complexo inclinante, do teorema (5.2.13), entdo temos, pelo teorema (5.4.2),
que todos os somandos diretos indecomponiveis de 7® estdo em uma mesma componente transjectiva
I' de I'(D?(mod A)). Portanto, por [2], existe uma secciio ¥ de I tal que as fontes de ¥ sdo dadas
por Si,...,S,, somandos diretos indecomponiveis de 7, tais que Hom(S;, S;) = 0, para i # j, e
Hom(]_,S;, X) # 0 para todo X somando indecomponivel de 7. Mostremos que todo somando
indecomponivel de T esta em Y. De fato, vamos definir B como sendo o conjunto formado por todos
os somandos diretos indecomponiveis de T* que néo estdo em Y. Suponha que B # (), entdo existe
T; € B, tal que T; ndo ¢ sucessor de nenhum elemento de B. Por definicdo, sabemos que existe
S; € Yo tal que Hom(S;,T;) # 0, portanto existe um caminho seccional w : S; ~ T; formado apenas
por morfismos irredutiveis entre somandos de 7. Neste caso, existe uma flecha o : 7y — T}, em

que 7} € o predecessor imediato de 7; no caminho w. Note que, como 7} ndo € sucessor de nenhum
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elemento de B, tem-se que 7y € ¥,. Como existe uma flecha « : 7y — T; em I', por [4] pagina
304, temos que Tj € Xy ou 7(7}) € Xo. Note que 7(T;) ¢ Xy, pois neste caso, por definicdo de
¥, terifamos que existe S, tal que Hom(Sy, 7(7})) # 0 e, pela dualidade de Serre, isso implica em
Hom(T}, Sk[1]) # 0, o que contradiz o fato de 7"* ser um complexo inclinante. Portanto temos que
T;j € Xy. Com isso podemos concluir que B = {). Além disso, como |%| coincide com a quantidade de
somandos diretos indecomponiveis ndo isomorfos de 7, tem-se que os somandos de 7* formam uma

seccdo ¥ na componente transjectiva I' de I'(D?(mod A)). O

A seguir vamos ilustrar, por meio de alguns exemplos, como podemos usufruir dessa seccao para
a construcdo da componente transjectiva do quiver de Auslander-Reiten da nossa categoria derivada

hereditaria por partes.
Exemplo 5.4.6. Seja A = kQ)/R? uma élgebra de radical quadrado zero tal que ) é dado por:

S
Xg/éy

Definindo uma funcao graduacao ¢ : Q9 — Z, podemos definir os somandos de nosso complexo

inclinante da seguinte maneira:

T) = @ Py, paratodo j tal que Q{[’,(—, a) # 0

wngp(fva)

Portanto, pela definicfio (5.1.8), temos os seguintes complexos em D’(mod A):

Ty 0 0 0 P 0
. ol
Ts : 0 0 Py = Py 0
B a0
) ()
Tf: O—P ——P3sP3—P,pP,——0

Agora pelos teoremas (5.2.24) e (5.3.12), temos que existem morfismos irredutiveis em Db(mod A)

entre os somandos indecomponiveis de 7. Além disso, sabemos pelo teorema (5.4.5), que tais so-
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mandos geram a seguinte seccio X em I'(D°(mod A)):

Ty

/ Te
\ 1

kY

Vs

a qual ird aparecer em I'(D’(mod A)) da seguinte maneira:

(P4[0])

T

(P3 — P4[0])
\

(PL— P2 @ P — P{[0])

\

(P2 — P4[0])
Agora que temos a seccao ¥ formada pelos somandos de T'®, apenas nos resta recuperar por meio
desta seccio os demais objetos da componente transjectiva de I'(D’(mod A)). Podemos utilizar os
resultados de Alvares, Fernandes e Giraldo, apresentados em [1], para calcular os cones dos morfismos

irredutiveis presentes em nossa seccao Y, e assim realizar a construcdo da componente transjectiva de

['(D*(mod A)).

(PP ® Ps- P4)[ 1] P4 [0] P2 @ P3—Py)[0]
\
Pl Pj) P3 P4) 0 (PI_P2<2) @ PS_PiQ))[O}
(P1-P> @ Ps) (Pl [1] P1 P> @ P3—

(P1—P»)][0] Pg P4) (P-P> & P{P-P)(0]

Figura 5.1: Seccdo em I'(D’(mod A))

Agora vamos tentar visualizar a categoria de mddulos mod(A) mergulhada em T'(D’(mod A)).

Observe as proximas figuras.
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< :(: 1(2)—132 ® P3—P4)[—1}/>
/

-

@-Pz & Pyl
\
\\\A (Pi-P2)[0]
\ 1 2

~

Figura 5.3: T'(D’(mod A))

O tridngulo hachurado em I'(D’(mod A)) destaca parte de mod(A) mergulhada em I'(D?(mod A)).
Note que temos mais dois vértices em destaque, ali podemos ver P;[1] e também I,[—1], sendo que

Py, I € mod(A) também estdo destacados em I'(mod A).

Como T'(D*(mod A)) = T(D*(mod kQ)), podemos visualizar a categoria mod(A) mergulhada no
quiver de Auslander-Reiten da algebra hereditdria. Para melhorar a visualizacdo, iremos reescrever o

quiver I'(mod A).

Figura 5.4: T'(D’(mod A))
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xg
NN

Figura 5.5: mod (A) < ['(D’(mod A)) = I'(D’(mod kQ))
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