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RESUMO

Neste trabalho estudamos o problema de duas particulas classicas, intera-
gindo via potencial de Yukawa e aprisionadas num bilhar unidimensional de paredes
suaves. As paredes sdo modeladas pela funcdo “erro” de forma que o limite de pa-
redes rigidas pode ser obtido. Obtemos expressoes analiticas para a evolucao do
sistema no espaco de fases e no espaco tangente, que mostram a influencia das pa-
redes e da interacao entre as particulas sobre a dinamica nao regular do sistema.
Estudamos a distribuicao dos expoentes de Lyapunov maximo a tempo finito em
termos da razao de massas entre as particulas, e a complexidade da dinamica pode
ser verificada nas respectivas Se¢oes de Poincaré. Por meio destas distribuicoes en-
contramos evidencias de trajetérias aprisionadas em torno de ilhas de regularidade,
caracteristicas de espacos de fases misto.

-Palavras chaves: Bilhares, Distribuicao dos Expoentes de Lyapunov, Potencial de
Yukawa, Particulas interagentes.
-Areas de conhecimento: Sistemas complexos, Dinamica nao-linear.




Abstract

The problem of two classical interacting particles confined to a one-dimencional
billiard with soft walls is considered. While the interaction between the particles is
of Yukawa type, the soft walls are represented by “Error” functions, which allows us
to analyze the hard walls limit. Analytical expressions for the system evolution in
phase space and tangent space show the influence of the walls and of the interaction
between the particles on the dynamics. The distribution of the finite-time Lyapunov
exponents is analyzed as a function of the mass ratios, between particles. The com-
plexity of the dynamics could be verified by the Poincaré Surface of Sections. With
the Lyapunov distribution, evidences of trajectories trapped around regular islands
were found.

-Keywords: Billiards, Distribution of Lyapunov Exponents, Yukawa Potential, In-
teracting particles.
-Knowledge area: Complex systems, Nonlinear dynamics.
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Capitulo 1

Introducao

O problema de muitas particulas interagentes é de fundamental importancia
em todos os ramos da Fisica, como na mecanica celeste, fisica nuclear e de particulas.
I conhecido que o numero de constituintes (particulas), o tipo de interagao entre estes
constituintes, bem como as condigoes de contorno, sao os fatores responsaveis pelo
tipo de dinamica presente no sistema. Normalmente sistemas com muitas particulas,
ou seja, com muitos graus de liberdade, apresentam um comportamento irregular e
cadtico.

A investigacdo da origem do movimento cadtico em bilhares, como o bilhar
de Sinai [1], bilhar estdadio de Bunimovich [2], ou do bilhar Anular [3|, desempenhou
um papel pioneiro desde o inicio da teoria do caos. Nestes sistemas, a dinamica
cadtica de uma Unica particula é consequencia da geometria espacial do bilhar. Para
sistemas com muitas particulas interagentes, o movimento caético pode ser gerado
pela combinacéo de efeito da forga externa (paredes, forcas oscilantes) e da interacao
mutua.

Quando o numero de particulas é maior que um, o tratamento classico e
quantico destes sistemas pode ser bastante complexo. Nos sistemas cldssicos, por
exemplo, é possivel construir Secoes de Poincaré que permitam analisar a dinamica
das particulas no epago de fases. Algumas estruturas como armadilhas dinamicas ou
Stickys podem aparecer. Uma ferramenta bastante 1til para quantificar a existencia
de armadilhas no espaco de fases é a distribuicao dos expoentes de Lyapunov. Mais
especificamente, a variancia [4] dos expoentes de Lyapunov pode ser usada para
este fim, ou a variacao do expoente de Lyapunov maximo de maior probabilidade de
ocorréncia, proposta recentemente [5] como uma ferramenta para determinar detalhes
da dinamica no espaco de fases.

O problema de duas particulas em uma caixa unidimensional com colisoes
rigidas, pode ser tratado como um caso particular do movimento de tres particulas
num anel finito [6, 7, 8]. A dinamica de duas particulas também pode ser mapeada
pelo movimento de uma particula num bilhar triangular [9]. Bilhares triangulares
tem sido usados no estudo da difusdo de energia em sistemas unidimensionais [10].
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Em [11] foi estudado um sistema com duas particulas num bilhar unidimensional, no
qual Casati et al. mostraram que a dinamica nao € ergodica quando o angulo 6, que
relaciona as velocidades das particulas, é um multiplo racional de 7.

O problema envolvendo a interacao entre as particulas, para razao de mas-
sas iguais, foi estudado em [13]. Duas particulas num bilhar unidimensional com
interacao Coulombiana foi considerado. Fsse sistema exibe comportamento cadtico
e através das secoes de Poincaré foram encontradas ilhas de regularidade no espaco
de fases.

Um sistema classico em que duas particulas estao confinadas num bilhar uni-
dimensional foi apresentado em [5, 14]. Manchein et al. analisaram a dinamica
desse sistema variando a razao de massas entre as particulas. Para a interacao das
particulas foi considerado o potencial de Yukawa, para curto e longo alcance. O
bilhar apresentou comportamento cadtico para ambos os tipos de interacao. Ilhas
de regularidade afetam a distribuicao dos expoentes de Lyapunov maximo a tempo
finito. Conforme aumenta-se a razao de massas, verifica-se o decaimento do valor
dos expoentes de Lyapunov.

Nos bilhares mencionados acima as paredes sao consideradas rigidas. Poten-
ciais realisticos sao, entretanto, suaves. Surge entao a pergunta: qual o efeito de
potenciais suaves sobre a dinamica de particulas interagentes? Neste contexto, o
bilhar éptico foi estudado, numericamente e experimentalmente por Kaplan et al.
[15]. Esse bilhar é constituido pela ressonancia de um laser, com alta frequencia,
num atomo de **Rb (Rubideo). As paredes do bilhar foram modeladas através de
um potencial Gaussiano. O bilhar tem comportamento cadtico com presenca de ilhas
de regularidade no espaco de fases do sistema. Para esse sistema as paredes suaves
sao consideradas como uma perturbacao ao sistema integravel, e a quebra dos toros
sao explicados pelo teorema KAM. O teorema de Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM)
fornece uma ferramenta importante para o entendimento de sistemas Hamiltonianos
integraveis submetidos a perturbagoes [16]. Quando a amplitude de uma perturbagao
cresce, alguns dos toros que descrevem a dinamica de sistemas integraveis, comegam
a ser destruidos e a regiao cadtica no espago de fases aumenta. A sequéncia de quebra
dos toros é fornecida pelo teorema KAM.

Bilhares quanticos sao modelos feitos para o estudo da dinamica de elétrons
em pontos quanticos. Para este caso é utilizado um bilhar circular com paredes
rigidas. Em [17] foi analisada a dinamica de um sistema de duas particulas intera-
gindo via potencial de Yukawa, sujeito a um campo magnético, e confinadas em um
bilhar circular. Neste trabalho concluiu-se que quando a razao de massas aumenta,
o sistema tende a um comportamento completamente cadtico. Contudo, para es-
pecificos valores da razao de massas, existe regularidade no sistema. Outra situacao
bastante interessante foi mostrada por Van Vessen et al. [18] utilizando um sistema
quantico formado por duas particulas confinadas num bilhar unidimensional. Neste
trabalho mostrou-se que quando a razao de massas entre as particulas é diferente de
1, o comportamento apresentado pelo sistema possui caracteristicas cadticas.
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Neste trabalho estudamos o comportamento de duas particulas interagindo
via potencial de Yukawa e confinadas a um bilhar unidimensional com paredes suaves.
As paredes do bilhar sdo modeladas pela funcao “Erro”, de modo que o limite de
paredes rigidas possa ser obtido. Para a andlise da dinamica do sistema € apresentada
a distribuicao dos expoentes de Lyapunov maximo a tempo finito em funcao da
razao de massas v = Z—i das particulas. Apresentamos o nimero de ocorrencia dos
expoentes de Lyapunov maximo de maior probabilidade. Enquanto a média dos
expoentes de Lyapunov quantificam o grau de caoticidade do sistema, a distribuicao
dos expoentes de Lyapunov, junto com o nimero de ocorréncias do expoente mais
provavel, nos fornecem importantes informagoes sobre a existencia de armadilhas
dinamicas no espaco de fases. A verificacao da existéncia de trajetorias aprisionadas
em torno de ilhas de regularidade no espaco de fases, presentes na distribuicao dos
expoentes de Lyapunov, € feita através da Secao de Poincaré do sistema.

Estudo semelhante foi apresentado em [20]. A dinamica do Mapa Padrao foi
analisada através da distribuicao Bimodal dos Expoentes de Lyapunov Maximo a
tempo finito em funcao das trajetérias do sistema. O espacgo de fases do sistema
apresentou armadilhas dinamicas que diminuiram o valor do Expoente de Lyapunov,
criando dois picos distintos na distribuigao dos Expoentes.

Usando o método de Dellago et al. [21], uma extensdo do método classico de-
senvolvido por Benettin et al. [22] para o cdlculo analitico do espectro dos expoentes
de Lyapunov, encontramos expressoes analiticas que fornecem a evolucao do sistema
no espaco de fases e no espaco tangente do bilhar. Fizemos uma aproximacgao das
paredes, representadas pela funcao erro, através de n potenciais degrau. FEssas apro-
ximagoes nos fornecem as quantidade fisicas, presentes nas matrizes de evolucao, que
levam a valores de expoentes de Lyapunov diferentes de zero, ou seja, nos mostram
a influencia dos mesmos no comportamento dinamico do sistema. Um nimero maior
de ilhas de regularidade no espaco de fases é encontrado devido & suavidade das
paredes. Isto indica que para certas regides do espaco de fases o sistema apresenta
uma dinamica regular.

No capitulo 2 faremos uma introdugao aos conceitos de Sistemas dinamicos
tratando dos Formalismos Lagrangeano e Hamiltoniano, passando por sistemas in-
tegraveis, teorema KAM, Sec@o de Poincaré, Armadilhas dinamicas, Expoentes de
Lyapunov, e pela Distribuicao dos expoentes de Lyapunov maximo a tempo finito.

No terceiro capitulo apresentaremos o método desenvolvido por Dellago et al.,
citado anteriomente, para o célculo analitico da matriz Monodromica, que representa
a evolucao do sistema no espaco tangente e fornece os parametros que influenciam
seu comportamento.

No capitulo 4 estudaremos os conceitos bdsicos sobre particulas aprisionadas
em certas regides do espaco, ou seja, em bilhares. Também trataremos do sistema
desta dissertacao.

No capitulo 5 sao apresentados calculos analiticos, que se baseiam na proposta
feita no capitulo 3, e calculos numéricos que visam qualificar o comportamento do
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sistema estudado neste trabalho.

Por fim, no capitulo 6 faremos as conclusoes finais sobre o trabalho, baseados
nos resultados obtidos no capitulo anterior. Entre outros resultados, encontramos
indicios de trajetérias aprisionadas no espaco de fases com a distribuicao dos expo-
entes de Lyapunov. Através das se¢oes de Poincaré obtemos a confirmacao desses
indicios e informagoes importantes sobre o espaco de fases do sistema.
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Capitulo 2

Sistemas Dinamicos

Em todos os ramos da ciencia um dos conceitos centrais no entendimento
dos fenomenos naturais é o de evolugao no tempo. A descri¢do dinamica, na qual
o tempo exerce o papel essencial de varidavel independente, é utilizada nas mais
variadas areas da fisica, astronomia, matemdtica aplicada e engenharia. O tempo é
considerado, nesta visao, como um parametro unidimensional, continuo, representado
matematicamente pela reta dos nimeros reais. Mesmo com o advento da teoria
da relatividade, que quebrou o conceito de um tempo absoluto e independente do
observador, a continuidade do tempo e seu papel de parametro evolucionario basico
permanece. Com o sucesso da mecanica newtoniana, nos séculos XVIII e XIX,
no qual a evolugao temporal dos sistemas ¢ representada matematicamente pelas
solucoes das equagoes de Newton, outras areas do conhecimento tiveram avancos
significativos. Talvez a grande importancia do estudo da dinamica seja o fato de
podermos prever o futuro dos sistemas. De fato, a previsibilidade (pelo menos em
principio), junto com o conceito de determinismo, é caracteristica central da fisica
classica.

Neste capitulo falaremos sobre alguns conceitos de sistemas dinamicos, em
especial dos sistemas Hamiltonianos. Trataremos dos formalismos Lagrangeano e
Hamiltoniano. Analisaremos também os sistemas integrdveis e o teorema KAM. Na
secdo (2.2) de caos, faremos um breve estudo sobre Se¢do de Poincaré, Armadilhas
dinamicas, e finalmente sobre expoentes de Lyapunov, incluindo a distribuicao dos
mesmos.

Um sistema dinamico é descrito por qualquer conjunto de grandezas, chama-
das de variaveis dependentes, que variam no tempo. O tempo é chamado de variavel
independente. O estado do sistema ¢ representado pelos valores, num dado instante
de tempo, do conjunto completo de varidveis dependentes. O espaco de estados
possiveis para um sistema é denominado espaco de fases. A evolugao de tal sistema
é descrita por um conjunto de equacgoes discretas, por meio de mapas, ou continuas,
através de equagoes diferenciais, permitindo-nos a descricao do comportamento do
sistema conforme o tempo evolui. O sistema dinamico, no qual o tempo é uma
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variavel continua, é expresso por N equacoes de primeira ordem autonomas [23]

( % = Fl[l'l,l'g, ...,.CCN],
% = FQ[ZL’l,ZL’Q, ...,ZL’N],
(2.1)
\ dg_é\; — FN[xlyx% "'7$N]7
o qual nés podemos escrever em forma vetorial
) _ A (22)

onde ¥ é um vetor de dimensao N. Este é um sistema dinamico porque para qualquer
condi¢ao inicial do sistema Z(0) podemos, em principio, resolver a equacao (2.2)
obtendo assim o estado do sistema em um tempo futuro.

Para o caso de sistema com tempo discreto, ou seja, tempo com valores intei-
ros, podemos citar o exemplo de um mapa escrito em forma vetorial como

—

onde Z; possui dimensdao N. Dado um estado inicial Zy, podemos obter o estado no

—

tempo i@ = 1 por &y = M(%,). Determinando ¥, podemos determinar o estado no
tempo i = 2 através de Ty = M(¥}), e assim os demais estados. Um sistema de
tempo continuo de dimensao N pode ser transformado num mapa de tempo discreto

de dimensdo N — 1, via técnica da Secio de Poincaré [23].

2.1 Sistemas Hamiltonianos

Sistemas Hamiltonianos sao uma classe de sistemas dinamicos cujo movimento
¢é descrito pela solucao das equagoes de Hamilton. Os sistemas Hamiltonianos di-
ferem essencialmente de outros, por seu volume no espaco de fases ser constante.
Pode-se citar como exemplo de dinamicas Hamiltonianas, o problema de varios osci-
ladores acoplados. Nesta secao trataremos das coordenadas generalizadas, passando
pela equacao de Lagrange, pelo formalismo Hamiltoniano, sistemas Hamiltonianos
integraveis e finalmente pelo teorema KAM.

2.1.1 Coordenadas generalizadas e Formalismo Lagrangeano

O estado de um sistema Hamiltoniano num tempo qualquer é totalmente
obtido a partir de uma fungao escalar H(q,p,t) e do estado inicial. Para se obter
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esta configuracao, devemos antes, encontrar a equagao de Lagrange. Por isso primeiro
introduziremos a formulagao Lagrangeana, e em seguida analisaremos a formulacao
Hamiltoniana.

Em determinados sistemas € possivel introduzir um certo niimero n de variaveis
independentes, expressas genericamente por qi, ¢o, ..., ¢, ¢ denominadas coordenadas
generalizadas [24, 25]. No caso de um sistema tridimensional teremos como coodena-
das ¢1, g2 e g3 representando, por exemplo, as coordenadas cartesianas x,y e z. Um
sistema mecanico constituido por N particulas submetidas a p vinculos holonomos
[25] expressam suas equagoes da forma

fl(fi, ceey FN,t) — O
s (2.4)
fp(fi, ceey FN,t) = 0.

Das 3N coordenadas (z1,¥y1,21), ..., (*N,Yn,2n) apenas n = 3N — p podem ser
tomadas como independente entre si, entdao o sistema possui N graus de liberdade.
E possivel introduzir N coordenadas generalizadas ¢, ..., gy em termos de

ﬁ:ﬁ(QD"WQJV)t)) i:l,...,N, (25)

para que as equagoes (2.4) sejam identicamente satisfeitas. Cada conjunto de valores
atribuidos as coordenadas generalizadas definem uma configuracao do sistema, por
isso 0 espago cartesiano, que possui coordenadas generalizadas como eixos, é chamado
de espaco de configuracao do sistema.

A segunda lei de Newton,

o F, (2.6)
relaciona a variacao temporal do momento p de um corpo a forca F que atua sobre
ele. Pelo formalismo Lagrangeano essa lei pode ser reescrita de maneira equivalente
em termos da energia cinética e da energia potencial associadas a for¢a aplicada. Fssa
formulacao advém de um principio variacional escrito numa forma integral chamado
de principio de minima agao [24]. O formalismo Lagrangeano consiste em escrever
uma funcdo com as variaveis do sistema chamada de Funcao de Lagrange descrita
como

onde T representa a energia cinética e V' a energia potencial do sistema [24]. De

posse desta funcao encontramos as equacoes de movimento do sistema denominadas
Equacoes de Lagrange, que sao escritas na forma

d (oL oL
— =)= =1,...,n. 2.
7 (5e) -G =0 k=L (25)

Essas equacoes constituem um sistema de n equacoes diferenciais ordinarias
de segunda ordem que determinam univocamente os gx(t), desde que sejam dadas as
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2n condigoes iniciais. As equagoes de Lagrange descrevem as equacgoes de movimento
de uma forma mais simples do que a equacao de Newton, pois envolvem o ntmero
minimo de coordenadas, além de eliminar qualquer referéncia as forcas de vinculos.
Em lugar das forcas e aceleracoes vetoriais que caracterizam a formulacao Newtoni-
ana, o método de Lagrange apenas lida com fungoes escalares, simplificando bastante
nossos calculos. Essas equacoes ainda nos permitem a utilizagao de qualquer sistema
de coordenadas generalizadas que melhor se encaixa em cada problema.

2.1.2 Formalismo Hamiltoniano

Na secao anterior vimos que, na formulacao Lagrangeana, o movimento de um
sistema mecanico é descrito por equagoes diferenciais ordindrias de segunda ordem
no tempo. As equagbes de Lagrange, para um sistema com n graus de liberdade,
constituem um conjunto de n equacoes diferenciais ordinarias de segunda ordem no
tempo para as coordenadas generalizadas ¢;(t),...q,(t). O movimento do sistema é
univocamente determinado desde que 2n condigoes iniciais sejam especificadas, e é
descrito por uma curva no espago de configuracao.

Na formulacao Hamiltoniana o quadro ¢é diferente, temos 2n equacgoes de
primeira ordem no tempo para 2n variaveis independentes. O movimento do sistema
é descrito por uma curva no espaco de fases, onde o estado do sistema é descrito
pelas varidveis independentes ¢ e p.

Para que haja uma descrigao hamiltoniana deve-se realizar uma substituigao
das variaveis (q,q) para (¢,p) em todas as grandezas mecanicas. A Hamiltoniana,
ou fun¢do de Hamilton, provém de uma transformacao de Legendre [26] e é escrita
como

H(Q7p7 t) — ZPJQJ - L(Q) Q7t) (29)

A partir da definigao de momento generalizado [26] obtemos as equacao de movi-
mento do sistema, ou também chamadas equacoes canonicas de Hamilton, expressas
como

dQJ _ 8H(Q7p7 t)

dt N 8]?]' ’

dp] aH(Q)]?) t)
_— = 7 2.1

No caso em que a Hamiltoniana nao dependa explicitamente do tempo teremos

Hlap) g (s | Oy
dt 8%’ dt 8]?]' dt

J

OHOH  OHOH
N OHOR _OHOHN _ 2.11
Z <8QJ dp;  Op; 8%’) (211)

J
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Isso mostra que H é uma constante de movimento. Na situagao em que podemos
escrever a Hamiltoniana como uma soma, entre a energia cinética e a energia poten-
cial do sistema, poderemos dizer que a funcao de Hamilton é igual a energia total do
sistema, ou seja, H = I/, entao o sistema ¢ dito conservativo.

2.1.3 Sistemas Hamiltonianos integraveis

Consideramos um sistema Hamiltoniano com N graus de liberdade. Se a
equacao de Hamilton-Jacobi, expressa como

oS oS oS
H —_— e, — e — 2.12
<Q17 s N aqu 7an7t> + ot O) ( )

for separavel em N equacoes independentes, uma para cada grau de liberdade, entao
podemos dizer que o movimento resultante é integrdvel. Na equacio ( 2.12), S =
S(qi, ;) ¢ a funcao Geratriz [25] obtida da solucdo da equagao de Hamilton-Jacobi.
As constantes de separacdo «; sao escritas em termos das varidveis acdo-angulo
a;(ps, J;), onde temos

1
Ji:— zd iy .:1,...,N, 213
o ]{ pidgs, (2.13)
como a representacao da variavel acao, e a varidvel angular é descrita como
as
2y (2.14)

As constantes a;(p;, J;), sdo conhecidas como integrais de movimento, ou invari-
antes de movimento. Cada invariante isola um grau de liberdade pela propriedade

OH/Op; = f(a:) [27).

Um sistema também é dito integravel se possuir m integrais de movimento
Ii(q,p), -y Ln(q, p) em involucao 27, 24|, ou seja,

{Ikyll} — O, k, l = 1, ., 1. (215)

Um sistema é dito Super-integrdvel quando possui mais constantes de movi-
mento do que seus graus de liberdade.

2.1.4 Teorema KAM

O teorema KAM foi provado independentemente por Arnold [28] e Moser [29],
seguindo uma conjectura proposta por Kolmogorov [30], por isso recebeu o nome de
teorema KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser).

Consideremos um sistema com dois graus de liberdade [27], onde a hamiltoni-
ana € separavel e escrita como fun¢ao das coordenadas e dos momentos generalizados
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(g, p), e igual a energia total do sistema (F). Devemos considerar ainda, w; e ws,
como sendo as frequencias naturais do sistema. Essa relacdo implica que, conhe-
cidos os valores de E e de tres varidveis num instante ¢, pode-se obter o valor da
quarta variavel nesse mesmo instante. Portanto, uma vez que a condicao inicial é
escolhida, as trajetérias permanecem confinadas numa variedade tridimensional de
energia constante. Neste exemplo podemos escrever a Hamiltoniana em termos das
variaveis agao-angulo (1, Ji, @2, Jo2), da seguinte forma

Ko(J1, o) = E, (2.16)
e a evolucao do sistema é dada por
p1(t) = 1(0) +wit,  @2(t) = 92(0) + wit, (2.17)

com J; e Jy constantes. A condic@o inicial determina os valores das constantes
J1, J2, 01(0), p2(0). Como ha duas constantes de movimento, £ e J; (ou I e Jy), as
trajetorias estao contidas numa variedade bidimensional. Representamos a evolucao
desse sistema sobre uma superficie toroidal. Sejam, respectivamente, .J; e J5, os raios
menor e maior do toro, e @ e yy, os angulos poloidal e toroidal, de acordo com a
figura (2.1). Como o movimento do sistema se da sobre uma superficie Kqg = F =

?,
N

Figura 2.1: Representacao do movimento sobre uma superficie toroidal.

constante, entao cada valor de E corresponde a um toro de raios J; e Jo. Essa
superficie toroidal é obtida através de J; = Jo(Jy, E) ou Jo = Ji(Jo, E). A variagio
temporal da posicao angular de um ponto sobre o toro é determinada a partir das
expressoes para ¢1(t) e pa(t). Conforme o tempo passa, esse ponto descreve uma
trajetoria que tem a forma de uma hélice toroidal. Se a razao entre as frequencias
g= i—;, for um nuimero racional, ou seja, se ¢ = Z—;, sendo n; e ny inteiros, entao o
toro no qual se encontra a trajetéria helicoidal toroidal é denominada de toro racional
ou superficie racional, e o toro percorrido pela trajetéria do sistema é chamado de
toro ressonante. Qualquer trajetéria que pertenca a esse toro se fecha apds ny voltas
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poloidais e ny voltas toroidais. Portanto, valores racionais de ¢ implicam em um
movimento periodico.

Se ¢ ¢ um numero irracional, entao tem-se um toro irracional, e a trajetéria
jamais se fecha. Assim, para t — oo, qualquer trajetéria cobre toda a superficie do
toro, nesse caso, diz-se que o movimento ¢ quase-periodico e o toro percorrido pela
trajetoria do sistema é chamado de toro nao-ressonante.

Agora consideremos a Hamiltoniana perturbada
K(J,¢) = Ko(J) +eK1(J, ) = E. (2.18)

A Hamiltoniana K escrita em termos das varidveis agao-angulo, é dada pela soma
entre a Hamiltoniana Ky, chamada de Hamiltoniana nao-perturbada de um sistema
integravel, com o termo perturbativo K; nao-linear. Assume-se que a perturbagao
seja pequena de tal forma que ¢ < |K1|/|Kp|. Supondo que essa perturbacao quebre
a integrabilidade do sistema, o problema agora ¢ determinar se os toros sao ou nao
destruidos pela perturbacao. FEm alguns casos, por menor que seja a perturbacao,
eles sdo destruidos [23]|. Para os toros nao-ressonantes, a resposta se obtém através
do teorema KAM.

Este teorema nos diz que se as frequencias de um sistema hamiltoniano in-
tegravel K, s@o racionalmente independentes e suficientemente irracionais, entao,
para ¢ suficientemente pequeno, as solugoes do sistema perturbado sao predominan-
temente quase-periddicos e s6 diferem ligeiramente das do sistema nao-perturbado.
Portanto, perturbacoes fracas nao alteram, substancialmente, a maioria dos toros que
contém trajetérias quase-periddicas. Sao destruidos apenas os toros mais proximos
dos ressonantes [25, 26, 27]. A medida que a intensidade da perturbagoes cresce, to-
dos os toros sfo sistematicamente destruidos. Pelo teorema KAM sabemos [26] que
o ultimo toro a ser destruido, é aquele (\:%jo ¢ ¢ o nimero mais irracional possivel, o

(v5-1)

chamado média de ouro dado por ¢ = ~—=—.

2.2 Caos

O estudo do caos iniciou-se com Henri Poincaré entre 1886 e 1889, quando
este elaborou solugbes parciais para o problema de trées corpos [31]. Esta pesquisa
foi publicada em 1899 e Poincaré tinha o intuito de explicar a estabilidade do sis-
tema solar. Desde entao, varios cientistas deparam-se com intimeros problemas dos
quais nao se podem encontrar solugoes exatas. Um sistema pode ser completamente
regular (ndo exibe caos) e ainda assim nao possuir solu¢ao analitica explicita. D
justamente o caso do péndulo simples [32]. Na realidade, uma definigao exata de
caos torna-se bastante complicada devido a variedade e complexidade de sistemas
existentes na natureza, mas como uma definicao priméria, usaremos a seguinte pro-
posta feita por R. L. Devaney em [33|. Um sistema dinamico é cadtico se possuir
dependencia sensivel as condigoes iniciais. Isso nos diz que, as equacgoes de movi-
mento, com duas condi¢oes iniciais préoximas dadas pelas posicoes, geram trajetorias
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exponencialmente divergentes no espago de fases do sistema. A sensibilidade a pe-
quenas variacoes, sobre determinados parametros contidos no sistema, faz com que
apareca uma imprevisibilidade pratica em tempos futuros.

2.2.1 Secao de Poincaré

Uma ferramenta bastante 1util na transformacao de um fluxo continuo no
espago de fases em um mapa discreto, é a Se¢ao de Poincaré. Esta transformacao nos
diz que modificamos um sistema de N equagoes diferenciais, em um mapa, com tempo
discreto, num espaco de fases com dimensao N — 1. Tal método foi desenvolvido por
H. Poincaré para o estudo do problema de trés corpos.

O uso desse método nos fornece algumas vantagens tais como:
1) Reduc@o Dimensional do espago de fases do problema, um espago de N para N —1
dimensoes.
2) Para sistemas com dimensées de ordem mais baixa, a integragio numérica das
equacoes de movimento do problema, expoe uma forma mais simples a dinamica do
sistema.
3) Essa técnica salienta alguns conceitos fisicos importantes no estudo do sistema,
que nao apareciam em sua forma original. Como por exemplo o aparecimento das
curvas KAM em sistemas Hamiltonianos.

Para construir uma secao de Poincaré consideramos um fluxo N-dimensional,
representado por equacgoes diferenciais do tipo
dx(t)
dt

— F[Z(1)]. (2.19)

Essas equacdes geram um espaco de fases dado pelas varidveis do sistema. Fazendo
uma intersecao num dado volume, nesse espaco, obtemos uma hiper-superficie €2 por
onde o fluxo passara. Cada vez que uma trajetéria gerada pela evolucao do sistema,
atravessa a hiper-superficie, é marcado um ponto representado por Z,, Z,i1, Tni2 €
assim sucessivamente. A marcacdo é feita num unico sentido. Com esses pontos é
escrito o mapa de Poincaré [26], que nos fornece a relagdo entre um ponto e outro.
Na maioria dos casos nao ¢ possivel achar uma expressao analitica para o mapa de
Poincaré. Entretanto, na andlisa numérica esta ferramenta é bastante tutil. Esse
esquema pode ser visualizado melhor na figura (2.2).

2.2.2 Armadilhas dinamicas

A FPfsica Estatistica considera sistemas dentro do chamado limite termo-
dinamico [34] com

N
‘;im — = constante, (2.20)
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Figura 2.2: Representacao da Se¢ao de Poincaré. Nesta figura o fluxo que representa a evolugao
do sistema, atravessa uma secao () em varios pontos, formando a secao de Poincaré.

sendo N o numero de particulas e V o volume que as limita. Certos sistemas
dinamicos cadticos, como o problema de uma particula confinada num bilhar retan-
gular com dois lados sendo semi-circulos (bilhar de Bunimovch), podem apresentar
caracteristicas diferentes das esperadas segundo a Fisica Estatistica. As armadilhas
dinamicas podem ser definidas como regides do espago de fases, onde particulas (ou
trajetérias) podem permanecer durante grandes intervalos de tempo, nos quais a
dinamica se torna quase-regular [35]. Uma das caracteristicas de tais armadilhas, é
a sua propriedade fractal [36].

Um dos principais objetivos desta dissertacao é estudar as armadilhas dinamicas
existentes no espago de fases do sistema. Sabemos que em quase todo espaco de fa-
ses de um sistema Hamiltoniano, podemos encontrar estruturas muito complicadas,
onde regides cadticas coexistem com regides regulares ou quase-regulares [23, 27).
Uma consequencia qualitativa da presenca de armadilhas dinamicas num sistema
dinamico, estd relacionada com a diminui¢ao do médulo do expoente de Lyapunov
local na armadilha, ou seja, a influencia das armadilhas aparecem no calculo do
expoente de Lyapunov, durante o intervalo de tempo que a trajetéria permanece
aprisionada. Podemos classificar as armadilhas dinamicas, seguindo a literatura,
como:

» Armadilhas de Ilhas-hierdrquicas

Esta armadilha relaciona-se a existéncia de regides no epacgo de fases onde ocorre
o aprisionamento de trajetdrias por um certo intervalo de tempo, e que mantém
uma auto-similaridade com diferentes partes do espago de fases [36]. A figura (2.3)
apresenta uma secao de Poincaré, para o mapa padrao dado por

Dnt1 = Pn + Ksen(xy), (2.21)
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onde encontramos uma estrutura de armadilha de ilhas-hierarquicas.

» Armadilhas de Rede

Armadilhas de rede surgem através da variagdo de parametros de controle de um
sistema dinamico. O sistema pode apresentar diferentes bifurcacoes. Neste caso
ocorre a criagao de uma cadeia de ilhas que separam-se aos poucos, formando ilhas
primérias [36, 37]. Um exemplo deste tipo de armadilha é visto no mapa padrao,
esquematizado na figura (2.4), que foi retirada de [36].

» Armadilhas de Camadas Cadticas

A armadilha de camadas consiste numa ilha com um ponto eliptico imerso no mar
cadtico, conforme a figura (2.5-a). Com a mudanga de um parametro de controle,
uma bifurcacao aparece na regiao onde hé a criagao de dois pontos elipticos adicionais
e um hiperbdlico, de acordo com a figura (2.5-b). As separatrizes apresentadas na
figura (2.5-¢) sdo destruidas por uma perturbacéo e substituidas por uma estreita
camada cadtica.

2.2.3 Expoente de Lyapunov

Uma das caracteristicas de um sistema cadtico é a sua sensibilidade a mu-
dancas nas condi¢oes iniciais. Para medir a taxa de divergencia de trajetorias, e
portanto, quantificar a dependencia sensitiva as condigdes iniciais utilizam-se os
Expoentes Caracteristicos de Lyapunov, ou simplesmente, Expoentes de Lyapunov
126, 32].

Num sistema de N equagoes diferenciais ordindrias, consideremos uma hiper-
esfera de condigbes iniciais centradas num ponto #(ty). A hiper-esfera se deforma
com a evolucdo temporal do sistema. Assumindo que o raio inicial d;(ty) varie
exponencialmente no tempo ao longo da j-ésima dimensao, com j = 1,2,..., N,
temos a relacdo entre d;(ty) e o valor correspondente ao instante ¢, dado por d;(t),
expressa como

d](t) — dj(to)eAj<t_t0). (222)

Essa relacao pode ser reescrita como

Aj= lim lim 1 In { d; (1) } (2.23)
(d;(t0)—0) ((t—to)—00) t — To d;(to)

Os numeros A; sao chamados de expoentes de Lyapunov. Um sistema de dimensao
N possui N expoentes de Lyapunov, e estes podem ser escritos de forma decrescente
A >A > > Ap.

Num instante ¢ > g, o volume V () da hiper-esfera é proporcional ao produto
das distancias d;(t) que o caracterizam, isto é:

V(t) oc [[dit) = V(te)el =) 2514, (2.24)
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Figura 2.3: Exemplo de armadilha de ilha-hierdrquica com um conjunto de ilhas auto-similares
presentes na dindmica do mapa padrao. (a) Espaco de fases completo. (b-d) Consecutivas am-
pliacGes na cadeia de ilhas. Figura extraida de [36].

sendo V(ty) o volume no instante inicial 5. Se o sistema é conservativo, entao

V(t) = V(to), ou seja,
> A =0, (2.25)
4=

para t > {y. Isto mostra que, neste caso, o teorema de Liouville é vélido [26, 32]. Se
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Figura 2.4: Exemplo de armadilha de rede para o mapa padrao. A figura mostra uma armadilha
de rede. Figura extraida de [36].

o sistema ¢ dissipativo, V(t) < V(o) para t > tg, 0 que equivale a

Y A <o. (2.26)
a=1

Numa trajetéria fechada, correspondente a uma solugao periédica, a distancia entre
dois pontos se mantém constante, em média, com o passar do tempo, de modo que
a expansao associada a essa direcao é nula. Portanto, o expoente de Lyapunov
correspondente a essa direcao é nulo.

O comportamento cadtico é caracterizado pela divergencia exponencial de tra-
jetérias vizinhas. Nesse caso, hd pelo menos um expoente de Lyapunov positivo, o
que implica a dependéncia sensivel as condicoes iniciais e a existencia de um atrator
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Figura 2.5: A figura mostra a evolucdao das estruturas internas das ilhas. (a) Estado inicial de
um ponto eliptico. (b) Bifurcacio e criacio de duas selas e dois novos pontos elipticos. (c¢) Dois
pontos elipticos imersos num mar cadtico e separados por uma camada cadtica. Figura extraida de
[36].

no espago de fases, quando a equacao (2.26) é satisfeita. Podemos concluir que:

a) a existencia de um ou mais expoentes de Lyapunov positivos define uma ins-
tabilidade das 6rbitas nas direcoes associadas;

b) para uma solucio cadtica, associada a um atrator, a dependéncia as condigdes
iniciais implica na existéncia de pelo menos um expoente de Lyapunov A; > 0;

¢) para uma solugdo periédica, ou quase periddica, pode-se esperar que desloca-
mentos na direcao perpendicular ao movimento diminuam com o tempo, enquanto
que ao longo da trajetéria eles nao devem se alterar, correspondendo a um simples
deslocamento do ponto inicial.

Uma defini¢do de atrator pode ser obtida em [26]. Neste, um atrator é um
conjunto fechado de pontos no espaco de fases de um sistema dinamico, no qual
qualquer trajetéria que comecga no conjunto permanece nele por todo o tempo. Para
informacoes detalhadas sobre a definicao de atratores, o leitor pode consultar as
referencias [23, 26, 32|.
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Um sistema que possui mais de um expoente de Lyapunov positivo pode ser
classificado como sendo hipercadtico [38|. Para que o sistema descrito por um fluxo,
ou seja, descrito por equagoes diferenciais, possa ser chamado de hipercadtico as se-
guintes condigbes devem ser respeitadas [39, 40]:

1) O espago de fases deve ter dimensdo minima igual a 4 para um sistema de tempo
continuo (fluxos).

2) O sistema deve possuir mais do que um expoente de Lyapunov positivo, e a
somatéria de seus expoentes deve ser zero no caso de sistemas conservativos.

Como exemplo da classificacdo de um sistema devido aos expoentes de Lya-
punov encontrados, podemos citar um sistema que possua quatro expoentes de Lya-
punov, organizados da seguinte maneira:

a) Ay >0; Ay = 0; A3 < 0e Ay <0, o sistema possui um atrator cadtico.

b) Ay = 0; Ay < 0; A3 < 0 e Ay < 0, o sistema converge para um ciclo limite,
ou seja, este fica contido numa certa regiao do espaco.

¢) Ay >0; Ay >0; As =0e Ay <0, o sistema é dito hipercaético [39)].

2.2.4 (Calculo do Expoente de Lyapunov Maximo a tempo
finito

A primeira técnica utilizada neste trabalho para o cédlculo do expoente de
Lyapunov maximo, foi desenvolvida independentemente por Benettin et al. [41, 42]
e por Shimada e Nagashima [43] entre 1976 e 1979. A técnica consiste em utilizar as
solucoes das equagoes diferenciais

d7(t)
dt

— Flz(t)), (2.27)

que governam a dinamica do sistema. Dada uma condigao inicial Z4(tg), o sistema
gera uma determinada trajetéria chamada de trajetéria principal. Na sequencia,
tomamos uma segunda condigdo inicial y(to) préxima a anterior, tal que a separacao
entre elas é dada por |Zy(to) — Ho(to)| = €o. Com esta condi¢do inicial as equagdes
de movimento geram outra trajetéria, chamada de trajetéria satélite, préxima a
trajetéria principal.

Com a evolucao temporal desse sistema até um tempo 7, olhamos para os
novos pontos 71 (1) e ¥;(7), agora separados por uma distancia €;. Neste intervalo 7,
continuamos no mesmo ponto da trajetéria principal 71 (7), mas escolhemos um novo
ponto ¥ (7) para a trajetéria satélite, de tal forma que estes dois pontos possuem a
mesma separagao dos pontos no tempo t = 0, ou seja, |¥1(7) — 11 (7)| = €o.
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Evoluimos novamente o sistema por um tempo 7 e obtemos novos pontos,
mas com uma, separacao £o. Fazendo este procedimento vdrias vezes obtemos uma
série de pontos da forma ¢; com i = 1,2, ..., n [44] conforme mostra a figura (2.6). O
médulo |gg] é sempre o mesmo, mas o vetor €; no espago de fases pode mudar.

2
? Et) ) FAS)

%(d

PAD) B w S///

& / Xy Trajetéria Principal 2w

Do(to)

Figura 2.6: Trajetérias principal e satélite obtidas da evolugao do sistema. Esta figura mostra a
divergéncia entre as trajetorias.

Através do procedimento apresentado acima, Benettin, et al. [41] demonstrou
que o expoente de Lyapunov maximo pode ser calculado com o auxilio da equagao
A = lim._ka, (2.28)

sendo que, se o sistema for ergddico o calculo de Amm, nao dependera da escolha das
condigbes iniciais [45].

2.2.5 Distribuicao dos Expoentes de Lyapunov Maximo a
tempo finito

Utilizando o procedimento apresentado na segao anterior, encontramos os
expoentes de Liyapunov maximo a tempo infinito. Para obtermos informacoes sobre
o espaco de fases do sistema usamos a Distribuicao dos Expoentes de Lyapunov
méaximo a tempo finito P(A;). A distribui¢io destes expoentes consiste em armazenar
as trajetorias geradas pelas equacgbes de movimento e os expoentes de Lyapunov
calculados para cada trajetéria. Com esses dados geramos uma distribuicao dos
expoentes de Lyapunov em funcao das trajetorias, e se necessério, de outro parametro
do sistema.

Varios pontos desta distribuicao convergem para o mesmo valor de expo-
ente de Lyapunov, formando o expoente de Lyapunov de maior probabilidade de
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ocorréncia AY. Os pontos abaixo desta curva representam as armadilhas dinamicas
presentes no sistema em estudo.

Enquanto o valor médio dos expoentes de Lyapunov maximo a tempo finito
apenas quantifica o grau de caoticidade do sistema, o expoente de Lyapunov de maior
probabilidade de ocorréncia AY, extraido da distribuicao dos expoentes de Lyapunov
méaximo a tempo finito, nos fornece informagoes significativas sobre estruturas re-
gulares e trajetdrias aprisionadas no espaco de fases. A distribuicao dos Expoentes
de Lyapunov Méximo a tempo finito, P(A;), tornou-se uma ferramenta bastante
interessante para detectar ilhas de regularidade no espago de fases [4, 5].

Em sistemas Hamiltonianos, os movimentos regulares e caéticos podem apa-
recer simultanemente no espago de fases. Isso causa uma grande variagdo na ins-
tabilidade local ao longo de uma trajetéria cadtica [46]. Essas variagdes podem ser
quantificadas através dos expoentes de Lyapunov a tempo finito, que medem a se-
paracao entre trajetérias proximas durante um intervalo de tempo 7. Essa técnica
consiste em calcular os expoentes de Lyapunov para varias condi¢oes iniciais.

Em geral, para um tempo infinito, os expoentes de Lyapunov A, sao bem
definidos e nao dependem das condicoes iniciais. Essa caracteristica torna-se verdade
para tempos relativamente longos, e quando o espaco de fases é ergdédico. Neste caso,
os expoentes de Lyapunov convergem rapidamente. Ergodicidade é uma propriedade
de sistemas dinamicos que ocorre quando a média temporal de uma funcao integravel
no espago de fases é igual a uma média espacial desta funcao [47]. Esta é chamada
de funcao invariante por nao depender das condic¢oes iniciais escolhidas.

Em sistemas quase-integraveis, trajetérias cadticas aprisionadas em torno de
ilhas de regularidade fazem com que os valores dos expoentes de Lyapunov locais
diminuam [5]. Isto afeta a convergenca dos expoentes de Lyapunov A;, que agora
podem depender das condigoes iniciais. Por outro lado, isto implica que a distri-
bui¢ao P(Ay,7), calculada sobre muitas condigdes iniciais, contém informagoes sobre
a quantidade de trajetorias aprisionadas no espaco de fases.

Em sistemas ergédicos, usualmente, para tempos longos mas finitos, P(A)
assume uma distribuicao Gaussiana em torno da média dos expoentes de Lyapunov
(ver referencia [48]). Para t — oo a distribuigdo P(A;), num espago de fases comple-
tamente caético tende a uma distribuigao delta, ou seja, P(A;) = §(A — A) [49, 50].
Para um longo intervalo de tempo, a maior parte da distribuicao pode-se aproximar
de uma Gaussiana centrada em A., com largura tendendo a zero quando t — oo
150, 51].
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Capitulo 3

Extensao do algoritmo de Benettin

Neste capitulo mostraremos a extensao do algoritimo cldssico desenvolvido por
Benettin et al. [22], para o calculo do espectro do expoente de Lyapunov para fluidos
[52]. Este calculo foi apresentado em 1996 por Dellago et al. [21], aplicado a sistemas
mais gerais. Fste método serd aplicado ao nosso problema que sera apresentado no
capitulo 4.

Tipicamente, sistemas com muitos corpos possuem forte sensibilidade a va-
riacao da condigoes iniciais, neste caso dois pontos inicialmente separados por uma
pequena distancia no espaco de fases tendem & divergir exponencialmente, assim o
sistema é dito cadtico. Consideremos um sistema de N equacoes diferenciais or-
dindrias acopladas da forma da equacao

dr

= G(Z), (3.1)

onde C_j(a?') é um vetor N-dimensional no espago de fases do sistema. Podemos rela-
cionar um estado qualquer 7, descrito pelas equagdes (3.1), a um estado inicial z;
do sistema através de

Ty = M(%), (32)
aplicado a tempos discretos {71, 7,...}. O mapa M (Z;) deve ser diferencidvel com
respeito as variaveis do espaco de fases. Os indices i e f denotam os estados inicial
e final do mapa M. No intervalo de tempo 7,1, — 7; a trajetéria é determinada via
integragao da equacdo (3.1). Considerando os eventos de mapeamento singular nos
instantes 7;, a evolucao completa nos espacos de fases e tangente, pode ser escrita
como

j’(t) - Qst—Tn : M : QSt_Tnfl e F QZSTz—n : M : an -f(O), (3-3)
ST(t) = Lp—p, + S Li—g, |+ oo Lipyyy - S+ Liry - 67(0), (3.4)

onde L e ¢ sao os propagadores de ¥ e 0 nos segmentos suaves, e S é o mapa no
espaco tangente correspondente a M.
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Para obter o estado do sistema num instante qualquer, devemos conhecer o
seu estado inicial e o operador que fara a evolucao temporal do sistema. A trajetéria
do sistema ¢é obtida pela integracao de (3.1). Para avaliarmos se o sistema ¢ cadtico
faremos uso do expoente de Lyapunov, que determina a divergencia entre duas tra-
jetérias préximas chamadas de trajetéria principal e satélite. A separagao entre estas
trajetérias é descrita por vetores no espaco tangente. Cada evento, no espago tan-
gente e no espago real, é descrito como sendo uma colisao nesse espaco. Essa colisao
pode representar a passagem de uma das particulas por um ponto, e até mesmo uma
colisao real com a outra particula ou com as paredes. Uma forma de visualizar essas
colisoes é através da figura (3.1) baseada na figura original de [21]. Nesta figura a
trajetoria principal é representada pela linha sélida e a trajetéria satélite pela linha
tracejada. A colisdo da trajetéria principal se dd no ponto x;, no tempo 7.. A colisao
da trajetoria satélite ocorreu em x; + 0. e um tempo 7.+ 07, da trajetéria principal.
O tempo de atraso d7. representa o tempo gasto pela trajetoria satélite para atingir
o ponto onde a trajetéria principal colidiu, este pode ser positivo ou negativo.

P

&+ o, Te +8t

q

Figura 3.1: Representagiao da passagem de um estado & outro através de colisdes no espaco de
fases. Figura baseada em [21].

Da figura retiramos que o vetor 6y imediatamente apds as colisoes ¢ dado
por:
65]0 = M(fz+6fc) —ff(Tc*FéTc). (35)
Estamos tratando de tempos infinitesimais, entdo podemos linearizar (7. +07.) em
torno de 7.

o7
Zr(re + 0m2) = T (70) + %6%, (3.6)
onde % = ﬁ(ff), ou seja,
Zi (1o + 07.) = Tp(7e) + F(Z;)0e. (3.7)

33



Utilizando o mesmo procedimento para dZ. em torno de 7., obtemos

8T, = 61 + F(#)67.,

com F(Z,) = gfci, entao,

ox;
0, = 0T + 0.,
0T,
Expandindo M em torno de ¥ temos
» " OM
M(Z + 0X) = M(X) + —=0%
ox
Mas desejamos obter
B - oM
Xi

Substituindo (3.8) em (3.11) temos

— — M
(T + 07,) — Bi@) + 2
81’1'

Substituindo (3.12) em (3.5), e lembrando que 7y = M (Z;) obtemos

OM
—'5@ -+

5%y =

o b (@) - ﬁ[M@)]] 57

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

Essa equacao nos permite quantificar a divergencia entre as trajetérias prin-
cipal e satélite imediatamente apds as colisoes. Esse procedimento sera aplicado no
capitulo 5, ao estudo do problema proposto para a dissertacao. O tempo de atraso
07, é¢ uma funcao de Z; e de dx;. Esta equacdo é obtida para aproximacoes lineares
no tempo e no espaco de fases. Outros exemplos da aplicacao desse método podem

ser encontrados em [53, 54, 55|.
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Capitulo 4

Bilhares com paredes suaves

4.1 Introducao

Por um longo tempo, a influencia do nimero de constituintes, tipos de in-
teracao e tipos de condigoes de contorno, medidos por parametros, foram estudados
na dinamica de bilhares. Contudo, poucos trabalhos consideraram a razao entre as
massas das particulas que constituem o sistema [5, 11, 17|, como um parametro de
influencia sobre o comportamento dinamico.

Neste capitulo, trataremos dos bilhares nos quais particulas estao confinadas
numa certa regiao do espaco e os aspectos citados ha pouco desempenham um papel
importantissimo na dinamica desses sistemas. Particulas interagentes dentro de um
bilhar podem ser usadas para modelar a dinamica de elétrons em pontos quanticos.
Nesse sistema os elétrons sao confinados dentro de um disco feito de material semi-
condutor, em que & interagdo do material com os elétrons [56]. A motivacio para
o estudo de bilhares classicos vem do interesse em determinar o comportamento
dinamico do sistema (regular ou cadtico), como descobrir quais as modificagbes no
sistema quando variamos a interacao e a razao de massas entre as particulas. Por
fim, analisar o seu espago de fases quando as paredes do bilhar sofrem modificagoes.

Pode-se definir um bilhar classico como um sistema contendo uma ou mais
particulas, que se movem livremente em um espaco delimitado por paredes rigidas.
Estudos com bilhares revelaram que tais sistemas podem apresentar comportamento
cadtico devido a geometria do bilhar e a interacao entre as particulas [5]. Exemplos
destas caracteristicas podem ser vistos no bilhar estddio de Bunimovich [2], no qual
uma particula se move entre paredes em forma de semi-circulo conectadas por linhas
retas, conforme a figura (4.1). Este sistema é caético devido as extremidades do
bilhar serem arredondadas. No bilhar de Sinai [1], uma particula move-se dentro
de um bilhar quadrado com um circulo rigido fixado perto do centro. A origem do
caos neste sistema se encontra na descentralizacao do circulo fixado dentro do bilhar
quadrado, visto na figura (4.2-B). Sinai mostrou que a dinamica apresentada por este
sistema ¢é ergédica [1, 57]. Uma particula aprisionada num bilhar circular apresenta
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Figura 4.1: Representaciao do bilhar de Bunimovich.

N2

(A) (B)

Figura 4.2: Em (A) Orbitas periédicas no bilhar circular. Orbitas caéticas nos bilhares (B) Sinai
e (C) Pascalian Snail.

6rbitas periddicas. Esse exemplo pode ser visto na figura (4.2-A). Se o bilhar circular
tem sua geometria modificada ligeramente, como na figura (4.2-C), que representa o
bilhar de Pascalian Snail, a particula confinada apresentara orbitas cadticas.

Em [61] Leonel et al. estudaram numericamente a dinamica de um sistema
constituido por uma particula aprisionada num bilhar unidimensional com energia
variavel. Dentro do bilhar existia uma barreira de potencial que variava no tempo.
Para o caso em que o sistema apresentava érbitas periddicas, a dinamica é repre-
sentada por um mapa bidimensional nao-linear, que conserva a area no espago de
fases.

O estudo referente a duas particulas classicas, interagindo num bilhar uni-
dimensional, foi apresentado em [13] por Meza-Montes et al.. As particulas pos-
suiam massas iguais, e interagiam via potencial de Coulomb. Esse trabalho mostrou,
através da secao de Poincaré, que o sistema é cadtico e apresenta ilhas de regularidade
dentro do mar cadtico.

Recentemente foi estudado [5] um sistema envolvendo o potencial de Yukawa
para interagao entre duas particulas confinadas num bilhar unidimensional com pare-
des rigidas. A razado de massas das particulas é tratada como parametro do sistema,
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e as particulas sofrem colisoes rigidas com as paredes. Nesse trabalho [5] o sistema
apresenta comportamento caético. O espago de fases do sistema ¢ misto (regular e
cadtico).

Bilhares poligonais sao bons exemplos de sistemas estudados classica e quan-
ticamente [58]. O estudo destes bilhares tornam-se importantes, por tratarem de
sistemas integraveis ou cadticos [59]. Em geral, bilhares poligonais sdo divididos em
duas classes. Nos racionais todos os angulos do bilhar sdo multiplos racionais de
m. Ja os bilhares irracionais possuem pelo menos um dos angulos do bilhar como
multiplo irracional de 7.

Um sistema de duas particulas que sofrem colisdes rigidas com as paredes,
num bilhar unidimensional, foi estudado em [11]. Casati et al. mostraram que existe
uma relacao entre as velocidades iniciais e finais do sistema quando as particulas
colidem com as paredes. Lsta relagao ¢ expressa como vy = cosfv;. A funcdo cos
esta relacionada a razao das massas das particulas através de

L—my/my 1—7
1+m2/m1 B 1+’}/)

cos ) = (4.1)

com v = mgy/my sendo a razdo de massas das particulas. O sistema néo é ergédico
se ¢ for um multiplo racional de 7, mais especificamente, escrevendo-se 6 = 2w com
m e n inteiros. Com isso 4n velocidades distintas podem ser encontradas. Se 6 for
um numero irracional de 7, o espaco das velocidades torna-se denso.

Como exemplo quantico de estudo de bilhares com paredes suaves temos a
andlise dos autoestados e autofungdes do bilhar Andreev [60]. Esse bilhar possui
geometria retangular com paredes parabdlicas. Libisch et al. [60] mostraram que é
possivel encontrar as autoenergias através da aproximacgao EBK. Outro trabalho a ser
citado, foi o estudo de um sistema composto por poucas particulas interagentes num
bilhar quantico unidimensional [18]. Neste trabalho foi apresentado a distribuicéo
dos niveis de energia do sistema. Através destas distribuicoes verificou-se que o
andlogo classico desse sistema, pode ser cadtico. A condigao para isso acontecer é
fazer com que a razao de massas das particulas seja diferente de um.

4.2 Bilhar com paredes suaves

Um bilhar bidimensional com paredes suaves foi apresentado em [19]. Neste
trabalho apresentou-se um tratamento analitico para dois caos distintos, uma e duas
particulas interagentes. As paredes do bilhar eram descritas por um potencial Gaus-
siano. Mostrou-se que orbitas periddicas estaveis aparecem quando duas particulas,
interagindo via potencial de curto alcance, movem-se num toro bidimensional.

Buscamos nesta dissertacao estudar a dinamica classica conservativa do mo-
delo fisico de duas particulas rigidas e interagentes, aprisionadas num bilhar unidi-
mensional com paredes suaves, em funcao da razao das massas das particulas. Na
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figura (4.3) temos um desenho esquematico do bilhar com paredes rigidas e paredes
suaves. As paredes do bilhar fixadas em ¢ = %1, sdo representadas pela funcao
“erro”, de forma que esta passa a variar entre rigida e suave. A particula 1 ficard do
lado esquerdo do bilhar enquanto a particula 2 estard do lado direito. Como trata-
mos de particulas rigidas, as mesmas nao poderao trocar de lado, ou seja, a particula
1 nao pode estar no lado direito e a 2 do lado esquerdo. Esta organizacao do bilhar
nao impede que as duas particulas sintam a influencia das duas paredes, esquerda
e direita, separadamente. Tal fato se deve as paredes suaves. Entao, quando as
duas particulas estao préximas a uma das paredes ambas sentirdo sua presenca. Por
exemplo, se a particula 1 estiver perto da parede da direita (préximo a ¢ = 1), mas
do lado esquerdo da particula 2, as duas particulas sentirdao a forca da parede.

O interesse principal deste trabalho é investigar o comportamento do sistema,
quando existe interacao entre as particulas. Também buscamos obter respostas como:
qual a influencia na dinamica do sistema quando a razao de massas das particulas
torna-se um parametro do sistema, e o comportamento do bilhar frente a mudanca
das paredes.

O @

Qﬁr
- ]

Figura 4.3: Figura que representa o sistema de duas particulas em um bilhar unidimensional com
paredes rigidas e paredes suaves.

Agora descreveremos a construgao da fungao de Hamilton e as equagoes de
movimento do sistema. Como vimos no capitulo 2 as equagoes que descrevem a
dinamica de um sistema sao expressas pelas equagoes de movimento no formalismo
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Hamiltoniano [24]

OH OH
= J = 4.2
q ap’ P (4.2)

onde ¢ e p sdo as coordenadas e os momentos generalizados respectivamente e H(q, p)
¢ a Hamiltoniana do sistema.

Para duas particulas aprisionadas num bilhar unidimensional podemos escre-
ver as energias cinéticas para cada uma das particulas separadamente como
1, 1

T1 = imlq'l, T2 = §m2qg (43)

Para a interacao entre as duas particulas, utilizaremos o potencial de Yukawa

6—0&7‘

Vir)=W — (4.4)

onde a é o parametro que controla a interacao entre as particulas, sendo que para
a = 0 a interagao ¢ de longo alcance e o # 0 temos interagao de curto alcance. O
médulo do vetor posicdo relativa é representado por r = |¢1 — ¢2|. Quando V5 = 1
e a = 0 o potencial de Yukawa recai no potencial Coulombiano. O potencial de
Yukawa, na forma apresentada aqui, possui o carater repulsivo, a mudanca do sinal
de V4 tornaria-o atrativo. Para descrevermos o potencial que representa as paredes
suaves do bilhar, supomos que a forca de interacao entre as paredes e as particulas
seja expressa por uma distribuicao Gaussiana,

I 1 _ (g—a0)? (4 5)
s (& 202 5 %
i 2me?
de modo que possamos obter
lirr(l)F = 6(q — qo)- (4.6)

Fazemos com que a particula 1 esteja do lado esquerdo da caixa e a particula
2 no lado direito. Com isso, a particula 1 sofrera colisdes com a parede da esquerda
e com a particula 2. A particula 2 sofrera colisbes com a parede da direita e com a
particula 1. Como estamos trantando de duas particulas rigidas, estas nao poderao
trocar de lugar dentro do bilhar. Assim mesmo, cada particula sofrerd a agao das
paredes opostas devido a sua suavidade. Para escrever as expressoes das forcas que
sao aplicadas pelas paredes nas particulas devemos antes fixar as paredes em ¢ = —1
e 1. Entao obtemos para a particula 1

1 Rk 1 {n-1?

e 27 . (4.7)

Para a particula 2, temos como forca correspondente

1 _ (a2+D)? 1 _{x-1?

€ 202 5 F2’2:_\/W6 202, (48)
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Generalizando essas expressoes

Iy _@grenth?

e 202 , 4.9
vV 2ro? ekl

com ¢ = 1,2 representando as particulas e & = 1,2 sendo as paredes esquerda 1 e
direita 2; o termo [y introduzido é uma constante que nos dé a intensidade da forca
aplicada.

Fk,z’ - (_1)k—1

O potencial que representa as paredes do bilhar é encontrado por

V()

Tq’ (4.10)

F(q) =

ou seja 4
Vig) = —/O F(x)dx, (4.11)

escolhendo V (qo) = 0, com gy = 0. Aplicando a integral a cada parede separadamente
e sabendo que o centro do nosso bilhar estd em xy = 0, encontramos o potencial para
a particula 1 como

Vl(ql)—/q1 Yo -5 g, Vz(q1)+/q1 f0 - e (412)
0 V2mo? o Voro?

Para a particula 2 temos

Vilg2) = — /42 ut 6_(1;01?)2 dx, Va(ge) = + : ite_(z;crl?)zala:. (4.13)
0 V2mo? b A Bre?

Fazendo as trocas de varidveis t%r = (x;; ?2 g 2 = %, encontramos
1
by = i% o/2dt, = de (4.14)
—1
t=2 ov/2dt_ = d, (4.15)

B a\/§
Agora faremos os calculos do potencial devido as duas paredes sobre uma das particula.
Os resultados obtidos poderao ser generalizados as duas particulas e aos dois poten-
ciais. Entao

q1 2F
tdt,, Valg) =+ @e_tzdt_. (4.16)

— ¢
0 2mo? 0o V2mo?

Simplificando temos

Vilq) = —

1 i Fy q1 e
+dt+, ‘/é(ql) = +ﬁ e —dt_. (417)
0

I q
Vilqr) :—\/—% ; €
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Estas duas equacoes sao do tipo

erf(a) = —= / (4.18)

chamada de fungao erro de x [62]. Entao

g1

Fy —t2
Vilgr) = 77 s tdty = 67"f < ﬁ(ﬁh & 1)) (4.19)

/ ~dt, = erf( ﬁ(q1—1)> (4.20)

e~ dt_ = ——erf <U\[(q2 + 1)) (4.21)

/ B erf <U\/,(q2—1)> (4.22)

A expressao geral é escrita como

Vilg) = (<1 Foery ((}ﬂ(qi i <—1>’H>) | (4.23)

O comportamento do potencial, fungao erro, que representa as paredes do
bilhar, pode ser visto na figura (4.4). A suavidade das paredes é obtida pela varia¢ao
de 0. Esta suavidade é mostrada na figura com as diferentes paredes sobrepostas.

12 1 1 1

10

V(g
(@)

Figura 4.4: Esta figura representa as paredes do bilhar utilizado neste trabalho. A suavidade
das paredes é obtida pela variacao de o. Esta suavidade é mostrada com as diferentes paredes
sobrepostas.
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Formulacao de Hamilton

Nesta secao aplicaremos os conceitos vistos no capitulo 2, contruindo a fungao
de Lagrange e a Hamiltoniana do sistema de duas particulas clasicas num bilhar
unidimensional com paredes suaves e interagindo via potencial de Yukawa.

Funcao de Lagrange

Para mapear a dinamica do sistema, precisamos encontrar as equagoes de mo-
vimento no formalismo Hamiltoniano. Para isso temos que obter primeiro a equagao

de Lagrange expressa como
L(g,q,1) =T -V, (4.24)

onde T é a energia cinética e V é a energia potencial da particula.

A posteriori devemos encontrar a equacao de Hamilton que é escrita como
i=1

Com esse objetivo a energia cinética total do sistema em estudo, é dado pela soma
das energias cinéticas das particulas, expressa por

1 . 1 ;
T = §m1qf -+ §m2q§. (4.26)

Nosso potencial total é escrito como a soma dos potenciais das paredes e da interacao
entre as particula

V =V(r)+ Vilq)) + Va(q1) + Vi(qe) + Valg). (4.27)

De forma geral

=

V=1l

= Rer (stan+ 1)+ ers (st - 1)

et (st )+ Ferf (s -1), (1.28)

ou na forma simplificada

V=V

+ Z (—l)k%erf (%ﬁ(qi + (—1)k_1)>- (4.29)

Entao nossa equacao de Lagrange é escrita como
1 —Qr

.o . . e
L(q1, G2, 1, G2) = smadf + §m2q§ - VOT —erf <U\/7(Q1 + 1))

2

—%m¢<;%§m—104-%m¢<;%;@+10—~—wf<\f@x—U>M3®
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Funcao de Hamilton

Substituindo a equagao (4.30) em (4.25) temos a Hamiltoniana do problema
expressa por

2 2 —ar

i D5 €
Vi — 20 1
2m1+2m2+ — erf( \[(qlJr ))

vaers (= sta= 1)) = Ferf (—slat 1) + ers (st - 1) @3

com r = |q1 — ¢2], ou na forma simplificada

- Vet (st ((17h)

H(Ql;%;phm) -

H{q1, G2; 01, 02) = Z ; +Vo

(4.32)
Na Hamiltoniana acima ¢ possivel verificar que
2 k—1
H= - IR —er < g+ (—1 >
0 Z I\ \[( (=1)"7)
FEnergia Cinetica Total Energia Po\t'encial Total
= L . (4.33)

o~
Energia Total do Sistema
O sistema é dito conservativo, pois ‘H é uma constante de movimento, em que H = F,
como visto no capitulo 2.

Tendo em maos a Equacao de Hamilton do problema, podemos escrever as
equacoes de movimento, que descrevem a dinamica do sistema. As equacoes de
movimento sao escritas como

OH OH
= y— — 4.34
=%, P= % (4.34)
Para ¢;: "
. H _ P
ql 8]71 m1 ) (435)
e oM
. D2
- — = 4.
o Ipy Mo (4.36)
A derivada temporal dos momentos tem a forma
; oH V(r)  Vilq) | Valqr)
= =— + + , 4.37
s g1 Iq I g ( )
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, OH oV(r)  Vi(g) zﬂemg}
_ + o , 4.38
P g, { e 9 9q2 (3)
As derivadas do potencial de Yukawa em relacdo as coordenadas do sistema
ficam V()  Voer (1
r e ar
— = - 4.39
o Ne ( ' a> , (4.39)
e

_oV(r) Voe™ @ (1
Oy r

—+a>. (4.40)

Para as paredes temos

_8‘2(5?1) _F, = V%e—%iﬁ, (4.41)
_8‘22;?1) Ry = _V%e—%iﬁ, (4.42)
W) g, B "
M) o B e (4.44)

I ’ V2ro?

Substituindo estas expressoes em (4.37) e (4.38), obtemos as equagdes de movimento

—ar 1 F ” 2 F q1— 2
gy = 0t _ Voo <_ n a) IR R - R O
oq r r 2ro? V2ro?
. OH Voe—or <1 > Iy _@n? Iy _@?
e “tal+ €7 2% — e 27 . 4.46
e 0o r i V2702 V2ro? (4.46)
0
& = a_H _ b (4.47)
D1 ma
OH P2
T 4.48
42 Ops Mo ( )

Com a variagao dos parametros a e o, podemos controlar a interagao entre
as particulas (curto e longo alcance), e a interagdo das particulas com as paredes
(colisdes elasticas com paredes rigidas, e com paredes suaves). A mudanga dos valores
de o nos leva ao controle da suavidade das paredes e a de Fy da intensidade da forca
aplicada por elas sobre as particulas.
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Capitulo 5

Resultados

5.1 Resultados analiticos

5.1.1 Dinamica de particulas nao-interagentes colidindo com
varios potenciais degrau

Apresentaremos nesta secao expressoes analiticas para a evolucao do sistema
em termos das coordenadas relativas e do centro de massa. Encontramos a matriz
que atua como operador de evoluc¢do do sistema no espaco de configuracao. Esta
matriz nos mostra quais sao os parametros dentro do sistema, que sao importantes
para sua dinamica.

A complexidade da funcao Erro e a suavidade das paredes tornam a cons-
trugao da matriz de evolucao muito complicada, por isso faremos uma aproximacao
nas paredes do bilhar. A funcao Erro, que descreve o potencial das paredes, sera
expressa em n potenciais degrau. Essa aproximagao pode ser vista na figura (5.1).

Para o caso limite de paredes aproximadamente rigidas, quando ¢ = 5 x
1073, desejamos encontrar, através da matriz de evolucio, as grandezas fisicas que
descrevem a dinamica do sistema. Para isso, vamos escrever grandezas envolvidas
no sistema em termos das coordenadas relativas e do centro de massa:

r=4q — ¢ Coordenadas relativas,
R = Matmd  qqordenadas do Centro de massa, (5.1)
m1+ma
_ _huma

= g Massa reduzida do sistema.

Para as colisoes das particulas entre si, 0 momento do centro de massa (]3) ¢ uma
constante de movimento. Quando nao ha interacao de longo alcance, ou seja Vy = 0
no potencial de Yukawa, as particulas movem-se livremente. A partir de agora, para
se obter a relacao entre os estados iniciais e finais do sistema, consideraremos que
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nao ha interagao entre as particulas. Para essa situacao podemos definir pontos no
espaco de fase como
x; = [ri(t), R(t), vi(t), Vi(t)]. (5.2)

Entre as colisoes, para a evolugao temporal desses pontos usamos

Loy — D(ti+1 - ti)xt'ﬁ (53)
onde podemos dizer que t;11 — t; = At é o intervalo de tempo que leva o sistema de
um estado inicial ao estado final e D(t;1 —t;) é a matriz que relaciona estes estados.

Entao .
(i) = rts) + vt (b — ),

R(ti1) = R(t:) + V() (G — ta),

(5.4)
v(tir1) = v(ts),
Na forma matricial temos:
r(tit1) L 0 (tyy1—t) 0 r(t;)
Rits) [ _| O L 0 (tn—t) | [ E) (5.5)
U( z+1) 0 0 1 0 U(tz) )
Vit z+1) 00 0 1 V(t:)
Ty D(tiz—ti) ;;

Quando a colisdo se da entre as particulas, em (r = 0), obedecemos a transformacao
[11]

Uiy — RUy -+ (1 — Iﬂ)Ugi (56)
Voy — (1 E /‘L)Uu — RUsy. (5
Com Kk = ZlJrZQv entao,
V= —U;. (5.8)

As grandezas sfo escritas da forma
[ r(ti) =r(t),

R(ti1) = R(t:),

v(ti1) = —v(ts),

[ Vi) = V({t),
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com as matrizes

Pl en] 10 0 0 r(ts)
Rty) | 01 0 0 R(t;)
o(ti) | 00 =10 v(ts) (5.10)
V{tip1) 00 0 1 V(t:)
mt:;l D(ti;—ti) ;'tz

Para a colisao entre as particulas e as paredes analisaremos a particula 2, que
se encontra no lado direito do bilhar. Para isso vamos tentar descrever a parede
suave dada pela funcao erro, via n degraus conforme a figura (5.1). Obviamente
que estes n degraus devem no limite de n — oo, satisfazer certas condicoes de
contorno especificas para que isto seja verdade. Uma das condigoes é que a altura
dos potenciais e a extensao de cada degrau sejam variaveis, para que se adaptem a
curva original descrita pela funcao erro.

Figura 5.1: Aproximacido do potencial suave em degraus. Em (A) potencial com apenas um
degrau e 5 colisées. Em (B) representagio de n degraus.

A matriz de evolugao entre os estados iniciais e finais nao é descrita apenas
pela colisao das particulas com um degrau. Se isso fosse feito estarfamos desconsi-
derando a interagao que existe entre a parede suave e cada particula. Dessa forma,
devemos considerar a passagem das particulas por cada regiao presente na figura
(5.1). Cada particula passard por n degraus existentes, colidird com o tltimo degrau
escolhido pela energia e quantidade quantidade de degraus, e voltara até o inicio da
parede, onde o potencial é zero.

Entao vamos analisar a passagem da particula 2 (direita) pela regido 1, apre-
sentado pela figura (5.1). Nesta figura é apresentada a transformagao do potencial
suave, dado pela funcao erro, em pequenos degraus com potenciais constantes V,,,
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onden =0,1,..., N. A particula 2, que deve ultrapassar o degrau tem sua velocidade
alterada. A relacdo entre as velocidade, antes e depois da passagem pelo degrau, é

relacionada através da conservacao da energia mecanica, entao

1
Ez’ = Ef —% §mgvgi — §m2U22f + VE)

Com isso vy € escrito como:

Vop =W — = 1 - 5 | V2,

2V

mgvg

entao

U1y = V14,
Vay — Agvgi.

A posicao de cada particula para essa colisdo sao escritas como:

{ iy — 414,
q2r — q2i-

Em termos das coordenadas relativas e do centro de massa temos

onde faremos Ay = ,/1

N
03

ri = 41 — 421, Tr = diy — q2f,

Ty = Ty,
Rf — Rz

J4& as velocidades antes da passagem sao

entao

Uy = V15 — V2, MV = myvi; + mavs;.
Isolando vy; € vy; em termos de v; e Vi, obtemos

m

V1 — Lz + _?‘?Ui’
Vi m

Vg = Vi — —Mle',

ou na forma matricial

U1 - 1 % Va
V2; o 1 —% (2 ’

Apés a passagem temos:

Vf = Vi3 — Aavgi, MVf = MV + Malayr = MV1; + Agmgvgi.
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Substituindo as equagoes (5.18) em (5.20), temos:

e
vy = <%+m2> vit (1— A7) Vi (5.21)
‘ A
i _ my + Ag M
Vp= 47 (L= 45) vt <7M0 > V. (5.22)

Para simplificarmos estas expressoes, faremos:

AT 1 2 _ — - 1 Aa 2
G = <#+m> ) G — (1 - Ao) ) §o = <m+Tm> ) (5.23)

onde o indice 0 estd relacionado com Ag. Entao temos:

vy = G vi + 0o Vi, (5.24)
¢ 1
Vi = Mggvi +&; Va. (5.25)
A matriz que relaciona as coordenadas iniciais e finais é escrita como:
Ty 1 0 0 0 T4
Ry 01 0 0 R;
= _ _ 5.26
oy 00 ¢ o || w (5.26)
Vi 00 7o & Vi

Na regiao 2, a particula 2 move-se livremente, com velocidade constante, e as posicoes
iniciais e finais sao escritas como:

Ty =T4 + Atlvi,
Rf = Rz + Atl‘/;,

— (5.27)
V=V
Ou na forma matricial
Ty 1 0 Atl 0 T
Re ] [ 01 0 Ay R;
ve | OO0 1 0 v; (5.28)
Ve 00 0 1 Vi

Na regiao 3 a particula colide com a parede, entao nossas grandezas, antes e depois
da colisao, ficam:

Ty = Ti, Vi = V14, 5.29

{ Rf — Rz { Vay = —Ug;i- ( )

Uy = V14 -+ Vi, MVf = MUy -+ MaUzy = MU — M2V (530)
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Substituindo (5.18) em (5.30), obtemos:

vy = —kKy; + 2V, (5.31)
com K = TR o
Ve = 2 1 (5.32)
f— M i B+ -
Entao podemos escrever
( s 1 0 0 0 \ T
Rl [ 01 0 0 R;
vf 00 —x 2 v; (5.33)
Vi 00 2& & / Vi

As matrizes de evolucdo do sistema, levando-se em conta a colisdo da particula 2
com a parede da direita, nas regides 1, 2 e 3 sdo escritas como

1 0 0 0
0 1 0 0
M, — A 5.34
oo ¢ o (5:34)
0 0 0 &
1 0 Ay 0
o1 0 an
My = 00 1 0 . (5.35)
0 0 0 1
1 0 0 0
0O 1 0 0
A (5.36)
00 2£ &

Agora devemos construir essas mesmas matrizes para o sistema, com a volta da
particula 2, sentido da direita para a esquerda. A primeira regiao que devemos olhar
¢ a 4, onde a particula movimenta-se livremente, entao

{ ri = r; — Oty { bif = Vi, (5.37)

Rf = Rz — Atg‘/;. Vaf = V2.
Entao
( 1 0 =At, 0 \
o1 0 —Ap
Mi=| o4 1 5 . (5.38)
\0 0 0 1 /

A matriz My difere de M, apenas pelo sinal negativo no tempo, isso se deve ao fato
de que a velocidade da particula mudou, ou seja, o movimento da mesma ocorre no
sentido contrario. Na regiao 5 a particula se depara com mais uma passagem entre
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potenciais, no caso V; = Vi e Vy = 0. Para esta situacao, fazemos uso novamente da
conservacao da energia mecanica do sistema, entao

1 1
E,=E; — §m2v§i + Vo= §m2v§f, (5.39)

isolando vy obtemos

/ 2V 2V
Vo = U%i + Wj = < I+ W;) U2 = ASFU% (5.40)
%

com Ad = /1 + 732‘202 . A velocidade da particula 1, a posicao relativa e do centro
2%

de massa se mantém constantes, com isso temos

Ty = T4,
iy = 1, (5.41)
U1y — Vi,
Vo — ASFUQZ'.
A velocidade relativa é escrita como
Vy = U1 — V2 =— V14 — ASFUQZ', (542)
e a velocidade do centro de massa final é dada por
MV = mqviy + mavay = myviy + Admavay. (5.43)
Com o auxilio de (5.18) obtemos
A+
vy = <%+m2> v+ (1= AJ) Vi, (5.44)
e A
M my + mo

Afim de simplificarmos estas expressoes, faremos a seguinte substituigao:

- At
G- (M) -4, g - (MR Gao)

onde o fndice 0 estd relacionado com A/ . Entdo temos:

vp = (vt e Vi, (5.47)
€
Vi = %Q;{Uz’ + &V (5.48)
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Agora podemos escrever a matriz que relaciona as coordenadas finais e iniciais do
sistema como

Tr 1o 0 0 T
Bl [o1 o o R
o |7 loo o o || w | (5.49)
Vi 0 0 4708 & V;

A matriz encontrada para a regiao 5 serd chamada de Ms.

Todo o procedimento feito até aqui, consiste na passagem de uma particula
por um potencial degrau, uma colisao com a parede e sua volta, onde esta passard
novamente pelo degrau inicial. O potencial, dado pela func@o erro, que representa
a parede suave do bilhar, pode ser representada como uma soma ponderada sobre
infinitos degraus entre um intervalo de Ax qualquer. As velocidades, das particulas
que estarao nessas regioes, sdo v;,1, onde os indice j representa a particula. As
matrizes genéricas para as duas particulas sao escritas como:

e passagem pelos degraus na ida (expoente —), e volta (expoente )

Lo 0 0 \
1 01 0 0
0 0 7of &F /
Entre os degraus temos
(1 0 (E£1)Atnyq 0 \
1 0 1 0 +1)At,
M= (17| 0 o ) EDoma (5.51)
\O 0 0 1 /

com o sinal + na frente do tempo para a ida, e — para a volta. E para a colisdo com
a parede, que faz a mudanca de sentido da particula, a matriz de evolugao é escrita
como

1 0 0 0
01 0 0

MJ,N — (_1)] 0 0 —k 2 (552)
00 2& &

A relacao entre as coordenadas, antes e depois do movimento da particula dentro
da regiao em que o potencial da parede atua, é feita através da multiplicacao dessas
matrizes com expressiao

Xy — Mj,nJrl,—') ceey 'Mj,n+2'7 ceey 'Mj,N'y ceny 'Mj,n+2'7 ceny 'MjerLJr <L (553)
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5.1.2 Dinamica das particulas nao-interagentes no espaco
tangente

Nesta secao encontraremos a matriz de evolucao do sistema no espago tan-
gente, seguindo o algoritimo apresentado no capitulo 3. Através de

Xy — Djl’z', (554)

podemos construir a trajetéria principal em nosso espaco de fases, e expressar a
trajetéria satélite no espaco tangente como

Sx(t) = M()dx(to), (5.55)

onde M (t) é a matriz monodromica, que atua como operador de evolugdo no espaco
tangente, e que pode ser escrita como

dx(t)

M = st

. (5.56)

Durante o movimento livre entre as colisoes, a dinamica no espacgo de fases é similar
a dinamica no espaco tangente, por isso a matriz monodromica pode ser escrita como

M = D(t — t). (5.57)

Essa matriz expressa o movimento livre das particulas e é descrita pela matriz (5.5)
e (5.10) da secao anterior.

Quando temos colisodes das particulas com as paredes e a passagem por um po-
tencial degrau, precisamos construir equagoes que descrevam a dinamica do sistema
no espaco tangente. Para isso utilizaremos o algoritimo apresentado no capitulo 3,
expresso por

Sz = a_ngi + a]\4]7(1',) — F[M(x;)]| o7 (5.58)
Em nosso sistema temos, ) ]
F(x) =i = (7, R, o, V), (5.59)

que representa o movimento das particulas entre as colisoes, existindo ou nao in-
teracao entre elas. Considerando nao existir interacao entre as particulas temos
a velocidade relativa e do centro de massa sao constantes entre as colisdes, entao
eSCrevemos

F(x) =i = (7, R,0,0). (5.60)
O termo o7, corresponde ao tempo de atraso que ocorre entre o instante de colisao
da trajetéria satélite em relagao ao instante de colisao da trajetéria principal. O
tempo de atraso para a particula 1(2) pode ser considerado muito pequeno nessas
colisoes, podendo expressa-lo como

5
Sri = — M2 (5.61)

U1(2)
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As velocidades das particulas 1(2), antes das colisdes, em termos das coordenadas
do centro de massa e relativo, sao:

man
v =V = (-1)'@ =, (5.62)
e a evolucao de diferenca entre a da trajetdria satélite e a trajetoria principal é dada
por

Squz = OR — (—1)'® m;}” 5r. (5.63)

Se substituirmos (5.62) e (5.63) em (5.61), temos

M

Vi — (—1)1@20y, MV — (= 1) @ myu;

OR; — (—1)'@T2W5r, MR, — (—1)' @ myg)dr,

67’1(2) = — (564)

Com as equagoes (5.58), (5.64), e as matrizes encontradas na se¢ao anterior,
podemos contruir a matriz monodromica M7, que relaciona dx ¢ e dx; nas colisoes da
particula com a parede da direita (j = 2), em relagdo a particula 2. A conexdo entre
dx s e dx; é dada pela equagio (5.55). A construgao dessa matriz deve respeitar cada
regido presente na figura (5.1), como haviamos feito na se¢io anterior. Analisaremos
primeiramente o caso do potencial com um degrau e uma colisdo, onde as particulas
nao interagem entre si. Na sequencia, estenderemos essas equagdes para um caso

mais geral. Na regiao 1 temos
Uy
ray=| 7| (5.65)

Covi + 0 Vi
Moy, -1/
FIM(x)] = MQOU’O+§O‘/’ , (5.66)
\ 0
¢ oM
= M, (5.67)
81’1'
de
x; = M;x;. (5.68)
Entao oM aM
o = S0+ | 5L Pt — FlM o) o (569
10 0 0 or;
Ry
o kO 0 ¢ Qa)k&}z)
00 $o & oV;



{ 1o 0 o0 v Gt gV

8 (1) C(;‘ @?} ‘g e Uio+ wb e (5.70)

oo 2z &) \o 0

Podemos escrever a expressao acima na forma de equagoes
dry=or; + ((1 — (3 )vi — 0y Vi)or, (5.71)
SRy = 6R; + (—%ngi (1 go—)v,-) o, (5.72)
vy =y 0v; + 0y 0Vi, (5.73)
5V; = %ng 155V (5.74)

Substituindo o tempo de atraso (5.64) em (5.71) e (5.72) determinamos

dry = (o 0rs + 05 01, (5.75)
SRy = %Q&én VEOR,, (5.76)
vy = (5 0v; + g5 0 V5, (5.77)
5V = %Q&évi 150V (5.78)
Entao a matriz monodromica para a regiao 1 e particula 2 é expressa como:
G @ 0 0
ML, — | % & 00 \ . (5.79)

0 0 ¢ o /
P
0 0 % $o
As matrizes monodromicas para as regides 2 e 4, possuem a mesma forma das
matrizes no espaco real, e sdo escritas como:

1 0 (:l:l)Atg(4) 0
0 1 0 +1)At

MT2,2(4) - 0 0 1 ( )O W ) (580)
0 0 0 1

A matriz que representa a colisdo com a parede, é obtida da mesma forma e escrita
como [5, 14]:

-k 2 0 0
2o 000

MT273 — ]g O ks 2 (581)
0 0 2 g

E por fim, a matriz que representa a passagem pela regiao 5, no espaco tangente, é

escrita como:
/ G o 0 0
Lok gt 0 0
MTys— | 2 : 5.82
G B R (582)
0 0 Lot &
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Usando uma equacao andloga a equacao (5.53), ou seja:
6l’f - Mj6$i, (583)

com MT}, sendo:

o — (1Y
MTjo = (=1) T (5.84)
0 0 £0, 6
com
AT ASmi —m _ mi — AT Am
e P R e S
(5.85)

Os autovalores da equacao (5.84) nos fornecem importantes informagoes sobre
o comportamento do sistema. Matriz (5.84) possui determinante igual a det(M T} ) =
1, ficando claro pela matriz possuir blocos contendo coeficientes iguais a zero. Os
autovalores desta matriz sdo = {—1, 1} com multiplicidade 2

Os expoentes de Lyapunov quantificam a taxa média de expansao ou con-
tragao das diferencas infinitesimais entre a trajetéria principal e a trajetoria satélite.
Eles sao determinados pelos autovalores de de M7}, com a seguinte expressao

1
A= tlim i log (1), (5.86)

sendo que ;(t) é o i-ésimo autovalor de MT.

Os autovalores da matriz (5.84) levam a expoentes de Lyapunov iguais a zero,
como visto nos casos [5, 21|. A suavidade das paredes, quando nao hd interagao entre
as particulas, nao modificam o cardter regular do sistema. Isso era esperado, pois
trata-se de um sistema de 1 grau de liberdade independente do tempo. Consequente-
mente, podemos dizer que os expoentes de Lyapunov calculados para ¢ — oo, serao
iguais a zero independente do valor da razao de massas das particulas.

5.1.3 Expoentes de Lyapunov para particulas interagentes

Agora introduziremos a for¢a de interacao entre as particulas. A Hamiltoniana
para o problema é dada por

pi | P g
H(q1, G2; 1, p2) = S + oy + Vo . —67"f < \/§(Q1 + 1)) +

Ber (stm-1) - Ferf (o1 0) 1 Lot (@) 61
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Para escrevermos ‘H em funcao das coordenadas relativa e do centro de massa, temos
que expressar ¢; e ¢» em funcao de r e R.

migr + mage
M )

Manipulando algebricamente as equagdes em (5.88) encontramos:

r=q — ¢, R = M = my + meo. (5.88)

m
e -
®= =77 + H. (5.90)

Podemos escrever estas expressoes na forma matricial

< g; > h < —%%% 1 > < ;% > : (5.91)

A Fungao de Hamilton fica

2 o —ar

P e
Hm&nmmw+i+%r

—ﬂ—mf<;74ﬁzr+R+10 -—mf<a¢§%?r+R—lo

T mi

oop () s By (e ) oo

Utilizaremos a equagao (5.58) para escrever a matriz no espago tangente. A parede
do bilhar pode ser escrita como uma série de degraus, como foi feito na se¢ao anterior.
Para a regido 1, na figura (5.1) temos

(%
Ve
Fla )= ‘ , 5.93
0
e —t —
Go i+ 0 Vi
00 v + &V,
FlM(z,)] = | %% T s | 5.94
MGz e (5.9
0
onde v = Q(r) = —82—57“) representa a forga de Yukawa.
10 0 0 or;
01 0 0 OR;
00 {00 & oV;

o7



10 0 0 v, Gt oV
01 0 0 || Vi |_| faui&vi||,.
00 ¢ 9 Q(r) Q(r)

No oz &)\ 0

Podemos escrever a expressao acima na forma de equagoes

dry = ori+ ((1 — ¢ )vi — 0y Vi)oT, (5.96)
oo _
Oy — SR+ (—4-gguit (1- )V, ) br (5.97)
dvp = (Goui+ 05 0Vit (G — 1) Q(r)or, (5.98)
oo _ B

Neste caso o tempo de atraso o7, entre a colisao da trajetéria principal e a colisao da
trajetéria satélite é encontrado da derivada da integral da acdo em relagao a energia

do sistema [21]
83]' 4 8% g dq
e da. — =4
aEJ’ e q0 8Ej % /qo q]’

Com a integral da agao sendo expressa como [24]

Sy = /pjd%' = /qu‘jdqj, (5.101)

67']'

(5.100)

e lembrando que

dq; 1
—_— = — 5.102
oE ¢ ( )
Sabendo que
m
g1z = (—1)2“)%@" +dR, (5.103)
e
Q) = (—1)2“)—7”]\2}1> v+ V. (5.104)
Substituindo essas duas expressoes na integral para o tempo de atraso, obtemos
67']' = —(AjéRz -+ Bjé?"z’), (5105)
indice j representa as particulas 1 e 2, e A; e B; sao escritos como:
M
Ay = 5.106
1 [ Moy dr
B —f-1 1<2>—/ = . 5.107
1(2) ( ) 67"1' o M‘/z - (—1)1<2>m2(1)vi ( )
Substituimos 07, em (5.96), (5.97), (5.98) e (5.99), obtemos a matriz:
ory \ - o 0 0 ort
A 1% S OO (saos)
k&v) BGQNB BEQMA G g || o
oVy —4100Q(r) By —4;00Q(r)A2 4700 & ov*
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Com a matriz monodromica para a particula 2, da forma:

Co % 0 0

L5 > 0 0

MTg,, = | e M% S -
By ﬁlQo Q(r) B2 1 %o Q(r) Az @ )
200 Q(r)By —4700Q(r)As 4700 &

Para as regioes 2 e 4, ida e volta sobre o degrau, consideramos que a largura do degrau
¢ muito pequena. Entao o tempo que a particula leva para atravessa-lo também serd
pequeno, por esse motivo podemos escrever as matrizes com

(5.109)

(1 + BgAtQQ(T)) AgAtQQ(T) Atg 0

B 0 1 0 Aty
MTQQQ - BQQ(T) AQQ(T) 1 0 5 (5110)
0 0 0 1
(1 — BgAt4Q(T)) —AgAt4Q(T) —At4 0
B 0 1 0 —Atly
MTq,, = BQ(r) A50() { - (5.111)
0 0 0 1
Para a colisao da particula com a parede temos
( —K 2 0 0
2 K 0 0
_ M
MTQZ?, - /‘LQBQQ(T) /‘LQAQQ(T) —k 2 s (5112)
HBQr) HAQU) 3w
onde k; = (k+ (—=1)?), com j = 1,2 representando as particulas 1 e 2.
¢ o4 0 0 \
Mot + 0 0
MTy,. = | . 1% L . 5.113
& k 2dQME BRI & o ) (5.112)
—ﬁQJQ(T)Bz —ﬁQJQ(T)Az ﬁ@g &

Para se obter a matriz monodromica no espaco tangente, escrita conforme a
equacao (5.55), devemos multiplicar as matrizes acima. Este procedimento é extre-
mamente complicado por existirem muitos termos diferentes e por a matriz final ser
muito complicada, nao mostraremos esse resultado. E possivel analisar essas matrizes
encontradas sem precisar efetuar o procedimento dito anteriormente. Notamos que
a diferenca entre as matrizes de (5.79) a (5.82) e de (5.108) a (5.113), se d4 através
dos termos A;Q(r) e BQ(r), devido ao potencial de Yukawa. Esses termos levam
a expoentes de Lyapunov maiores que zero, calculados através de (5.86), gerando o
comportamento cadtico no sistema.
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Generalizando estas expressoes para N degraus com larguras e alturas variaveis
e para as duas particulas, temos as matrizes das regioes 1 e 5 iguais a:

(5o +1) : — 07 ) 0 0
. _ K F my :F+1 0 0
MTy, . = (=1y | ., M% Q0 5.114
G = _m 20008, —HrQmA; G o (5-114)
7o Qr)B;  LofQ(r)A; 4ol &F
Para as regioes 2 e 4
(£1)BjAly2Q(r)) (£1)A;AL12Q(r)  (£1)Alny2 0
: 0 1 0 (£1)Abnya
MT,, . = (—1)
Qjnt2 ( ) B]Q(T) AJQ(T) 1 0
0 0 0 1
(5.115)
—FK y) 0 0
. 2 K 0 0
My, . = (—1) M : 5.116
me = UV s B00) A00) k2 oA
FBiQr) HAQr) & w

onde r; = (k+ (—1)7), com j = 1,2 representando as particulas 1 e 2.

Para a interacao de longo alcance (o = 0), em cada colisdo da particula com
a parede, a for¢a de interagio Q(r) ¢é finita e os expoentes de Lyapunov podem ser
positivos. Quando temos interagao de curto alcance (o > 0) o potencial de interacao
Q(r) — 0, se as particulas estao suficientemente afastadas os expoentes de Lyapunov
sao nulos. O sistema possui comportamento cadtico, devido as duplas colisdes das
particulas, ou seja, quando uma particulas, por exemplo a particula 2, esta préxima
a parede da direita, e a particula 1 esta préxima dessa particula ha a colisao de 2 com
a parede e em seguida com 1. Esse evento pode acontecer vérias vezes e A;Q(r) e
B;Q(r) ndo serdo necessariamente iguais a zero, resultando numa possivel dinamica
cadtica [5].

5.2 Resultados Numéricos

5.2.1 Paredes aproximadamente rigidas (o =5 x 107?)

Nos resultados analiticos mostramos que o comportamento caético do sistema
surge devido ao potencial de Yukawa. Nesta secao estamos interessados em saber,
qual a influencia da suavidade das paredes do bilhar sobre a dinamica das particulas
aprisionadas. Para isso, estudaremos a distribuicdo P(A¢, ) dos expoentes de Lya-
punov maximos a tempo finito A;, em func¢do da razao de massas v das particulas.

O procedimento numérico utilizado para o célculo do expoente de Lyapunov
méaximo, ¢ baseado no método desenvolvido por Benettin apresentados na secao
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2.2.4. Primeiramente fixamos as paredes do bilhar, constituidas da funcao “erro”, em
g = £1. Em seguida geramos aleatoriamente 400 condig¢oes iniciais para a evolucao
das equagoes de movimento. O tempo de integracao das equagoes de movimento foi
de 10*, e o método de integracao utilizado é o Runge-Kutta de ordem 4. Fixamos
a energia do sistema em 0,5, e a intensidade do potencial de Yukawa com V, = 1
e a = 0, ou seja, estudaremos o comportamento do sistema quando as particulas
possuem uma interagao de longo alcance (potencial Coulombiano), com intensidade
Iy = 10. A suavidade das paredes é feita através da variacdo do valor de o, o qual
utilizamos dois valores diferentes, ¢ = 5 x 107% que se aproxima de uma parede
rigida, e 0 = 5 x 1072 para parede suave. A figura (5.2) apresenta o bilhar com
paredes aproximadamente rigidas, a figura (5.3) mostra o bilhar com paredes suaves.
A figura (5.4) mostra a sobreposicao das duas paredes, aproximadamente rigidas com
linha inteira, e paredes suaves com pontos.

Evoluimos 400 trajetérias para cada razao de massas v = 72, variando v num
passo de Ay = 0,01, no intervalo de 0,01 < ~v < 4,0. Calculamos o expoente de
Lyapunov local 10° vezes para cada trajetéria, ou seja, para cada trajetéria principal
a trajetéria satélite é reiniciada 10° vezes, conforme esquematizado na figura (2.6)
no capitulo 2. A trajetéria satélite evolui por um tempo de 7 = 0,2. Tanto o
tempo de evolucao da trajetéria principal, quanto o tempo da trajetéria satélite sao
suficiente para que o expoente de Lyapunov tenha boa convergencia. A convergéncia
dos expoentes de Lyapunov para o tempo de evolucao de 10* de 5 trajetérias e
7 = 0,2, pode ser vista na figura (5.5). A separacao inicial |gy| tomada entre as
trajetérias principal e satélite foi de 1075, Obtendo A, calculamos a distribuicio
destes expoentes P(A,7), e a distribuicdo de maior probabilidade de ocorréncia
Pr(7y) de AL, como fungao da razao de massas das particulas.

Como citado anteriormente, utilizamos 400 trajetérias para o célculo do expo-
ente de Lyapunov. Fizemos esse mesmo calculo com 200 trajetérias diferentes para
verificar se alguma mudanga significativa ocorreria, mas nao encontramos resultados
diferentes. Apesar de observarmos uma densidade menor de pontos na distribuicdo
dos expoentes de Lyapunov, qualitativamente o sistema apresentou o mesmo compor-
tamento. Essa verificagao havia sido feita em [14], para a evolugao de 600 trajetérias
diferentes e a conclusao foi a mesma que a nossa.

O calculo da secao de Poincaré é feito da seguinte maneira: Quando uma
particula passa pela origem (¢ = 0) do bilhar, é marcado a posi¢do ¢ e o momento
p da outra particula. Para essa marcacao é necessario escolher um unico sentido,
positivo ou negativo. Fm nossos calculos procedemos da seguinte maneira, quando
a particula 2, que se encontra no lado direito da particula 1, passar pela posicao
¢2 = 0, no sentido positivo py > 0, marcamos a posicao ¢; € o momento p;, da
particula 1. Através destas segbes mostramos que existem ilhas de regularidade no
espaco de fases do sistema.

O primeiro caso a ser analisado é o bilhar com paredes aproximadamente
rigidas, onde temos o valor de ¢ = 5 x 1073, Na figura (5.6) temos a média dos
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Figura 5.2: Bilhar com paredes aproximadamente rigidas o =5 x 1073,
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Figura 5.3: Bilhar com paredes suaves o =5 x 1072,
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Figura 5.4: Sobreposicao das paredes aproximadamente rigidas (linha inteira) e paredes suaves
(pontos).

expoentes de Lyapunov médximos a tempo finito (Ai(y)) em funcdo da razéo de
massas . A figura apresenta o caso de paredes rigidas [14] com linha tracejada,
e o caso de paredes aproximadamente rigidas com linha inteira. Os valores médio
(A¢(7)), para o nosso problema de paredes aproximadamente rigidas, nos mostra que
o sistema é cadtico, devido ao fato de estes apresentarem valores positivos. O valor
médio dos expoentes decai com o incremento da razao de massa das particulas, ou
seja, o sistema torna-se mais regular. A média (A;(y)) decresce de valores préximos
al,2a0,5com a variagio de v entre 0,01 e 4,0. Através da figura (5.6) observamos
que para razao de massas entre 0.01 e 3.0, o modelo construido por nés é compativel
com o caso de paredes rigidas proposto por Manchein [5, 14].

Ainda nao temos uma explicacio fisica para os picos apresentados em v ~
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Figura 5.5: Convergéncia dos expoentes de Lyapunov para 5 trajetérias, num tempo de evolugao
de 10* e 7 = 0,2 para o tempo de evolucio da trajetéria satélite.

Figura 5.6: Valor médio do expoente de Lyapunov maximo a tempo-finito. Esta figura é cons-
truida com 400 trajetérias para o = 5 x 1072 (paredes aproximadamente rigidas) com linha trace-
jada. A curva com linha inteira representa os expoentes para paredes rigidas.

0,3 e v ~ 1,0, mas recentemente foram discutidos em [63]. Nesse trabalho foi
proposto uma relagdo entre parametros do sistema fisico (razdo de massas entre
particulas) e uma propriedade dos ntimeros. A razéo de massas de um sistema de
duas particulas sofrendo colisdes rigidas numa caixa unidimensional, possui uma
relacao com a estabilidade das érbitas periddicas geradas pelo mapa de Gauss. FEssa
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relacao foi feita através da medida de Lebesgue zero. O mapa de Gauss é um mapa

cadtico dado por

Gx) = - — H : (5.117)
i %

em que [%} representa a parte fracionaria do mapa. Essas razoes de massas referem-se

aos casos onde o sistema seria integravel. Nesta dissertacao nao nos aprofundaremos

nesse assunto, pelo fato dele ser um tema bastante amplo, em que gastariamos um

tempo grande para explicd-lo. Para maiores explicagoes consultar [63].

Na figura (5.7) temos a distribuicdo P(As,y) dos expoentes de Lyapunov
maximo a tempo finito em fungao da razdo de massas v das particulas. Em (5.7-a)
o caso aproximadamente rigido, e em (5.7-b) o caso de paredes rigido [5, 14]. Estes
graficos sao um corte das figuras tridimensionais das distribui¢oes originais, onde os
eixos daquelas figuras sdo a razao de massas -, expoente de Lyapunov maximo A,
e as trajetorias geradas pelo sistema. Este terceiro eixo, estaria saindo da folha na
figura bidimensional. Tornar a figura bidimensional, tem como razao a possibilidade
de visualizarmos o maior nimero de trajetérias, para um mesmo valor do expoente
de Lyapunov, através da coloragdao mais escura.

A cor amarela, indica que nenhuma condigao inicial com aquele valor de ~
levou o sistema aquele valor de expoente de Lyapunov. A cor cinza, indica que temos
uma baixa densidade de pontos no gréfico, ou seja, algumas condigoes iniciais levam
aqueles expoentes de Lyapunov. As cores azuis representam uma densidade média
de pontos e a cor preta, maior densidade de pontos.

Na parte onde hd a maior concentracao dos pontos, temos o expoente de
Lyapunov maximo de maior probabilidade de ocorrencia, definido como:

8P(At7 7)

— 0. 11
Ty 0 (5.118)

Ag=AP

Na figura (5.7-a) as regides entre A, ~ 1.2 e A; ~ 0.5, encontramos a curva em
azul e preto nos dizendo que um grande nimero de condi¢oes iniciais levaram aquele
valor de expoente de Lyapunov. Ja os pontos cinzas abaixo da curva, nos indicam a
existencia de trajetorias aprisionadas no espaco de fases. Este resultado nos informa
que existem armadilhas dinamicas no espago de fases, fazendo com que o valor do
expoente de Lyapunov decaia. Algumas trajetérias geradas pelo sistema visitam
mais vezes, durante seu tempo de evolucao, certas regides do espaco de fases. Pela
distribuicao, verificamos que o sistema é cadtico, pois ele apresenta expoentes de
Lyapunov maximo maiores que zero.

Pela figura (5.7-a) percebemos que um maior nimero de armadilhas dinamicas
aparecem entre 0,6 < v < 1,5e 3,0 < v < 4,0 e o valor do expoente de Lyapunov
méaximo diminui conforme se aumenta a razao de massas entre as particulas. Também
observamos nesta distribui¢ao os mesmos picos apresentados em v ~ 0,3 e v ~ 1,0,
vistos no grafico da média dos expoentes de Lyapunov.
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Figura 5.7: Distribuigao P(A;,~) dos expoentes de Lyapunov méximo a tempo finito A; em
funcdo da razdo de massas v das particulas. Em (a) temos o caso de paredes aproximadamente
rigidas (0 = 5 x 1073). Em (b) o caso de paredes rigidas.

Como discutido para a média dos expoentes de Lyapunov, a distribuicao dos
expoentes para o caso aproximadamente rigido, figura (5.7-a), estd de acordo como
a distribuigdo encontrada para o caso de paredes rigidas, figura (5.7-b), estudado
por Manchein [5]. Na distribui¢do (5.7-a) observamos um menor nimero de pontos
abaixo do expoente de Lyapunov de maior probabilidade, em relagao a figura (5.7-b),
caso de paredes rigidas. As curvas em azul e preto, para as duas distribui¢es sao
qualitativamente equivalentes. Nas duas figuras estao presentes os picos citados, nos
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Figura 5.8: Numero de ocorréncias dos expoentes de Lyapunov maximo de maior probabilidade
AP(v). Na parte de cima da figura temos o caso de paredes aproximadamente rigidas (¢ = 5x1073).
Em baixo paredes rigidas.

mesmos valores de v e da mesma forma apresentada nas médias, tratadas em [63].

Na figura (5.8) é apresentada a distribuigao Pa(7) dos expoentes de Lyapunov
mdximo de maior probabilidade de ocorréncia AY, em funcao da razio de massas 7.
Este grafico refere-se a distribuicao dos expoentes de Lyapunov méximo apresentados
em cores azul e preto na figura (5.7-a,b). Para obter o gréfico de Px(y) ¢é feito um
corte em P(Ay,7), de tal forma que temos P(AY,~) = Pr(7), como funcao da razao
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Figura 5.9: Secio de Poincaré da particula 1, para razio de massas v = 1,0 e 0 = 5 x 1073,
Figura gerada para 100 trajetorias. A figura mostra ilhas de regularidade imersas num mar cadético.

de massas . Na parte de cima da figura (5.8) temos a distribui¢do para o caso de
paredes aproximadamente rigidas, e na parte de baixo o caso de paredes rigidas.

Comparando as figura (5.7-a) e (5.8) na parte de cima, constatamos que na
regiao onde Px(7v) tem um méaximo, em v ~ 1,7 e v ~ 2,5 uma grande fracdo de
condic¢oes iniciais levam ao mesmo valor de A;, diminuindo a dispersdo em torno de
AL Tsto é consequéncia da redugio do ntimero de armadilhas dinamicas. As regides
de minimo em (5.8), 0,7 < vy < 1,4 e 3,0 < v < 4,0, indicam a presenga de pontos
abaixo do Lyapunov méximo mais provavel, o que diminui a densidade de pontos em
torno do mais provavel. Este resultado nos informa sobre a existencia de trajetérias
aprisionadas no espaco de fases.

Como visto em [14], esses minimos representam sinais dos casos integraveis
remanescentes do problema de duas particulas rigidas colidindo frontalmente. A
existencia deles sao observados pela dispersao dos expoentes de Lyapunov maximo a
tempo finito. Mais precisamente na distribuicao do expoente de maior probabilidade
de ocorrencia.

Na figura (5.9) temos a Se¢ao de Poincaré para a particula 1. Sao plotados os
momentos e as posi¢oes da particula 1, no instante em que a particula 2 passa pela
origem do bilhar. Leva-se em conta apenas o sentido positivo da particula 2, ou seja,
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Figura 5.10: Ampliacao da figura (5.9). Se¢ao de Poincaré da particula 1, para razao de massas
y=10e0=5x1073,
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Figura 5.11: Segunda ampliacao da figura (5.9). Secao de Poincaré da particula 1, para razao de
massas v — 1,0 e 0 = 5 x 1072, Formacdo de ilhas no espaco de fases.

p2 > 0. Esta figura foi feita com a evolucao de 100 trajetérias e razao de massas
v =1,0, para 0 — 5 x 1072, Nesta secio observamos indicios de ilhas de regularidade
imersas no mar cadtico. Este resultado confirma as afirmagcoes feitas anteriormente
para a figura (5.7-a), que apresentou pontos abaixo da curva do expoente de Lya-
punov maximo de maior probabilidade de ocorréncia. Apesar do aparecimento das
armadilhas dinamicas, ndo s@o encontradas curvas KAM. Nas figuras (5.10) e (5.11),
temos amplia¢oes da se¢ao (5.9). Nestas figuras observamos com mais detalhes as
regioes nao visitadas no espaco de fases, em que observamos a formacao de algumas
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Figura 5.12: Secio de Poincaré da particula 1, para razio de massas vy =1,8 e 0 =5 x 1073, A
figura apresenta indicios de poucas ilhas no espaco de fases.

ilhas.

A figura (5.12), contém a se¢do de Poincaré para o mesmo valor de o, mas
com v = 1,8. Esta nos mostra poucos indicios do aparecimento de armadilhas no
espago de fases. Como apresentado na distribuigao (5.7-a), existe um menor ntimero
de ilhas de regularidade, portanto para esse valor de razao de massas o sistema é
mais cadtico. Os formatos curvos apresentado pelas secoes de Poincaré, nas partes
inferiores direitas, se devem a forma do potencial utilizado para a interacao entre as
particulas. Com as simplificagoes feitas inicialmente estamos utilizando o potencial
de Coulomb (1/r) para esta interagao.

5.2.2 Paredes Suaves com (0 =5 x 1072)

Nesta secao utilizamos o mesmo procedimento numérico da se¢ao anterior. Na
figura (5.13) é apresentada a média dos expoentes de Lyapunov maximos (A(7)),
referentes aos casos de paredes aproximadamente rigidas com linha tracejada, e pa-
redes suaves com linha inteira, ou seja, o — 5x 1072 e ¢ = 5 x 1072 respectivamente.
Observamos que o sistema é cadtico por possuir expoentes de Lyapunov positivos.
O valor destes expoentes diminui com o aumento da razao de massas. A média
também apresenta dois picos para as razoes de massas v ~ 0,4 e v ~ 1,0, como no
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Figura 5.13: Valor médio do expoente de Lyapunov méximo a tempo-finito. Esta figura é con-
truida para 400 trajetérias para ¢ = 5 x 1072 para linha inteira. Para a linha tracejada temos o
caso de paredes aproximadamente rigidas (o = 5 x 1073).

caso de paredes rigidas, mas nesse caso, como se pode perceber na figura (5.13), o
pico para paredes suaves é muito menor que o apresentado para paredes aproxima-
damente rigidas. Esse fato se deve a maior dispersao do pico em torno de v = 1.0
para o caso de paredes suaves, ou seja, pela maior regularidade do sistema. Apesar
da pequena variagio nas paredes, como visto na figura (5.4), observamos uma grande
modificacdo no comportamento do sistema. Este fato é visto pela queda acentuada
da média dos expoentes de Lyapunov.

Na figura (5.14) apresentamos a distribui¢ao dos expoentes de Lyapunov
méximo a tempo finito com o — 5 x 1072, ou seja, o caso em que o bilhar apre-
senta paredes suaves. Notamos que a curva apresentada, para o expoente de maior
probabilidade de ocorrencia, é qualitativamente semelhante ao caso de paredes apro-
ximadamente rigidas. O valor dos expoentes de Lyapunov maximo sao menores do
que os do caso anterior, variando de 1,0 < A; < 0,0. Através da figura pode-se
verificar o aparecimento de uma série de pontos abaixo do expoente mais provavel.
Os intervalos em que isto ocorre estao situados em 0,1 < v < 0,5, 0,8 <y < 1,3
e 3,0 < v <4,0. Estas regides indicam, como no caso de parede aproximadamente
rigidas, que muitas condigoes iniciais levaram a varios valores diferentes de expoente
de Lyapunov. Este resultado também se refere a um maior nimero de trajetérias
aprisionadas no espaco de fases.

O pico, que se encontrava em v ~ 0,3 para o caso rigido, deslocou-se para
v ~ 0,5 no caso suave. O pico em v = 1,0 se manteve na mesma posi¢ao, mas com
uma maior dispersdo de pontos a sua volta. Como visto em [63], mesmo quando
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Figura 5.14: Distribuicdo dos expoentes de Lyapunov méximos a tempo finito P(vy) em funcao
da razdos de massas v das particulas. Caso de paredes suaves 0 =5 x 1072,

as paredes sao suavizadas o sistema apresenta caos, mas ainda temos indicios de
regularidade devido a dispersao dos valores dos expoentes de Lyapunov maximo a
tempo finito.

Na sequéncia apresentamos a figura (5.15) com a distribuicao dos expoentes
de Lyapunov méaximo de maior probabilidade de ocorrencia. Para os valores de
razao de massas 0,4 < v < 0,6 e 1,3 < v < 2,7, muitas condigoes iniciais levam
ao mesmo valor de expoente de Lyapunov. Ja nos valores em torno de v = 1,0 e
entre 3,3 < v < 3,4 observamos que aparecem muitos pontos abaixo do expoente
de Lyapunov méaximo mais provavel. Este resultado diz que existem armadilhas
dinamicas, ou seja, indicios de movimento regular no sistema.

A figura (5.16) foi gerada com 200 trajetérias e ¢ = 5 x 1072, Nesta se¢io
de Poincaré a razao de massas possui valor 0,8, e apresenta ilhas de regularidade,
conforme visto na distribui¢ao (5.15). Através dessa figura observamos a existéncia
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Figura 5.15: Numero de ocorréncias dos expoentes de Lyapunov maximo de maior probabilidade
AP() para o =5 x 1072,

de ilhas de regularidade imersas num mar caético. Com o aumento de o (suavizagao
das paredes) podemos observar que o sistema torna-se mais regular no espago de
fases.

-1.00  -0.75 -0.50 -0.25
q

Figura 5.16: Secio de Poincaré da particula 1, para razio de massas v = 0,8 e 0 = 5 x 1072,
Esta figura apresenta ilhas de regularidade no espaco de fases.
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-1.00  -0.75 -0.50 -0.25
q

Figura 5.17: Secdo de Poincaré da particula 1, para razio de massas v = 1,0 e ¢ = 5 x
1072, Observamos evidéncias do comportamento misto do sistema através de armadilhas dindmicas
imersas no mar caético.

q

Figura 5.18: Secio de Poincaré da particula 1, para razio de massas v = 1,0 e 0 = 5 x 1072,
Esta figura é uma ampliacdo da secio (5.17), que possibilita a melhor visualizacdo das ilhas.
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-0.75 -0.50 -0.25
q

Figura 5.19: Secio de Poincaré da particula 1, para raziao de massasy = 1,0 e 0 = 5x 1072, Esta

apresenta uma ampliacdo de (5.17) em outra regido. Observamos o movimento regular coexistindo
com o comportamento cadtico.

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25

Figura 5.20: Secio de Poincaré da particula 1, para razio de massas v = 2,2 e 0 = 5 x 1072,
Apenas uma regiao nao visitada é apresentada nesta figura.

Na figura (5.17) temos a se¢do de Poincaré para a particula 1, com o
5 x 1072 para 100 trajetérias e v — 1,0. Como visto na respectiva distribuicao
(5.14), observamos muitas ilhas de regularidade no espago de fases. No entorno
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de algumas ilhas sao observadas uma maior densidade de pontos representando os
chamados grudes (stickiness). Estes grudes indicam que as trajetérias visitam mais
vezes essa regiao do que outras durante seu tempo de evolucao. Isso faz com que o
expoente de Lyapunov diminua e o sistema adiquira um comportamento mais regular.
Nas figuras (5.18) e (5.19), ampliagoes da secao (5.17), podemos observar com mais
detalhes as ilhas presentes no retrato de fases do sistema. Nestas ampliagoes também
observamos com maior clareza os grudes (stickness) entorno das ilhas.

Na figura (5.20) temos a secao de Poincaré para v = 2,2. Nesta figura é
apresentada regioes nao visitadas no espaco de fases. Esta regiao indica a existencia
de armadilhas dinamicas, mas nao sao observadas ilhas de regularidade. Isto é con-
sequencia da grande convergencia das trajetorias do sistema a um mesmo valor do
expoente de Lyapunov.

Através das secoes de Poincaré para os dois tipos de paredes, podemos ob-
servar caracteristicas interessantes sobre o movimento das particulas. O formato
curvo na parte esquerda da figura (5.17) nos diz que, quando a particula 1 estd
movimentando-se no sentido negativo (p < 0) sua velocidade diminui a medida que
ela “sobe” o potencial suave da parede. Quando a particula atinge o ponto maximo
do potencial permitido a ela, obtido através da conservacao de energia, a mesma
tem o sentido do movimento invertido e sua velocidade comeca a aumentar. Essa
caracteristica torna-se menos evidente no caso em que as paredes do bilhar sao apro-
ximadamente rigidas. Podemos observar este fato através da figura (5.9). Como a
parede nao tem sua forma totalmente rigida ainda observamos uma leve curva na
parte esquerda da se¢ao, mas praticamente a particula encontra a parede e tem seu
momento modificado, entao a parede efetua a quebra da simetria translacional do
sistema.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

Bilhares sao, aparentemente, exemplos simples de sistemas Hamiltonianos.
Estes sistemas tem sido usados como modelos para o estudo da interrelacao entre
sistemas classicos cadticos e sistemas quanticos. Em alguns bilhares, como no bilhar
circular, retangular ou eliptico, a dinamica é integravel, contudo nos casos do bilhar
de Sinai e do bilhar Estadio de Bunimovich, o movimento é ergédico e cadtico [1, 2],
respectivamente. Mas o que acontece com um sistema cadtico e ergddico quando
o potencial que descreve as paredes do bilhar é modificado por uma funcao suave?
Esta pergunta é especialmente interessante no contexto de entender o comporta-
mento de particulas confinadas em bilhares com paredes representadas por potenciais
realfsticos [64].

Interessados em saber qual a influencia da modificacao das paredes num bi-
lhar, e qual a origem do movimento cadtico para esse sistema, buscamos caracterizar
a dinamica de duas particulas aprisionadas num bilhar unidimensional com pare-
des suaves, interagindo através do potencial de Yukawa. Como parte principal do
trabalho, na descricao do comportamento do sistema, calculamos os expoentes de
Lyapunov maximos a tempo finito A; para o caso de paredes suaves e no limite de
paredes rigidas. Estes calculos tiveram como base o método numérico desenvolvido
por Benettin et al. [22]. Ele consiste em calcular a divergencia entre trajetérias
principais e trajetérias satélites. Realizamos os cdlculos tomando-se uma média so-
bre a evolugao de 400 trajetorias, para cada razao de massas v = 72 das particulas.
O passo de variacdo da razao das massas utilizado foi Ay = 0,01, com v variando
de 0,01 até 4,0. Feito este procedimento geramos as distribuicoes destes expoentes
P(A4,v) em funcdo da razdo de massas das particulas 7.

Apés ter feito uma introducao ao sistemas dinamicos no capitulo 2, apresen-
tarmos o método de Dellago no capitulo 3, e falarmos dos Bilhares no capitulo 4, na
secao (5.1.1) buscamos descrever a dinamica do sistema com matrizes que relacionam
os estados iniciais e finais das particulas no espaco de fases quando as paredes sao
suaves. Para que expressoes analiticas para as matrizes fossem determinadas, fize-
mos uma aproximacgao nas paredes. A aproximacao foi feita da seguinte forma, para
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descrever o potencial constituido pela funcao “erro”, utilizamos n potenciais degrau,
de forma que quando Ax — 0 possamos obter a func@o original. Entao escrevemos
as posicoes e velocidades das particulas em termos das coordenadas do centro de
massa e das coordenadas relativas, representadas por x = (r, R,v, V). Analisando a
passagem das particulas pelos degraus e a colisao com a parede, encontramos uma
matriz que relaciona os estados antes e depois das particulas entrarem na regiao onde
o potencial da parede atua.

Utilizamos o método desenvolvido por Dellago [21], apresentado no capitulo 3,
para a obtencao de expressoes analiticas que descrevem o movimento do sistema no
espaco tangente. Fssas expressoes sao importantes para o calculo analitico dos expo-
entes de Lyapunov. A matriz encontrada, para o caso de particulas nao-interagentes,
nos revela um determinante igual a um e autovalores iguais a A = {—1, 1} com multi-
plicidade 2. Os expoentes de Lyapunov correspondentes sao iguais a zero, e portanto
o sistema apresenta comportamento regular.

Fazendo o mesmo procedimento, mas com o potencial de Yukawa como po-
tencial de interagao entre as particulas, foram encontrados elementos de matriz en-
volvendo a for¢a de Yukawa Q(r). Estas matrizes representam a evolugao do sistema
no espaco tangente. Os termos com a forca de Yukawa fazem com que os autovalores
das matrizes sejam diferentes de 1, e consequentemente os expoentes de Lyapunov
diferentes de zero. Isso leva o sistema a um comportamento cadtico.

Os resultados numéricos sdo apresentados na se¢ao (5.2) primeiramente com
os calculos das médias dos expoentes de Lyapunov (A;) para o caso de paredes
aproximadamente rigidas, o = 5 x 1073, A média dos expoentes de Lyapunov para
cada razao de massas possui valores maiores do que zero. Verificamos que o valor dos
expoentes de Lyapunov diminuem conforme a razao de massas entre as particulas
aumenta. Comparamos os casos de paredes rigidas [14] e paredes aproximadamente
rigidas. O modelo construido por nés possui o mesmo comportamento do modelo
feito anteriormente para paredes rigidas, indicando que o limite obtido neste trabalho
é consistente com outros trabalhos.

Apresentamos as distribuigoes P(Ay, ) dos expoentes de Lyapunov méximo
a tempo finito, em func¢ao da razao de massas das particulas, para os casos de pa-
redes aproximadamente rigidas e paredes rigidas. Nestes dois casos observamos que
muitas trajetérias levam a um expoente de Lyapunov maior que zero, representando
o movimento cadtico do sistema, confirmando os resultados analiticos obtidos. Das
distribuicoes retiramos a informagao do nimero de ocorréencia do expoente de Lya-
punov maximo a tempo finito de maior probabilidade A}. Este nos diz que, muitas
condigdes iniciais levam a um mesmo valor de expoente de Lyapunov. Ja os pontos
abaixo de Pp,(7) informam a existéncia de armadilhas dinamicas no espago de fases
do sistema. Estas armadilhas fazem com que algumas trajetorias gastem mais tempo
em determinadas regides do espaco de fases, fazendo com que o valor dos expoentes
de Lyapunov diminuam.

Na seqiiéncia apresentamos a distribuicao dos expoentes de Lyapunov de
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maior probabilidade de ocorrencia Py,(y), para os casos de paredes rigidas e pa-
redes aproximadamente rigidas. Observamos o mesmo comportamento para os dois
casos. As distribuigoes possuem minimos em v = 1,0 para os dois casos, e v ~ 3,3
para o caso aproximadamente rigido, e v ~ 3,0 para o caso rigido. Isto indica o
maior aparecimento de pontos abaixo do expoente mais provavel Py, (v) na distri-
buigao dos expoentes de Lyapunov P(A, ), nos dizendo que para essas razoes de
massas existem mais armadilhas dinamicas.

Para confirmar esses resultados, construimos as se¢oes de Poincaré para a
particula 1, com v = 0,8, e v = 1,8. Plotamos p e ¢ da particula 1, quando a
particula 2 passa pela origem do bilhar. Elas confirmam as conclusoes apresentadas
pelas distribui¢oes dos expoentes de Lyapunov, mostrando a existencia de ilhas de
regularidade imersas no mar caético, indicando o comportamento misto do sistema.

O estudo do bilhar com paredes suaves (o = 5 x 1072) ¢ apresentado na segao
(5.2.2). Para este caso fizemos os mesmos calculos descritos anteriormente para
paredes aproximadamente rigidas, ou seja, encontramos a distribuicao dos expoentes
de Lyapunov maximo a tempo finito, a média dos expoentes de Lyapunov, o nimero
de ocorrencia a distribuicao do expoente de Lyapunov mais provavel, e a secdo de
Poincaré para a particula 1. Da média dos expoentes de Lyapunov (A;) notando
que, para o caso de paredes suaves o valor médio dos expoentes diminuem com
o aumento da razao de massas, da mesma forma que acontecia para o bilhar com
paredes aproximadamente rigidas. O valor da média dos expoentes para o — 5x 1072
¢ menor que para ¢ — 5 x 1073, O pico apresentado em v — 1,0 para paredes rigidas
agora quase desaparece no caso de paredes suaves.

Na distribuigao P(A4, ) dos expoentes de Lyapunov em func¢ao da razio de
massas 7y, observamos valores menores para os expoentes de Lyapunov em com-
paragao ao caso de paredes rigidas. A suavidade das paredes gera o aparecimento de
um nimero maior de trajetérias aprisionadas no espaco de fases.

Analisamos a distribuigao dos expoentes de Lyapunov de maior probabilidade
de ocorréncia Py, (), para o caso de paredes suaves. Esta distribui¢io apresentou
flutuagoes maiores do que no caso de paredes rigidas. Isto se deve ao maior nimero
de pontos abaixo do expoente de Lyapunov mais provavel no caso de paredes suaves,
consequentemente temos o aparecimento de mais armadilhas dinamicas no espago de
fases.

Através das secoes de Poincaré, para o caso de paredes suaves, comprovamos a
analise feita com nimero de ocorréncia dos expoentes de Lyapunov maximos a tempo
finito de maior probabilidade. Utilizando diferentes razoes de massas, observamos o
aparecimento de ilhas de regularidade imersas num mar caético.

Como trabalhos futuros, podemos fazer as mesmas andlises feitas nesta dis-
sertacdo, mas para a # 0, ou seja, interacdo de curto alcance entre as particulas.
Também pode ser feito o cdlculo analitico dos expoentes de Lyapunov através da
matriz monodromica do sistema.
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