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RESUMO

Mapas nao rwist sao modelos matematicos discretos no tempo que descrevem propri-
edades de sistemas que violam a condi¢do fwist. Sistemas que ndo satisfazem esta condicao
apresentam caracteristicas especificas, como a existéncia de um ponto de extremo para o perfil
do nimero de rotacdo, a presenca da curva shearless e de ilhas g€meas no espaco de fase. O
modelo matemdtico mais simples que viola a condicao twist € o mapa padrao ndo fwist, um mapa
bidimensional, conservativo e simétrico que viola a condi¢do localmente no espaco de fase. Por
ser um sistema conservativo e perturbado, o mapa padrdo ndo fwist exibe uma coexisténcia de
caos e regularidade, enquanto a sua simetria garante a existéncia de ilhas gémeas e de transporte
ndo direcionado no espago de fase. Neste trabalho, nés estudamos trés mapas derivados do mapa
padrio ndo rwist e analisamos quais modificacdes ocorrem na dindmica e nas caracteristicas bem
estabelecidas do mapa. Para o primeiro mapa, nds consideramos uma nova perturbacao senoidal
e 0 mapa resultante € denominado mapa padrdo ndo twist estendido. Para alguns parametros
relacionados a esta nova perturbacio, o mapa perde a sua simetria. Como consequéncia, 0
cendrio de ilhas gémeas € modificado e os pontos indicadores, utilizados para determinar a
existéncia da curva shearless, ndo podem ser determinados. Posto isto, nés propomos um método
baseado nas bacias de escape para determinar a existéncia de barreiras de transporte no espago
de fase. Estudando a possibilidade de transporte direcionado, € possivel que trajetdrias cadticas
tenham uma direcao preferencial em seu transporte no espaco de fase para um situacao nao
simétrica do sistema. O segundo mapa estudado € o mapa padrdo ndo twist dissipativo, uma
versao ndo conservativa do mapa original. Com a dissipac¢do, as solucdes do caso conservativo
sdo substituidas por atratores que podem ser periddicos, quase periddicos e cadticos. Pelo estudo
dos diagramas de bifurcac@o e dos respectivos espacos de fase, nés encontramos a rota “dificil” e
a rota de Curry-Yorke para o caos, rotas bem estabelecidas para sistemas twist dissipativos. NOs
também observamos diferentes cenérios de multiestabilidade no espago de fase e utilizamos as
entropias de bacia e de borda de bacia para analisar e diferenciar estes cendrios. Por dltimo, n6s
propomos um mapa unidimensional derivado do mapa padrdo ndo twist, o mapa do seno-circulo
ndo twist. Este novo mapa depende de trés parametros e pode ser considerado uma aproximagao
local do mapa bidimensional. A partir do expoente de Lyapunov, nés identificamos solugdes
quase periddicas, periddicas e cadticas para o sistema. Também conseguimos determinar numeri-
camente e analiticamente as linhas de bifurcacdo do sistema onde uma bifurcagado do tipo sela-né
ocorre. A multiestabilidade € um cendrio possivel para o mapa unidimensional comprovado pela
existéncia de histerese nos diagramas de bifurcacdo. Os espacos de parametros para os diferentes
cendrios de multiestabilidade mostram uma estrutura ndo trivial onde as fronteiras entre regides
de diferentes multiestabilidades ndo sao simples ou suaves. Por fim, nds analisamos a crise dos
atratores caodticos e identificamos crises interiores e de fronteira, esta tltima desempenhando um
papel significativo na extin¢gdo da multiestabilidade.

Palavras-chaves: sistemas ndo-monotdnicos; transporte direcionado; quebra de simetria; sistemas
dissipativos; rota para o caos; andlise de bifurcacdo; multiestabilidade; crise.



ABSTRACT

Nontwist maps are mathematical discrete models used to describe the properties of
systems that violate the twist condition. When the system does not satisfy the twist condition,
it exhibits specific characteristics, such as the existence of an extremum value for the winding
number profile and the presence of the shearless curve and twin island chains in the phase space.
The simplest mathematical model that violates the twist condition is the standard nontwist map,
a two-dimensional conservative and symmetric map that violates the twist condition locally in
the phase space. Once the map is a perturbed conservative system, the standard nontwist map
exhibits a coexistence between chaos and regularity, while its symmetry ensures the existence of
twin islands and an unbiased transport in the phase space. In this survey, we study three maps
derived from the standard nontwist map and analyze what changes occur in the dynamics and in
the well-established characteristics of the map. For the first map, we consider a new sinusoidal
perturbation and the resulting map is denominated extended standard nontwist map. For some
parameter related to the new perturbation, the map loses its symmetry and, as consequence, the
twin island scenario is modified and the indicator points, applied to identify the existence of the
shearless curve, can not be evaluated. Thus, we propose a method based in the escape basins
to determine the existence of transport barriers in the phase space. Analyzing the possibility
of a directed transport to exist in the phase space, we find a tendency of chaotic trajectories
to go to a specific region in the phase space, for non-symmetrical cases. The second map
we explore is the dissipative nontwist map, the non-corservative version of the original map.
With dissipation, the solutions of the conservative map are replaced by periodic, quasi periodic
and chaotic attractors. For the analysis of the bifurcation diagrams and the respective phase
spaces, we identify the hard route and the Curry-Yorke route to chaos, well-established routes for
dissipative twist systems. We also observe different scenarios of multistability in the phase space
and we analyze them by the basin entropy and the boundary basin entropy. Lastly, we propose
a new one-dimensional map derived from the standard nontwist map, the sine-circle nontwist
map. The new map depends on three parameters and it can be considered a local approximation
of the two-dimensional map. From the Lyapunov exponent computation, we identify quasi
periodic, periodic and chaotic solutions for the system. We also numerically and analytically
determine the bifurcation curves, where a saddle-node bifurcation occurs. Multistability is
a possible scenario for the one-dimensional map which is confirmed by the hysteresis in the
bifurcation diagrams. The parameter spaces for multistability reveal a non-trivial structure where
the boundaries between regions that indicate different multistability scenarios are not simple
or smooth. Finally, we analyze the crisis in chaotic attractors and we identify the interior and
boundary crisis, the latter having a key role to the extinction of multistability.

Keywords: nonmonotonic systems; directed transport; symmetry breaking; dissipative systems;
route to chaos; bifurcation analysis; multistability; crisis.
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Exemplo esquematico de uma trajetéria em um espago de fase bidimensional.
A partir da evolugdo temporal de uma condigdo inicial (x;(0),x2(0)) € pos-
sivel determinar de forma tnica a posi¢ao (x;(¢),x2(z)) em um tempo ¢ > 0
qualquer. Neste exemplo, a trajetéria € uma curva fechada indicando uma
solugdo periddica que se repete apds completar um periodo de tempo. . . . .
Exemplos de diferentes tipos de solu¢des de um sistema bidimensional dis-
creto. Em (a), temos 5 curvas fechadas, indicando um movimento periddico.
Uma vez que o sistema € discreto, a trajetoria "salta"para diferentes ilhas em
iteradas sucessivas, retornando para a ilha inicial apds 5 iteradas. Para (b),
temos uma curva no espago de fase indicando um comportamento regular
e quase periddico. Indicamos as 2 primeiras iteradas para apresentar como
a solucao preenche a curva. J4 para (c), temos os pontos indicando as itera-
das do sistema e as linhas tracejadas sao apresentadas para indicar iteradas
sucessivas. Neste ultimo caso, temos um comportamento ndo regular e ndo
periddico. . ... L e e e e
Representacdo de uma trajetéria sobre a superficie de um toro, para um
sistema bidimensional. Para uma energia fixa, os valores de J; e J sao
constantes e, juntamente com os angulos 0; e 0;, descrevem a superficie do
TOTO. © . v o o i e e e
Figura esquemadtica de um toro racional (curva cheia ao centro) e toros irra-
cionais (curvas com setas) sem serem perturbados (figura a esquerda) e sob
efeito de uma perturbag@o nao nula € # 0 (figura a direita). Sob perturbagao,
os toros irracionais sdo apenas deformados enquanto o toro racionais € des-
truido e substituido por pares pontos fixos hiperbdlicos e elipticos, indicados
pelas setas em x e pelos circulos concéntricos, respectivamente. . . . . . .
Para o mapa padrdo ndo twist, (a) espago de fase paraa =0,65e b =0,6 ¢ (b)
mapa de cor onde cada ponto representa uma condi¢do inicial e a cor indicada
representa o valor do expoente de Lyapunov A para a soluc¢éo gerada pela
condicdo. As solucdes regulares no espago de fase, como as trajetérias quase
periddicas indicadas pelas curvas em preto e as ilhas periddicas representadas
pelas curvas coloridas em (a), exibem expoente de Lyapunov nulo, evidenci-
ado pelos pontos pretos em (b). As solucdes cadticas, representadas pelos
pontos esparsos em (a) apresentam A > 0, retratado pelos pontos coloridos

Curva shearless correspondente ao ponto de extremo no perfil do ndmero de
rotacdo. Em (a) temos o espaco de fase para o mapa padrao ndo twist com os
pardmetros (a,b) = (0,65;0,6). A linha tracejada azul em (a) indica a reta
na qual o perfil de nimero de rota¢do foi calculado. O resultado é o perfil
nao monotdnico mostrado em (b). O perfil apresenta um ponto de extremo,
neste caso um maximo. A ampliagcdo do perfil de ® na regido indicada pelo
retangulo preto tracejado no painel (b) € mostrada em (c), onde o ponto de
maximo é destacado. . . . ... L.
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Mapa de cor para o nimero de rotagdo para o espaco de fase mostrado na
Figura 5, tal que os parametros sdo a = 0,65 ¢ b = 0,6. Para cada ponto no
espaco, ® foi calculado segundo a equagdo (2.31) e uma cor foi atribuida
para cada valor. Os pontos em branco indicam condig¢des cadticas, onde o
nimero de rota¢ao ndo € definido. O valor de ® associado a cada cor pode
ser conferido na barra de cores. Em (a) temos o espago de fase completo e
em (b) temos uma ampliacao nas curvas quase periddicas, para destacar o
valor mdximo de ® na curva shearless . . . . . . ... .. ... ... ...
Espacos de fase para o mapa padrao nao twist para os parametros (a) a = 0,8
eb=0,6,(b)a=0,65eb=0,65 Em (a), observamos a solugdo do tipo
meandro, destacada pela curva em vermelho. As solugdes periddicas sdo
indicadas pelas curvas coloridas nos dois espagos, enquanto o mar caotico é
representado pelos pontos esparsos. . . . . ... e e e e e e e
Espaco de fase, linhas de simetria e curva ndo monotdnica para o mapa
padrdo ndo twist com os pardmetros a = 0,71 e b = 0,33. As linhas de
simetria, das equacdes (2.36) e (2.37) sdo as curvas ciano, azul, laranja e
rosa, respectivamente. A curva tracejada indica a curva ndo monotdnica
y = bsen(2mx), onde a condi¢do twist é violada. . . . . . ... ... ...
Anélise da curva shearless. (a) Espaco de parametros para a existéncia da
curva shearless. Os pontos pretos em (a) indicam pares de parametros (a,b)
onde ha curva shearless, enquanto os pontos em branco indicam parametros
para os quais a curva nao existe. Em (b) e (c) temos os espagos de fase
correspondentes aos parametros dos pontos marcados em vermelho (a =
0,75 e b = 0,46) e roxo (a = 0,72 e b = 0,55) no espago de parametro em
(a), respectivamente. Em (b), observamos um espago de fase com a curva
shearless (curva em vermelho) em oposicao ao caso apresentado em (c), onde
ndo hd a curva. Os pontos coloridos em (b) e (c) indicam a posi¢do dos quatro
pontos indicadores apresentados na equacao (2.39). . . ... ... ... ..
(a) Transmissividade das drbitas cadticas, em fungdo de a para dois tempos
finais de iteracdo n = 100 (curva em roxo) e n = 500 (curva vermelha),
para b = 0,6. O eixo das ordenadas correspondente ao tempo n = 100 (n =
500) estd a esquerda (direita) do grafico. Identificamos trés casos em (a)
e construimos os respectivos espacos de parametros: (b) transporte nulo -
barreira total (a = 0,803 50), (c) transporte alto (a = 0,80545) e (d) transporte

apenas para um tempo de iteracdo mais longo - barreira parcial (a = 0,806 80). 43

Espacos de fase para o mapa padrio nao twist estendido com os parametros
(a,b,c) = (0,805;0,597;0,005) e diferentes valores de m: (a)-(c) m = 1, (d)-
H)ym=2,(g)-(1) m=3 e (j)-(1) m =4. Todos os espaco de fase sdo compostos
por mar cadtico (pontos em preto) e duas cadeias de ilhas, uma indicada em
roxo e outra em verde. Para cada valor de m, escolhemos duas ilhas, uma
de cada cadeia, e fizemos uma ampliacdo ao redor dela. Cada ilha escolhida
€ destacada pelos retangulos em preto no espago de fase e as respectivas
ampliacOes sdo mostradas nos painéis inferiores de cada caso. As linhas de
simetria para o caso m impar Sp, S1, S2 € S3 sdo indicados pelas curvas em
ciano, azul, laranja e rosa, respectivamente. . . . . . . . . ... ... ...
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Figura 17 —
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Espaco de pardmetros para a existéncia da curva shearless para os casos
(a) m =1 e (b) m = 3, calculados a partir da anélise das solu¢des geradas
pelos pontos indicadores em (3.9). Os pontos coloridos indicam a existéncia
da curva shearless, enquanto a regido branca representa parametros onde a
curva ndo existe. Os espagos para diferentes valores da amplitude ¢ estio
representados por diferentes cores, indicadas na legenda. Nesta figura, eles
eStA0o SObrepostos. . . . . . .. oL e e e e
Espacos de fase para o ponto (a,b,m) = (0,857;0,3;3), indicado na Figura
13 (b), para os trés valores de ¢ estudados: (a) ¢ = 0,005, (b) c = 0,050 e (c)
¢ =0,100. Os pontos coloridos sdo os pontos indicadores das equacgdes (3.9)
e a curva shearless estd indicada pela curva em vermelho. . . . . . ... ..
Exemplos de bacias de escape para o mapa padrao nao twist estendido. Os
pontos roxos (laranjas) sdo condi¢des iniciais cuja trajetoria escapa pela
linhay =1 (y = —1) dentro do tempo de iteragdo n = 1000. Os pontos em
branco sdo condi¢des iniciais que geram trajetdrias que ndo escapam durante
o tempo de iteragdo, uma vez que representam solugdes quase periddicas
e periddicas. Os pardmetros utilizados para a construcdo das bacias sdo

50

a=0,827,c=0,005 e m =2, para os dois casos, ¢ (a) b =0,48 e (b) b =0,53. 52

Espacos de pardmetros para a existéncia de barreiras totais no espaco de fase,
calculados pelo método baseado nas barreiras de escape, para o caso nao
simétrico (a) m = 2 e (b) m = 4. Os valores de ¢ sdo indicados pelas cores
apresentadas na legenda. Os pontos coloridos indicam os pares de parametros
para os quais a0 menos uma barreira de transporte existe no espaco de fase.
Estudo de transporte para os espagos de fase apresentados na Figura 12, onde
os parametros sao a = 0,805, » =0,597e c=0,00e m=1,2,3e 4. Em
(a), apresentamos a média da varidvel y em termos de 10° condic@es iniciais
cadticas aleatoriamente distribuidas em y = 0, no instante inicial. Cada curva
representa um diferente valor de m: ciano (m = 1), rosa (m = 2), laranja
(m = 3) e azul (m = 4). As curvas ciano e laranja estdo sobrepostas, uma vez
que a média de y € nula para os dois casos simétricos. Os espagos de fase
em (b)-(d) sdao formados pelas primeira n = 1000 itera¢des de 100 condicdes

53

iniciais na linha vermelhay=0e (b)ym=1,(c)m=2,(d)m=3e(e)m=4. 55

Numero de trajetdrias cadticas, com condi¢do inicial y = 0, que se movimen-
tam para a regido positiva (negativa) de y no espaco de fase. O nimero de
orbitas que cruzay = 1 (y = —1), Nyp (Ngown), € representado pela curva em
azul (rosa), enquanto a diferenga D entre Ny, € Ny, € indicada pela curva
em preto. Os parametros escolhidos sao a = 0,805, ¢ = 0,050, (a) m =1,
(bym =2, (c) m=3e(d) m=4. Os valores de Ny, € Ny, para os casos
simétricos m = 1 e m = 3 estdo indicados pelos simbolos coloridos em (a) e

(c) para evitar curvas sobrepostas, uma vez que Ny, = Ny, para os dois casos. 57

Espaco de parametros para o transporte direcionado. Os pontos em branco,
indicam presenca de barreira total no espaco da fase, e s@o correspondentes
ao pontos coloridos dos espagos de parametros da Figura 16. Os pontos
amarelos e roxos indicam um transporte direcionado para cima e para baixo,
respectivamente. Os pontos pretos indicam o caso onde hd transporte, mas ele
ndo € direcionado (D = 0). Os valores de m sdo m = 2 para a linha superior e
m = 4 para a linha inferior. J4 para c, temos ¢ = 0,005, c = 0,050 e ¢ = 0,1
para a primeira, segunda e terceira coluna, respectivamente. . . . . . . . . .
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Espacos de fase para os parametros a = 0,43 e b = 0,6 para o mapa padrao
nao twist (a) conservativo (Y = 0,0) e (b) dissipativo (Y= 0,1). Para o caso
conservativo, observamos a coexisténcia de caos e regularidade, uma vez que
solucdes periddicas e quase periddicas (curvas coloridas) estdo imersas no
mar cadtico (pontos pretos esparsos). Ja para o caso dissipativo, observamos
apenas atratores, sendo eles quase periddicos (curva em vermelho), periddicos

de periodo 1 (pontos em laranja e roxo) e de periodo 3 (pontos marrons e rosas). 61

Espagos de fase para o mapa padrdo ndo twist paray = 0,1 e diferentes valores
de a e b. Em (a), temos (a,b) = (0,3;0,25) e um atrator quase periddico
suave, enquanto em (b) os parametros sdo (a,b) = (0,71;0,59) e observamos
um atrator periédico de periodo 20. Para (c) temos (a,b) = (0,7125;0,61)
e um atrator cadtico e, por dltimo, para (d) os valores de a e b sdo (a,b) =
(0,712;0,595) e o atrator é em bandas, onde cada segmento indica uma banda
doatrator. . . . . . . .. e e e e e e e e e e e
Diagrama de bifurcagdo e expoente de Lyapunov, em fun¢do de a, para
b=0,58 e y=0,1. Os pontos em preto indicam as 2000 dltimas iteradas e
a curva em vermelho representa o expoente de Lyapunov. O eixo referente
ao diagrama (expoente de Lyapunov) estd a esquerda (direita). As linhas
tracejadas em rosa indicam atratores de interesse, onde (a) e (b) apontam
atratores quase periédicos (A = 0) enquanto (c) destaca um atrator caético
A>0). . e
Atratores para os casos indicados na Figura 22, onde (a) a = 0,7023, (b)
a=10,7060 e (c) a =0,7076. Em todos os casos b = 0,58 e y=0,1. Os
pontos em rosa sdo os atratores "ghosts" (fantasmas) e eles sdo os atratores
de parametros de valores préximos, tal que a = 0,703 em (a) e a = 0,705 em

Expoente de Lyapunov (curva vermelha) e diagrama de bifurcagdo (pontos
pretos) em funcdo de a para b = 0,6 e Y= 0,1. Os eixos seguem a mesma
disposicdo definida para a Figura 22. As linhas tracejadas destacam diferentes
momentos do atrator durante a rota: a linha traceja (a) aponta quando o atrator
€ quase periddico, enquanto (b) e (¢) indicam comportamento cadtico.
Atratores para b = 0,6, y= 0,1 e para os valores de a destacados pelas linhas
tracejadas da Figura 24: (a) a = 0,7052, (b) a =0,7118 e (c) a = 0,7124.
Os atratores fantasmas indicados pelos pontos azuis e rosas sao referentes ao
parametros (a) a =0,7063e (b)a=0,7118. . . . . . . ... ... .. ...
Natureza dos atratores para diferentes parametros do mapa padrao nao twist
dissipativo. Em (a), apresentamos o espaco de parametros, onde a cor de
cada ponto (a,b) indica o valor do expoente de Lyapunov de um atrator
no espago de fase para tal par de parametros. Os pontos em preto indicam
atratores quase periédicos (A = 0), os pontos em verde indicam que o atrator
¢ periddico (A < 0) e os pontos das outras cores indicam comportamento
cadtico. A ampliacao ao redor dos intervalos dos diagramas de bifurcagao
das Figuras 22 e 24 é apresentado em (b), onde as linhas tracejadas em
branco indicam o valor de b onde ocorre a rota "hard” (b = 0,58) e a rota de
Curry-Yorke (b =0,6) paraocaos. . . . . . . . . .. . v o ...
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Figura 27 —

Figura 28 —

Figura 29 —

Figura 30 —

Figura 31 —

Figura 32 —

Espaco de parametros para os periodos dos atratores periddicos indicados
pelos pontos em verde na Figura 26. A ampliacdo em (b) € feita na mesma
regido da Figura 26 (b). O periodo de cada atrator é calculado analisando
0 tempo que a trajetdria leva para voltar a condi¢do inicial, apés um tempo
transiente de 10* iteracdes e estd indicado pela escala de cores a direita.
Diagramas de bifurcacdo em funcio de a para diferentes sentidos de variacao.
O diagrama em roxo indica o sentido de a crescente, enquanto o diagrama
em verde indica o sentido decrescente. Os valores de parametro sdo b = 0,6 e
Y= 0,1. As setas coloridas indicam o sentido de varia¢do do parametro a. A
distin¢do entre os dois diagramas indica a coexisténcia de diferentes atratores
no espaco de fase. As linhas tracejadas (a)-(c) destacam diferentes cendrios
de coexisténciade atratores. . . . . . . . ...l e
Espacos de fase e bacias de atracdo para os valores de a indicados pelas linhas
tracejadas na Figura 28: a = 0,38 para (a) e (d), a = 0,51 para (b) e (e), e
a=0,73 em (c) e (f). No espago de fase em (a) e, consequentemente, na
bacia de atracdo em (d) temos dois pontos fixos, indicados pelos quadrado e
pelo tridngulo, e a curva shearless. Nos espacos em (b) e (c), e nas bacias em
(e) e (f), temos a coexisténcia de diferentes atratores periddicos representados
pelos diferentes simbolos. . . . . . .. .. L L oo
Séries temporais para diferentes solu¢cdes do mapa do seno-circulo. Em (a),
temos (Q,K) = (0,05;0,5) e uma série temporal que converge para um ponto
fixo. Para (b), (Q,K) = (0,25;0,5) e a solu¢do preenche todo dominio de x de
forma ordenada, indicando comportamento quase periédico. Por dltimo, em
(c), temos (Q,K) = (0,3, 1,5) e uma trajetéria que percorre todo o dominio
de x de forma desordenada e irregular, apontando comportamento cadtico.
Para todas as séries, a condicao inicial éxo =0,5. . . .. ... .. ... ..
Invertibilidade para o mapa do seno-circulo. (a) Espaco de pardmetros para a
invertibilidade do mapa, onde os pontos em branco indicam onde o mapa é
invertivel. Os pontos em preto indicam onde o mapa apresenta derivada nula,
deixando de ser invertivel e tornando solu¢des cadticas uma solucdo possivel
para o mapa. Os gréficos x,+1 X x, nos painéis (b), (c) e (d) correspondem ao
pares de parametros indicados pelos simbolos em vermelho, azul e laranja da
Figura (a), respectivamente. As derivadas para cada caso estdo representadas
nas Figuras (e)-(g). As linhas em verde nas figuras (c),(d), (f) e (g) destacam
a ndo invertibilidade do mapa: os pontos onde o grafico x,, 1 X x,, assume um
valor extremo e onde a derivada, um valornulo. . . . . . . ... ... ...
Séries temporais para 0 mapa do seno-circulo ndo twist, para parametros
a=0,6, Q =0,5 e diferentes valores de (b). Em (a), b = 0,56 e a série
temporal converge para um ponto fixo apds um transiente. Em (b), temos
b = 0,15 e uma solugdo quase periddica que ocupa todo o dominio de x de
forma ordenada, o contrdrio do caso observado em (c) onde b =0,79 ¢ a
solucdo € cadtica, preenchendo o dominio de forma desordenada. Para todas
as séries, a condicdo inicial Exo=0,5. . . . . . . ... ... L.
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Figura 33 —

Figura 34 —

Figura 35 —

Figura 36 —

Figura 37 —

Invertibilidade para o mapa do seno-circulo ndo rwist. Em (a), apresentamos
0 espago de parametros para a invertibilidade do mapa, onde os pontos em
preto indicam onde o mapa deixa de ser invertivel, permitindo a existéncia de
solucdes cadticas. Os pontos em branco indicam parametros onde o mapa é
invertivel e apenas solugcdes periddicas e quase periddicas sdo possiveis. Os
graficos x, 11 X x, correspondentes ao pares de parametros indicados pelos
simbolos em vermelho, azul e laranja da Figura (a) estdo nas Figuras (b), (c)
e (d), respectivamente. As derivadas para cada caso estdo representadas nas
Figuras (e)-(g). As linhas em verde nos graficos x,.1 X x, € M’ (x,11) X x,
indicam os pontos onde a derivada é nula e o mapa apresenta pontos de
extremo locais. . . . . ... oL
Diagrama de bifurcacao e expoente de Lyapunov em relagdo ao parametro
b,paraa=0,1e(a) Q=0,5, (b) Q=—-0,5¢e (c) Q=0,0. A linha traceja
evidencia A = 0. Nos trés diagramas, observamos um atrator quase periodico
(A = 0) sendo substituido por um atrator periédico (A < 0) de periodo 1 que,
posteriormente, bifurca em um atrator de periodo 2. . . . . ... ... ...
Diagramas de bifurcacdo e expoentes de Lyapunov em relagdo ao pardmetro
b, para os mesmos valores apresentados na Figura 34. O diagrama e o perfil
do expoente de Lyapunov em azul (laranja) indicam o sentido de aumento
(diminui¢do) de b. O sentido de variagdo do parametro também € indicado
pelas setas coloridas. Os pontos em verde e em roxo indicam as bifurcacdes
b—Q=1eb+Q =1,respectivamente. . . . .. .. ... .........
Espacos de pardmetros para o cendrio de multiestabilidade para o mapa do
seno circulo nao twist para (a) Q = 0,3, (b) b=0,4 e (c) a =0,8. Os cendrios
de atrator unico (AU), comportamento cadtico (C) e de multiestabilidade
formado por diferentes atratores periddicos (ME - P + P), por atrator periédico
e cadtico (ME - P + C) e por diferentes bandas cadticas (CB + CB) sdo
identificados por diferentes cores indicadas na barra de cor. As linhas verde e
laranja sdo as curvas de bifurcacdo b —Q =1 e b+ Q = 1, respectivamente.
Diagramas de bifurca¢do em fun¢ao do parametro b, paraa = 0,8 e Q =
—0,08. Os pontos em azul e laranja correspondem ao sentido de aumento e
diminui¢do do parametro b, respectivamente. As curvas em preto representam
as orbitas periddicas instdvel enquanto as linhas coloridas destacam os pontos
de crise b ~ 0,9429 (linha em vermelho), b ~ 0,9609 (linha pontilhada roxa)
e b~ 09673 (linha tracejadaroxa). . .. .. ... .. ... ... .....
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1 INTRODUCAO

O tamanho da populagdo de uma certa espécie, a posi¢do e a velocidade de um péndulo,
a posi¢cao da Terra em relacdo ao Sol e a evolucado de indices macroecondmicos sao exemplos
de grandezas cujo valor muda com o tempo. O estudo desta evolu¢do temporal a partir de
modelos matematicos € a base da grande drea da pesquisa que € a Dindmica. Um dos precursores
da dinamica foi Sir Isaac Newton que, a partir de equacdes matemadticas, propds as leis de
movimento e da gravitacio universal, o que levou a explicacdo das leis do movimento planetario
de Kepler e também a resolucao do problema de dois corpos interagindo gravitacionalmente [1].
Nao foram apenas as leis de Newton que revolucionaram a forma de estudar a natureza, mas
também a ideia que de fato estas leis existem [2]. A ideia de que € possivel descrever as leis da
Natureza por equagdes matematicas tornou possivel a compreensdo de fendmenos relacionados
a mecanica celeste, a elasticidade, ao calor, a luz, e tantos outros exemplos que podemos
imaginar [2]. Utilizar ferramentas matematicas para nos ajudar a entender um pouco mais o

funcionamento da natureza € o que move a pesquisa nesta drea até os dias de hoje.

Segundo a percepg¢ao de Laplace, se existisse uma equacao que descrevesse o sistema
e se soubéssemos o seu estado inicial, seria possivel determinar um estado futuro tnico, para
qualquer tempo [2,3]. Dessa forma, nada seria incerto, tanto o futuro quanto o passado seriam
determindveis. Este pensamento mecanicista e deterministico do universo foi preponderante
até o estudo de Poincaré sobre a interacdo gravitacional entre mais de dois corpos. Com o
objetivo de resolver a questdo da estabilidade do sistema solar, Poincaré tentou resolver as
equacdes para um problema mais simples: a interacdo de trés corpos pela forca gravitacional [2].
Partindo de uma abordagem geométrica e topoldgica, Poincaré percebeu que as solugdes eram
totalmente diferentes das solucdes obtidas para dois corpos: elas eram complicadas, ndo podiam
ser escritas por férmulas mateméticas e podiam ser irregulares e desordenadas [1,2]. Desta forma,

a previsibilidade certeira dos sistemas dindmicos se tornou uma caracteristica ndo garantida.

O comportamento irregular e nao previsivel observado por Poincaré, também foi obser-
vado no circuito eletrénico, elaborado por Balthazar van der Pol em 1926-1928, para simular
um modelo matematico do coracdo [2]. Sob certas circunstincias, o circuito apresentava uma
oscilacdo nao periddica. Oscilagdes irregulares e quase aleatérias também foram observadas
pelo meteorologista Edward Lorenz em seu modelo de trés equacdes para a convecgdo atmosfé-
rica [1,2]. Além da irregularidade, Lorenz observou algo que impactaria o estudo de sistemas
dinamicos: a sensibilidade as condi¢des iniciais. Ao realizar as mesmas simulagcdes numéricas
com condig¢des iniciais minimamente diferentes entre si, esta diferenca minima era ampliada e os
resultados das simulacdes se tornavam completamente diferentes [1,2]. Lorenz constatou que

esta sensibilidade era uma propriedade intrinseca do sistema, o que o tornava imprevisivel.

Este comportamento irregular, aperiddico e imprevisivel, decorrente de um sistema

deterministico, ¢ denominado comportamento cadtico. De forma geral, um comportamento
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cadtico pode ser definido como um comportamento ndo periddico, ndo estavel e imprevisivel
[4-7]. Esta ultima propriedade € devido a sensibilidade das condi¢des iniciais que dificilmente sdo
determinadas com exatiddo. O comportamento cadtico € frequentemente observado em sistemas
ndo-lineares, sistemas com perturbacdes externas periddicas ou em sistemas com muitos graus de
liberdade. Entretanto, sistemas relativamente simples podem apresentar comportamento cadtico
como uma solugdo possivel [6]. A simplicidade das equacdes ndo determina se as solucdes serdo

regulares ou nao e, de fato, equacdes simples podem apresentar solugdes cadticas [7].

O comportamento cadtico pode ser observado em diferentes sistemas dindmicos nao
lineares. Sistemas conservativos, onde a dissipacao de energia pode ser desprezada, podem
apresentar caos sob efeito de a¢des externas. Como exemplo, podemos citar o péndulo perturbado
e o rotor pulsado no plano, sistemas descritos por duas equacdes matematicas que apresentam
solugdes cadticas para certas condi¢des iniciais € para certos parametros de controle. Sistemas
onde ha dissipacao de energia, os sistemas dissipativos, também podem apresentar comporta-
mento cadtico, como por exemplo o sistema de convecgdo atmosférica estudado por Lorenz.
Sendo assim, vemos que diferentes tipos de sistemas dindmicos, com diferentes propriedades,

s@o capazes de apresentar comportamento cadtico.

Dentre as classificacdes de sistemas dinamicos, nds escolhemos os sistemas degenerados
como objeto de estudo. Um sistemas ndo degenerados é um sistema que satisfaz globalmente
a condi¢io de ndo degenerescéncia, também denominada condigio rwist' [8]. Esta condigio
garante uma relacdo monotdnica entre velocidade e momento candnico, isto €, grandes veloci-
dades implicam em grandes momentos candnicos [9]. Os sistemas que violam esta condic¢ao,
localmente ou globalmente, sdo ditos ser degenerados ou ndo twist, e sio amplamente aplicados
no estudo de fendmenos relacionados a plasma, como a descri¢do de linhas de campo magnético,
e a problemas de mecanica celeste, da fisica atmosférica, da dinAmica de fluidos, da fisica de

aceleradores, da matéria condensada, entre outros exemplos [8—10].

Devido a violac@o da condicao twist, novos fendmenos sao observados no sistema. As
principais propriedades de sistemas ndo twist podem ser estudados pelo mapa padrio ndo twist,
um modelo matemdtico bidimensional a tempo discreto proposto por Morrison e del Castillo-
Negrete, em seu trabalho publicado em 1993 [11]. Este mapa € conservativo e perturbado, e exibe
os principais fendmenos existentes em sistemas que violam a condi¢ao twist, como a coexisténcia
de caos e regularidade, barreiras totais e parciais a0 movimento coletivo de trajetdrias cadticas,
solucdes periddicas gémeas com mesmo periodo e nimero de rotagdo, colisdo e reconexao
de solugdes quase regulares e nao monotonicidade no perfil do nimero de rotacdo. Estas
propriedades estao bem estabelecidas e a bibliografia relacionada € vasta. O estudo de 6rbitas
periddicas e a transi¢do para o caos, assim como andlise da simetria do sistema e de transporte

podem ser encontrados nas referéncias [8—10, 12—15].

As caracteristicas do mapa padrdo ndo twist sdo consequéncias de suas propriedades,

' Termo especifico da 4rea e, por este motivo, o manteremos na sua forma original.
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como a simetria, a conservacdo de energia e a violacdo da condicao twist. Caso uma dessas
propriedades seja modificada, € possivel que o cendrio apresentado pelo mapa se modifique.
Esta mudanca de cendrio € o que compdem o principal ponto de interesse deste trabalho. Como
ficariam as estruturas do espaco de fase caso haja uma quebra de simetria no sistema? Qual o
impacto da inclusao de uma dissipa¢dao no mapa? Qual o efeito destas mudancas no transporte
das solugdes cadticas? Estas sdo algumas perguntas que motivaram a nossa pesquisa € que

estabeleceram o ponto de partida desta tese.

Nosso principal objetivo neste trabalho € estudar as consequéncias na dinamica do mapa
padrao ndo twist quando este € modificado. Em um primeiro momento, podemos considerar
uma nova perturbagdo ao mapa, tal que o cendrio de simetria e de transporte se altere. Como
consequéncia, uma nova metodologia para o estudo da existéncia da curva shearless é necessdria,
assim como o estudo de um possivel transporte direcionado pode ser desenvolvido. Neste
trabalho, buscamos analisar este cendrio utilizando como objeto de estudo o mapa padrao nao
twist estendido, proposto por Portela e seus colaboradores como uma expansao local do mapa
padrdo twist que descreve o efeito do limitador ergédico em um experimento de tokamak [16].
No6s analisamos o impacto da nova perturbagao na simetria do mapa e no transporte de trajetorias
cadticas, e também estudamos um método de identificar as barreiras de transporte para os casos

nao simétricos.

Além de uma nova perturbacao, também podemos considerar a existéncia de dissipacao
no mapa padrdo nao twist. Neste caso, a conservacdo da energia e, consequentemente, a simetria
temporal do sistema ndo sdo uma realidade e as solucdes para o sistema conservativo sao
substituidas por atratores. Carvalho e Abud [17], mostraram a existéncia de atratores quase
periddicos, denominados atratores shearless, no mapa padrdo nao twist labirintico dissipativo,
assim como a existéncia de comportamento cadtico restritos a um atrator no toro no espaco
de fase. Atratores cadticos no toro sdo conhecidos e bem estabelecidos para sistemas twist,
assim como as rotas que descrevem como um atrator quase periddico se torna cadtico no toro.
Entretanto, estas rotas ainda ndo foram exploradas para sistemas nado rwist. Interessados no
impacto da dissipagdo nas estruturas do espacgo de fase, nas rotas para o caos em sistemas nao
twist e na possibilidade da coexisténcia de diferentes atratores no sistema, nés consideramos o
mapa padrdo nao rwist dissipativo, uma versao simplificada do mapa utilizado por Carvalho e

Abud [17], que consiste no mapa padrao nao twist com uma dissipacao controlavel.

Por dltimo, n6és podemos imaginar uma aproximag¢ao local do mapa padrio nao twist e
propor um novo mapa unidimensional. Este processo de aproximacao foi previamente utilizado
[18] com o mapa padrdo twist como uma forma alternativa de obter o paradigmatico mapa
do seno-circulo, proposto por Arnold como uma solucao para o problema de dois osciladores
acoplados de forma nao-linear [19]. O mapa do seno-circulo apresenta uma forma matematica
simples e os resultados obtidos de sua andlise permitem entender a transicdo para o caos a

partir da sobreposicdo de ressonancias assim como a rota quase periddica para o caos [20-22].
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Outros resultados sobre o mapa do seno-circulo podem ser encontrados nas referéncias [20,
21,23,24]. A pergunta que nos surgiu durante a realizagdo deste trabalho foi: qual seria o
mapa unidimensional obtido se utilizdssemos o mapa padrao nao twist no mesmo processo de
aproximagao utilizado como alternativa para encontrar o mapa do seno-circulo? Para responder
a esta questdo, nds realizamos a aproximagao e encontramos o mapa do seno-circulo nao
twist, um mapa unidimensional dissipativo, com uma dependéncia de trés parametros, € que
apresenta solugdes periddicas, quase periddicas e cadticas, para diferentes pardmetros de controle.
Nés buscamos analisar a dinamica do mapa, assim como a evolucao dos atratores e também os

possiveis cendrios de coexisténcia de diferentes atratores para um mesmo conjunto de parametros.

Nesta tese, apresentamos, primeiramente, um resumo sobre o mapa padrdo ndo twist
e o utilizamos como exemplo para apresentar as principais ferramentas e métodos utilizados
para andlise de sistemas dindmicos que serdao empregadas durante todo o trabalho. Tal resumo
encontra-se no Capitulo 2. Nossas contribuicdes e resultados novos obtidos, relacionados ao
mapa padrao nao twist estendido, mapa padrdo ndo twist dissipativo e mapa do seno-circulo
nao rwist, sdo apresentados nos Capitulos 3, 4 e 5, respectivamente. Nossas conclusdes sao
apresentadas no Capitulo 6. Ao final da tese, apresentamos os apéndices que contém as capas
dos artigos publicados, sendo eles relacionados diretamente a tese, ndo relacionados diretamente

e também artigos resultantes de colaboracdes durante o desenvolvimento da tese.
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2 SISTEMAS DINAMICOS E O MAPA PADRAO NAO TWIST

Neste capitulo, buscamos apresentar os principais conceitos e as ferramentas mais
utilizadas para andlise e estudo de sistemas dinamicos. Para isso, apds expor brevemente
alguns conceitos da dinamica, apresentamos o mapa padrao nao fwist, um mapa conservativo e
bidimensional que pode ser visto como o sistema discreto mais simples conhecido que viola a
condigao twist. Com este mapa, apresentamos conceitos fundamentais da dinamica ndo linear e
analisamos suas principais caracteristicas e seus comportamentos. Este mapa € a base de todo
trabalho, uma vez que nossas contribui¢des inéditas sdo andlises de modificacdes aplicadas a

este modelo matematico.

2.1 SISTEMAS DINAMICOS, DESCRICAO MATEMATICA E ESPACO DE FASE

Sistemas dinamicos podem ser definidos como uma descricdo matemdtica que rege a
evolucdo temporal de um sistema [6]. Esta descricdo pode ser feita de diversas maneiras, sendo
as mais comuns as descri¢des que empregam equagdes diferenciais e equagdes de diferencgas. A
aplicacdo de modelagens matemdticas para estudar sistemas que evoluem temporalmente ocorre
em diversas dreas da ciéncias, como nas ciéncias exatas e bioldgicas e também nas engenharias e
na economia [1,5,25].

Alligood, Sauer e Yorke definem um sistema dindmico como a unido de um conjunto de
estados possiveis com uma regra que determina o estado atual do sistema baseado em seu estado
passado [5]. Sendo assim, uma vez que o sistema € deterministico e ndo inclui aleatoriedade, o

estado atual é determinado de forma tnica a partir do estado inicial.

De forma geral, sistemas dindmicos sao descritos por equacdes do tipo [6],

dx
= 1(x(1)), @

para sistemas onde a varidvel temporal € continua, ou,
Xn+1 = M(Xn), (2.2)

para sistemas onde o tempo € uma varidvel discreta. O sistema descrito pela equacdo (2.1) €
comumente denominado fluxo, e o vetor x(¢) pode ser definido para qualquer 7 > 0 a partir da
condi¢@o inicial x(0). Por sua vez, o sistema em (2.2) é denominado mapa, a varidvel temporal é
usualmente nomeada iterada e para qualquer iterada n, o estado x, € definido de forma tinica
para a condicdo inicial x. Para as equacdes acima, os vetores x tem dimensao N, correspondente

a dimensdo do sistema, e a fungdo f e o mapa M sao as regras do sistema dindmico.

Tanto para fluxos quanto para mapas, as solucdes dos sistemas podem ser representadas

de forma gréfica em um espago N-dimensional denominado espacgo de fase. Dessa forma, as
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solugdes das equacdes (2.1) e (2.2) podem ser visualizadas como o movimento de um ponto em
um espago N dimensional [1]. Na Figura 1 nés apresentamos um exemplo para uma solugao,

também denominada trajetéria ou Orbita, de um sistema bidimensional.

(x, (0, %,(0)

X

Figura 1 — Exemplo esquemadtico de uma trajetéria em um espago de fase bidimensional. A partir da evolucdo tem-
poral de uma condigdo inicial (x;(0),x2(0)) é possivel determinar de forma dnica a posi¢ao (x;(z),x2(t))
em um tempo ¢ > 0 qualquer. Neste exemplo, a trajetéria € uma curva fechada indicando uma solu¢do
periddica que se repete apds completar um periodo de tempo.

Na Figura 1, temos a trajetdria originada a partir da condigao inicial (x1(0),x2(0)). O
resultado € uma curva fechada, indicando um comportamento peridédico, uma vez que a trajetoria
retorna ao ponto inicial apds um certo periodo de tempo. A seta indica o sentido da trajetéria, do
movimento do ponto no espaco de fase. Neste caso, temos 0 movimento em sentido anti-hordrio
e, para qualquer tempo 7, o estado serd representado pelo ponto (x;(z),x2(¢)) que pertence a

curva.

A forma da trajetdria no espago de fase nos traz a informacgao sob o tipo de compor-
tamento que o sistema apresenta. Na Figura 1, o comportamento é peridédico, uma vez que a
trajetéria fecha em si mesma. Porém, outros tipos de comportamento podem ser observados.

Trazemos alguns exemplos na Figura 2.

Na Figura 2 temos trés exemplos de solucdes obtidas por mapas, sistemas a tempo
discreto. Em (a), temos um espaco de fase formado por 5 curvas fechadas distintas. A condi¢dao
inicial (x1(0),x2(0)) gera uma trajetdria que visita as 5 curvas em iteradas sucessivas, como
podemos ver pelos pontos (x1(n),x2(n)) paran =1,2,3,4 ¢ 5. Ap6s completar um periodo,
nesse caso 5, observamos que a trajetdria retorna para a curva inicial. Sendo assim, todas as
curvas sao apenas uma solucdo. Esse tipo de 6rbita é referente a um movimento periddico,
um pouco mais complicado que o caso apresentado na Figura 1, uma vez que hd mais de uma
frequéncia associada ao movimento. Contudo, o comportamento € periddico e regular. No
painel (b) da Figura 2, temos apenas uma curva no espaco de fase. De modo geral, solucdes que
apresentam esta forma no espacgo de fase nao apresentam apenas uma frequéncia, sendo muitas

vezes um conjunto grande de frequéncias ou até mesmo frequéncias irracionais. Usualmente,
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Figura 2 — Exemplos de diferentes tipos de solu¢des de um sistema bidimensional discreto. Em (a), temos 5 curvas
fechadas, indicando um movimento periédico. Uma vez que o sistema € discreto, a trajetéria "salta"para
diferentes ilhas em iteradas sucessivas, retornando para a ilha inicial apds 5 iteradas. Para (b), temos
uma curva no espaco de fase indicando um comportamento regular e quase periddico. Indicamos as
2 primeiras iteradas para apresentar como a soluc@o preenche a curva. J4 para (c), temos 0s pontos
indicando as iteradas do sistema e as linhas tracejadas sdo apresentadas para indicar iteradas sucessivas.
Neste tultimo caso, temos um comportamento ndo regular e ndo periddico.

estas solucdes sdo regulares e quase periddicas. Discutiremos com mais detalhes solucdes quase

periddicas em se¢Oes futuras.

Por tltimo, na Figura 2 (c), temos um comportamento visualmente ndo periddico e
ndo regular. As iteradas do sistema sdo indicadas pelos pontos em preto e apresentamos as
linhas tracejadas conectando os pontos para facilitar a identificacio da evolucao da trajetoria. A
fim de uma melhor visualizacdo, apresentamos poucas iteradas. Mas, se iterarmos por muito
tempo, os pontos irdo preencher todo o espaco de fase, ndo formarao curvas ou curvas fechadas,
caracterizando assim um comportamento irregular e aperiddico. Caso uma condigdo inicial
muito proxima a condi¢éo (x1(0),x2(0)) gere um 6rbita que divirja exponencialmente na érbita
que observamos na Figura 2 (c), temos o caso de um comportamento cadtico. Esse assunto sera

discutido com maior profundidade nas proximas secoes.

Com toda a informacdo que os espacos de fase podem nos fornecer, eles sdo uma
ferramenta essencial para o estudo de sistemas dinamicos. De fato, ao saber apenas os valores
das coordenadas para diferentes instantes de tempo, podemos construir o espaco de fase e
identificar o tipo de comportamento do sistema sem necessariamente resolver analiticamente a

equacdo diferencial ou a equacdo de diferenca que o rege.

Tanto sistemas a tempo discreto quanto sistemas em tempo continuo podem ser analisados
pelo espago de fase e outras ferramentas. Neste trabalho, focaremos em sistemas a tempo discreto,
os mapas. Por mais que as equacoes diferenciais sejam a forma mais utilizada de descrever
sistemas dindmicos, os mapas também tem um papel importante e interessante nesta descricao.
Eles podem ser utilizados como uma ferramenta para analisar solucdes de equacgdes diferencias e
também para modelar sistemas reais onde € mais conveniente tomar o tempo como uma varidvel

discreta [1]. Por serem formados de equacdes iterativas de diferengas, os mapas sdo uma forma
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mais simples de estudar o sistema e tem um custo computacional menor para os célculos, ao
comparar com o custo para os cdlculos de integracdo numérica necessarios para a resolugdo das

equagoes diferenciais.

2.2 DESCRICAO HAMILTONIANA E SISTEMAS DINAMICOS CONSERVATIVOS E
PERTURBADOS

Dentro do grande conjunto que forma os sistemas dindmicos, hd uma classe bem esta-
belecida que € a classe dos sistemas Hamiltonianos. Um sistema Hamiltoniano tem toda a sua
dindmica descrita por uma func¢do H, denominada funcdo Hamiltoniana, que depende das varia-
veis do sistema. Como exemplos de sistemas que sao descritos pelo formalismo Hamiltoniano,
podemos citar os problemas de mecanica onde o atrito ou qualquer perda de energia ndo existe ou
pode ser negligenciado, a analise das linhas de campo magnético no plasma, o estudo de corpos

celestes e da estabilidade do sistema solar, a questao da mistura de fluidos entre outros [6,7,26].

O formalismo Hamiltoniano combina conceitos de equagdes diferenciais com principios
variacionais [3]. Neste formalismo, a dindmica do sistema é descrita pela fun¢éo H(p,q,?), onde
p € q sdo vetores de dimensao N que contém os momentos e as coordenadas generalizadas do
sistema [6,26]. A dimensdo N € definida pelo nimero de graus de liberdade do sistema [6]. A
fun¢do Hamiltoniana € obtida a partir da transformada de Legendre aplicada a Lagrangiana do

sistema, que por sua vez € definida por [4,27],

L(q7q7t) = T(qaq) - U<q7t)7 (23)

onde q e q s@o os vetores das velocidades e das posicdes generalizadas, respectivamente. A
funcdo 7 indica a energia cinética, enquanto U € a energia potencial do sistema. Sendo assim,

obtemos a fun¢do Hamiltoniana a partir de,
H(PaQat)EZCZiPi—L(unat)- (24)
i

Os momentos p; sdo obtidos a partir da Lagrangiana pela derivada,

oL
pi= Ry (2.5)
qi
Apo6s obter a funcdo H pela equacgdo (2.4), encontramos as equagdes de movimento a

partir das equacdes de Hamilton, definidas por [3,26],

dgi _dH(p,q,t) dpi  OJH(p,q,!)

g 9dp; ~ dt 9gi (2.6)

com 1 <i < N. As solugdes das equacdes (2.6) formam a trajetoria (p,q) no espacgo de fase de

dimensdo 2N e as varidveis (p;,q;) V i sdo denominadas varidveis canonicamente conjugadas
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[3.4,6,26].

Se as equacdes que definem as coordenadas generalizadas nao dependem explicitamente
do tempo e se as forcas atuantes no sistema podem ser derivadas de um potencial conservativo,
temos que a funcdo Hamiltoniana € igual a energia do sistema e pode ser calculada, de uma
forma mais simples, como H = T + U [28]. Se a funcdo H nio depende explicitamente do tempo,
dizemos que o sistema é autdbnomo e podemos ver facilmente que H(p(r),q(z)) se mantém

constante durante toda evolucao temporal [3,6]. Para um indice i genérico,

dH 0Hdg; A oHdp; ( dp,-> dgi | daidpi

dt dq; dt ~ dp; dt dt ) dt dt dt 2.7
dH _
dr

Sendo assim, identificando H como a energia E do sistema, temos que para sistemas autobnomos

a energia € conservada durante a evolucdo temporal.

Com o auxilio das equacdes da Hamilton em (2.6), podemos calcular a derivada total de

uma fungdo arbitraria Y = Y(p, q,7) em relagdo ao tempo.

dY(p,a1) _ (9 dg IV dpi\ OY - (OYOH IV IH) oY
dt _; g dt | op; dt at_; dgiopi opioa) o 08
N(pa) . dY |
dt _[Y’H]+az'

Em um sistema onde o parénteses de Poisson [Y,H] é nulo, ou seja, Y comuta com a fun¢io
Hamiltoniana e a fungdo Y ndo depende explicitamente do tempo, i.e., Y /dr = 0, a fungdo Y é
dita ser uma constante do movimento e dY /dt = 0 [4,28]. Para o caso de sistemas conservativos,
a Hamiltoniana, que € idéntica a energia, satisfaz estas duas condicdes. Logo, temos a energia

como a constante de movimento.

As constantes de movimento tem um papel crucial para a determinacao da integrabilidade
do sistema. Caso um sistema Hamiltoniano autonomo de N graus de liberdade apresenta também
N constantes de movimento independentes, o sistema € dito ser integrdvel [6]. O espaco de fase
destes sistemas apresenta apenas comportamento regular, periédico e quase periddico [7], como

as solucdes apresentadas na Figura 2 (a) e (b).

A pergunta que emerge naturalmente €: 0 que ocorre caso o sistema perca a sua inte-
grabilidade? A resposta para esta pergunta ndo € simples mas foi concebida por Kolmogorov,
Arnold and Moser, o que levou a formulagio do teorema KAM'. Antes de apresentarmos os
principais resultados obtidos a partir do teorema KAM, precisamos introduzir a ideia de estudar

as trajetdrias no espacgo de fase como toros.

Considerando um sistema com dois graus de liberdade, a representacio do toro para uma

certa solucdo de um sistema integravel € mostrada na Figura 3.

' O termo KAM ¢é um acronimo formado a partir dos sobrenomes Kolmogorov, Arnold e Moser.
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Figura 3 — Representag¢do de uma trajetdria sobre a superficie de um toro, para um sistema bidimensional. Para
uma energia fixa, os valores de J; e J, sdo constantes e, juntamente com os angulos 0; e 0, descrevem
a superficie do toro.

Na Figura 3, 01 2 e J » s@o as varidveis de angulo e ag¢do, resultantes da transformagao

candnica de angulo-acao aplicada as varidveis do sistema, definidas por [4],

1
J= %?{pid(]i, 9:(1)1‘—1-[.)), (2.9)

com ® e 3 sendo constantes e 6 uma funco periddica de periodo 27. O toro é uma superficie de
energia: a trajetdria sob ele tem uma energia constante durante todo o movimento, uma vez que

J1 e J sdo constantes neste caso.

Considerando que o movimento na direcao angular 0; e 6, tem frequéncias ®; e m;,

respectivamente, podemos definir uma fungdo o [4],

01
o=— 2.10
. (2.10)

que € o numero de rotacao da solugdo.

O valor de « traz muitas informacgdes sobre a natureza da solucdo. Caso o possa ser
escrito como uma razdo o = r/s, as frequéncias sdo comensuréaveis e 0 movimento da trajetéria
¢ periddico: a curva fecha em si mesma apos r revolucdes em 07 e s revolugdes em 0, [4]. Caso
o seja irracional, qualquer condicao inicial ird gerar uma 6rbita que preencherd todo o toro e
a solucdo € quase periddica. Desta forma, temos dois tipos de toros: toros racionais e toros
irracionais.

Toros racionais e irracionais respondem de maneira diferente as perturbacdes do sistema
[7]. Toros racionais tem uma frequéncia definida, efeitos perturbativos podem se acumular assim
como efeitos de ressonincias podem ocorrer [7]. Os toros irracionais tem um numero de rotagao
irracional e espera-se que os efeitos perturbativos ndo se acumulem, mas sejam semelhantes ao

longo de um periodo de tempo [7].

2.2.1 Perturbacdo em toros irracionais e o teorema KAM

O teorema KAM trata da ag@o da perturbacdo sobre toros irracionais, onde a trajetoria

preenche todo o toro em qual ela se encontra. O teorema foi conjecturado por Kolmogorov (1954)
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e foi provado por Arnold para uma perturbacdo analitica, onde todas as derivadas existem e sdo
definidas, em trabalhos publicados em 1961 e 1962 [4]. Com a contribui¢do de Moser, o teorema

também foi provado para um nimero suficiente de derivadas continuas da perturbacio [4].

O teorema € valido para pequenas perturbacdes descritas por fungdes suficientemente
suaves, e nesse caso, nem todos os toros sdo destruidos, alguns sobrevivem a a¢c@o da perturbacao
[4,7]. O resultado principal do teorema nos informa que os toros irracionais cujo nimero de

rotacdo o satisfaz a condigao,

K(e)
§5/27

>

‘ 4 @2.11)

S

ndo sdo destruidos para qualquer aproximagdo racional r/s do nimero de rota¢do o, onde K(€) é
uma constante que depende da amplitude da perturbacdo €, e K — 0 quando € — 0. [7]. Aqui,
fizemos uma breve apresentacao do resultado derivado do teorema KAM, que prova que alguns
toros irracionais sobrevivem a perturbagdes externas. Uma discussido mais aprofundada sobre o

teorema pode ser encontrada nas referéncias [4,7].

Como dito, o teorema KAM s6 pode ser aplicado para estudar o destino de toros ir-
racionais na presenga de perturbac@o externa. Para toros onde o nimero de rotagdo pode ser
escrito como uma razdo o = r/s, o destino das 6rbitas periddicas é descrito pelo teorema de
Poincaré-Birkhoff.

2.2.2 Perturbagdo em toros racionais e o teorema de Poincaré-Birkhoff

Segundo o teorema de Poincaré-Birkhoff, toros racionais sdo destruidos sob a acdo
de uma perturbacdo e seu lugar é entdo ocupado por uma cadeia de pontos fixos elipticos e
hiperbdlicos que alternam entre si [7]. De forma mais precisa, sendo um toro racional de nimero
de rotagdo o = r/s, com a agdo da perturbagéo o toro é destruido e substituido por um nimero

par, 2ks de pontos fixos, com k € Z, [4].

Os pontos fixos sdo condicdes iniciais cuja solugdo gerada por elas retorna ao ponto
inicial. De acordo com a estabilidade deste ponto fixo, podemos classifica-los de duas maneiras:
como pontos elipticos ou pontos hiperbdlicos. Pontos fixos elipticos sao pontos de equilibrio
estdvel, logo, condi¢des iniciais proximas geram solugdes que orbitam ao redor deste ponto. Nas
figuras 1 e 2 (a), temos exemplos destas 6rbitas que orbitam ao redor de pontos elipticos: no
primeiro caso, um ponto de periodo 1, e no segundo, 6rbitas que orbitam ao redor de uma cadeia
de pontos elipticos de periodo 5. Os pontos fixos hiperbdlicos apresentam um equilibrio instavel.
Neste caso, o ponto apresenta duas dire¢des de estabilidade: uma direcao estavel por onde as
solucdes se aproximam, e uma direcdo instdvel, por qual as solucdes se atastam do ponto. Uma

sintese dos resultados dos dois teoremas € apresentada, de forma esquemadtica, na Figura 4.

Pela figura 4, vemos que, os toros irracionais representados pelas curvas com setas

sobrevivem e sdo apenas deformados sob efeito da perturbag@o (€ # 0), se forem irracionais o
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Figura 4 — Figura esquematica de um toro racional (curva cheia ao centro) e toros irracionais (curvas com setas)
sem serem perturbados (figura a esquerda) e sob efeito de uma perturbagdo nao nula € # 0 (figura
a direita). Sob perturbacdo, os toros irracionais sdo apenas deformados enquanto o toro racionais é
destruido e substituido por pares pontos fixos hiperbdlicos e elipticos, indicados pelas setas em X e
pelos circulos concéntricos, respectivamente.

suficiente. As setas indicam o sentido do mapeamento dos pontos no toro (sentido horério e anti-
horério). Ja o toro racional ao centro, indicado pela curva sem setas, € destruido e substituido por
oito pontos fixos: quatro pontos elipticos, representados pelos circulos concéntricos, alternando-
se com quatro pontos hiperbdlicos, indicados pelas setas em Xx. As setas referentes ao ponto
hiperbdlico indicam as dire¢des de estabilidade: setas apontando para o centro do ponto indicam

a direcdo estdvel, enquanto as setas que se afastam, representam a direcao instavel.

Os pontos hiperbodlicos podem ser vistos como fontes de comportamento cadtico [7].
Desta forma, com a perturbacdo, além dos pontos fixos que ja comentamos, a regido onde
estava o toro racional também € ocupado por Orbitas cadticas [6]. Além disso, caso a amplitude
€ da perturbacdo aumente, os toros irracionais também serdo destruidos e substituidos por
trajetérias cadticas [7]. E desta forma que o comportamento cadtico surge nos sistemas onde
a integrabilidade € destruida por uma perturbacdo. O comportamento caético € caracterizado
por irregularidade, aperiodicidade e imprevisibilidade, esta ultima € uma consequéncia da
sensibilidade as condi¢des iniciais. A solugdo cadtica ndo retorna exatamente a seu ponto inicial
e condicdes iniciais muito proximas divergem exponencialmente durante a evolucdo temporal, o

que afeta a previsibilidade do sistema.

2.2.3 Condic¢ao de ndo degenerescéncia

Como visto, o teorema KAM garante a sobrevivéncia de toros irracionais para pequenas
perturbacdes. Além da irracionalidade e de perturbagao de pequena amplitude, o sistema em
estudo precisa ser ndo-degenerado para que o teorema KAM seja vdlido [26,29]. Seja um sistema

Hamiltoniano perturbado descrito por [9,29],
H = Hy(J)+¢€H,(J,0,t) (2.12)

com € < 1, 0 e J sendo as varidveis de angulo e acdo, respectivamente, definidas pelas equacdes

(2.9) para o sistema integravel. Em (2.12), Hy representa a parte nao perturbada e integravel
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enquanto Hj estd relacionada a perturbacdo. Para um sistema ser ndo degenerado, ele deve

satisfazer a condicao [9,26,29],

9?Hy(J)
a—ﬁ‘ £0, (2.13)

para todos os pontos do espaco de fase. Caso em algum ponto a derivada em (2.13) seja nula, o

sistema € degenerado.

A interpretagdo fisica da condicdo de ndo-degenerescéncia (2.13) € de que o sistema ndo
perturbado deve ser ndo linear para que o teorema KAM seja vdlido [26,29]. Para exemplificar,
consideramos um sistema relacionado a oscilagdes lineares, isto é, ® = dHp/dJ é uma constante
e ndo depende da varidvel de acdo I [26,29]. Desta forma, ao substituir essa frequéncia na
condic¢do (2.13), temos que o resultado € nulo, a condicao ndo € satisfeita e o teorema KAM nao
pode ser aplicado. Outra perspectiva sobre a condicao de ndo degenerescéncia € que ela garante
que grandes momentos candnicos implicam em grandes velocidades, hd um comportamento

monotdnico nesta relacio de momento e velocidade [9].

Para sistemas Hamiltonianos discretos escritos como na equacgdo (2.12), o respectivo

mapa pode ser escrito na forma [4, 10],

Jnt1 =y +g(Jn+176n)a
en—i—l =0, +/Ql(Jn+1) "‘f(-]n—i-laen)»

(2.14)

onde 4 corresponde a frequéncia do sistema integravel ndo perturbado, 4 = dHy/dJ, e as
funcdes f e g sdo referentes a perturbac¢do H;. Para que o sistema seja conservativo e preserve a
drea, as funcdes f e g devem obedecer a relagdo df/d8, +dg/dJ,+1 = 0 [8, 10]. Esta relagdo é
obtida a partir da condi¢do de que sistemas conservativos apresentam um valor unitdrio para o

determinante da matriz Jacobiana [4]. A matriz Jacobiana é definida, para o mapa em (2.14),

como,
aJn—H aJn-H
oJ, 0,
9= ) (2.15)
00,11 00,11
oJ, 00,

Utilizando as equagao em (2.14), calculamos o valor da Jacobiana. Calculando cada

termo da matriz em (2.15),

-1
aJn+1:1 dg dJny1 i1 _ 1— dg 7 (2.16)
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(2.17)

et _ 98 08 et Wppt _0g (| 0g
09, 00, dJ,4 06, 00, 06, 0J i1 ’

00,11 0A dJpy1 |, Of Oupy
dJ,  0Juy1 0Jy,  OJuy1 OJy

00,1 _ (| 08 1/ 04 . af \ !
aJn B aJn—i—l aJn—H aJn—i—l ’

00,11 1y 04 dJui1 | Of | Of OJnii
30, Tl 06, 90, "9, 08,

9,01 . of g g \ '/ 04 of \ !
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(2.18)

(2.19)

Sendo a Jacobiana o determinante da matriz (2.15), temos,

9] = OJp1 0041 OJpy1 00ny 1
-~ aJ, 98, 00, dJ, ’

(. 9% of 0g (. 9g \ '[fo4a _ of \|
|j| B <1 aJn—H) 1+ aen " aen <1 aJn—H aJn_H i 8J,,+1
|98 (,_ o8 - 08 1/ 94 N of

aen aJn—H aJn—H aJn—H aJn—H ,

- ag \ af
']’_<1_8Jn+1) (”aen)'

O mapa é conservativo caso |J| = 1. logo,

dg \ ! of of g
_ = —~ =]-——2 2.21
(1 a-]n-i-l) (1+aen) 17 -~ 1+aen ! aJn—l—l , ( )

(2.20)

Jof dg
.t T 0. O (2.22)

Para mapas conservativos, i.e., para mapas escritos como na equagao (2.14) cujas fungdes
relacionadas a perturbagao satisfazem a equacdo (2.22), a condi¢do de nao-degenerescéncia pode

ser escrita como,

en—H
Jn

£ 0, (2.23)

e é denominada condigdo rwist [8, 10]. Um mapa € dito ser twist quando a condicao (2.23) é

satisfeita em todos os pontos do espaco de fase. Caso a condicdo seja violada, o mapa € dito ser
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nao twist. A violacdo pode ocorrer global ou localmente, entretanto, apenas degenerescéncias
locais sdo estruturalmente estdveis”, e degenerescéncias globais se tornam locais devido as
perturbagdes e ressonancias do sistema [8]. O exemplo mais simples de um mapa nao twist que
viola a condicdo (2.23) localmente € o mapa padrao ndo twist, 0 mapa que forma a base para

todo o trabalho apresentado nesta tese e também € o assunto discutido na préxima se¢ao.

2.3 MAPA PADRAO NAO TWIST

O mapa padrio nao twist foi proposto por del-Castillo Negrete e Morrison como uma
maneira simplificada e discreta de descrever o transporte cadtico em um fluxo "shear"> nas
ondas de Rossby4 [11]. Para estudar o transporte cadtico, considerou-se o movimento de
escalares passivos em um fluxo de cisalhamento simétrico com ondas de Rossby [11]. A fun¢do

Hamiltoniana que rege tal sistema é definida por,

H=H, (y) + ZS,‘(DZ'COS[]C,' (x — C,'l‘)], (2.24)

onde [x(2),y(t)] é a trajetéria Lagrangiana de uma particula no fluido, Hy é uma fungio assi-
métrica com um ponto de inflexao tnico e ¢; € uma funcao simétrica arbitraria com um ponto
de maximo [11]. A fun¢do Hamiltoniana em (2.24) tem a mesma estrutura apresentada na
Hamiltoniana perturbada em (2.12). Para este sistema, a parte integravel, Hy(y), corresponde ao

fluxo, enquanto a perturbagdo ndo integravel estd relacionada com as ondas de Rossby [11].

Apo6s realizar a discretizagdo do sistema e aproximar as solucdes em torno de y = 0, del-
Castillo Negrete e Morrison chegaram ao mapa padrao nao twist (em inglés, Standard Nontwist
Map - SNM),

w1 =yn —bsen(2mx;,),
Ynt1 =Y (27x,) (2.25)

Xng1 =X, +a(l _yZ—l—l)v mod 1

comx € [0,1] e y € R [11]. O mapa apresenta dois parAmetros: o pardmetro a relacionado
com o perfil do nimero de rotacdo, e o parametro b referente a amplitude da perturbagado [32].
Os parametros a e b sdo reais e independentes entre si, € consideraremos como intervalos de
interesse a € [0,1] e b € R.

Aplicando a condi¢do (2.23) ao mapa (2.25), sendo 0 e J correspondentes a x € y,

Um sistema dinamico € estruturalmente estavel se sua topologia ndo é modificada por uma perturbagdo arbi-
trariamente pequena [1]. Uma discussao extensa sobre estabilidade estrutural pode ser conferida nas Referén-
cias [1,30].

Fluxos "shear", ou fluxos de cisalhamento sao fluxos que sdo gerados por uma forca. Fluxos de cisalhamento
ocorrem tanto em oceanos quanto na atmosfera, como por exemplo na corrente do Golfo e no jato polar noturno
sobre a Antartida [11]

Ondas de Rossby sdo ondas que ocorrem de forma natural em fluidos em rotagdo [31]. Por exemplo, com a
rotacdo da Terra, hd ondas de Rossby na atmosfera e no oceano e elas desempenham um papel importante no
clima. [31]
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respectivamente, temos,

aanrl
oyn

= —2aly, — bsen(27mx,)] =0, (2.26)

e assim, podemos verificar a violagdo da condi¢do rwist, uma vez que existe valores (x,,y,) para
qual a relagd@o (2.26) se anula. Os pontos onde a condicdo twist € violada pertencem a uma curva
especifica no espaco de fase: a curva ndo monotdnica [33] que, pela equacao (2.26), é definida
por y = bsen(2mx).

O mapa padrdo ndo twist é um sistema que viola a condicao twist localmente, sendo assim,
a condi¢do (2.26) ndo € satisfeita apenas na curva monotonica e as propriedades "ndo twist" tem
efeito apenas nesta curva e para solugdes proximas, estas denominadas "pseudomonotdnicas”
[33,34]. Para regides externas, regides acima e abaixo da curva ndo monotonica no espago de
fase, a condigdo twist € satisfeita e o comportamento observado € semelhante ao obtido por
mapas twist [34].

A seguir, mostramos as principais caracteristicas do mapa padrdo nao twist. Explicaremos
de forma sucinta as consequéncias de ser um sistema conservativo e perturbado, mostraremos as
principais propriedades "ndo twist" que sdo consequéncias da violacdo da condi¢do (2.26), e
por ultimo, apresentaremos algumas andlises de interesse para este sistema, como o estudo de

simetria e do transporte de Orbitas cadticas no espaco de fase.

O mapa padrao ndo twist (2.25) é um sistema Hamiltoniano sob acdo de uma perturbacio

externa. A fun¢do Hamiltoniana do sistema € definida por [11],

a

3y3+b Y cos(x—2mmt), (2.27)

m—=—oo

H=—ay+

onde temos a representacdo de Fourier para a funcio delta. O mapa (2.25) pode ser obtido a partir
da integrac¢do direta das equagdes de movimento (equagdes (2.6)) aplicadas a fungdo (2.27) [11].
Podemos provar que o mapa € conservativo a partir do determinante da matriz Jacobiana, assim
como fizemos para um caso genérico (Seca@o 2.1.3). Substituindo as equagdes (2.25) em (2.15),

encontramos:

OVni1  OVnrtl

OYn Xn 1
7] = =
aXn+1 axn-H

—271 beos(2mx,)
—2aly, —bsen(2mx,)] 1+4w abcos(2mx,) [y, — b sen(27mx, )] |’

ay n oxy,

|9| = 144m abcos(2mx,) [y, — bsen(27nx, )] — {[—2% beos(2nx,)|[—2a(y, — b sen(27x, )]},
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19| = 1+4m abcos(2nx,) [y, — b sen(2nx, )] — 4w abcos(2mx, ) [y, — b sen(27x, )],
Ul =1,

(2.28)

verificando, assim, que o mapa padrdo nao twist é conservativo.

Sistemas Hamiltonianos perturbados tem como uma de suas caracteristicas a coexisténcia
de comportamento peridédico e regular com comportamento cadtico, resultante da quebra da
integrabilidade do sistema. Para determinar se uma solucdo é cadtica, precisamos calcular o

expoente Lyapunov.

2.3.1 Expoente de Lyapunov

O expoente de Lyapunov de uma trajetdria pode ser compreendido como a taxa expo-
nencial média de convergéncia ou divergéncia das Orbitas com condig¢des iniciais proximas no
espaco de fase [4,35]. Em um comportamento cadtico, uma solucdo nunca retorna exatamente
para a sua condic¢do inicial e duas solu¢cdes com condi¢des iniciais arbitrariamente proximas se
afastam exponencialmente entre si durante a evolugdo temporal. Este afastamento € responsavel
pela imprevisibilidade do sistema, que também pode ser denominada sensibilidade as condicdes
iniciais. Para solucdes periddicas e quase periddicas, ndo hd essa divergéncia exponencial para
solucdes geradas por condicoes iniciais proximas.

O expoente de Lyapunov pode ser calculado tanto para sistemas de tempo continuo
quanto para tempo discreto. Considerando uma condigdo inicial xg em um sistema com A/ graus
de liberdade. A condicio inicial é o centro de uma hiperesfera de condi¢des iniciais de dimensao
A. Ao iterar todas as condi¢des iniciais internas a hiperesfera, estd ird se deformar e se tornar
um corpo hiperelipsoidal de dimensdo A’ [35]. Sendo p;(0) o raio da hiperesfera. na dire¢do i,
no instante inicial e p;(¢) o raio, na mesma dire¢do mas em um tempo futuro ¢t > 0, 0 expoente

de Lyapunov A; € definido pelo limite [35],

: pi(t)
A; = limlo . 2.29
1 Parowt g pl(O) ( )
Cada direcéo i tem um expoente A; relacionado e eles sdo ordenados do maior para o menor [35].
Os expoentes de Lyapunov estdo relacionados a taxa de expansao da esfera em cada direcdo e,

consequentemente, a expansao e contragdo das diferentes dire¢des no espago de fase [35].

O valor do expoente de Lyapunov depende da condig¢do inicial e ele pode assumir trés
valores: nulo, negativo ou positivo. Se o expoente € nulo, orbitas proximas ndo divergem
e a solugdo € regular. Expoentes negativos indicam uma convergéncia das Orbitas proximas,
indicando a presenca de um atrator. J4 expoentes positivos sdo caracteristicos de orbitas cadticas:
trajetorias proximas divergem exponencialmente com o tempo. Para sistemas conservativos,
a soma de todos os expoentes de Lyapunov € nula, uma vez que o volume do espago de fase

€ conservado, por definicdo. Caso a soma seja negativa, o sistema € dissipativo, o volume &
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contraido durante a evolucdo temporal. Para um sistema ser considerado cadtico, a0 menos um

expoente de Lyapunov deve ser positivo.

O mapa padrdo nado twist € um mapa bidimensional conservativo, logo, havera dois
expoentes de Lyapunov, A; e A, e eles serdo opostos, uma vez que sua soma deve ser zero, i.e.,
A1+ A2 = 0. Sendo assim, podemos focar nossa aten¢do apenas no maior expoente, indicado
entdo por A, o que € suficiente para obter informagdes sobre o sistema e as solugdes presentes no
espaco de fase. Uma descric@o detalhada de como os expoentes de Lyapunov sao calculados
numericamente pode ser encontrada na referéncia [35], para sistemas continuos, e na referéncia
[36] para sistemas discretos, como os mapas. Neste trabalho, sempre usaremos o ultimo, o
método descrito por Eckmann e Ruelle [36]. Numericamente, o maior expoente de Lyapunov é

| X || ( N )

onde 7' é o produto das matrizes de derivada em cada instante de tempo, isto é, T} =
T(f" 1 (x)T(f"%(x))...T(f(x))T (x), e u é um autovetor de 77" [36,37].

Para exemplificar a utilizacdo dos expoentes de Lyapunov no estudo de sistemas dina-
micos, construimos o espaco de fase para o mapa padrdo ndo rwist para a = 0,65 e b = 0,6.
Juntamente, calculamos o expoente de Lyapunov, para um tempo de 10* iteragdes, para a solugdo
gerada por cada condicao inicial no espago de fase. Construimos entio outro espago onde a cor
da condig¢do inicial é referente ao valor do expoente de Lyapunov da solugdo gerada por esta

condic¢do. Estes espacos sdo apresentados na Figura 5.

(a) (b)
1 A 3
. 2
=0
!
S o e v\_\ 1 0
0 0,5 1 0 0,5 1
X X

Figura 5 — Para o mapa padrio nfo twist, (a) espago de fase para a = 0,65 ¢ b = 0,6 e (b) mapa de cor onde cada
ponto representa uma condi¢do inicial e a cor indicada representa o valor do expoente de Lyapunov A
para a solug@o gerada pela condi¢do. As solugdes regulares no espago de fase, como as trajetérias quase
periddicas indicadas pelas curvas em preto e as ilhas periddicas representadas pelas curvas coloridas em
(a), exibem expoente de Lyapunov nulo, evidenciado pelos pontos pretos em (b). As solugdes cadticas,
representadas pelos pontos esparsos em (a) apresentam A > 0, retratado pelos pontos coloridos em (b).
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Na Figura 5 (a) nds temos o espago de fase para o mapa padréo ndo twist, com (a,b) =
(0,65 ; 0,6). Neste caso, a perturbacdo b é ndo nula e temos um sistema Hamiltoniano perturbado.
Uma caracteristica do espaco de fase de sistemas conservativos perturbados € a coexisténcia
de regularidade e caos, o que observamos na figura. Na Figura 5 (b), temos o expoente de
Lyapunov referente a trajetéria gerada para cada ponto do espaco de fase. A partir da escala de
cor, podemos identificar a natureza das solugdes presentes no espago de fase. Como estamos
analisando o maior expoente de Lyapunov, ndo observamos expoentes negativos e, sendo assim,
temos apenas A = 0, indicado pelos pontos em preto, e A > 0 para os pontos coloridos. Os
pontos pretos esparsos no espaco de fase da Figura 5 (a) compdem o chamado mar cadtico:
toda condi¢ao inicial nessa regido gerara solucdes cadticas, com expoente A > 0 representado
pelos pontos coloridos na segunda figura. As curvas em preto, na Figura 5 (a), sdo solugdes
regulares quase-perioddicas, isto €, um comportamento que € uma mistura de varios movimentos
periddicos com frequéncias fundamentais diferentes [6]. Ja as curvas fechadas coloridas sao
ilhas periddicas que orbitam ao redor de pontos elipticos, como discutido na Se¢do 2.2.2. Tanto
solugdes quase-regulares quanto solugdes periddicas sdo indicadas pelos pontos em preto (A = 0)

na Figura 5 (b).

2.3.2 Propriedades ndo twist

Como dito anteriormente, a violacdo da condi¢do twist tem grande influéncia nas estru-
turas presentes no espaco de fase. A seguir, enumeramos e ilustramos algumas propriedades

decorrentes da violagao da condicdo (2.26).

1. Ponto de extremo no perfil de nimero de rotacdo e a curva shearless

Uma vez que a condigdo twist € violada, o perfil do nimero de rotacdo nao é mais
monotdnico: ele apresenta um ponto de extremo local, podendo ser um minimo ou um maximo.
Este ponto de extremo pertence a uma curva no espago de fase denominada curva shearless. Esta
curva € intitulada shearless (sem cisalhamento) porque ao longo dela, o "shear”, definido por
0xi11/9dy;, é nulo [8, 10].

O niimero de rotagdo de uma solug@o gerada por uma condi¢@o inicial (x,y), designado

por ®, pode ser calculado pelo limite [8],
o= lim 2. (2.31)

onde x, € R, ou seja, ndo é tomado o modulo 1. Se o limite € definido, a solucdo pode ser
periddica (o racional) ou quase periddica (® irracional). Caso o limite ndo convirja, a solugdo €
cadtica.

Para ilustrar, voltamos ao espaco de fase apresentado na Figura 5, escolhemos a linha
x = 0,5 e calculamos o nimero de rota¢do para cada ponto (x,y) = (0,5;y), obtendo assim o

perfil de niimero de rotagdo. O resultado € mostrado na Figura 6.
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Figura 6 — Curva shearless correspondente ao ponto de extremo no perfil do nimero de rotagdo. Em (a) temos o
espaco de fase para o mapa padrdo ndo twist com os pardmetros (a,b) = (0,65;0,6). A linha tracejada
azul em (a) indica a reta na qual o perfil de nimero de rotacdo foi calculado. O resultado é o perfil
nao monotdnico mostrado em (b). O perfil apresenta um ponto de extremo, neste caso um maximo. A
ampliac@o do perfil de m na regido indicada pelo retangulo preto tracejado no painel (b) € mostrada em
(c), onde o ponto de maximo € destacado.

Na Figura 6 (a), temos o espago de fase ja apresentado na Figura 5 com a adi¢ao da linha
x = 0,5, onde € calculado o perfil do nimero de rotacdo, mostrado na Figura 6 (b). Observando
o perfil, vemos que ele ndo tem um comportamento monotdnico, de fato sua forma lembra uma
pardbola. S6 mostramos o intervalo y € [0;0,3] pois fora deste intervalo o nimero de rota¢do ndo
¢ definido. Como vemos na Figura 6 (a), a maioria das condic¢des iniciais na linha sdo condicdes
no mar caético. Fazendo uma ampliacdo na parte superior do perfil, realgamos o carater nao
monotdnico. Na Figura 5 (c), observamos uma pardbola e o ponto de méximo é destacado pelo
x em vermelho. Como vimos, esse ponto refere-se a curva shearless, a curva em vermelho no

espaco de fase em (a).

Este comportamento se repete em todo o espago de fase. Se calcularmos o nimero de
rotacdo para cada ponto e associarmos uma cor para cada ®, podemos observar esse comporta-
mento ndo monotdnico. Na Figura 7, temos o espaco de fase construido de forma semelhante ao

espaco na Figura 5 (b), mas com o valor do nimero de rotagdo indicado pela cor.

Os pontos em branco na Figura 7 indicam condi¢des iniciais cadticas, onde o nimero
de rotacdo nao € definido. No painel (a), vemos todas as estruturas regulares do espaco de
fase, as duas ilhas em preto, as cadeias de ilhas de periodo 5, em vermelho, e as curvas quase
periddicas na regido central, também em vermelho. Na ampliacdo, apresentada na Figura 7 (b),
conseguimos destacar o comportamento nao monotdnico, onde o0 maximo de ® se encontra no

meio do conjunto de curvas, correspondente a curva shearless, como vimos na Figura 6, .

2. Existéncia de meandros e cadeias de ilhas gémeas no espacgo de fase
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Figura 7 — Mapa de cor para o nimero de rotagio para o espaco de fase mostrado na Figura 5, tal que os pardmetros
sd0 a = 0,65 e b = 0,6. Para cada ponto no espaco, ® foi calculado segundo a equacdo (2.31) e uma
cor foi atribuida para cada valor. Os pontos em branco indicam condi¢des cadticas, onde o nimero de
rotacdo ndo € definido. O valor de ® associado a cada cor pode ser conferido na barra de cores. Em
(a) temos o espaco de fase completo e em (b) temos uma ampliac@o nas curvas quase periddicas, para
destacar o valor maximo de ® na curva shearless

Meandros sdo solugdes quase periddicas representadas por curvas "dobradas" no espaco
de fase [12]. Estas curvas ndo sdo graficos y(x), elas podem apresentar mais de um valor de y
para o mesmo valor de x. A existéncia destas curvas € proibida em mapas twist pelo teorema
de Birkhoff, mas pela violagdo da condig¢ao twist, sua existéncia € permitida em sistemas nao
twist [12].

Além dos meandros, como consequéncia da condi¢do twist ndo ser vdlida em todo o
espaco de fase, as Orbitas periddicas se apresentam em pares, isto é, ha duas Orbitas periddicas
iguais que apresentam o mesmo numero de rotacdo [8]. Estas orbita sdo iguais mas elas ndao
compdem uma mesma solucio no espaco de fase: uma trajetoria em uma Orbita periédica nunca
serd encontrada na outra. Por isto, estas duas 6rbitas sdo chamadas de solucdes gémeas, ou

cadeia de ilhas gémeas.

Na Figura 8, apresentamos dois espacos de fase exemplificando as estruturas de meandros

e de ilhas gémeas nos espacos de fase.

Nos espacos de fase da Figura 8, conseguimos observar as duas estruturas mencionadas.
No painel (a), temos o meandro em vermelho, uma curva "dobrada" que nao € um grafico de
X, uma vez que para o mesmo valor de x € possivel encontrar multiplos valores de y. Também
podemos observar algumas cadeias de ilhas gémeas de mesmo periodo, uma em cada lado do
meandro: ilhas em azul e verde e as ilhas em rosa e roxo. A estrutura de ilhas gémeas pode ser
melhor observada na Figura 8 (b), onde temos a cadeia de ilhas em verde, chamada de cadeia
superior, € a cadeia de ilhas em vermelho, denominada cadeia inferior. Estas ilhas tem o mesmo

periodo 5 e apresentam o mesmo numero de rotacdo. Essa estrutura se repete para as ilhas mais
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Figura 8 — Espacos de fase para o mapa padrdo ndo twist para os parametros (a) a = 0,8 e b = 0,6, (b) a = 0,65
e b =0,65. Em (a), observamos a solu¢do do tipo meandro, destacada pela curva em vermelho. As
solugdes periddicas sdo indicadas pelas curvas coloridas nos dois espagos, enquanto o mar cadtico é
representado pelos pontos esparsos.

internas (ilhas em verde e azul claro e as ilhas em amarelo e laranja). Também ha outro conjunto
de ilhas gémeas, as ilhas em rosa e em roxo na regido inferior e superior do espaco de fase,

respectivamente.

2.3.3 Simetria, pontos indicadores e existéncia da curva shearless

Um mapa M ¢ dito ser simétrico em relacdo a uma transformacio 75 se a relagcdo
M= TS_IM Ts for satisfeita. Sendo TSTS_1 = TS_lTS = 1, a relac@o de simetria pode ser escrita
como MTs = TsM. Se o mapa obedecer esta relacao, ele € simétrico e invariante em relacao a

transformacdo 7s, que também pode ser denominada simetria do sistema [8].

Segundo del-Castillo Negrete e Morrison, 0 mapa padrdo ndo twist € um mapa simétrico

em relacdo a transformacao [8],

Ts(x,y) = (xi % —y) : (2.32)

Podemos provar a propriedade de simetria do mapa substituindo as equacdes que o definem, equa-
¢d0 (2.25), juntamente com a transformacao (2.32) na relagdo MTs = TgM. Apds a substituicao,

chegamos as relagdes,

Xy +a[l — (y, —bsen(2mx,)?] £ 12 =x, £ 124 a[l — (—y, — bsen[2n(x, £ 1/2)])*]
—yn+bsen(2nx,) = —y — bsen[2n(x, £ 1/2)],

" (2.33)

onde deixamos y,1| = y, — b sen(2mx,) explicito. Como sen[27m(x, +!/2)] = — sen(2mx,), as

duas identidades se confirmam e demonstramos que o mapa € simétrico.
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2.3.3.1 Linhas de simetria

Uma propriedade decorrente da simetria do sistema sao as linhas de simetria, conjuntos
invariantes formados pelos pontos x = (x,y), que formam a solu¢io da equagdo Iy X = x [8],

onde /o ; sdo as involucdes que compdem o mapa M = Ij o Iy. Para o mapa padrdo nao twist,

Mot (%, yn) = (% +a(l = yur1)?,yn — bsen(2mx,)), (2.34)
as involucdes Iy 1 que compdem o sistema, tal que Mgyy = I oIy, s@o [8],

Ip(x,y) = (—x,y — bsen(2mx)),

) (2.35)
I (xuy) = (—x—l—a(l -y )ay)

Partindo da defini¢ao das linhas de simetria, encontramos duas linhas de simetria S;,

associadas a cada involugdo /;. Sao elas,

So :={(x,y)x =0},

S| ::{(x,y)yx: 2(1_y2)}, (2.36)

Aplicando a transformagao de simetria 75 nas linhas de simetria Sy e S1, obtemos outras

duas linhas, $; e 3, definidas por,
(2.37)

formando assim o conjunto de quatro linhas de simetria do mapa padrao ndo twist. As linhas de
simetria s3o uma ferramenta que simplifica a procura por 6rbitas regulares no sistema: no lugar
de fazer uma busca por solugdes regulares em todo o dominio do espaco de fase (um problema
bidimensional), podemos procuré-las nas linhas de simetria, reduzindo o problema para uma
busca unidimensional. A posicdo das quatro linhas de simetria no espago de fase estd mostrada

na Figura 9.

As ilhas gémeas, discutidas na se¢do anterior, podem ser encontradas nas ilhas de simetria.
Analisando as cadeias de periodo 3, presentes na regido central do espaco de fase da Figura 9, as
ilhas da cadeia superior interceptam as linhas S, e S3, enquanto as inferiores interceptam a linha
"gémea"> Sy e S, respectivamente. Também observamos as ilhas gémeas de periodo 1, uma
proxima de y = —1, interceptada pelas linhas S; e Sp e a outra préxima de y = 1, interceptada
pelas linhas S e S3. O mesmo € observado com as ilhas de periodo 2, interceptadas pelas

linhas Sp e S2. As linhas de simetria s3o uma ferramenta que facilita a identificacdo de drbitas

3> Utilizamos o termo "gémea" pois elas estdo relacionadas pela transformacio de simetria T, da equacio (2.32)
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Figura 9 — Espacgo de fase, linhas de simetria e curva ndo monotdnica para o mapa padrdo ndo twist com os
pardmetros a = 0,71 e b = 0,33. As linhas de simetria, das equagdes (2.36) e (2.37) s@o as curvas ciano,
azul, laranja e rosa, respectivamente. A curva tracejada indica a curva ndo monotdnica y = b sen(27x),
onde a condigdo rwist € violada.

regulares, inclusive de ilhas gémeas: uma ilha encontrada em Sy ou S; terd a sua gémea em S, e

S3, respectivamente.

Juntamente com as linhas de simetria, também mostramos a curva nao monotOnica, onde
a condic¢do twist € violada. Observamos que ela intercepta as curvas invariantes na regido central

do espago de fase e, consequentemente, a curva shearless (ndo destacada na figura).

2.3.3.2 Pontos indicadores e curva shearless

Uma vez que a condi¢do twist € violada, ndo € possivel utilizar o teorema KAM para
determinar se a curva shearless existe ou nao, como € possivel determinar a existéncia de toros
KAM para sistemas twist. E necessirio um outro método para verificar esta existéncia. A
determinacdo dos intervalos dos parametros a e b onde a curva shearless € destruida ou sofre
processos de reconexdo pode ser feita a partir da teoria de operadores de renormalizacao e do

critério de residuos de Greene [8, 10, 12].

Uma forma mais simples de determinar a existéncia da curva shearless no espacgo de
fase € a partir dos pontos indicadores [14], outra ferramenta baseada na simetria do sistema.
O critério dos pontos indicadores parte do pressuposto que se estes pontos geram Orbitas ndao
limitadas a curva shearless nao existe [13]. Caso a curva shearless exista, os pontos indicadores
pertencem a ela. Para determinar se uma 6rbita € limitada, € verificado se ela permanece em um

intervalo de y pequeno, por exemplo y € [—1, 1], durante todo tempo de iteracao.

Os pontos indicadores z; sd@o definidos como os pontos que sao solucdes da equagao,
I,'Zl' = ng,-, i= O7 1, (238)
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onde /; sdo as involugdes que compdem o mapa e g € a simetria do sistema. Para o mapa padrao
ndo twist, os quatro pontos indicadores, obtidos a partir da substituicdao de (2.35) e (2.32) em
(2.38), sdo,

1 b a 1
Z(()OJ) = <:FZ,¢§> ) 15071) - (5 T 4_1’0) ’ (239

onde os subindice 7 indicam a involucdo utilizada para calcular o ponto z; e os indices 0 e 1

referem-se aos operadores superior e inferior, respectivamente.

A partir dos pontos indicadores, podemos determinar se a curva shearless existe para
um par de parimetros (a,b) especifico. Baseando-se no método proposto por Shinohara e
Aizawa [13], podemos construir um espaco de parametros a X b que nos mostre quando a curva
shearless existe e para quais parametros ela ja foi destruida. Definindo dois intervalos para a e
b, comumente a,b € [0, 1], nés calculamos os quatro pontos indicadores em (2.39) e evoluimos
todos por um tempo de iteracio de n = 10° e estabelecemos ly| < 10 como limite para que a
curva shearless seja considerada existente. Se todos os pontos indicadores gerarem solugdes
que permanecem neste intervalo durante toda a iteracdo, a curva shearless existe € marcamos o
ponto dos respectivos pardmetros (a,b) no espago de pardmetros. Caso alguma solugdo escape
desse limite, a curva ndo existe e deixamos o ponto em branco. Na Figura 10, apresentamos o
espaco de parametro para a existéncia da curva shearless e dois exemplos de espaco de fase para

demonstrar a localiza¢do dos pontos indicadores.

(©)
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Figura 10 — Andlise da curva shearless. (a) Espaco de pardmetros para a existéncia da curva shearless. Os pontos
pretos em (a) indicam pares de pardmetros (a,b) onde ha curva shearless, enquanto os pontos em
branco indicam parametros para os quais a curva nao existe. Em (b) e (c) temos os espacos de fase
correspondentes aos parametros dos pontos marcados em vermelho (a = 0,75 e b = 0,46) e roxo
(a=0,72 e b =0,55) no espaco de parametro em (a), respectivamente. Em (b), observamos um espaco
de fase com a curva shearless (curva em vermelho) em oposi¢do ao caso apresentado em (c), onde
ndo ha a curva. Os pontos coloridos em (b) e (c) indicam a posi¢do dos quatro pontos indicadores
apresentados na equacdo (2.39).

No espaco de pardmetro apresentado na Figura 10 (a), observamos a regidao em preto,
indicando os pontos onde a curva shearless existe e também a regido em branco, onde a existéncia
da curva shearless nao € identificada. A fronteira limite entre as duas regides nao é simples

ou suave, ela apresenta um estrutura complicada de diversas incursdes de uma regidao na outra.
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De fato, essa fronteira € fractal, apresenta uma dimensao fraciondria e autossimilaridade 6 Um
estudo descritivo e detalhado da fractabilidade da fronteira da regido em preto pode ser conferido

na Referéncia [38].

Para exemplificar a utilizacdo do espaco de parametros e para demonstrar a posicao dos
pontos indicadores, escolhemos dois pares (a,b), um na regido onde existe a curva shearless
e outro onde a curva ja foi destruida, e construimos o espacgo de fase. Na Figura 10 (b), temos
o espaco de fase correspondente ao ponto em vermelho na Figura 10 (a), onde os parametros
sdo (a,b) = (0,75;0,46). Neste espaco, vemos a coexisténcia de caos e regularidade e a curva
shearless em vermelho. Os quatro pontos indicadores (2.39) estdo representados pelos pontos
coloridos e verificamos que todos estdo sob a curva shearless. Para o ponto em roxo na Figura 10
(a), onde (a,b) = (0,72;0,55), a curva shearless ndo existe, o que é verificado no espago de fase
no painel (c). Os pontos indicadores, nesse caso, pertencem ao mar caético e solugdes geradas

por eles irdo para regides de altos valores de |y|, apresentando um comportamento néo limitado.

2.3.4 Transporte de solugdes cadticas

Como vimos, o espago de fase de sistemas Hamiltonianos perturbados é caracterizado
pela coexisténcia de caos e regularidade. As trajetdrias no mar cadtico podem explorar toda
a regido disponivel a elas. Entretanto, elas podem levar um tempo relativamente longo para
isto, uma vez que podem existir barreiras a este movimento. De fato, podemos identificar duas
barreiras que podem dividir o mar cadtico: as barreiras totais e as barreiras parciais. As barreiras
totais sdo curvas invariantes no espaco de fase, toros irracionais que sobrevivem a perturbacgao.
J& as barreiras parciais sdo formadas por estruturas que foram destruidas com a perturbacao, mas

apresentam um efeito limite a movimentagao de solucdes cadticas.

O estudo sobre a movimentagdo de um grupo de solugdes cadticas pelo espaco de fase e o
tempo que estas solucdes levam para sair de um ponto e chegar a outro estd englobado no estudo
de transporte no sistema [39]. A andlise do transporte em sistemas Hamiltonianos tem aplicacdes
praticas como a previsdo dos tempos de confinamentos para plasmas em tokamaks [40], e
célculos da perda de particulas em plasmas e aceleradores, das taxas de reagdes quimicas, da

taxa de aquecimento das ondas em plasmas, entre outros exemplos [41].

No mapa padrdo ndo twist, a curva shearless atua como uma barreira total no espago
de fase [8]. Quando todas as barreiras totais sdo destruidas, é possivel que as cadeias de ilhas
gémeas atuem como uma barreira parcial para o sistema [15]. Esta parcialidade na barreira faz
com que algumas trajetorias consigam atravessar o espaco de fase em um curto intervalo de

tempo, enquanto outras levam um intervalo comparativamente maior.
A existéncia de barreiras totais € indicada pelo espaco de parametros da Figura 10, uma
vez que, onde hd curva shearless (regido preta) hd no minimo uma barreira total de transporte.

Mas o espaco de parametros ndo nos traz informagdes sobre barreiras parciais ou sobre o

©  Sua estrutura se repete em sucessivas magnificacdes na regiio
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transporte das trajetorias em si. Para isso, nds utilizamos o conceito de transmissividade. A
transmissividade 7;, € definida como a frac@o das trajetérias cadticas que conseguem atravessar o
espaco de fase, dentro de um certo tempo, no nosso caso dentro de um niimero » de iteradas [37].
Como as barreiras no SNM siao curvas horizontais, a transmissividade 7, é calculada para o
transporte no sentido vertical. Para o cédlculo, um grande nimero de condicdes iniciais € disposta
na regido inferior do espaco de fase, e entdo todas sdo iteradas, até o valor definido para a iterada
final, e entdo é contado quantas trajetdrias conseguiram chegar a parte superior do espaco de

fase. De forma matematica, a transmissividade € definida por,
(2.40)

onde N7 é o ndmero de condi¢des escolhidas e N(n) é o nimero de drbitas que atravessaram o

espaco de fase em um tempo de iteragdo n.

Para exemplificar, escolhemos N7 = 10° condi¢des iniciais na linha y = —1 e iteramos
todas até dois tempos finais de iteragdo: n = 100 e n = 500. Entdo, contamos quantas trajetorias
chegam a y = +1. Escolhemos o parametro b = 0,6 e calculamos a transmissividade para cada

valor de a no intervalo a € [0,803;0,808]. O resultado é apresentado na Figura 11 (a).
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g 2 |
S Al S 8 1001 S
~ 5x10° __ i g i g 1 &l”
i L L 0,005
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Figura 11 - (a) Transmissividade das 6rbitas cadticas, em fun¢do de a para dois tempos finais de iteracido n = 100
(curva em roxo) e n = 500 (curva vermelha), para b = 0,6. O eixo das ordenadas correspondente
ao tempo n = 100 (n = 500) estd a esquerda (direita) do grafico. Identificamos trés casos em (a) e
construimos os respectivos espagos de parametros: (b) transporte nulo - barreira total (a = 0,803 50), (c)
transporte alto (a = 0,80545) e (d) transporte apenas para um tempo de iteracdo mais longo - barreira
parcial (a = 0,806 80).
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Observando a Figura 11 (a), conseguimos identificar pontos onde a transmissividade €
nula para os dois valores de iteradas finais. Nestes casos, temos a presenca de barreiras totais,
como mostrado no espaco de fase da Figura 11 (b), para os parametros (a,b) = (0,80350;0,6).
Também € possivel identificar um maximo na curva de transmissividade, sugerindo uma situagao
de maior transporte no espago de fase. Este caso de alto transporte ocorre, para os dois tempos de
iteracdo, para os parametros a = 0,80545, b = 0,6, e o espaco de fase para este par de parametros

estd na Figura 11 (c).

Por ultimo, temos o caso onde hd uma diferenga para a curva n = 100 e n = 500, o ponto
a = 0,806 80, onde a curva para o valor maior de iterada apresenta um pico enquanto o caso com
o menor valor indica um transporte nulo. Este é o caso onde a barreira existente no espaco de
fase € parcial, e € necessario um tempo maior para que as solugdes cadticas atravessem 0 espago
de fase. A intensidade do efeito da barreira pode ser explicada pela proximidade dos pontos

hiperbdlicos de cada cadeia e pelas interseccoes das variedades relacionadas a eles [15].

Comparando os dois espacos de fase sem barreiras de transporte, Figuras 11 (c) e (d),
ndo ha uma diferenca significativa que indique a presencga de barreiras parciais no ultimo caso.
Ambos espacgos de fase sdo compostos apenas por mar cadtico e duas cadeias de ilhas gémeas.
Dessa forma, temos que a transmissividade é uma ferramenta para quantificar o transporte de
trajetorias cadticas no espacgo de fase, algo que ndo pode ser analisado quantitativamente e

qualitativamente pelos espacos de fase.

Na Figura 11 (a) utilizamos um valor de b fixo e um pequeno intervalo de a. A transmis-
sividade para todo ponto (a,b) nos intervalos a,b € [0, 1] é apresentada no espaco de pardmetros
da figura 5 da Referéncia [42].

Neste exemplo de transmissividade, calculamos apenas o sentido "para cima" do trans-
porte: as condigdes iniciais partem de y = —1 e contamos quantas chegam a y = +1. E possivel
também calcular o sentido oposto, partindo de y positivo e analisando a sua chegada em y
negativo. Entretanto, o resultado € o mesmo. Esta igualdade deve-se a simetria presente no mapa

padrdo ndo twist.

Os resultados apresentados de forma breve nesse capitulo levam em conta alguns fatores
sobre o sistema. O sistema é conservativo, perturbado (para b # 0) e simétrico. Caso alguma
dessas condi¢des mude, os resultados podem ser diferentes. Nos proximos capitulos, apresenta-
remos alguns mapas derivados do mapa padrdo ndo twist, estudaremos as suas propriedades e

como as modifica¢cdes no mapa podem afetar as caracteristicas twist bem estabelecidas.
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3 MAPA PADRAO NAO TWIST ESTENDIDO: QUEBRA DE SIME-
TRIA E TRANSPORTE DIRECIONADO

O mapa padrao nao rwist € um mapa inerentemente simétrico e esta simetria pode ser
preservada ou quebrada com a adi¢do de uma nova perturbagdo. Neste capitulo, apresentamos o
mapa padrdo ndo twist estendido que apresenta duas perturbagdes distintas ressonantes, cons-
truido pela inclusdo de uma perturbagdo no mapa nao twist . Aqui, estudamos as consequéncias
desta nova perturbagdo tanto no espaco de fase quanto no transporte de trajetérias cadticas.
Também mostramos um novo método para determinar a existéncia de barreiras de transporte
no espaco de fase. Os resultados apresentados neste capitulo podem ser encontrados no artigo
"Ratchet current in nontwist Hamiltonian systems", publicado em 23 de setembro de 2020, na

revista Chaos: An Interdisciplinary Journal of Nonlinear Science.

3.1 A EXTENSAO DO MAPA PADRAO NAO TWIST

O mapa padrao nao twist estendido foi proposto por Portela e seus colaboradores como
uma expansao local ao redor da curva shearless de equilibrio para um mapa ndo twist que
descreve as linhas de campo magnético em um dispositivo de plasma toroidal com um limitador
ergddico magnético [16,43]. O mapa padrao nao rwist estendido (Extended Standard Nontwist
Mapa - ESNM) € definido pelas equacdes [16],

Yn+1 = Yn — bsen(2mx,) — c sen(2mmx;,), 3.0
X1 =Xp+a(l—y2,), modl,

ondex € [0,1],y € R, a,b e c sdo parAmetros reais e m € um ndmero inteiro. O pardmetro a, assim
como no caso do mapa padrdo nao rwist, estd relacionado com o perfil do nimero de rotagao,
e os parametros b e ¢ sdo amplitudes de perturbacdes distintas. Pelo ponto de vista aplicado,
o termo b sen(2mx,) corresponde aos efeitos toroidais do rokamak enquanto o termo adicional,
¢ sen(2mmx,), é consequéncia do limitador ergédico [16]. O pardmetro m é um fator geométrico
e corresponde ao nimero de pares de segmentos de anel de corrente toroidal do limitador
ergddico [16,32], estando assim relacionando aos modos de ressonancia do sistema [16, 44].
Caso ¢ = 0, retornamos ao mapa padrdo ndo twist, apresentado e discutido no capitulo anterior.
O mapa (3.1) também é denominado mapa padrdo ndo rwist de duas frequéncias, nomenclatura
utilizada por Wurm e Martini em seu trabalho sobre simetria e quebra de barreiras shearless

neste mapa [43].

O mapa estendido, definido pelas equagdes (3.1), ¢ um mapa conservativo que viola a
condi¢do twist [43]. Podemos provar calculando o determinante da matriz Jacobiana do mapa e

aplicando a condic¢ao rwist (2.23) as equagdes (3.1), assim como feito para o0 mapa padrao nao
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twist na secdo 2.3. Para o mapa estendido, temos como determinante da matriz Jacobiana,

Wnt1  OYntl 3
U’ Wnt1|’
OXpp1  OXpil —2ayny1 1 —2ayn4 e
Xn
Oyn 0x,,
o) d
19 =1=2ay, + 122 — 24y, 2L
0x, 0x,
7l=1,
~ p A . axn—H
confirmando a conservacao da drea para todo espaco de fase. Pela condicao twist, 3 #£0,
y
temos que, !
d
;’” L~ 2aly, — bsen(2mx,) — ¢ sen(2mmx, )], (3.2)
Vn

e 0 mapa viola a condi¢@o fwist na curva ndo monotonica y, = b sen(27mx, ) + ¢ sen(2mmx,).

3.2 PROPRIEDADES DE SIMETRIA E O ESPACO DE FASE PARA O MAPA ESTENDIDO

O mapa padrdo nao twist estendido é um mapa simétrico caso a condi¢do TsM = MTg
seja vélida para todo espaco de fase. Sendo M = MEggyy, definido pelas equagdes (3.1), e Ts € a
transformacao de simetria do mapa padrio ndo twist, apresentada na equacao (2.32), temos que a
relacdo TsM = MTs resulta em,

(—y) —bsen2n(x £1/2)] — csen[2mm(x £1/2)] = —[y — bsen(2mx) — ¢ sen(2mwmx)],

(3.3)
(xk12)+a(l—yny) =x+a(l—yr,)] £/

Como visto no capitulo anterior, o termo sen[2w(x + 1/2)] é equivalente a — sen(27x). O termo,

sen[2wm(x+1/2)] pode ser desenvolvido como,

sen[2mm(x+1/2)] = sen(2mmx £ wm) = sen(2mwmx) cos(mm) + cos(2mmx) sen(mm)

3.4)
sen[2mwm(x+1/2)] = (—1)" sen(2mmx).
Logo, a relagdo (3.3) se torna,
—y+bsen[2n(x+1/2)]+ (—1)" e sen(2mmx) = —y + b sen(27x) 4 ¢ sen(2mmx)], (35

x+af(l —y,%ﬂ):l:l/z:x—i—a(l —yiﬂ):i:l/z.

e podemos concluir que a primeira igualdade so6 € verdadeira para valores impares de m. Sendo
assim, temos que o mapa € simétrico apenas para valores de m que podem ser escritos como

m=2k+1,comk=0,1,2,.... Para valores pares de m, o sistema tem a sua simetria destruida
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e ferramentas que aplicam a transformacgdo de simetria 75 ndo sao validas.

Assim como para o0 SNM, o mapa estendido também pode ser escrito como uma compo-

sicdo de duas involugdes [43], Mgsyy = 11 o Iy, onde

Iy(x,y) = (—x,y — bsen(2mx) — c sen(2mmx)),

(3.6)
Li(x,y) = (—x+a(1—y%),y).

As involugdes satisfazem as relacoes MESINM = Ii_lMESNMIi e Il-2 =1,parai=0,1,onde 1 éa
identidade [43].
Como mencionado, as linhas de simetria sdo conjuntos unidimensionais invariantes

resultantes da relagdo Iy 1x = X. Calculando as linhas de simetria para o mapa (3.1), temos,

So :={(x,y)x =0},

S :={(x,y)yx:“<17—y2)}, (3.7)

Aplicando a transformag@o de simetria Tg = (x4 !/2, —y), encontramos as outras duas linhas de

spi={ (rlr=3 |

o= { o= 2204 1

simetria,

(3.8)

Para compreender as consequéncias de quebra de simetria no espago de fase, visualizar a
diferenca de um caso simétrico e nio simétrico e entender como isso se relaciona com as linhas
de simetria, construimos quatro espacos de fase, juntamente com as linhas de simetria, para
a= 0,805, b= 0,597, c = 0,005 e diferentes valores de m. Os espacos de fase sdo apresentados
na Figura 12.

Pelos espacos de fase apresentados na Figura 12, observamos duas cadeias de ilhas,
uma em roxo e outra em verde, imersas em um mar cadtico. Também podemos observar as
quatro linhas de simetria S, S1, S2 € S3 em ciano, azul, laranja e rosa, respectivamente. Para
analisar cada caso em especifico, observamos as ilhas que estdo nas linhas de simetria S; e S3,
destacadas pelo retangulo em preto nos espacos de fase. Para melhor visualizacdo, fazemos uma
ampliacdo ao redor de cada ilha. Param = 1 e m = 3, Figuras 12 (a)-(c) e (g)-(i), respectivamente,
vemos que as cadeias de ilhas gémeas continuam iguais. As ilhas sdo espelhadas em relagdo a y,
mas sdo idénticas. Este caso ndo é observado para m = 2 e m = 4, Figuras 12 (d)-(f) e (j)-(1),
respectivamente. Pelas ampliacdes, vemos que para m = 2 a ilha em roxo € menor e sua estrutura
interna estd passando por um processo de bifurcacdo, enquanto a ilha em verde € maior e o

processo de bifurcacdo ja ocorreu. Uma situagao semelhante ocorre para m = 4, onde as ilhas
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Figura 12 — Espacos de fase para o mapa padrdo ndo twist estendido com os pardmetros (a,b,c) =

(0,805;0,597;0,005) e diferentes valores de m: (a)-(c) m = 1, (d)-(f) m = 2, (g)-() m =3 e (j)-
(1) m = 4. Todos os espaco de fase sdo compostos por mar cadtico (pontos em preto) e duas cadeias de
ilhas, uma indicada em roxo e outra em verde. Para cada valor de m, escolhemos duas ilhas, uma de
cada cadeia, e fizemos uma ampliacdo ao redor dela. Cada ilha escolhida é destacada pelos retangulos
em preto no espago de fase e as respectivas ampliagdes sao mostradas nos painéis inferiores de cada
caso. As linhas de simetria para o caso m impar Sp, S1, S2 € S3 sdo indicados pelas curvas em ciano,
azul, laranja e rosa, respectivamente.

sao de tamanho diferentes e a sua estrutura € distinta: ha apenas curvas fechadas em roxo e ha

uma cadeia de ilhas de periodo maior ao redor das ilhas em verde. Com isso, podemos afirmar
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que o cendrio de ilhas gémeas é modificado pela quebra de simetria do sistema quando m assume
um valor par, uma vez que as duas cadeias existem mas sdo diferentes. De fato, a medida que os
valores sao modificados, as cadeias de ilhas podem ser destruidas em pontos distintos, algo que

nao ocorre no sistema simétrico (m impar e SNM).

3.3 ESPACO DE PARAMETROS PARA O MAPA ESTENDIDO

Como discutido na sec¢ao 2.3.3 do capitulo anterior, a partir das involugdes e da trans-
formacdo de simetria, € possivel encontrar os pontos indicadores que irdo indicar a existéncia
ou auséncia da curva shearless. Para m impar, o mapa padrao nao twist estendido € simétrico, é
possivel calcular os pontos indicadores e estudar a existéncia da curva shearless. Entretanto, para
m par o mapa perde sua simetria e a transformacao de simetria assim como os pontos indicadores
ndo sdo vdlidos. Sendo assim, precisamos de outra estratégia para determinar a presenga de
barreiras no espacgo de fase. Nesta secdo, discutiremos a construcao dos espacos de parametros e

0s espacos em si para as duas situacdes: m impar e m par.

3.3.1 Espaco de parametro para m impar

Sendo a transformacao de simetria védlida para o mapa simétrico, podemos repetir o
procedimento apresentado no capitulo anterior para o mapa padrdo ndo twist e calcular os
pontos indicadores para o mapa estendido. Lembrando que os pontos indicadores z sdao solucdes
da equacao [;z; = Tsz;, onde [; sdo as involu¢gdes do mapa e T € a transformacao de simetria.
Utilizando as involu¢des apresentadas nas equagdes (3.6) e a transformacgado de simetria em (2.32),
encontramos os quatro pontos indicadores para o mapa padrao ndo twist estendido, apresentados

na equacao (3.9),

1 b m£l C a 1
Z(()OJ) = <¢Z7$§+(_1) - 5)’ Z§0,1) - (EZFZ’O)' G5

Com o conjunto de pontos indicadores (3.9), podemos utilizar 0 mesmo método descrito

na se¢do 2.3.3 para determinar o espaco de parametros para a existéncia da curva shearless. Para
cada ponto (a,b) no espago de pardmetros, iteramos os 4 pontos indicadores por um tempo de
iteracdio n = 10° e verificamos se todos ficam contidos na regido |y| < 10 no espaco de fase. Se
os quatro pontos indicadores geram solu¢des que permanecem confinadas até o fim da iteragao,
consideramos que a curva shearless existe € marcamos um ponto no espaco a X b, caso contrario,
a curva foi destruida e deixamos o ponto em branco. O resultado para m = 1, m = 3, e para trés

diferentes valores de amplitude ¢, é apresentado na Figura 13.

Para ¢ = 0,0, retomamos ao mapa padrdo ndo twist e o espago de parametro para a
existéncia da curva shearless € o espaco mostrado na Figura 10 (a). Na Figura 13, focamos na
regido a € [0,8; 1] uma vez que os espacos de fase que apresentamos anteriormente (Figura 12)

estdo nesta regio.
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Figura 13 — Espaco de pardmetros para a existéncia da curva shearless para os casos (a) m =1 e (b) m = 3,
calculados a partir da andlise das solugdes geradas pelos pontos indicadores em (3.9). Os pontos
coloridos indicam a existéncia da curva shearless, enquanto a regido branca representa parametros
onde a curva ndo existe. Os espagos para diferentes valores da amplitude ¢ estdo representados por
diferentes cores, indicadas na legenda. Nesta figura, eles estao sobrepostos.

De forma geral, ao observar os espacos da Figura 13, a medida que o valor da amplitude
¢ aumenta, a regido do espaco de parametros onde a curva shearless existe (regido colorida)
diminui. Sendo assim, podemos afirmar que uma maior amplitude de perturbagdo ¢ faz com que

as curvas invariantes no espago de fase sejam destruidas antes, isto €, para valores menores de b.

Ao comparar a forma da regido colorida para os dois casos de m, observamos que para
m = 1 a forma da regido onde existe a curva shearless € semelhante para todos os valores de ¢
escolhidos. Ja para m = 3, vemos que as formas sdo distintas e, a medida que o valores de ¢
aumentam, a estrutura se torna menos trivial. Mas, independente da aparéncia, um aumento na

amplitude ¢ sempre antecipa a quebra da curva shearless.

Assim como apresentamos a posicdo dos pontos indicadores e da curva shearless para o
mapa padrao ndo twist, mostramos a seguir para o mapa estendido. Escolhemos os parametros
(a,b,m) = (0,857;0,3;3), indicado pelo ponto na Figura 13 (c), construimos o espago de fase e
calculamos os pontos indicadores para os trés valores de c. O resultado é apresentado da Figura
14.

Nos espacos de fase das Figuras 14 (a) e (b), observamos as barreiras de transporte
e a curva shearless, esta ultima indicada em vermelho. Confirmamos que os quatro pontos
indicadores pertencem a curva shearless e por isso podem ser usados como indicadores para a
sua existéncia. Ja para o espago de fase na Figura 14 (¢), a curva shearless € destruida e os pontos
indicadores pertencem ao mar cadtico. Ha uma concentracdo de pontos e uma estrutura de ilhas
gémeas proxima da regido que a curva shearless ocupava. Possivelmente € uma consequéncia do

seu desaparecimento.
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Figura 14 — Espacos de fase para o ponto (a,b,m) = (0,857;0,3;3), indicado na Figura 13 (b), para os trés valores
de c¢ estudados: (a) ¢ = 0,005, (b) ¢ = 0,050 e (c) ¢ = 0,100. Os pontos coloridos sdo os pontos
indicadores das equagdes (3.9) e a curva shearless esta indicada pela curva em vermelho.

3.3.2 Espaco de parametro para m par

Uma vez que o mapa padrdo ndo twist estendido € ndo simétrico para valores pares de m,
precisamos de outra estratégia para determinar a presenca de barreiras no espago de fase, uma
vez que os pontos indicadores ndo sao védlidos. O método que propomos € baseado na constru¢io
das bacias de escape. Uma bacia de escape € definida por um conjunto de condi¢des iniciais no
espaco de fase que geram trajetérias que escapam por uma saida especifica pré-estabelecida. As
saidas que escolhemos sd@o a saida A, definida pela linha y = 1 e a saida B, representado por
y = —1. Para calcular as bacias de escape, dispomos uma malha de 10000 x 20000 condicdes
iniciais, uniformemente distribuidas no dominio x € [0,1] e y € [—1,1]. Todas as condi¢des sdo
iteradas até um tempo T = 1000 e, durante a evolugdo temporal, observamos se as trajetorias
escapam pelas saidas A ou B, e entdo marcamos no espaco de fase, a condi¢ao inicial com
uma cor especifica relacionada a saida. Na figura abaixo (Figura 15), temos que se a trajetoria
atravessa a linhay = 1 (y = —1), a condig¢do inicial geradora dessa trajetéria € marcada pela cor
roxa (laranja). Se a trajetéria ndo escapar por nenhuma das duas saidas até o tempo T de iteragao
final, a condi¢do inicial é deixada em branco. Este ultimo caso representa as Orbitas periddicas

(ilhas) e quase periddicas (curva shearless e toros irracionais).

Na Figura 15 (a), observamos uma estrutura central branca, representando pontos que
nao escapam por nenhuma das duas saidas durante o tempo de iteracao. Estas regides indicam
a presenga de barreiras no espago de fase: curvas invariantes e, dentre elas, a curva shearless.

Estas regides ja ndo sdo encontradas em (b), onde a barreira total ndo existe mais.

Para identificar a presenca de barreiras totais no espaco de fase, a partir das bacias de
escape, nos realizamos o procedimento de dividir o espago de fase em caixas. Ao dispor estas
caixas sobre as bacias de escape, podemos observar algumas configuracdes de combinagdes de
cores possiveis dentro das caixas. Observando as bacias de escape da Figura 15, temos que a

caixa pode ter as seguintes configuracio:

A - Pontos roxos e brancos.
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Figura 15 — Exemplos de bacias de escape para o mapa padrdo ndo twist estendido. Os pontos roxos (laranjas)
sdo condigdes iniciais cuja trajetoria escapa pela linha y = 1 (y = —1) dentro do tempo de iteracao
n = 1000. Os pontos em branco sdo condi¢des iniciais que geram trajetérias que nao escapam durante
o tempo de iteracdo, uma vez que representam solucdes quase periddicas e periddicas. Os pardmetros
utilizados para a construcdo das bacias sdo a = 0,827, ¢ = 0,005 e m = 2, para os dois casos, e (a)
b=0,48¢ (b) b=0,53.

B - Pontos laranjas e brancos.
C - Pontos roxos, laranjas e brancos.

D - Pontos roxos e laranjas.

As configuracdes A, B e C podem ser encontradas no caso onde a barreira existe e
também onde a barreira ja foi destruida. O caso C ndo estd indicado na Figura 15 (b), mas pode
existir casos onde a caixa englobe a um pedaco de uma ilha (pontos bracos) e condi¢des inciais
que gerem Orbitas que escapam pelas duas saidas. Ja o caso D, onde apenas pontos roxos e

laranjas existem dentre do caixa, ocorre apenas no caso onde a barreira ja foi destruida.

Partindo disso, podemos estabelecer o método para a construgdo do espago de parametros
para existéncia de barreiras de transporte no espaco de fase. E importante ressaltar que ndo
temos como confirmar que a barreira identificada € a curva shearless, uma vez que ndo ha certeza
que a dltima barreira destruida em um sistema ndo twist € a curva shearless [45]. Por isso,
dizemos que este método estima a existéncia de barreiras no espacgo de fase, e que elas nao sao

necessariamente uma curva shearless.

Para construir este espaco de parametros para a existéncia de barreiras totais, construimos
as bacias de escape para cada ponto (a,b), de forma idéntica a apresentada para a construgdo das
Figuras 15. Entdo, distribuimos uniformemente um nimero N, = 200 x 400 de caixas sobre as
bacias e analisamos todas as caixas, em busca da configuragdo D. Caso essa configuracao nao
seja encontrada, nds consideramos que uma barreira existe e marcamos o ponto (a,b) do espaco

de parametros; caso alguma caixa apresente apenas pontos laranjas e roxos (configuracio D),
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temos que todas as barreiras foram destruidas e deixamos o ponto (a,b) em branco. Os espagos

de parametros calculados a partir desse método, para m = 2 e m = 4, sdo mostrados na Figura 16.

(a) (b)
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e ¢=0,050
r ¢=0,100| 1

0,58 205

0 : :
0,9 1 0,8 0,9 1
a a

0
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Figura 16 — Espacos de pardmetros para a existéncia de barreiras totais no espaco de fase, calculados pelo método
baseado nas barreiras de escape, para o caso ndo simétrico (a) m =2 e (b) m = 4. Os valores de ¢ sdo
indicados pelas cores apresentadas na legenda. Os pontos coloridos indicam os pares de parametros
para os quais ao menos uma barreira de transporte existe no espago de fase.

Observando estes espacos de pardmetros, vemos que um aumento na amplitude ¢ da
perturbacdo ndo implica em uma diminui¢do da regido onde barreiras totais existem. De fato,
para o caso m = 2, a medida que o valor de ¢ aumenta, a regido colorida tem uma drea maior, o
oposto observado para os casos de m impar. Para facilitar o entendimento deste resultado, nés

mudamos a ordem de sobreposicao dos espacos de parametros para diferentes c.

Para m = 4, o cendrio é semelhante ao observado para m = 3, a drea colorida reduz
significativamente com o aumento de ¢ e a forma dessa regido ndo € simples ou trivial. De fato,
para ¢ = 0,050, podemos observar "buracos" na regido vermelha, o que faz com que o espago
de parametros ndo apresente mais uma fronteira tinica entre a regido que indica a existéncia de

barreiras com a regido que representa a quebra das curvas invariantes.

Para resumir a acdo de ¢ e m na preservagdo das barreiras de transporte no espaco de fase,
construimos uma tabela com a 4rea relativa das regides coloridas. Essa drea relativa € calculada
pela fracdo da drea onde existe barreira de transporte (regido colorida) pela édrea total do espaco

de parametros. As dreas estdo mostradas na tabela 1.

Analisando os valores apresentados da tabela 1, observamos que para os casos m = 1,
m =3 e m =4, um aumento da amplitude ¢ tem como consequéncia uma diminuicdo da area
relativa das regides coloridas. A excecao desse comportamento € o caso m = 2, onde hd uma
aumento do valor da drea quando o valor de ¢ passa de ¢ = 0,005 e ¢ = 0,050. J4 para ¢ = 0,100,
o valor da area volta a diminuir. Mas, comparando os quatro casos de m, observamos que para
m = 2 os valores das dreas sdo semelhantes para os diferentes valores de c. Para todos os outros

casos, o valor da drea diminui quando o valor de ¢ aumenta.
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¢c=0,005 ¢=0,050 c=0,100

m=1 042 0,37 0,32
m=2 043 0,45 0,42
m=3 041 0,28 0,16
m=4 042 0,28 0,11

Tabela 1 — Areas relativas da regides coloridas dos espacos de pardmetros apresentados nas Figuras 13 e 16. Uma
maior drea relativa indica um maior nimero de pardmetros (a,b) que contém barreiras de transporte no
espaco de fase.

3.4 TRANSPORTE NO ESPACO DE FASE

O mapa padrdo nao twist € um mapa simétrico, e por este motivo, a transmissividade
em um sentido positivo de y (trajetérias se movendo de baixo para cima no espago de fase) é
igual a transmissividade em um sentido negativo (trajetrias de cima para baixo). A quebra de
simetria do mapa padrdo ndo twist estendido, quando m assume um valor par, pode alterar essa
equivaléncia das transmissividades para diferentes sentidos de movimentagao das trajetdrias
no espago de fase. Nesta secdo, estudamos a transmissividade para o ESNM e o transporte de

trajetorias cadticas no espago de fase.

O transporte direcionado € o transporte no espago de fase com um sentido preferencial,
sem a acdo de uma forca externa que gere este direcionamento. Este tipo de transporte se faz pre-
sente principalmente em sistemas dissipativos, onde ha um quebra de simetria temporal: devido
a dissipagao, o sistema ndo € reversivel temporalmente. Entretanto, o transporte direcionado ja
foi observado também em sistemas conservativos e a este fendmeno di-se o nome de ratchets

Hamiltonianos, ou correntes de catraca Hamiltoniana [46].

O efeito rathchet (catraca) € definido como a emergéncia de uma corrente direcionada,
caracterizada pelo movimento direcionado das 6rbitas cadticas sem uma forca externa [47-52].
Este efeito é uma consequéncia da quebra da simetria espacial e/ou temporal do sistema. Uma
vez que ndo hd uma forga direcionada, as quebras de simetria sdo responsdvel por este transporte

direcionado.

O efeito catraca foi estudado por Wang e coautores na extensao do mapa padrdao, um
sistema twist cuja simetria temporal e espacial é destruida por uma perturbacdo em pulsos
("kicks") que sao espacados de forma desigual e apresentam uma diferencga de fase entre eles [53].
Como consequéncia desta quebra de simetria, hd uma corrente de catraca nio nula representada
por um primeiro momento ndo nulo [53]. Este primeiro momento é a média do momento p.
Um sistema parecido foi estudado por Gong e Brumer [46], onde um transporte direcionado
foi observado para um sistema modificado de rotor pulsado, semelhante ao mapa padrdo, onde
a simetria espacial € quebrada. Para este ultimo caso, os autores observaram que as Orbitas
sempre se encontravam aos pares, e devido a quebra de simetria espacial, a estrutura de pares
de ilhas também € destruida, o que leva as trajetdrias cadticas a terem uma tendéncia para se

movimentarem em uma direcdo especifica [46]. Este comportamento também foi observado
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por Lopes e coautores no mapa do rotor pulsado dissipativo assimétrico (DAKRM), onde a
assimetria no potencial resulta em trajetérias no espago de fase que visitam as vizinhangas de
pontos fixos de forma desigual, algo que ndo era observado no caso simétrico [54]. No DAKRM,
o transporte direcionado também € um cendrio possivel e esta relacionado com a bifurcacao dos

pontos fixos em diferentes valores do parametro de controle [54].

Com esses breves exemplos, vemos que o mapa padrao ndo twist estendido tem potencial
para apresentar transporte direcionado. Como a estrutura de ilhas gémeas € modificada pela
quebra de simetria, é possivel que isto altere o transporte no sistema. Uma primeira andlise que
realizamos € o estudo do primeiro momento y, assim como foi feito nas Referéncias [53, 54].
Para obter a média, escolhemos aleatoriamente um grande niimero de condicdes iniciais cadticas
em y = 0, iteramos e calculamos a média (y) entre todas as solugdes para cada iterada n. Seja

a= 0,805, b =0,597 e ¢ = 0,005, a média (y) para diferentes valores de m é apresentada na

Figura 17.
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Figura 17 — Estudo de transporte para os espacos de fase apresentados na Figura 12, onde os paradmetros sio
a=0,805,b=0,597ec=0,006em=1,2,3e4. Em (a), apresentamos a média da varidvel y em
termos de 10° condigdes iniciais cadticas aleatoriamente distribuidas em y = 0, no instante inicial.
Cada curva representa um diferente valor de m: ciano (m = 1), rosa (m = 2), laranja (m = 3) e azul
(m =4). As curvas ciano e laranja estdo sobrepostas, uma vez que a média de y € nula para os dois
casos simétricos. Os espagos de fase em (b)-(d) s@o formados pelas primeira n = 1000 iteracdes de
100 condicdes iniciais na linha vermelhay=0e (b)ym=1,(c)m=2,(dym=3e(e)m=4.

Pela Figura 17 (a), a média de y é nula durante toda evolu¢ao temporal, param =1 e
m = 3. Assim, temos que as Orbitas tendem a ir para cima e para baixo igualmente no espago de
fase, para m impar. Para m par, temos que a média de y tende para valores negativos, para toda
iteracdo, indicando que hd uma tendéncia das solucdes cadticas assumirem valores negativos
de y. Seguindo o trabalho de Gong e Brumer [46], como a média (y) é ndo nula, temos uma

corrente de catraca Hamiltoniana para m par.
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Este resultado corrobora com a ideia inicial de que sistemas nio simétricos podem
apresentar um transporte direcionado. Este efeito catraca pode ser evidenciado pela construcao
dos espacos de fase das Figuras 17 (b)-(e), onde mostramos as n = 1000 primeiras iteradas para
100 condicdes iniciais cadticas na linha vermelha y = 0. Para os casos com m impar, m =1 e
m = 3, vemos que as Orbitas que comecam no centro do espaco de fase permanecem ao redor
das cadeias de ilhas de forma igual: ndo existe uma cadeia que estd "mais rodeada" de Orbitas;
as solugdes se movimentam para os dois sentidos de y de forma igual. O resultado € diferente
quando observamos os casos para m par. Tanto para m = 2 quanto para m = 4, vemos que a
cadeia de ilhas superior tem uma concentracdo maior de pontos ao redor das ilhas, enquanto
a cadeia inferior ndo apresenta esta concentracdo. Esta diferenca de concentracido de pontos
ao redor da ilhas indica que, quando as trajetdrias se movem para a direcao positiva de y, elas
ficam presas ao redor das ilhas, enquanto as trajetdrias que se movem para baixo ndo ficam
aprisionadas e assim uma maior quantidade de trajetorias chegaay = —1 do que em y = +1.

Esta diferenga no "aprisionamento” das drbitas explica a média negativa de y.

H4 diferentes maneiras de descrever as propriedades de transporte no sistema. Aqui,
utilizamos um método semelhante a transmissividade apresentada no capitulo 2 para identificar
o transporte direcionado no espaco de fase. Este método também investiga a tendéncia das
trajetorias seguirem um sentido especifico de y. O método consiste em escolher um grande
nimero de condi¢des iniciais cadticas em y = 0, evoluir todas temporalmente e contar quantas se
movem para cima no espago de fase, atravessando a linha y = +1, e quantas se direcionam para
baixo, cruzando a linha y = —1. Estes nimeros sdo entdo normalizados pelo nimero total de
trajetdrias e obtemos a fra¢do do nimero de trajetérias que se direciona para cima (N,,) € para
baixo (Ngew,). Como estamos interessados na tendéncia do transporte, calculamos a diferenca
D = Nyp — Ngown- Se D > 0 (D < 0), um maior niimero das trajetdrias se direcionam para cima
(baixo) no espacgo de fase e hd uma corrente de catraca que direciona o transporte para o sentido
positivo (negativo) de y. Caso D = 0, ndo temos um transporte direcionado e a tendéncia das

trajetdrias irem para cima ou para baixo € igual.

Para estudar a possibilidade de um transporte direcionado em fung¢io dos parametros
b e m do mapa padrdo nao twist estendido, fixamos a = 0,805 e ¢ = 0,050, enquanto variamos
b €[0,6;1] e escolhemos m = 1,2,3 e 4. Com o método proposto, calculamos Nup, Naown € a

diferenca D. Os resultados sdo mostrados na Figura 18.

Observando o cendrio apresentado pela Figura 18, temos que a diferenca D entre o
numero de trajetérias que se move para cima e para baixo no espago de fase é nulaparam =1¢e
m = 3, os casos simétricos do mapa. Sendo assim, para os casos de m impar hd um tendéncia
igual das orbitas irem para cima (N, = 0,5, curva azul com o simbolo x em azul) ou para baixo

(Ngown = 0,5, cuva rosa com asterisco em rosa).

Um cendrio diferente € observado para o caso assimétrico, representado pelos valores

pares de m nas Figuras 18 (b) e 18 (d). Neste caso, vemos que 0s nimeros Ny, € Ny, 0scilam
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Figura 18 — Numero de trajetdrias cadticas, com condi¢do inicial y = 0, que se movimentam para a regifo positiva

(negativa) de y no espago de fase. O nimero de 6Orbitas que cruzay =1 (y = —1), Ny (Niown), €
representado pela curva em azul (rosa), enquanto a diferenca D entre Nyoy, € Nyp € indicada pela
curva em preto. Os pardmetros escolhidos sdo a = 0,805, ¢ = 0,050, (a) m =1, (b)ym=2,(c)m=3e
(d) m = 4. Os valores de N, € Njow, para os casos simétricos m = 1 e m = 3 estdo indicados pelos
simbolos coloridos em (a) e (c) para evitar curvas sobrepostas, uma vez que Ny, = Nyoy para os dois
casos.

ao redor do valor N = 0,5, mas eles diferem entre si para quase todos os valores de b. Sendo
assim, D # 0 e ha uma corrente de catraca presente no sistema. Este resultado é semelhante ao

estudo da corrente liquida de transporte apresentado na Referéncia [54].

Para a constru¢do da Figura 18, nds fixamos a = 0,805. Agora, com o objetivo de
entender como o transporte direcionado depende dos dois parametros a e b, calculamos a
diferenca D para os mesmos intervalos de a e b dos espacos de parametros apresentados na
Figura 16. Como o transporte direcionado existe apenas para valores pares de m, construimos 0s
espagos de parAmetros apenas para m = 2 ¢ m = 4. Para cada ponto (a,b) onde a barreira ndo
existe (pontos em branco) calculamos D da mesma forma utilizada para a construcio da Figura
18. No resultado apresentado na Figura 19, utilizamos uma escala de cor para indicar o valor de
D para cada ponto (a,b).

Nos espagos de parametros na Figura 19, observamos 4 possiveis situacdes. A primeira,
€ o caso de uma barreira total existir no sistema, onde ndo hé transporte pelo espaco de fase.
Este caso € indicado pelos pontos brancos, que correspondem as regides coloridas dos espagos
de parametros na Figura 16. A segunda situacio, refere-se ao caso onde ha transporte, mas
ele ndo € direcionado, ou seja, o caso onde D = 0, indicado pelos pontos em preto. As duas
ultimas situacdes, se referem ao caso de um transporte direcionado: pontos roxos, indicando
uma tendéncia das trajetdrias irem para a regido inferior do espaco de fase (D < 0) e os pontos
em amarelo, indicando a tendéncia de um movimento para cima (D > 0).

Para os casos com m = 2, vemos que o transporte direcionado para baixo € uma pre-
feréncia, para os trés valores de ¢ analisados. A regido em roxo prevalece nos trés espagos
de parametros (Figura 19 (a)-(c)). Ja para m = 4, vemos que a preferéncia é para o transporte

direcionado para cima, uma vez que a regido amarela € predominante, para os trés valores de ¢
(Figura 16 (d)-(f)).
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Figura 19 — Espago de parametros para o transporte direcionado. Os pontos em branco, indicam presenca de
barreira total no espaco da fase, e sdo correspondentes ao pontos coloridos dos espacos de parametros
da Figura 16. Os pontos amarelos e roxos indicam um transporte direcionado para cima e para baixo,
respectivamente. Os pontos pretos indicam o caso onde ha transporte, mas ele ndo é direcionado
(D = 0). Os valores de m sdo m = 2 para a linha superior e m = 4 para a linha inferior. J4 para c, temos
¢ = 0,005, c =0,050 e c = 0,1 para a primeira, segunda e terceira coluna, respectivamente.

Mesmo no caso assimétrico, € possivel um transporte ndo direcionado. Este cendrio
€ representado pelos pontos em preto na Figura 19 e estd presente em todos os espagos de
parametro, mas em uma fracao relativamente menor, comparado com a fragdo do espago que
indica transporte direcionado. Para os casos ¢ = 0,005 (Figura 19 (a) e (d)), a quantidade de
pontos pretos € maior, mas diminui para os outros valores de c¢. Também apontamos que, para
valores maiores de ¢, ¢ = 0,050 e ¢ = 0,100, estes pontos de transporte nao direcionado esto,
em sua maioria, na fronteira entre as regides de direcao oposta do transporte, isto €, 0os pontos

pretos estdo na fronteira entre as regides amarelas e roxas.

De forma geral, a estrutura presente nos espacos de parametro da Figura 19 nio € trivial.
Nao hd uma estrutura simples que possibilite prever a direcdo preferencial do transporte, sendo
necessario calcular a diferenca D para cada ponto (a,b,c,m). Este resultado estd de acordo com
a observacao feita por Cheon e colaboradores, em seu trabalho de 2003: o transporte direcionado

¢ controlavel, mas ndo previsivel [55].
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4 MAPA PADRAO NAO TWIST DISSIPATIVO: ATRATORES, ROTAS
PARA O CAOS E MULTIESTABILIDADE

Considerar dissipacdo em sistemas Hamiltonianos tem um interesse pratico [56]. A
introducdo de dissipacdo em mapas ndo twist foi primeiramente considerada por Van der Weele
e Valkering em 1990, quando eles estudaram a influéncia da dissipacdo no nascimento de Orbitas
periddicas e nos processos de reconexdao em mapas nao twist [56]. Outro exemplo de mapa
ndo twist ndo conservativo é o mapa labirintico ndo twist dissipativo, proposto por Carvalho
e coautores [17]. Um resultado de grande interesse encontrado no estudo do mapa labirintico
dissipativo € a transformacgdo das curvas shearless em atratores shearless, que podem apresentar

um comportamento cadtico para alguns valores de parametros [17,57].

Neste capitulo, estudamos o mapa padrao nio twist dissipativo, onde buscamos observar
o atrator shearless e a existéncia de comportamento cadtico neste atrator, como foi observado
para o mapa labirintico. Também buscamos entender como ocorre a transi¢ao de atratores
quase periddicos para atratores cadticos neste sistema, investigando as possiveis rotas para o
caos. Por ultimo, investigamos a possibilidade de um cenario de coexisténcia de diferentes
atratores no espacgo de fase. Os resultados apresentados nesse capitulo foram publicados na
revista Chaos: An Interdisciplinary Journal of Nonlinear Science, em 16 de fevereiro de 2021,
no artigo "Curry—Yorke route to shearless attractors and coexistence of attractors in dissipative

nontwist systems".

4.1 O MAPA PADRAO NAO TWIST DISSIPATIVO

O mapa padrao labirintico ndo twist (Labyrinthic Standard Nontwist Map - LSNM)
foi proposto como um novo mapa conservativo para estudar as propriedades de sistemas nao
twist [58]. Este mapa € uma modificagdao do mapa padriao ndo twist, onde, devido a consideragao
de uma nova perturbacio, existe a criacdo de processos de reconexao que resultam em diferentes
regides de meandros, cada uma com sua curva shearless [58]. A versdo dissipativa do LSNM,

apresentada na referéncia [17], é definida pelas equacdes [17,57],

w1 =(1—=Y)y,—b 27x,) — b 2N7x,),
yuet =(1 = 1)yn = bsen(2me,) — bsen(2ntn) wh

Xn+1 =Xn — a()’n—i—l - rl)(yn—H - r2>-

Os parametros a e b, na equacgdo (4.1), sdo equivalentes aos parametros com mesma
designacdo dos mapas apresentados anteriormente, 0 mapa padrdo ndo fwist € sua versiao
estendida. Os parAmetros 77 e r; indicam a localizagio das ressonancias isécronas' no espago
de fase e n é o pardmetro, de valor inteiro, responsavel pelas bifurcagdes dos pontos fixos

das cadeias de ilhas principais [17,57,58]. O mapa apresenta uma dindmica mais rica, ao

I As ressonancias isécronas é outra denominacio para ilhas gémeas no espaco de fase.
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comparar com a dindmica do mapa padrdo nao twist, e isso ocorre devido a superposi¢ao das
duas perturbagdes (dltimos dois termos da equagao y,+1) que leva a diferentes efeitos topolégicos,
como a existéncia de mais de uma curva shearless em diferentes regides de meandros, e de

regides com vdrios atratores robustos [17,57].

A dissipacdao no mapa labirintico estd relacionada com o parametro Y, um parametro real

tal que Y€ [0, 1) [17]. Calculando o determinante da matriz Jacobiana para o mapa labirintico,

temos,
ayn—i—l a)’n—H 3
ayn Xn 1 i 4 Yntl
7= - OYn+t1 o ’
aan 8xn+1 —a(l —’Y) (2yn+1 —r — 7’2) 1— aT(Zyn_H —r— r2)
IYn ox, !
Oyn Oyn
91 = (=) [1 =5 @yt = 11— 1) | = S a(l =) st = 11— 1)
I =1-v.

Sendo assim, o mapa labirintico definido pelas equacdes (4.1) é conservativo apenas para y = 0.
Caso y > 0, o sistema apresenta dissipacao.
Utilizando o mapa labirintico dissipativo como base, consideramos N =0, rj =1 e

ro = —1. Desta forma, o mapa (4.1) se torna,

Ynt1 = (1 =7)y, — bsen(2mx,),

5 “4.2)
Xn+1 = Xn +a(l _yn+1)‘

Caso y= 0, retornamos ao mapa padrao nao twist, definido pelas equagdes (2.25), discutido
no Capitulo 2. Sendo assim, quando y > 0, hd uma dissipacdo no mapa, comprovada pelo
Jl=1-y.
Por este motivo, nomeamos o mapa em (4.2) como mapa padrao nao twist dissipativo (Dissipative
Standard Nontwist Map - DSNM). Calculando a condi¢do twist (2.23) para o mapa em (4.2),

determinante da Jacobiana do mapa (4.2), que € igual a do mapa labirintico dissipativo,

temos,

aanr 1
oyn

= [=2a(1 =Y)[(1 =Y)yn — bsen(2mx,)]| . (4.3)

Logo, a condi¢do twist € violada para qualquer ponto onde a equagdo (4.3) se anula, isto é, na
curva nao monotonica y, = % sen(27x,).

Como o mapa padrio nao twist é considerado o modelo ndo twist conservativo mais
simples e uma aproximacdo para sistemas mais complexos, podemos considerar que o DSNM
¢ o0 mapa nao twist dissipativo mais simples e que os resultados obtidos para ele podem ser

estendidos para sistemas dissipativos mais complexos.
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4.2 ATRATORES - SOLUCOES PARA O MAPA DISSIPATIVO

Diferentemente do caso conservativo, sistemas dissipativos ndo preservam a area do
espaco de fase. Sistemas com dissipa¢do normalmente emergem de modelos fisicos que envolvem
fric¢do, viscosidade ou outro processo onde ha perda de energia [1]. Sendo assim, os sistemas
dissipativos sdo caracterizados pela presenca de atratores, ou conjuntos atrativos, no espaco
de fase [6]. Independente do estado inicial, a dindmica do sistema ird convergir para este
comportamento sustentado e assintético representado pelo atrator, sendo que este comportamento
pode ser periddico, quase-periddico e cadtico [7]. Uma definicdo formal de atratores pode ser

encontrada nas referéncias [ 1, 30].

Mapas nao twist dissipativos apresentam dois atratores de grande interesse: os atratores
shearless e os atratores cadticos no toro [17,57]. Atratores shearless sdo atratores robustos, uma
vez que tem sua origem no toro shearless (um toro robusto) e podem sobreviver a perturbacoes
genéricas e diferentes intensidades de dissipacdo [17,57]. Os atratores cadticos no toro sao
caracterizados pela existéncia de comportamento cadtico restrito a uma curva no espaco de fase,

a regido que anteriormente era ocupada pelo toro quase periddico estdavel [59].

Para ilustrar a relagcdo entre a curva e o atrator shearless, assim como a consequéncia
da dissipacdo no mapa padrdo ndo twist, construimos o espaco de fase para o caso conservativo
(y=0,0) e dissipativo (y=0,1), para o mesmo par de pardmetros (a,b) = (0,43;0,6). Os dois

espacos de fase sdao apresentados na Figura 20.

(a) (b)
1,5 R O S e e 1’5 ' '

0 0,5 1 0 0,5 1
X X

Figura 20 — Espacos de fase para os parametros a = 0,43 e b = 0,6 para o mapa padrao nao twist (a) conservativo
(y=0,0) e (b) dissipativo (y = 0,1). Para o caso conservativo, observamos a coexisténcia de caos e
regularidade, uma vez que solugdes periddicas e quase periddicas (curvas coloridas) estdo imersas no
mar cadtico (pontos pretos esparsos). Ja para o caso dissipativo, observamos apenas atratores, sendo
eles quase periddicos (curva em vermelho), periddicos de periodo 1 (pontos em laranja e roxo) e de
periodo 3 (pontos marrons e rosas).

O caso conservativo (Figura 20 (a)) € um sistema Hamiltoniano conservativo perturbado,

logo, seu espaco de fase consiste na coexisténcia de solucdes caodticas, periddicas e quase
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periddicas. Os pontos em preto na Figura 20 (a) formam o mar cadtico, enquanto as curvas
em azul sdo solugdes quase periddicas, os toros irracionais. As curvas em ciano indicam as
separatrizes que englobam cadeia de ilhas de periodo 5. Estas cadeias sdo duas cadeias de ilhas
gémeas, representadas pelas ilhas em verde escuro e em verde claro. Também observamos duas
ilhas gémeas de periodo um, indicadas pelas curvas fechadas em roxo e em laranja e, ao redor
destas ilhas, identificamos uma outra solu¢do periddica de periodo 3: as ilhas em marrom e as
ilhas em rosa. A curva em vermelho no espaco de fase indica a curva shearless, construida a

partir da iteracdo de um dos pontos indicadores da equacdo (2.39).

Quando consideramos a dissipac¢do em sistemas dinamicos, o espago de fase se contrai
e o comportamento estdvel estd contido em uma superficie de dimensao menor que o espaco
original [4]. Essa superficie € denominada atrator. Isso pode ser observado na Figura 20, onde
o espaco de fase da Figura 20 (a) se torna os atratores na Figura 20 (b). No caso dissipativo,
observamos um espago de fase bem mais simples, que consiste em uma curva, dois pontos fixos
de periodo 1 e dois atratores periddicos de periodo 3. Comparando os dois espacos de fases,
verificamos que as cadeias de ilhas e o mar cadtico desaparecem. As ilhas de periodo 1 superior
(ilha laranja) e inferior (ilha roxa) se tornam os pontos fixos laranja e roxo, também de periodo 1.
Isto também ocorre com as ilhas marrons e rosas de periodo 3, que se tornam os atratores em
marrom e rosa. Ao observar as solucdes quase periddicas, podemos ver que quase todas sao
destruidas e sdo substituidas apenas por um atrator no toro: o atrator shearless, representado pela

curva em vermelho na Figura 20 (b).

Na Figura 21, apresentamos os espagos de fase para outros parametros a € b, com o
intuito de mostrar outros possiveis atratores € comportamentos existentes para o mapa padrao

ndo twist dissipativo. Para todos os espacos, utilizamos Y= 0,1.

() (b) (©) | (d)
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Figura 21 — Espacos de fase para o mapa padrio ndo twist para’y = 0,1 e diferentes valores de a e b. Em (a), temos
(a,b) = (0,3;0,25) e um atrator quase periédico suave, enquanto em (b) os parAmetros sdo (a,b) =
(0,71;0,59) e observamos um atrator periddico de periodo 20. Para (c) temos (a,b) = (0,7125;0,61)
e um atrator caético e, por dltimo, para (d) os valores de a e b sdo (a,b) = (0,712;0,595) e o atrator é
em bandas, onde cada segmento indica uma banda do atrator.

Pelos espacos de fase apresentados na Figura 21, nés observamos diferentes tipos de
atratores representados por diferentes estruturas no espaco de fase. O primeiro espago de fase,
Figura 21 (a), temos o atrator shearless na regido central o espago. J4 em (b), observamos 20
pontos dispersos caracterizando um atrator periddico de periodo 20. Em (c), observamos um

conjunto de pontos no espaco com uma "curva" na regido central com uma densidade maior
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de pontos. E por ultimo, na Figura 21 (d). temos pequenas estruturas no espaco de fase. Estas

estruturas sao denominadas bandas e sao todas geradas por uma tnica condicao inicial.

Para comprovar a natureza dos atratores, calculamos o expoente de Lyapunov, assim como
fizemos para identificar a natureza das solugdes para os sistemas Hamiltonianos SNM e ESNM.
Utilizando o mesmo método aplicado nos capitulos anteriores, nds obtemos, a partir da simulagao
numérica, o maior expoente de Lyapunov A. Caso A > 0, temos um comportamento cadtico
onde ha uma divergéncia de drbitas proximas. O comportamento periddico é caracterizado
por um expoente negativo onde as Orbitas préximas ao pontos fixos convergem para eles; ja
o comportamento quase-periddico € caracterizado por um expoente nulo. Os expoentes de

Lyapunov para cada atrator apresentado na Figura 21 sdo apresentados na tabela 2.

Figura 21 a b A Natureza do atrator
(a) 0,3 0,25 1,253-10~7 Atrator quase periddico
(b) 0,71 0,59 —2,634-1072 Atrator periddico
(c) 0,7125 0,61 8,353-1072 Atrator cadtico
(d) 0,712 0,595 1,558-1072  Atrator cadtico em bandas

Tabela 2 — Expoente de Lyapunov e natureza do atrator para os atratores apresentados na Figura 21

A partir do valor do expoente de Lyapunov apresentado na quarta coluna da tabela 2
podemos identificar a natureza de cada atrator apresentado na Figura 21. Para o primeiro caso
(a), temos A na ordem de grandeza de 10~7, um valor muito pequeno. Neste caso, este valor
de A € o correspondente numérico para o caso de atrator quase periédico A = 0. Em nossas
andlises, consideramos que o atrator quase periddico apresenta A € [—0,004;0,004] uma vez
que, em simulacdes numéricas, nao € possivel obter um valor nulo exato. No segundo caso (b),
correspondente aos 20 pontos dispersos no espago de fase da Figura 21 (b), obtemos um valor
negativo para o expoente de Lyapunov, confirmando o atrator periddico. Para os dois ultimos
casos, temos um valor de A positivo, sendo que para (c) o valor € maior que o obtido para (d).
Na Figura 21 (c), os pontos sdo dispersos no espaco de fase, caracterizando um comportamento
caético que € confirmado pelo expoente de Lyapunov. Para o espacgo de fase em (d), temos que
as estruturas apresentadas sdo um atrator caético em bandas, isto é, a solugdo é cadtica (A > 0) e

ela ocupa regido distintas e bem estabelecidas no espago de fase.

O estudo sobre a evolugdo de atratores em mapas nao twist foi feito para o mapa
labirintico dissipativo [17,57]. Neste trabalho, faremos um estudo semelhante para o mapa
padrdo ndo rwist dissipativo. O sistema € mais simples, depende de um nimero menor de
parametros e, como dissemos, os resultados podem ser generalizados para sistemas nao twist

mais complexos.
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4.3 ROTA PARA O CAOS

Ao considerar a dissipagdo em um sistema, teremos atratores em seu espago de fase.
Como observamos nas Figura 20 (b) e 21 (a)-(d), o espaco de fase do mapa padrao nao twist
dissipativo apresenta atratores no toro (o atrator shearless) e pontos fixos, indicando um atrator
periddico e também atratores cadticos em bandas. H4 também o atrator cadtico no toro, que foi
observado para o mapa labirintico no artigo de Carvalho e Abud [17] e € representado por uma

curva nio suave no espaco de fase. Este atrator também pode ser encontrado para o DSNM.

Nesta sec¢do, buscamos estudar as estruturas dos atratores no espago de fase e a sua
evolugdo, a medida que um parametro do sistema ¢ alterado. Sendo assim, examinamos as
possiveis rotas para o caos, i.e., como o0s atratores regulares evoluem para um atrator cadtico no
toro. Para sistemas que satisfazem a condicdo fwist, a transicdo de um atrator quase regular para
um atrator cadtico no toro € bem estabelecida. Esta transicdo ocorre, de forma geral, quando
o toro € destruido. Letellier, Massager e Gilmore analisaram a transicdo para o caos em um
oscilador de van der Pol periodicamente forcado [60]. Nesta andlise, eles estabeleceram duas
rotas para o caos: a rota "hard" (dificil) onde o atrator quase periédico no toro passa por um
"enrugamento” e entdo € substituido pelo atrator cadtico, e a rota "soft", também denominada
rota de Curry-Yorke, onde o atrator se torna cadtico em bandas e entdao cadtico no toro [59,60].
A partir disto, estudamos a possibilidade da existéncias destas duas rotas para sistemas nao twist

dissipativos, no nosso caso, 0 mapa padrdo nao twist dissipativo.

Para a andlise de rotas para o caos, construimos os diagramas de bifurcagcdo, para um
valor fixo de b e investigamos as formas e estruturas dos atratores para diferentes valores de
a. O diagrama de bifurcagio € construido da seguinte maneira: primeiro, fixamos um par de
pardmetros (a,b) e entdo uma condi¢@o inicial € iterada por um longo intervalo de tempo. No
diagrama, colocamos apenas os valores de y para as ultimas iteradas. Apods isto, mudamos o
valor de a e realizamos 0 mesmo procedimento. Para cada mudanga no valor de a, a condi¢ao

inicial do préximo valor € igual a Ultima iterada do valor anterior de a.

Juntamente com o diagrama de bifurcagdo, nds apresentamos o expoente de Lyapunov
para a solugdo, calculado pelo método proposto por Eckmann e Ruelle para sistemas discretos
[36], apresentado na equacdo (2.30). A partir desta andlise construimos a Figura 22, onde
apresentamos o diagrama de bifurcacdo e o perfil do expoente de Lyapunov para os parametros

b=0,58ey=0,1. A primeira condi¢do inicial escolhida para o primeiro par de parimetros (a,b)
o . 1 . . ~
¢ o ponto indicador do caso conservativo z = <_4_1’ —§> . Consideramos um tempo de iteracao
n = 10* e, para o diagrama de bifurcacio, apenas as dltimas 2000 iteradas sdo apresentadas.
O expoente de Lyapunov foi calculado simultaneamente com o diagrama de bifurcacdo, onde

descartamos as primeiras 5000 iteragdes e calculamos A até o tempo de iteragdo final.

O diagrama de bifurcacdo da Figura 22 exibe diferentes comportamentos. Para valores

proximos de a = 0,7, observamos atratores que preenchem um certo dominio de y para varios

64



0,7 0,705 0,71 0,715

Figura 22 — Diagrama de bifurcacdo e expoente de Lyapunov, em func¢do de a, para b = 0,58 e y= 0,1. Os pontos
em preto indicam as 2000 ultimas iteradas e a curva em vermelho representa o expoente de Lyapunov.
O eixo referente ao diagrama (expoente de Lyapunov) estd a esquerda (direita). As linhas tracejadas em
rosa indicam atratores de interesse, onde (a) e (b) apontam atratores quase periédicos (A = 0) enquanto
(c) destaca um atrator cadtico (A > 0).

valores de a, até o ponto indicado pela primeira linha tracejada rosa (a). Apds este pontos, temos,
para cada valor de a, um niimero de pontos distinguiveis, portanto, o atrator estd apenas em alguns
pontos de y. Estas duas estruturas se alternam durante todo o diagrama apresentado. A primeira
estrutura pode representar dois casos: um atrator quase regular no toro ou um comportamento
cadtico na forma de um atrator caético ou de uma solucdo cadtica com a coordenada y restrita.
Para diferenciar e identificar estas estruturas, recorremos ao expoente de Lyapunov, indicado pela
curva em vermelho no diagrama. A partir do valor de A, vemos que para o comego do diagrama,
com a € [0,7;0,707 5], os atratores sdo quase periédicos, uma vez que A = 0. A medida que o
valor de a aumenta, observamos que estas estruturas assumem uma valor positivo de A, indicando

a presenca de atratores cadticos com a coordenada y restrita a um certo intervalo.

A segunda estrutura, onde ha pontos distinguiveis no diagrama de bifurcagao, representa
atratores periddicos: pontos distintos para onde a solucdo € atraida e ela "salta" de ponto
em ponto até retornar para o ponto inicial depois de completar um periodo. Estes atratores
apresentam uma valor negativo para o expoente de Lyapunov. Apresentamos A = 0 como uma

linha tracejada no diagrama para destacar os valores positivos e negativos do expoente A.

Para ilustrar os diferentes cendrios de atratores existentes no diagrama de bifurcacdo da
Figura 22, escolhemos trés valores do parametro a e construimos os respectivos espacos de fase.
Estes trés parametros sdo indicados pelas linhas tracejadas em rosa e os valores de a sdo (a)
a=0,7023, (b) a= 10,7060 e (c) a = 0,7076. Os trés espacgos de fase sdo mostrados na Figura
23.

O atrator na Figura 23 (a) € uma curva no espaco de fase e, como Carvalho e Abud
nomearam [17], € um atrator shearless, uma vez que sua forma € semelhante a curva shearless do
caso conservativo. Na Figura 23 (b) e (c), observamos atratores em curvas nao suaves. Os pontos
em rosa nas figuras Figura 23 (a) e (b) sdo denominados "ghosts" (fantasmas) e representam

Orbitas estdveis de parametros proximos (vizinhos), que podem ter uma influéncia no atrator
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Figura 23 — Atratores para os casos indicados na Figura 22, onde (a) a = 0,7023, (b) a = 0,7060 e (c) a = 0,7076.
Em todos os casos b = 0,58 e Y= 0,1. Os pontos em rosa sdo os atratores "ghosts" (fantasmas) e eles
s30 os atratores de pardmetros de valores préximos, tal que a = 0,703 em (a) e a = 0,705 em (b).

quase periddico observado [60]. Neste caso, os fantasmas sdo atratores periédicos de periodo 20
de um parametro posterior (no caso da Figura 23 (a)), ou de um parametro anterior (como na
Figura 23 (b)).

Os espacos de fase apresentados na Figura 23 seguem uma das rotas propostas por
Letellier e colaboradores [60]: a rota com uma transi¢do "hard" para o caos. Na Figura
23 (a) temos um atrator quase periddico no toro e, observando a ampliacdo no canto direito
superior da figura, vemos que a curva € suave. Aumentando um pouco o parametro a, temos o
atrator apresentado na Figura 23 (b) onde vemos que a curva ndo € mais suave: ela apresenta
um "enrugamento" e, observando a ampliagdo, este enrugamento ocorre ao redor dos pontos
fantasmas. Observando os expoentes de Lyapunov na Figura 22 para o caso (a) e (b), vemos que
seu valor € nulo, logo, nenhum dos atratores € cadtico, ambos sdo quase periddicos. Ja para o
atrator da Figura 23 (c), vemos que a curva € mais "enrugada" que o caso em (b). Ao verificar o
valor do expoente de Lyapunov para esse caso, vamos que ele € positivo. Logo, para a Figura 23
(c) temos um atrator cadtico no toro. Dessa forma, temos a rota "dificil" para o caos, onde um
atrator quase periddico no toro se torna um atrator "enrugado” e apds um atrator cadtico no toro,

a medida que o parametro de controle aumenta.

Uma vez que identificamos a rota hard para o caos, nosso objetivo € encontrar a rota
"soft" (suave), também denominada rota de Curry-Yorke. Para isto, modificamos um pouco
o valor de b, escolhendo b = 0,6. Seguindo exatamente as mesmas etapas utilizadas para a
construcdo da Figura 22, calculamos o diagrama de bifurcagdo e o expoente de Lyapunov para
b = 0,6. O resultado é apresentado na Figura 24.

As estruturas presentes no diagrama de bifurcacdo da Figura 24 sao semelhantes as
estrutura do diagrama na Figura 22: observamos atratores que ocupam um dominio de y e
possuem expoente de Lyapunov nulo (atratores no toro), também vemos os atratores periddicos
representados por pontos distinguiveis e expoente de Lyapunov negativo e possiveis atratores
cadticos no toro, onde o atrator também preenche um intervalo de y mas tem o expoente A

positivo. Entretanto, para maiores valores de a, proximos do final do intervalo em estudo, vemos
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(a) (b) (¢)

0,7 0,705 0,71 0,715

Figura 24 — Expoente de Lyapunov (curva vermelha) e diagrama de bifurcagio (pontos pretos) em fungdo de a para
b=0,6ey=0,1. Os eixos seguem a mesma disposicdo definida para a Figura 22. As linhas tracejadas
destacam diferentes momentos do atrator durante a rota: a linha traceja (a) aponta quando o atrator €
quase periddico, enquanto (b) e (c) indicam comportamento cadtico.

alguns pontos dispersos na dire¢@o y. Estas solugdes tem um expoente de Lyapunov relativamente

mais alto, configurando assim um comportamento caético no sistema.

Escolhendo novamente trés valores de a no diagrama da Figura 24, indicado pelas linhas
tracejadas em rosa, construimos os espacos de fase para cada par de pardmetros (a;b = 0,6). Os

espacos de fase estdo na Figura 25.

(a) (b) ©)
0,6 ‘ ‘ 0,6 N 0.6 |
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Figura 25 — Atratores para b = 0,6, Y= 0,1 e para os valores de a destacados pelas linhas tracejadas da Figura 24:
(a)a=0,7052, (b) a=0,7118 e (c) a = 0,7124. Os atratores fantasmas indicados pelos pontos azuis
e rosas sdo referentes ao parimetros (a) a = 0,7063 e (b) a = 0,7118.

Analisando o atrator na Figura 25 (a), vemos um atrator suave quase regular no toro. Este
atrator é rodeado por pontos fixos fantasmas. Novamente, estes pontos fantasmas s@o atratores
periddicos de um parametro posterior (a = 0,7063). Neste caso, observamos duas cadeias de
pontos fixos fantasmas: os pontos em rosa e os pontos em azul, ambos de periodo 37. Estas
cadeias de pontos fixos sdo o correspondente dissipativo das cadeias de ilhas gémeas, para o caso
conservativo (y = 0). Ao aumentar o pardmetro a, temos a situagdo apresentada na Figura 25
(b): um atrator formado por vérias estruturas separadas no espago de fase. Também observamos
os atratores fantasmas de um pardmetro anterior e, neste caso, de periodo 40. Verificando
a ampliacdo na Figura 25 (b), os pontos fixos aparentam ter passado por uma bifurcagdo de

duplicacdo de periodo, uma vez que hé dois pontos muito proximos um do outro. Uma solucao
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que estd em uma estrutura do atrator na Figura 25 (b) visita todas as estruturas em sua evolugdo
temporal. Por isto, este atrator € denominado atrator em bandas e, verificando o valor de seu

expoente de Lyapunov na Figura 24, ele é um atrator cadtico em bandas.

Para o ultimo espaco de fase na Figura 25, observamos um atrator com uma forma mais
complexa que é cadtico, uma vez que seu expoente A € positivo, como indicado pela linha
tracejada (c) na Figura 24. A transic@o apresentada pelo digrama na Figura 24 e pela sequéncia
de espacos de fase na Figura 25 é a rota de Curry-Yorke. Nessa rota "suave" para o caos, o
atrator no toro € desestabilizado e substituido por uma cendrio de phase-locking, representado

pelo atrator cadtico em bandas, e entdo um atrator caético no toro emerge [60,61].

Os atratores quase periddicos desempenham um papel semelhantes a curva shearless
enquanto os atratores periddicos fantasmas podem ser divididos em duas cadeias de pontos
periodicos, uma caracteristica propria de sistemas nao twist. Com os resultados mostrados nesta
secdo, podemos dizer que as transi¢des para 0 caos que ocorrem em sistemas fwist também

podem ser observadas em sistemas ndo twist, com suas especificidades.

4.4 ANALISE DOS ATRATORES E ESPACO DE PARAMETROS

O estudo de bifurcacdes em um sistema que depende de dois parametros pode revelar
rotas ndo triviais no espaco de parametros [60]. A anélise realizada sobre os atratores no espago
de fase, na secdo passada, estava restrita a valores de b e 'y fixos e a um pequeno intervalo de a.
Ao fixar Y= 0,1, temos que o sistema depende apenas de dois pardmetros: a e b. Sendo assim, é
possivel construir um espaco de pardmetros, semelhante ao estudado para a existéncia da curva
shearless apresentado no Capitulo 2, mas para identificar a natureza das solu¢des no espaco de

fase para diferentes valores de a e b.

O estudo de diagramas de bifurcaciao nos fornece a rota de bifurcacdao de uma solugdo
quando um parametro do sistema € variado. Estudar estes diagramas quando dois pardmetros sao
variados € possivel, mas € de dificil visualizagao e andlise. Por este motivo, vamos utilizar apenas

o expoente de Lyapunov para estudar a natureza dos atratores em um espaco de parametros a X b.

A constru¢ao do espaco de parametros para a natureza das atratores € feita da seguinte

forma: primeiro fixamos um valor de a e, para o primeiro valor de b, escolhemos como condi¢ao
1 b

inicial o ponto indicador z = <_4_1’ E)’ do mapa conservativo. A condi¢do inicial é entdao
iterada por um tempo n = 10, onde as 5000 primeiras iteradas sdo descartadas e o expoente de
Lyapunov € calculado pelo método de Eckman e Ruelle [36]. O valor do expoente de Lyapunov A
obtido é utilizado como a escala de cor do ponto (a,b) no espago de pardmetros. Para o proximo
valor de b, a dltima iterada (x,y) do pardmetro anterior é utilizada como condi¢@o inicial, entdo
calculamos A para este valor de b e todo esse processo é repetido até b = 1. Para o proximo valor
de a, a condig¢do inicial volta a ser o ponto indicador z e todo processo € refeito. O resultado

deste procedimento € o espago de parametro apresentado na Figura 26.
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(a)

0,62

< 0,5
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Figura 26 — Natureza dos atratores para diferentes parametros do mapa padrdo ndo twist dissipativo. Em (a),
apresentamos o espago de pardmetros, onde a cor de cada ponto (a,b) indica o valor do expoente de
Lyapunov de um atrator no espaco de fase para tal par de parametros. Os pontos em preto indicam
atratores quase periédicos (A = 0), os pontos em verde indicam que o atrator € periédico (A < 0) e
os pontos das outras cores indicam comportamento cadtico. A ampliag@o ao redor dos intervalos dos
diagramas de bifurcacdo das Figuras 22 e 24 € apresentado em (b), onde as linhas tracejadas em branco
indicam o valor de b onde ocorre a rota "hard” (b = 0,58) e a rota de Curry-Yorke (b = 0,6) para o
caos.

Na Figura 26 (a), temos o espago de pardmetros, nos intervalos a € [0,1] e b € [0, 1].
Os pontos em pretos indicam um expoente de Lyapunov nulo, ou seja, solu¢cdes em atratores
quase periddicos. De forma geral, esses pontos indicam a existéncia do atrator shearless e a
estrutura da regido que eles formam € bem semelhante a estrutura para a existéncia da curva
shearless no caso conservativo (Figura 10). A semelhanca entre o espago de parametro para o
atrator shearless e para a existéncia da curva shearless falha para valores pequenos de a, onde no
caso dissipativo hd uma tendéncia dos atratores serem periédicos (pontos verdes com A < 0),

enquanto para o caso conservativo, a curva shearless existe no espago de fase.

Para valores maiores de a e b no espago de parametros, verificamos que ha uma tendéncia
para o comportamento cadtico, indicada pelos pontos coloridos com A > 0. Entre os compor-
tamentos quase regular (pontos pretos) e cadtico com expoente de Lyapunov alto (A = 0,3),
vemos uma regiao com valor de A entre 0 < A < 0,03, representada pelos pontos em laranja,
uma regido em rosa, com valores de A entre 0,03 < A < 0,18, e a regido roxa com A > 0,18. Ao
observar o expoente de Lyapunov para o atrator cadtico em bandas na Figura 24 indicado pela
linha (b), observamos um expoente de Lyapunov relativamente pequeno, A ~ 0,02. Desta forma,
podemos dizer que os pontos em laranja indicam parametros para uma possivel existéncia de

bandas cadticas no espacgo de fase.

Na Figura 26 (b), temos a ampliacio do espaco de parametro para a regido que engloba os
diagramas de bifurcacao das Figuras 22 e 24. As linhas tracejadas brancas indicam as linhas onde

estes diagramas de bifurcac¢io foram calculados. Em ambas as linhas, conseguimos observar
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uma transi¢ao do atrator quase periodico (regido em preto) para um atrator periddico (regidao
verde). Entao, hd um retorno para o atrator quase periddico e depois o comportamento cadtico
emerge, com um expoente de Lyapunov pequeno (regido laranja). Esta sequéncia estd de acordo

com o perfil de expoente de Lyapunov apresentado nas Figuras 22 e 24.

Como tltima andlise das solucdes do sistema, analisamos agora os periodos dos atratores
periddicos indicados pelos expoentes de Lyapunov negativos no espaco de parametro da Figura
26. Para calcular os periodos, selecionamos apenas os pontos (a,b) com expoente de Lyapunov
negativo. Apds calcular o expoente A, verificamos se A < 0, e, se este for o caso, nés utilizamos
o ultimo ponto da trajetdria iterada para calcular A como condigao inicial para uma evolug¢do
temporal de 2000 iteracdes. Durante estas 2000 iteracdes, nds verificamos quando que a trajetéria
volta para a condicdo inicial, sendo que este intervalo de tempo € o periodo da 6rbita. Para
verificar o valor do periodo, n6s calculamos ele trés vezes e verificamos se os trés valores sdao
iguais, caso seja, colocamos no ponto (a,b) do espago de pardmetros a cor que representa esse
periodo na escala de cores. O espago de parametros para os periodos dos atratores periddicos

estd na Figura 27.

(a) (b)

0,62

<= 0,5

1151 —

0 0,5 1 0,7 0,705 0,71 0,715
a a

Figura 27 — Espago de parametros para os periodos dos atratores periddicos indicados pelos pontos em verde na
Figura 26. A ampliacdo em (b) é feita na mesma regido da Figura 26 (b). O periodo de cada atrator
é calculado analisando o tempo que a trajetdria leva para voltar a condi¢do inicial, apés um tempo
transiente de 10* iteracdes e estd indicado pela escala de cores a direita.

No comecgo do espago de parametros da Figura 27 (a), observamos uma regido em
preto, indicando que atratores periddicos de periodo 1 s@o mais provdaveis de existir para valores
menores de a. Outros atratores de periodos pequenos, como periodo 2 e 3, estdo dispostos no
espaco de parametros. Ao observar os pontos em vermelho, que indicam periodo 2, € os pontos
em azul claro, que representam o periodo 3, vemos que eles se alternam entre si, de uma forma
regular. De fato, esta estrutura € semelhante as linguas de Arnold [4, 62]. Pontos que indicam
periodos maiores que 3, estdo restritos a regides entre as estruturas de periodo 2 e 3 e entres

diferentes estruturas de periodo 3.
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Observando a ampliacao apresentada na Figura 27 (b), vemos as duas linhas pretas que
indicam as linhas onde os diagramas de bifurcacdo das Figuras 22 e 24 foram calculados. Para
b = 0,58, seguindo a linha no sentindo do aumento de a, vemos que ela intercepta uma regiao
laranja, de periodo 20. Este resultado estd de acordo com os atratores periddicos fantasmas
observados nas Figuras 23 (a) e (b). Avancando para maiores valores de a nessa linha, vemos que
ha um pequena regido onde os atratores periddicos ndo existem mais, e depois ha o surgimento
de atratores periddicos de periodo maior, como 26, 74 e maior que 100. J& para b = 0,6, podemos
encontrar os periodos observados nos atratores fantasmas das Figuras 25 (a) e (b). Para o caso em
25 (a), os pontos fixos tem periodo 37, regido cortada pela linha b = 0,6 proxima de a = 0,706
(regido rosa). Continuando por esta linha, temos a regido laranja (periodo 20), depois uma regidao
verde clara indicando periodo 40 dos atratores fantasmas da Figura 25 (b), e entdo uma pequena
area verde escura, de periodo 80. Assim, verificamos uma rota de bifurcacio de periodo para
estes atratores periodicos. Esta duplicacio de periodo também pode levar a um comportamento
cadtico no sistema, como apresentado nas Referéncias [59,63], que observaram a transi¢do para

0 caos a partir de uma duplicacdo de periodo na propria rota de Curry-Yorke.

Faz-se necessdrio enfatizar que se considerarmos outra condi¢do inicial, os espacos
de parametros apresentados nesta secao (Figuras 26 e 27) podem ser diferentes. Apenas pelo
estudo do expoente de Lyapunov para uma condicao inicial, ndo € possivel ter certeza se existe
apenas um atrator no espaco de fase ou o sistema apresenta multiestabilidade, caracterizada
pela coexisténcia de mdltiplos atratores, para um par (a,b) especifico. A possibilidade de

multiestabilidade no sistema € o assunto estudado na proxima se¢ao.

4.5 MULTIESTABILIDADE

A multiestabilidade é definida pela coexisténcia de atratores distintos no espacgo de fase
para um certo conjunto de parametros do sistema [64—66]. Dessa forma, o sistema dissipativo
apresenta diferentes estados finais possiveis e o estado para qual ele convergird depende essen-
cialmente da condicao inicial [65,66]. O fendmeno da multiestabilidade pode ser encontrado
em vdrias dreas, como por exemplo na fisica de lasers e de semicondutores, na quimica, na
ecologia, na neurociéncia, na dindmica climdtica, na dptica, na matéria condensada, entre outros
exemplos [64,66].

Sistemas que apresentam multiestabilidade sdo denominados multiestaveis e exibem
sensibilidade a qualquer perturbagdo, de forma que uma pequena perturbacao pode desestabilizar
o comportamento periddico e regular [65, 66]. Esta sensibilidade é devida a uma relacdo nao
trivial entre os atratores do espago de fase [65], o que faz com que a dindmica seja sensivel a

condi¢ao inicial e a mudangas nos valores dos parametros do sistema [64].

A forma mais simples de se obter um sistema multiestdvel € incluir uma pequena
dissipacdo em um sistema conservativo [64,66]. Esta é exatamente a constru¢io para o mapa

padrdo ndo twist dissipativo estudado nesse capitulo. Como foi dito anteriormente, as ilhas e os
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toros do caso conservativo se tornam atratores periddicos e atratores no toro com a inclusio da
dissipacdo, respectivamente. As solugdes cadticas de um sistema ndo integravel conservativo sdo
transformadas em transiente cadtico, quando se considera dissipacdo. Ao incluir esta pequena
dissipacdo no sistema, o nimero de atratores periodicos € finito mas o quao grande é esse nimero

depende da amplitude da perturbacdo e das propriedades do sistema em si [66].

Para investigar a existéncia de multiplos atratores no DSNM, nds comeg¢amos o estudo
pela histerese no diagrama de bifurcagcdo. Calculando o diagrama de bifurca¢ao em sentidos
opostos, isto €, no sentido de aumento e de diminui¢do do parametro de controle, podemos
observar a evolucao de diferentes atratores, caso eles existam. Entdo, ha uma distin¢do entre
os dois diagramas, calculados em sentidos opostos da variacdo do parametro, caracterizando
histerese e indicando multiestabilidade. Fixando b = 0,6, calculamos e comparamos os dois
diagramas de bifurcag@o obtidos aumentando e diminuindo o valor de a, no intervalo a € [0, 1].
Os diagramas foram calculados seguindo a mesma metodologia usada para a construgcao da

Figura 22 e 24. Os resultados sdo mostrados na Figura 28.

Figura 28 — Diagramas de bifurcacdo em fungao de a para diferentes sentidos de variagdo. O diagrama em roxo
indica o sentido de a crescente, enquanto o diagrama em verde indica o sentido decrescente. Os valores
de pardmetro sdo b = 0,6 e Y= 0,1. As setas coloridas indicam o sentido de variacdo do parametro a.
A distin¢do entre os dois diagramas indica a coexisténcia de diferentes atratores no espago de fase. As
linhas tracejadas (a)-(c) destacam diferentes cendrios de coexisténcia de atratores.

Pela comparacao dos dois diagramas de bifurcacdo da Figura 28, observamos que eles
sdo diferentes. No intervalo a € [0;0,5], podemos ver que enquanto no diagrama em roxo existe
apenas um atrator periddico em y = 1.0, para diagrama em verde, temos um atrator periédico em
y = —1até a ~ 0,2 entdo uma sequéncia de atratores quase periddicos existe no espaco de fase.
Os diagramas sao diferentes até a ~ 0,75, onde entdo se tornam iguais até a = 1,0, apresentando
um comportamento cadtico (faixas que ocupam todo o dominio de y) e algumas janelas de
atratores periddicos. Esta diferencga entre os dois diagramas, como dito, caracteriza uma histerese,
indicando a presenca de diferentes atratores para um mesmo conjunto de parametros. Sendo

assim, este sistema apresenta multiestabilidade.
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Para ilustrar a coexisténcia dos atratores no espaco de fase, construimos o espaco de fase
e as bacias de atracdo para alguns valores de a, indicados pelas linhas tracejadas em preto na
Figura 28. Uma bacia de atracdo A¢ de um atrator € o conjunto de condi¢do iniciais que, ao
serem evoluidas temporalmente, converge para o atrator em questdo. Escolhemos entao, trés
valores de a indicados na Figura 27: (a) a = 0,38, (b) a = 0,51 e (¢) a = 0,73. Construimos o
espaco de fase, evoluindo um ndmero grande de condi¢des iniciais por um tempo de iteracao
n = 10*. Desconsiderando as primeiras 5000 iteradas, observamos no espago de fase apenas
as ultimas iteragdes e, assim, conseguimos identificar a localizacdo dos atratores. Anotando
as coordenadas (x,y) de cada atrator, podemos construir as bacias de atra¢do, onde dispomos
3-10° x 6- 10° condigdes iniciais no intervalo x € [0,1] e y € [~2,2] e observamos para qual
atrator cada trajetdria converge. Para cada atrator, designamos uma cor especifica, logo condicoes
iniciais que convergem para 0 mesmo atrator sdo indicadas pela mesma cor no espago de fase.
Os atratores para cada valor de a escolhido sdo apresentados na Figura 29 (a)-(c) e os resultados

para as bacias de atracdo estdo na Figura 29 (d)-(f).

(a) (b) (©)

0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
X X X

Figura 29 — Espacos de fase e bacias de atragdo para os valores de a indicados pelas linhas tracejadas na Figura 28:
a = 0,38 para (a) e (d), a = 0,51 para (b) e (e), e a = 0,73 em (c) e (f). No espaco de fase em (a) e,
consequentemente, na bacia de atragdo em (d) temos dois pontos fixos, indicados pelos quadrado e pelo
tridngulo, e a curva shearless. Nos espacos em (b) e (c), e nas bacias em (e) e (f), temos a coexisténcia
de diferentes atratores periddicos representados pelos diferentes simbolos.

Nos espacos de fase apresentados, observamos a coexisténcia de diferentes atratores no
sistema. No caso da Figura 29 (a), observamos a existéncia de um atrator shearless, indicado
pela curva em preto e dois pontos fixos, indicados pelos simbolos, no espaco de fase. Para o caso

das Figuras 29 (b) e (c), temos apenas atratores periddicos no espaco de fase, que também sdo
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indicados por simbolos. Para (b), hé dois atratores de periodo 1, indicados pelo tridngulo e pelo
quadrado. Neste mesmo espago de fase, ha outros dois atratores de periodo 2, representados
pelo circulo e pelo losango. Para (c), hé dois atratores periddicos de periodo 3, indicados pelo
triangulo e pelo quadrado. Uma caracteristica destes atratores periddicos € que eles obedecem a
transformagdo de simetria Ts(x,y) = (x£1/2,—y) do mapa padrdo ndo rwist conservativo. Dessa
forma, temos "atratores gémeos" e nos casos apresentados, o atrator indicado pelo triangulo

(circulo) é gémeo do atrator assinalado com o quadrado (losango).

As bacias de atrac@o para os atratores apresentados nas Figuras 29 (a), (b) e (c) estdao
apresentadas nas Figuras (d), (e) e (f), respectivamente. Em (d), temos que a curva shearless
¢ indicada pela curva em branco, enquanto sua bacia de atracao é formada pelos pontos em
preto. As bacias de atragdo para os atratores periddicos sao indicadas pelos pontos em ciano
(atrator no tridngulo) e em verde (atrator no quadrado). Para (e), temos quatro bacias de atracio:
ciano, verde, roxo e rosa indicando as condi¢des iniciais que sdo atraidas para os atratores
indicados pelo triangulo, quadrado, circulo e losango, respectivamente. Para o dltimo caso, em
(f), observamos duas bacias: verde e azul claro. Elas sdo bacias de atragcdo para os atratores

periddicos de periodo 3, com sua localizagdo marcada pelo tridngulo e pelo quadrado.

Ao observar as bacias de atracdo, vemos que elas ndo possuem uma estrutura suave ou
simples. De fato, a fronteira entre elas ndo € bem determinada e ha algumas regides onde estas
bacias se misturam. Esta regido € caracterizada por uma incerteza, uma sensibilidade maior das
condig¢des iniciais: dois pontos vizinhos podem levar a comportamentos assintéticos (atratores)
diferentes. As diferentes estruturas e interacdes das bacias pode ser analisada pelas entropias de

bacia, assunto tratado na proxima se¢ao.

4.6 ENTROPIA DE BACIA

Observando as bacias de atragdo apresentadas na Figura 29, podemos ver que, para o
caso a = 0,38 e a = 0,51, existe uma regido de tamanho significativo composta por uma cor
sO. Ja para a = 0,73, a maioria do espaco € formado por uma mistura de pontos verde e azul e
ha uma pequena regido sélida (uma cor apenas) ao redor dos atratores. Uma forma de analisar
estes dois casos de convivio entre bacias de atragcdo € a partir das entropias de bacia, ferramenta

proposta por Daza e colaboradores em seu trabalho publicado em 2016 [67].

A ideia central do estudo de entropias de bacia € analisar a entropia em um espago de
fase discretizado para cada parametro. De forma semelhante ao que fizemos para a constru¢iao do
espaco de parametros da Figura 16, nés distribuimos uniformemente um nimero finito de caixas
N para discretizar o espaco de fase. Sendo assim, nds obtemos um espaco de fase bidimensional
com N, caixas ndo sobrepostas. Considerando que as caixas estdo sobre as bacias de atracao

das Figuras 29 (d)-(f), temos que cada caixa terd pontos com certas cores em seu interior.
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Para cada caixa i, podemos associar uma entropia, definida por [67],

1
Si=Y pijlog (i) (4.4)
j=1 Pij
onde n; é a quantidade de diferentes cores dentro da caixa, com n; € [1,N4], sendo N4 o nimero
de atratores no espaco de fase, e p; ; € a probabilidade de uma cor especifica j existir na caixa
i. A probabilidade p; ; € calculada pela razdo do nimero de pontos de cor j pelo numero total
de pontos dentro da caixa. Neste trabalho, nés seguimos o valor utilizado por Daza et al. e
consideramos caixas com 25 condig¢des iniciais cada [67]. Pela defini¢do da entropia em (4.4),

vemos que a entropia serd nula quando existir apenas uma cor dentro da caixa.

Ap0s calcular a entropia S; para cada uma das N, caixas, nds podemos calcular a entropia
de bacia S, e a entropia de borda de bacia Sy, definidas por [67],

S 1 S 1%
Sp=—=-).5; Sbb:ﬁb:_ Si, 4.5)

ch ch i=1 Nb i=1
onde Np, é o nimero de caixas na fronteira entre bacias, ou seja, caixas com mais de uma cor. A
entropia de bacia esté relacionada com a incerteza das bacias [67] e pode descrever as estruturas
presentes no espago de fase [68]. Os valores limites para Sj sdo S, = 0 para o caso de um atrator
tnico e S = log N4 para uma bacia completamente aleatéria [67]. A entropia de borda de bacia

estd relacionada com a incerteza inerente apenas a fronteira entre as bacias [69].

Para os espacos de fase/bacias de atracao da Figura 29, nés calculamos as entropia S, e
Spp para uma malha de N, = 2000 x 4000 caixas. NOs iteramos as 25 condicdes iniciais em cada
caixa por n = 10* itera¢des para identificar a qual atrator ela ird convergir. Apés isso, calculamos
a entropia S; para cada caixa e entdo calculamos as entropias de bacia e de borda de bacia. O

resultado para cada caso estd apresentado na tabela 3.

S Shrp Ny Tipos de atratores
a=038 0,2367 0,6106 3 P, S
a=0,51 0,1532 0,3622 4 P
a=0,73 05993 0,6601 2 P

Tabela 3 — Entropia de bacia (Sp), entropia de borda de bacia (Sp;), ndimero de atratores (N4) e tipos de atratores
presentes no espago de fase para cada caso apresentado na Figura 29. As letras P e S na dltima coluna
indicam que os atratores sdo periddicos ou sdo atratores shearless, respectivamente.

Observando os valores mostrados na tabela 3, podemos concluir que todas as bacias
apresentam um certo grau de incerteza, uma vez que S, > 0 para todo os casos. O caso com
menor valor de Sj, € para a = 0,51. Este resultado € explicado pela pequena regido de mixing
("mistura") entre as bacias. De fato, s6 hd um mixing entre as bacias roxa e ciano e entre as
bacias verde e laranja, e a regido € relativamente pequena em comparag¢ao com os outros dois

casos. O valor de §j, para a = 0,38 também € baixo mas é maior que para o caso a = 0,51. Isto
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ocorre porque a regido de mistura entre a bacias dos atratores periddicos e a bacia do atrator
shearless ¢ maior. O tultimo caso, a = 0,73 tem o maior valor de S5, onde o mixing ocupa a

maioria do espaco.

Analisando agora os valores para entropia de borda de bacia, encontramos um valor
Spp > 0,6 para a = 0,38 e a = 0,73 enquanto para a = 0,51 temos Sy, = 0,3622. Para a = 0,38
temos um baixo valor de S e um alto valor de Sp;. Este resultado pode ser explicado pelo fato
de que hd uma grande regido sélida em preto correspondente a bacia do atrator shearless. Mas
h4 uma regido significativa de mixing proxima a y = +2. Com isso, temos um valor significativo
de S e um valor de Np menor e, com esses dois fatores, hd um aumento no valor de Sp,. Ja para o
caso a = 0,51, tanto S quanto Np sdo pequenos € ha um aumento no valor de N,, comparando
com o caso a = 0,38, pela fronteira entre a bacia roxa e laranja. Ambos resultado diminuem S, e
Spp. Por tltimo, temos o caso a = 0,73. O alto valor de Sy, para a = 0,73 pode ser explicado pela
grande regido de mixing: o valor de S € maior e mesmo que o valor de Ng seja maior também, a

razdo Sy, = S/Np é relativamente grande.

Por ultimo, queremos destacar que os resultados das entropias para a = 0,38 e a =
0,51 sdo claramente diferentes, mesmo ambos apresentados a coexisténcia apenas de atratores
periddicos no espago de fase. Com isso, podemos ver que espagos de fase com atratores da
mesma natureza podem apresentar diferentes cendrios de interac@o entre as bacias de atracdo e
estas diferencas podem ser identificadas pelos valores distintos de entropia de bacia e entropia
de borda de bacia.
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5 MAPA DO SENO-CIRCULO NAO TWIST: UM MAPA UNIDIMENSI-
ONAL DERIVADO DO MAPA PADRAO NAO TWIST

Nos capitulos anteriores, estudamos o mapa padriao ndo fwist, sua extensao ndo simétrica
e simétrica e a sua versdo dissipativa. Estes mapas sdo bem estabelecidos na literatura e
nés analisamos alguns fatores que ainda nao haviam sido estudados. Neste dltimo capitulo,
propomos um novo mapa, o mapa do seno-circulo ndo twist, um mapa unidimensional que segue
a construcdo do mapa do seno-circulo original a partir do mapa de Chirikov-Taylor, mas baseado
no mapa padrdo ndo twist. Os resultados inéditos deste capitulo foram publicados na revista
Physical Review E sob o titulo "Dynamics, multistability, and crisis analysis of a sine-circle

nontwist map".

Antes de apresentarmos 0 novo mapa e nossas andlises, fazemos uma breve revisdo sobre
o mapa do seno circulo. Apresentaremos sua construcao a partir do mapa de Chirikov-Taylor e

suas principais caracteristicas.

5.1 MAPA DO SENO-CIRCULO

O mapa de Chirikov-Taylor, também chamado de mapa do rotor pulsado e mais comu-

mente conhecido como mapa padrio, € um mapa bidimensional definido pelas equacdes,

K
L=, +— 27O
n+1 n + 27[ Sen( TC n), (51)

enJrl :en + In+17

onde 6 e / s3o as coordenadas conjugadas, ambas calculadas com mod 1. O pardmetro K refere-se
a amplitude da perturbag@o que atua sobre a coordenada radial do sistema [32]. O mapa padrao

¢ uma mapa conservativo, como podemos confirmar pelo cdlculo do determinante da matriz

Jacobiana,
aIn—H aIn-i—l
ol, 0, 1 Kcos(2m6,)
17| = = =1, (5.2)
90,1 90411 1 1+ Kcos(2n8,)
ol, 00,

que assume um valor unitdrio.

O mapa padrdo pode ser descrito por um fun¢do Hamiltoniana, definida por [29],

1 - t
H= I —Kcos(2m) ¥ 3 (T - n) (5.3)

n—=—o0
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onde o primeiro termo refere-se ao sistema nado perturbado e o segundo, a contribui¢do dos
sucessivos "kicks" (impulsos) com periodo 7. Ao aplicar as equagdes de Hamilton (2.6) na
funcdo (5.3) e integrando as equagdes entre dois impulsos consecutivos, n e n+ 1, chegamos as
equacdes que regem o mapa, as equagoes (5.1) [29].

O mapa padrao € um mapa twist, como podemos ver ao aplicar a condi¢do twist (equacio

(2.23) para as equagdes em (5.1),

00,11 Ol
o,  odI,

1 5.4

Diferente do caso ndo twist, o mapa padrdo twist apresenta uma derivada 06,41 /dl, ndo nula
para qualquer ponto (0,7) no espago de fase. De fato, 98,11 /dI, = 1 para qualquer ponto (8,7).

O mapa padrao é um paradigma para o estudo de sistemas dinamicos, uma vez que ele
emerge em muitos problemas fisicos [29]. Grande parte dos resultados obtidos para este mapa
continuam vélidos para toda a classe de mapas twist [32], o que o torna de grande interesse para
a descri¢ao da dinamica local de sistemas nao lineares mais complexos [4,32]. A transicdo para
um regime cadtico e o comportamento cadtico em si podem ser compreendidos pela andlise
do mapa padrido, uma vez que o mapa fornece uma explicacdo abrangente sobre o efeito de
perturbagdes ressonantes no sistema, como € descrito pelo teorema de Poincaré-Birkhoff e pelo
teorema KAM [32].

O mapa do seno circulo pode ser obtido a partir das equacdes (5.1) que regem o0 mapa
padrdo. A partir de uma manipulagdo matemadtica, onde substituimos 7,1 em 6,1 consideramos

I, um valor constante, I,, = €, e fazemos a substituicdo 0 = x e K — —K, encontramos [ 18],
K
Xpil =X +Q— o sen(2mx,), mod 1 (5.5)

conhecido como mapa do seno-circulo ou mapa do circulo padrdo [70,71]. O mapa (5.5) também
pode ser obtido pelo mapa padrao dissipativo, como mencionado por Lichtenberg e Lieberman [4]
e Bohr, Bak e Jansen [72], ou pela anélise da fase de osciladores com um forcamento externo
periddico [23]. O mapa do seno-circulo € comumente utilizado para descrever a dindmica
de um oscilador com frequéncia natural Q2 acoplado a outro, de frequéncia unitiria, com um

acoplamento de amplitude K [22,73].

O mapa do seno-circulo apresenta uma forma matematica simples, entretanto, sua di-
namica intrinseca € nada simples ou trivial, uma vez que a natureza das solu¢des depende do
valor de K. Antes de apresentarmos 0 mapa que propomos e os novos resultados, fazemos uma
breve revisdo das principais propriedades do mapa do seno-circulo. Propomos esta revisdao com
o intuito de facilitar o entendimento dos novos resultados, referente ao mapa do seno-circulo ndo

twist, que serdo apresentados nas proximas secdes.
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1. Conservagdo de energia e atratores do sistema

Para determinar se um mapa unidimensional x,,+1 = M(x,) é conservativo, calculamos o

valor da derivada . Para o mapa do seno-circulo definido pela equagdo (5.5), temos,

Xn

dxpi1
dx,

=1—Kcos(2mx,), (5.6)

que assume um valor ndo unitdrio para qualquer K > 0. Sendo assim, o mapa € dissipativo para
K # 0. Para K = 0, correspondente ao caso onde nao ha acoplamento entre os osciladores [73],

0 mapa € conservativo.

A seguir, na Figura 30, apresentamos algumas solucdes do mapa do seno-circulo para

diferentes valores de K e Q.

b
o N I
R: 0,5“ | ><:0’5 ,;'i: ><:0’5
1 | | : 3 . .
% 100 20 % 100 200 % 100 200
n n n

Figura 30 — Séries temporais para diferentes solu¢des do mapa do seno-circulo. Em (a), temos (Q,K) = (0,05;0,5)
e uma série temporal que converge para um ponto fixo. Para (b), (Q,K) = (0,25;0,5) e a solugdo
preenche todo dominio de x de forma ordenada, indicando comportamento quase peridédico. Por
dltimo, em (c), temos (Q,K) = (0,3, 1,5) e uma trajetéria que percorre todo o dominio de x de forma
desordenada e irregular, apontando comportamento cadtico. Para todas as séries, a condicdo inicial é
X0 = 0,5.

Para a Figura 30 (a), observamos um comportamento transiente nas primeiras iteragdes.
Esse comportamento € caracteristico de sistemas dissipativos, onde as solucdes tem um compor-
tamento nao permanente até "entrarem" em um atrator. Neste caso, o atrator € um ponto fixo de
periodo 1. Observamos que a série temporal apresentada na Figura 30 (b) ocupa todo o dominio
de x, mas de forma ordenada, indicando um comportamento quase regular. Diferentemente, na
Figura 30 (c), a solu¢ao ocupa todo o dominio de forma desordenada, indicando um possivel

comportamento cadtico no sistema.

2. Expoente de Lyapunov e natureza dos atratores

Como vimos no item anterior, as solu¢des do mapa do seno-circulo podem apresentar
diferentes comportamentos para diferentes valores de K e . Para identificar estes comporta-

mentos, utilizamos novamente o expoente de Lyapunov, que para um mapa unidimensional, é
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calculado diretamente por,

‘ 1 T-1 ,
A= Tim T,;)l"g M (x), (5.7)

onde M’ é a derivada do mapa M, i.e., M' = dM (x) /dx [6].

Como o mapa € unidimensional, hd apenas um expoente de Lyapunov cujo valor informa
sobre a natureza da solu¢do. Assim como vimos no capitulo anterior, um valor negativo para A
representa um atrator periddico enquanto um valor positivo indica comportamento cadtico. Para
A =0, temos um atrator quase periddico, um ponto de bifurcagcdo ou uma 6érbita marginalmente
estavel [21,35].

O valor do expoente de Lyapunov para as séries temporais apresentadas na Figura 30

estdo na tabela 4. Para o cdlculo de A, utilizamos um tempo de iteracdo n—109.

Série temporal A Tipo de solugdo
(a) —0,493 Periédica
(b) —4,105 x 1077 Quase periédica
(©) 0,236 Cadtica

Tabela 4 — Expoente de Lyapunov para cada uma das séries temporais apresentadas na Figura 30. Na terceira
coluna, temos o tipo de solug@o identificado a partir do valor de A, onde A = 0 indica comportamento
quase regular, A > 0 e A < 0 indicam comportamento caético e periédico, respectivamente.

Os valores de A apresentados na tabela 4 indicam o tipo de comportamento que as séries
temporais da Figura 30 assumem. Para a série na Figura 30 (a), o valor de A é negativo, indicando
um comportamento periddico. Ja para a série em (b), temos um valor de A muito pequeno, que
representa a situacdo com expoente nulo. Numericamente, obter A = 0 € algo infactivel, por isso
consideramos, neste capitulo, que |A| < 10~* indica expoente nulo. Para a tltima série da Figura

30, o expoente de Lyapunov € positivo, confirmando um comportamento cadtico.

3. Criticalidade do mapa e o espaco de parametros

Os sistemas mais simples capazes de apresentar comportamento cadtico sao 0os mapas
unidimensionais ndo invertiveis [6]. Um mapa M (x) é dito ser invertivel quando a fungio que o
define € uma funcgdo bijetora, isto €, apresenta uma associa¢do um-para-um [5]. Dessa forma,
é possivel encontrar o mapa inverso M~ tal que seu dominio é a imagem de M. Um mapa
invertivel também apresenta um comportamento monotdnico, isto €, se M varia monotonicamente
com x, as solugdes sdo regulares e o comportamento cadtico ndo € possivel. Quando o mapa

perde a sua invertibilidade, este comportamento irregular pode surgir no sistema.

Para verificar a invertibilidade do mapa do seno-circulo, podemos calcular a derivada
M’ e verificar se ela assume um valor nulo para algum valor de Q e K. Caso M’ = 0, temos um

valor extremo (maximo ou minimo) para a fungdo M(x) o que configura um comportamento nao
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monotdnico da fun¢do M, a ndo-invertibilidade do sistema e, consequentemente, a possibilidade

de comportamento cadtico.

Sendo a derivada do mapa do seno-circulo dada pela equacdo (5.6), temos que um valor
nulo da derivada € possivel apenas para K > 1. Para melhor compreensao deste resultados,
podemos construir o espago de parametros para a invertibilidade do mapa. Para cada valor de
QeK,tal que Q € [0,1] e K € [0,2], calculamos o valor da derivada (5.6) para 10° valores de
x € [0,1]. Se para algum desses valores de x, a derivada assumir um valor nulo, o mapa ndo é
invertivel e o ponto (€, K) é marcado no espago de pardmetros. O resultado para o espaco de

parametros para a invertibilidade do mapa € apresentado na Figura 31 (a).

(a) (b) (©) (d)
1 T T T T ] 1 T
205 105 o5t 1
O | | | / | c P 0 { L1y
T ®
| |2 12 ]
S 1 ]
O L L L L L L L L L s O L 1 L 07 L I L O L L L =)
0 02 04 06 08 1 0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
Q X, X x

Figura 31 - Invertibilidade para o mapa do seno-circulo. (a) Espaco de parametros para a invertibilidade do mapa,
onde os pontos em branco indicam onde o mapa ¢ invertivel. Os pontos em preto indicam onde o mapa
apresenta derivada nula, deixando de ser invertivel e tornando solu¢des cadticas uma solucao possivel
para o mapa. Os graficos x,4+1 X x, nos painéis (b), (c) e (d) correspondem ao pares de parametros
indicados pelos simbolos em vermelho, azul e laranja da Figura (a), respectivamente. As derivadas
para cada caso estdo representadas nas Figuras (e)-(g). As linhas em verde nas figuras (c),(d), (f) e (g)
destacam a ndo invertibilidade do mapa: os pontos onde o grafico x,,+1 X x, assume um valor extremo
e onde a derivada, um valor nulo.

Pelo espaco de parametros, na Figura 31 (a), observamos que o mapa deixa de ser
invertivel na linha K = 1, que € o pardmetro critico do sistema. Para K < 1 o mapa é denominado
subcritico, ndo ha um valor de x, onde a derivada € nula, ele apresenta um comportamento
monotonico, € invertivel e apenas solugdes periddicas e quase periddicas sdo possiveis [4,6,21,22].
Para K > 1, o mapa € dito ser supercritico, ele perde sua invertibilidade e monotonicidade e
exibe solucdes cadticas [4,22,73]. A criticalidade para o mapa ocorre em K = 1, onde ocorre a
perda da invertibilidade a partir de um ponto de inflex@o de inclinacao zero, por uma inflexao
cibicaem x =0 [4,74,75].

Para ilustrar os resultados de invertibilidade e criticalidade, apresentamos os gréficos
Xn+1 X X, juntamente com as derivadas para as trés situacdes discutidas: subcritico (Q,K) =
(0,2;0,4), critico (Q,K) = (0,5;1,0) e supercritico (Q,K) = (0,8;1,6), indicados pelos simbolos
em vermelho, azul e laranja, respectivamente. Os graficos sdo apresentados nas Figuras 31 (b)-(d)
e as respectivas derivadas nos painéis (e)-(g). Para facilitar a observagao, o grafico x| X x;, €

apresentado na mesma cor que o referente ponto no espaco de pardmetros da Figura 31 (a).
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Para a Figura 31 (b), temos o mapa no regime subcritico, com Q = 0,2 e K = 0,4, onde
ele € invertivel e ndo apresenta comportamento caético. Pelo grafico x,41 X x;, observamos um
comportamento monotdnico em rela¢do a x, ndo havendo nenhum ponto extremo. Este dltimo é
verificado pelo valor da derivada, na Figura 31 (e), que ndo assume um valor nulo para nenhum
valor de x. Essa situacdo é modificada para os casos apresentados nas Figuras 31 (¢) e (d), onde
(Q,K)=1(0,5;1,0) e (Q,K) = (0,8;1,6), respectivamente. Para estes casos, a derivada assume
um valor nulo,emx=0para K =1 ex~ 0,143 e x ~ 0,857 para K = 1,6. Colocamos no grafico
a linha tracejada f’(x,,; = 0) para facilitar a identifica¢do de quando a derivada se anula. O
mapa para K = 1,0, a derivada nula corresponde a um ponto de inflexdo enquanto para K = 1,6,
temos pontos de maximo e minimo locais. Assim, podemos ver que, para K > 1,0, um valor de

X, corresponde a mais de um valor de x|, quebrando assim a invertibilidade do mapa.

5.2 MAPA DO SENO-CIRCULO NAO TWIST

O mapa do seno-circulo pode ser obtido a partir de uma manipulagdo matemdtica simples
sobre 0 mapa padrdo. O que aconteceria se realizdssemos 0 mesmo procedimento matemético
mas tomando como ponto de partida o mapa padrdo nao twist? Para responder esta pergunta, nés

obtemos e estudamos o0 mapa do seno-circulo ndo twist.

O mapa do seno-circulo ndo twist € obtido a partir do mapa padrao nao twist, definido

pelas equagdes (2.25), que repetimos aqui para relembrar,

Ynt1 =yn — bsen(2mx,), 5.8)

Xn+1 =xp+a(l —y%), mod 1.

Repetindo a construcio apresentada na secdo passada, substituimos y,;| em x,41 € consideramos

yn constante, y, = . Dessa forma, encontramos o mapa,
Xni1 =X +a{l — [Q—bsen(2mx,)]?}, (5.9)

onde, seguindo os intervalos estipulados para o mapa padrdo ndo twist, x € [0,1],a € [0,1], b € R
e Q € R. Uma vez que o SNM ¢é uma aproximagao ao redor de y ~ 0 [11], nds estipulamos
Q € [—1, 1] como intervalo de interesse, para concordar com o intervalo y € [—1, 1] utilizado nas
referéncias [15,37,38,76-78].

Nés nomeamos o mapa (5.9) como mapa do seno-circulo nao twist pois sua constru¢ao
¢ idéntica a feita para o mapa do seno-circulo, mas utilizando o mapa padrao nao twist. Ele é
um mapa circular, uma vez que ele pode ser escrito como um mapa circular genérico, definido
como [4,72],

Opi1 = £(6,) =0, +Q+g(6,), (5.10)
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tal que g(0,) satisfaz a condic@o de periodicidade g(x,+1) = g(x,) mod 1. Para o nosso mapa,

temos que ele pode ser escrito na forma (5.10), tal que,
Xpi1 = X, + P+ 2abQ sen(2mx,, ) — ab? sen’ (27mx;, ) (5.11)

onde ® = a —aQ? e g(x,) = 2abQ sen(27x,) — ab* sen?(27x,) satisfaz g(x,) = g(x,1) mod 1.
O mapa do seno circulo ndo twist pode ser considerado uma aproximagao local do mapa

padrao nao twist ou uma extensao do mapa do seno-circulo, uma vez que podemos escrever o

mapa (5.9) como,
Xni1 =X, + P — Kj sen(2mx,) + K sen’ (27mx,,) (5.12)

onde K; = —2abQ), K» = —ab* e ® = a — aQ?. Comparando as equagdes (5.5) e (5.12), vemos
que o formato é o mesmo, com excegdo do ultimo termo K> sen? (2mx,), que corresponde a
extensdo. Os termos Q e P sdo correspondentes, uma vez que eles sao o nimero de rotacao
quando a perturbagdo € nula (K = K| = K> =0) [4].

Apds apresentar o nosso mapa, provar que ele é circular e que pode ser considerado uma
extensdo do mapa do seno-circulo classico, voltamos agora as trés caracteristicas estudadas na

secdo anterior, € analisamos as mesmas propriedades para o mapa do seno-circulo ndo twist.

1. Conservagdo de energia e atratores do sistema

Sendo a derivada do mapa (5.9) definida por,

dxp i1
dx,

= 1 +4mnab[Qcos(2nx,) — b sen(2mx;, ) cos(27x,)| (5.13)

~ 2 . ~ z dx, +1
temos que o mapa ndo € conservativo e ndo preserva a area ( T F 1) para qualquer a,b # 0.
Sendo assim, temos que o mapa € um sistema dissipativo com dependéncia em trés parametros,
a, b e Q. Por isto, ndo existe uma curva de criticalidade simples no espago de parametros, o que
torna impossivel prever o comportamento cadtico no sistema. Entdo utilizamos o expoente de

Lyapunov para identificar o comportamento cadtico.

2. Expoente de Lyapunov e natureza dos atratores

Uma vez que € dificil identificar a perda da invertibilidade para o mapa (5.9), por ele
depender de trés parametros, utilizamos o expoente de Lyapunov para determinar a natureza
dos atratores. Utilizando a definicdo do expoente de Lyapunov para um mapa unidimensional
apresentada na equacdo (5.7) com a derivada do mapa da equacgdo (5.13), podemos calcular o
valor de A e determinar se a solucgdo é quase periddica (A = 0), periddica (A < 0) ou cadtica

(A >0).

83



Na Figura 32, apresentamos trés séries temporais do mapa do seno-circulo ndo twist.
Apresentamos a série apenas no intervalo n € [0,300] para ressaltar o seu comportamento
estaciondrio e também destacar o transiente inicial. Calculamos o expoente de Lyapunov para

cada série com um tempo de iteracdio n = 10° e apresentamos na tabela 5.

() (b) (c)

%05

|
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200 300 0 100 I’l 200 300 0 100 200 300

Figura 32 — Séries temporais para o mapa do seno-circulo ndo twist, para parametros a = 0,6, Q = 0,5 e diferentes
valores de (b). Em (a), b = 0,56 e a série temporal converge para um ponto fixo apds um transiente. Em
(b), temos b = 0,15 e uma solugdo quase periddica que ocupa todo o dominio de x de forma ordenada,
o contrdrio do caso observado em (c) onde b = 0,79 e a solugdo é caética, preenchendo o dominio de
forma desordenada. Para todas as séries, a condi¢ao inicial € xy = 0,5.

Série temporal A Tipo de solucdo
(a) —0,104 Periddica
(b) —2,975x 1077 Quase periddica
(c) 0,625 Cadtica

Tabela 5 — Expoente de Lyapunov referente as trés séries temporais apresentadas na Figura 32. A partir do expoente
A determinamos a natureza da solugdo apresentada: periddica (A < 0), quase periddica (A = 0) e cadtica

A=0.

As trés séries temporais na Figura 32 apresentam comportamentos distintos entre si,
o que é confirmado pelos diferentes valores do expoente de Lyapunov na tabela 5. Para a
Figura 32 (a), temos uma solu¢do periddica de periodo 1, um ponto fixo e expoente A nega-
tivo, A = —0,104. Ja para a Figura 32 (b), nés observamos pontos distribuidos no intervalo
x € [0,1] que preenchem todo o intervalo e apresentam um comportamento ordenado. Este
¢ o comportamento quase regular que € verificado pelo valor nulo do expoente de Lyapunov
(numericamente A = —2,975 x 10~7). No dltimo caso, apresentado na Figura 32 (c), observamos
um comportamento irregular, com pontos distribuidos de uma forma desorganizada no dominio
de x. Esta solu¢do apresenta um comportamento cadtico, confirmado pelo valor positivo do
expoente de Lyapunov, A = 0,625.

3. Criticalidade e o espacgo de parametros

Para identificar a invertibilidade do mapa do seno-circulo ndo twist, nds repetimos o

procedimento realizado para construir o espago da pardmetros da Figura 31 (a). Como exemplo,
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fixamos Q = 0,3 e estudamos a invertibilidade no intervalo a € [0,1] e b € [0,2]. O espago de

parametros resultante € apresentado na Figura 33 (a).

(a) (b) (© (d)
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Figura 33 - Invertibilidade para o mapa do seno-circulo nio fwist. Em (a), apresentamos o espago de pardmetros
para a invertibilidade do mapa, onde os pontos em preto indicam onde o mapa deixa de ser invertivel,
permitindo a existéncia de solucdes cadticas. Os pontos em branco indicam parametros onde o
mapa € invertivel e apenas solucdes periddicas e quase periddicas sdo possiveis. Os graficos x,41 X x,
correspondentes ao pares de pardmetros indicados pelos simbolos em vermelho, azul e laranja da Figura
(a) estdo nas Figuras (b), (c) e (d), respectivamente. As derivadas para cada caso estdo representadas
nas Figuras (e)-(g). As linhas em verde nos graficos x, 11 x x, € M’ (x,+1) X x, indicam os pontos onde
a derivada € nula e o mapa apresenta pontos de extremo locais.

Comparando os espagos de parametros para a invertibilidade do mapa do seno-circulo
classico (Figura 31 (a)) e do mapa do seno-circulo ndo twist (Figura 33 (b)), observamos que
para o novo mapa a linha critica ndo € tdo simples como uma fun¢do constante, o que torna mais
dificil encontrar os pares de pardmetros criticos (a,b). De fato, como néo conseguimos encontrar
a linha critica analiticamente, 0 método numérico que utilizamos nos fornece uma estimativa de

quando o mapa perde sua invertibilidade.

Para este novo mapa, também escolhemos trés pares de parametros indicando quando o
sistema estd no regime subcritico (ponto vermelho, a = 0,15 e b = 0,35), critico (ponto em azul,
a=0,4 e b=0,44) e supercritico (ponto em laranja, a = 0,7 e b = 0,45). O grafico x,41 X x,
de cada ponto estdo nas Figuras 33 (b)-(d), onde novamente escolhemos a mesma cor do ponto
referente. As derivadas referentes as Figuras (b), (c) e (d) sdo apresentadas nas Figuras (e), (f) e

(g), respectivamente.

Para o caso subcritico, onde o mapa € invertivel, observamos um comportamento mo-
notonico no grafico x,41 X x, da Figura 33 (a), comprovado pela derivada, no painel (e), que nao
assume valor nulo no dominio de x. Para o caso critico, observamos que a derivada assume um
valor nulo para x ~ 0,6. De fato, fazendo uma ampliag@o ao redor deste valor, encontramos que
a derivada assume um valor nulo para dois pontos x ~ 0,589 e x ~ 0,599. Esta € a limitacdo do
método utilizado para constatar a invertibilidade, como temos apenas uma estimativa, é possivel
que ndo encontremos exatamente o valor critico, apenas um valor aproximado. Por dltimo, para o
caso supercritico, observamos um ponto de minimo e méaximo local na Figura 33 (d), verificados

pelo valor nulo da derivada.
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Para demonstracdo da invertibilidade, fixamos e construimos o espaco de parametro
a X b. Mas podemos b ou a e construir os espagos Q x a e Q x b. Os espagos resultantes
também apresentam uma curva critica mais complexa que a linha constante do caso do mapa do

seno-circulo original.

5.3 ANALISE DINAMICA DO MAPA

Na secao anterior, vimos que os atratores apresentam diferentes comportamentos para
diferentes valores de pardmetros (Q,a,b). Nesta secdo, analisamos a evolug¢do dos atratores
a medida que o valor de um pardmetro € modificado. Esta andlise é baseada nos diagramas
de bifurcagdo, que mostram a posi¢ao e a forma do atrator no dominio de x, e no expoente de

Lyapunov, que nos informa a natureza do atrator.

Em nosso trabalho, nés analisamos a evolucao dos atratores com a varia¢do do parametro
b, fixando a e . Como estamos interessados na evolucdo dos atratores, os diagramas de
bifurcacdo sdo construidos da seguinte maneira. Primeiro, escolhemos como condig¢o inicial
xo = 0,5 para o primeiro valor de b. Entdo, evoluimos a solugdo por 10 iteradas e apresentamos
no diagrama os dltimos 2000 pontos, evitando assim o comportamento transiente. De forma
simultanea, calculamos o expoente de Lyapunov como explicado na se¢do anterior e apresentamos
seu valor na mesma figura, com o intuito de identificar a solu¢c@o apresentada no diagrama. Para

o préximo valor de b, a condi¢do inicial € a dltima iterada da solu¢@o do parametro b anterior.

Os diagramas de bifurcacao para a = 0,1, Q = 40,5 e Q = 0,0, e valor de b variando
entre b € (0,2], juntamente com o perfil do expoente de Lyapunov, sdo apresentados na Figura
34.

(a) | (b) " (©)

=0,5 0,5
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0 0
<
e e T T A L
0 0,5 1 1,5 2
b

Figura 34 — Diagrama de bifurcagdo e expoente de Lyapunov em relagdo ao pardmetro b, paraa = 0,1 e (a) Q=0,5,
(b) Q=—-0,5¢ (c) Q=0,0. A linha traceja evidencia A = 0. Nos trés diagramas, observamos um
atrator quase periédico (A = 0) sendo substituido por um atrator periédico (A < 0) de periodo 1 que,
posteriormente, bifurca em um atrator de periodo 2.

A partir dos diagramas de bifurcag¢do juntamente com os expoentes de Lyapunov apre-
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sentados na Figura 34, identificamos dois tipos de atratores, um atrator que preenche o dominio
de x que bifurca em um atrator periddico de periodo 1. Este cendrio é observado para os trés
valores de Q. Pelo expoente de Lyapunov apresentado nos painéis inferiores, observamos que
os atratores que preenchem o dominio sdo atratores quase periddicos, caracterizados por um
expoente nulo, A = 0, que sofrem uma bifurca¢do onde um atrator periédico, com A < 0, emerge.
A bifurcacdo ocorre aproximadamente em b = 0,5 para Q = +0,5 e em b = 1,0 para Q = 0,0.
O ponto fixo de periodo 1 que emerge da bifurcacao eventualmente sofre uma bifurcacdo de
duplicacdo de periodo e € substituido por um atrator de periodo 2, para b > 1,5, para os trés

valores de Q analisados.

Os trés diagramas de bifurcacdo da Figura 34 apresentam bifurca¢des comuns para todos
os valores de Q estudados. Uma vez que o mapa € unidimensional, podemos tentar analisar a

bifurcagdo analiticamente.

5.3.1 Andlise de bifurcacao

Bifurcagdo € definida como uma mudancga qualitativa na dindmica do sistema quando o
parametro de controle € variado [6]. Esta mudanga no sistema ocorre em um ponto especifico,
denominado ponto de bifurcagao, localizado no valor do parametro onde ocorre a bifurcaciao. O
estudo de bifurcacdes tem grande relevancia uma vez que podem ser a base de modelos para
transicoes e instabilidades de sistemas fisicos [1]. Em uma bifurcagdo, pontos fixos podem ser
criados e destruidos, como na bifurcacao do tipo sela-n6, ou a sua estabilidade destes pontos
pode ser modificada, como na bifurcagdo transcritica [1]. Um estudo detalhado sobre bifurcacdes

pode ser encontrado nas referéncias [1,5,6,30].

Para mapas unidimensionais, podemos encontrar as bifurcacdes a partir da anélise de

. . ~ 2 . d
suas derivadas, uma vez que as bifurcacdes ocorrem no ponto onde o médulo da derivada %
n

assume um valor unitério [5,6]. Caso a derivada assuma um valor positivo, isto é dz;"T:l =1,a
bifurcacio pode ser do tipo sela né, forquilha ! ou transcritica. J4 se a derivada assumir um valor
-1, a bifurcacio que ocorre € do tipo duplicacdo de periodo [5, 6]. Caso a derivada seja positiva,
também precisamos calcular a derivada em relacdo ao parametro do mapa: caso a derivada
assuma um valor ndo nulo, a bifurcacao € do tipo sela-nd, caso contrario, temos uma bifurcacao
transcritica/forquilha [5, 6]. Neste trabalho, ndo analisaremos a bifurcacdao de duplicacio de
periodo, focaremos na bifurcacao que ocorre nos diagramas de bifurcacao da Figura 34, onde

um atrator quase periddico desaparece e um atrator de periodo um emerge.

O ponto de bifurcagdo (x*,a*) pode ser calculado pela equacio,

Xy 41

0x,

=1. (5.14)

x* ot

onde o € o parametro que € variado na andlise da bifurcacdo de atratores. Sendo a derivada

' Nos livros textos, a bifurcagio forquilha também é denominada como pitchfork.
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definida pela equacdo (5.13), temos,

0Xp 41

ox;,

= 1 +4mabcos(2nx™)[Q — b sen(2nx™)| = 1,
x*
4mab cos(2mx™)[Q — b sen(2mx™) (5.15)

cos(2mx")[Q — b sen(2mx™)

Pela equacdo (5.15) apresentada acima, temos duas situa¢des possiveis: cos(2mx*) =0

ou Q —bsen(2nx*) = 0. Isto nos leva aos seguintes valores de x*,

r . 1
x=,
cos(2mx*) =0
.3 (5.16)
X=
\Q—bsen(an*) =0—x" = % arcsen (%) :

Como dito, neste trabalho focamos na bifurcacao onde um atrator quase periddico €
substituido por um ponto fixo de periodo 1. Sendo assim, a iterada do ponto x* deve ser idéntica

a ele mesmo, isto é, x,1 | = x,,, com x,, = x*. Dessa forma,

Xpt1(xp =x7) =x7,

x* =x* +a{l — [Q—bsen(2mx*))*}, (5.17)
bsen(2mx*) = Q+ 1.

Substituindo os pontos x* da equagao (5.16) na equagao (5.17), obtemos os parimetros
1

Q* e b* onde a bifurcacdo ocorre. Dessa forma, para x* = 7

b* sen (2%1) =Q"+1,
4 (5.18)
b* —Q*F =+1.

Para x* = —, temos,

b* sen (2712) =Q"+1,
4 (5.19)

b*+Q* =+1.
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. 1 Q
Por tltimo, para o ponto x* = o arcsen (3> , obtemos,

b* sen (27tL arcsen (Q—*>> =Q"+1,
2n b (5.20)
Q= Q +1,

tal que nenhum valor de Q* satisfaz a igualdade. Dessa forma, temos que x* = (1/27) arcsen (Q/b)

nao € um ponto fixo de periodo 1 e ndo serd incluido na nossa analise.

Pelas relagdes em (5.18) e (5.19) € possivel encontrar os valores de b* e Q*, lembrando
que os intervalos dos pardmetros sio b > 0e —1 < Q < 1. Sendo assim, parax* =1/4ex* =3 /4,
a bifurcagdo ocorre quando b* — Q* =1 e b* + Q" = 1, respectivamente. Este resultado estd de
acordo com a bifurcagdo observada nos trés diagramas da Figura 34, onde a bifurcac¢ao ocorre
emx=3/4parab=05¢Q=050b+Q=1)eemx=1/4para (Q,b) =(—0,5;0,5) e para
(Q,b) = (0,0;1,0), onde os dois casos satisfazem a relagdo b — Q = 1.

Com a andlise que realizamos até agora, identificamos os pontos de bifurcagdo (Q*,b*, x*)

. - . P) o
onde ocorre uma bifurcacdo caracterizada por ! = 1 e pela emergéncia de um ponto

P (@)
fixo de periodo 1. Para identificar o tipo de bifurcacdo que ocorre, precisamos analisar o valor
da derivada do mapa em relacdo ao parametro de valor varidvel. Como dito, caso a derivada
assuma um valor nulo, temos uma bifurcagdo transcritica, sendo, a bifurcacdo € do tipo sela-né.

Calculando a derivada do mapa (5.9) em relagc@o ao parametro b, temos,

aanrl

ob

= 2asen(2mx,)[Q — b sen(2mx,)] (5.21)

Para o ponto de bifurcacdo (Q*,0* — Q* = 1,x* = 1/4), temos

1 1
M1 = 2asen <21t—) {Q* —b* sen (2n—>] ,
ob x*=1/4,b—Q=1 4 4
3 (5.22)
Xn * *
= = 24[Q* — b*] = —2a,
ob x*=1/4h—Q=1
enquanto para o ponto (Q*,b* +Q* =1,x* =3/4),
o
Dintl = 2asen (27&) [Q* —b*sen <2n§>} ,
db x*=3/4,b* + Q=1 4 4
3 (5.23)
Tl = 24[Q" +b*] = —2a.
db x*=3/4b*+Q*=1
Ao calcular o valor da derivada do mapa em relacao ao parametro €2, temos,
Xy 41 i
S0 —2a[Q — bsen(2mx,)]. (5.24)
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E, calculando o valor de (5.24) nos pontos de bifurcacio, encontramos,

2 1
Xnt1 = —2a|Q*—b"sen | 2n- | | = —2a(Q" —b*) =2a,
o0Q x*=1/4p*—Qr=1 4
—1/4, = (5.25)
P 3
Ant1 = 2a {Q* —b*sen (2n—)} = —2a(Q"+b") = —2a.

Para os dois pontos de bifurcacdo, a derivada do mapa em relacio aos parametro b e Q é
nao nula, para a # 0. Sendo assim, as bifurcacdes apresentadas nos diagramas da Figura 34 sdo
do tipo sela-n6. Nos diagramas, observamos apenas uma bifurcagdo em cada caso: bifurcacio
no ponto (Q*,b* +Q* = 1,x* =3/4) para Q = 0,5 e no ponto (Q*,b* — Q* = 1,x* = 1/4) para
Q =-0,5e Q=0,0. Entretanto, a outra bifurcacdo pode ocorrer para outros atratores que
podem coexistir com o atrator analisado. Mas, ela ndo € observada porque acompanhamos

apenas a evolucdo de apenas um atrator.

5.4 MULTIESTABILIDADE

No capitulo anterior, estudamos o cendrio de multiestabilidade no mapa padrdo ndo twist
dissipativo. NOs observamos a coexisténcia de atrator shearless e atratores periddicos, assim
como a presenca de bandas cadticas e atratores cadticos no toro. Nesta secdo, investigamos a

possibilidade de multiestabilidade no mapa unidimensional.

Como vimos, sistemas multiestdveis regularmente apresentam histerese no diagrama de
bifurcagdo, isto €, quando variamos o parametro de controle em sentidos opostos, observamos a
evolucdo de diferentes atratores e uma disting@o entre os diagramas de bifurcag@o. Os diagramas
apresentados na Figura 34 foram construidos variando o valor de b de b = 0 até b = 2. Agora,
se construirmos o diagrama diminuindo o valor de b, podemos observar a evolucdo de outros
atratores no diagrama. Sendo assim, utilizamos a mesma metodologia descrita na secdo anterior,
mas comecamos em b = 2 e diminuimos o parametro até b = 0. Os diagramas construidos nos
dois sentidos de variacdo de b sdo apresentados na Figura 35, juntamente com os expoentes de

Lyapunov correspondentes.

Nos diagramas apresentados na Figura 35, observamos um distin¢ao entre os dois
diagramas, que estdo sobrepostos, para b > 1,5, nos casos Q = 0,5, e para b > 1,0, quando
Q = 0,0. A coexisténcia de pontos azuis e laranjas para um mesmo valor de b indicam a
coexisténcia de diferentes atratores no sistema, logo, indicam multiestabilidade. Ao evoluir
o parametro b, vemos que um atrator quase periédico, caracterizados por A = 0,0, sofre uma
bifurcacio tipo sela-né e um atrator de periodo 1 emerge, para Q = +0,5. A medida que o
parametro aumenta, em b = 1,5, ocorre novamente uma bifurcacio sela-né e um novo ponto fixo
de periodo um emerge, como indicado pelo ponto de bifurcacdo verde e roxo nos diagramas
(a) e (b) respectivamente. O atrator azul posteriormente sofre uma bifurcacao de duplicacdo

de periodo, bifurcacdo que ndo ocorre com o outro atrator no intervalo de b analisado. Esta
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Figura 35 — Diagramas de bifurcacio e expoentes de Lyapunov em relagdo ao parametro b, para os mesmos valores
apresentados na Figura 34. O diagrama e o perfil do expoente de Lyapunov em azul (laranja) indicam
o sentido de aumento (diminuicdo) de b. O sentido de variagdo do parametro também ¢ indicado
pelas setas coloridas. Os pontos em verde e em roxo indicam as bifurcacdes b—Q=1eb+Q =1,
respectivamente.

distin¢do entre os atratores também pode ser observada pelo Expoente de Lyapunov, onde h4

uma distin¢do entre as curvas laranja e azul para b > 1,5.

Para Q = 0,0 o cendrio € diferente. As duas bifurcacdes b+ Q =1e b —Q = 1 ocorrem
no mesmo ponto. Sendo assim, na bifurcacdo sela-né que ocorre em b = 1, observamos a
emergéncia de dois pontos fixos de periodo 1 e ambos, posteriormente, sofrem uma bifurcacdo
de duplicacdo de periodo. A distinc@o entre os dois atratores sé € possivel pelo diagrama de

bifurcacdo, uma vez que o expoente de Lyapunov € equivalente para ambos atratores.

Analisando os pontos de bifurcagdo no diagramas, observamos que para Q = +0.5, a
bifurcacdo que ocorre em b = 0,5, destrdi o atrator quase periddico e cria o atrator periddico de
periodo 1. J4 a bifurcagdo em b = 1,5, cria o cendrio de multiestabilidade com a emergéncia de
um segundo ponto fixo. Para Q = 0,0, as duas bifurcagdes ocorrem no mesmo ponto, € isso leva
a um cendrio de destruicdo do atrator quase periddico, a emergéncia dos pontos periddicos e ao

cenario de multiestabilidade.

Com essa andlise, nds concluimos que a bifurcagdo esta relacionada com o cendrio
de multiestabilidade e com a mudanca da natureza do atrator. Nos casos representados pelos
diagramas da Figura 35, a multiestabilidade é composta por diferentes atratores periddicos. Mas
nés ndo podemos afirmar que este sempre € o caso. Por este motivo, agora propomos uma meto-
dologia para identificar os cendrios de multiestabilidade possiveis para mapas unidimensionais

ndo invertiveis.

O método que utilizamos para identificar os cendrios de multiestabilidade é baseado
no expoente de Lyapunov e na regido ocupada pelo atrator no dominio de x. Se todas as

condi¢des iniciais estdo na mesma bacia de atracao, isto €, geram solu¢des que convergem para o
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mesmo atrator, temos um cendrio de atrator unico. Numericamente, identificamos este cenario
quando todas as solucdes apresentam o mesmo expoente de Lyapunov e ocupam a mesma regiao
de x, ap6s algum transiente. Caso esse cendrio ndo seja identificado, temos um cendrio de

multiestabilidade. A descricdo do método ¢€ feita a seguir.

Para um conjunto de pardmetros (,a,b), nds escolhemos aleatoriamente uma condicéo
inicial xy € [0, 1], evoluimos por 5 x 10* iteracdes e simultaneamente calculamos o expoente
de Lyapunov, A,,. Esta solugdo ¢ a nossa solugdo de referéncia. Para identificar se todas as
condicdes iniciais pertencem a mesma bacia de atracdo e, consequentemente, temos um cendrio
de atrator dnico, nds escolhemos outras 100 condicdes iniciais x; € [0, 1], parai=1,2,...,100
e evolufmos todas estas condi¢des por 10° iteradas. Evoluimos estas outras condi¢des por um
tempo maior porque estamos analisando o estado assintético e utilizamos a dltima iterada da
nossa solugdes de referéncia para identificar solu¢des periddicas. Simultaneamente a evolugao
temporal das solugdes, nds calculamos os expoentes de Lyapunov, identificados por A,,. A partir
destas informacdes, nds dividimos os cendrios de atratores para o sistema em cinco classes:
atrator Unico, coexisténcia entre atratores periddicos, coexisténcia entre atrator periddico e
cadtico, caos e coexisténcia entre bandas cadticas. A identificagdo numérica de cada cendrio é

descrita abaixo.

1. Atrator tnico (AU)

N6s consideramos um cendrio de atrator inico quando todas as solu¢des convergem para
um atrator periddico ou um atrator quase periddico. Para um cendrio de atrator periddico tnico,
temos que todas as solugdes, x; com i = 0, 1,..., 100, apresentam um expoente de Lyapunov
negativo, numericamente A; < —0,000 1. Para garantir que o atrator peridédico é tnico, todas as
100 condicdes iniciais retornam ao valor de referéncia, isto €, considerando a ultima iterada da
solucdo de referéncia, xo(5 x 10%), a condicdo |x;(n) — xo(5 x 10%)| < 10~* deve ser satisfeita
por todas as solugdes para n > 5 x 10%.

Caso a solucido de referéncia xg convirja para um atrator quase periédico, numericamente
|Ay,| < —0,0001, temos um cendrio de atrator tnico. Para sistemas unidimensionais, o atrator
quase periodico ocupa todo dominio de x, logo, ele € o unico estado assintético possivel. Este
nao € o caso para sistemas de dimensdes maiores, onde é possivel a coexisténcia de diferentes
atratores quase periddicos, como estudado nas referéncias [79-81] e também a coexisténcia de
atrator quase periodico e atratores periddicos, como vimos no capitulo anterior para 0 mapa

padrao nao rwist dissipativo

2. Coexisténcia de atratores periddicos (ME - P+P)

Em um cendrio de multiestabilidade composto por diferentes atratores peridédicos, os
expoentes de Lyapunov de todas as solugdes sdo negativos, isto €, A,, < 0 (numericamente
Ay, < —0,0001) para todo i =0, 1,...,100. Mas neste caso, as solu¢des ndo pertencem a mesma
bacia de atraciio. Logo, a condigdo |x;(n) — xo(5 x 10%)| < 10~* nio é satisfeita, no minimo, por

uma soluc¢do x;. Se estas duas situacdes acontecerem, temos um cendrio de multiestabilidade
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formado por no minimo dois atratores periddicos distintos.

3. Coexisténcia de atrator periddico e cadtico (ME - P+C)

Para um cendrio multiestdvel formado por atratores periddico e cadtico, identificamos ao
menos uma solucdo periddica e uma solucdo caética. Em nossas simulag¢des, nds analisamos as
101 solucdes (condicao de referéncia mais as 100 solugdes x;) e observamos seus expoentes de
Lyapunov. Se, a0 menos uma solugdo apresenta A, < O e outra apresenta A, > 0 (numericamente
Ay, > 0,0001), a coexisténcia de periodicidade e caos é confirmada. Analisando as solugdes, na
maioria dos casos, o atrator cadtico se apresenta como bandas cadticas, onde o0 comportamento

cadtico € restrito a uma regido do dominio de x.
4. Caos (C)

O cendrio de comportamento cadtico no sistema descreve uma situagcao onde todas as
solucdes apresentam um comportamento cadtico Unico. Este cendrio é caracterizado por um
expoente de Lyapunov positivo para todas as solugdes, que necessariamente pertencem ao mesmo
atrator, isto €, que ocupam a mesma regido do dominio de x. Para constatar que todas as solucoes
estdo na mesma regido, nés comparamos a média temporal de todas as 5 x 10* iteracdes de todas
as solugdes. N6s consideramos que todas as solucdes pertencem ao mesmo atrator se esta média
temporal é inferior a 0,1, ou seja, |¥; — x| < 0,1, para todo i = 2,3, ...,100. A média temporal é

calculada por,

X; = # ”21 xi(n) (5.26)

com ng =5 x 10* e n; = 10°. Neste caso, a solucdo de referéncia também apresenta um

comportamento caético (A, > 0).

5. Coexisténcia de bandas caéticas (ME - BC+BC)

O ultimo cendrio de multiestabilidade estudado é caracterizado pela coexisténcia de
bandas cadticas, onde comportamentos cadticos ocupam diferentes regides restritas no dominio
de x. O procedimento para identificar esse cenédrio € o mesmo utilizado para identificar um
comportamento cadtico tGnico, mas a condi¢do |x; — x| < 0,1 deve ser violada para a0 menos
uma solucao. Caso isso ocorra, temos um cendrio de multiestabilidade composto por diferentes
bandas cadticas. O valor de restricdo 0,1 na condicao de que solugdes residam na mesma banda
cadtica foi escolhido a partir dos calculos das médias x; para casos onde diferentes bandas
caoticas coexistem. Para isso, analisamos casos com diferentes bandas cadticas e calculamos a
média para solugdes que ocupam bandas distintas e fizemos uma estimativa da diferengca minima

entre as médias.

Utilizando as descri¢des acima, nds realizamos a analise de multiestabilidade e construi-

mos trés espacos de parametros. Para isso, fixamos um parametro, variamos os outros dois, nos
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intervalos ja estudados, e identificamos qual dos 5 cendrios de atratores descritos acima o0 mapa
assume. Os espacos de parametros sdo: (a) a X b para Q = 0,3, (b) Q x a, para b = 0,4 e (¢)
Q x b para a = 0,8. Cada cendrio € identificado por uma cor diferente. Os espacos de parametros

sdo apresentados na Figura 36.

a

Figura 36 — Espacos de parametros para o cendrio de multiestabilidade para o mapa do seno circulo ndo twist para
(@) Q=0,3,b)b=0,4e(c)a=0,8. Os cendrios de atrator tinico (AU), comportamento cadtico (C) e
de multiestabilidade formado por diferentes atratores periédicos (ME - P + P), por atrator periédico e
cadtico (ME - P + C) e por diferentes bandas caéticas (CB + CB) sdo identificados por diferentes cores
indicadas na barra de cor. As linhas verde e laranja sdo as curvas de bifurcaciob—Q =1eb+Q =1,
respectivamente.

Nos espagos de parametros da Figura 36, os pontos em preto indicam para quais para-
metros hd apenas um atrator no sistema, podendo ser ele periddico e quase periddico. Vemos
que esse cendrio € dominante na Figura 36 (a), com Q = 0,3 e na Figura 36 (b), para b = 0.4.
Caso esse comportamento final dnico seja cadtico, ele € representado pelos pontos em azul e € a

situacdo dominante na Figura 36 (c), com a = 0,8.

Os trés cendrios possiveis de multiestabilidade s@o identificados pelos pontos em roxo,
que indicam coexisténcia de diferentes atratores periddicos, em vermelho, onde atratores cad-
tico e periddico coexistem, e em amarelo, onde ha a existéncia de diferentes bandas cadticas.
Observamos que os cendrios de multiestabilidade ocupam uma regiao menor nos espacgos de
parametros, a0 comparar com a regido ocupada por atratores Uinicos, sejam eles periddicos ou
quase periddicos (pontos em preto), ou cadticos (pontos em azul). Algumas regides em roxo,
onde atratores periddicos coexistem, sdo encontrados ao redor das linhas de bifurcacdo, o que esta
em concordancia com a multiestabilidade observada nos diagramas de bifurcacao da Figura 35.
Mas estd ndo € uma regra, uma vez que observamos pontos em roxo em regides "anteriores" as

linhas de bifurcacio”.

O comportamento cadtico € predominante para valores maiores dos pardmetros de
controle. Entretanto, como o sistema depende de trés parametros, ndo é possivel determinar com
exatiddo a emergéncia do caos no sistema, sendo necessdrio realizar a andlise de expoente de

Lyapunov para cada conjunto (Q,a,b) para identificar comportamento cadtico.

2 Anterior a linha de bifurcacdo pode ser compreendido como valores menores que a linha no sentido de

crescimento do parametro.
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Pelos espagos de parametros apresentados, concluimos que € possivel identificar os
cendrios de multiestabilidade, mas nao conseguimos prever qual cendrio ocorre para um conjunto
de parametros especifico. Isto € semelhante ao que ocorre no estudo de transporte direcionado
para o mapa padrdo ndo twist estendido, estudado no Capitulo 3 desta tese. A estrutura do espago
de parametro para a multiestabilidade apresenta uma estrutura ndo trivial e ndo ha uma fronteira
simples entre os diferentes cendrios. De fato, esta fronteira € complexa e pode inclusive ser
fractal. N6s ndo realizamos uma anélise de fractabilidade destes espacos de parametro neste
trabalho.

5.5 CRISE DE ATRATORES CAOTICOS

Para a andlise de multiestabilidade e para a construcdo dos espacos de parametros da
Figura 36, nds consideramos a existéncia de bandas cadticas e também de atratores cadticos que
preenchem todo o dominio de x. Entendendo que ha diferentes estruturas cadticas no sistema,
dedicamos esta ultima secdo a andlise da evolucdo destas estruturas a medida que um parametro

€ variado e também estudamos a possibilidade de crises destes atratores observados no sistema.

Uma crise pode ser definida como um evento onde um atrator cadtico sofre uma mudanga
abrupta e descontinua, causada pela colisdo de uma Orbita periddica instavel com o atrator [82].
Apbs a crise, o atrator cadtico pode ser extinto e haverd apenas comportamento cadtico transiente
ou o seu tamanho pode sofre um aumento abrupto [83]. Ao primeiro caso, dd-se o nome de crise
de fronteira, onde o atrator desaparece apds sua colisdo com uma Orbita periddica instavel [82].
Para o segundo caso, a crise € denominada crise interior, a rbita periddica instavel colide com a

bacia do atrator que aumenta de tamanho abruptamente [82].

Para investigar os cendrios de crise no mapa do seno circulo unidimensional, nés cons-
truimos o diagrama de bifurcagdo, para a = 0,8, Q = —0,08, e b € [0,9; 1,0]. Como fizemos para
a Figura 35, nés calculamos os diagramas nos dois sentidos de variagdo de b. Os diagramas sao

apresentados na Figura 37.

Os diagramas de bifurcagdo, construidos nos dois sentidos de variacdo de b, estdo
sobrepostos na Figura 37. O sentido de cada diagrama € indicado pela seta colorida com a
cor correspondente. Observamos um cendrio de multiestabilidade, indicado pela histerese do
diagrama, nos intervalos b € [0,92;0,955] e b € [0,961;0,967]. Nestes intervalos, o cendrio
de multiestabilidade é formado pela coexisténcia entre pontos periddicos e bandas cadticas,
diferentes atratores periddicos e também diferentes bandas cadticas (no segundo intervalo

destacado).

Acompanhando a evolucao dos atratores, observamos que as bandas cadticas sofrem
mudancas abruptas em seu tamanho, a medida que o pardmetro b varia. Analisando a primeira
mudanca, destacada pela linha em vermelho, vemos que a banda cadtica em azul passa por um
aumento abrupto em seu tamanho, em b ~ (0,9429. Para as duas mudancgas destacadas em roxo,

nds observamos a extin¢do do atrator azul em b ~ 0,967 3, enquanto a banda cadtica em laranja é
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==0,5

b

Figura 37 — Diagramas de bifurcacdo em funcao do pardmetro b, para a = 0,8 e @ = —0,08. Os pontos em azul
e laranja correspondem ao sentido de aumento e diminui¢do do parametro b, respectivamente. As
curvas em preto representam as Orbitas periddicas instdvel enquanto as linhas coloridas destacam os
pontos de crise b = 0,9429 (linha em vermelho), b ~ 0,9609 (linha pontilhada roxa) e b ~ 0,967 3
(linha tracejada roxa).

extinguida em b ~ 0,9609. Estas mudangas abruptas indicam a presenca das duas crises citadas

anteriormente.

Para confirmar a presenca de crise no sistema, nés calculamos e apresentamos juntamente
com o diagrama as Orbitas periddicas instdveis. Estas orbitas sdo obtidas da seguinte maneira.
Ap6s assumir um periodo T das 6rbitas, nés percorremos o dominio x € [0, 1] e calculamos
a diferenga |xr — xo|, onde xp € [0,1] € a condi¢@o inicial que estamos analisando. Uma vez
que as orbitas sdo instdveis, as solu¢des divergem rapidamente da condi¢@o inicial caso ela ndo
seja préxima o suficiente do ponto fixo. Sendo assim, definimos que se |x7 — x| < 107°, xg
pertence a 6rbita periddica. Para identificar se a érbita € instavel ou estdavel, podemos calcular
sua derivada e analisar seu valor numérico. Mas, neste trabalho, nés analisamos se as solugdes
proximas divergem ou convergem. Caso solucdes proximas divirjam de xp, temos que xp € uma
Orbita instavel. Os resultados desse procedimento sdo as érbitas instaveis de periodo 1 e periodo

2, representadas pelas curvas em preto na Figura 37.

Com o cdlculo das o6rbitas periddicas instdveis, n0s podemos confirmar a existéncia
de crises no sistema. A crise interior ocorre quando a 6rbita periddica instavel de periodo 2
colide com as bandas cadticas em azul. Observamos que apds a colisdo, destacada pela linha
em vermelho, hd um aumento abrupto do atrator, o que caracteriza a crise. A crise de fronteira
€ observada em dois pontos no diagrama de bifurcacdo. Primeiro, analisando o diagrama no
sentido de crescimento de b, observamos a extingdo da banda cadtica em azul ao colidir com
a orbita periddica de periodo 1. Esta crise € destacada pela linha tracejada em roxo. O outro
ponto de crise, destacado pela linha pontilhada em roxo, indica a extingdo das bandas cadticas
em laranja, que colidem com as 6rbitas periddicas de periodo 2, ao acompanhar o diagrama de

bifurcacao no sentido de diminui¢do de b.
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A extingdo de atratores por crises de fronteira desempenha um papel significativo na
multiestabilidade observada no sistema. Analisando o diagrama de bifurcacdo no sentido de
crescimento de b, a crise que ocorre em b ~ (0,967 3, a banca cadtica em azul € extinta assim
como a multiestabilidade, sendo que apds esse ponto ndo hd mais distin¢do entre 0s pontos
em azul e em laranja. Se analisarmos o diagrama no sentido oposto, a crise que ocorre em
b ~0,9609, que também ¢ uma crise de fronteira, extingue as duas bandas cadticas em laranja e,
apods esse ponto, apenas uma banda cadtica existe. Este cendrio continua até b ~ 0,953, onde as

bandas em azul emergem e o cendrio de multiestabilidade retorna.
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6 CONCLUSOES

O mapa padrdo ndo twist, proposto por del Castillo-Negrete e Morrison, pode ser consi-
derado paradigmatico para o estudo de sistemas Hamiltonianos que violam a condi¢do de nao
degenerescéncia ou condicao twist. O mapa ndo twist apresenta as principais caracteristicas dos
sistemas degenerados: existéncia da curva shearless, a existéncia de cadeias de ilhas gémeas
e um perfil de nimero de rotacdo ndo monotdonico. Além disto o mapa € simétrico, tanto tem-
poralmente, uma vez que o sistema € Hamiltoniano, quanto em relagdo a uma transformacgao
de simetria 7g. Esta simetria tem um papel importante no transporte das solucdes cadticas pelo
espaco de fase: o transporte ndo apresenta um sentido preferencial, sendo equivalente quando
analisamos o movimento das trajetérias de uma regido inferior do espago de fase para uma regiao
superior ou vice-versa. Além do transporte ndo direcionado, a simetria garante a existéncia dos
pontos indicadores, ferramenta que permite identificar a existéncia da curva shearless em fungao

dos pardmetros (a,b) do sistema.

Neste trabalho, estudamos como as modificacdes no mapa padrdo ndo twist alteram as
propriedades de transporte, simetria e as estruturas no espaco fase. Pelos resultados obtidos
nesta tese, podemos concluir que a adi¢do de uma nova perturbacao no mapa padrao nao twist
pode quebrar a simetria do sistema e, consequentemente, levar ao surgimento de um transporte
direcionado no espaco de fase. O mapa escolhido para o estudo foi o mapa padrao nao twist
estendido (ESNM), formado pela adi¢do de uma nova perturbacéo ¢ sen(27mx) ao SNM, onde ¢
¢ a amplitude da perturbagdo e m é um niimero inteiro. A quebra de simetria deste mapa esta
relacionada com a paridade de m: para m impar, o mapa satisfaz a condi¢io de simetria enquanto

que para m par, a relacdo nao € satisfeita e a simetria € destruida.

Com a quebra de simetria para m par, algumas caracteristicas fundamentais do mapa
nao twist sao modificadas. Ao comparar o ESNM para m par com o caso de m impar e com
o SNM, vemos que a quebra de simetria modifica o cenario de cadeias de ilhas gémeas tal
que as duas cadeias existem, mas as ilhas ndo sao iguais. As ilhas que seriam correspondentes
pela transformacao de simetria, passam por bifurcacdes em diferentes parametros. Como
consequéncia, € possivel observar que uma cadeia de ilha em especifico € mais rodeada por
solucdes cadticas do que outra, e este "desbalanceamento"é caracterizado por um primeiro

momento de y nao nulo.

Outra consequéncia da quebra de simetria € a impossibilidade de usar os pontos indica-
dores como indicativo para a existéncia de curva sherarless para o caso de ESNM com m par.
Para solucionar esta questdao, propomos um novo método para estimar a existéncia de barreiras
de transporte no espago de fase baseado na construcdo das bacias de escape. Pelos espagos
de parametros apresentados, observamos que um aumento na amplitude da perturbacdo nao
implica necessariamente em uma antecipagcdo da quebra das barreiras. Também observamos que

a estrutura do espaco de parametro para a existéncia de barreiras pode ser nao trivial, uma vez
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que ndo ha um fronteira Unica entre a regido onde existe a barreira e a regido onde a barreira ja

foi destruida.

Como tltima andlise para o mapa estendido, verificamos se o transporte direcionado
€ algo possivel no espaco de fase para o caso nao simétrico. Estudando a diferenca entre o
nimero de trajetdrias cadticas que se direcionam para cima e para baixo no espago de fase,
conseguimos identificar a dire¢do preferencial do transporte. A partir dos espacos de parametros
para o transporte direcionado, observamos trés situacdes de transporte possiveis: transporte nao
direcionado, transporte direcionado para cima e transporte direcionado para baixo. A prevaléncia
de uma direcao depende do valor de ¢ e de m e a previsdo da dire¢do para um certo conjunto
de parAmetros (a,b,c,m) ndo é possivel, uma vez que as estruturas do espago de pardmetro sdo
ndo triviais e ndo ha um fronteira simples entre as regides que indicam diferentes direcdes de
transporte. Dessa forma, € preciso analisar o transporte para cada conjunto de parametros de

interesse.

Outra modificacdo realizada no mapa padrao nao twist € a inclusdo de uma pequena
dissipagdo ao sistema, o que resulta no mapa padrao nao twist dissipativo (DSNM). Os resultados
obtidos para este mapa mostram que a coexisténcia entre solugdes regulares e cadticas, caracte-
ristica de sistemas Hamiltonianos, € substituida pela existéncia e coexisténcia de atratores no
espaco de fase. Esses atratores podem ser periddicos, quase periddicos e cadticos. Pelos espacos
de fase apresentados nesse estudo, podemos ver que algumas ilhas periddicas s@o substituidas
por atratores periddicos de mesmo periodo enquanto a maioria das solugdes quase regulares sao
destruidas e substituidas por apenas um atrator quase regular, que seguindo a nomenclatura de

Carvalho e Abud [17], € denominado atrator shearless.

Assim como tinha sido observado por Carvalho e Abud [17] e por Kato e Carvalho [57],
nés também identificamos a existéncia de atratores cadticos em toros. Estes atratores sdo
caracterizados por um expoente de Lyapunov positivo e estdo restritos a uma curva no espaco
de fase. Para sistemas twist, a rota que um atrator quase periodico segue até se tornar um
atrator cadtico no toro € bem estabelecida. Segundo o estudo realizado por Letellier, Messager e
Gilmore, ha duas rotas para esta transicao para o caos: a rota "dificil" (hard route to chaos) e a
rota "suave" (soft route to chaos), também denominada rota de Curry-Yorke [60]. Com a pesquisa
realizada e apresentada nesse trabalho, nés conseguimos observar estas duas rotas também em
sistemas ndo twist, no mapa padrdo ndo twist dissipativo. Dessa forma, podemos dizer que a
rota "dificil" e a rota de Curry-Yorke também podem ser observadas em sistemas degenerados,
com suas respectivas particularidades, como o atrator quase periddico no toro sendo um atrator
shearless e os atratores periddicos que atuam como fantasmas e distorcem a forma do atrator

podem surgir em pares, uma correspondéncia a cadeias de ilhas gémeas do caso conservativo.

A descricao dindmica dos atratores presentes no espaco de fase para o DSNM foi feita a
partir do expoente de Lyapunov e da contagem do periodos dos atratores periddicos. A partir dos

resultados apresentados, observamos que para diferentes valores de pardmetros (a,b) nés temos
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diferentes tipos de atratores. Pelos espacos de pardmetros, conseguimos observar um persisténcia
do atrator shearless para uma grande quantidade de pontos (a,b), enquanto os atratores cadticos
estdo mais presentes para altos valores dos parametros. Os atratores peridédicos ocupam uma
regido significativa do espago de parametro e analisando seus periodos, podemos observar que
eles se organizam em uma estrutura semelhante as linguas de Arnold, ja conhecida para sistemas

twist.

Observando a estrutura das bacias de atragd@o a partir da entropia de bacia e da entropia de
borda de bacia, podemos afirmar que existe uma incerteza no sistema para os casos apresentados.
Esta incerteza € identificada pelo valor ndo nulo da entropia de bacia e € consequéncia da mistura
que existe entre bacias de atracdo de diferentes atratores. Também nos resultados apresentados,
podemos ver que espacos de fase para diferentes parametros que apresentam apenas atratores
periddicos podem apresentar diferentes cendrios de interacao entre as bacias de atragdo. Estes
diferentes cendrios podem ser identificados pelas entropias relacionadas as bacias e a borda da

bacia.

Por ultimo, apresentamos o mapa do seno-circulo ndo twist, uma mapa unidimensional
que depende de trés parametros, a, b e L e que foi obtido a partir da manipulacdo matemadtica do
mapa padrdo ndo twist. A partir das nossas simulagcdes numéricas e pelo cdlculo do expoente
de Lyapunov, n6s identificamos diferentes solu¢des para o mapa, solugdes periddicas, quase
periddicas e cadticas. Este mapa pode ser interpretado como uma aproximacao local para o SNM

quando o valor de y é constante.

Para o mapa unidimensional, nds realizamos uma andlise analitica das bifurcacdes que
ocorrem durante a evolucdo dos atratores e encontramos que bifurcagdes do tipo sela-né ocorrem
quando b £+ Q = 1 Neste ponto de bifurcagdo, hd a emergéncia de uma nova Orbita periddica
como solucao do sistema. Este ponto de bifurcacdo também esta relacionado com o inicio de

algumas regides de multiestabilidade.

A multiestabilidade € um cendério possivel para o mapa do seno-circulo ndo rwist. Apre-
sentamos nesse trabalho um método para identificar os possiveis cendrios de coexisténcia de
atratores no sistema. Baseado no cédlculo do expoente de Lyapunov e na andlise da regido do
dominio de x ocupada pelas solucdes, estabelecemos 5 cendrios: atrator unico, comportamento
cadtico unico, coexisténcia de diferentes atratores periddicos, coexisténcia de atrator cadtico e
periddico, e coexisténcia de diferentes atratores cadticos em bandas. Os espacos de parametros
para a multiestabilidade apresentados mostram uma prevaléncia de regido de caos e atrator inico
para todos os casos analisados. As regides correspondentes ao cendrio de multiestabilidade
ocupam uma por¢do menor dos espacos, indicando que multiestabilidade € uma situagdo menos

comum mas ainda presente em nosso sistema.

Como ultima andlise, estudamos a mudanca brusca no tamanho dos atratores cadticos
a partir da crise de atratores. As crises ocorrem quando hd a colisdo de uma 6rbita periddica

instavel com o atrator cadtico e elas podem ser divididas em duas classes: crise interior, onde
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ha um aumento significativo no tamanho do atrator, e crise de fronteira, onde o atrator € extinto
apos a colisdo. Nos diagramas de bifurcacao analisados nesse trabalho, observamos as duas
crises no sistema. Também conseguimos identificar uma relagdo entre as crises e o cendrio de
multiestabilidade no sistema. Enquanto a crise interior ndo afeta a multiestabilidade, a crise de

fronteira estd relacionada com a sua exting¢ao.

As modificacdes incluidas no mapa padrdo ndo twist neste trabalho podem ter uma
aplicagdo prética em experimentos reais. Como dito, a perturbagdo extra no mapa estendido
pode ser interpretada como a acao de um limitador ergédico em um experimento em tokamaks.
Enquanto isso, a dissipa¢do pode ser inevitdvel em alguns experimentos, 0 que torna importante
o estudo de sistemas fracamente dissipativos construidos a partir da adi¢do de um dissipa¢do em
sistemas Hamiltonianos, como é o caso do DSNM. Sendo assim, justificamos a importancia o

estudo destas modificagdo em um mapa tdo importante para o estudo de sistemas degenerados.
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APENDICE 1 - MODELO EPIDEMIOLOGICO SEIR BASEADO EM
AUTOMATO CELULAR

Durante o terceiro ano do doutorado, influenciados pelo estado de pandemia que estdva-
mos vivendo, escolhemos estudar modelos epidemiolégicos baseados em autdmatos celulares.
Como foi evidenciado pela pandemia, modelos matemdticos sdo uma ferramenta importante para
prever o futuro de pandemias assim como para analisar os efeitos das medidas de mitigacdes na

evoluc¢do da doenca.

Em nosso trabalho, nés unimos dois modelos matematicos: o modelo SEIR e o autdmato
celular. O modelo SEIR € um modelo de compartimentos, onde uma popula¢do de individuos
pode pertencer a um dos quatro estados: suscetivel (S), exposto (E), infectado (I) e recuperado
(R). Individuos suscetiveis sdo aqueles que estdo sujeitos a contrair a doenga. Apds eles serem
contaminados, eles se tornam expostos, isto é, eles estdo com a doenca mas ndo infectam ou tem
uma probabilidade muito menor de infectar, ao comparar com os individuos infectados. Apos a

infeccdo, o individuo entra no estado recuperado, nao podendo ser infectado novamente.

Frequentemente, este modelo € descrito por equagdes diferenciais, quatro equacoes
ordindrias que modelam a populagdo dos individuos no decorrer do tempo. Este modelo é
interessante quando ndo hd uma preocupagdo com caracteristicas individuais. Caso esteja
interessado nos efeitos que o comportamento de um individuo tem sobre a propaga¢do da doenca,
é necessdrio utilizar um modelo baseado no individuo. Em nosso trabalho, nés utilizamos o
autdomato celular, um modelo que discretiza o tempo e o espaco, € que o estado do individuo no

futuro depende diretamente do estado de individuos vizinhos no passado.

De forma prética, nés construimos uma malha onde cada quadrado é ocupado por um
individuo. O estado futuro do individuo € determinado, de forma probabilistica, a partir das
regras de transi¢ao relacionadas ao estado dos seus vizinhos. Nés também consideramos sitios
vazios na malha, possibilitando assim a movimentagdo dos individuos no espaco. A evolugdo
deste modelo proposto reproduz as séries temporais das populagdes S, E, I e R do modelo de
equagoes diferenciais.

Como novidade, nés implementamos uma restricdo na movimentac¢ao dos individuos
no espaco, com intuito de mitigar a propagacdo da doenga, isto €, diminuir a amplitude da
curva de infectados e, consequentemente, diminuir o nimero total de individuos infectados. N6s
observamos que se a restricdo a movimentagao for superior a 70% temos o decréscimo de 15%
do nimero total de infectados. Também investigamos a possibilidade de uma segunda onda, caso
as medidas de controle sejam retiradas. A situacdo de segunda onda foi observada em nosso

modelo para algumas condi¢des especificas.

Por dltimo, nds analisamos a possibilidade de extin¢do da epidemia em um caso onde a

reinfeccdo € possivel, ou seja, um caso onde o individuo recuperado volta a ser suscetivel apds
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um tempo. A extin¢do da doenga € possivel para poucos casos onde o tempo no qual o individuo
permanece infectado € alto (maior que 180 geracdes) e este tempo € fixo, desconsiderando casos
onde, por exemplo, hd uma nova variante e a imunidade adquirida ndo é mais suficiente para

impedir uma nova reinfeccao.

Os resultados desta pesquisa foram publicadas na revista Chaos, Solitons and Fractals,
sob o titulo “ Control attenuation and temporary immunity in a cellular automata SEIR epidemic

model". Os autores do artigo assim como o resumo podem ser conferidos na imagem abaixo.
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APENDICE 3 - PARTICIPACOES EM ARTIGOS

Durante o periodo do doutorado, participei de alguns artigos desenvolvidos por outros
alunos da UFPR e também por pesquisadores de outras universidades. O titulo dos artigos em

que participei, assim como a lista completa de autores e o resumo podem ser conferidos abaixo.
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Fractal structures are very common in the phase space of nonlinear dynamical systems, both dissipative
and conservative, and can be related to the final state uncertainty with respect to small perturbations on initial
conditions. Fractal structures may also appear in the parameter space, since parameter values are always known
up to some uncertainty. This problem, however, has received less attention, and only for dissipative systems. In
this work we investigate fractal structures in the parameter space of two conservative dynamical systems: the
standard nontwist map and the quartic nontwist map. For both maps there is a shearless invariant curve in the
phase space that acts as a transport barrier separating chaotic orbits. Depending on the values of the system
parameters this barrier can break up. In the corresponding parameter space the set of parameter values leading
to barrier breakup is separated from the set not leading to breakup by a curve whose properties are investigated
in this work, using tools as the uncertainty exponent and basin entropies. We conclude that this frontier in
parameter space is a complicated curve exhibiting both smooth and fractal properties, that are characterized
using the uncertainty dimension and basin and basin boundary entropies.
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Abstract

Chaotic transport is a subject of paramount importance in a variety of problems in plasma physics, specially those related to
anomalous transport and turbulence. On the other hand, a great deal of information on chaotic transport can be obtained from
simple dynamical systems like two-dimensional area-preserving (symplectic) maps, where powerful mathematical results
like KAM theory are available. In this work, we review recent works on transport barriers in area-preserving maps, focus-
ing on systems which do not obey the so-called twist property. For such systems, usual KAM theory no longer holds everywhere
and novel dynamical features show up as non-resistive reconnection, shearless curves, and shearless bifurcations. After
presenting some general features using a standard nontwist mapping, we consider magnetic field line maps for magnetically
confined plasmas in tokamaks.
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Infectious diseases are caused by pathogenic microorganisms and can spread through different ways.
Mathematical models and computational simulation have been used extensively to investigate the transmission
and spread of infectious diseases. In other words, mathematical model simulation can be used to analyse the
dynamics of infectious diseases, aiming to understand the effects and how to control the spread. In general, these
models are based on compartments, where each compartment contains individuals with the same characteristics,
such as susceptible, exposed, infected, and recovered. In this paper, we cast further light on some classical epidemic
models, reporting possible outcomes from numerical simulation. Furthermore, we provide routines in a repository
for simulations.

Keywords: Compartmental model, computational simulation, infectious diseases, COVID-19.

Physics Letters A 431 (2022) 127991

Contents lists available at ScienceDirect

PHYSICS LETTERS A

Physics Letters A

www.elsevier.com/locate/pla

Unpredictability in Hamiltonian systems with a hierarchical phase )
space =

Matheus R. Sales?, Michele Mugnaine, Ricardo L. Viana®, Iberé L. Caldas®,
José D. Szezech Jr. %4

2 postgraduate Program in Physics, State University of Ponta Grossa, 84030-900, Ponta Grossa, PR, Brazil

b Department of Physics, Federal University of Parand, 80060-000, Curitiba, PR, Brazil

¢ Institute of Physics, University of Sao Paulo, 05508-900, Sao Paulo, SP, Brazil

d Department of Mathematics and Statistics, State University of Ponta Grossa, 84030-900, Ponta Grossa, PR, Brazil

ARTICLE INFO ABSTRACT
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Received 22 October 2021 islands in the phase space of a typical nonlinear Hamiltonian system is the phenomenon of stickiness. The
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chaotic orbits that approach an island are trapped in its neighborhood for arbitrarily long times, in which
the orbits behave similarly as quasiperiodic orbits. In this paper, we characterize the boundary between
chaos and regular motion in the phase space of the standard map for distinct parameter values. The
orbits are distinguished between regular and chaotic employing a recently proposed method of weighted

Keywords: Birkhoff averages. We quantify the dimension of the boundaries of the islands using the uncertainty

Uncertainty exponent exponent. In our simulations, we show that the dimension of the island’s boundary depends on the scale

Stickiness of the initial condition uncertainty and the level of the hierarchical structure. We also show that the

Conservative chaos trapping in the vicinity of the islands causes an obstruction in the predictability of the final state of an

Weighted Birkhoff averages orbit. We present how this loss of predictability results in larger dimensions at the inner levels of the
islands.
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In this work, to support decision making of immunisation strategies, we propose the
inclusion of two vaccination doses in the SEIR model considering a stochastic cellular
automaton. We analyse three different scenarios of vaccination: (i) unlimited doses, (ii)
limited doses into susceptible individuals, and (iii) limited doses randomly distributed
overall individuals. Our results suggest that the number of vaccinations and time to
start the vaccination is more relevant than the vaccine efficacy, delay between the
first and second doses, and delay between vaccinated groups. The scenario (i) shows
that the solution can converge early to a disease-free equilibrium for a fraction of
individuals vaccinated with the first dose. In the scenario (ii), few two vaccination doses
divided into a small number of applications reduce the number of infected people more
than into many applications. In addition, there is a low waste of doses for the first
application and an increase of the waste in the second dose. The scenario (iii) presents
an increase in the waste of doses from the first to second applications more than the
scenario (ii). In the scenario (iii), the total of wasted doses increases linearly with the
number of applications. Furthermore, the number of effective doses in the application
of consecutive groups decays exponentially overtime.
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