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Como posso deixar de ver o que tenho diante dos olhos? Dois e dois são quatro.

George Orwell



RESUMO

Mapas não twist são modelos matemáticos discretos no tempo que descrevem propri-

edades de sistemas que violam a condição twist. Sistemas que não satisfazem esta condição

apresentam características específicas, como a existência de um ponto de extremo para o perfil

do número de rotação, a presença da curva shearless e de ilhas gêmeas no espaço de fase. O

modelo matemático mais simples que viola a condição twist é o mapa padrão não twist, um mapa

bidimensional, conservativo e simétrico que viola a condição localmente no espaço de fase. Por

ser um sistema conservativo e perturbado, o mapa padrão não twist exibe uma coexistência de

caos e regularidade, enquanto a sua simetria garante a existência de ilhas gêmeas e de transporte

não direcionado no espaço de fase. Neste trabalho, nós estudamos três mapas derivados do mapa

padrão não twist e analisamos quais modificações ocorrem na dinâmica e nas características bem

estabelecidas do mapa. Para o primeiro mapa, nós consideramos uma nova perturbação senoidal

e o mapa resultante é denominado mapa padrão não twist estendido. Para alguns parâmetros

relacionados a esta nova perturbação, o mapa perde a sua simetria. Como consequência, o

cenário de ilhas gêmeas é modificado e os pontos indicadores, utilizados para determinar a

existência da curva shearless, não podem ser determinados. Posto isto, nós propomos um método

baseado nas bacias de escape para determinar a existência de barreiras de transporte no espaço

de fase. Estudando a possibilidade de transporte direcionado, é possível que trajetórias caóticas

tenham uma direção preferencial em seu transporte no espaço de fase para um situação não

simétrica do sistema. O segundo mapa estudado é o mapa padrão não twist dissipativo, uma

versão não conservativa do mapa original. Com a dissipação, as soluções do caso conservativo

são substituídas por atratores que podem ser periódicos, quase periódicos e caóticos. Pelo estudo

dos diagramas de bifurcação e dos respectivos espaços de fase, nós encontramos a rota “difícil” e

a rota de Curry-Yorke para o caos, rotas bem estabelecidas para sistemas twist dissipativos. Nós

também observamos diferentes cenários de multiestabilidade no espaço de fase e utilizamos as

entropias de bacia e de borda de bacia para analisar e diferenciar estes cenários. Por último, nós

propomos um mapa unidimensional derivado do mapa padrão não twist, o mapa do seno-círculo

não twist. Este novo mapa depende de três parâmetros e pode ser considerado uma aproximação

local do mapa bidimensional. A partir do expoente de Lyapunov, nós identificamos soluções

quase periódicas, periódicas e caóticas para o sistema. Também conseguimos determinar numeri-

camente e analiticamente as linhas de bifurcação do sistema onde uma bifurcação do tipo sela-nó

ocorre. A multiestabilidade é um cenário possível para o mapa unidimensional comprovado pela

existência de histerese nos diagramas de bifurcação. Os espaços de parâmetros para os diferentes

cenários de multiestabilidade mostram uma estrutura não trivial onde as fronteiras entre regiões

de diferentes multiestabilidades não são simples ou suaves. Por fim, nós analisamos a crise dos

atratores caóticos e identificamos crises interiores e de fronteira, esta última desempenhando um

papel significativo na extinção da multiestabilidade.

Palavras-chaves: sistemas não-monotônicos; transporte direcionado; quebra de simetria; sistemas

dissipativos; rota para o caos; análise de bifurcação; multiestabilidade; crise.



ABSTRACT

Nontwist maps are mathematical discrete models used to describe the properties of

systems that violate the twist condition. When the system does not satisfy the twist condition,

it exhibits specific characteristics, such as the existence of an extremum value for the winding

number profile and the presence of the shearless curve and twin island chains in the phase space.

The simplest mathematical model that violates the twist condition is the standard nontwist map,

a two-dimensional conservative and symmetric map that violates the twist condition locally in

the phase space. Once the map is a perturbed conservative system, the standard nontwist map

exhibits a coexistence between chaos and regularity, while its symmetry ensures the existence of

twin islands and an unbiased transport in the phase space. In this survey, we study three maps

derived from the standard nontwist map and analyze what changes occur in the dynamics and in

the well-established characteristics of the map. For the first map, we consider a new sinusoidal

perturbation and the resulting map is denominated extended standard nontwist map. For some

parameter related to the new perturbation, the map loses its symmetry and, as consequence, the

twin island scenario is modified and the indicator points, applied to identify the existence of the

shearless curve, can not be evaluated. Thus, we propose a method based in the escape basins

to determine the existence of transport barriers in the phase space. Analyzing the possibility

of a directed transport to exist in the phase space, we find a tendency of chaotic trajectories

to go to a specific region in the phase space, for non-symmetrical cases. The second map

we explore is the dissipative nontwist map, the non-corservative version of the original map.

With dissipation, the solutions of the conservative map are replaced by periodic, quasi periodic

and chaotic attractors. For the analysis of the bifurcation diagrams and the respective phase

spaces, we identify the hard route and the Curry-Yorke route to chaos, well-established routes for

dissipative twist systems. We also observe different scenarios of multistability in the phase space

and we analyze them by the basin entropy and the boundary basin entropy. Lastly, we propose

a new one-dimensional map derived from the standard nontwist map, the sine-circle nontwist

map. The new map depends on three parameters and it can be considered a local approximation

of the two-dimensional map. From the Lyapunov exponent computation, we identify quasi

periodic, periodic and chaotic solutions for the system. We also numerically and analytically

determine the bifurcation curves, where a saddle-node bifurcation occurs. Multistability is

a possible scenario for the one-dimensional map which is confirmed by the hysteresis in the

bifurcation diagrams. The parameter spaces for multistability reveal a non-trivial structure where

the boundaries between regions that indicate different multistability scenarios are not simple

or smooth. Finally, we analyze the crisis in chaotic attractors and we identify the interior and

boundary crisis, the latter having a key role to the extinction of multistability.

Keywords: nonmonotonic systems; directed transport; symmetry breaking; dissipative systems;

route to chaos; bifurcation analysis; multistability; crisis.
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1 INTRODUÇÃO

O tamanho da população de uma certa espécie, a posição e a velocidade de um pêndulo,

a posição da Terra em relação ao Sol e a evolução de índices macroeconômicos são exemplos

de grandezas cujo valor muda com o tempo. O estudo desta evolução temporal a partir de

modelos matemáticos é a base da grande área da pesquisa que é a Dinâmica. Um dos precursores

da dinâmica foi Sir Isaac Newton que, a partir de equações matemáticas, propôs as leis de

movimento e da gravitação universal, o que levou à explicação das leis do movimento planetário

de Kepler e também à resolução do problema de dois corpos interagindo gravitacionalmente [1].

Não foram apenas as leis de Newton que revolucionaram a forma de estudar a natureza, mas

também a ideia que de fato estas leis existem [2]. A ideia de que é possível descrever as leis da

Natureza por equações matemáticas tornou possível a compreensão de fenômenos relacionados

à mecânica celeste, à elasticidade, ao calor, à luz, e tantos outros exemplos que podemos

imaginar [2]. Utilizar ferramentas matemáticas para nos ajudar a entender um pouco mais o

funcionamento da natureza é o que move a pesquisa nesta área até os dias de hoje.

Segundo a percepção de Laplace, se existisse uma equação que descrevesse o sistema

e se soubéssemos o seu estado inicial, seria possível determinar um estado futuro único, para

qualquer tempo [2, 3]. Dessa forma, nada seria incerto, tanto o futuro quanto o passado seriam

determináveis. Este pensamento mecanicista e determinístico do universo foi preponderante

até o estudo de Poincaré sobre a interação gravitacional entre mais de dois corpos. Com o

objetivo de resolver a questão da estabilidade do sistema solar, Poincaré tentou resolver as

equações para um problema mais simples: a interação de três corpos pela força gravitacional [2].

Partindo de uma abordagem geométrica e topológica, Poincaré percebeu que as soluções eram

totalmente diferentes das soluções obtidas para dois corpos: elas eram complicadas, não podiam

ser escritas por fórmulas matemáticas e podiam ser irregulares e desordenadas [1,2]. Desta forma,

a previsibilidade certeira dos sistemas dinâmicos se tornou uma característica não garantida.

O comportamento irregular e não previsível observado por Poincaré, também foi obser-

vado no circuito eletrônico, elaborado por Balthazar van der Pol em 1926-1928, para simular

um modelo matemático do coração [2]. Sob certas circunstâncias, o circuito apresentava uma

oscilação não periódica. Oscilações irregulares e quase aleatórias também foram observadas

pelo meteorologista Edward Lorenz em seu modelo de três equações para a convecção atmosfé-

rica [1, 2]. Além da irregularidade, Lorenz observou algo que impactaria o estudo de sistemas

dinâmicos: a sensibilidade às condições iniciais. Ao realizar as mesmas simulações numéricas

com condições iniciais minimamente diferentes entre si, esta diferença mínima era ampliada e os

resultados das simulações se tornavam completamente diferentes [1, 2]. Lorenz constatou que

esta sensibilidade era uma propriedade intrínseca do sistema, o que o tornava imprevisível.

Este comportamento irregular, aperiódico e imprevisível, decorrente de um sistema

determinístico, é denominado comportamento caótico. De forma geral, um comportamento
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caótico pode ser definido como um comportamento não periódico, não estável e imprevisível

[4–7]. Esta última propriedade é devido a sensibilidade das condições iniciais que dificilmente são

determinadas com exatidão. O comportamento caótico é frequentemente observado em sistemas

não-lineares, sistemas com perturbações externas periódicas ou em sistemas com muitos graus de

liberdade. Entretanto, sistemas relativamente simples podem apresentar comportamento caótico

como uma solução possível [6]. A simplicidade das equações não determina se as soluções serão

regulares ou não e, de fato, equações simples podem apresentar soluções caóticas [7].

O comportamento caótico pode ser observado em diferentes sistemas dinâmicos não

lineares. Sistemas conservativos, onde a dissipação de energia pode ser desprezada, podem

apresentar caos sob efeito de ações externas. Como exemplo, podemos citar o pêndulo perturbado

e o rotor pulsado no plano, sistemas descritos por duas equações matemáticas que apresentam

soluções caóticas para certas condições iniciais e para certos parâmetros de controle. Sistemas

onde há dissipação de energia, os sistemas dissipativos, também podem apresentar comporta-

mento caótico, como por exemplo o sistema de convecção atmosférica estudado por Lorenz.

Sendo assim, vemos que diferentes tipos de sistemas dinâmicos, com diferentes propriedades,

são capazes de apresentar comportamento caótico.

Dentre as classificações de sistemas dinâmicos, nós escolhemos os sistemas degenerados

como objeto de estudo. Um sistemas não degenerados é um sistema que satisfaz globalmente

a condição de não degenerescência, também denominada condição twist1 [8]. Esta condição

garante uma relação monotônica entre velocidade e momento canônico, isto é, grandes veloci-

dades implicam em grandes momentos canônicos [9]. Os sistemas que violam esta condição,

localmente ou globalmente, são ditos ser degenerados ou não twist, e são amplamente aplicados

no estudo de fenômenos relacionados a plasma, como a descrição de linhas de campo magnético,

e a problemas de mecânica celeste, da física atmosférica, da dinâmica de fluídos, da física de

aceleradores, da matéria condensada, entre outros exemplos [8–10].

Devido a violação da condição twist, novos fenômenos são observados no sistema. As

principais propriedades de sistemas não twist podem ser estudados pelo mapa padrão não twist,

um modelo matemático bidimensional a tempo discreto proposto por Morrison e del Castillo-

Negrete, em seu trabalho publicado em 1993 [11]. Este mapa é conservativo e perturbado, e exibe

os principais fenômenos existentes em sistemas que violam a condição twist, como a coexistência

de caos e regularidade, barreiras totais e parciais ao movimento coletivo de trajetórias caóticas,

soluções periódicas gêmeas com mesmo período e número de rotação, colisão e reconexão

de soluções quase regulares e não monotonicidade no perfil do número de rotação. Estas

propriedades estão bem estabelecidas e a bibliografia relacionada é vasta. O estudo de órbitas

periódicas e a transição para o caos, assim como análise da simetria do sistema e de transporte

podem ser encontrados nas referências [8–10, 12–15].

As características do mapa padrão não twist são consequências de suas propriedades,

1 Termo específico da área e, por este motivo, o manteremos na sua forma original.
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como a simetria, a conservação de energia e a violação da condição twist. Caso uma dessas

propriedades seja modificada, é possível que o cenário apresentado pelo mapa se modifique.

Esta mudança de cenário é o que compõem o principal ponto de interesse deste trabalho. Como

ficariam as estruturas do espaço de fase caso haja uma quebra de simetria no sistema? Qual o

impacto da inclusão de uma dissipação no mapa? Qual o efeito destas mudanças no transporte

das soluções caóticas? Estas são algumas perguntas que motivaram a nossa pesquisa e que

estabeleceram o ponto de partida desta tese.

Nosso principal objetivo neste trabalho é estudar as consequências na dinâmica do mapa

padrão não twist quando este é modificado. Em um primeiro momento, podemos considerar

uma nova perturbação ao mapa, tal que o cenário de simetria e de transporte se altere. Como

consequência, uma nova metodologia para o estudo da existência da curva shearless é necessária,

assim como o estudo de um possível transporte direcionado pode ser desenvolvido. Neste

trabalho, buscamos analisar este cenário utilizando como objeto de estudo o mapa padrão não

twist estendido, proposto por Portela e seus colaboradores como uma expansão local do mapa

padrão twist que descreve o efeito do limitador ergódico em um experimento de tokamak [16].

Nós analisamos o impacto da nova perturbação na simetria do mapa e no transporte de trajetórias

caóticas, e também estudamos um método de identificar as barreiras de transporte para os casos

não simétricos.

Além de uma nova perturbação, também podemos considerar a existência de dissipação

no mapa padrão não twist. Neste caso, a conservação da energia e, consequentemente, a simetria

temporal do sistema não são uma realidade e as soluções para o sistema conservativo são

substituídas por atratores. Carvalho e Abud [17], mostraram a existência de atratores quase

periódicos, denominados atratores shearless, no mapa padrão não twist labiríntico dissipativo,

assim como a existência de comportamento caótico restritos a um atrator no toro no espaço

de fase. Atratores caóticos no toro são conhecidos e bem estabelecidos para sistemas twist,

assim como as rotas que descrevem como um atrator quase periódico se torna caótico no toro.

Entretanto, estas rotas ainda não foram exploradas para sistemas não twist. Interessados no

impacto da dissipação nas estruturas do espaço de fase, nas rotas para o caos em sistemas não

twist e na possibilidade da coexistência de diferentes atratores no sistema, nós consideramos o

mapa padrão não twist dissipativo, uma versão simplificada do mapa utilizado por Carvalho e

Abud [17], que consiste no mapa padrão não twist com uma dissipação controlável.

Por último, nós podemos imaginar uma aproximação local do mapa padrão não twist e

propor um novo mapa unidimensional. Este processo de aproximação foi previamente utilizado

[18] com o mapa padrão twist como uma forma alternativa de obter o paradigmático mapa

do seno-círculo, proposto por Arnold como uma solução para o problema de dois osciladores

acoplados de forma não-linear [19]. O mapa do seno-círculo apresenta uma forma matemática

simples e os resultados obtidos de sua análise permitem entender a transição para o caos a

partir da sobreposição de ressonâncias assim como a rota quase periódica para o caos [20–22].
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Outros resultados sobre o mapa do seno-círculo podem ser encontrados nas referências [20,

21, 23, 24]. A pergunta que nos surgiu durante a realização deste trabalho foi: qual seria o

mapa unidimensional obtido se utilizássemos o mapa padrão não twist no mesmo processo de

aproximação utilizado como alternativa para encontrar o mapa do seno-círculo? Para responder

a esta questão, nós realizamos a aproximação e encontramos o mapa do seno-círculo não

twist, um mapa unidimensional dissipativo, com uma dependência de três parâmetros, e que

apresenta soluções periódicas, quase periódicas e caóticas, para diferentes parâmetros de controle.

Nós buscamos analisar a dinâmica do mapa, assim como a evolução dos atratores e também os

possíveis cenários de coexistência de diferentes atratores para um mesmo conjunto de parâmetros.

Nesta tese, apresentamos, primeiramente, um resumo sobre o mapa padrão não twist

e o utilizamos como exemplo para apresentar as principais ferramentas e métodos utilizados

para análise de sistemas dinâmicos que serão empregadas durante todo o trabalho. Tal resumo

encontra-se no Capítulo 2. Nossas contribuições e resultados novos obtidos, relacionados ao

mapa padrão não twist estendido, mapa padrão não twist dissipativo e mapa do seno-círculo

não twist, são apresentados nos Capítulos 3, 4 e 5, respectivamente. Nossas conclusões são

apresentadas no Capítulo 6. Ao final da tese, apresentamos os apêndices que contêm as capas

dos artigos publicados, sendo eles relacionados diretamente a tese, não relacionados diretamente

e também artigos resultantes de colaborações durante o desenvolvimento da tese.
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2 SISTEMAS DINÂMICOS E O MAPA PADRÃO NÃO TWIST

Neste capítulo, buscamos apresentar os principais conceitos e as ferramentas mais

utilizadas para análise e estudo de sistemas dinâmicos. Para isso, após expor brevemente

alguns conceitos da dinâmica, apresentamos o mapa padrão não twist, um mapa conservativo e

bidimensional que pode ser visto como o sistema discreto mais simples conhecido que viola a

condição twist. Com este mapa, apresentamos conceitos fundamentais da dinâmica não linear e

analisamos suas principais características e seus comportamentos. Este mapa é a base de todo

trabalho, uma vez que nossas contribuições inéditas são análises de modificações aplicadas a

este modelo matemático.

2.1 SISTEMAS DINÂMICOS, DESCRIÇÃO MATEMÁTICA E ESPAÇO DE FASE

Sistemas dinâmicos podem ser definidos como uma descrição matemática que rege a

evolução temporal de um sistema [6]. Esta descrição pode ser feita de diversas maneiras, sendo

as mais comuns as descrições que empregam equações diferenciais e equações de diferenças. A

aplicação de modelagens matemáticas para estudar sistemas que evoluem temporalmente ocorre

em diversas áreas da ciências, como nas ciências exatas e biológicas e também nas engenharias e

na economia [1, 5, 25].

Alligood, Sauer e Yorke definem um sistema dinâmico como a união de um conjunto de

estados possíveis com uma regra que determina o estado atual do sistema baseado em seu estado

passado [5]. Sendo assim, uma vez que o sistema é determinístico e não inclui aleatoriedade, o

estado atual é determinado de forma única a partir do estado inicial.

De forma geral, sistemas dinâmicos são descritos por equações do tipo [6],

dx
dt

= f(x(t)), (2.1)

para sistemas onde a variável temporal é contínua, ou,

xn+1 = M(xn), (2.2)

para sistemas onde o tempo é uma variável discreta. O sistema descrito pela equação (2.1) é

comumente denominado fluxo, e o vetor x(t) pode ser definido para qualquer t > 0 a partir da

condição inicial x(0). Por sua vez, o sistema em (2.2) é denominado mapa, a variável temporal é

usualmente nomeada iterada e para qualquer iterada n, o estado xn é definido de forma única

para a condição inicial x0. Para as equações acima, os vetores x tem dimensão N, correspondente

a dimensão do sistema, e a função f e o mapa M são as regras do sistema dinâmico.

Tanto para fluxos quanto para mapas, as soluções dos sistemas podem ser representadas

de forma gráfica em um espaço N-dimensional denominado espaço de fase. Dessa forma, as
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soluções das equações (2.1) e (2.2) podem ser visualizadas como o movimento de um ponto em

um espaço N dimensional [1]. Na Figura 1 nós apresentamos um exemplo para uma solução,

também denominada trajetória ou órbita, de um sistema bidimensional.

Figura 1 – Exemplo esquemático de uma trajetória em um espaço de fase bidimensional. A partir da evolução tem-

poral de uma condição inicial (x1(0),x2(0)) é possível determinar de forma única a posição (x1(t),x2(t))
em um tempo t > 0 qualquer. Neste exemplo, a trajetória é uma curva fechada indicando uma solução

periódica que se repete após completar um período de tempo.

Na Figura 1, temos a trajetória originada a partir da condição inicial (x1(0),x2(0)). O

resultado é uma curva fechada, indicando um comportamento periódico, uma vez que a trajetória

retorna ao ponto inicial após um certo período de tempo. A seta indica o sentido da trajetória, do

movimento do ponto no espaço de fase. Neste caso, temos o movimento em sentido anti-horário

e, para qualquer tempo t, o estado será representado pelo ponto (x1(t),x2(t)) que pertence a

curva.

A forma da trajetória no espaço de fase nos traz a informação sob o tipo de compor-

tamento que o sistema apresenta. Na Figura 1, o comportamento é periódico, uma vez que a

trajetória fecha em si mesma. Porém, outros tipos de comportamento podem ser observados.

Trazemos alguns exemplos na Figura 2.

Na Figura 2 temos três exemplos de soluções obtidas por mapas, sistemas a tempo

discreto. Em (a), temos um espaço de fase formado por 5 curvas fechadas distintas. A condição

inicial (x1(0),x2(0)) gera uma trajetória que visita as 5 curvas em iteradas sucessivas, como

podemos ver pelos pontos (x1(n),x2(n)) para n = 1,2,3,4 e 5. Após completar um período,

nesse caso 5, observamos que a trajetória retorna para a curva inicial. Sendo assim, todas as

curvas são apenas uma solução. Esse tipo de órbita é referente a um movimento periódico,

um pouco mais complicado que o caso apresentado na Figura 1, uma vez que há mais de uma

frequência associada ao movimento. Contudo, o comportamento é periódico e regular. No

painel (b) da Figura 2, temos apenas uma curva no espaço de fase. De modo geral, soluções que

apresentam esta forma no espaço de fase não apresentam apenas uma frequência, sendo muitas

vezes um conjunto grande de frequências ou até mesmo frequências irracionais. Usualmente,
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Figura 2 – Exemplos de diferentes tipos de soluções de um sistema bidimensional discreto. Em (a), temos 5 curvas

fechadas, indicando um movimento periódico. Uma vez que o sistema é discreto, a trajetória "salta"para

diferentes ilhas em iteradas sucessivas, retornando para a ilha inicial após 5 iteradas. Para (b), temos

uma curva no espaço de fase indicando um comportamento regular e quase periódico. Indicamos as

2 primeiras iteradas para apresentar como a solução preenche a curva. Já para (c), temos os pontos

indicando as iteradas do sistema e as linhas tracejadas são apresentadas para indicar iteradas sucessivas.

Neste último caso, temos um comportamento não regular e não periódico.

estas soluções são regulares e quase periódicas. Discutiremos com mais detalhes soluções quase

periódicas em seções futuras.

Por último, na Figura 2 (c), temos um comportamento visualmente não periódico e

não regular. As iteradas do sistema são indicadas pelos pontos em preto e apresentamos as

linhas tracejadas conectando os pontos para facilitar a identificação da evolução da trajetória. A

fim de uma melhor visualização, apresentamos poucas iteradas. Mas, se iterarmos por muito

tempo, os pontos irão preencher todo o espaço de fase, não formarão curvas ou curvas fechadas,

caracterizando assim um comportamento irregular e aperiódico. Caso uma condição inicial

muito próxima à condição (x1(0),x2(0)) gere um órbita que divirja exponencialmente na órbita

que observamos na Figura 2 (c), temos o caso de um comportamento caótico. Esse assunto será

discutido com maior profundidade nas próximas seções.

Com toda a informação que os espaços de fase podem nos fornecer, eles são uma

ferramenta essencial para o estudo de sistemas dinâmicos. De fato, ao saber apenas os valores

das coordenadas para diferentes instantes de tempo, podemos construir o espaço de fase e

identificar o tipo de comportamento do sistema sem necessariamente resolver analiticamente a

equação diferencial ou a equação de diferença que o rege.

Tanto sistemas a tempo discreto quanto sistemas em tempo contínuo podem ser analisados

pelo espaço de fase e outras ferramentas. Neste trabalho, focaremos em sistemas a tempo discreto,

os mapas. Por mais que as equações diferenciais sejam a forma mais utilizada de descrever

sistemas dinâmicos, os mapas também tem um papel importante e interessante nesta descrição.

Eles podem ser utilizados como uma ferramenta para analisar soluções de equações diferencias e

também para modelar sistemas reais onde é mais conveniente tomar o tempo como uma variável

discreta [1]. Por serem formados de equações iterativas de diferenças, os mapas são uma forma
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mais simples de estudar o sistema e tem um custo computacional menor para os cálculos, ao

comparar com o custo para os cálculos de integração numérica necessários para a resolução das

equações diferenciais.

2.2 DESCRIÇÃO HAMILTONIANA E SISTEMAS DINÂMICOS CONSERVATIVOS E

PERTURBADOS

Dentro do grande conjunto que forma os sistemas dinâmicos, há uma classe bem esta-

belecida que é a classe dos sistemas Hamiltonianos. Um sistema Hamiltoniano tem toda a sua

dinâmica descrita por uma função H, denominada função Hamiltoniana, que depende das variá-

veis do sistema. Como exemplos de sistemas que são descritos pelo formalismo Hamiltoniano,

podemos citar os problemas de mecânica onde o atrito ou qualquer perda de energia não existe ou

pode ser negligenciado, a análise das linhas de campo magnético no plasma, o estudo de corpos

celestes e da estabilidade do sistema solar, a questão da mistura de fluídos entre outros [6, 7, 26].

O formalismo Hamiltoniano combina conceitos de equações diferenciais com princípios

variacionais [3]. Neste formalismo, a dinâmica do sistema é descrita pela função H(p,q, t), onde

p e q são vetores de dimensão N que contém os momentos e as coordenadas generalizadas do

sistema [6, 26]. A dimensão N é definida pelo número de graus de liberdade do sistema [6]. A

função Hamiltoniana é obtida a partir da transformada de Legendre aplicada a Lagrangiana do

sistema, que por sua vez é definida por [4, 27],

L(q̇,q, t) = T (q̇,q)−U(q, t), (2.3)

onde q̇ e q são os vetores das velocidades e das posições generalizadas, respectivamente. A

função T indica a energia cinética, enquanto U é a energia potencial do sistema. Sendo assim,

obtemos a função Hamiltoniana a partir de,

H(p,q, t)≡ ∑
i

q̇i pi −L(q̇,q, t). (2.4)

Os momentos pi são obtidos a partir da Lagrangiana pela derivada,

pi ≡ ∂L
∂q̇i

. (2.5)

Após obter a função H pela equação (2.4), encontramos as equações de movimento a

partir das equações de Hamilton, definidas por [3, 26],

dqi

dt
=

∂H(p,q, t)
∂pi

;
d pi

dt
=−∂H(p,q, t)

∂qi
(2.6)

com 1 ≤ i ≤ N. As soluções das equações (2.6) formam a trajetória (p,q) no espaço de fase de

dimensão 2N e as variáveis (pi,qi) ∀ i são denominadas variáveis canonicamente conjugadas
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[3, 4, 6, 26].

Se as equações que definem as coordenadas generalizadas não dependem explicitamente

do tempo e se as forças atuantes no sistema podem ser derivadas de um potencial conservativo,

temos que a função Hamiltoniana é igual a energia do sistema e pode ser calculada, de uma

forma mais simples, como H = T +U [28]. Se a função H não depende explicitamente do tempo,

dizemos que o sistema é autônomo e podemos ver facilmente que H(p(t),q(t)) se mantém

constante durante toda evolução temporal [3, 6]. Para um índice i genérico,

dH
dt

=
∂H
∂qi

dqi

dt
+

∂H
∂pi

d pi

dt
=

(
−d pi

dt

)
dqi

dt
+

dqi

dt
d pi

dt
,

dH
dt

= 0.

(2.7)

Sendo assim, identificando H como a energia E do sistema, temos que para sistemas autônomos

a energia é conservada durante a evolução temporal.

Com o auxílio das equações da Hamilton em (2.6), podemos calcular a derivada total de

uma função arbitrária ϒ = ϒ(p,q, t) em relação ao tempo.

dϒ(p,q, t)
dt

= ∑
i

(
∂ϒ
∂qi

dqi

dt
+

∂ϒ
∂pi

d pi

dt

)
+

∂ϒ
∂t

= ∑
i

(
∂ϒ
∂qi

∂H
∂pi

− ∂ϒ
∂pi

∂H
∂qi

)
+

∂ϒ
∂t

dϒ(p,q, t)
dt

= [ϒ,H]+
∂ϒ
∂t

.

(2.8)

Em um sistema onde o parênteses de Poisson [ϒ,H] é nulo, ou seja, ϒ comuta com a função

Hamiltoniana e a função ϒ não depende explicitamente do tempo, i.e., ∂ϒ/∂t = 0, a função ϒ é

dita ser uma constante do movimento e dϒ/dt = 0 [4,28]. Para o caso de sistemas conservativos,

a Hamiltoniana, que é idêntica a energia, satisfaz estas duas condições. Logo, temos a energia

como a constante de movimento.

As constantes de movimento tem um papel crucial para a determinação da integrabilidade

do sistema. Caso um sistema Hamiltoniano autônomo de N graus de liberdade apresenta também

N constantes de movimento independentes, o sistema é dito ser integrável [6]. O espaço de fase

destes sistemas apresenta apenas comportamento regular, periódico e quase periódico [7], como

as soluções apresentadas na Figura 2 (a) e (b).

A pergunta que emerge naturalmente é: o que ocorre caso o sistema perca a sua inte-

grabilidade? A resposta para esta pergunta não é simples mas foi concebida por Kolmogorov,

Arnold and Moser, o que levou a formulação do teorema KAM1. Antes de apresentarmos os

principais resultados obtidos a partir do teorema KAM, precisamos introduzir a ideia de estudar

as trajetórias no espaço de fase como toros.

Considerando um sistema com dois graus de liberdade, a representação do toro para uma

certa solução de um sistema integrável é mostrada na Figura 3.

1 O termo KAM é um acrônimo formado a partir dos sobrenomes Kolmogorov, Arnold e Moser.
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Figura 3 – Representação de uma trajetória sobre a superfície de um toro, para um sistema bidimensional. Para

uma energia fixa, os valores de J1 e J2 são constantes e, juntamente com os ângulos θ1 e θ2, descrevem

a superfície do toro.

Na Figura 3, θ1,2 e J1,2 são as variáveis de ângulo e ação, resultantes da transformação

canônica de ângulo-ação aplicada as variáveis do sistema, definidas por [4],

J =
1

2π

∮
pidqi, θ = ω t +β, (2.9)

com ω e β sendo constantes e θ uma função periódica de período 2π. O toro é uma superfície de

energia: a trajetória sob ele tem uma energia constante durante todo o movimento, uma vez que

J1 e J2 são constantes neste caso.

Considerando que o movimento na direção angular θ1 e θ2 tem frequências ω1 e ω2,

respectivamente, podemos definir uma função α [4],

α =
ω1

ω2
, (2.10)

que é o número de rotação da solução.

O valor de α traz muitas informações sobre a natureza da solução. Caso α possa ser

escrito como uma razão α = r/s, as frequências são comensuráveis e o movimento da trajetória

é periódico: a curva fecha em si mesma após r revoluções em θ1 e s revoluções em θ2 [4]. Caso

α seja irracional, qualquer condição inicial irá gerar uma órbita que preencherá todo o toro e

a solução é quase periódica. Desta forma, temos dois tipos de toros: toros racionais e toros

irracionais.

Toros racionais e irracionais respondem de maneira diferente às perturbações do sistema

[7]. Toros racionais tem uma frequência definida, efeitos perturbativos podem se acumular assim

como efeitos de ressonâncias podem ocorrer [7]. Os toros irracionais tem um número de rotação

irracional e espera-se que os efeitos perturbativos não se acumulem, mas sejam semelhantes ao

longo de um período de tempo [7].

2.2.1 Perturbação em toros irracionais e o teorema KAM

O teorema KAM trata da ação da perturbação sobre toros irracionais, onde a trajetória

preenche todo o toro em qual ela se encontra. O teorema foi conjecturado por Kolmogorov (1954)
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e foi provado por Arnold para uma perturbação analítica, onde todas as derivadas existem e são

definidas, em trabalhos publicados em 1961 e 1962 [4]. Com a contribuição de Moser, o teorema

também foi provado para um número suficiente de derivadas contínuas da perturbação [4].

O teorema é válido para pequenas perturbações descritas por funções suficientemente

suaves, e nesse caso, nem todos os toros são destruídos, alguns sobrevivem a ação da perturbação

[4, 7]. O resultado principal do teorema nos informa que os toros irracionais cujo número de

rotação α satisfaz a condição,

∣∣∣α− r
s

∣∣∣> K(ε)
s5/2

, (2.11)

não são destruídos para qualquer aproximação racional r/s do número de rotação α, onde K(ε) é

uma constante que depende da amplitude da perturbação ε, e K → 0 quando ε → 0. [7]. Aqui,

fizemos uma breve apresentação do resultado derivado do teorema KAM, que prova que alguns

toros irracionais sobrevivem a perturbações externas. Uma discussão mais aprofundada sobre o

teorema pode ser encontrada nas referências [4, 7].

Como dito, o teorema KAM só pode ser aplicado para estudar o destino de toros ir-

racionais na presença de perturbação externa. Para toros onde o número de rotação pode ser

escrito como uma razão α = r/s, o destino das órbitas periódicas é descrito pelo teorema de

Poincaré-Birkhoff.

2.2.2 Perturbação em toros racionais e o teorema de Poincaré-Birkhoff

Segundo o teorema de Poincaré-Birkhoff, toros racionais são destruídos sob a ação

de uma perturbação e seu lugar é então ocupado por uma cadeia de pontos fixos elípticos e

hiperbólicos que alternam entre si [7]. De forma mais precisa, sendo um toro racional de número

de rotação α = r/s, com a ação da perturbação o toro é destruído e substituído por um número

par, 2ks de pontos fixos, com k ∈ Z, [4].

Os pontos fixos são condições iniciais cuja solução gerada por elas retorna ao ponto

inicial. De acordo com a estabilidade deste ponto fixo, podemos classificá-los de duas maneiras:

como pontos elípticos ou pontos hiperbólicos. Pontos fixos elípticos são pontos de equilíbrio

estável, logo, condições iniciais próximas geram soluções que orbitam ao redor deste ponto. Nas

figuras 1 e 2 (a), temos exemplos destas órbitas que orbitam ao redor de pontos elípticos: no

primeiro caso, um ponto de período 1, e no segundo, órbitas que orbitam ao redor de uma cadeia

de pontos elípticos de período 5. Os pontos fixos hiperbólicos apresentam um equilíbrio instável.

Neste caso, o ponto apresenta duas direções de estabilidade: uma direção estável por onde as

soluções se aproximam, e uma direção instável, por qual as soluções se afastam do ponto. Uma

síntese dos resultados dos dois teoremas é apresentada, de forma esquemática, na Figura 4.

Pela figura 4, vemos que, os toros irracionais representados pelas curvas com setas

sobrevivem e são apenas deformados sob efeito da perturbação (ε �= 0), se forem irracionais o
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Figura 4 – Figura esquemática de um toro racional (curva cheia ao centro) e toros irracionais (curvas com setas)

sem serem perturbados (figura a esquerda) e sob efeito de uma perturbação não nula ε �= 0 (figura

a direita). Sob perturbação, os toros irracionais são apenas deformados enquanto o toro racionais é

destruído e substituído por pares pontos fixos hiperbólicos e elípticos, indicados pelas setas em × e

pelos círculos concêntricos, respectivamente.

suficiente. As setas indicam o sentido do mapeamento dos pontos no toro (sentido horário e anti-

horário). Já o toro racional ao centro, indicado pela curva sem setas, é destruído e substituído por

oito pontos fixos: quatro pontos elípticos, representados pelos círculos concêntricos, alternando-

se com quatro pontos hiperbólicos, indicados pelas setas em ×. As setas referentes ao ponto

hiperbólico indicam as direções de estabilidade: setas apontando para o centro do ponto indicam

a direção estável, enquanto as setas que se afastam, representam a direção instável.

Os pontos hiperbólicos podem ser vistos como fontes de comportamento caótico [7].

Desta forma, com a perturbação, além dos pontos fixos que já comentamos, a região onde

estava o toro racional também é ocupado por órbitas caóticas [6]. Além disso, caso a amplitude

ε da perturbação aumente, os toros irracionais também serão destruídos e substituídos por

trajetórias caóticas [7]. É desta forma que o comportamento caótico surge nos sistemas onde

a integrabilidade é destruída por uma perturbação. O comportamento caótico é caracterizado

por irregularidade, aperiodicidade e imprevisibilidade, esta última é uma consequência da

sensibilidade as condições iniciais. A solução caótica não retorna exatamente a seu ponto inicial

e condições iniciais muito próximas divergem exponencialmente durante a evolução temporal, o

que afeta a previsibilidade do sistema.

2.2.3 Condição de não degenerescência

Como visto, o teorema KAM garante a sobrevivência de toros irracionais para pequenas

perturbações. Além da irracionalidade e de perturbação de pequena amplitude, o sistema em

estudo precisa ser não-degenerado para que o teorema KAM seja válido [26,29]. Seja um sistema

Hamiltoniano perturbado descrito por [9, 29],

H = H0(J)+ εH1(J,θ, t) (2.12)

com ε 
 1, θ e J sendo as variáveis de ângulo e ação, respectivamente, definidas pelas equações

(2.9) para o sistema integrável. Em (2.12), H0 representa a parte não perturbada e integrável
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enquanto H1 está relacionada a perturbação. Para um sistema ser não degenerado, ele deve

satisfazer a condição [9, 26, 29],

∣∣∣∣∂2H0(J)
∂J2

∣∣∣∣ �= 0, (2.13)

para todos os pontos do espaço de fase. Caso em algum ponto a derivada em (2.13) seja nula, o

sistema é degenerado.

A interpretação física da condição de não-degenerescência (2.13) é de que o sistema não

perturbado deve ser não linear para que o teorema KAM seja válido [26, 29]. Para exemplificar,

consideramos um sistema relacionado a oscilações lineares, isto é, ω = ∂H0/∂J é uma constante

e não depende da variável de ação I [26, 29]. Desta forma, ao substituir essa frequência na

condição (2.13), temos que o resultado é nulo, a condição não é satisfeita e o teorema KAM não

pode ser aplicado. Outra perspectiva sobre a condição de não degenerescência é que ela garante

que grandes momentos canônicos implicam em grandes velocidades, há um comportamento

monotônico nesta relação de momento e velocidade [9].

Para sistemas Hamiltonianos discretos escritos como na equação (2.12), o respectivo

mapa pode ser escrito na forma [4, 10],

Jn+1 = Jn +g(Jn+1,θn),

θn+1 = θn +A(Jn+1)+ f (Jn+1,θn),
(2.14)

onde A corresponde a frequência do sistema integrável não perturbado, A = ∂H0/∂J, e as

funções f e g são referentes a perturbação H1. Para que o sistema seja conservativo e preserve a

área, as funções f e g devem obedecer a relação ∂ f/∂θn +∂g/∂Jn+1 = 0 [8, 10]. Esta relação é

obtida a partir da condição de que sistemas conservativos apresentam um valor unitário para o

determinante da matriz Jacobiana [4]. A matriz Jacobiana é definida, para o mapa em (2.14),

como,

J =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

∂Jn+1

∂Jn

∂Jn+1

θn

∂θn+1

∂Jn

∂θn+1

∂θn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ . (2.15)

Utilizando as equação em (2.14), calculamos o valor da Jacobiana. Calculando cada

termo da matriz em (2.15),

∂Jn+1

∂Jn
= 1+

∂g
∂Jn+1

∂Jn+1

∂Jn
∴ ∂Jn+1

∂Jn
=

(
1− ∂g

∂Jn+1

)−1

, (2.16)
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∂Jn+1

∂θn
=

∂g
∂θn

+
∂g

∂Jn+1

∂Jn+1

∂θn
∴ ∂Jn+1

∂θn
=

∂g
∂θn

(
1− ∂g

∂Jn+1

)−1

, (2.17)

∂θn+1

∂Jn
=

∂A
∂Jn+1

∂Jn+1

∂Jn
+

∂ f
∂Jn+1

∂Jn+1

∂Jn

∴ ∂θn+1

∂Jn
=

(
1− ∂g

∂Jn+1

)−1( ∂A
∂Jn+1

+
∂ f

∂Jn+1

)−1

,

(2.18)

∂θn+1

∂θn
= 1+

∂A
∂Jn+1

∂Jn+1

∂θn
+

∂ f
∂θn

+
∂ f

∂Jn+1

∂Jn+1

∂θn

∴ ∂θn+1

∂θn
= 1+

∂ f
∂θn

+
∂g
∂θn

(
1− ∂g

∂Jn+1

)−1( ∂A
∂Jn+1

+
∂ f

∂Jn+1

)−1

.

(2.19)

Sendo a Jacobiana o determinante da matriz (2.15), temos,

|J |= ∂Jn+1

∂Jn

∂θn+1

∂θn
− ∂Jn+1

∂θn

∂θn+1

∂Jn
,

|J |=
(

1− ∂g
∂Jn+1

)[
1+

∂ f
∂θn

+
∂g
∂θn

(
1− ∂g

∂Jn+1

)−1( ∂A
∂Jn+1

+
∂ f

∂Jn+1

)]
−

−
[

∂g
∂θn

(
1− ∂g

∂Jn+1

)−1(
1− ∂g

∂Jn+1

)−1( ∂A
∂Jn+1

+
∂ f

∂Jn+1

)]
,

|J |=
(

1− ∂g
∂Jn+1

)−1(
1+

∂ f
∂θn

)
.

(2.20)

O mapa é conservativo caso |J |= 1. logo,

(
1− ∂g

∂Jn+1

)−1(
1+

∂ f
∂θn

)
= 1, → 1+

∂ f
∂θn

= 1− ∂g
∂Jn+1

, (2.21)

∂ f
∂θn

+
∂g

∂Jn+1
= 0. (2.22)

Para mapas conservativos, i.e., para mapas escritos como na equação (2.14) cujas funções

relacionadas a perturbação satisfazem a equação (2.22), a condição de não-degenerescência pode

ser escrita como, ∣∣∣∣θn+1

Jn

∣∣∣∣ �= 0, (2.23)

e é denominada condição twist [8, 10]. Um mapa é dito ser twist quando a condição (2.23) é

satisfeita em todos os pontos do espaço de fase. Caso a condição seja violada, o mapa é dito ser
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não twist. A violação pode ocorrer global ou localmente, entretanto, apenas degenerescências

locais são estruturalmente estáveis2, e degenerescências globais se tornam locais devido às

perturbações e ressonâncias do sistema [8]. O exemplo mais simples de um mapa não twist que

viola a condição (2.23) localmente é o mapa padrão não twist, o mapa que forma a base para

todo o trabalho apresentado nesta tese e também é o assunto discutido na próxima seção.

2.3 MAPA PADRÃO NÃO TWIST

O mapa padrão não twist foi proposto por del-Castillo Negrete e Morrison como uma

maneira simplificada e discreta de descrever o transporte caótico em um fluxo "shear"3 nas

ondas de Rossby4 [11]. Para estudar o transporte caótico, considerou-se o movimento de

escalares passivos em um fluxo de cisalhamento simétrico com ondas de Rossby [11]. A função

Hamiltoniana que rege tal sistema é definida por,

H = H0(y)+∑
i

εiφi cos[ki(x− cit)], (2.24)

onde [x(t),y(t)] é a trajetória Lagrangiana de uma partícula no fluído, H0 é uma função assi-

métrica com um ponto de inflexão único e φi é uma função simétrica arbitrária com um ponto

de máximo [11]. A função Hamiltoniana em (2.24) tem a mesma estrutura apresentada na

Hamiltoniana perturbada em (2.12). Para este sistema, a parte integrável, H0(y), corresponde ao

fluxo, enquanto a perturbação não integrável está relacionada com as ondas de Rossby [11].

Após realizar a discretização do sistema e aproximar as soluções em torno de y = 0, del-

Castillo Negrete e Morrison chegaram ao mapa padrão não twist (em inglês, Standard Nontwist

Map - SNM),

yn+1 =yn −b sen(2πxn),

xn+1 =xn +a(1− y2
n+1), mod 1

(2.25)

com x ∈ [0,1] e y ∈ R [11]. O mapa apresenta dois parâmetros: o parâmetro a relacionado

com o perfil do número de rotação, e o parâmetro b referente a amplitude da perturbação [32].

Os parâmetros a e b são reais e independentes entre si, e consideraremos como intervalos de

interesse a ∈ [0,1] e b ∈ R.

Aplicando a condição (2.23) ao mapa (2.25), sendo θ e J correspondentes a x e y,

2 Um sistema dinâmico é estruturalmente estável se sua topologia não é modificada por uma perturbação arbi-

trariamente pequena [1]. Uma discussão extensa sobre estabilidade estrutural pode ser conferida nas Referên-

cias [1, 30].
3 Fluxos "shear", ou fluxos de cisalhamento são fluxos que são gerados por uma força. Fluxos de cisalhamento

ocorrem tanto em oceanos quanto na atmosfera, como por exemplo na corrente do Golfo e no jato polar noturno

sobre a Antártida [11]
4 Ondas de Rossby são ondas que ocorrem de forma natural em fluídos em rotação [31]. Por exemplo, com a

rotação da Terra, há ondas de Rossby na atmosfera e no oceano e elas desempenham um papel importante no

clima. [31]
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respectivamente, temos,

∂xn+1

∂yn
=−2a[yn −b sen(2πxn)] = 0, (2.26)

e assim, podemos verificar a violação da condição twist, uma vez que existe valores (xn,yn) para

qual a relação (2.26) se anula. Os pontos onde a condição twist é violada pertencem a uma curva

específica no espaço de fase: a curva não monotônica [33] que, pela equação (2.26), é definida

por y = b sen(2πx).

O mapa padrão não twist é um sistema que viola a condição twist localmente, sendo assim,

a condição (2.26) não é satisfeita apenas na curva monotônica e as propriedades "não twist" tem

efeito apenas nesta curva e para soluções próximas, estas denominadas "pseudomonotônicas"

[33, 34]. Para regiões externas, regiões acima e abaixo da curva não monotônica no espaço de

fase, a condição twist é satisfeita e o comportamento observado é semelhante ao obtido por

mapas twist [34].

A seguir, mostramos as principais características do mapa padrão não twist. Explicaremos

de forma sucinta as consequências de ser um sistema conservativo e perturbado, mostraremos as

principais propriedades "não twist" que são consequências da violação da condição (2.26), e

por último, apresentaremos algumas análises de interesse para este sistema, como o estudo de

simetria e do transporte de órbitas caóticas no espaço de fase.

O mapa padrão não twist (2.25) é um sistema Hamiltoniano sob ação de uma perturbação

externa. A função Hamiltoniana do sistema é definida por [11],

H =−ay+
a
3

y3 +b
∞

∑
m=−∞

cos(x−2πmt), (2.27)

onde temos a representação de Fourier para a função delta. O mapa (2.25) pode ser obtido a partir

da integração direta das equações de movimento (equações (2.6)) aplicadas a função (2.27) [11].

Podemos provar que o mapa é conservativo a partir do determinante da matriz Jacobiana, assim

como fizemos para um caso genérico (Seção 2.1.3). Substituindo as equações (2.25) em (2.15),

encontramos:

|J |=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂yn+1

∂yn

∂yn+1

xn

∂xn+1

∂yn

∂xn+1

∂xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1 −2π bcos(2πxn)

−2a[yn −b sen(2πxn)] 1+4π abcos(2πxn)[yn −b sen(2πxn)]

∣∣∣∣∣ ,

|J |= 1+4π abcos(2πxn)[yn −b sen(2πxn)]−{[−2π bcos(2πxn)][−2a(yn −b sen(2πxn))]},
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|J |= 1+4π abcos(2πxn)[yn −b sen(2πxn)]−4π abcos(2πxn)[yn −b sen(2πxn)],

|J |= 1,
(2.28)

verificando, assim, que o mapa padrão não twist é conservativo.

Sistemas Hamiltonianos perturbados tem como uma de suas características a coexistência

de comportamento periódico e regular com comportamento caótico, resultante da quebra da

integrabilidade do sistema. Para determinar se uma solução é caótica, precisamos calcular o

expoente Lyapunov.

2.3.1 Expoente de Lyapunov

O expoente de Lyapunov de uma trajetória pode ser compreendido como a taxa expo-

nencial média de convergência ou divergência das órbitas com condições iniciais próximas no

espaço de fase [4, 35]. Em um comportamento caótico, uma solução nunca retorna exatamente

para a sua condição inicial e duas soluções com condições iniciais arbitrariamente próximas se

afastam exponencialmente entre si durante a evolução temporal. Este afastamento é responsável

pela imprevisibilidade do sistema, que também pode ser denominada sensibilidade às condições

iniciais. Para soluções periódicas e quase periódicas, não há essa divergência exponencial para

soluções geradas por condições iniciais próximas.

O expoente de Lyapunov pode ser calculado tanto para sistemas de tempo contínuo

quanto para tempo discreto. Considerando uma condição inicial x0 em um sistema com N graus

de liberdade. A condição inicial é o centro de uma hiperesfera de condições iniciais de dimensão

N . Ao iterar todas as condições iniciais internas a hiperesfera, está irá se deformar e se tornar

um corpo hiperelipsoidal de dimensão N [35]. Sendo ρi(0) o raio da hiperesfera. na direção i,

no instante inicial e ρi(t) o raio, na mesma direção mas em um tempo futuro t > 0, o expoente

de Lyapunov λi é definido pelo limite [35],

λi = lim
t→∞

log
ρi(t)
ρi(0)

. (2.29)

Cada direção i tem um expoente λi relacionado e eles são ordenados do maior para o menor [35].

Os expoentes de Lyapunov estão relacionados a taxa de expansão da esfera em cada direção e,

consequentemente, a expansão e contração das diferentes direções no espaço de fase [35].

O valor do expoente de Lyapunov depende da condição inicial e ele pode assumir três

valores: nulo, negativo ou positivo. Se o expoente é nulo, órbitas próximas não divergem

e a solução é regular. Expoentes negativos indicam uma convergência das órbitas próximas,

indicando a presença de um atrator. Já expoentes positivos são característicos de órbitas caóticas:

trajetórias próximas divergem exponencialmente com o tempo. Para sistemas conservativos,

a soma de todos os expoentes de Lyapunov é nula, uma vez que o volume do espaço de fase

é conservado, por definição. Caso a soma seja negativa, o sistema é dissipativo, o volume é
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contraído durante a evolução temporal. Para um sistema ser considerado caótico, ao menos um

expoente de Lyapunov deve ser positivo.

O mapa padrão não twist é um mapa bidimensional conservativo, logo, haverá dois

expoentes de Lyapunov, λ1 e λ2, e eles serão opostos, uma vez que sua soma deve ser zero, i.e.,

λ1 +λ2 = 0. Sendo assim, podemos focar nossa atenção apenas no maior expoente, indicado

então por λ, o que é suficiente para obter informações sobre o sistema e as soluções presentes no

espaço de fase. Uma descrição detalhada de como os expoentes de Lyapunov são calculados

numericamente pode ser encontrada na referência [35], para sistemas contínuos, e na referência

[36] para sistemas discretos, como os mapas. Neste trabalho, sempre usaremos o último, o

método descrito por Eckmann e Ruelle [36]. Numericamente, o maior expoente de Lyapunov é

calculado pelo limite,

λ = lim
n→∞

1

n
log‖T n

x u‖ (2.30)

onde T n
x é o produto das matrizes de derivada em cada instante de tempo, isto é, T n

x =

T ( f n−1(x))T ( f n−2(x))...T ( f (x))T (x), e u é um autovetor de T n
x [36, 37].

Para exemplificar a utilização dos expoentes de Lyapunov no estudo de sistemas dinâ-

micos, construímos o espaço de fase para o mapa padrão não twist para a = 0,65 e b = 0,6.

Juntamente, calculamos o expoente de Lyapunov, para um tempo de 104 iterações, para a solução

gerada por cada condição inicial no espaço de fase. Construímos então outro espaço onde a cor

da condição inicial é referente ao valor do expoente de Lyapunov da solução gerada por esta

condição. Estes espaços são apresentados na Figura 5.

Figura 5 – Para o mapa padrão não twist, (a) espaço de fase para a = 0,65 e b = 0,6 e (b) mapa de cor onde cada

ponto representa uma condição inicial e a cor indicada representa o valor do expoente de Lyapunov λ
para a solução gerada pela condição. As soluções regulares no espaço de fase, como as trajetórias quase

periódicas indicadas pelas curvas em preto e as ilhas periódicas representadas pelas curvas coloridas em

(a), exibem expoente de Lyapunov nulo, evidenciado pelos pontos pretos em (b). As soluções caóticas,

representadas pelos pontos esparsos em (a) apresentam λ > 0, retratado pelos pontos coloridos em (b).
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Na Figura 5 (a) nós temos o espaço de fase para o mapa padrão não twist, com (a,b) =

(0,65 ; 0,6). Neste caso, a perturbação b é não nula e temos um sistema Hamiltoniano perturbado.

Uma característica do espaço de fase de sistemas conservativos perturbados é a coexistência

de regularidade e caos, o que observamos na figura. Na Figura 5 (b), temos o expoente de

Lyapunov referente a trajetória gerada para cada ponto do espaço de fase. A partir da escala de

cor, podemos identificar a natureza das soluções presentes no espaço de fase. Como estamos

analisando o maior expoente de Lyapunov, não observamos expoentes negativos e, sendo assim,

temos apenas λ = 0, indicado pelos pontos em preto, e λ > 0 para os pontos coloridos. Os

pontos pretos esparsos no espaço de fase da Figura 5 (a) compõem o chamado mar caótico:

toda condição inicial nessa região gerará soluções caóticas, com expoente λ > 0 representado

pelos pontos coloridos na segunda figura. As curvas em preto, na Figura 5 (a), são soluções

regulares quase-periódicas, isto é, um comportamento que é uma mistura de vários movimentos

periódicos com frequências fundamentais diferentes [6]. Já as curvas fechadas coloridas são

ilhas periódicas que orbitam ao redor de pontos elípticos, como discutido na Seção 2.2.2. Tanto

soluções quase-regulares quanto soluções periódicas são indicadas pelos pontos em preto (λ = 0)

na Figura 5 (b).

2.3.2 Propriedades não twist

Como dito anteriormente, a violação da condição twist tem grande influência nas estru-

turas presentes no espaço de fase. A seguir, enumeramos e ilustramos algumas propriedades

decorrentes da violação da condição (2.26).

1. Ponto de extremo no perfil de número de rotação e a curva shearless

Uma vez que a condição twist é violada, o perfil do número de rotação não é mais

monotônico: ele apresenta um ponto de extremo local, podendo ser um mínimo ou um máximo.

Este ponto de extremo pertence a uma curva no espaço de fase denominada curva shearless. Esta

curva é intitulada shearless (sem cisalhamento) porque ao longo dela, o "shear", definido por

∂xi+1/∂yi, é nulo [8, 10].

O número de rotação de uma solução gerada por uma condição inicial (x,y), designado

por ω, pode ser calculado pelo limite [8],

ω := lim
n→∞

xn

n
, (2.31)

onde xn ∈ R, ou seja, não é tomado o módulo 1. Se o limite é definido, a solução pode ser

periódica (ω racional) ou quase periódica (ω irracional). Caso o limite não convirja, a solução é

caótica.

Para ilustrar, voltamos ao espaço de fase apresentado na Figura 5, escolhemos a linha

x = 0,5 e calculamos o número de rotação para cada ponto (x,y) = (0,5;y), obtendo assim o

perfil de número de rotação. O resultado é mostrado na Figura 6.
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Figura 6 – Curva shearless correspondente ao ponto de extremo no perfil do número de rotação. Em (a) temos o

espaço de fase para o mapa padrão não twist com os parâmetros (a,b) = (0,65;0,6). A linha tracejada

azul em (a) indica a reta na qual o perfil de número de rotação foi calculado. O resultado é o perfil

não monotônico mostrado em (b). O perfil apresenta um ponto de extremo, neste caso um máximo. A

ampliação do perfil de ω na região indicada pelo retângulo preto tracejado no painel (b) é mostrada em

(c), onde o ponto de máximo é destacado.

Na Figura 6 (a), temos o espaço de fase já apresentado na Figura 5 com a adição da linha

x = 0,5, onde é calculado o perfil do número de rotação, mostrado na Figura 6 (b). Observando

o perfil, vemos que ele não tem um comportamento monotônico, de fato sua forma lembra uma

parábola. Só mostramos o intervalo y ∈ [0;0,3] pois fora deste intervalo o número de rotação não

é definido. Como vemos na Figura 6 (a), a maioria das condições iniciais na linha são condições

no mar caótico. Fazendo uma ampliação na parte superior do perfil, realçamos o caráter não

monotônico. Na Figura 5 (c), observamos uma parábola e o ponto de máximo é destacado pelo

× em vermelho. Como vimos, esse ponto refere-se a curva shearless, a curva em vermelho no

espaço de fase em (a).

Este comportamento se repete em todo o espaço de fase. Se calcularmos o número de

rotação para cada ponto e associarmos uma cor para cada ω, podemos observar esse comporta-

mento não monotônico. Na Figura 7, temos o espaço de fase construído de forma semelhante ao

espaço na Figura 5 (b), mas com o valor do número de rotação indicado pela cor.

Os pontos em branco na Figura 7 indicam condições iniciais caóticas, onde o número

de rotação não é definido. No painel (a), vemos todas as estruturas regulares do espaço de

fase, as duas ilhas em preto, as cadeias de ilhas de período 5, em vermelho, e as curvas quase

periódicas na região central, também em vermelho. Na ampliação, apresentada na Figura 7 (b),

conseguimos destacar o comportamento não monotônico, onde o máximo de ω se encontra no

meio do conjunto de curvas, correspondente a curva shearless, como vimos na Figura 6, .

2. Existência de meandros e cadeias de ilhas gêmeas no espaço de fase
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Figura 7 – Mapa de cor para o número de rotação para o espaço de fase mostrado na Figura 5, tal que os parâmetros

são a = 0,65 e b = 0,6. Para cada ponto no espaço, ω foi calculado segundo a equação (2.31) e uma

cor foi atribuída para cada valor. Os pontos em branco indicam condições caóticas, onde o número de

rotação não é definido. O valor de ω associado a cada cor pode ser conferido na barra de cores. Em

(a) temos o espaço de fase completo e em (b) temos uma ampliação nas curvas quase periódicas, para

destacar o valor máximo de ω na curva shearless

Meandros são soluções quase periódicas representadas por curvas "dobradas" no espaço

de fase [12]. Estas curvas não são gráficos y(x), elas podem apresentar mais de um valor de y

para o mesmo valor de x. A existência destas curvas é proibida em mapas twist pelo teorema

de Birkhoff, mas pela violação da condição twist, sua existência é permitida em sistemas não

twist [12].

Além dos meandros, como consequência da condição twist não ser válida em todo o

espaço de fase, as órbitas periódicas se apresentam em pares, isto é, há duas órbitas periódicas

iguais que apresentam o mesmo número de rotação [8]. Estas órbita são iguais mas elas não

compõem uma mesma solução no espaço de fase: uma trajetória em uma órbita periódica nunca

será encontrada na outra. Por isto, estas duas órbitas são chamadas de soluções gêmeas, ou

cadeia de ilhas gêmeas.

Na Figura 8, apresentamos dois espaços de fase exemplificando as estruturas de meandros

e de ilhas gêmeas nos espaços de fase.

Nos espaços de fase da Figura 8, conseguimos observar as duas estruturas mencionadas.

No painel (a), temos o meandro em vermelho, uma curva "dobrada" que não é um gráfico de

x, uma vez que para o mesmo valor de x é possível encontrar múltiplos valores de y. Também

podemos observar algumas cadeias de ilhas gêmeas de mesmo período, uma em cada lado do

meandro: ilhas em azul e verde e as ilhas em rosa e roxo. A estrutura de ilhas gêmeas pode ser

melhor observada na Figura 8 (b), onde temos a cadeia de ilhas em verde, chamada de cadeia

superior, e a cadeia de ilhas em vermelho, denominada cadeia inferior. Estas ilhas tem o mesmo

período 5 e apresentam o mesmo número de rotação. Essa estrutura se repete para as ilhas mais

37



Figura 8 – Espaços de fase para o mapa padrão não twist para os parâmetros (a) a = 0,8 e b = 0,6, (b) a = 0,65

e b = 0,65. Em (a), observamos a solução do tipo meandro, destacada pela curva em vermelho. As

soluções periódicas são indicadas pelas curvas coloridas nos dois espaços, enquanto o mar caótico é

representado pelos pontos esparsos.

internas (ilhas em verde e azul claro e as ilhas em amarelo e laranja). Também há outro conjunto

de ilhas gêmeas, as ilhas em rosa e em roxo na região inferior e superior do espaço de fase,

respectivamente.

2.3.3 Simetria, pontos indicadores e existência da curva shearless

Um mapa M é dito ser simétrico em relação a uma transformação TS se a relação

M = T−1
S MTS for satisfeita. Sendo TST−1

S = T−1
S TS = 1, a relação de simetria pode ser escrita

como MTS = TSM. Se o mapa obedecer esta relação, ele é simétrico e invariante em relação a

transformação TS, que também pode ser denominada simetria do sistema [8].

Segundo del-Castillo Negrete e Morrison, o mapa padrão não twist é um mapa simétrico

em relação a transformação [8],

TS(x,y) =
(

x± 1

2
,−y

)
. (2.32)

Podemos provar a propriedade de simetria do mapa substituindo as equações que o definem, equa-

ção (2.25), juntamente com a transformação (2.32) na relação MTS = TSM. Após a substituição,

chegamos às relações,

xn +a[1− (yn −b sen(2πxn)
2]± 1/2 = xn ± 1/2+a[1− (−yn −b sen[2π(xn ± 1/2)])2],

−yn +b sen(2πxn) =−y−b sen[2π(xn ± 1/2)],
(2.33)

onde deixamos yn+1 = yn − b sen(2πxn) explícito. Como sen[2π(xn ± 1/2)] = − sen(2πxn), as

duas identidades se confirmam e demonstramos que o mapa é simétrico.
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2.3.3.1 Linhas de simetria

Uma propriedade decorrente da simetria do sistema são as linhas de simetria, conjuntos

invariantes formados pelos pontos x = (x,y), que formam a solução da equação I0,1x = x [8],

onde I0,1 são as involuções que compõem o mapa M = I1 ◦ I0. Para o mapa padrão não twist,

MSNM(xn,yn) = (xn +a(1− yn+1)
2,yn −b sen(2πxn)), (2.34)

as involuções I0,1 que compõem o sistema, tal que MSNM = I1 ◦ I0, são [8],

I0(x,y) = (−x,y−b sen(2πx)),

I1(x,y) = (−x+a(1− y2),y).
(2.35)

Partindo da definição das linhas de simetria, encontramos duas linhas de simetria Si,

associadas a cada involução Ii. São elas,

S0 :={(x,y)|x = 0},
S1 :=

{
(x,y)|x = a

2
(1− y2)

}
.

(2.36)

Aplicando a transformação de simetria TS nas linhas de simetria S0 e S1, obtemos outras

duas linhas, S2 e S3, definidas por,

S2 :=

{
(x,y)|x = 1

2

}
,

S3 :=

{
(x,y)|x = a

2
(1− y2)± 1

2

}
,

(2.37)

formando assim o conjunto de quatro linhas de simetria do mapa padrão não twist. As linhas de

simetria são uma ferramenta que simplifica a procura por órbitas regulares no sistema: no lugar

de fazer uma busca por soluções regulares em todo o domínio do espaço de fase (um problema

bidimensional), podemos procurá-las nas linhas de simetria, reduzindo o problema para uma

busca unidimensional. A posição das quatro linhas de simetria no espaço de fase está mostrada

na Figura 9.

As ilhas gêmeas, discutidas na seção anterior, podem ser encontradas nas ilhas de simetria.

Analisando as cadeias de período 3, presentes na região central do espaço de fase da Figura 9, as

ilhas da cadeia superior interceptam as linhas S2 e S3, enquanto as inferiores interceptam a linha

"gêmea"5 S0 e S1, respectivamente. Também observamos as ilhas gêmeas de período 1, uma

próxima de y =−1, interceptada pelas linhas S1 e S0 e a outra próxima de y = 1, interceptada

pelas linhas S2 e S3. O mesmo é observado com as ilhas de período 2, interceptadas pelas

linhas S0 e S2. As linhas de simetria são uma ferramenta que facilita a identificação de órbitas

5 Utilizamos o termo "gêmea" pois elas estão relacionadas pela transformação de simetria TS, da equação (2.32)
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Figura 9 – Espaço de fase, linhas de simetria e curva não monotônica para o mapa padrão não twist com os

parâmetros a = 0,71 e b = 0,33. As linhas de simetria, das equações (2.36) e (2.37) são as curvas ciano,

azul, laranja e rosa, respectivamente. A curva tracejada indica a curva não monotônica y = b sen(2πx),
onde a condição twist é violada.

regulares, inclusive de ilhas gêmeas: uma ilha encontrada em S0 ou S1 terá a sua gêmea em S2 e

S3, respectivamente.

Juntamente com as linhas de simetria, também mostramos a curva não monotônica, onde

a condição twist é violada. Observamos que ela intercepta as curvas invariantes na região central

do espaço de fase e, consequentemente, a curva shearless (não destacada na figura).

2.3.3.2 Pontos indicadores e curva shearless

Uma vez que a condição twist é violada, não é possível utilizar o teorema KAM para

determinar se a curva shearless existe ou não, como é possível determinar a existência de toros

KAM para sistemas twist. É necessário um outro método para verificar esta existência. A

determinação dos intervalos dos parâmetros a e b onde a curva shearless é destruída ou sofre

processos de reconexão pode ser feita a partir da teoria de operadores de renormalização e do

critério de resíduos de Greene [8, 10, 12].

Uma forma mais simples de determinar a existência da curva shearless no espaço de

fase é a partir dos pontos indicadores [14], outra ferramenta baseada na simetria do sistema.

O critério dos pontos indicadores parte do pressuposto que se estes pontos geram órbitas não

limitadas a curva shearless não existe [13]. Caso a curva shearless exista, os pontos indicadores

pertencem a ela. Para determinar se uma órbita é limitada, é verificado se ela permanece em um

intervalo de y pequeno, por exemplo y ∈ [−1,1], durante todo tempo de iteração.

Os pontos indicadores zi são definidos como os pontos que são soluções da equação,

Iizi = TSzi, i = 0,1, (2.38)
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onde Ii são as involuções que compõem o mapa e TS é a simetria do sistema. Para o mapa padrão

não twist, os quatro pontos indicadores, obtidos a partir da substituição de (2.35) e (2.32) em

(2.38), são,

z(0,1)0 =

(
∓1

4
,∓b

2

)
, z(0,1)1 =

(
a
2
∓ 1

4
,0

)
, (2.39)

onde os subíndice i indicam a involução utilizada para calcular o ponto zi e os índices 0 e 1

referem-se aos operadores superior e inferior, respectivamente.

A partir dos pontos indicadores, podemos determinar se a curva shearless existe para

um par de parâmetros (a,b) específico. Baseando-se no método proposto por Shinohara e

Aizawa [13], podemos construir um espaço de parâmetros a×b que nos mostre quando a curva

shearless existe e para quais parâmetros ela já foi destruída. Definindo dois intervalos para a e

b, comumente a,b ∈ [0,1], nós calculamos os quatro pontos indicadores em (2.39) e evoluímos

todos por um tempo de iteração de n = 106 e estabelecemos |y| < 10 como limite para que a

curva shearless seja considerada existente. Se todos os pontos indicadores gerarem soluções

que permanecem neste intervalo durante toda a iteração, a curva shearless existe e marcamos o

ponto dos respectivos parâmetros (a,b) no espaço de parâmetros. Caso alguma solução escape

desse limite, a curva não existe e deixamos o ponto em branco. Na Figura 10, apresentamos o

espaço de parâmetro para a existência da curva shearless e dois exemplos de espaço de fase para

demonstrar a localização dos pontos indicadores.

Figura 10 – Análise da curva shearless. (a) Espaço de parâmetros para a existência da curva shearless. Os pontos

pretos em (a) indicam pares de parâmetros (a,b) onde há curva shearless, enquanto os pontos em

branco indicam parâmetros para os quais a curva não existe. Em (b) e (c) temos os espaços de fase

correspondentes aos parâmetros dos pontos marcados em vermelho (a = 0,75 e b = 0,46) e roxo

(a = 0,72 e b = 0,55) no espaço de parâmetro em (a), respectivamente. Em (b), observamos um espaço

de fase com a curva shearless (curva em vermelho) em oposição ao caso apresentado em (c), onde

não há a curva. Os pontos coloridos em (b) e (c) indicam a posição dos quatro pontos indicadores

apresentados na equação (2.39).

No espaço de parâmetro apresentado na Figura 10 (a), observamos a região em preto,

indicando os pontos onde a curva shearless existe e também a região em branco, onde a existência

da curva shearless não é identificada. A fronteira limite entre as duas regiões não é simples

ou suave, ela apresenta um estrutura complicada de diversas incursões de uma região na outra.
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De fato, essa fronteira é fractal, apresenta uma dimensão fracionária e autossimilaridade 6. Um

estudo descritivo e detalhado da fractabilidade da fronteira da região em preto pode ser conferido

na Referência [38].

Para exemplificar a utilização do espaço de parâmetros e para demonstrar a posição dos

pontos indicadores, escolhemos dois pares (a,b), um na região onde existe a curva shearless

e outro onde a curva já foi destruída, e construímos o espaço de fase. Na Figura 10 (b), temos

o espaço de fase correspondente ao ponto em vermelho na Figura 10 (a), onde os parâmetros

são (a,b) = (0,75;0,46). Neste espaço, vemos a coexistência de caos e regularidade e a curva

shearless em vermelho. Os quatro pontos indicadores (2.39) estão representados pelos pontos

coloridos e verificamos que todos estão sob a curva shearless. Para o ponto em roxo na Figura 10

(a), onde (a,b) = (0,72;0,55), a curva shearless não existe, o que é verificado no espaço de fase

no painel (c). Os pontos indicadores, nesse caso, pertencem ao mar caótico e soluções geradas

por eles irão para regiões de altos valores de |y|, apresentando um comportamento não limitado.

2.3.4 Transporte de soluções caóticas

Como vimos, o espaço de fase de sistemas Hamiltonianos perturbados é caracterizado

pela coexistência de caos e regularidade. As trajetórias no mar caótico podem explorar toda

a região disponível a elas. Entretanto, elas podem levar um tempo relativamente longo para

isto, uma vez que podem existir barreiras a este movimento. De fato, podemos identificar duas

barreiras que podem dividir o mar caótico: as barreiras totais e as barreiras parciais. As barreiras

totais são curvas invariantes no espaço de fase, toros irracionais que sobrevivem a perturbação.

Já as barreiras parciais são formadas por estruturas que foram destruídas com a perturbação, mas

apresentam um efeito limite a movimentação de soluções caóticas.

O estudo sobre a movimentação de um grupo de soluções caóticas pelo espaço de fase e o

tempo que estas soluções levam para sair de um ponto e chegar a outro está englobado no estudo

de transporte no sistema [39]. A análise do transporte em sistemas Hamiltonianos tem aplicações

práticas como a previsão dos tempos de confinamentos para plasmas em tokamaks [40], e

cálculos da perda de partículas em plasmas e aceleradores, das taxas de reações químicas, da

taxa de aquecimento das ondas em plasmas, entre outros exemplos [41].

No mapa padrão não twist, a curva shearless atua como uma barreira total no espaço

de fase [8]. Quando todas as barreiras totais são destruídas, é possível que as cadeias de ilhas

gêmeas atuem como uma barreira parcial para o sistema [15]. Esta parcialidade na barreira faz

com que algumas trajetórias consigam atravessar o espaço de fase em um curto intervalo de

tempo, enquanto outras levam um intervalo comparativamente maior.

A existência de barreiras totais é indicada pelo espaço de parâmetros da Figura 10, uma

vez que, onde há curva shearless (região preta) há no mínimo uma barreira total de transporte.

Mas o espaço de parâmetros não nos traz informações sobre barreiras parciais ou sobre o

6 Sua estrutura se repete em sucessivas magnificações na região
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transporte das trajetórias em si. Para isso, nós utilizamos o conceito de transmissividade. A

transmissividade Tn é definida como a fração das trajetórias caóticas que conseguem atravessar o

espaço de fase, dentro de um certo tempo, no nosso caso dentro de um número n de iteradas [37].

Como as barreiras no SNM são curvas horizontais, a transmissividade Tn é calculada para o

transporte no sentido vertical. Para o cálculo, um grande número de condições iniciais é disposta

na região inferior do espaço de fase, e então todas são iteradas, até o valor definido para a iterada

final, e então é contado quantas trajetórias conseguiram chegar a parte superior do espaço de

fase. De forma matemática, a transmissividade é definida por,

Tn =
N(n)
NT

, (2.40)

onde NT é o número de condições escolhidas e N(n) é o número de órbitas que atravessaram o

espaço de fase em um tempo de iteração n.

Para exemplificar, escolhemos NT = 106 condições iniciais na linha y =−1 e iteramos

todas até dois tempos finais de iteração: n = 100 e n = 500. Então, contamos quantas trajetórias

chegam a y =+1. Escolhemos o parâmetro b = 0,6 e calculamos a transmissividade para cada

valor de a no intervalo a ∈ [0,803;0,808]. O resultado é apresentado na Figura 11 (a).

Figura 11 – (a) Transmissividade das órbitas caóticas, em função de a para dois tempos finais de iteração n = 100

(curva em roxo) e n = 500 (curva vermelha), para b = 0,6. O eixo das ordenadas correspondente

ao tempo n = 100 (n = 500) está a esquerda (direita) do gráfico. Identificamos três casos em (a) e

construímos os respectivos espaços de parâmetros: (b) transporte nulo - barreira total (a = 0,80350), (c)

transporte alto (a = 0,80545) e (d) transporte apenas para um tempo de iteração mais longo - barreira

parcial (a = 0,80680).
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Observando a Figura 11 (a), conseguimos identificar pontos onde a transmissividade é

nula para os dois valores de iteradas finais. Nestes casos, temos a presença de barreiras totais,

como mostrado no espaço de fase da Figura 11 (b), para os parâmetros (a,b) = (0,80350;0,6).

Também é possível identificar um máximo na curva de transmissividade, sugerindo uma situação

de maior transporte no espaço de fase. Este caso de alto transporte ocorre, para os dois tempos de

iteração, para os parâmetros a = 0,80545, b = 0,6, e o espaço de fase para este par de parâmetros

está na Figura 11 (c).

Por último, temos o caso onde há uma diferença para a curva n = 100 e n = 500, o ponto

a = 0,80680, onde a curva para o valor maior de iterada apresenta um pico enquanto o caso com

o menor valor indica um transporte nulo. Este é o caso onde a barreira existente no espaço de

fase é parcial, e é necessário um tempo maior para que as soluções caóticas atravessem o espaço

de fase. A intensidade do efeito da barreira pode ser explicada pela proximidade dos pontos

hiperbólicos de cada cadeia e pelas intersecções das variedades relacionadas a eles [15].

Comparando os dois espaços de fase sem barreiras de transporte, Figuras 11 (c) e (d),

não há uma diferença significativa que indique a presença de barreiras parciais no último caso.

Ambos espaços de fase são compostos apenas por mar caótico e duas cadeias de ilhas gêmeas.

Dessa forma, temos que a transmissividade é uma ferramenta para quantificar o transporte de

trajetórias caóticas no espaço de fase, algo que não pode ser analisado quantitativamente e

qualitativamente pelos espaços de fase.

Na Figura 11 (a) utilizamos um valor de b fixo e um pequeno intervalo de a. A transmis-

sividade para todo ponto (a,b) nos intervalos a,b ∈ [0,1] é apresentada no espaço de parâmetros

da figura 5 da Referência [42].

Neste exemplo de transmissividade, calculamos apenas o sentido "para cima" do trans-

porte: as condições iniciais partem de y =−1 e contamos quantas chegam a y =+1. É possível

também calcular o sentido oposto, partindo de y positivo e analisando a sua chegada em y

negativo. Entretanto, o resultado é o mesmo. Esta igualdade deve-se a simetria presente no mapa

padrão não twist.

Os resultados apresentados de forma breve nesse capítulo levam em conta alguns fatores

sobre o sistema. O sistema é conservativo, perturbado (para b �= 0) e simétrico. Caso alguma

dessas condições mude, os resultados podem ser diferentes. Nos próximos capítulos, apresenta-

remos alguns mapas derivados do mapa padrão não twist, estudaremos as suas propriedades e

como as modificações no mapa podem afetar as características twist bem estabelecidas.
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3 MAPA PADRÃO NÃO TWIST ESTENDIDO: QUEBRA DE SIME-
TRIA E TRANSPORTE DIRECIONADO

O mapa padrão não twist é um mapa inerentemente simétrico e esta simetria pode ser

preservada ou quebrada com a adição de uma nova perturbação. Neste capítulo, apresentamos o

mapa padrão não twist estendido que apresenta duas perturbações distintas ressonantes, cons-

truído pela inclusão de uma perturbação no mapa não twist . Aqui, estudamos as consequências

desta nova perturbação tanto no espaço de fase quanto no transporte de trajetórias caóticas.

Também mostramos um novo método para determinar a existência de barreiras de transporte

no espaço de fase. Os resultados apresentados neste capítulo podem ser encontrados no artigo

"Ratchet current in nontwist Hamiltonian systems", publicado em 23 de setembro de 2020, na

revista Chaos: An Interdisciplinary Journal of Nonlinear Science.

3.1 A EXTENSÃO DO MAPA PADRÃO NÃO TWIST

O mapa padrão não twist estendido foi proposto por Portela e seus colaboradores como

uma expansão local ao redor da curva shearless de equilíbrio para um mapa não twist que

descreve as linhas de campo magnético em um dispositivo de plasma toroidal com um limitador

ergódico magnético [16, 43]. O mapa padrão não twist estendido (Extended Standard Nontwist

Mapa - ESNM) é definido pelas equações [16],

yn+1 = yn −b sen(2πxn)− c sen(2πmxn),

xn+1 = xn +a(1− y2
n+1), mod 1,

(3.1)

onde x ∈ [0,1], y∈R, a,b e c são parâmetros reais e m é um número inteiro. O parâmetro a, assim

como no caso do mapa padrão não twist, está relacionado com o perfil do número de rotação,

e os parâmetros b e c são amplitudes de perturbações distintas. Pelo ponto de vista aplicado,

o termo b sen(2πxn) corresponde aos efeitos toroidais do tokamak enquanto o termo adicional,

c sen(2πmxn), é consequência do limitador ergódico [16]. O parâmetro m é um fator geométrico

e corresponde ao número de pares de segmentos de anel de corrente toroidal do limitador

ergódico [16, 32], estando assim relacionando aos modos de ressonância do sistema [16, 44].

Caso c = 0, retornamos ao mapa padrão não twist, apresentado e discutido no capítulo anterior.

O mapa (3.1) também é denominado mapa padrão não twist de duas frequências, nomenclatura

utilizada por Wurm e Martini em seu trabalho sobre simetria e quebra de barreiras shearless

neste mapa [43].

O mapa estendido, definido pelas equações (3.1), é um mapa conservativo que viola a

condição twist [43]. Podemos provar calculando o determinante da matriz Jacobiana do mapa e

aplicando a condição twist (2.23) às equações (3.1), assim como feito para o mapa padrão não
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twist na seção 2.3. Para o mapa estendido, temos como determinante da matriz Jacobiana,

|J |=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂yn+1

∂yn

∂yn+1

xn

∂xn+1

∂yn

∂xn+1

∂xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
1

∂yn+1

xn

−2ayn+1 1−2ayn+1
∂yn+1

∂xn

∣∣∣∣∣∣∣ ,

|J |= 1−2ayn +1
∂yn+1

∂xn
−
(
−2ayn+1

∂yn+1

∂xn

)
,

|J |= 1,

confirmando a conservação da área para todo espaço de fase. Pela condição twist,
∣∣∣∣∂xn+1

∂yn

∣∣∣∣ �= 0,

temos que,

∂xn+1

∂yn
=−2a[yn −b sen(2πxn)− c sen(2πmxn)], (3.2)

e o mapa viola a condição twist na curva não monotônica yn = b sen(2πxn)+ c sen(2πmxn).

3.2 PROPRIEDADES DE SIMETRIA E O ESPAÇO DE FASE PARA O MAPA ESTENDIDO

O mapa padrão não twist estendido é um mapa simétrico caso a condição TSM = MTS

seja válida para todo espaço de fase. Sendo M = MESNM, definido pelas equações (3.1), e TS é a

transformação de simetria do mapa padrão não twist, apresentada na equação (2.32), temos que a

relação TSM = MTS resulta em,

(−y)−b sen[2π(x± 1/2)]− c sen[2πm(x± 1/2)] =−[y−b sen(2πx)− c sen(2πmx)],

(x± 1/2)+a(1− y2
n+1) = [x+a(1− y2

n+1)]± 1/2.
(3.3)

Como visto no capítulo anterior, o termo sen[2π(x± 1/2)] é equivalente a − sen(2πx). O termo,

sen[2πm(x± 1/2)] pode ser desenvolvido como,

sen[2πm(x± 1/2)] = sen(2πmx±πm) = sen(2πmx)cos(πm)± cos(2πmx) sen(πm)

sen[2πm(x± 1/2)] = (−1)m sen(2πmx).
(3.4)

Logo, a relação (3.3) se torna,

−y+b sen[2π(x± 1/2)]+(−1)m+1c sen(2πmx) =−y+b sen(2πx)+ c sen(2πmx)],

x+a(1− y2
n+1)± 1/2 = x+a(1− y2

n+1)± 1/2.
(3.5)

e podemos concluir que a primeira igualdade só é verdadeira para valores ímpares de m. Sendo

assim, temos que o mapa é simétrico apenas para valores de m que podem ser escritos como

m = 2k+1, com k = 0,1,2, ... . Para valores pares de m, o sistema tem a sua simetria destruída
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e ferramentas que aplicam a transformação de simetria TS não são válidas.

Assim como para o SNM, o mapa estendido também pode ser escrito como uma compo-

sição de duas involuções [43], MESNM = I1 ◦ I0, onde

I0(x,y) = (−x,y−b sen(2πx)− c sen(2πmx)),

I1(x,y) = (−x+a(1− y2),y).
(3.6)

As involuções satisfazem as relações M−1
ESNM = I−1

i MESNMIi e I2
i = 1, para i = 0,1, onde 1 é a

identidade [43].

Como mencionado, as linhas de simetria são conjuntos unidimensionais invariantes

resultantes da relação I0,1x = x. Calculando as linhas de simetria para o mapa (3.1), temos,

S0 :={(x,y)|x = 0},

S1 :=

{
(x,y)|x = a(1− y2)

2

}
.

(3.7)

Aplicando a transformação de simetria TS = (x± 1/2,−y), encontramos as outras duas linhas de

simetria,

S2 :=

{
(x,y)|x = 1

2

}
.

S3 :=

{
(x,y)|x = a(1− y2)

2
+

1

2

}
.

(3.8)

Para compreender as consequências de quebra de simetria no espaço de fase, visualizar a

diferença de um caso simétrico e não simétrico e entender como isso se relaciona com as linhas

de simetria, construímos quatro espaços de fase, juntamente com as linhas de simetria, para

a = 0,805, b = 0,597, c = 0,005 e diferentes valores de m. Os espaços de fase são apresentados

na Figura 12.

Pelos espaços de fase apresentados na Figura 12, observamos duas cadeias de ilhas,

uma em roxo e outra em verde, imersas em um mar caótico. Também podemos observar as

quatro linhas de simetria S0, S1, S2 e S3 em ciano, azul, laranja e rosa, respectivamente. Para

analisar cada caso em específico, observamos as ilhas que estão nas linhas de simetria S1 e S3,

destacadas pelo retângulo em preto nos espaços de fase. Para melhor visualização, fazemos uma

ampliação ao redor de cada ilha. Para m = 1 e m = 3, Figuras 12 (a)-(c) e (g)-(i), respectivamente,

vemos que as cadeias de ilhas gêmeas continuam iguais. As ilhas são espelhadas em relação a y,

mas são idênticas. Este caso não é observado para m = 2 e m = 4, Figuras 12 (d)-(f) e (j)-(l),

respectivamente. Pelas ampliações, vemos que para m = 2 a ilha em roxo é menor e sua estrutura

interna está passando por um processo de bifurcação, enquanto a ilha em verde é maior e o

processo de bifurcação já ocorreu. Uma situação semelhante ocorre para m = 4, onde as ilhas
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Figura 12 – Espaços de fase para o mapa padrão não twist estendido com os parâmetros (a,b,c) =
(0,805;0,597;0,005) e diferentes valores de m: (a)-(c) m = 1, (d)-(f) m = 2, (g)-(i) m = 3 e (j)-

(l) m = 4. Todos os espaço de fase são compostos por mar caótico (pontos em preto) e duas cadeias de

ilhas, uma indicada em roxo e outra em verde. Para cada valor de m, escolhemos duas ilhas, uma de

cada cadeia, e fizemos uma ampliação ao redor dela. Cada ilha escolhida é destacada pelos retângulos

em preto no espaço de fase e as respectivas ampliações são mostradas nos painéis inferiores de cada

caso. As linhas de simetria para o caso m ímpar S0, S1, S2 e S3 são indicados pelas curvas em ciano,

azul, laranja e rosa, respectivamente.

são de tamanho diferentes e a sua estrutura é distinta: há apenas curvas fechadas em roxo e há

uma cadeia de ilhas de período maior ao redor das ilhas em verde. Com isso, podemos afirmar
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que o cenário de ilhas gêmeas é modificado pela quebra de simetria do sistema quando m assume

um valor par, uma vez que as duas cadeias existem mas são diferentes. De fato, à medida que os

valores são modificados, as cadeias de ilhas podem ser destruídas em pontos distintos, algo que

não ocorre no sistema simétrico (m ímpar e SNM).

3.3 ESPAÇO DE PARÂMETROS PARA O MAPA ESTENDIDO

Como discutido na seção 2.3.3 do capítulo anterior, a partir das involuções e da trans-

formação de simetria, é possível encontrar os pontos indicadores que irão indicar a existência

ou ausência da curva shearless. Para m ímpar, o mapa padrão não twist estendido é simétrico, é

possível calcular os pontos indicadores e estudar a existência da curva shearless. Entretanto, para

m par o mapa perde sua simetria e a transformação de simetria assim como os pontos indicadores

não são válidos. Sendo assim, precisamos de outra estratégia para determinar a presença de

barreiras no espaço de fase. Nesta seção, discutiremos a construção dos espaços de parâmetros e

os espaços em si para as duas situações: m ímpar e m par.

3.3.1 Espaço de parâmetro para m ímpar

Sendo a transformação de simetria válida para o mapa simétrico, podemos repetir o

procedimento apresentado no capítulo anterior para o mapa padrão não twist e calcular os

pontos indicadores para o mapa estendido. Lembrando que os pontos indicadores z são soluções

da equação Iizi = TSzi, onde Ii são as involuções do mapa e TS é a transformação de simetria.

Utilizando as involuções apresentadas nas equações (3.6) e a transformação de simetria em (2.32),

encontramos os quatro pontos indicadores para o mapa padrão não twist estendido, apresentados

na equação (3.9),

z(0,1)0 =

(
∓1

4
,∓b

2
+(−1)

m±1
2

c
2

)
, z(0,1)1 =

(
a
2
∓ 1

4
,0

)
. (3.9)

Com o conjunto de pontos indicadores (3.9), podemos utilizar o mesmo método descrito

na seção 2.3.3 para determinar o espaço de parâmetros para a existência da curva shearless. Para

cada ponto (a,b) no espaço de parâmetros, iteramos os 4 pontos indicadores por um tempo de

iteração n = 106 e verificamos se todos ficam contidos na região |y|< 10 no espaço de fase. Se

os quatro pontos indicadores geram soluções que permanecem confinadas até o fim da iteração,

consideramos que a curva shearless existe e marcamos um ponto no espaço a×b, caso contrário,

a curva foi destruída e deixamos o ponto em branco. O resultado para m = 1, m = 3, e para três

diferentes valores de amplitude c, é apresentado na Figura 13.

Para c = 0,0, retomamos ao mapa padrão não twist e o espaço de parâmetro para a

existência da curva shearless é o espaço mostrado na Figura 10 (a). Na Figura 13, focamos na

região a ∈ [0,8;1] uma vez que os espaços de fase que apresentamos anteriormente (Figura 12)

estão nesta região.
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Figura 13 – Espaço de parâmetros para a existência da curva shearless para os casos (a) m = 1 e (b) m = 3,

calculados a partir da análise das soluções geradas pelos pontos indicadores em (3.9). Os pontos

coloridos indicam a existência da curva shearless, enquanto a região branca representa parâmetros

onde a curva não existe. Os espaços para diferentes valores da amplitude c estão representados por

diferentes cores, indicadas na legenda. Nesta figura, eles estão sobrepostos.

De forma geral, ao observar os espaços da Figura 13, à medida que o valor da amplitude

c aumenta, a região do espaço de parâmetros onde a curva shearless existe (região colorida)

diminui. Sendo assim, podemos afirmar que uma maior amplitude de perturbação c faz com que

as curvas invariantes no espaço de fase sejam destruídas antes, isto é, para valores menores de b.

Ao comparar a forma da região colorida para os dois casos de m, observamos que para

m = 1 a forma da região onde existe a curva shearless é semelhante para todos os valores de c

escolhidos. Já para m = 3, vemos que as formas são distintas e, à medida que o valores de c

aumentam, a estrutura se torna menos trivial. Mas, independente da aparência, um aumento na

amplitude c sempre antecipa a quebra da curva shearless.

Assim como apresentamos a posição dos pontos indicadores e da curva shearless para o

mapa padrão não twist, mostramos a seguir para o mapa estendido. Escolhemos os parâmetros

(a,b,m) = (0,857;0,3;3), indicado pelo ponto na Figura 13 (c), construímos o espaço de fase e

calculamos os pontos indicadores para os três valores de c. O resultado é apresentado da Figura

14.

Nos espaços de fase das Figuras 14 (a) e (b), observamos as barreiras de transporte

e a curva shearless, esta última indicada em vermelho. Confirmamos que os quatro pontos

indicadores pertencem a curva shearless e por isso podem ser usados como indicadores para a

sua existência. Já para o espaço de fase na Figura 14 (c), a curva shearless é destruída e os pontos

indicadores pertencem ao mar caótico. Há uma concentração de pontos e uma estrutura de ilhas

gêmeas próxima da região que a curva shearless ocupava. Possivelmente é uma consequência do

seu desaparecimento.
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Figura 14 – Espaços de fase para o ponto (a,b,m) = (0,857;0,3;3), indicado na Figura 13 (b), para os três valores

de c estudados: (a) c = 0,005, (b) c = 0,050 e (c) c = 0,100. Os pontos coloridos são os pontos

indicadores das equações (3.9) e a curva shearless está indicada pela curva em vermelho.

3.3.2 Espaço de parâmetro para m par

Uma vez que o mapa padrão não twist estendido é não simétrico para valores pares de m,

precisamos de outra estratégia para determinar a presença de barreiras no espaço de fase, uma

vez que os pontos indicadores não são válidos. O método que propomos é baseado na construção

das bacias de escape. Uma bacia de escape é definida por um conjunto de condições iniciais no

espaço de fase que geram trajetórias que escapam por uma saída específica pré-estabelecida. As

saídas que escolhemos são a saída A, definida pela linha y = 1 e a saída B, representado por

y =−1. Para calcular as bacias de escape, dispomos uma malha de 10000×20000 condições

iniciais, uniformemente distribuídas no domínio x ∈ [0,1] e y ∈ [−1,1]. Todas as condições são

iteradas até um tempo τ = 1000 e, durante a evolução temporal, observamos se as trajetórias

escapam pelas saídas A ou B, e então marcamos no espaço de fase, a condição inicial com

uma cor específica relacionada a saída. Na figura abaixo (Figura 15), temos que se a trajetória

atravessa a linha y = 1 (y =−1), a condição inicial geradora dessa trajetória é marcada pela cor

roxa (laranja). Se a trajetória não escapar por nenhuma das duas saídas até o tempo τ de iteração

final, a condição inicial é deixada em branco. Este último caso representa as órbitas periódicas

(ilhas) e quase periódicas (curva shearless e toros irracionais).

Na Figura 15 (a), observamos uma estrutura central branca, representando pontos que

não escapam por nenhuma das duas saídas durante o tempo de iteração. Estas regiões indicam

a presença de barreiras no espaço de fase: curvas invariantes e, dentre elas, a curva shearless.

Estas regiões já não são encontradas em (b), onde a barreira total não existe mais.

Para identificar a presença de barreiras totais no espaço de fase, a partir das bacias de

escape, nós realizamos o procedimento de dividir o espaço de fase em caixas. Ao dispor estas

caixas sobre as bacias de escape, podemos observar algumas configurações de combinações de

cores possíveis dentro das caixas. Observando as bacias de escape da Figura 15, temos que a

caixa pode ter as seguintes configuração:

A - Pontos roxos e brancos.
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Figura 15 – Exemplos de bacias de escape para o mapa padrão não twist estendido. Os pontos roxos (laranjas)

são condições iniciais cuja trajetória escapa pela linha y = 1 (y = −1) dentro do tempo de iteração

n = 1000. Os pontos em branco são condições iniciais que geram trajetórias que não escapam durante

o tempo de iteração, uma vez que representam soluções quase periódicas e periódicas. Os parâmetros

utilizados para a construção das bacias são a = 0,827, c = 0,005 e m = 2, para os dois casos, e (a)

b = 0,48 e (b) b = 0,53.

B - Pontos laranjas e brancos.

C - Pontos roxos, laranjas e brancos.

D - Pontos roxos e laranjas.

As configurações A, B e C podem ser encontradas no caso onde a barreira existe e

também onde a barreira já foi destruída. O caso C não está indicado na Figura 15 (b), mas pode

existir casos onde a caixa englobe a um pedaço de uma ilha (pontos bracos) e condições inciais

que gerem órbitas que escapam pelas duas saídas. Já o caso D, onde apenas pontos roxos e

laranjas existem dentre do caixa, ocorre apenas no caso onde a barreira já foi destruída.

Partindo disso, podemos estabelecer o método para a construção do espaço de parâmetros

para existência de barreiras de transporte no espaço de fase. É importante ressaltar que não

temos como confirmar que a barreira identificada é a curva shearless, uma vez que não há certeza

que a última barreira destruída em um sistema não twist é a curva shearless [45]. Por isso,

dizemos que este método estima a existência de barreiras no espaço de fase, e que elas não são

necessariamente uma curva shearless.

Para construir este espaço de parâmetros para a existência de barreiras totais, construímos

as bacias de escape para cada ponto (a,b), de forma idêntica a apresentada para a construção das

Figuras 15. Então, distribuímos uniformemente um número Ncx = 200×400 de caixas sobre as

bacias e analisamos todas as caixas, em busca da configuração D. Caso essa configuração não

seja encontrada, nós consideramos que uma barreira existe e marcamos o ponto (a,b) do espaço

de parâmetros; caso alguma caixa apresente apenas pontos laranjas e roxos (configuração D),
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temos que todas as barreiras foram destruídas e deixamos o ponto (a,b) em branco. Os espaços

de parâmetros calculados a partir desse método, para m = 2 e m = 4, são mostrados na Figura 16.

Figura 16 – Espaços de parâmetros para a existência de barreiras totais no espaço de fase, calculados pelo método

baseado nas barreiras de escape, para o caso não simétrico (a) m = 2 e (b) m = 4. Os valores de c são

indicados pelas cores apresentadas na legenda. Os pontos coloridos indicam os pares de parâmetros

para os quais ao menos uma barreira de transporte existe no espaço de fase.

Observando estes espaços de parâmetros, vemos que um aumento na amplitude c da

perturbação não implica em uma diminuição da região onde barreiras totais existem. De fato,

para o caso m = 2, à medida que o valor de c aumenta, a região colorida tem uma área maior, o

oposto observado para os casos de m ímpar. Para facilitar o entendimento deste resultado, nós

mudamos a ordem de sobreposição dos espaços de parâmetros para diferentes c.

Para m = 4, o cenário é semelhante ao observado para m = 3, a área colorida reduz

significativamente com o aumento de c e a forma dessa região não é simples ou trivial. De fato,

para c = 0,050, podemos observar "buracos" na região vermelha, o que faz com que o espaço

de parâmetros não apresente mais uma fronteira única entre a região que indica a existência de

barreiras com a região que representa a quebra das curvas invariantes.

Para resumir a ação de c e m na preservação das barreiras de transporte no espaço de fase,

construímos uma tabela com a área relativa das regiões coloridas. Essa área relativa é calculada

pela fração da área onde existe barreira de transporte (região colorida) pela área total do espaço

de parâmetros. As áreas estão mostradas na tabela 1.

Analisando os valores apresentados da tabela 1, observamos que para os casos m = 1,

m = 3 e m = 4, um aumento da amplitude c tem como consequência uma diminuição da área

relativa das regiões coloridas. A exceção desse comportamento é o caso m = 2, onde há uma

aumento do valor da área quando o valor de c passa de c = 0,005 e c = 0,050. Já para c = 0,100,

o valor da área volta a diminuir. Mas, comparando os quatro casos de m, observamos que para

m = 2 os valores das áreas são semelhantes para os diferentes valores de c. Para todos os outros

casos, o valor da área diminui quando o valor de c aumenta.
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c = 0,005 c = 0,050 c = 0,100

m = 1 0,42 0,37 0,32

m = 2 0,43 0,45 0,42

m = 3 0,41 0,28 0,16

m = 4 0,42 0,28 0,11

Tabela 1 – Áreas relativas da regiões coloridas dos espaços de parâmetros apresentados nas Figuras 13 e 16. Uma

maior área relativa indica um maior número de parâmetros (a,b) que contêm barreiras de transporte no

espaço de fase.

3.4 TRANSPORTE NO ESPAÇO DE FASE

O mapa padrão não twist é um mapa simétrico, e por este motivo, a transmissividade

em um sentido positivo de y (trajetórias se movendo de baixo para cima no espaço de fase) é

igual a transmissividade em um sentido negativo (trajetórias de cima para baixo). A quebra de

simetria do mapa padrão não twist estendido, quando m assume um valor par, pode alterar essa

equivalência das transmissividades para diferentes sentidos de movimentação das trajetórias

no espaço de fase. Nesta seção, estudamos a transmissividade para o ESNM e o transporte de

trajetórias caóticas no espaço de fase.

O transporte direcionado é o transporte no espaço de fase com um sentido preferencial,

sem a ação de uma força externa que gere este direcionamento. Este tipo de transporte se faz pre-

sente principalmente em sistemas dissipativos, onde há um quebra de simetria temporal: devido

à dissipação, o sistema não é reversível temporalmente. Entretanto, o transporte direcionado já

foi observado também em sistemas conservativos e a este fenômeno dá-se o nome de ratchets

Hamiltonianos, ou correntes de catraca Hamiltoniana [46].

O efeito rathchet (catraca) é definido como a emergência de uma corrente direcionada,

caracterizada pelo movimento direcionado das órbitas caóticas sem uma força externa [47–52].

Este efeito é uma consequência da quebra da simetria espacial e/ou temporal do sistema. Uma

vez que não há uma força direcionada, as quebras de simetria são responsável por este transporte

direcionado.

O efeito catraca foi estudado por Wang e coautores na extensão do mapa padrão, um

sistema twist cuja simetria temporal e espacial é destruída por uma perturbação em pulsos

("kicks") que são espaçados de forma desigual e apresentam uma diferença de fase entre eles [53].

Como consequência desta quebra de simetria, há uma corrente de catraca não nula representada

por um primeiro momento não nulo [53]. Este primeiro momento é a média do momento p.

Um sistema parecido foi estudado por Gong e Brumer [46], onde um transporte direcionado

foi observado para um sistema modificado de rotor pulsado, semelhante ao mapa padrão, onde

a simetria espacial é quebrada. Para este último caso, os autores observaram que as órbitas

sempre se encontravam aos pares, e devido a quebra de simetria espacial, a estrutura de pares

de ilhas também é destruída, o que leva as trajetórias caóticas a terem uma tendência para se

movimentarem em uma direção específica [46]. Este comportamento também foi observado
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por Lopes e coautores no mapa do rotor pulsado dissipativo assimétrico (DAKRM), onde a

assimetria no potencial resulta em trajetórias no espaço de fase que visitam as vizinhanças de

pontos fixos de forma desigual, algo que não era observado no caso simétrico [54]. No DAKRM,

o transporte direcionado também é um cenário possível e está relacionado com a bifurcação dos

pontos fixos em diferentes valores do parâmetro de controle [54].

Com esses breves exemplos, vemos que o mapa padrão não twist estendido tem potencial

para apresentar transporte direcionado. Como a estrutura de ilhas gêmeas é modificada pela

quebra de simetria, é possível que isto altere o transporte no sistema. Uma primeira análise que

realizamos é o estudo do primeiro momento y, assim como foi feito nas Referências [53, 54].

Para obter a média, escolhemos aleatoriamente um grande número de condições iniciais caóticas

em y = 0, iteramos e calculamos a média 〈y〉 entre todas as soluções para cada iterada n. Seja

a = 0,805, b = 0,597 e c = 0,005, a média 〈y〉 para diferentes valores de m é apresentada na

Figura 17.

Figura 17 – Estudo de transporte para os espaços de fase apresentados na Figura 12, onde os parâmetros são

a = 0,805, b = 0,597 e c = 0,005 e m = 1,2,3 e 4. Em (a), apresentamos a média da variável y em

termos de 106 condições iniciais caóticas aleatoriamente distribuídas em y = 0, no instante inicial.

Cada curva representa um diferente valor de m: ciano (m = 1), rosa (m = 2), laranja (m = 3) e azul

(m = 4). As curvas ciano e laranja estão sobrepostas, uma vez que a média de y é nula para os dois

casos simétricos. Os espaços de fase em (b)-(d) são formados pelas primeira n = 1000 iterações de

100 condições iniciais na linha vermelha y = 0 e (b) m = 1, (c) m = 2, (d) m = 3 e (e) m = 4.

Pela Figura 17 (a), a média de y é nula durante toda evolução temporal, para m = 1 e

m = 3. Assim, temos que as órbitas tendem a ir para cima e para baixo igualmente no espaço de

fase, para m ímpar. Para m par, temos que a média de y tende para valores negativos, para toda

iteração, indicando que há uma tendência das soluções caóticas assumirem valores negativos

de y. Seguindo o trabalho de Gong e Brumer [46], como a média 〈y〉 é não nula, temos uma

corrente de catraca Hamiltoniana para m par.
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Este resultado corrobora com a ideia inicial de que sistemas não simétricos podem

apresentar um transporte direcionado. Este efeito catraca pode ser evidenciado pela construção

dos espaços de fase das Figuras 17 (b)-(e), onde mostramos as n = 1000 primeiras iteradas para

100 condições iniciais caóticas na linha vermelha y = 0. Para os casos com m ímpar, m = 1 e

m = 3, vemos que as órbitas que começam no centro do espaço de fase permanecem ao redor

das cadeias de ilhas de forma igual: não existe uma cadeia que está "mais rodeada" de órbitas;

as soluções se movimentam para os dois sentidos de y de forma igual. O resultado é diferente

quando observamos os casos para m par. Tanto para m = 2 quanto para m = 4, vemos que a

cadeia de ilhas superior tem uma concentração maior de pontos ao redor das ilhas, enquanto

a cadeia inferior não apresenta esta concentração. Esta diferença de concentração de pontos

ao redor da ilhas indica que, quando as trajetórias se movem para a direção positiva de y, elas

ficam presas ao redor das ilhas, enquanto as trajetórias que se movem para baixo não ficam

aprisionadas e assim uma maior quantidade de trajetórias chega a y = −1 do que em y = +1.

Esta diferença no "aprisionamento" das órbitas explica a média negativa de y.

Há diferentes maneiras de descrever as propriedades de transporte no sistema. Aqui,

utilizamos um método semelhante a transmissividade apresentada no capítulo 2 para identificar

o transporte direcionado no espaço de fase. Este método também investiga a tendência das

trajetórias seguirem um sentido específico de y. O método consiste em escolher um grande

número de condições iniciais caóticas em y = 0, evoluir todas temporalmente e contar quantas se

movem para cima no espaço de fase, atravessando a linha y =+1, e quantas se direcionam para

baixo, cruzando a linha y =−1. Estes números são então normalizados pelo número total de

trajetórias e obtemos a fração do número de trajetórias que se direciona para cima (Nup) e para

baixo (Ndown). Como estamos interessados na tendência do transporte, calculamos a diferença

D = Nup −Ndown. Se D > 0 (D < 0), um maior número das trajetórias se direcionam para cima

(baixo) no espaço de fase e há uma corrente de catraca que direciona o transporte para o sentido

positivo (negativo) de y. Caso D = 0, não temos um transporte direcionado e a tendência das

trajetórias irem para cima ou para baixo é igual.

Para estudar a possibilidade de um transporte direcionado em função dos parâmetros

b e m do mapa padrão não twist estendido, fixamos a = 0,805 e c = 0,050, enquanto variamos

b ∈ [0,6;1] e escolhemos m = 1,2,3 e 4. Com o método proposto, calculamos Nup, Ndown e a

diferença D. Os resultados são mostrados na Figura 18.

Observando o cenário apresentado pela Figura 18, temos que a diferença D entre o

número de trajetórias que se move para cima e para baixo no espaço de fase é nula para m = 1 e

m = 3, os casos simétricos do mapa. Sendo assim, para os casos de m ímpar há um tendência

igual das órbitas irem para cima (Nup = 0,5, curva azul com o símbolo × em azul) ou para baixo

(Ndown = 0,5, cuva rosa com asterisco em rosa).

Um cenário diferente é observado para o caso assimétrico, representado pelos valores

pares de m nas Figuras 18 (b) e 18 (d). Neste caso, vemos que os números Nup e Ndown oscilam
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Figura 18 – Número de trajetórias caóticas, com condição inicial y = 0, que se movimentam para a região positiva

(negativa) de y no espaço de fase. O número de órbitas que cruza y = 1 (y = −1), Nup (Ndown), é

representado pela curva em azul (rosa), enquanto a diferença D entre Ndown e Nup é indicada pela

curva em preto. Os parâmetros escolhidos são a = 0,805, c = 0,050, (a) m = 1, (b) m = 2, (c) m = 3 e

(d) m = 4. Os valores de Nup e Ndown para os casos simétricos m = 1 e m = 3 estão indicados pelos

símbolos coloridos em (a) e (c) para evitar curvas sobrepostas, uma vez que Nup = Ndown para os dois

casos.

ao redor do valor N = 0,5, mas eles diferem entre si para quase todos os valores de b. Sendo

assim, D �= 0 e há uma corrente de catraca presente no sistema. Este resultado é semelhante ao

estudo da corrente líquida de transporte apresentado na Referência [54].

Para a construção da Figura 18, nós fixamos a = 0,805. Agora, com o objetivo de

entender como o transporte direcionado depende dos dois parâmetros a e b, calculamos a

diferença D para os mesmos intervalos de a e b dos espaços de parâmetros apresentados na

Figura 16. Como o transporte direcionado existe apenas para valores pares de m, construímos os

espaços de parâmetros apenas para m = 2 e m = 4. Para cada ponto (a,b) onde a barreira não

existe (pontos em branco) calculamos D da mesma forma utilizada para a construção da Figura

18. No resultado apresentado na Figura 19, utilizamos uma escala de cor para indicar o valor de

D para cada ponto (a,b).

Nos espaços de parâmetros na Figura 19, observamos 4 possíveis situações. A primeira,

é o caso de uma barreira total existir no sistema, onde não há transporte pelo espaço de fase.

Este caso é indicado pelos pontos brancos, que correspondem às regiões coloridas dos espaços

de parâmetros na Figura 16. A segunda situação, refere-se ao caso onde há transporte, mas

ele não é direcionado, ou seja, o caso onde D = 0, indicado pelos pontos em preto. As duas

últimas situações, se referem ao caso de um transporte direcionado: pontos roxos, indicando

uma tendência das trajetórias irem para a região inferior do espaço de fase (D < 0) e os pontos

em amarelo, indicando a tendência de um movimento para cima (D > 0).

Para os casos com m = 2, vemos que o transporte direcionado para baixo é uma pre-

ferência, para os três valores de c analisados. A região em roxo prevalece nos três espaços

de parâmetros (Figura 19 (a)-(c)). Já para m = 4, vemos que a preferência é para o transporte

direcionado para cima, uma vez que a região amarela é predominante, para os três valores de c

(Figura 16 (d)-(f)).
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Figura 19 – Espaço de parâmetros para o transporte direcionado. Os pontos em branco, indicam presença de

barreira total no espaço da fase, e são correspondentes ao pontos coloridos dos espaços de parâmetros

da Figura 16. Os pontos amarelos e roxos indicam um transporte direcionado para cima e para baixo,

respectivamente. Os pontos pretos indicam o caso onde há transporte, mas ele não é direcionado

(D = 0). Os valores de m são m = 2 para a linha superior e m = 4 para a linha inferior. Já para c, temos

c = 0,005, c = 0,050 e c = 0,1 para a primeira, segunda e terceira coluna, respectivamente.

Mesmo no caso assimétrico, é possível um transporte não direcionado. Este cenário

é representado pelos pontos em preto na Figura 19 e está presente em todos os espaços de

parâmetro, mas em uma fração relativamente menor, comparado com a fração do espaço que

indica transporte direcionado. Para os casos c = 0,005 (Figura 19 (a) e (d)), a quantidade de

pontos pretos é maior, mas diminui para os outros valores de c. Também apontamos que, para

valores maiores de c, c = 0,050 e c = 0,100, estes pontos de transporte não direcionado estão,

em sua maioria, na fronteira entre as regiões de direção oposta do transporte, isto é, os pontos

pretos estão na fronteira entre as regiões amarelas e roxas.

De forma geral, a estrutura presente nos espaços de parâmetro da Figura 19 não é trivial.

Não há uma estrutura simples que possibilite prever a direção preferencial do transporte, sendo

necessário calcular a diferença D para cada ponto (a,b,c,m). Este resultado está de acordo com

a observação feita por Cheon e colaboradores, em seu trabalho de 2003: o transporte direcionado

é controlável, mas não previsível [55].
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4 MAPA PADRÃO NÃO TWIST DISSIPATIVO: ATRATORES, ROTAS
PARA O CAOS E MULTIESTABILIDADE

Considerar dissipação em sistemas Hamiltonianos tem um interesse prático [56]. A

introdução de dissipação em mapas não twist foi primeiramente considerada por Van der Weele

e Valkering em 1990, quando eles estudaram a influência da dissipação no nascimento de órbitas

periódicas e nos processos de reconexão em mapas não twist [56]. Outro exemplo de mapa

não twist não conservativo é o mapa labiríntico não twist dissipativo, proposto por Carvalho

e coautores [17]. Um resultado de grande interesse encontrado no estudo do mapa labiríntico

dissipativo é a transformação das curvas shearless em atratores shearless, que podem apresentar

um comportamento caótico para alguns valores de parâmetros [17, 57].

Neste capítulo, estudamos o mapa padrão não twist dissipativo, onde buscamos observar

o atrator shearless e a existência de comportamento caótico neste atrator, como foi observado

para o mapa labiríntico. Também buscamos entender como ocorre a transição de atratores

quase periódicos para atratores caóticos neste sistema, investigando as possíveis rotas para o

caos. Por último, investigamos a possibilidade de um cenário de coexistência de diferentes

atratores no espaço de fase. Os resultados apresentados nesse capítulo foram publicados na

revista Chaos: An Interdisciplinary Journal of Nonlinear Science, em 16 de fevereiro de 2021,

no artigo "Curry–Yorke route to shearless attractors and coexistence of attractors in dissipative

nontwist systems".

4.1 O MAPA PADRÃO NÃO TWIST DISSIPATIVO

O mapa padrão labiríntico não twist (Labyrinthic Standard Nontwist Map - LSNM)

foi proposto como um novo mapa conservativo para estudar as propriedades de sistemas não

twist [58]. Este mapa é uma modificação do mapa padrão não twist, onde, devido a consideração

de uma nova perturbação, existe a criação de processos de reconexão que resultam em diferentes

regiões de meandros, cada uma com sua curva shearless [58]. A versão dissipativa do LSNM,

apresentada na referência [17], é definida pelas equações [17, 57],

yn+1 =(1− γ)yn −b sen(2πxn)−b sen(2ηπxn),

xn+1 =xn −a(yn+1 − r1)(yn+1 − r2).
(4.1)

Os parâmetros a e b, na equação (4.1), são equivalentes aos parâmetros com mesma

designação dos mapas apresentados anteriormente, o mapa padrão não twist e sua versão

estendida. Os parâmetros r1 e r2 indicam a localização das ressonâncias isócronas1 no espaço

de fase e η é o parâmetro, de valor inteiro, responsável pelas bifurcações dos pontos fixos

das cadeias de ilhas principais [17, 57, 58]. O mapa apresenta uma dinâmica mais rica, ao

1 As ressonâncias isócronas é outra denominação para ilhas gêmeas no espaço de fase.
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comparar com a dinâmica do mapa padrão não twist, e isso ocorre devido a superposição das

duas perturbações (últimos dois termos da equação yn+1) que leva a diferentes efeitos topológicos,

como a existência de mais de uma curva shearless em diferentes regiões de meandros, e de

regiões com vários atratores robustos [17, 57].

A dissipação no mapa labiríntico está relacionada com o parâmetro γ, um parâmetro real

tal que γ ∈ [0,1) [17]. Calculando o determinante da matriz Jacobiana para o mapa labiríntico,

temos,

|J |=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂yn+1

∂yn

∂yn+1

xn

∂xn+1

∂yn

∂xn+1

∂xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
1− γ

∂yn+1

xn

−a(1− γ)(2yn+1 − r1 − r2) 1−a
∂yn+1

∂xn
(2yn+1 − r1 − r2)

∣∣∣∣∣∣∣ ,

|J |= (1− γ)
[

1−a
∂yn+1

∂xn
(2yn+1 − r1 − r2)

]
− ∂yn+1

∂xn
[−a(1− γ)(2yn+1 − r1 − r2)]

|J |= 1− γ.

Sendo assim, o mapa labiríntico definido pelas equações (4.1) é conservativo apenas para γ = 0.

Caso γ > 0, o sistema apresenta dissipação.

Utilizando o mapa labiríntico dissipativo como base, consideramos η = 0, r1 = 1 e

r2 =−1. Desta forma, o mapa (4.1) se torna,

yn+1 = (1− γ)yn −b sen(2πxn),

xn+1 = xn +a(1− y2
n+1).

(4.2)

Caso γ = 0, retornamos ao mapa padrão não twist, definido pelas equações (2.25), discutido

no Capítulo 2. Sendo assim, quando γ > 0, há uma dissipação no mapa, comprovada pelo

determinante da Jacobiana do mapa (4.2), que é igual a do mapa labiríntico dissipativo, |J |= 1−γ.

Por este motivo, nomeamos o mapa em (4.2) como mapa padrão não twist dissipativo (Dissipative

Standard Nontwist Map - DSNM). Calculando a condição twist (2.23) para o mapa em (4.2),

temos, ∣∣∣∣∂xn+1

∂yn

∣∣∣∣= |−2a(1− γ)[(1− γ)yn −b sen(2πxn)]| . (4.3)

Logo, a condição twist é violada para qualquer ponto onde a equação (4.3) se anula, isto é, na

curva não monotônica yn =
b

1−γ sen(2πxn).

Como o mapa padrão não twist é considerado o modelo não twist conservativo mais

simples e uma aproximação para sistemas mais complexos, podemos considerar que o DSNM

é o mapa não twist dissipativo mais simples e que os resultados obtidos para ele podem ser

estendidos para sistemas dissipativos mais complexos.
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4.2 ATRATORES - SOLUÇÕES PARA O MAPA DISSIPATIVO

Diferentemente do caso conservativo, sistemas dissipativos não preservam a área do

espaço de fase. Sistemas com dissipação normalmente emergem de modelos físicos que envolvem

fricção, viscosidade ou outro processo onde há perda de energia [1]. Sendo assim, os sistemas

dissipativos são caracterizados pela presença de atratores, ou conjuntos atrativos, no espaço

de fase [6]. Independente do estado inicial, a dinâmica do sistema irá convergir para este

comportamento sustentado e assintótico representado pelo atrator, sendo que este comportamento

pode ser periódico, quase-periódico e caótico [7]. Uma definição formal de atratores pode ser

encontrada nas referências [1, 30].

Mapas não twist dissipativos apresentam dois atratores de grande interesse: os atratores

shearless e os atratores caóticos no toro [17, 57]. Atratores shearless são atratores robustos, uma

vez que tem sua origem no toro shearless (um toro robusto) e podem sobreviver a perturbações

genéricas e diferentes intensidades de dissipação [17, 57]. Os atratores caóticos no toro são

caracterizados pela existência de comportamento caótico restrito a uma curva no espaço de fase,

a região que anteriormente era ocupada pelo toro quase periódico estável [59].

Para ilustrar a relação entre a curva e o atrator shearless, assim como a consequência

da dissipação no mapa padrão não twist, construímos o espaço de fase para o caso conservativo

(γ = 0,0) e dissipativo (γ = 0,1), para o mesmo par de parâmetros (a,b) = (0,43;0,6). Os dois

espaços de fase são apresentados na Figura 20.

Figura 20 – Espaços de fase para os parâmetros a = 0,43 e b = 0,6 para o mapa padrão não twist (a) conservativo

(γ = 0,0) e (b) dissipativo (γ = 0,1). Para o caso conservativo, observamos a coexistência de caos e

regularidade, uma vez que soluções periódicas e quase periódicas (curvas coloridas) estão imersas no

mar caótico (pontos pretos esparsos). Já para o caso dissipativo, observamos apenas atratores, sendo

eles quase periódicos (curva em vermelho), periódicos de período 1 (pontos em laranja e roxo) e de

período 3 (pontos marrons e rosas).

O caso conservativo (Figura 20 (a)) é um sistema Hamiltoniano conservativo perturbado,

logo, seu espaço de fase consiste na coexistência de soluções caóticas, periódicas e quase
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periódicas. Os pontos em preto na Figura 20 (a) formam o mar caótico, enquanto as curvas

em azul são soluções quase periódicas, os toros irracionais. As curvas em ciano indicam as

separatrizes que englobam cadeia de ilhas de período 5. Estas cadeias são duas cadeias de ilhas

gêmeas, representadas pelas ilhas em verde escuro e em verde claro. Também observamos duas

ilhas gêmeas de período um, indicadas pelas curvas fechadas em roxo e em laranja e, ao redor

destas ilhas, identificamos uma outra solução periódica de período 3: as ilhas em marrom e as

ilhas em rosa. A curva em vermelho no espaço de fase indica a curva shearless, construída a

partir da iteração de um dos pontos indicadores da equação (2.39).

Quando consideramos a dissipação em sistemas dinâmicos, o espaço de fase se contrai

e o comportamento estável está contido em uma superfície de dimensão menor que o espaço

original [4]. Essa superfície é denominada atrator. Isso pode ser observado na Figura 20, onde

o espaço de fase da Figura 20 (a) se torna os atratores na Figura 20 (b). No caso dissipativo,

observamos um espaço de fase bem mais simples, que consiste em uma curva, dois pontos fixos

de período 1 e dois atratores periódicos de período 3. Comparando os dois espaços de fases,

verificamos que as cadeias de ilhas e o mar caótico desaparecem. As ilhas de período 1 superior

(ilha laranja) e inferior (ilha roxa) se tornam os pontos fixos laranja e roxo, também de período 1.

Isto também ocorre com as ilhas marrons e rosas de período 3, que se tornam os atratores em

marrom e rosa. Ao observar as soluções quase periódicas, podemos ver que quase todas são

destruídas e são substituídas apenas por um atrator no toro: o atrator shearless, representado pela

curva em vermelho na Figura 20 (b).

Na Figura 21, apresentamos os espaços de fase para outros parâmetros a e b, com o

intuito de mostrar outros possíveis atratores e comportamentos existentes para o mapa padrão

não twist dissipativo. Para todos os espaços, utilizamos γ = 0,1.

Figura 21 – Espaços de fase para o mapa padrão não twist para γ = 0,1 e diferentes valores de a e b. Em (a), temos

(a,b) = (0,3;0,25) e um atrator quase periódico suave, enquanto em (b) os parâmetros são (a,b) =
(0,71;0,59) e observamos um atrator periódico de período 20. Para (c) temos (a,b) = (0,7125;0,61)
e um atrator caótico e, por último, para (d) os valores de a e b são (a,b) = (0,712;0,595) e o atrator é

em bandas, onde cada segmento indica uma banda do atrator.

Pelos espaços de fase apresentados na Figura 21, nós observamos diferentes tipos de

atratores representados por diferentes estruturas no espaço de fase. O primeiro espaço de fase,

Figura 21 (a), temos o atrator shearless na região central o espaço. Já em (b), observamos 20

pontos dispersos caracterizando um atrator periódico de período 20. Em (c), observamos um

conjunto de pontos no espaço com uma "curva" na região central com uma densidade maior
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de pontos. E por último, na Figura 21 (d). temos pequenas estruturas no espaço de fase. Estas

estruturas são denominadas bandas e são todas geradas por uma única condição inicial.

Para comprovar a natureza dos atratores, calculamos o expoente de Lyapunov, assim como

fizemos para identificar a natureza das soluções para os sistemas Hamiltonianos SNM e ESNM.

Utilizando o mesmo método aplicado nos capítulos anteriores, nós obtemos, a partir da simulação

numérica, o maior expoente de Lyapunov λ. Caso λ > 0, temos um comportamento caótico

onde há uma divergência de órbitas próximas. O comportamento periódico é caracterizado

por um expoente negativo onde as órbitas próximas ao pontos fixos convergem para eles; já

o comportamento quase-periódico é caracterizado por um expoente nulo. Os expoentes de

Lyapunov para cada atrator apresentado na Figura 21 são apresentados na tabela 2.

Figura 21 a b λ Natureza do atrator
(a) 0,3 0,25 1,253 ·10−7 Atrator quase periódico

(b) 0,71 0,59 −2,634 ·10−2 Atrator periódico

(c) 0,7125 0,61 8,353 ·10−2 Atrator caótico

(d) 0,712 0,595 1,558 ·10−2 Atrator caótico em bandas

Tabela 2 – Expoente de Lyapunov e natureza do atrator para os atratores apresentados na Figura 21

A partir do valor do expoente de Lyapunov apresentado na quarta coluna da tabela 2

podemos identificar a natureza de cada atrator apresentado na Figura 21. Para o primeiro caso

(a), temos λ na ordem de grandeza de 10−7, um valor muito pequeno. Neste caso, este valor

de λ é o correspondente numérico para o caso de atrator quase periódico λ = 0. Em nossas

análises, consideramos que o atrator quase periódico apresenta λ ∈ [−0,004;0,004] uma vez

que, em simulações numéricas, não é possível obter um valor nulo exato. No segundo caso (b),

correspondente aos 20 pontos dispersos no espaço de fase da Figura 21 (b), obtemos um valor

negativo para o expoente de Lyapunov, confirmando o atrator periódico. Para os dois últimos

casos, temos um valor de λ positivo, sendo que para (c) o valor é maior que o obtido para (d).

Na Figura 21 (c), os pontos são dispersos no espaço de fase, caracterizando um comportamento

caótico que é confirmado pelo expoente de Lyapunov. Para o espaço de fase em (d), temos que

as estruturas apresentadas são um atrator caótico em bandas, isto é, a solução é caótica (λ > 0) e

ela ocupa região distintas e bem estabelecidas no espaço de fase.

O estudo sobre a evolução de atratores em mapas não twist foi feito para o mapa

labiríntico dissipativo [17, 57]. Neste trabalho, faremos um estudo semelhante para o mapa

padrão não twist dissipativo. O sistema é mais simples, depende de um número menor de

parâmetros e, como dissemos, os resultados podem ser generalizados para sistemas não twist

mais complexos.
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4.3 ROTA PARA O CAOS

Ao considerar a dissipação em um sistema, teremos atratores em seu espaço de fase.

Como observamos nas Figura 20 (b) e 21 (a)-(d), o espaço de fase do mapa padrão não twist

dissipativo apresenta atratores no toro (o atrator shearless) e pontos fixos, indicando um atrator

periódico e também atratores caóticos em bandas. Há também o atrator caótico no toro, que foi

observado para o mapa labiríntico no artigo de Carvalho e Abud [17] e é representado por uma

curva não suave no espaço de fase. Este atrator também pode ser encontrado para o DSNM.

Nesta seção, buscamos estudar as estruturas dos atratores no espaço de fase e a sua

evolução, à medida que um parâmetro do sistema é alterado. Sendo assim, examinamos as

possíveis rotas para o caos, i.e., como os atratores regulares evoluem para um atrator caótico no

toro. Para sistemas que satisfazem a condição twist, a transição de um atrator quase regular para

um atrator caótico no toro é bem estabelecida. Esta transição ocorre, de forma geral, quando

o toro é destruído. Letellier, Massager e Gilmore analisaram a transição para o caos em um

oscilador de van der Pol periodicamente forçado [60]. Nesta análise, eles estabeleceram duas

rotas para o caos: a rota "hard" (difícil) onde o atrator quase periódico no toro passa por um

"enrugamento" e então é substituído pelo atrator caótico, e a rota "soft", também denominada

rota de Curry-Yorke, onde o atrator se torna caótico em bandas e então caótico no toro [59, 60].

A partir disto, estudamos a possibilidade da existências destas duas rotas para sistemas não twist

dissipativos, no nosso caso, o mapa padrão não twist dissipativo.

Para a análise de rotas para o caos, construímos os diagramas de bifurcação, para um

valor fixo de b e investigamos as formas e estruturas dos atratores para diferentes valores de

a. O diagrama de bifurcação é construído da seguinte maneira: primeiro, fixamos um par de

parâmetros (a,b) e então uma condição inicial é iterada por um longo intervalo de tempo. No

diagrama, colocamos apenas os valores de y para as últimas iteradas. Após isto, mudamos o

valor de a e realizamos o mesmo procedimento. Para cada mudança no valor de a, a condição

inicial do próximo valor é igual a última iterada do valor anterior de a.

Juntamente com o diagrama de bifurcação, nós apresentamos o expoente de Lyapunov

para a solução, calculado pelo método proposto por Eckmann e Ruelle para sistemas discretos

[36], apresentado na equação (2.30). A partir desta análise construimos a Figura 22, onde

apresentamos o diagrama de bifurcação e o perfil do expoente de Lyapunov para os parâmetros

b = 0,58 e γ = 0,1. A primeira condição inicial escolhida para o primeiro par de parâmetros (a,b)

é o ponto indicador do caso conservativo z =
(
−1

4
,−b

2

)
. Consideramos um tempo de iteração

n = 104 e, para o diagrama de bifurcação, apenas as últimas 2000 iteradas são apresentadas.

O expoente de Lyapunov foi calculado simultaneamente com o diagrama de bifurcação, onde

descartamos as primeiras 5000 iterações e calculamos λ até o tempo de iteração final.

O diagrama de bifurcação da Figura 22 exibe diferentes comportamentos. Para valores

próximos de a = 0,7, observamos atratores que preenchem um certo domínio de y para vários
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Figura 22 – Diagrama de bifurcação e expoente de Lyapunov, em função de a, para b = 0,58 e γ = 0,1. Os pontos

em preto indicam as 2000 últimas iteradas e a curva em vermelho representa o expoente de Lyapunov.

O eixo referente ao diagrama (expoente de Lyapunov) está a esquerda (direita). As linhas tracejadas em

rosa indicam atratores de interesse, onde (a) e (b) apontam atratores quase periódicos (λ = 0) enquanto

(c) destaca um atrator caótico (λ > 0).

valores de a, até o ponto indicado pela primeira linha tracejada rosa (a). Após este pontos, temos,

para cada valor de a, um número de pontos distinguíveis, portanto, o atrator está apenas em alguns

pontos de y. Estas duas estruturas se alternam durante todo o diagrama apresentado. A primeira

estrutura pode representar dois casos: um atrator quase regular no toro ou um comportamento

caótico na forma de um atrator caótico ou de uma solução caótica com a coordenada y restrita.

Para diferenciar e identificar estas estruturas, recorremos ao expoente de Lyapunov, indicado pela

curva em vermelho no diagrama. A partir do valor de λ, vemos que para o começo do diagrama,

com a ∈ [0,7;0,7075], os atratores são quase periódicos, uma vez que λ = 0. À medida que o

valor de a aumenta, observamos que estas estruturas assumem uma valor positivo de λ, indicando

a presença de atratores caóticos com a coordenada y restrita a um certo intervalo.

A segunda estrutura, onde há pontos distinguíveis no diagrama de bifurcação, representa

atratores periódicos: pontos distintos para onde a solução é atraída e ela "salta" de ponto

em ponto até retornar para o ponto inicial depois de completar um período. Estes atratores

apresentam uma valor negativo para o expoente de Lyapunov. Apresentamos λ = 0 como uma

linha tracejada no diagrama para destacar os valores positivos e negativos do expoente λ.

Para ilustrar os diferentes cenários de atratores existentes no diagrama de bifurcação da

Figura 22, escolhemos três valores do parâmetro a e construímos os respectivos espaços de fase.

Estes três parâmetros são indicados pelas linhas tracejadas em rosa e os valores de a são (a)

a = 0,7023, (b) a = 0,7060 e (c) a = 0,7076. Os três espaços de fase são mostrados na Figura

23.

O atrator na Figura 23 (a) é uma curva no espaço de fase e, como Carvalho e Abud

nomearam [17], é um atrator shearless, uma vez que sua forma é semelhante a curva shearless do

caso conservativo. Na Figura 23 (b) e (c), observamos atratores em curvas não suaves. Os pontos

em rosa nas figuras Figura 23 (a) e (b) são denominados "ghosts" (fantasmas) e representam

órbitas estáveis de parâmetros próximos (vizinhos), que podem ter uma influência no atrator
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Figura 23 – Atratores para os casos indicados na Figura 22, onde (a) a = 0,7023, (b) a = 0,7060 e (c) a = 0,7076.

Em todos os casos b = 0,58 e γ = 0,1. Os pontos em rosa são os atratores "ghosts" (fantasmas) e eles

são os atratores de parâmetros de valores próximos, tal que a = 0,703 em (a) e a = 0,705 em (b).

quase periódico observado [60]. Neste caso, os fantasmas são atratores periódicos de período 20

de um parâmetro posterior (no caso da Figura 23 (a)), ou de um parâmetro anterior (como na

Figura 23 (b)).

Os espaços de fase apresentados na Figura 23 seguem uma das rotas propostas por

Letellier e colaboradores [60]: a rota com uma transição "hard" para o caos. Na Figura

23 (a) temos um atrator quase periódico no toro e, observando a ampliação no canto direito

superior da figura, vemos que a curva é suave. Aumentando um pouco o parâmetro a, temos o

atrator apresentado na Figura 23 (b) onde vemos que a curva não é mais suave: ela apresenta

um "enrugamento" e, observando a ampliação, este enrugamento ocorre ao redor dos pontos

fantasmas. Observando os expoentes de Lyapunov na Figura 22 para o caso (a) e (b), vemos que

seu valor é nulo, logo, nenhum dos atratores é caótico, ambos são quase periódicos. Já para o

atrator da Figura 23 (c), vemos que a curva é mais "enrugada" que o caso em (b). Ao verificar o

valor do expoente de Lyapunov para esse caso, vamos que ele é positivo. Logo, para a Figura 23

(c) temos um atrator caótico no toro. Dessa forma, temos a rota "difícil" para o caos, onde um

atrator quase periódico no toro se torna um atrator "enrugado" e após um atrator caótico no toro,

à medida que o parâmetro de controle aumenta.

Uma vez que identificamos a rota hard para o caos, nosso objetivo é encontrar a rota

"soft" (suave), também denominada rota de Curry-Yorke. Para isto, modificamos um pouco

o valor de b, escolhendo b = 0,6. Seguindo exatamente as mesmas etapas utilizadas para a

construção da Figura 22, calculamos o diagrama de bifurcação e o expoente de Lyapunov para

b = 0,6. O resultado é apresentado na Figura 24.

As estruturas presentes no diagrama de bifurcação da Figura 24 são semelhantes as

estrutura do diagrama na Figura 22: observamos atratores que ocupam um domínio de y e

possuem expoente de Lyapunov nulo (atratores no toro), também vemos os atratores periódicos

representados por pontos distinguíveis e expoente de Lyapunov negativo e possíveis atratores

caóticos no toro, onde o atrator também preenche um intervalo de y mas tem o expoente λ
positivo. Entretanto, para maiores valores de a, próximos do final do intervalo em estudo, vemos
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Figura 24 – Expoente de Lyapunov (curva vermelha) e diagrama de bifurcação (pontos pretos) em função de a para

b = 0,6 e γ = 0,1. Os eixos seguem a mesma disposição definida para a Figura 22. As linhas tracejadas

destacam diferentes momentos do atrator durante a rota: a linha traceja (a) aponta quando o atrator é

quase periódico, enquanto (b) e (c) indicam comportamento caótico.

alguns pontos dispersos na direção y. Estas soluções tem um expoente de Lyapunov relativamente

mais alto, configurando assim um comportamento caótico no sistema.

Escolhendo novamente três valores de a no diagrama da Figura 24, indicado pelas linhas

tracejadas em rosa, construímos os espaços de fase para cada par de parâmetros (a;b = 0,6). Os

espaços de fase estão na Figura 25.

Figura 25 – Atratores para b = 0,6, γ = 0,1 e para os valores de a destacados pelas linhas tracejadas da Figura 24:

(a) a = 0,7052, (b) a = 0,7118 e (c) a = 0,7124. Os atratores fantasmas indicados pelos pontos azuis

e rosas são referentes ao parâmetros (a) a = 0,7063 e (b) a = 0,7118.

Analisando o atrator na Figura 25 (a), vemos um atrator suave quase regular no toro. Este

atrator é rodeado por pontos fixos fantasmas. Novamente, estes pontos fantasmas são atratores

periódicos de um parâmetro posterior (a = 0,7063). Neste caso, observamos duas cadeias de

pontos fixos fantasmas: os pontos em rosa e os pontos em azul, ambos de período 37. Estas

cadeias de pontos fixos são o correspondente dissipativo das cadeias de ilhas gêmeas, para o caso

conservativo (γ = 0). Ao aumentar o parâmetro a, temos a situação apresentada na Figura 25

(b): um atrator formado por várias estruturas separadas no espaço de fase. Também observamos

os atratores fantasmas de um parâmetro anterior e, neste caso, de período 40. Verificando

a ampliação na Figura 25 (b), os pontos fixos aparentam ter passado por uma bifurcação de

duplicação de período, uma vez que há dois pontos muito próximos um do outro. Uma solução
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que está em uma estrutura do atrator na Figura 25 (b) visita todas as estruturas em sua evolução

temporal. Por isto, este atrator é denominado atrator em bandas e, verificando o valor de seu

expoente de Lyapunov na Figura 24, ele é um atrator caótico em bandas.

Para o último espaço de fase na Figura 25, observamos um atrator com uma forma mais

complexa que é caótico, uma vez que seu expoente λ é positivo, como indicado pela linha

tracejada (c) na Figura 24. A transição apresentada pelo digrama na Figura 24 e pela sequência

de espaços de fase na Figura 25 é a rota de Curry-Yorke. Nessa rota "suave" para o caos, o

atrator no toro é desestabilizado e substituído por uma cenário de phase-locking, representado

pelo atrator caótico em bandas, e então um atrator caótico no toro emerge [60, 61].

Os atratores quase periódicos desempenham um papel semelhantes a curva shearless

enquanto os atratores periódicos fantasmas podem ser divididos em duas cadeias de pontos

periódicos, uma característica própria de sistemas não twist. Com os resultados mostrados nesta

seção, podemos dizer que as transições para o caos que ocorrem em sistemas twist também

podem ser observadas em sistemas não twist, com suas especificidades.

4.4 ANÁLISE DOS ATRATORES E ESPAÇO DE PARÂMETROS

O estudo de bifurcações em um sistema que depende de dois parâmetros pode revelar

rotas não triviais no espaço de parâmetros [60]. A análise realizada sobre os atratores no espaço

de fase, na seção passada, estava restrita a valores de b e γ fixos e a um pequeno intervalo de a.

Ao fixar γ = 0,1, temos que o sistema depende apenas de dois parâmetros: a e b. Sendo assim, é

possível construir um espaço de parâmetros, semelhante ao estudado para a existência da curva

shearless apresentado no Capítulo 2, mas para identificar a natureza das soluções no espaço de

fase para diferentes valores de a e b.

O estudo de diagramas de bifurcação nos fornece a rota de bifurcação de uma solução

quando um parâmetro do sistema é variado. Estudar estes diagramas quando dois parâmetros são

variados é possível, mas é de difícil visualização e análise. Por este motivo, vamos utilizar apenas

o expoente de Lyapunov para estudar a natureza dos atratores em um espaço de parâmetros a×b.

A construção do espaço de parâmetros para a natureza das atratores é feita da seguinte

forma: primeiro fixamos um valor de a e, para o primeiro valor de b, escolhemos como condição

inicial o ponto indicador z =
(
−1

4
,
b
2

)
, do mapa conservativo. A condição inicial é então

iterada por um tempo n = 104, onde as 5000 primeiras iteradas são descartadas e o expoente de

Lyapunov é calculado pelo método de Eckman e Ruelle [36]. O valor do expoente de Lyapunov λ
obtido é utilizado como a escala de cor do ponto (a,b) no espaço de parâmetros. Para o próximo

valor de b, a última iterada (x,y) do parâmetro anterior é utilizada como condição inicial, então

calculamos λ para este valor de b e todo esse processo é repetido até b = 1. Para o próximo valor

de a, a condição inicial volta a ser o ponto indicador z e todo processo é refeito. O resultado

deste procedimento é o espaço de parâmetro apresentado na Figura 26.
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Figura 26 – Natureza dos atratores para diferentes parâmetros do mapa padrão não twist dissipativo. Em (a),

apresentamos o espaço de parâmetros, onde a cor de cada ponto (a,b) indica o valor do expoente de

Lyapunov de um atrator no espaço de fase para tal par de parâmetros. Os pontos em preto indicam

atratores quase periódicos (λ = 0), os pontos em verde indicam que o atrator é periódico (λ < 0) e

os pontos das outras cores indicam comportamento caótico. A ampliação ao redor dos intervalos dos

diagramas de bifurcação das Figuras 22 e 24 é apresentado em (b), onde as linhas tracejadas em branco

indicam o valor de b onde ocorre a rota "hard" (b = 0,58) e a rota de Curry-Yorke (b = 0,6) para o

caos.

Na Figura 26 (a), temos o espaço de parâmetros, nos intervalos a ∈ [0,1] e b ∈ [0,1].

Os pontos em pretos indicam um expoente de Lyapunov nulo, ou seja, soluções em atratores

quase periódicos. De forma geral, esses pontos indicam a existência do atrator shearless e a

estrutura da região que eles formam é bem semelhante a estrutura para a existência da curva

shearless no caso conservativo (Figura 10). A semelhança entre o espaço de parâmetro para o

atrator shearless e para a existência da curva shearless falha para valores pequenos de a, onde no

caso dissipativo há uma tendência dos atratores serem periódicos (pontos verdes com λ < 0),

enquanto para o caso conservativo, a curva shearless existe no espaço de fase.

Para valores maiores de a e b no espaço de parâmetros, verificamos que há uma tendência

para o comportamento caótico, indicada pelos pontos coloridos com λ > 0. Entre os compor-

tamentos quase regular (pontos pretos) e caótico com expoente de Lyapunov alto (λ ≈ 0,3),

vemos uma região com valor de λ entre 0 < λ < 0,03, representada pelos pontos em laranja,

uma região em rosa, com valores de λ entre 0,03 < λ < 0,18, e a região roxa com λ > 0,18. Ao

observar o expoente de Lyapunov para o atrator caótico em bandas na Figura 24 indicado pela

linha (b), observamos um expoente de Lyapunov relativamente pequeno, λ ≈ 0,02. Desta forma,

podemos dizer que os pontos em laranja indicam parâmetros para uma possível existência de

bandas caóticas no espaço de fase.

Na Figura 26 (b), temos a ampliação do espaço de parâmetro para a região que engloba os

diagramas de bifurcação das Figuras 22 e 24. As linhas tracejadas brancas indicam as linhas onde

estes diagramas de bifurcação foram calculados. Em ambas as linhas, conseguimos observar
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uma transição do atrator quase periódico (região em preto) para um atrator periódico (região

verde). Então, há um retorno para o atrator quase periódico e depois o comportamento caótico

emerge, com um expoente de Lyapunov pequeno (região laranja). Esta sequência está de acordo

com o perfil de expoente de Lyapunov apresentado nas Figuras 22 e 24.

Como última análise das soluções do sistema, analisamos agora os períodos dos atratores

periódicos indicados pelos expoentes de Lyapunov negativos no espaço de parâmetro da Figura

26. Para calcular os períodos, selecionamos apenas os pontos (a,b) com expoente de Lyapunov

negativo. Após calcular o expoente λ, verificamos se λ < 0, e, se este for o caso, nós utilizamos

o último ponto da trajetória iterada para calcular λ como condição inicial para uma evolução

temporal de 2000 iterações. Durante estas 2000 iterações, nós verificamos quando que a trajetória

volta para a condição inicial, sendo que este intervalo de tempo é o período da órbita. Para

verificar o valor do período, nós calculamos ele três vezes e verificamos se os três valores são

iguais, caso seja, colocamos no ponto (a,b) do espaço de parâmetros a cor que representa esse

período na escala de cores. O espaço de parâmetros para os períodos dos atratores periódicos

está na Figura 27.

Figura 27 – Espaço de parâmetros para os períodos dos atratores periódicos indicados pelos pontos em verde na

Figura 26. A ampliação em (b) é feita na mesma região da Figura 26 (b). O período de cada atrator

é calculado analisando o tempo que a trajetória leva para voltar a condição inicial, após um tempo

transiente de 104 iterações e está indicado pela escala de cores a direita.

No começo do espaço de parâmetros da Figura 27 (a), observamos uma região em

preto, indicando que atratores periódicos de período 1 são mais prováveis de existir para valores

menores de a. Outros atratores de períodos pequenos, como período 2 e 3, estão dispostos no

espaço de parâmetros. Ao observar os pontos em vermelho, que indicam período 2, e os pontos

em azul claro, que representam o período 3, vemos que eles se alternam entre si, de uma forma

regular. De fato, esta estrutura é semelhante as línguas de Arnold [4, 62]. Pontos que indicam

períodos maiores que 3, estão restritos a regiões entre as estruturas de período 2 e 3 e entres

diferentes estruturas de período 3.
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Observando a ampliação apresentada na Figura 27 (b), vemos as duas linhas pretas que

indicam as linhas onde os diagramas de bifurcação das Figuras 22 e 24 foram calculados. Para

b = 0,58, seguindo a linha no sentindo do aumento de a, vemos que ela intercepta uma região

laranja, de período 20. Este resultado está de acordo com os atratores periódicos fantasmas

observados nas Figuras 23 (a) e (b). Avançando para maiores valores de a nessa linha, vemos que

há um pequena região onde os atratores periódicos não existem mais, e depois há o surgimento

de atratores periódicos de período maior, como 26, 74 e maior que 100. Já para b = 0,6, podemos

encontrar os períodos observados nos atratores fantasmas das Figuras 25 (a) e (b). Para o caso em

25 (a), os pontos fixos tem período 37, região cortada pela linha b = 0,6 próxima de a = 0,706

(região rosa). Continuando por esta linha, temos a região laranja (período 20), depois uma região

verde clara indicando período 40 dos atratores fantasmas da Figura 25 (b), e então uma pequena

área verde escura, de período 80. Assim, verificamos uma rota de bifurcação de período para

estes atratores periódicos. Esta duplicação de período também pode levar a um comportamento

caótico no sistema, como apresentado nas Referências [59, 63], que observaram a transição para

o caos a partir de uma duplicação de período na própria rota de Curry-Yorke.

Faz-se necessário enfatizar que se considerarmos outra condição inicial, os espaços

de parâmetros apresentados nesta seção (Figuras 26 e 27) podem ser diferentes. Apenas pelo

estudo do expoente de Lyapunov para uma condição inicial, não é possível ter certeza se existe

apenas um atrator no espaço de fase ou o sistema apresenta multiestabilidade, caracterizada

pela coexistência de múltiplos atratores, para um par (a,b) específico. A possibilidade de

multiestabilidade no sistema é o assunto estudado na próxima seção.

4.5 MULTIESTABILIDADE

A multiestabilidade é definida pela coexistência de atratores distintos no espaço de fase

para um certo conjunto de parâmetros do sistema [64–66]. Dessa forma, o sistema dissipativo

apresenta diferentes estados finais possíveis e o estado para qual ele convergirá depende essen-

cialmente da condição inicial [65, 66]. O fenômeno da multiestabilidade pode ser encontrado

em várias áreas, como por exemplo na física de lasers e de semicondutores, na química, na

ecologia, na neurociência, na dinâmica climática, na óptica, na matéria condensada, entre outros

exemplos [64, 66].

Sistemas que apresentam multiestabilidade são denominados multiestáveis e exibem

sensibilidade a qualquer perturbação, de forma que uma pequena perturbação pode desestabilizar

o comportamento periódico e regular [65, 66]. Esta sensibilidade é devida a uma relação não

trivial entre os atratores do espaço de fase [65], o que faz com que a dinâmica seja sensível à

condição inicial e a mudanças nos valores dos parâmetros do sistema [64].

A forma mais simples de se obter um sistema multiestável é incluir uma pequena

dissipação em um sistema conservativo [64, 66]. Esta é exatamente a construção para o mapa

padrão não twist dissipativo estudado nesse capítulo. Como foi dito anteriormente, as ilhas e os
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toros do caso conservativo se tornam atratores periódicos e atratores no toro com a inclusão da

dissipação, respectivamente. As soluções caóticas de um sistema não integrável conservativo são

transformadas em transiente caótico, quando se considera dissipação. Ao incluir esta pequena

dissipação no sistema, o número de atratores periódicos é finito mas o quão grande é esse número

depende da amplitude da perturbação e das propriedades do sistema em si [66].

Para investigar a existência de múltiplos atratores no DSNM, nós começamos o estudo

pela histerese no diagrama de bifurcação. Calculando o diagrama de bifurcação em sentidos

opostos, isto é, no sentido de aumento e de diminuição do parâmetro de controle, podemos

observar a evolução de diferentes atratores, caso eles existam. Então, há uma distinção entre

os dois diagramas, calculados em sentidos opostos da variação do parâmetro, caracterizando

histerese e indicando multiestabilidade. Fixando b = 0,6, calculamos e comparamos os dois

diagramas de bifurcação obtidos aumentando e diminuindo o valor de a, no intervalo a ∈ [0,1].

Os diagramas foram calculados seguindo a mesma metodologia usada para a construção da

Figura 22 e 24. Os resultados são mostrados na Figura 28.

Figura 28 – Diagramas de bifurcação em função de a para diferentes sentidos de variação. O diagrama em roxo

indica o sentido de a crescente, enquanto o diagrama em verde indica o sentido decrescente. Os valores

de parâmetro são b = 0,6 e γ = 0,1. As setas coloridas indicam o sentido de variação do parâmetro a.

A distinção entre os dois diagramas indica a coexistência de diferentes atratores no espaço de fase. As

linhas tracejadas (a)-(c) destacam diferentes cenários de coexistência de atratores.

Pela comparação dos dois diagramas de bifurcação da Figura 28, observamos que eles

são diferentes. No intervalo a ∈ [0;0,5], podemos ver que enquanto no diagrama em roxo existe

apenas um atrator periódico em y = 1.0, para diagrama em verde, temos um atrator periódico em

y =−1 até a ≈ 0,2 então uma sequência de atratores quase periódicos existe no espaço de fase.

Os diagramas são diferentes até a ≈ 0,75, onde então se tornam iguais até a = 1,0, apresentando

um comportamento caótico (faixas que ocupam todo o domínio de y) e algumas janelas de

atratores periódicos. Esta diferença entre os dois diagramas, como dito, caracteriza uma histerese,

indicando a presença de diferentes atratores para um mesmo conjunto de parâmetros. Sendo

assim, este sistema apresenta multiestabilidade.
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Para ilustrar a coexistência dos atratores no espaço de fase, construímos o espaço de fase

e as bacias de atração para alguns valores de a, indicados pelas linhas tracejadas em preto na

Figura 28. Uma bacia de atração At de um atrator é o conjunto de condição iniciais que, ao

serem evoluídas temporalmente, converge para o atrator em questão. Escolhemos então, três

valores de a indicados na Figura 27: (a) a = 0,38, (b) a = 0,51 e (c) a = 0,73. Construímos o

espaço de fase, evoluindo um número grande de condições iniciais por um tempo de iteração

n = 104. Desconsiderando as primeiras 5000 iteradas, observamos no espaço de fase apenas

as últimas iterações e, assim, conseguimos identificar a localização dos atratores. Anotando

as coordenadas (x,y) de cada atrator, podemos construir as bacias de atração, onde dispomos

3 · 103 × 6 · 103 condições iniciais no intervalo x ∈ [0,1] e y ∈ [−2,2] e observamos para qual

atrator cada trajetória converge. Para cada atrator, designamos uma cor específica, logo condições

iniciais que convergem para o mesmo atrator são indicadas pela mesma cor no espaço de fase.

Os atratores para cada valor de a escolhido são apresentados na Figura 29 (a)-(c) e os resultados

para as bacias de atração estão na Figura 29 (d)-(f).

Figura 29 – Espaços de fase e bacias de atração para os valores de a indicados pelas linhas tracejadas na Figura 28:

a = 0,38 para (a) e (d), a = 0,51 para (b) e (e), e a = 0,73 em (c) e (f). No espaço de fase em (a) e,

consequentemente, na bacia de atração em (d) temos dois pontos fixos, indicados pelos quadrado e pelo

triângulo, e a curva shearless. Nos espaços em (b) e (c), e nas bacias em (e) e (f), temos a coexistência

de diferentes atratores periódicos representados pelos diferentes símbolos.

Nos espaços de fase apresentados, observamos a coexistência de diferentes atratores no

sistema. No caso da Figura 29 (a), observamos a existência de um atrator shearless, indicado

pela curva em preto e dois pontos fixos, indicados pelos símbolos, no espaço de fase. Para o caso

das Figuras 29 (b) e (c), temos apenas atratores periódicos no espaço de fase, que também são
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indicados por símbolos. Para (b), há dois atratores de período 1, indicados pelo triângulo e pelo

quadrado. Neste mesmo espaço de fase, há outros dois atratores de período 2, representados

pelo círculo e pelo losango. Para (c), há dois atratores periódicos de período 3, indicados pelo

triângulo e pelo quadrado. Uma característica destes atratores periódicos é que eles obedecem a

transformação de simetria TS(x,y) = (x±1/2,−y) do mapa padrão não twist conservativo. Dessa

forma, temos "atratores gêmeos" e nos casos apresentados, o atrator indicado pelo triângulo

(círculo) é gêmeo do atrator assinalado com o quadrado (losango).

As bacias de atração para os atratores apresentados nas Figuras 29 (a), (b) e (c) estão

apresentadas nas Figuras (d), (e) e (f), respectivamente. Em (d), temos que a curva shearless

é indicada pela curva em branco, enquanto sua bacia de atração é formada pelos pontos em

preto. As bacias de atração para os atratores periódicos são indicadas pelos pontos em ciano

(atrator no triângulo) e em verde (atrator no quadrado). Para (e), temos quatro bacias de atração:

ciano, verde, roxo e rosa indicando as condições iniciais que são atraídas para os atratores

indicados pelo triângulo, quadrado, círculo e losango, respectivamente. Para o último caso, em

(f), observamos duas bacias: verde e azul claro. Elas são bacias de atração para os atratores

periódicos de período 3, com sua localização marcada pelo triângulo e pelo quadrado.

Ao observar as bacias de atração, vemos que elas não possuem uma estrutura suave ou

simples. De fato, a fronteira entre elas não é bem determinada e há algumas regiões onde estas

bacias se misturam. Esta região é caracterizada por uma incerteza, uma sensibilidade maior das

condições iniciais: dois pontos vizinhos podem levar a comportamentos assintóticos (atratores)

diferentes. As diferentes estruturas e interações das bacias pode ser analisada pelas entropias de

bacia, assunto tratado na próxima seção.

4.6 ENTROPIA DE BACIA

Observando as bacias de atração apresentadas na Figura 29, podemos ver que, para o

caso a = 0,38 e a = 0,51, existe uma região de tamanho significativo composta por uma cor

só. Já para a = 0,73, a maioria do espaço é formado por uma mistura de pontos verde e azul e

há uma pequena região sólida (uma cor apenas) ao redor dos atratores. Uma forma de analisar

estes dois casos de convívio entre bacias de atração é a partir das entropias de bacia, ferramenta

proposta por Daza e colaboradores em seu trabalho publicado em 2016 [67].

A ideia central do estudo de entropias de bacia é analisar a entropia em um espaço de

fase discretizado para cada parâmetro. De forma semelhante ao que fizemos para a construção do

espaço de parâmetros da Figura 16, nós distribuímos uniformemente um número finito de caixas

Ncx para discretizar o espaço de fase. Sendo assim, nós obtemos um espaço de fase bidimensional

com Ncx caixas não sobrepostas. Considerando que as caixas estão sobre as bacias de atração

das Figuras 29 (d)-(f), temos que cada caixa terá pontos com certas cores em seu interior.
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Para cada caixa i, podemos associar uma entropia, definida por [67],

Si =
ni

∑
j=1

pi, j log

(
1

pi, j

)
(4.4)

onde ni é a quantidade de diferentes cores dentro da caixa, com ni ∈ [1,NA], sendo NA o número

de atratores no espaço de fase, e pi, j é a probabilidade de uma cor específica j existir na caixa

i. A probabilidade pi, j é calculada pela razão do número de pontos de cor j pelo número total

de pontos dentro da caixa. Neste trabalho, nós seguimos o valor utilizado por Daza et al. e

consideramos caixas com 25 condições iniciais cada [67]. Pela definição da entropia em (4.4),

vemos que a entropia será nula quando existir apenas uma cor dentro da caixa.

Após calcular a entropia Si para cada uma das Ncx caixas, nós podemos calcular a entropia

de bacia Sb e a entropia de borda de bacia Sbb, definidas por [67],

Sb =
S

Ncx
=

1

Ncx

Ncx

∑
i=1

Si, Sbb =
S

Nb
=

1

Nb

Ncx

∑
i=1

Si, (4.5)

onde Nb é o número de caixas na fronteira entre bacias, ou seja, caixas com mais de uma cor. A

entropia de bacia está relacionada com a incerteza das bacias [67] e pode descrever as estruturas

presentes no espaço de fase [68]. Os valores limites para Sb são Sb = 0 para o caso de um atrator

único e Sb = logNA para uma bacia completamente aleatória [67]. A entropia de borda de bacia

está relacionada com a incerteza inerente apenas a fronteira entre as bacias [69].

Para os espaços de fase/bacias de atração da Figura 29, nós calculamos as entropia Sb e

Sbb para uma malha de Ncx = 2000×4000 caixas. Nós iteramos as 25 condições iniciais em cada

caixa por n = 104 iterações para identificar a qual atrator ela irá convergir. Após isso, calculamos

a entropia Si para cada caixa e então calculamos as entropias de bacia e de borda de bacia. O

resultado para cada caso está apresentado na tabela 3.

Sb Sbb NA Tipos de atratores
a = 0,38 0,2367 0,6106 3 P, S

a = 0,51 0,1532 0,3622 4 P

a = 0,73 0,5993 0,6601 2 P

Tabela 3 – Entropia de bacia (SB), entropia de borda de bacia (Sbb), número de atratores (NA) e tipos de atratores

presentes no espaço de fase para cada caso apresentado na Figura 29. As letras P e S na última coluna

indicam que os atratores são periódicos ou são atratores shearless, respectivamente.

Observando os valores mostrados na tabela 3, podemos concluir que todas as bacias

apresentam um certo grau de incerteza, uma vez que Sb > 0 para todo os casos. O caso com

menor valor de Sb é para a = 0,51. Este resultado é explicado pela pequena região de mixing

("mistura") entre as bacias. De fato, só há um mixing entre as bacias roxa e ciano e entre as

bacias verde e laranja, e a região é relativamente pequena em comparação com os outros dois

casos. O valor de Sb para a = 0,38 também é baixo mas é maior que para o caso a = 0,51. Isto
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ocorre porque a região de mistura entre a bacias dos atratores periódicos e a bacia do atrator

shearless é maior. O último caso, a = 0,73 tem o maior valor de Sb, onde o mixing ocupa a

maioria do espaço.

Analisando agora os valores para entropia de borda de bacia, encontramos um valor

Sbb > 0,6 para a = 0,38 e a = 0,73 enquanto para a = 0,51 temos Sbb = 0,3622. Para a = 0,38

temos um baixo valor de Sb e um alto valor de Sbb. Este resultado pode ser explicado pelo fato

de que há uma grande região sólida em preto correspondente a bacia do atrator shearless. Mas

há uma região significativa de mixing próxima a y =±2. Com isso, temos um valor significativo

de S e um valor de NB menor e, com esses dois fatores, há um aumento no valor de Sbb. Já para o

caso a = 0,51, tanto S quanto NB são pequenos e há um aumento no valor de Nb, comparando

com o caso a = 0,38, pela fronteira entre a bacia roxa e laranja. Ambos resultado diminuem Sb e

Sbb. Por último, temos o caso a = 0,73. O alto valor de Sbb para a = 0,73 pode ser explicado pela

grande região de mixing: o valor de S é maior e mesmo que o valor de NB seja maior também, a

razão Sbb = S/NB é relativamente grande.

Por último, queremos destacar que os resultados das entropias para a = 0,38 e a =

0,51 são claramente diferentes, mesmo ambos apresentados a coexistência apenas de atratores

periódicos no espaço de fase. Com isso, podemos ver que espaços de fase com atratores da

mesma natureza podem apresentar diferentes cenários de interação entre as bacias de atração e

estas diferenças podem ser identificadas pelos valores distintos de entropia de bacia e entropia

de borda de bacia.
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5 MAPA DO SENO-CÍRCULO NÃO TWIST: UM MAPA UNIDIMENSI-
ONAL DERIVADO DO MAPA PADRÃO NÃO TWIST

Nos capítulos anteriores, estudamos o mapa padrão não twist, sua extensão não simétrica

e simétrica e a sua versão dissipativa. Estes mapas são bem estabelecidos na literatura e

nós analisamos alguns fatores que ainda não haviam sido estudados. Neste último capítulo,

propomos um novo mapa, o mapa do seno-círculo não twist, um mapa unidimensional que segue

a construção do mapa do seno-círculo original a partir do mapa de Chirikov-Taylor, mas baseado

no mapa padrão não twist. Os resultados inéditos deste capítulo foram publicados na revista

Physical Review E sob o título "Dynamics, multistability, and crisis analysis of a sine-circle

nontwist map".

Antes de apresentarmos o novo mapa e nossas análises, fazemos uma breve revisão sobre

o mapa do seno círculo. Apresentaremos sua construção a partir do mapa de Chirikov-Taylor e

suas principais características.

5.1 MAPA DO SENO-CÍRCULO

O mapa de Chirikov-Taylor, também chamado de mapa do rotor pulsado e mais comu-

mente conhecido como mapa padrão, é um mapa bidimensional definido pelas equações,

In+1 =In +
K
2π

sen(2πθn),

θn+1 =θn + In+1,
(5.1)

onde θ e I são as coordenadas conjugadas, ambas calculadas com mod 1. O parâmetro K refere-se

a amplitude da perturbação que atua sobre a coordenada radial do sistema [32]. O mapa padrão

é uma mapa conservativo, como podemos confirmar pelo cálculo do determinante da matriz

Jacobiana,

|J |=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂In+1

∂In

∂In+1

θn

∂θn+1

∂In

∂θn+1

∂θn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
1 K cos(2πθn)

1 1+K cos(2πθn)

∣∣∣∣∣∣∣= 1, (5.2)

que assume um valor unitário.

O mapa padrão pode ser descrito por um função Hamiltoniana, definida por [29],

H =
1

2
I2 −K cos(2πθ)

∞

∑
n=−∞

δ
( t

T
−n

)
(5.3)
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onde o primeiro termo refere-se ao sistema não perturbado e o segundo, à contribuição dos

sucessivos "kicks" (impulsos) com período T . Ao aplicar as equações de Hamilton (2.6) na

função (5.3) e integrando as equações entre dois impulsos consecutivos, n e n+1, chegamos as

equações que regem o mapa, as equações (5.1) [29].

O mapa padrão é um mapa twist, como podemos ver ao aplicar a condição twist (equação

(2.23) para as equações em (5.1),

∂θn+1

∂In
=

∂In+1

∂In
= 1 (5.4)

Diferente do caso não twist, o mapa padrão twist apresenta uma derivada ∂θn+1/∂In não nula

para qualquer ponto (θ, I) no espaço de fase. De fato, ∂θn+1/∂In = 1 para qualquer ponto (θ, I).

O mapa padrão é um paradigma para o estudo de sistemas dinâmicos, uma vez que ele

emerge em muitos problemas físicos [29]. Grande parte dos resultados obtidos para este mapa

continuam válidos para toda a classe de mapas twist [32], o que o torna de grande interesse para

a descrição da dinâmica local de sistemas não lineares mais complexos [4, 32]. A transição para

um regime caótico e o comportamento caótico em si podem ser compreendidos pela análise

do mapa padrão, uma vez que o mapa fornece uma explicação abrangente sobre o efeito de

perturbações ressonantes no sistema, como é descrito pelo teorema de Poincaré-Birkhoff e pelo

teorema KAM [32].

O mapa do seno círculo pode ser obtido a partir das equações (5.1) que regem o mapa

padrão. A partir de uma manipulação matemática, onde substituímos In+1 em θn+1 consideramos

In um valor constante, In = Ω, e fazemos a substituição θ = x e K →−K, encontramos [18],

xn+1 = xn +Ω− K
2π

sen(2πxn), mod 1 (5.5)

conhecido como mapa do seno-círculo ou mapa do círculo padrão [70,71]. O mapa (5.5) também

pode ser obtido pelo mapa padrão dissipativo, como mencionado por Lichtenberg e Lieberman [4]

e Bohr, Bak e Jansen [72], ou pela análise da fase de osciladores com um forçamento externo

periódico [23]. O mapa do seno-círculo é comumente utilizado para descrever a dinâmica

de um oscilador com frequência natural Ω acoplado a outro, de frequência unitária, com um

acoplamento de amplitude K [22, 73].

O mapa do seno-círculo apresenta uma forma matemática simples, entretanto, sua di-

nâmica intrínseca é nada simples ou trivial, uma vez que a natureza das soluções depende do

valor de K. Antes de apresentarmos o mapa que propomos e os novos resultados, fazemos uma

breve revisão das principais propriedades do mapa do seno-círculo. Propomos esta revisão com

o intuito de facilitar o entendimento dos novos resultados, referente ao mapa do seno-círculo não

twist, que serão apresentados nas próximas seções.
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1. Conservação de energia e atratores do sistema

Para determinar se um mapa unidimensional xn+1 = M(xn) é conservativo, calculamos o

valor da derivada
dM
dxn

. Para o mapa do seno-círculo definido pela equação (5.5), temos,

dxn+1

dxn
= 1−K cos(2πxn), (5.6)

que assume um valor não unitário para qualquer K > 0. Sendo assim, o mapa é dissipativo para

K �= 0. Para K = 0, correspondente ao caso onde não há acoplamento entre os osciladores [73],

o mapa é conservativo.

A seguir, na Figura 30, apresentamos algumas soluções do mapa do seno-círculo para

diferentes valores de K e Ω.

Figura 30 – Séries temporais para diferentes soluções do mapa do seno-círculo. Em (a), temos (Ω,K) = (0,05;0,5)
e uma série temporal que converge para um ponto fixo. Para (b), (Ω,K) = (0,25;0,5) e a solução

preenche todo domínio de x de forma ordenada, indicando comportamento quase periódico. Por

último, em (c), temos (Ω,K) = (0,3,1,5) e uma trajetória que percorre todo o domínio de x de forma

desordenada e irregular, apontando comportamento caótico. Para todas as séries, a condição inicial é

x0 = 0,5.

Para a Figura 30 (a), observamos um comportamento transiente nas primeiras iterações.

Esse comportamento é característico de sistemas dissipativos, onde as soluções tem um compor-

tamento não permanente até "entrarem" em um atrator. Neste caso, o atrator é um ponto fixo de

período 1. Observamos que a série temporal apresentada na Figura 30 (b) ocupa todo o domínio

de x, mas de forma ordenada, indicando um comportamento quase regular. Diferentemente, na

Figura 30 (c), a solução ocupa todo o domínio de forma desordenada, indicando um possível

comportamento caótico no sistema.

2. Expoente de Lyapunov e natureza dos atratores

Como vimos no item anterior, as soluções do mapa do seno-círculo podem apresentar

diferentes comportamentos para diferentes valores de K e Ω. Para identificar estes comporta-

mentos, utilizamos novamente o expoente de Lyapunov, que para um mapa unidimensional, é
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calculado diretamente por,

λ = lim
T→∞

1

T

T−1

∑
n=0

log |M′(xn)|, (5.7)

onde M′ é a derivada do mapa M, i.e., M′ ≡ dM(x)/dx [6].

Como o mapa é unidimensional, há apenas um expoente de Lyapunov cujo valor informa

sobre a natureza da solução. Assim como vimos no capítulo anterior, um valor negativo para λ
representa um atrator periódico enquanto um valor positivo indica comportamento caótico. Para

λ = 0, temos um atrator quase periódico, um ponto de bifurcação ou uma órbita marginalmente

estável [21, 35].

O valor do expoente de Lyapunov para as séries temporais apresentadas na Figura 30

estão na tabela 4. Para o cálculo de λ, utilizamos um tempo de iteração n=106.

Série temporal λ Tipo de solução
(a) −0,493 Periódica

(b) −4,105×10−7 Quase periódica

(c) 0,236 Caótica

Tabela 4 – Expoente de Lyapunov para cada uma das séries temporais apresentadas na Figura 30. Na terceira

coluna, temos o tipo de solução identificado a partir do valor de λ, onde λ = 0 indica comportamento

quase regular, λ > 0 e λ < 0 indicam comportamento caótico e periódico, respectivamente.

Os valores de λ apresentados na tabela 4 indicam o tipo de comportamento que as séries

temporais da Figura 30 assumem. Para a série na Figura 30 (a), o valor de λ é negativo, indicando

um comportamento periódico. Já para a série em (b), temos um valor de λ muito pequeno, que

representa a situação com expoente nulo. Numericamente, obter λ = 0 é algo infactível, por isso

consideramos, neste capítulo, que |λ|< 10−4 indica expoente nulo. Para a última série da Figura

30, o expoente de Lyapunov é positivo, confirmando um comportamento caótico.

3. Criticalidade do mapa e o espaço de parâmetros

Os sistemas mais simples capazes de apresentar comportamento caótico são os mapas

unidimensionais não invertíveis [6]. Um mapa M(x) é dito ser invertível quando a função que o

define é uma função bijetora, isto é, apresenta uma associação um-para-um [5]. Dessa forma,

é possível encontrar o mapa inverso M−1 tal que seu domínio é a imagem de M. Um mapa

invertível também apresenta um comportamento monotônico, isto é, se M varia monotonicamente

com x, as soluções são regulares e o comportamento caótico não é possível. Quando o mapa

perde a sua invertibilidade, este comportamento irregular pode surgir no sistema.

Para verificar a invertibilidade do mapa do seno-círculo, podemos calcular a derivada

M′ e verificar se ela assume um valor nulo para algum valor de Ω e K. Caso M′ = 0, temos um

valor extremo (máximo ou mínimo) para a função M(x) o que configura um comportamento não
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monotônico da função M, a não-invertibilidade do sistema e, consequentemente, a possibilidade

de comportamento caótico.

Sendo a derivada do mapa do seno-círculo dada pela equação (5.6), temos que um valor

nulo da derivada é possível apenas para K ≥ 1. Para melhor compreensão deste resultados,

podemos construir o espaço de parâmetros para a invertibilidade do mapa. Para cada valor de

Ω e K, tal que Ω ∈ [0,1] e K ∈ [0,2], calculamos o valor da derivada (5.6) para 105 valores de

x ∈ [0,1]. Se para algum desses valores de x, a derivada assumir um valor nulo, o mapa não é

invertível e o ponto (Ω,K) é marcado no espaço de parâmetros. O resultado para o espaço de

parâmetros para a invertibilidade do mapa é apresentado na Figura 31 (a).

Figura 31 – Invertibilidade para o mapa do seno-círculo. (a) Espaço de parâmetros para a invertibilidade do mapa,

onde os pontos em branco indicam onde o mapa é invertível. Os pontos em preto indicam onde o mapa

apresenta derivada nula, deixando de ser invertível e tornando soluções caóticas uma solução possível

para o mapa. Os gráficos xn+1 × xn nos painéis (b), (c) e (d) correspondem ao pares de parâmetros

indicados pelos símbolos em vermelho, azul e laranja da Figura (a), respectivamente. As derivadas

para cada caso estão representadas nas Figuras (e)-(g). As linhas em verde nas figuras (c),(d), (f) e (g)

destacam a não invertibilidade do mapa: os pontos onde o gráfico xn+1 × xn assume um valor extremo

e onde a derivada, um valor nulo.

Pelo espaço de parâmetros, na Figura 31 (a), observamos que o mapa deixa de ser

invertível na linha K = 1, que é o parâmetro crítico do sistema. Para K < 1 o mapa é denominado

subcrítico, não há um valor de xn onde a derivada é nula, ele apresenta um comportamento

monotônico, é invertível e apenas soluções periódicas e quase periódicas são possíveis [4,6,21,22].

Para K > 1, o mapa é dito ser supercrítico, ele perde sua invertibilidade e monotonicidade e

exibe soluções caóticas [4, 22, 73]. A criticalidade para o mapa ocorre em K = 1, onde ocorre a

perda da invertibilidade a partir de um ponto de inflexão de inclinação zero, por uma inflexão

cúbica em x = 0 [4, 74, 75].

Para ilustrar os resultados de invertibilidade e criticalidade, apresentamos os gráficos

xn+1 × xn juntamente com as derivadas para as três situações discutidas: subcrítico (Ω,K) =

(0,2;0,4), crítico (Ω,K) = (0,5;1,0) e supercrítico (Ω,K) = (0,8;1,6), indicados pelos símbolos

em vermelho, azul e laranja, respectivamente. Os gráficos são apresentados nas Figuras 31 (b)-(d)

e as respectivas derivadas nos painéis (e)-(g). Para facilitar a observação, o gráfico xn+1 × xn é

apresentado na mesma cor que o referente ponto no espaço de parâmetros da Figura 31 (a).
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Para a Figura 31 (b), temos o mapa no regime subcrítico, com Ω = 0,2 e K = 0,4, onde

ele é invertível e não apresenta comportamento caótico. Pelo gráfico xn+1 × xn, observamos um

comportamento monotônico em relação a x, não havendo nenhum ponto extremo. Este último é

verificado pelo valor da derivada, na Figura 31 (e), que não assume um valor nulo para nenhum

valor de x. Essa situação é modificada para os casos apresentados nas Figuras 31 (c) e (d), onde

(Ω,K) = (0,5;1,0) e (Ω,K) = (0,8;1,6), respectivamente. Para estes casos, a derivada assume

um valor nulo, em x = 0 para K = 1 e x ≈ 0,143 e x ≈ 0,857 para K = 1,6. Colocamos no gráfico

a linha tracejada f ′(xn+1 = 0) para facilitar a identificação de quando a derivada se anula. O

mapa para K = 1,0, a derivada nula corresponde a um ponto de inflexão enquanto para K = 1,6,

temos pontos de máximo e mínimo locais. Assim, podemos ver que, para K > 1,0, um valor de

xn corresponde a mais de um valor de xn+1, quebrando assim a invertibilidade do mapa.

5.2 MAPA DO SENO-CÍRCULO NÃO TWIST

O mapa do seno-círculo pode ser obtido a partir de uma manipulação matemática simples

sobre o mapa padrão. O que aconteceria se realizássemos o mesmo procedimento matemático

mas tomando como ponto de partida o mapa padrão não twist? Para responder esta pergunta, nós

obtemos e estudamos o mapa do seno-círculo não twist.

O mapa do seno-círculo não twist é obtido a partir do mapa padrão não twist, definido

pelas equações (2.25), que repetimos aqui para relembrar,

yn+1 =yn −b sen(2πxn),

xn+1 =xn +a(1− y2
n), mod 1.

(5.8)

Repetindo a construção apresentada na seção passada, substituímos yn+1 em xn+1 e consideramos

yn constante, yn = Ω. Dessa forma, encontramos o mapa,

xn+1 = xn +a{1− [Ω−b sen(2πxn)]
2}, (5.9)

onde, seguindo os intervalos estipulados para o mapa padrão não twist, x ∈ [0,1], a ∈ [0,1], b ∈ R

e Ω ∈ R. Uma vez que o SNM é uma aproximação ao redor de y ≈ 0 [11], nós estipulamos

Ω ∈ [−1,1] como intervalo de interesse, para concordar com o intervalo y ∈ [−1,1] utilizado nas

referências [15, 37, 38, 76–78].

Nós nomeamos o mapa (5.9) como mapa do seno-círculo não twist pois sua construção

é idêntica a feita para o mapa do seno-círculo, mas utilizando o mapa padrão não twist. Ele é

um mapa circular, uma vez que ele pode ser escrito como um mapa circular genérico, definido

como [4, 72],

θn+1 = f (θn) = θn +Ω+g(θn), (5.10)
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tal que g(θn) satisfaz a condição de periodicidade g(xn+1) = g(xn) mod 1. Para o nosso mapa,

temos que ele pode ser escrito na forma (5.10), tal que,

xn+1 = xn +Φ+2abΩ sen(2πxn)−ab2 sen2(2πxn) (5.11)

onde Φ = a−aΩ2 e g(xn) = 2abΩ sen(2πxn)−ab2 sen2(2πxn) satisfaz g(xn) = g(xn+1) mod 1.

O mapa do seno círculo não twist pode ser considerado uma aproximação local do mapa

padrão não twist ou uma extensão do mapa do seno-círculo, uma vez que podemos escrever o

mapa (5.9) como,

xn+1 = xn +Φ−K1 sen(2πxn)+K2 sen2(2πxn) (5.12)

onde K1 =−2abΩ, K2 =−ab2 e Φ = a−aΩ2. Comparando as equações (5.5) e (5.12), vemos

que o formato é o mesmo, com exceção do último termo K2 sen2(2πxn), que corresponde a

extensão. Os termos Ω e Φ são correspondentes, uma vez que eles são o número de rotação

quando a perturbação é nula (K = K1 = K2 = 0) [4].

Após apresentar o nosso mapa, provar que ele é circular e que pode ser considerado uma

extensão do mapa do seno-círculo clássico, voltamos agora às três características estudadas na

seção anterior, e analisamos as mesmas propriedades para o mapa do seno-círculo não twist.

1. Conservação de energia e atratores do sistema

Sendo a derivada do mapa (5.9) definida por,

dxn+1

dxn
= 1+4πab[Ωcos(2πxn)−b sen(2πxn)cos(2πxn)] (5.13)

temos que o mapa não é conservativo e não preserva a área
(

dxn+1

dxn
�= 1

)
para qualquer a,b �= 0.

Sendo assim, temos que o mapa é um sistema dissipativo com dependência em três parâmetros,

a, b e Ω. Por isto, não existe uma curva de criticalidade simples no espaço de parâmetros, o que

torna impossível prever o comportamento caótico no sistema. Então utilizamos o expoente de

Lyapunov para identificar o comportamento caótico.

2. Expoente de Lyapunov e natureza dos atratores

Uma vez que é difícil identificar a perda da invertibilidade para o mapa (5.9), por ele

depender de três parâmetros, utilizamos o expoente de Lyapunov para determinar a natureza

dos atratores. Utilizando a definição do expoente de Lyapunov para um mapa unidimensional

apresentada na equação (5.7) com a derivada do mapa da equação (5.13), podemos calcular o

valor de λ e determinar se a solução é quase periódica (λ = 0), periódica (λ < 0) ou caótica

(λ > 0).
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Na Figura 32, apresentamos três séries temporais do mapa do seno-círculo não twist.

Apresentamos a série apenas no intervalo n ∈ [0,300] para ressaltar o seu comportamento

estacionário e também destacar o transiente inicial. Calculamos o expoente de Lyapunov para

cada série com um tempo de iteração n = 106 e apresentamos na tabela 5.

Figura 32 – Séries temporais para o mapa do seno-círculo não twist, para parâmetros a = 0,6, Ω = 0,5 e diferentes

valores de (b). Em (a), b = 0,56 e a série temporal converge para um ponto fixo após um transiente. Em

(b), temos b = 0,15 e uma solução quase periódica que ocupa todo o domínio de x de forma ordenada,

o contrário do caso observado em (c) onde b = 0,79 e a solução é caótica, preenchendo o domínio de

forma desordenada. Para todas as séries, a condição inicial é x0 = 0,5.

Série temporal λ Tipo de solução
(a) −0,104 Periódica

(b) −2,975×10−7 Quase periódica

(c) 0,625 Caótica

Tabela 5 – Expoente de Lyapunov referente as três séries temporais apresentadas na Figura 32. A partir do expoente

λ determinamos a natureza da solução apresentada: periódica (λ < 0), quase periódica (λ = 0) e caótica

λ = 0.

As três séries temporais na Figura 32 apresentam comportamentos distintos entre si,

o que é confirmado pelos diferentes valores do expoente de Lyapunov na tabela 5. Para a

Figura 32 (a), temos uma solução periódica de período 1, um ponto fixo e expoente λ nega-

tivo, λ = −0,104. Já para a Figura 32 (b), nós observamos pontos distribuídos no intervalo

x ∈ [0,1] que preenchem todo o intervalo e apresentam um comportamento ordenado. Este

é o comportamento quase regular que é verificado pelo valor nulo do expoente de Lyapunov

(numericamente λ =−2,975×10−7). No último caso, apresentado na Figura 32 (c), observamos

um comportamento irregular, com pontos distribuídos de uma forma desorganizada no domínio

de x. Esta solução apresenta um comportamento caótico, confirmado pelo valor positivo do

expoente de Lyapunov, λ = 0,625.

3. Criticalidade e o espaço de parâmetros

Para identificar a invertibilidade do mapa do seno-círculo não twist, nós repetimos o

procedimento realizado para construir o espaço da parâmetros da Figura 31 (a). Como exemplo,
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fixamos Ω = 0,3 e estudamos a invertibilidade no intervalo a ∈ [0,1] e b ∈ [0,2]. O espaço de

parâmetros resultante é apresentado na Figura 33 (a).

Figura 33 – Invertibilidade para o mapa do seno-círculo não twist. Em (a), apresentamos o espaço de parâmetros

para a invertibilidade do mapa, onde os pontos em preto indicam onde o mapa deixa de ser invertível,

permitindo a existência de soluções caóticas. Os pontos em branco indicam parâmetros onde o

mapa é invertível e apenas soluções periódicas e quase periódicas são possíveis. Os gráficos xn+1 × xn
correspondentes ao pares de parâmetros indicados pelos símbolos em vermelho, azul e laranja da Figura

(a) estão nas Figuras (b), (c) e (d), respectivamente. As derivadas para cada caso estão representadas

nas Figuras (e)-(g). As linhas em verde nos gráficos xn+1 × xn e M′(xn+1)× xn indicam os pontos onde

a derivada é nula e o mapa apresenta pontos de extremo locais.

Comparando os espaços de parâmetros para a invertibilidade do mapa do seno-círculo

clássico (Figura 31 (a)) e do mapa do seno-círculo não twist (Figura 33 (b)), observamos que

para o novo mapa a linha crítica não é tão simples como uma função constante, o que torna mais

difícil encontrar os pares de parâmetros críticos (a,b). De fato, como não conseguimos encontrar

a linha crítica analiticamente, o método numérico que utilizamos nos fornece uma estimativa de

quando o mapa perde sua invertibilidade.

Para este novo mapa, também escolhemos três pares de parâmetros indicando quando o

sistema está no regime subcrítico (ponto vermelho, a = 0,15 e b = 0,35), crítico (ponto em azul,

a = 0,4 e b = 0,44) e supercrítico (ponto em laranja, a = 0,7 e b = 0,45). O gráfico xn+1 × xn

de cada ponto estão nas Figuras 33 (b)-(d), onde novamente escolhemos a mesma cor do ponto

referente. As derivadas referentes às Figuras (b), (c) e (d) são apresentadas nas Figuras (e), (f) e

(g), respectivamente.

Para o caso subcrítico, onde o mapa é invertível, observamos um comportamento mo-

notônico no gráfico xn+1 × xn da Figura 33 (a), comprovado pela derivada, no painel (e), que não

assume valor nulo no domínio de x. Para o caso crítico, observamos que a derivada assume um

valor nulo para x ≈ 0,6. De fato, fazendo uma ampliação ao redor deste valor, encontramos que

a derivada assume um valor nulo para dois pontos x ≈ 0,589 e x ≈ 0,599. Esta é a limitação do

método utilizado para constatar a invertibilidade, como temos apenas uma estimativa, é possível

que não encontremos exatamente o valor crítico, apenas um valor aproximado. Por último, para o

caso supercrítico, observamos um ponto de mínimo e máximo local na Figura 33 (d), verificados

pelo valor nulo da derivada.
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Para demonstração da invertibilidade, fixamos Ω e construímos o espaço de parâmetro

a× b. Mas podemos b ou a e construir os espaços Ω× a e Ω× b. Os espaços resultantes

também apresentam uma curva crítica mais complexa que a linha constante do caso do mapa do

seno-círculo original.

5.3 ANÁLISE DINÂMICA DO MAPA

Na seção anterior, vimos que os atratores apresentam diferentes comportamentos para

diferentes valores de parâmetros (Ω,a,b). Nesta seção, analisamos a evolução dos atratores

à medida que o valor de um parâmetro é modificado. Esta análise é baseada nos diagramas

de bifurcação, que mostram a posição e a forma do atrator no domínio de x, e no expoente de

Lyapunov, que nos informa a natureza do atrator.

Em nosso trabalho, nós analisamos a evolução dos atratores com a variação do parâmetro

b, fixando a e Ω. Como estamos interessados na evolução dos atratores, os diagramas de

bifurcação são construídos da seguinte maneira. Primeiro, escolhemos como condição inicial

x0 = 0,5 para o primeiro valor de b. Então, evoluímos a solução por 104 iteradas e apresentamos

no diagrama os últimos 2000 pontos, evitando assim o comportamento transiente. De forma

simultânea, calculamos o expoente de Lyapunov como explicado na seção anterior e apresentamos

seu valor na mesma figura, com o intuito de identificar a solução apresentada no diagrama. Para

o próximo valor de b, a condição inicial é a última iterada da solução do parâmetro b anterior.

Os diagramas de bifurcação para a = 0,1, Ω = ±0,5 e Ω = 0,0, e valor de b variando

entre b ∈ (0,2], juntamente com o perfil do expoente de Lyapunov, são apresentados na Figura

34.

Figura 34 – Diagrama de bifurcação e expoente de Lyapunov em relação ao parâmetro b, para a = 0,1 e (a) Ω = 0,5,

(b) Ω = −0,5 e (c) Ω = 0,0. A linha traceja evidencia λ = 0. Nos três diagramas, observamos um

atrator quase periódico (λ = 0) sendo substituído por um atrator periódico (λ < 0) de período 1 que,

posteriormente, bifurca em um atrator de período 2.

A partir dos diagramas de bifurcação juntamente com os expoentes de Lyapunov apre-
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sentados na Figura 34, identificamos dois tipos de atratores, um atrator que preenche o domínio

de x que bifurca em um atrator periódico de período 1. Este cenário é observado para os três

valores de Ω. Pelo expoente de Lyapunov apresentado nos painéis inferiores, observamos que

os atratores que preenchem o domínio são atratores quase periódicos, caracterizados por um

expoente nulo, λ = 0, que sofrem uma bifurcação onde um atrator periódico, com λ < 0, emerge.

A bifurcação ocorre aproximadamente em b = 0,5 para Ω =±0,5 e em b = 1,0 para Ω = 0,0.

O ponto fixo de período 1 que emerge da bifurcação eventualmente sofre uma bifurcação de

duplicação de período e é substituído por um atrator de período 2, para b > 1,5, para os três

valores de Ω analisados.

Os três diagramas de bifurcação da Figura 34 apresentam bifurcações comuns para todos

os valores de Ω estudados. Uma vez que o mapa é unidimensional, podemos tentar analisar a

bifurcação analiticamente.

5.3.1 Análise de bifurcação

Bifurcação é definida como uma mudança qualitativa na dinâmica do sistema quando o

parâmetro de controle é variado [6]. Esta mudança no sistema ocorre em um ponto específico,

denominado ponto de bifurcação, localizado no valor do parâmetro onde ocorre a bifurcação. O

estudo de bifurcações tem grande relevância uma vez que podem ser a base de modelos para

transições e instabilidades de sistemas físicos [1]. Em uma bifurcação, pontos fixos podem ser

criados e destruídos, como na bifurcação do tipo sela-nó, ou a sua estabilidade destes pontos

pode ser modificada, como na bifurcação transcrítica [1]. Um estudo detalhado sobre bifurcações

pode ser encontrado nas referências [1, 5, 6, 30].

Para mapas unidimensionais, podemos encontrar as bifurcações a partir da análise de

suas derivadas, uma vez que as bifurcações ocorrem no ponto onde o módulo da derivada
dxn+1

dxn

assume um valor unitário [5, 6]. Caso a derivada assuma um valor positivo, isto é
dxn+1

dxn
= 1, a

bifurcação pode ser do tipo sela nó, forquilha 1 ou transcrítica. Já se a derivada assumir um valor

-1, a bifurcação que ocorre é do tipo duplicação de período [5, 6]. Caso a derivada seja positiva,

também precisamos calcular a derivada em relação ao parâmetro do mapa: caso a derivada

assuma um valor não nulo, a bifurcação é do tipo sela-nó, caso contrário, temos uma bifurcação

transcrítica/forquilha [5, 6]. Neste trabalho, não analisaremos a bifurcação de duplicação de

período, focaremos na bifurcação que ocorre nos diagramas de bifurcação da Figura 34, onde

um atrator quase periódico desaparece e um atrator de período um emerge.

O ponto de bifurcação (x∗,α∗) pode ser calculado pela equação,

∂xn+1

∂xn

∣∣∣∣
x∗,α∗

= 1. (5.14)

onde α é o parâmetro que é variado na análise da bifurcação de atratores. Sendo a derivada

1 Nos livros textos, a bifurcação forquilha também é denominada como pitchfork.
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definida pela equação (5.13), temos,

∂xn+1

∂xn

∣∣∣∣
x∗
= 1+4πabcos(2πx∗)[Ω−b sen(2πx∗)] = 1,

4πabcos(2πx∗)[Ω−b sen(2πx∗)] = 0,

cos(2πx∗)[Ω−b sen(2πx∗)] = 0.

(5.15)

Pela equação (5.15) apresentada acima, temos duas situações possíveis: cos(2πx∗) = 0

ou Ω−b sen(2πx∗) = 0. Isto nos leva aos seguintes valores de x∗,

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

cos(2πx∗) = 0

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

x∗ =
1

4
,

x∗ =
3

4
,

Ω−b sen(2πx∗) = 0 → x∗ =
1

2π
arcsen

(
Ω
b

)
.

(5.16)

Como dito, neste trabalho focamos na bifurcação onde um atrator quase periódico é

substituído por um ponto fixo de período 1. Sendo assim, a iterada do ponto x∗ deve ser idêntica

a ele mesmo, isto é, xn+1 = xn, com xn = x∗. Dessa forma,

xn+1(xn = x∗) = x∗,

x∗ = x∗+a{1− [Ω−b sen(2πx∗)]2},
b sen(2πx∗) = Ω±1.

(5.17)

Substituindo os pontos x∗ da equação (5.16) na equação (5.17), obtemos os parâmetros

Ω∗ e b∗ onde a bifurcação ocorre. Dessa forma, para x∗ =
1

4
,

b∗ sen

(
2π

1

4

)
= Ω∗ ±1,

b∗ −Ω∗ =±1.

(5.18)

Para x∗ =
3

4
, temos,

b∗ sen

(
2π

3

4

)
= Ω∗ ±1,

b∗+Ω∗ =±1.

(5.19)
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Por último, para o ponto x∗ =
1

2π
arcsen

(
Ω
b

)
, obtemos,

b∗ sen

(
2π

1

2π
arcsen

(
Ω∗

b∗

))
= Ω∗ ±1,

Ω∗ = Ω∗ ±1,

(5.20)

tal que nenhum valor de Ω∗ satisfaz a igualdade. Dessa forma, temos que x∗=(1/2π) arcsen(Ω/b)

não é um ponto fixo de período 1 e não será incluído na nossa análise.

Pelas relações em (5.18) e (5.19) é possível encontrar os valores de b∗ e Ω∗, lembrando

que os intervalos dos parâmetros são b> 0 e −1≤Ω≤ 1. Sendo assim, para x∗ = 1/4 e x∗ = 3/4,

a bifurcação ocorre quando b∗ −Ω∗ = 1 e b∗+Ω∗ = 1, respectivamente. Este resultado está de

acordo com a bifurcação observada nos três diagramas da Figura 34, onde a bifurcação ocorre

em x = 3/4 para b = 0,5 e Ω = 0,5 (b+Ω = 1) e em x = 1/4 para (Ω,b) = (−0,5;0,5) e para

(Ω,b) = (0,0;1,0), onde os dois casos satisfazem a relação b−Ω = 1.

Com a análise que realizamos até agora, identificamos os pontos de bifurcação (Ω∗,b∗,x∗)
onde ocorre uma bifurcação caracterizada por

∂xn+1

∂xn

∣∣∣
(Ω∗,b∗,x∗)

= 1 e pela emergência de um ponto

fixo de período 1. Para identificar o tipo de bifurcação que ocorre, precisamos analisar o valor

da derivada do mapa em relação ao parâmetro de valor variável. Como dito, caso a derivada

assuma um valor nulo, temos uma bifurcação transcrítica, senão, a bifurcação é do tipo sela-nó.

Calculando a derivada do mapa (5.9) em relação ao parâmetro b, temos,

∂xn+1

∂b
= 2a sen(2πxn)[Ω−b sen(2πxn)] (5.21)

Para o ponto de bifurcação (Ω∗,b∗ −Ω∗ = 1,x∗ = 1/4), temos

∂xn+1

∂b

∣∣∣∣
x∗=1/4,b−Ω=1

= 2a sen

(
2π

1

4

)[
Ω∗ −b∗ sen

(
2π

1

4

)]
,

∂xn+1

∂b

∣∣∣∣
x∗=1/4,b−Ω=1

= 2a[Ω∗ −b∗] =−2a,
(5.22)

enquanto para o ponto (Ω∗,b∗+Ω∗ = 1,x∗ = 3/4),

∂xn+1

∂b

∣∣∣∣
x∗=3/4,b∗+Ω∗=1

= 2a sen

(
2π

3

4

)[
Ω∗ −b∗ sen

(
2π

3

4

)]
,

∂xn+1

∂b

∣∣∣∣
x∗=3/4,b∗+Ω∗=1

= 2a[Ω∗+b∗] =−2a.
(5.23)

Ao calcular o valor da derivada do mapa em relação ao parâmetro Ω, temos,

∂xn+1

∂Ω
=−2a[Ω−b sen(2πxn)]. (5.24)
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E, calculando o valor de (5.24) nos pontos de bifurcação, encontramos,

∂xn+1

∂Ω

∣∣∣∣
x∗=1/4,b∗−Ω∗=1

=−2a
[

Ω∗ −b∗ sen

(
2π

1

4

)]
=−2a(Ω∗ −b∗) = 2a,

∂xn+1

∂Ω

∣∣∣∣
x∗=3/4,b∗+Ω∗=1

=−2a
[

Ω∗ −b∗ sen

(
2π

3

4

)]
=−2a(Ω∗+b∗) =−2a.

(5.25)

Para os dois pontos de bifurcação, a derivada do mapa em relação aos parâmetro b e Ω é

não nula, para a �= 0. Sendo assim, as bifurcações apresentadas nos diagramas da Figura 34 são

do tipo sela-nó. Nos diagramas, observamos apenas uma bifurcação em cada caso: bifurcação

no ponto (Ω∗,b∗+Ω∗ = 1,x∗ = 3/4) para Ω = 0,5 e no ponto (Ω∗,b∗−Ω∗ = 1,x∗ = 1/4) para

Ω = −0,5 e Ω = 0,0. Entretanto, a outra bifurcação pode ocorrer para outros atratores que

podem coexistir com o atrator analisado. Mas, ela não é observada porque acompanhamos

apenas a evolução de apenas um atrator.

5.4 MULTIESTABILIDADE

No capítulo anterior, estudamos o cenário de multiestabilidade no mapa padrão não twist

dissipativo. Nós observamos a coexistência de atrator shearless e atratores periódicos, assim

como a presença de bandas caóticas e atratores caóticos no toro. Nesta seção, investigamos a

possibilidade de multiestabilidade no mapa unidimensional.

Como vimos, sistemas multiestáveis regularmente apresentam histerese no diagrama de

bifurcação, isto é, quando variamos o parâmetro de controle em sentidos opostos, observamos a

evolução de diferentes atratores e uma distinção entre os diagramas de bifurcação. Os diagramas

apresentados na Figura 34 foram construídos variando o valor de b de b = 0 até b = 2. Agora,

se construirmos o diagrama diminuindo o valor de b, podemos observar a evolução de outros

atratores no diagrama. Sendo assim, utilizamos a mesma metodologia descrita na seção anterior,

mas começamos em b = 2 e diminuímos o parâmetro até b = 0. Os diagramas construídos nos

dois sentidos de variação de b são apresentados na Figura 35, juntamente com os expoentes de

Lyapunov correspondentes.

Nos diagramas apresentados na Figura 35, observamos um distinção entre os dois

diagramas, que estão sobrepostos, para b > 1,5, nos casos Ω = ±0,5, e para b > 1,0, quando

Ω = 0,0. A coexistência de pontos azuis e laranjas para um mesmo valor de b indicam a

coexistência de diferentes atratores no sistema, logo, indicam multiestabilidade. Ao evoluir

o parâmetro b, vemos que um atrator quase periódico, caracterizados por λ = 0,0, sofre uma

bifurcação tipo sela-nó e um atrator de período 1 emerge, para Ω = ±0,5. Á medida que o

parâmetro aumenta, em b = 1,5, ocorre novamente uma bifurcação sela-nó e um novo ponto fixo

de período um emerge, como indicado pelo ponto de bifurcação verde e roxo nos diagramas

(a) e (b) respectivamente. O atrator azul posteriormente sofre uma bifurcação de duplicação

de período, bifurcação que não ocorre com o outro atrator no intervalo de b analisado. Esta
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Figura 35 – Diagramas de bifurcação e expoentes de Lyapunov em relação ao parâmetro b, para os mesmos valores

apresentados na Figura 34. O diagrama e o perfil do expoente de Lyapunov em azul (laranja) indicam

o sentido de aumento (diminuição) de b. O sentido de variação do parâmetro também é indicado

pelas setas coloridas. Os pontos em verde e em roxo indicam as bifurcações b−Ω = 1 e b+Ω = 1,

respectivamente.

distinção entre os atratores também pode ser observada pelo Expoente de Lyapunov, onde há

uma distinção entre as curvas laranja e azul para b > 1,5.

Para Ω = 0,0 o cenário é diferente. As duas bifurcações b+Ω = 1 e b−Ω = 1 ocorrem

no mesmo ponto. Sendo assim, na bifurcação sela-nó que ocorre em b = 1, observamos a

emergência de dois pontos fixos de período 1 e ambos, posteriormente, sofrem uma bifurcação

de duplicação de período. A distinção entre os dois atratores só é possível pelo diagrama de

bifurcação, uma vez que o expoente de Lyapunov é equivalente para ambos atratores.

Analisando os pontos de bifurcação no diagramas, observamos que para Ω = ±0,5, a

bifurcação que ocorre em b = 0,5, destrói o atrator quase periódico e cria o atrator periódico de

período 1. Já a bifurcação em b = 1,5, cria o cenário de multiestabilidade com a emergência de

um segundo ponto fixo. Para Ω = 0,0, as duas bifurcações ocorrem no mesmo ponto, e isso leva

a um cenário de destruição do atrator quase periódico, à emergência dos pontos periódicos e ao

cenário de multiestabilidade.

Com essa análise, nós concluímos que a bifurcação está relacionada com o cenário

de multiestabilidade e com a mudança da natureza do atrator. Nos casos representados pelos

diagramas da Figura 35, a multiestabilidade é composta por diferentes atratores periódicos. Mas

nós não podemos afirmar que este sempre é o caso. Por este motivo, agora propomos uma meto-

dologia para identificar os cenários de multiestabilidade possíveis para mapas unidimensionais

não invertíveis.

O método que utilizamos para identificar os cenários de multiestabilidade é baseado

no expoente de Lyapunov e na região ocupada pelo atrator no domínio de x. Se todas as

condições iniciais estão na mesma bacia de atração, isto é, geram soluções que convergem para o
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mesmo atrator, temos um cenário de atrator único. Numericamente, identificamos este cenário

quando todas as soluções apresentam o mesmo expoente de Lyapunov e ocupam a mesma região

de x, após algum transiente. Caso esse cenário não seja identificado, temos um cenário de

multiestabilidade. A descrição do método é feita a seguir.

Para um conjunto de parâmetros (Ω,a,b), nós escolhemos aleatoriamente uma condição

inicial x0 ∈ [0,1], evoluímos por 5× 104 iterações e simultaneamente calculamos o expoente

de Lyapunov, λx0
. Esta solução é a nossa solução de referência. Para identificar se todas as

condições iniciais pertencem a mesma bacia de atração e, consequentemente, temos um cenário

de atrator único, nós escolhemos outras 100 condições iniciais xi ∈ [0,1], para i = 1,2, ...,100

e evoluímos todas estas condições por 105 iteradas. Evoluímos estas outras condições por um

tempo maior porque estamos analisando o estado assintótico e utilizamos a última iterada da

nossa soluções de referência para identificar soluções periódicas. Simultaneamente a evolução

temporal das soluções, nós calculamos os expoentes de Lyapunov, identificados por λxi . A partir

destas informações, nós dividimos os cenários de atratores para o sistema em cinco classes:

atrator único, coexistência entre atratores periódicos, coexistência entre atrator periódico e

caótico, caos e coexistência entre bandas caóticas. A identificação numérica de cada cenário é

descrita abaixo.

1. Atrator único (AU)

Nós consideramos um cenário de atrator único quando todas as soluções convergem para

um atrator periódico ou um atrator quase periódico. Para um cenário de atrator periódico único,

temos que todas as soluções, xi com i = 0,1, ...,100, apresentam um expoente de Lyapunov

negativo, numericamente λi <−0,0001. Para garantir que o atrator periódico é único, todas as

100 condições iniciais retornam ao valor de referência, isto é, considerando a última iterada da

solução de referência, x0(5×104), a condição |xi(n)− x0(5×104)| ≤ 10−4 deve ser satisfeita

por todas as soluções para n > 5×104.

Caso a solução de referência x0 convirja para um atrator quase periódico, numericamente

|λx0
|<−0,0001, temos um cenário de atrator único. Para sistemas unidimensionais, o atrator

quase periódico ocupa todo domínio de x, logo, ele é o único estado assintótico possível. Este

não é o caso para sistemas de dimensões maiores, onde é possível a coexistência de diferentes

atratores quase periódicos, como estudado nas referências [79–81] e também a coexistência de

atrator quase periódico e atratores periódicos, como vimos no capítulo anterior para o mapa

padrão não twist dissipativo

2. Coexistência de atratores periódicos (ME - P+P)

Em um cenário de multiestabilidade composto por diferentes atratores periódicos, os

expoentes de Lyapunov de todas as soluções são negativos, isto é, λxi < 0 (numericamente

λxi <−0,0001) para todo i = 0,1, ...,100. Mas neste caso, as soluções não pertencem a mesma

bacia de atração. Logo, a condição |xi(n)− x0(5×104)| ≤ 10−4 não é satisfeita, no mínimo, por

uma solução xi. Se estas duas situações acontecerem, temos um cenário de multiestabilidade
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formado por no mínimo dois atratores periódicos distintos.

3. Coexistência de atrator periódico e caótico (ME - P+C)

Para um cenário multiestável formado por atratores periódico e caótico, identificamos ao

menos uma solução periódica e uma solução caótica. Em nossas simulações, nós analisamos as

101 soluções (condição de referência mais as 100 soluções xi) e observamos seus expoentes de

Lyapunov. Se, ao menos uma solução apresenta λxi < 0 e outra apresenta λxi > 0 (numericamente

λxi > 0,0001), a coexistência de periodicidade e caos é confirmada. Analisando as soluções, na

maioria dos casos, o atrator caótico se apresenta como bandas caóticas, onde o comportamento

caótico é restrito a uma região do domínio de x.

4. Caos (C)

O cenário de comportamento caótico no sistema descreve uma situação onde todas as

soluções apresentam um comportamento caótico único. Este cenário é caracterizado por um

expoente de Lyapunov positivo para todas as soluções, que necessariamente pertencem ao mesmo

atrator, isto é, que ocupam a mesma região do domínio de x. Para constatar que todas as soluções

estão na mesma região, nós comparamos a média temporal de todas as 5×104 iterações de todas

as soluções. Nós consideramos que todas as soluções pertencem ao mesmo atrator se esta média

temporal é inferior a 0,1, ou seja, |x̄i − x̄1|< 0,1, para todo i = 2,3, ...,100. A média temporal é

calculada por,

x̄i =
1

n0 −n1

n1

∑
n=n0

xi(n) (5.26)

com n0 = 5 × 104 e n1 = 105. Neste caso, a solução de referência também apresenta um

comportamento caótico (λx0
> 0).

5. Coexistência de bandas caóticas (ME - BC+BC)

O último cenário de multiestabilidade estudado é caracterizado pela coexistência de

bandas caóticas, onde comportamentos caóticos ocupam diferentes regiões restritas no domínio

de x. O procedimento para identificar esse cenário é o mesmo utilizado para identificar um

comportamento caótico único, mas a condição |x̄i − x̄1|< 0,1 deve ser violada para ao menos

uma solução. Caso isso ocorra, temos um cenário de multiestabilidade composto por diferentes

bandas caóticas. O valor de restrição 0,1 na condição de que soluções residam na mesma banda

caótica foi escolhido a partir dos cálculos das médias x̄i para casos onde diferentes bandas

caóticas coexistem. Para isso, analisamos casos com diferentes bandas caóticas e calculamos a

média para soluções que ocupam bandas distintas e fizemos uma estimativa da diferença mínima

entre as médias.

Utilizando as descrições acima, nós realizamos a análise de multiestabilidade e construí-

mos três espaços de parâmetros. Para isso, fixamos um parâmetro, variamos os outros dois, nos
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intervalos já estudados, e identificamos qual dos 5 cenários de atratores descritos acima o mapa

assume. Os espaços de parâmetros são: (a) a× b para Ω = 0,3, (b) Ω× a, para b = 0,4 e (c)

Ω×b para a = 0,8. Cada cenário é identificado por uma cor diferente. Os espaços de parâmetros

são apresentados na Figura 36.

Figura 36 – Espaços de parâmetros para o cenário de multiestabilidade para o mapa do seno círculo não twist para

(a) Ω = 0,3, (b) b = 0,4 e (c) a = 0,8. Os cenários de atrator único (AU), comportamento caótico (C) e

de multiestabilidade formado por diferentes atratores periódicos (ME - P + P), por atrator periódico e

caótico (ME - P + C) e por diferentes bandas caóticas (CB + CB) são identificados por diferentes cores

indicadas na barra de cor. As linhas verde e laranja são as curvas de bifurcação b−Ω = 1 e b+Ω = 1,

respectivamente.

Nos espaços de parâmetros da Figura 36, os pontos em preto indicam para quais parâ-

metros há apenas um atrator no sistema, podendo ser ele periódico e quase periódico. Vemos

que esse cenário é dominante na Figura 36 (a), com Ω = 0,3 e na Figura 36 (b), para b = 0,4.

Caso esse comportamento final único seja caótico, ele é representado pelos pontos em azul e é a

situação dominante na Figura 36 (c), com a = 0,8.

Os três cenários possíveis de multiestabilidade são identificados pelos pontos em roxo,

que indicam coexistência de diferentes atratores periódicos, em vermelho, onde atratores caó-

tico e periódico coexistem, e em amarelo, onde há a existência de diferentes bandas caóticas.

Observamos que os cenários de multiestabilidade ocupam uma região menor nos espaços de

parâmetros, ao comparar com a região ocupada por atratores únicos, sejam eles periódicos ou

quase periódicos (pontos em preto), ou caóticos (pontos em azul). Algumas regiões em roxo,

onde atratores periódicos coexistem, são encontrados ao redor das linhas de bifurcação, o que está

em concordância com a multiestabilidade observada nos diagramas de bifurcação da Figura 35.

Mas está não é uma regra, uma vez que observamos pontos em roxo em regiões "anteriores" as

linhas de bifurcação2.

O comportamento caótico é predominante para valores maiores dos parâmetros de

controle. Entretanto, como o sistema depende de três parâmetros, não é possível determinar com

exatidão a emergência do caos no sistema, sendo necessário realizar a análise de expoente de

Lyapunov para cada conjunto (Ω,a,b) para identificar comportamento caótico.

2 Anterior a linha de bifurcação pode ser compreendido como valores menores que a linha no sentido de

crescimento do parâmetro.
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Pelos espaços de parâmetros apresentados, concluímos que é possível identificar os

cenários de multiestabilidade, mas não conseguimos prever qual cenário ocorre para um conjunto

de parâmetros específico. Isto é semelhante ao que ocorre no estudo de transporte direcionado

para o mapa padrão não twist estendido, estudado no Capítulo 3 desta tese. A estrutura do espaço

de parâmetro para a multiestabilidade apresenta uma estrutura não trivial e não há uma fronteira

simples entre os diferentes cenários. De fato, esta fronteira é complexa e pode inclusive ser

fractal. Nós não realizamos uma análise de fractabilidade destes espaços de parâmetro neste

trabalho.

5.5 CRISE DE ATRATORES CAÓTICOS

Para a análise de multiestabilidade e para a construção dos espaços de parâmetros da

Figura 36, nós consideramos a existência de bandas caóticas e também de atratores caóticos que

preenchem todo o domínio de x. Entendendo que há diferentes estruturas caóticas no sistema,

dedicamos esta última seção a análise da evolução destas estruturas à medida que um parâmetro

é variado e também estudamos a possibilidade de crises destes atratores observados no sistema.

Uma crise pode ser definida como um evento onde um atrator caótico sofre uma mudança

abrupta e descontínua, causada pela colisão de uma órbita periódica instável com o atrator [82].

Após a crise, o atrator caótico pode ser extinto e haverá apenas comportamento caótico transiente

ou o seu tamanho pode sofre um aumento abrupto [83]. Ao primeiro caso, dá-se o nome de crise

de fronteira, onde o atrator desaparece após sua colisão com uma órbita periódica instável [82].

Para o segundo caso, a crise é denominada crise interior, a órbita periódica instável colide com a

bacia do atrator que aumenta de tamanho abruptamente [82].

Para investigar os cenários de crise no mapa do seno círculo unidimensional, nós cons-

truímos o diagrama de bifurcação, para a = 0,8, Ω =−0,08, e b ∈ [0,9;1,0]. Como fizemos para

a Figura 35, nós calculamos os diagramas nos dois sentidos de variação de b. Os diagramas são

apresentados na Figura 37.

Os diagramas de bifurcação, construídos nos dois sentidos de variação de b, estão

sobrepostos na Figura 37. O sentido de cada diagrama é indicado pela seta colorida com a

cor correspondente. Observamos um cenário de multiestabilidade, indicado pela histerese do

diagrama, nos intervalos b ∈ [0,92;0,955] e b ∈ [0,961;0,967]. Nestes intervalos, o cenário

de multiestabilidade é formado pela coexistência entre pontos periódicos e bandas caóticas,

diferentes atratores periódicos e também diferentes bandas caóticas (no segundo intervalo

destacado).

Acompanhando a evolução dos atratores, observamos que as bandas caóticas sofrem

mudanças abruptas em seu tamanho, à medida que o parâmetro b varia. Analisando a primeira

mudança, destacada pela linha em vermelho, vemos que a banda caótica em azul passa por um

aumento abrupto em seu tamanho, em b ≈ 0,9429. Para as duas mudanças destacadas em roxo,

nós observamos a extinção do atrator azul em b ≈ 0,9673, enquanto a banda caótica em laranja é
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Figura 37 – Diagramas de bifurcação em função do parâmetro b, para a = 0,8 e Ω =−0,08. Os pontos em azul

e laranja correspondem ao sentido de aumento e diminuição do parâmetro b, respectivamente. As

curvas em preto representam as órbitas periódicas instável enquanto as linhas coloridas destacam os

pontos de crise b ≈ 0,9429 (linha em vermelho), b ≈ 0,9609 (linha pontilhada roxa) e b ≈ 0,9673

(linha tracejada roxa).

extinguida em b ≈ 0,9609. Estas mudanças abruptas indicam a presença das duas crises citadas

anteriormente.

Para confirmar a presença de crise no sistema, nós calculamos e apresentamos juntamente

com o diagrama as órbitas periódicas instáveis. Estas órbitas são obtidas da seguinte maneira.

Após assumir um período T das órbitas, nós percorremos o domínio x ∈ [0,1] e calculamos

a diferença |xT − x0|, onde x0 ∈ [0,1] é a condição inicial que estamos analisando. Uma vez

que as órbitas são instáveis, as soluções divergem rapidamente da condição inicial caso ela não

seja próxima o suficiente do ponto fixo. Sendo assim, definimos que se |xT − x0| < 10−6, x0

pertence a órbita periódica. Para identificar se a órbita é instável ou estável, podemos calcular

sua derivada e analisar seu valor numérico. Mas, neste trabalho, nós analisamos se as soluções

próximas divergem ou convergem. Caso soluções próximas divirjam de x0, temos que x0 é uma

órbita instável. Os resultados desse procedimento são as órbitas instáveis de período 1 e período

2, representadas pelas curvas em preto na Figura 37.

Com o cálculo das órbitas periódicas instáveis, nós podemos confirmar a existência

de crises no sistema. A crise interior ocorre quando a órbita periódica instável de período 2

colide com as bandas caóticas em azul. Observamos que após a colisão, destacada pela linha

em vermelho, há um aumento abrupto do atrator, o que caracteriza a crise. A crise de fronteira

é observada em dois pontos no diagrama de bifurcação. Primeiro, analisando o diagrama no

sentido de crescimento de b, observamos a extinção da banda caótica em azul ao colidir com

a órbita periódica de período 1. Esta crise é destacada pela linha tracejada em roxo. O outro

ponto de crise, destacado pela linha pontilhada em roxo, indica a extinção das bandas caóticas

em laranja, que colidem com as órbitas periódicas de período 2, ao acompanhar o diagrama de

bifurcação no sentido de diminuição de b.
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A extinção de atratores por crises de fronteira desempenha um papel significativo na

multiestabilidade observada no sistema. Analisando o diagrama de bifurcação no sentido de

crescimento de b, a crise que ocorre em b ≈ 0,9673, a banca caótica em azul é extinta assim

como a multiestabilidade, sendo que após esse ponto não há mais distinção entre os pontos

em azul e em laranja. Se analisarmos o diagrama no sentido oposto, a crise que ocorre em

b ≈ 0,9609, que também é uma crise de fronteira, extingue as duas bandas caóticas em laranja e,

após esse ponto, apenas uma banda caótica existe. Este cenário continua até b ≈ 0,953, onde as

bandas em azul emergem e o cenário de multiestabilidade retorna.
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6 CONCLUSÕES

O mapa padrão não twist, proposto por del Castillo-Negrete e Morrison, pode ser consi-

derado paradigmático para o estudo de sistemas Hamiltonianos que violam a condição de não

degenerescência ou condição twist. O mapa não twist apresenta as principais características dos

sistemas degenerados: existência da curva shearless, a existência de cadeias de ilhas gêmeas

e um perfil de número de rotação não monotônico. Além disto o mapa é simétrico, tanto tem-

poralmente, uma vez que o sistema é Hamiltoniano, quanto em relação a uma transformação

de simetria TS. Esta simetria tem um papel importante no transporte das soluções caóticas pelo

espaço de fase: o transporte não apresenta um sentido preferencial, sendo equivalente quando

analisamos o movimento das trajetórias de uma região inferior do espaço de fase para uma região

superior ou vice-versa. Além do transporte não direcionado, a simetria garante a existência dos

pontos indicadores, ferramenta que permite identificar a existência da curva shearless em função

dos parâmetros (a,b) do sistema.

Neste trabalho, estudamos como as modificações no mapa padrão não twist alteram as

propriedades de transporte, simetria e as estruturas no espaço fase. Pelos resultados obtidos

nesta tese, podemos concluir que a adição de uma nova perturbação no mapa padrão não twist

pode quebrar a simetria do sistema e, consequentemente, levar ao surgimento de um transporte

direcionado no espaço de fase. O mapa escolhido para o estudo foi o mapa padrão não twist

estendido (ESNM), formado pela adição de uma nova perturbação c sen(2πx) ao SNM, onde c

é a amplitude da perturbação e m é um número inteiro. A quebra de simetria deste mapa está

relacionada com a paridade de m: para m ímpar, o mapa satisfaz a condição de simetria enquanto

que para m par, a relação não é satisfeita e a simetria é destruída.

Com a quebra de simetria para m par, algumas características fundamentais do mapa

não twist são modificadas. Ao comparar o ESNM para m par com o caso de m ímpar e com

o SNM, vemos que a quebra de simetria modifica o cenário de cadeias de ilhas gêmeas tal

que as duas cadeias existem, mas as ilhas não são iguais. As ilhas que seriam correspondentes

pela transformação de simetria, passam por bifurcações em diferentes parâmetros. Como

consequência, é possível observar que uma cadeia de ilha em específico é mais rodeada por

soluções caóticas do que outra, e este "desbalanceamento"é caracterizado por um primeiro

momento de y não nulo.

Outra consequência da quebra de simetria é a impossibilidade de usar os pontos indica-

dores como indicativo para a existência de curva sherarless para o caso de ESNM com m par.

Para solucionar esta questão, propomos um novo método para estimar a existência de barreiras

de transporte no espaço de fase baseado na construção das bacias de escape. Pelos espaços

de parâmetros apresentados, observamos que um aumento na amplitude da perturbação não

implica necessariamente em uma antecipação da quebra das barreiras. Também observamos que

a estrutura do espaço de parâmetro para a existência de barreiras pode ser não trivial, uma vez
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que não há um fronteira única entre a região onde existe a barreira e a região onde a barreira já

foi destruída.

Como última análise para o mapa estendido, verificamos se o transporte direcionado

é algo possível no espaço de fase para o caso não simétrico. Estudando a diferença entre o

número de trajetórias caóticas que se direcionam para cima e para baixo no espaço de fase,

conseguimos identificar a direção preferencial do transporte. A partir dos espaços de parâmetros

para o transporte direcionado, observamos três situações de transporte possíveis: transporte não

direcionado, transporte direcionado para cima e transporte direcionado para baixo. A prevalência

de uma direção depende do valor de c e de m e a previsão da direção para um certo conjunto

de parâmetros (a,b,c,m) não é possível, uma vez que as estruturas do espaço de parâmetro são

não triviais e não há um fronteira simples entre as regiões que indicam diferentes direções de

transporte. Dessa forma, é preciso analisar o transporte para cada conjunto de parâmetros de

interesse.

Outra modificação realizada no mapa padrão não twist é a inclusão de uma pequena

dissipação ao sistema, o que resulta no mapa padrão não twist dissipativo (DSNM). Os resultados

obtidos para este mapa mostram que a coexistência entre soluções regulares e caóticas, caracte-

rística de sistemas Hamiltonianos, é substituída pela existência e coexistência de atratores no

espaço de fase. Esses atratores podem ser periódicos, quase periódicos e caóticos. Pelos espaços

de fase apresentados nesse estudo, podemos ver que algumas ilhas periódicas são substituídas

por atratores periódicos de mesmo período enquanto a maioria das soluções quase regulares são

destruídas e substituídas por apenas um atrator quase regular, que seguindo a nomenclatura de

Carvalho e Abud [17], é denominado atrator shearless.

Assim como tinha sido observado por Carvalho e Abud [17] e por Kato e Carvalho [57],

nós também identificamos a existência de atratores caóticos em toros. Estes atratores são

caracterizados por um expoente de Lyapunov positivo e estão restritos a uma curva no espaço

de fase. Para sistemas twist, a rota que um atrator quase periódico segue até se tornar um

atrator caótico no toro é bem estabelecida. Segundo o estudo realizado por Letellier, Messager e

Gilmore, há duas rotas para esta transição para o caos: a rota "difícil" (hard route to chaos) e a

rota "suave" (soft route to chaos), também denominada rota de Curry-Yorke [60]. Com a pesquisa

realizada e apresentada nesse trabalho, nós conseguimos observar estas duas rotas também em

sistemas não twist, no mapa padrão não twist dissipativo. Dessa forma, podemos dizer que a

rota "difícil" e a rota de Curry-Yorke também podem ser observadas em sistemas degenerados,

com suas respectivas particularidades, como o atrator quase periódico no toro sendo um atrator

shearless e os atratores periódicos que atuam como fantasmas e distorcem a forma do atrator

podem surgir em pares, uma correspondência a cadeias de ilhas gêmeas do caso conservativo.

A descrição dinâmica dos atratores presentes no espaço de fase para o DSNM foi feita a

partir do expoente de Lyapunov e da contagem do períodos dos atratores periódicos. A partir dos

resultados apresentados, observamos que para diferentes valores de parâmetros (a,b) nós temos
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diferentes tipos de atratores. Pelos espaços de parâmetros, conseguimos observar um persistência

do atrator shearless para uma grande quantidade de pontos (a,b), enquanto os atratores caóticos

estão mais presentes para altos valores dos parâmetros. Os atratores periódicos ocupam uma

região significativa do espaço de parâmetro e analisando seus períodos, podemos observar que

eles se organizam em uma estrutura semelhante as línguas de Arnold, já conhecida para sistemas

twist.

Observando a estrutura das bacias de atração a partir da entropia de bacia e da entropia de

borda de bacia, podemos afirmar que existe uma incerteza no sistema para os casos apresentados.

Esta incerteza é identificada pelo valor não nulo da entropia de bacia e é consequência da mistura

que existe entre bacias de atração de diferentes atratores. Também nos resultados apresentados,

podemos ver que espaços de fase para diferentes parâmetros que apresentam apenas atratores

periódicos podem apresentar diferentes cenários de interação entre as bacias de atração. Estes

diferentes cenários podem ser identificados pelas entropias relacionadas às bacias e à borda da

bacia.

Por último, apresentamos o mapa do seno-círculo não twist, uma mapa unidimensional

que depende de três parâmetros, a, b e Ω e que foi obtido a partir da manipulação matemática do

mapa padrão não twist. A partir das nossas simulações numéricas e pelo cálculo do expoente

de Lyapunov, nós identificamos diferentes soluções para o mapa, soluções periódicas, quase

periódicas e caóticas. Este mapa pode ser interpretado como uma aproximação local para o SNM

quando o valor de y é constante.

Para o mapa unidimensional, nós realizamos uma análise analítica das bifurcações que

ocorrem durante a evolução dos atratores e encontramos que bifurcações do tipo sela-nó ocorrem

quando b±Ω = 1 Neste ponto de bifurcação, há a emergência de uma nova órbita periódica

como solução do sistema. Este ponto de bifurcação também está relacionado com o início de

algumas regiões de multiestabilidade.

A multiestabilidade é um cenário possível para o mapa do seno-círculo não twist. Apre-

sentamos nesse trabalho um método para identificar os possíveis cenários de coexistência de

atratores no sistema. Baseado no cálculo do expoente de Lyapunov e na análise da região do

domínio de x ocupada pelas soluções, estabelecemos 5 cenários: atrator único, comportamento

caótico único, coexistência de diferentes atratores periódicos, coexistência de atrator caótico e

periódico, e coexistência de diferentes atratores caóticos em bandas. Os espaços de parâmetros

para a multiestabilidade apresentados mostram uma prevalência de região de caos e atrator único

para todos os casos analisados. As regiões correspondentes ao cenário de multiestabilidade

ocupam uma porção menor dos espaços, indicando que multiestabilidade é uma situação menos

comum mas ainda presente em nosso sistema.

Como última análise, estudamos a mudança brusca no tamanho dos atratores caóticos

a partir da crise de atratores. As crises ocorrem quando há a colisão de uma órbita periódica

instável com o atrator caótico e elas podem ser divididas em duas classes: crise interior, onde
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há um aumento significativo no tamanho do atrator, e crise de fronteira, onde o atrator é extinto

após a colisão. Nos diagramas de bifurcação analisados nesse trabalho, observamos as duas

crises no sistema. Também conseguimos identificar uma relação entre as crises e o cenário de

multiestabilidade no sistema. Enquanto a crise interior não afeta a multiestabilidade, a crise de

fronteira está relacionada com a sua extinção.

As modificações incluídas no mapa padrão não twist neste trabalho podem ter uma

aplicação prática em experimentos reais. Como dito, a perturbação extra no mapa estendido

pode ser interpretada como a ação de um limitador ergódico em um experimento em tokamaks.

Enquanto isso, a dissipação pode ser inevitável em alguns experimentos, o que torna importante

o estudo de sistemas fracamente dissipativos construídos a partir da adição de um dissipação em

sistemas Hamiltonianos, como é o caso do DSNM. Sendo assim, justificamos a importância o

estudo destas modificação em um mapa tão importante para o estudo de sistemas degenerados.
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APÊNDICE 1 - MODELO EPIDEMIOLÓGICO SEIR BASEADO EM
AUTÔMATO CELULAR

Durante o terceiro ano do doutorado, influenciados pelo estado de pandemia que estáva-

mos vivendo, escolhemos estudar modelos epidemiológicos baseados em autômatos celulares.

Como foi evidenciado pela pandemia, modelos matemáticos são uma ferramenta importante para

prever o futuro de pandemias assim como para analisar os efeitos das medidas de mitigações na

evolução da doença.

Em nosso trabalho, nós unimos dois modelos matemáticos: o modelo SEIR e o autômato

celular. O modelo SEIR é um modelo de compartimentos, onde uma população de indivíduos

pode pertencer a um dos quatro estados: suscetível (S), exposto (E), infectado (I) e recuperado

(R). Indivíduos suscetíveis são aqueles que estão sujeitos a contrair a doença. Após eles serem

contaminados, eles se tornam expostos, isto é, eles estão com a doença mas não infectam ou tem

uma probabilidade muito menor de infectar, ao comparar com os indivíduos infectados. Após a

infecção, o indivíduo entra no estado recuperado, não podendo ser infectado novamente.

Frequentemente, este modelo é descrito por equações diferenciais, quatro equações

ordinárias que modelam a população dos indivíduos no decorrer do tempo. Este modelo é

interessante quando não há uma preocupação com características individuais. Caso esteja

interessado nos efeitos que o comportamento de um indivíduo tem sobre a propagação da doença,

é necessário utilizar um modelo baseado no indivíduo. Em nosso trabalho, nós utilizamos o

autômato celular, um modelo que discretiza o tempo e o espaço, e que o estado do indivíduo no

futuro depende diretamente do estado de indivíduos vizinhos no passado.

De forma prática, nós construímos uma malha onde cada quadrado é ocupado por um

indivíduo. O estado futuro do indivíduo é determinado, de forma probabilística, a partir das

regras de transição relacionadas ao estado dos seus vizinhos. Nós também consideramos sítios

vazios na malha, possibilitando assim a movimentação dos indivíduos no espaço. A evolução

deste modelo proposto reproduz as séries temporais das populações S, E, I e R do modelo de

equações diferenciais.

Como novidade, nós implementamos uma restrição na movimentação dos indivíduos

no espaço, com intuito de mitigar a propagação da doença, isto é, diminuir a amplitude da

curva de infectados e, consequentemente, diminuir o número total de indivíduos infectados. Nós

observamos que se a restrição à movimentação for superior a 70% temos o decréscimo de 15%

do número total de infectados. Também investigamos a possibilidade de uma segunda onda, caso

as medidas de controle sejam retiradas. A situação de segunda onda foi observada em nosso

modelo para algumas condições específicas.

Por último, nós analisamos a possibilidade de extinção da epidemia em um caso onde a

reinfecção é possível, ou seja, um caso onde o indivíduo recuperado volta a ser suscetível após
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um tempo. A extinção da doença é possível para poucos casos onde o tempo no qual o indivíduo

permanece infectado é alto (maior que 180 gerações) e este tempo é fixo, desconsiderando casos

onde, por exemplo, há uma nova variante e a imunidade adquirida não é mais suficiente para

impedir uma nova reinfecção.

Os resultados desta pesquisa foram publicadas na revista Chaos, Solitons and Fractals,

sob o título “ Control attenuation and temporary immunity in a cellular automata SEIR epidemic

model". Os autores do artigo assim como o resumo podem ser conferidos na imagem abaixo.
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APÊNDICE 2 - ARTIGOS PUBLICADOS

Os resultados apresentados no Capítulo 3 desta tese foram apresentados no artigo "Ratchet

current in nontwist Hamiltonian systems", publicado em 23 de setembro de 2020, na revista

Chaos.

Nosso estudo sobre o mapa padrão não twist dissipativo, cujo resultados foram apresen-

tados no Capítulo 4, foi submetido como artigo para a revista Chaos e foi aceito no dia 22 de

Janeiro de 2021. O artigo também foi escolhido como destaque dos editores ( Featured Article)

para a edição de fevereiro de 2021.
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Os resultados sobe o mapa do seno círculo não twist, apresentados no Capítulo 5, foram

submetidos a revista Physical Review E sob o título "Dynamics, multistability, and crisis analysis

of a sine-circle nontwist map"e o artigo foi publicado no dia 06 de setembro de 2022.
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APÊNDICE 3 - PARTICIPAÇÕES EM ARTIGOS

Durante o período do doutorado, participei de alguns artigos desenvolvidos por outros

alunos da UFPR e também por pesquisadores de outras universidades. O título dos artigos em

que participei, assim como a lista completa de autores e o resumo podem ser conferidos abaixo.
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