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RESUMO

O Filtro de Kalman ¢ um método empregado para estimar o vetor
estado de um sistema dinadmico a partir de observag@es. Este
método foi introduzido na Area da Engenharia Elétrica em 1960
por R.E. KALMAN, sendo atualmente empregado com étimos
resultados nos mais diversos campos de engenharia. Neste
trabalho sera apresentada uma das formas alternativas de
obteng¢3o das originais férmulas do Filtro de Kalman, para
sistemas discretos, baseada no principio do método dos minimos
quadrados. Na segunda parte, os conceitos de controle de
qualidade s%o discutidos e apresentados os testes estatisticos
para processamento em tempo real e na forma recursiva. S23o
também apresentados os procedimentos dos testes que consistem
em detecg¢®o, localizagl@o e adaptag@o das observagdies eivadas
de erro, baseados na seqiiéncia de inovag3o. Ao final,
simulou-se um problema, com objetivo de familiarizar com a
utilizag¢®o do Filtro de Kalman e testes estatisticos. Algumas
considera¢®es, conclus®es e recomenda¢®es sobre o assunto

pesquisado s3o apresentadas.

viii



ABSTRACT

The Kalman Filter is a method employed for estimating the
state vector of the dynamic system from observations. This
method was introduced in the Eletric Engineering field in 1940
by R.E. KALMAN, and now it is used with optimal results 1in
several fields of engineering. This work presents one of the
alternative forms to derivate the original Kalman Filter
equations for discrete time linear dynamic systems, based on
the principle of the least squares method. In the second part
the concepts of quality control are discussed and followed by
the presentation of statistical tests for processing 1in
real-time and in the recursive form. The testing procedures
are also presented ,which consist in detection, identification
and adaptation of observations contaminated with error. In the
final part, a simple problem was simulated, in order
familiarize with the Kalman Filter and statistical testing.
Some considerations, conclusions and recomendations about the

researched subject are presented.
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1 INTRODUGZAO

1.1 Consideragc®@es Iniciais

0O Filtro de KALMAN & um método empregado para estimar o
vetor estado, que na comunidade geodésica ¢é conhecido como
vetor dos parametros com variag¢3o temporal, de um sistema
dinamico estocistico a partir de observagBes com flutuagBes
probabilisticas. Pode ser ainda classificado como um
algoritmo recursivo 6timo para processamento de dados. Tal
Filtro é recursivo no sentido de que n3o hA necessidade de se
armazenar todas as informag®es recebidas; isto significa que o
algoritmo trabalha com as Ultimas estimativas e as informagSes
mais recentes, sendo muito empregado para processamento em
tempo real. E 6timo no sentido de que as estimativas s3o de
varidncia minima.

Este método foi introduzido na Area de Engenharia
Elétrica em 1960 por KALMAN |09|, sendo atualmente empregado
com étimos resultados nos mais diversos campos da engenharia,
estatistica e navegag®o. Para sua utilizag3o ¢ necessario o
conhecimento da dinAmica do sistema e do processo de
observag¢g@es (modelos funcionais), da descrig3o estatistica das
correcdes das incertezas do sistema dinAmico e das observag¢gSes
(modelos estocaAsticos) e de informagBes disponiveis sobre as
condi¢®es iniciais das variavéis de interesse |17|.

No entanto, erros de especificag3o nos modelos
funcionais e/ou estocAsticos ou nas observagBes invalidam os

resul tados, bem como algumas conclusBes baseadas neles.
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Portanto é necessario dispor de meios para validar os modelos
assumidos, o0 que nos conduz ao dominio do controle de
qualidade.

DO controle de qualidade em Ciéncias Geodésicas ou afins
é um sistema amplo e complexo, abrangendo todos os setores de
um projeto, em um esforgo comum e cooperativo, tendo em vista
estabelecer, melhorar e assegurar a qualidade do projeto, em
termos de trés fatores: economia, precisZo e confiabilidade,
para satisfazer o desejo do contratante e dos usuarios. A
economia expressa o custo do projeto, a precisio manifesta a
dispers33o dos resultados na auséncia de erros nos modelos ou
nas observa¢Bes e a confiabilidade descreve a capacidade das
observagBes redundantes em detectar erros grosseiros e
sistematicos, com certa probabilidade |22|. EntZ%o, modelos
matematicos inadequados e/ou erros grosseiros ou sistematicos
nas observagBes afetam a precisio e a confiabilidade, sendo
portanto necessario o emprego de testes estatisticos para a

sua detecg3o e identificag¢Zo.

1.2 Objetivos

Os objetivos principais deste trabalho tém a finalidade
basica de :

a) apresentar uma revis3o sobre a filtragem recursiva
de KALMAN (Filtro de Kalman), assunto pouco pesquisado e
estudado na aArea de Ciéncias Geodésicas em nosso pais;

b) implementar o controle de qualidade, através de

teste estatistico, na técnica de filtragem recursiva para
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detectar observag®es com variag®es n3o randdmicas e/ou modelos
matematicos inadequados 4 realidade fisica, com a finalidade
de validagio dos mesmos e consequentemente aplicar teste
estatistico para localizar observag®es eivadas de erros e
fazer a adaptag®o dos resultados;

c) contribuir como subsidio & bibliografia nacional.

1.3 Conteddo do Trabalho

O conteddo desta pesquisa estA dividido em cinco
capitulos. No capitulo 2 sera apresentado o Filtro de Kalman,
tipos de estimativas, obteng3o das equagBes a partir do
principio do método dos minimos quadrados, considerando os
modelos lineares ou linearizados e aplicag®o do processo
iterativo no algoritmo . No capitulo 3 serA apresentada a
teoria do controle de qualidade, e também os testes
estatisticos para validaglio dos resultados, e o procedimento
do teste recursivo a ser implementado, o qual & baseado em 3
passos: detecgfo, identificag3o ou 1localizag3o e adaptag3o.
Para verificar o procedimento implementado no algoritmo do
Filtro de KALMAN, com a finalidade de detectar e localizar as
observag®es com erro sistemAtico e grosseiro, bem como adaptar
O0os resultados, ser3o realizados testes com dados simulados, os
qQuais ser3o apresentados no capitulo 4. Com base na pesquisa
realizada, ou seja no assunto objeto, algumas conclusdes,

recomendagdies e comentarios ser3o apresentados no capitulo 5.



2 FILTRO DE KALMAN

2.1 Introdug3o

Uma certa gquantidade de trabalhos e desenvolvimentos de
métodos para processamento de dados (observag¢8es) com
variavelis randd®micas, pode ser encontrada para resolver os
problemas de estimag¢3o. As famosas contribui¢®es para a teoria
podem ser destacadas |0S|,|13]|,|26|, como as de GAUSS E
LEGENDRE, que por volta de 1800, trabalhando independente e
simul tdneamente, langaram o fundamento deterministico dos
minimos quadrados para os problemas de estimag¢3o, que
rotineiramente os geodesistas empregam em seus trabalhos. As
de FISCHER, que por volta de 1910, trabalhando com fung¢g®es
densidade de probabilidade, introduziu a estimagZo por maxima
verossimilhanga. As de KOLMOGOROV e WIENER, que na década de
1940, reintroduziram e reformularam o problema linear dos
minimos quadrados, wutilizando a teoria desenvolvida do
processo estocastico, propondo ent3o pela primeira vez uma
solug3o recursiva do problema de estimag3o. E finalmente, as
de KALMAN que tratou da técnica de estimagZo recursiva &étima
baseada no dominio do tempo, ou seja, estimag3o do processo
estocidstico nZEo estacionario.

0O método dos minimos gquadrados (MMG), de natureza
deterministica, ao contrario dos outros métodos de estimativa,
N30 depende de nenhuma distribui¢®o de probabilidade. Desde
seu langamento vem sendo generalizado e estendido. Dentre os

principais avang¢gos no método dos minimos quadrados podem ser



destacados entre outros, o ajustamento seqiiéncial e o
"collocation".

Na técnica deterministica do MMQ , usada rotineiramente
no ajustamento de observag®es pela Geodésia e demais Ciéncias
afins, os parametros de interesse tém sido considerados
invariantes, constituindo assim o0 processo estatico ou
estacionario. Portanto, com as novas técnicas que possibilitam
cAlculos de paréametros em tempo real, como por exemplo, o
posicionamento cinemAtico por GPS, a navegag3o por sistema
inercial e a fotogrametria on-line, o conhecimento da variag3o
temporal dos parametros torna-se importante, constituindo-se
assim um processo conhecido como din&amico.

Um algoritmo muito empregado para processamento de
sistema dinaAmico ou cinematico, como ¢é tratado por alguns
autores, ¢ o chamado de FILTRO DE KALMAN.

A dedu¢Zo original das equag®es do Filtro de KALMAN é

dado em KALMAN |09], baseado no principio do erro médio
quadratico minimo, porém com terminologia diferente das
empregadas pelos geodesistas. Fato que levou o0s mesmos a
obter as equagdes com o emprego da terminologia

rotineiramente usada em Geodésia, a partir do principio do MMQG
conforme apresentado por KRAKIWSKY |13| e TEUNISSEM E SALZMANN
|23]|, ou aplicando o BLUE (Best Linear Unbiased Estimate) ao

Modelo de RegressZo da Estatistica, apresentado por KOCH |[12].



2.2 DefinigBes

0O Filtro de Kalman ¢é um estimador Bayesiano, n3o
tendencioso, consistente, eficiente e de variancia minima. E
portanto um método de se estimar o vetor estado de um modelo
dinamico a partir de observa¢Bes randémicas. 0 Filtro de
Kalman, apesar de ser um método n3o amplamente difundido nas
Ciéncias Geodésicas, produz estimadores do vetor estado com
propriedades estatisticas bem definidas. Tais propriedades s3o
6timas no sentido de serem nXo—-tendenciosas, e de variéncia
minima, dentre a classe dos estimadores n¥o-tendenciosos|25|.

Kalman |09| descreveu trés tipos de operagBes com
filtro nos problemas de estima¢Xo, para uma mesma época tk,

sendo que para:

a) t < tkx tem-se a estimativa preditag
b) t = tx tem—-se a estimativa filtrada e
c) t > tx tem-se a estimativa suavizada, onde t

denota o periodo disponivel de observa¢®@es ou dados.

Na predig¢3o, utiliza-se na estimativa somente dados
anteriores a época tk.

Na filtragem, utiliza-se na estimativa dados obtidos
desde uma época anterior até a época tk.

E na suavizag3o ou interpolag3o utiliza-se na
estimativa dados anteriores e posteriores a época tk.

Os dois primeiros tipos de estimativas podem ser
obtidos em tempo real.

Os trés conceitos descritos acima podem ser relatados e

melhor ilustrados através da figura 01 |05| e do exemplo



abaixo |18|:

Denotam tempo de
dados disponiveis

L 4

(> Predigao t

L 4

(b Filtragem t

v

(¢? Suavizagao t

Figura 01 - Trés tipos de problemas de estimag¢3o
(estimativa desejada para a época tk)

Exemplo: vamos assumir um veiculo, terrestre, maritimo
ou aéreo, em movimento e os paraAmetros de interesse s3o0 as
posigBes instantaAneas para algum tempo tk. 0 processo de
ctAlculo visando obter os parametros que fornecem a posig¢XZo do
veiculo, em tempo real, para a posigl3o esperada numa
subsequente época tk, baseado nas medidas anteriores a tk é
chamado de predigfo. 0 mesmo calculo, para uma posigZo na
época tk, baseado nas observagBes realizadas até esta época, &
designado filtragem. JA a estimag3o dos parametros da posig3o
do veiculo para a época tk, usando as observagBes realizadas a
priori e a posteriori a época tk, ¢ referido como suavizagZo.

0O chamado Filtro de Kalman ¢ uma combinag¢3o de predig3o

e filtragem.



2.3 FormulacZo Matematica

Um dos pontos de realce nesta sintese é& a obtengZo das

equagBes do Filtro de Kalman, wusando a mesma metodologia

convencional empregada na dedug3o do caso padr3o do
ajustamento pelo MMQ. Diversas literaturas apresentam a
dedugBes baseadas em diferentes conceitos, sendo que a

original & dada por KALMAN |09|, e as derivagdes alternativas
podem ser encontradas em KOCH|12|, KRAKIWSKY |1|, TEUNISSEN E
SALAZMANN |23|. Em geral o uso de diferentes principios, tais
como erro médio quadratico minimo, métodos de maxima
verrossimelhanga, minimos quadrados e mAximo a posteriori,
conduzem a diferentes estimadores. Contudo, no caso de
sistemas lineares, todos os métodos conduzem aos mesmos
estimadores desde que as fungBes densidade de probabilidade
possuam distribuigZo normal ou gaussiana |23].

As férmulas de Kalman reduzem—se as do ajustamento
seqtiéncial pela simples desconsidera¢®o da variag3o temporal
dos parametros, conforme demonstrado por GEMAEL |07 | e WELLS e
KRAKIWSKY |26|. E, ainda, segundo KRAKIWSKY|[13]|, em 1969,
Morrison mostrou que as equag®es do Filtro de Kalman e as do
Filtro de Bayes s3%o matematicamente equivalentes, mas s3o
significativamente diferentes do ponto de vista computacional.
Este mesmo autor cita que, em 1974, Tapley e Schuts fizeram
uma comparag3o dos minimos quadrados original (incluindo
parametros com peso) com o0 "collocation", por meio das
expressBes de Filtragem de Kalman, concluindo que os dois

correspondentes conjuntos de express3es, Kalman e
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"collocation", para a solug®o do vetor s%o equivalentes. O
método de "collocation", atualmente é considerado como um caso
especial do Filtro de Kalman, conforme CZOMPO |03|.

A formulag®o a ser apresentada sera baseada no
principio do MMQ, que é adequado para o estabelecimento de
teste estatistico |22|, utilizando a metodologia rotineira em
Geodésia. Desta forma facilita-se a implementagZo do teste
estatistico no Filtro de Kalman, ou seja, na filtragem
recursiva ou seqiéncial.

O Filtro de Kalman é encontrado em varias vers3es |05},
|og|, |10]:

a) FILTRO DE KALMAN DISCRETO, na qual o modelo dinamico
e o0 modelo de medida s%o considerados discretos,

b) FILTRO DE KALMAN CONTINUO, onde ambos modelos s3o
fungBes continuas no tempo,

c) FILTRO DE KALMAN CONTINUO-DISCRETO, com o modelo
dinamico considerado continuo e o modelo de medida discreto e

d) FILTRO DE KALMAN DISCRETO-CONTINUO, onde o modelo
dinamico & discreto e o modelo de medida é continuo.

Estas vers®es sZo encontradas para o caso de modelos
lineares e linearizados ou estendidos.

Neste trabalho seri apresentada a dedug3o das fdérmulas
do Filtro de Kalman Discreto, sendo que a formulag@o para a
versZo continua & obtida a partir das equagBes da versdo
discreta, fazendo com que o intervalo de tempo tenda a zero,

ou seja |05|:

t -t = At + O (2.1)
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Desse modo pode-se também obter as versdes

Continuo-Discreto, e vice-versa.
Primeiro sera derivada a versZo em que ambos os

modelos sao considerados lineares.

2.3.1 Filtro de Kalman para Sistemas Lineares

Considerando o modelo matemaAtico linear que constitue a
base do Filtro de Kalman, para épocas e observagBes discretas
|05], |23|, com notagBes matriciais e nomenclaturas usuais em

Geodésia, tem—-se:

Xk = Tk,k—1 Xk_1 + wk (2.2)
L® = a x. + v (2.3)
k k k k :

A equag3o (2.2) representa o modelo dina&mico e a (2.3)

o modelo de medida ou observagfo, formando assim um sistema de
equagdBes lineares. 0 indice k nas equagdes acima refere-se a
época tk, que pode assumir valores entre to =< t1 =< ... <
tN, Nn3o necessariamente equidistantes.

Na equag3o (2.2) Xk é o vetor estado, definido como
vetor de variAveis randémicas para época tk, conhecido em
Geodésia como vetor dos parametros; Xk—1 é o vetor estado de
uma época anterior A época tk, ou seja da época tk-1, sendo
ambos de dimens®es iguais ao ndamero de parametros incdégnitos
(u), e Tkx-f a fungZio de dimens3o (u x uw) que interliga os

dois vetores estado, conhecida como matriz de transig3o. Ela



11

faz a tranformag®o linear do vetor da época tk-1 para a época
tk. O vetor Wk das corre¢®es ao modelo din&mico, de dimens3o
(u x 1), afeta o estado durante o intervalo entre as ¢épocas
tk-1 e tk |23|. Ele é também designado por vetor dos ruidos
brancos gaussianos do sistema |05|, vetor do processo
randé®mico gaussiano do sistema |09| e vetor das perturbag¢gdes
do modelo |12}, |23].

As componentes x, , i = 1, 2,..., u, do vetor estado Xk

ki
s3o chamadas de variaAveis estado.
0O vetor wk das corre¢des ao modelo dinAmico é assumido

ser distribuido normalmente com a sequinte estatistica para a

sua média:

E{W 3} = 0, (2.4)

onde o operador E {.} indica esperanga matemAtica, e para a

sua matriz variancia-covariancia (MVC) |23],|25|:

T =
E { Nk wl 3} zwk 6kl (2.9)
onde o indice T indica uma operagio transposta e 6kl delta
Kronecher, isto é, 6kl =1 para k = 1 e 6k1 = 0 caso
contrario. Em notag3o estatistica tem—se:
wk N(O,Zwk) (2.6)

com N representando a distribuig¢fo normal.

A matriz de transig3o T tem as sequintes
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propriedades |09|l

Tk'k = 1 (2.7)

Tk,e Ts,r = Tkw (2.8)
-1

Tk,a - Ts,k (2.9)

onde k, s € r s¥0 inteiros e indicam épocas. Se o modelo for

estacionario, ou seja tempo-invariante:

Tk+1,k = Tk+1-k = T1 = constante (2.10)

Na equag¢g3o (2.3), Xk é o vetor de estado das variaveis
randémicas para época tk de dimens3o (u x 1), L: é o vetor das
observa¢@es ou medidas de dimens3o (nk x 1), com n, igual ao

ndmero de observag¢Bes (nk) coletadas na época tk, com MvC

representada por ZLE’ Ak ¢ a matriz que relaciona as
observa¢@es ao vetor estado, de dimens3o (nk x u), e Vk ¢ o
vetor das correg¢®es ao modelo de observag3o de dimens3o (nk x

1), também encontrado com o nome de vetor dos rufidos brancos
gaussianos do modelo de medida |05|, vetor dos erros do modelo
|12| e de ruidos das medidas |23].

0O vetor randémico das correg¢®es ao modelo de medida ¢é
assumido ser gaussiano com a seguinte estatistica conhecidasa,

para a sua média:

E{V 3} = 0 (2.11)
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e para a sua MVC |23, |25]:

E { Vk VL } = ka 6kl (2.12)

que em notag3o estatistica é representado por:

Vk N(O,ka) (2.13)
Dadas as descrig@ies das variaAveis envolvidas nos

modelos (2.2 e 2.3), resta ainda fazer algumas considera¢@es

necessaArias para desenvolver o Filtro de Kalman:

a) Que as matrizes varilncia-covariancias das corregdes
ao modelo din&mico e corre¢g®es ao modelo de medida sejam
positivas definidas.

b) GQue além de admitir que os vetores das correg@es do
modelo din&mico e das corre¢g®es do modelo de medida sejam
distribufidos normalmente, deve-se considerar a independéncia

estatistica entre os mesmos, ou seja que :

E(W VIiry=eq(v wry=o0 (2.14)

para todo k e 1.
c) Que o vetor estado inicial Xo seja considerado um
vetor com variAveis de distribuigfio normal e de estatistica

conhecida, representada por:

E{X 3} =X (2.15)
(o] 00
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3 Y T
E {(Xo Xo/o)(Xo xoxo) } = zXO/o (2.16)

onde XO/O denota a média do vetor estado para a época tk = to
e 220/0 é a MVC para a época to.

d) Assume—-se a independéncia estatistica entre o estado

inicial e o vetor das corre¢Bes:

T —
E{W X ) = 0 (2.17)
e
E{V. XT3 = 0 (2.18)
k o :

para todo k.

Os modelos matemaAticos discutidos, bem como todas as
condi¢@es assumidas acima, proporcionam a Dbase para a
montagem das equag¢Bes do Filtro de Kalman, que consiste numa

combinag¢3o de predig¢Zo e filtragem.

2.3.1.1 Predic3o ou Ciclo de PropagacXo

Neste tipo de problema de estimagZo deseja-se obter a

estimativa do vetor estado X baseado em informag¢des

X’
anteriores a época tk, ou seja no vetor estado da época tk-1,
sendo este tipo de operag3o chamada de predigZo.

Para resolver este problema ¢é empregado somente o
modelo dinAmico (2.2), pois o vetor seriA estimado sem o uso de

observa¢®es. A estima¢Xo, pelo principio do MMQ, nZo podera

ser empregado devido a falta de redundaAncia, pois o modelo
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dinamico consiste de um sistema de u equag®es com u parametros
incégnitos (XK). Ent3%o aplicando o operador esperanga (E)
membro a membro na equag¢fo (2.2) tem-se:

E {Xk} =T E{X, ) + E{Wk}, (2.19)

onde a estimativa do vetor das corre¢es ao modelo din&mico é

considerada nula, pois da express3o (2.4): E{wk) = 03 entlo
tem-se:
X k-1 = Tk,k-a Xtk (2.20)
A MVC do vetor estado predito ou da estimativa ik/k-: é
obtida aplicando a lei de propagagZio de covariancias [06]| a

equag3o dada por (2.19):

Xk k-1 (2.21)
sendo G a matriz Jacobiana constituida pelos coeficientes da
estimativa vetor estado da época tk-1 e do vetor das corre¢des

ao modelo dinaAmico, que em notag3io matricial ¢ dada por:

G = [ Tk,k-x I ] (2.22)
com I representando a matriz identidade de dimens3o (u x u).

A MVC das variaveis envolvidas na propagag3o ¢ formada
pela MVC do vetor estado da época tk-1+ e pela MVC das

correg®es ao modelo din&mico, ou seja:



16

zik-i/k-i
r = (2.23)

Wi

Substituindo a matriz Jacobiana (2.22) e a MVC dada por
(2.23) na equag8o da lei de propagag¢Zo de covariancia dada por
(2.21), resulta para a MVC do vetor estado predito para a

época tk:

Xkok-1 Tk,k—l zik—:/k—a T:,k—g * zWk (2.24)

As equagdes (2.20) e (2.24) constituem as equagBes de
predig3o, também conhecidas como equa¢®es atualizadas da época
do Filtro Kalman Discreto para sistemas lineares, formando
assim o chamado ciclo de propagag®o|05|. A equag3o (2.20) da a
melhor estimativa do vetor estado para a época tk, usando
todas as observag¢®es anteriores A época tk e a (2.24) a sua

MVC.

2.3.1.2 Filtragem ou Ciclo de AtualizagZ®o

Neste tipo de problema de estimag®o deseja-se obter a
estimativa do vetor estado Xk, baseado em todas as observagdes
obtidas até a época tk.

Na filtragem, as equa¢®es do modelo din&mico (2.2) e de

medida (2.3) s%o wutilizadas para resolver o problema de
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estimag¢Zo.

Deseja-se entZ%o obter o estimador ik/k de Xk para a
época tk, com base nas observa¢Bes e estimativas preditas para
a época. Neste caso, o principio do MMQ pode ser aplicado,
pois os modelos (2.2) e (2.3) formam um sistema redundante,
com n, graus de liberdade, constituido de (nk + u) equag¢des a
u parametros incégnitos. EntZo aplicando o MMQ, onde imp3e-se
que a soma dos quadrados das estimativas das corre¢des dos

vetores Nk e V homogeinizadas pelos pesos, sejam minimas.

k ’

Nesse caso a forma quadratica fundamental & dada por:

Xk k-1 Y P v V. = minimo (2.25)

onde P representa matriz peso, sendo a matriz peso do vetor

estado predito dada por:

2 -1

PXksk-1 = % Xk k-1 (2.26)
e a matriz peso das observag¢Bes
_ 2 -1
PLE = o ZLE (2.27)

onde o, ¢ a variancia da unidade de peso a priori.

Atribuindo valor unitario & variancia da unidade de
peso a priori (a: = 1), e substituindo-a juntamente com as

matrizes peso dadas por (2.26) e (2.27) na forma quadratica
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fundamental, resulta:

-1 2 .
ELE Vk = minimo (2.28)

Expressando as equag¢®es dos modelos em fun¢Zo das

estimativas das correg¢®es, obtém—se:

We = Xk Xeok-s (2.29)
v = L - A X (2.30)
k k k k/K :

Substituindo as equag®es acima na forma quadratica

fundamental dada pela express3o (2.28), resulta:

_ % -3 T -1 " _ 3
¢ = (xk/k xk/k-i) e k-1 (Xk/k xk/k—l)
b " T -4 b _ .
+ (|_k A xk/k) =P (Lk AL xk/k) = minimo
(2.31)
sendo que )(k/k é o estimador de Xk e xk/k—z a estimativa da

predig¢3o,

Desenvolvendo a (2.31) e minimizando a forma quadratica

fundamental resultante em relag¢®o a ik ou seja, igualando a

sk’

zero a primeira derivada, tem-se:

% -1 Z _ -1 Z
oik/k CEXk/k-g) xk/k sz/k-s xk/k-g) +
-1 2 T -1 by
+ (A: R Ak) Xeox ~ (Ak R Lk) =0

(2.32)
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ou

-1 T -1 ‘ " T -1 b
CZXk/k-a+ Ak ZLB Ak) C:Xk/k -1 Xk/k-a + Ak ZLE 'Lk)

(2.33)

A equagdo matricial acima representa um sistema de u

equa¢gdes normais, cuja solug3o & dada pelo vetor estado:

%Y

- -1 T -1 T -1 b
k/k (ZXk/k—l * A ZLE Ak) (ZXk/k 1 Xk/k—1 A RE Lk)

(2.34)

Aplicando a lei de propaga¢Xo de covariincias A equag¢3o
(2.32), obtém-se a MVC da estimativa do vetor estado para

época tk:
T
2 = 6 £ 6 (2.35)

A matriz Jacobiana ¢ constituida pelos coeficientes do
vetor estado predito e do vetor das observag¢gBes, que em

notag@o matricial ¢ dada por:

_ -1 -1 H -1 T -1
G = [ N sz/k PR N Ak ZLE ]
(2.36)
sendo:
T -1
N ( sz/k 1 + Ak SLE Ak)
(2.37)

A MVC envolvida na propagag¢3o ¢ formada pelas MVCs do

vetor estado predito e do vetor das observa¢®es, representada
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por:

Lk

Substituindo a matriz Jacobiana (2.36) e a MVC (2.38)
na equagio de propagagqo de covariancia dada por (2.35),

resulta a MVC do vetor estado filtrada da época tk.

-1 T -1
o A

~ = 1
zXk/k chk/k-a + x ZLE Ak)

(2.39)

As equagdes (2.34) e (2.39) constituem as equagdes de
filtragem, conhecidas como equagBes atualizadas das medidas,
formando assim o ciclo de atualizag®o|05|. A equag3o (2.34) da
a melhor estimativa do estado para a ¢época tk, usando
informagBes do estado predito e das observagBes e a equaglo
(2.39) a MVC.

Aplicando a propriedade de matriz inversa apresentada
abaixo |13}, |15|, |23|, chegaremos as express®es apresentadas
por Kalman, porém com notag@es usadas em Geodésia. Seja ent3Fo:

By = c-cBT(+BCBNH™?

B C
(2.40)

onde C e D sZTo matrizes positivas definidas.

A igualdade acima ¢ conhecida como identidade de
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SHURR, e pode ser verificada através da pré—multiplicag¢¥o por

(c™* + BT D™ B).
EntXo fazendo a equivaléncia do primeiro membro da
expressfo (2.40) com as equivalentes nas equag®es de filtragem

dadas por (2.34) e (2.39), resulta que:

A N T LA e
e (2.41)
Xk - T oK A B s
(2.42)
onde
_ . T . T 1
Ke = sz/k-:. Ak (Ak sz/k-s Ak M ZL}Z)
(2.43)

A matriz Kk’ conhecida como matriz ganho de Kalman,
leva a uma estimativa étima, ou seja, a uma estimativa de
variadncia minima.

As equaglBes (2.20) e (2.24), juntamente com as (2.41),
(2.42) e (2.43) formam o conjunto de equag®es do Filtro de
Kalman discreto para sistemas lineares, com O qual a
estimativa do vetor estado e da MVC s3o calculadas

recursivamente a partir dos valores iniciais.

X Ptk =
o-0 € z:;(0/0 3otk °
para as estimativas das ultimas épocas:
X ; tk =
N/N € z:;(N/N 3ot N



22

Analisando as express@es formadas pelos grupos dados

pelas equagBes (2.34 e 2.39) e (2.41, 2.42 e 2.43),

verifica-se a vantagem do segundo grupo, no qual inverte-se
somente u’a matriz de ordem (nk x nk), enquanto que no
primeiro deve-se inverter duas matrizes de ordem (u x u). E

NO processo de filtragem o ndamero de observag®es (nk) é
usualmente menor que o nGmero de variAveis estado (u) '15'.

A figura abaixo ilustra os ciclos de propagag¢3o e
atualizaglio do Filtro de Kalman, juntamente com os elementos

envolvidos.

Ed L4 » » A
Lk-t ZLb Ak -1 Lk ZLb k
k-1 k
~ ”» ~ - ~ ~
ESTIMATIVA Xk—l/k—z Xk—l/k—! xk/k-—i k-/k
T
TRANS IG30O Tk,k—; R k+1,k
C >

DPE ESTADO rwk }:W)ux
MVC

ZXbaxk-z ZXk—:/k~a sz/k—1 ZXk/k

tk-1 tk tempo

Figura 02 - CICLO DE PROPAGAGAO E ATUALIZAGAO

No ciclo de propaga¢3o ou predi¢c3o estio envolvidos os
seqguintes elementos: matriz de transig¢3o, estimativa do estado
da época k-1 e a respectiva MVC, e a MVC das correg¢8es ao
modelo dinAmico. E no ciclo de atualiza¢?2o ou filtragem, a
estimativa e MVC predita, as observa¢Bes da época k e sua
MVC, e a matriz Ak.

Abaixo mostra-se uma tabela resumo das equag¢gdes do

Filtro de Kalman discreto para sistemas lineares.



Tabela 01 - RESUMO DAS EQUAGEES DO FILTRO DE KALMAN DISCRETO
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LINEAR
Modelo din&mico Xk = Tk,k-1 Xk_‘ + wk
W, N (0,%,.)
. -3
Modelo de medida Lk = Ak Xk + Vk
v, N (0,5, )
CondigBes iniciais| E { X_ } = io
E {(XO - xO) (XO - XOT } = 20/0
Outras suposicBes E (W v: ) = E (VY wf } = 0
para todo k,!l
T _ T =
ECW X3 = E{V X ) )

para todo k

CICLO DE PROPAGAGAO - PREDIGAO

~ -~

Estimativa xk/k—a = Tk,k—s k-1-k-1
_ N T
Mve Yk k-1 Tk,k—1 k-t k-1 K, k-1" Z i
CICLO DE ATUALIZAGAO - FILTRAGEM
. . s ¥ b <
Estimativa xk/k Xk/k-1 + Kk (Lk Ak xk/k—t)
MvC B - O K A B ks
Ganho de Kalman K= ¢ AT (A Z- AT+2 13 )“1
k Xk k-1 k X Xkrsk-1 k Lk
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2.3.2 Filtro de Kalman para Sistemas n%o Lineares

Nesta seg3o estende-se a discuss3o de estima¢gZo &tima
dos sistemas estocasticos lineares para o caso mais geral,
dado por sistemas estocAsticos n%o lineares. Isto se deve ao
fato que em aplicagBes praticas da teoria de estimagZo
frequentemente depara-se com sistemas em que a n3o linearidade
estiA presente.

Seja ent3io o modelo dinamico e o modelo de medida
constituido por um sistema discreto nZo linear, representado

por:

Xk = fk,k-1(xk—1) * wk (2.44)

L® = g ( x) + vV (2.45)
k k k k

Na equag3o (2.44) f (X ) €& uma fung?o de

k,k-1 k-1t

transi¢3o de estado n3o linear que depende do estado da época
tkq; e na equagio de medida (2.45) gk(Xk) é também uma fungi3o
n3o linear que depende do estado da ¢época tk. Os demais
elementos dos modelos ja foram descritos nas se¢Bes
anteriores.

Para obter o algoritmo de estimag¢2o, uma técnica muito
empregada & desenvolver as fun¢g®es do modelo dinamico e do
modelo de medidas pela série de Taylor e desprezar os termos
de segunda ordem e superiores. Se no calculo da estimativa

predita e filtrada, for empregado um valor préximo ao

da estimativa do estado, o algoritmo ¢é conhecido como
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linearizado; porém se for a estimativa da época corrente, o
algoritmo é conhecido como estendido|05], [15]|. O primeiro caso
é empregado quando a trajetéria nominal, ou seja, a linha
descrita pelo corpo é conhecida, podendo portando obter os
valores aproximados. A segunda versXo é empregada quando n3o

se conhece a trajetéria.

2.3.3 Filtro de Kalman Linearizado

Linearizando as fung¢g®es dadas em (2.44) e (2.45) com a

série de Taylor e calculando-as respectivamente nos pontos

Yk—a e Yk » que representam respectivamente o vetor estado

aproximado para a época tk-1 e tk, tem-se entZo:

af (X
_ k,k-1 k-1 ~ R
fk,k-a(xk-x) - fk,k-s(xk-1)+ X - (xk—g xk-l)
k-1 X =X
k-4 k-1
(2.46)
e
_ ng(Xk) _
gk(Xk) = gk(Xk) + oxk _— (Xk - Xk)
k k
(2.47)
Fazendo:
o - —
Y k-1 = fk,k-i(xk—i) (2.48)
of (X )
k,k-1 k-1
T = - (2.49)
k,k-1 OXk_1 X = ¥
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o _ -

e T e (2.50)
e

ag (X )
B T e (2.51)
k oxk X = X%
k k
e substituindo-as em (2.44) e (2.45) obtém-se:
= y© v

xk B xk/k"'! + Tk,k—g (xk-1 Xk_’.) + wk (2.52)
e

b _ o T

Ly =L Ay X =X+ VY, (2.53)

que constituem os modelos linearizados.
2.3.3.1 PredigZo ou Ciclo de PropagacZ3o

A equag3o atualizada da época tk, para o calculo do
vetor estado predito, ¢é obtida aplicando a defini¢Xo de
esperanga na equag3o (2.52), que resulta:

- o -

k-1 Skok=1t T2 Fuog k-1 Xyog) T ELWD (2.54)

onde ik ¢ a estimativa predita de Xk.

k-

Considerando que os valores da estimativa do vetor das

corregBes ao modelo dinAmico s%o nulos, ou seja E{Nk) = O:

>

0
>
|

xk/k-’. = k/k_’. + Tk,k—‘ (xk_‘/k_‘— xk-’.) (2.55)
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Aplicando a 1lei de propagag®o de covarilncias em

(2.54), obtém-se a MVC de ik/ Ou seja:

k-1’

= - T
2k k-1 = Tk,k-1 TXk-s,k-1 Tk.k-1 T Twk (2.56)
As equagdes (2.55) e (2.56) representam as equagdBes de

predi¢3io aproximadas para sistemas linearizados, formando

assim o ciclo de predig3io aproximado.
2.3.3.2 Filtragem ou Ciclo de Atualizag3o
As equagdes linearizadas dos modelos dadas por (2.52) e

(2.53) podem ser expressas em fung¢Zo das estimativas das

corregdes, isto é:

W = X T *eok-a (2.57)
Y _, b _ o ~ 7
Vk Lk (Lk + Ak (xk/k Xk)) (2.58)

Aplicando o critério do MMG nas expressdes
acima, como apresentado em (2.28), chega-se a sequinte forma

quadratica fundamental:

~ P T ~ ~

k- k xk/k—1 Zik/k-a (xk/k - xk/k-t)

~ — T ~ — - .
+(Lk- Ak (X X ) z & (Lk Ak (xk/k Xk) = min

com:



28

> ° (2.60)

Desenvolvendo a (2.59) e minimizando a forma quadratica

fundamental resultante em relag%io a estimativa de Xk’
obtém—-se:
0¢ — “'1 iy _ ~-1 ~
2 = (k-4 Xk e k-1 Xxox-a)
Xk k
T -1 2 T -1
M - v LA TR S S
T -1 - _
(Ak ZLE Ak Xk) = 0
(2.61)
ou
-1 T -1 s -1
(k-1 ¥ P TP A X ~ e k-a Xok-a
T 1 T -1 - =
* Ak ZLE Lk + Ak leb: Ak xk ) °
(2.62)
equagdes

A equag¢fo acima representa um sistema de u

normais, e cuja solug3o ¢ dada pelo vetor estado:

: - -1 T -1 -1 -1 g
ok = Faok-a YR BEOAY) (e k-1 Xkok-1
T -1 T .y —_—
DA - MLV SR

(2.63)

Aplicando a lei de propagag?ao de covariancia na
express3o acima, obtém-se a MVC da época tk:
= -1 T -1 -1
R kx (Tikox-1 7 P FE Ay) (2.64)
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As equagBes (2.63) e (2.64) constituem as equagSes de
filtragem, porém aproximadas, conhecidas como equagdes
aproximadas atualizadas das medidas, ou seja, ciclo de
atualizag®o aproximado.

Aplicando a Identidade de SCHURR nas equag¢Bes de
filtragem (2.63) e (2.64), encontra-se respectivamente, para a

express3o da estimativa e MVC do vetor estado as seguintes

expressdes:
X =X K. [(L® -L% - a (X - X1
k7 k ksk-1 k k k k/k-1 k
(2.65)
e - G K A Xk k-1’
(2.66)
onde a matriz ganho de Kalman & dada por:
_ . T . T -1
Ke = Tk k-1 M Ay Xk k-1 M *t T p)
(2.67)

0 algoritmo acima desenvolvido com a linearizag¢3o por
série de Taylor, com valores aproximados para o vetor estado
para as épocas tk-1 e tk & conhecido como versZo linearizada
do Filtro de Kalman discreto para modelos discretos.

Abaixo apresentaremos um resumo do algoritmo

desenvolvido acima:



Tabela 02 - RESUMO DAS EQUAGZES DO FILTRO DE KALMAN DISCRETO

LINEARIZADO
M i i = x° - X
odelo dinamico Xk xk/k-1+ Tk,k-a (Xk-a Xk_‘) + Nk
Linearizado ~
wk N (O,Zwk)
. b o T
M = -
odelo de medida Lk Lk + Ak (Xk Xk) + Vk
Linearizado ~
Vk N (o’sz)
Condig®es iniciais| E { X_ )} = io
- -~ _ )
E {(Xo Xo) (Xo Xo) y = Xo.,0
Outras suposig¢®es E ( Nk VI } = E ( Vk W: Y = 0©
para todo k,!
T = T =
E ( Nk Xo 3 E ¢ Vk Xo b 0
para todo

CICLO DE PROPAGAGCAO - PREDIGAO

. . - _ .0 ° =
Estimativa kok-1- %=1 T k-1 Frcasn-1” Fp-d?
- " T
MvC 2Xk/k-1_ Tk,k-n ZXk-;/k-a Tk,k-n + ZWk
CICLO DE ATUALIZACAO —-FILTRAGEM
Estimativa X = X + K. (L® - L9 -
Kk k k-1 X X X
- K Ay X e T %)
MvC 2 Wl I R SV D I N
Ganho de Kalman K = &= AT (A = AT + £ v )1
X Xk k-2 k X Xk k-1 X Lk
com:
[o] £ (i— ) T =0fk.k-1(xk‘1 )
Kk k-1 K.k-1 "k-1 k.k-1 x. x =%
k-1 k-1
L° = g (X.) A = P
k kok k X, Ix.=x
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2.3.4 Filtro de Kalman Estendido

Substituindo no algoritmo da vers3o linearizada os

vetores estados aproximados pelas estimativas das épocas

-~

correntes tk-1 e tk, dadas respectivamentes por k-1/k-4

K ko1’ chega-se a vers3o conhecida como estendida.

2.3.4.1 Predig3o ou Ciclo de Propagagio

As equagtes de predigio sAo obtidas substituindo i;—1

-~

por nas equagBes da versZo linearizada dada por

xk-x/k-z’
(2.55) e (2.56); ent3o a estimativa predita passa a ser dada

por:

Y _ o
X k-1 Xr k-1 (2.68)

e a sua MVC como:

T
~ - - +
sz/k-s Tk.k-a sz-1/k-1 Tk,k-a Zwk

(2.69)

neste caso as express@es (2.48) e (2.49) passam a ser dadas

por:

o .
= .70
X k-1 Teok-a Kacasn-s’ (2.70)
T - Do ed (2.71)
k,k-1 X _ 3 )
k-1 X
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2.3.4.2 Filtragem ou Ciclo de Atualizag¥o

As equagBes de filtragem sXo obtidas substituindo 7;

por xk/bq nas equag®es do algoritmo linearizado (2.65),

(2.66) e (2.67), portanto:

. . . o

Xeok = Xoon-a YK O L) (2.72)

Boeox = b — KA k- (2.73)

= - T " T 1

Kk sz/k-1 Ak (Ak sz/k-; Ak + sz ) (2.74)
com:

L® = (X ) (2.75)

k gk k- k-1 .
e
ag (X )
Ay = (2.76)
x M, Ix = %
ko kok-1

As equagBes (2.68) e (2.69) juntamente com as (2.72),
(2.73) e (2.74) formam o algoritmo do Filtro de Kalman
Estendido.

O algoritmo linearizado produz filtragem menos acurada
do que o estendido |05]|,|15|, pois o vetor estado aproximado
usualmente nZo concorda com a trajetéria nominal. Entretando,
oferece vantagem computacional,pois a matriz ganho de Kalman
pode ser computada fora de linha (roff-line") e armazenada na
meméria do computador, jA que o vetor estado aproximado Yk é
conhecido a priori. Na vers3o estendida, o algoritmo tem de

ser calculado em tempo real, A medida que os dados

tornam-se disponiveis.



A sintese abaixo representa a versZ%o

Tabela 03 - RESUMO DAS EQUAGEES DO FILTRO DE KAL
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estendida:

MAN DISCRETO

ESTENDIDO
d . . = T° _ 3
Modelo dinamico X, Tk,k—1+ Tk’k_i(xk_‘ Xcask-qa) * W,
estendido ~
wk N (O,ZNk)
. b _ , 0 _ 3
Modelo de medida Lk = Lk + Ak (Xk xk/k-1)+ Vk
estendido ~
Vk N (O’ZVk)
Condig®es iniciais E ¢ Xo Y} = io
- -~ q - A
E X, = xo) (xo - xo) } Xo- 0
Outras suposig®es E ( Nk VI Y} = E { Vk N: } = O
para todo k,1
T _ T =
E wk Xo } = E ( Vk Xo } o]
para todo k
CICLO DE PROPAGACAD - PREDIGZAO
Estimativa i °
ksk-1 k/7k—1
_ . T
MvC sz/k-1 Tk,k-: ZXk—l/k—i k,k-1+ zwk
CICLO DE ATUALIZAGAO - FILTRAGEM
. . c _° ® _ o
Estimativa xk/k = xk/k—1 Kk (Lk k)
Mve N A Y
Ganho de Kalman K = 5= AT (A = AT+s p )7t
k Xks/k-1  k k" Xksk-1 k LE
COM:
o - X ) T =0fk.k—s(xk—a)
ksk-12 k,k-2  k-1-k-1 k,k-1 ax _3
k-4 X =X
k-1 k-t/k-1
L® = (X ) A = P 7y
k gk k/k-1 k ax X = i
k k/7k-1
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2.3.5 Processo Iterativo Aplicado ao Filtro de Kalman

Uma vez que foi procedida a linearizag¢Zo dos modelos, o
método deve ser repetido para melhorar a estimativa do vetor
estado, repetindo-se o cAlculo de Kk’ ik/k e z&k/k’ sendo que
em cada época a linearizagZo é efetuada sobre a mais recente
estimativa.

Entio, para o desenvolvimento deste algoritmo,

denotamos a i—ésima estimativa de Xk por i;/k’

para i = o,
1,...,N, N sendo igual ao numero de iteracg@es.

No procedimento de linearizag¢Zo, dependendo do vetor
estado usado para o cAlculo das fungBes, tem-se a versZo
linearizada ou estendida. Porém, na realizagZo das iterag¢®es
visando melhorar a estimativa do vetor estado, a linearizag3o

& realizada sobre a estimativa mais recente, sendo este

processo conhecido como a vers3o estendida com iterag¢@es.

Representando gk(Xk) na forma iterativa, tem-se:

i - i i _ ot
gk(Xk) Lk + Ak (Xk xk/k) (2.77)
com:
i s i
Lk = gk(Xk/k) (2.78)
. dg (X )
Al =k Xk , (2.79)
k OXk X = -x—l.
k kk
Se 1 = 0, as equag¢gBes reduzem ao linearizado ou ao
3 Lo _ o = o
estendido, dependendo de X _ . = Yk ou X, . Xo oxeq?
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respectivamente.

Substituindo a expressXo acima nas equagdes de
filtragem dada por (2.72), (2.73) e (2.74) obtém-se a
seguinte forma iterativa para a estimativa, matriz ganho de

Kalman e MVC:

“i-"" - v t b _ i a i i - _ ~i
Yok = Fuon-a ¥ Ky L) Ke P Kook-e ™ %!
(2.80)
i+l _ ot i .
e = U Ko P T ks (2.81)
T _ e iT, Lt . iT -1
Ky Pk k-1 P By Xk k-2 P YOE ) (2.82)

Pode-se também planejar uma itera¢3o para melhorar a
estimativa e a MVC do ciclo de propaga¢3o, tais técnicas de
iterac3o podem significativamente reduzir cAlculos do ciclo de
atualizag3o.

Seja entfo o modelo dinaAmico linearizado e representado

na forma iterativa:

fk’k_1(xk_1) = xk/k-1+ Tk'k_‘(xk_‘ xk/k-a) (2.83)
com:
o fora Xy ) (2.84)
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) of (X )
i _ kk-1 = k-1
Tk,k-s = OXk_‘ . - g (2.895)
k-a k- k-1
Substituindo as expressBes acima nas equagBes de

predig3o dadas por (2.68) e (2.69), resulta a forma iterativa

do ciclo de propagagZo:

i+ e ot i ~ ~ 4
= + - .
Xeok-1= B2 Tiokma Frcask-17 Xieokms! (2.86)

L+1 i iT
sz/k—n_ Tk.k—: ZXk-z/k-g Tk,k_1 + SWk (2.87)

DO resumo a seguir é a vers3®o estendida do filtro de

Kalman adequada ao processo iterativo:



Tabela 04 - RESUMO DAS EQUAGEES DO FILTRO DE KALMAN DISCRETO
ESTENDIDO COM ITERAGTES
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M P ot i Y _ ot
odelo dinaAmico Xk = k/k—1+ Tk,k—n(xk-a xk/k-z) + Nk
estendido ~
Wk N (O,ZNk)
Modelo de medida LY =Lt + oAb ox. -xt )+ v
k k k Kk k- k k
estendito ~
Vk N (O,EVk)
Condig®es iniciais| E { X_ )} = io
. - _ )
B {0X, Xo) (Xg Xo) ¥ = Xo, o0
Outras suposic®es E € W, v: ) = ECV, w: } = O
para todo k,1l
T _ T _
E ( Nk Xo } = E { Vk Xo } 0
para todo k
CICLO DE PROPAGAGAD - PREDICGAO

. . ci+a  _ Ot i by _ut
Estimativa k k-1 k/k-1+Tk,k—1(xk—1/k-1 X k-1
L0 S § R iT
Mve Xk k-1  k,k-1 T k-tk-1 K, k-1 Tk
CICLO DE ATUALIZAGAD - FILTRAGEM
. . i+t _ g i b i _
Estimativa xk/k = Xk/k-: Kk (Lk Lk)
i i ° o
Kk Ak (Xk/k-l. Xk/k)
it i i .
MVC Xk-/k (I Kk Ak) sz/k-:
i e iT ia iT -1
Ganho de Kalman I(k = sz/k-snk (Aksz/k-sgk + ng )
com:
oL = (;(i' ) .ri. - Ofk,k-t(xk-a)
k/k-1 k,k-2 k-2 k,k-12 OXk_1 X = %t
k-1 k/7k-1
Li, - (“i. ) Ai. - a;k(xk)
X 9 e X o X = ¥
k k7k
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S CONTROLE DE QUALIDADE

3.1 IntroducZo

0O controle de qualidade em Ciéncias Geodésicas & um
sistema amplo e complexo, com objetivo de estabelecer,
melhorar e assegurar a qualidade de um produto ou servigo,
para certas condig®es de consumo ou utilizag3o. Os fatores
considerados no controle de qualidade de maior importancia em
um produto ou servigo, dividem-se em economia, precisio e
confiabilidade. Como visto anteriormente a economia ¢ um fator
importante num projeto, pois expressa o custo total, envolve
operag@es de planejanento, execug3o, coleta de dados,
processamento, etc; a precisio manifesta a dispers3o dos
resul tados na auséncia de erros, sendo expressa pela matriz
variéncia-covariénciaj; e a confiabilidade descreve a
capacidade das observag®es redundantes em detectar erros nos
modelos e ou nas observag®es, com certo nivel de confiangaj; ou
seja, confiabilidade & a probabilidade de um sistema ou parte
dele ter desempenho satisfatério, sem falhas, em certas
condig®es de uso, durante um periodo especifico de tempo.

Confiabilidade, de um modo geral, pode ser entendida
como a capacidade de detectar erros, ou seja, exercer o
controle sobre os modelos e observag®es. 0 tamanho maximo do
erro n3o detectado foi definido por BAARDA o1 | como
confiabilidade interna, e o seu efeito no resultado como
confiabilidade externa. A confiabilidade ou capacidade de

controlar erros no modelo funcional e/ou nas observag@es pode
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ser realizada com ajuda de um teste estatistico.

Este trabalho dentro da area de controle de qualidade
se restringira a detecg®o e localizag®o das observa¢®es com
erro, bem como a retirada da observa¢Zo do processamento ou
das suas influéncias nos resultados . 0 algoritmo a ser
apresentado sera baseado principalmente nos trabalhos de
CHEN et al.|02|, KRAKIWSKY e BIACS |14|, SALZMANN e TEUNISSEN
|21| e TEUNISSEN e SALZMANN |23|,|24|.

No entanto, por mais eficiente que seja o controle de
qualidade, ele normalmente garante com determinada
probabilidade que o produto ou servigo terd o resultado
planejado satisfatério quando em consumo ou utilizagZo. E
importante ressaltar que um produto ou servigo ¢é considerado
de qualidade, isté &, reune um conjunto das melhores
caracteristicas ou fatores, quando for adequado ao uso a que
se destina.

Erros no modelo matematico (funcional ou estocastico)
e/ ou nas observag¢gdes podem influenciar os resultados e sua
interpretag®o; os procedimentos dos testes a serem aplicados
para eliminar tais erros consistem em trés passos: detecgo,
localizag¢%o e adaptagZio.

Um procedimento geral sera apresentado para detectar
erros nos modelos (funcional e estocastico) e nas observagdes,
baseado na estatistica Qui—quadrado. Apés a detecg3o de erros,
a identifica¢®o ou localizag%o da possivel fonte causadora ¢
necessaria. A identificag®o consiste de passos de procura
entre todos os candidatos provAveis causadores de erros, no

caso das observag¢g®es ou do modelo funcional, por exemplo, o
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teste estatistico "data snooping" ¢é empregado. Finalmente,
localizado ou identificado o modelo ou a observa¢Zo mais
provavel, a adaptag3o é necessaria para eliminar as tendéncias
nos parametros incégnitos.

As metodologias disponiveis para localizag¢Zo de erros
nas observagd@es, segundo CHEN et al. |02|, podem ser agrupadas
de acordo com duas concep¢®es basicas:

a) Aquela em que a média da observag3o sofre um
deslocamento de A (parametro de tendenciosidade), isté &, a
observag3o remota tem distribuigio N(u+tA,co) em 1lugar de
N(u,o); e

b) Aquela na qual a variancia sofre alterag¢Bes, ou
seja, a observagl3o tem distribuig®o N(u,azaz), com aZ > 1.

De acordo ainda com o mesmo autor, as metodologias
baseadas na primeira concep¢®o foram desenvolvidas por Baarda

(1968), Pope (1976), Heck (1981), Koch (1985) e outros,

enquanto as que fundamentaram na segunda concepg3o, e que
utilizam uma idéia de itera¢des, onde as observag¢gBes s3o
re—ponderadas, com base no tamanho dos residuos, foram

apresentadas por Krarup .et all (1980), Kubik (1982) e outros,
sendo estes conhecidos como estimadores robustos.

A seguir ser3o apresentados os testes estatisticos para
a detecgd3o e localizag¢3o de observa¢®es com erros, onde o
fator de variancia oﬁ é assumido ser conhecido, visando a
implementag3o deste teste no algoritmo do Filtro de Kalman,
para processamento em tempo real, pois na obteng3o das

2

equag¢gBes do Filtro de Kalman o valor de ob foi assumido ser

conhecido e igual a unidade.
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3.2 Testes Estatisticos

0O teste estatistico proposto é baseado em duas etapas,
uma que consiste de um teste geral, com objetivo de detectar
erros, seja nas observag®es ou nos modelos, e a outra num
teste wuni-dimensional, com a finalidade de localizar a
possivel fonte causadora. O teste estatistico utilizado para
detectar é o teste da estimativa do fator de variancia, também
chamado teste geral ou n-dimensional. E o teste conhecido como
uni-dimensional, com objetivo de localizar as observagBes com
erro é& o "data snooping", ou seja, uma técnica desenvolvida

por BAARDA |01| para o teste dos resfiduos padronizados.

3.2.1 Teste Estatistico para Detecg3o de Erros

0 teste estatistico aplicado com a finalidade de
detectar erros de um forma geral, seja no modelo matematico
(funcional ou estocastico) ou nas observa¢glies, € o teste da
estimativa do fator de variéncia, que verifica a

compatibilidade das observa¢Bes com o modelo matematico.

Este teste leva a formag3o de duas hipdéteses,
conhecidas com hipdtese nula e hipétese alternativa,
representadas respectivamente por Ho e Ha’ qQue s3o

apresentadas da seguinte maneira |14|:
H: E( 30} = o versus H : E ( ob} = o

ou
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. ~2 = 2 . ~2 2
Ho' E ( ao} ao versus Ha' E ( ob} > ao
(3.2)

onde &z é a estimativa n¥o tendenciosa do fator de varilncia
a priori, conhecido como fator de variancia a posteriori.

A hipétese acima pode ser verificada com base na
distribuig¢X%o GQui-quadrado com (n-u) graus de liberdade, onde a
estatistica a ser testada é dada por:

~

22 (n-u) (3.3)

com V representando o vetor dos residuos, P a matriz peso das
observag®es, N o namero de observa¢gBes e u o numero de
parametros.

A razio (3.3) é empregada no teste bilateral para a
hipétese (3.1) e unilateral para (3.2), com um determinado

nivel de significaAnga (a) especificado, conforme:

2 2
xa/z,n-u < T < Xy o2, n-u (3.4)
ou
2
T < xOl,n-u (3.5)
2 2 2 .
onde e ou 2 s3¥o valores obtidos da
o2, n~u 1-0U2 ,Nn-u o,n-u

tabela da distribuigfo Qui-quadrado.
A hipétese nula n3o & rejeitada em favor da hipétese
alternativa, se a estatistica calculada (T) pertencer a

distribui¢Zfo Qui-quadrado com (n-u) graus de liberdade, a
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certo nivel de significancia (a), como apresentado nos testes
(3.4) e (3.5).

Portanto se o intervalo acima (3.4 ou 3.5) nZo contiver
a estatistica T, as possiveis raz®es ou circunstancias
diversas para a falha no teste podem ter como causas:

a) Modelo funcional nZEo adequado & realidade fisica.

b) A matriz vari&ncia e covariancia das observag¢Bes nZo
esta apropriadamente determinada, ou seja, modelo estocastico
n3o apropriado.

€) Erros grosseiros ou sistematicos,ou seja, erros n3ao

randémicos presentes nos dados observados.

Os modelos matematicos (funcionais e estocasticos) s&o
bem conhecidos no campo da Geodésia, Fotogrametria e demais
Ciéncias afins, portanto nZo preocupam os profissionais. Ent3o
os testes s3o aplicados com a finalidade de detectar as
observagSes com erros n&o randédmicos. Geralmente as
influéncias sistematicas s3o eliminadas ou parametrizadas.

0O teste acima descrito ¢ empregado para detectar erros
nos modelos e nas observag¢®es, portanto, para a localizag¢io da
observag3o com erro & aplicado geralmente o teste estatistico
uni-dimensional, isto &, um teste que verifica uma observag¢i3o

por vez.
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3.2.2 Teste Estatistico para Localizag¥o das Observac®es com

Erro

0O teste estatistico "data snooping" ou o método de
Baarda ¢ o teste aplicado para a detecg®Zo e localiza¢To das
observa¢®es eivadas de erros, é aplicado ao residuo
padronizado. A suposig3o de que exista um Unico erro grosseiro
no conjunto das observag¢®es, faz com que o método seja pouco
eficiente no caso em que estXo presentes muitos erros.

De forma resumida apresentaremos a formulag3o
matematica do teste, que pode ser encontrada nos trabalhos de
Baarda |01|. No teste estatistico de Baarda, s3Zo duas as
variaveis utilizadas na determinagXZo de observag®es afetadas
de erros grosseiros, conhecidas por numero de redund&ncia ou
redundancia parcial (C) e a correg¢io normalizada (W).

A localizacXo da observag¢3o eivada de erro, usando o
método de Baarda, ¢ feita, através dos valores calculados por
meio de |O1], |14], |23]:

cta v

W = (3.6)

o VY ~to-1,. -1
o c GLva Gx..bc

com GLb e 0; representando a matriz cofatora das observagdes e
da estimativa dos resfiduos, respectivamente.
0 vetor C é um vetor n-dimensional, contendo unidade

para as observag¢®es a serem testadas, e zero para as outras

posi¢g@es. O numerador da equa¢3o (3.6) representa o chamado
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residuo transformado e o denominador o erro estimado. O
resultado ¢ a estatistica W, conhecida como correg?o
normalizada, cujo valor é empregado no teste estatistico.

No caso de teste de um residuo por vez, e por causa da
estrutura diagonal da MVC das observagBes, a express3o (3.6) é

reduzida a chamada equag3o de "data snooping"|14|:

V. v,
W = S S = ———ji—— (3.7)
t o ¥q.. %vi
(s ] [R
com 1 £ i £ n, onde W, ¢ a estatistica conhecida como

t

corre¢®es normalizadas, . ¢ o i—ésimo elemento da diagonal
da matriz cofatora dos residuos (G;), Ot ¢ a estimativa do
residuo da observagZo i e o, © desvio padrZo da unidade de
peso a priori.

A estatistica wi ¢ distribuida como a raiz quadrada da
distribui¢Zo F com graus de liberdade 1 e o, ou fF—a—(l_,?)_
|o1], |02]|. A raiz quadrada da distribuigZo F tem distribuigZo

normal padrZo, ou seja, Vv Fa(l,w) = Na/z(o,l), entZo |02]:
W ~ N (0,1) (3.8)
oz

As hipéteses formuladas neste teste, descrevem que na
hipdtese nula a observag®o i nZo contém erro de magnitude
VIV versus uma hipdtese alternativa que sup®e o oposto, ou
seja|14]|:

H : V1, =20 versus H vi, = 0 (3.9)
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A hipétese nula é verdadeira, isto ¢, nenhum erro esta
presente na observagZo i, a um certo nivel de significancia
(ao), se a estatistica wi estiver situada no intervalo da
correspondente distribuig®o normal padriZo a uma porcentagem
o, ou:

o]

_NaO/z < wt < NaO/z (3.10)
caso contrario a observag®o i contém erro.

Como trata-se de um teste, que verifica somente uma
observag3o por vez e dependendo da magnitude de Ali, mais do
que um residuo pode exceder os valores criticos, ou seja mais
do que uma observagio pode estar sendo declarada errada,
ent3o, neste caso ¢ excluida a observaglio de estatistica
maxima e o teste ¢ repetido novamente até que todas as
observag®es com erro sejam eliminadas. A existéncia de
multiplas observag@es com erro decresce a eficiéncia do teste
estatistico. Neste caso o processo deve ser repetido, para
eliminar as observag®es com erro, onde v3o sendo eliminadas as

observagdes de estatistica maxima.

3.2.3 Adaptacizo

Realizados os testes apresentados com a finalidade de
detectar e localizar as observag®es com erro, o préximo passo,
caso tenha sido indicado alguma observagZfo, ¢ eliminar a sua
influéncia nos resultados, essa etapa ¢ conhecida como

adaptagZo. A adaptagxio depende do tipo de processamento,
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geralmente consiste do calculo da influéncia a ser retiradsa
dos parametros incégnitos, devido ao erro das observagd@es , ou
do re-processamento, sem a utiliza¢®o da observa¢Xo eivada de
erro. Porém cuidados devem ser tomados quanto a redundancia do

sistema.

3.2.4 Niveis de Significd@ncia dos Testes

Os niveis de significancia para os testes de detecg3o e
localizag3o dever3o estar relacionados para que as conclus3es,
baseadas nas equag¢des (3.4 ou 3.9) e (3.10), sejam
compativeis. Chen et al. |02| apresentam uma relag3o baseada
na desigualdade de Bonferronij seja o, o nivel de
significancia para os testes 1individuais das observag¢des,
entfo o nivel de significAncia o para o teste do fator de
variancia ou de todas as observagdes é calculado,

respectivamente, da seqguinte maneira para o teste bilateral e

unilateral:

a = n o (3.12)

a = 2n a (3.13)

onde n & o numero de residuos ou observagSes.

Segundo KRAKIWSKY e BIACS |14| este teorema especifica

qQue se os residuos sZo n3o correlacionados, a probabilidade de

ocorrer o erro tipo 1l ( rejeitar Ho’ qQuando Ho é verdadeiro)
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para o conjunto dos residuos testados serid o, e se os residuos
forem correlaciondos esta probabilidade serad menor do que o.
Um problema consiste em fixar o nivel de significancia
para o teste, geralmente um assunto de experiéncia pessoal. E
selecionado costumeiramente para redes geodésicas o nivel de

0.1% para o teste uni-dimensional |14].

3.3. Implementac3o dos Testes Estatisticos no Filtro de Kalman

A implementag¢Zo dos testes no algoritmo do Filtro de
Kalman com objetivo de detectar e localizar erros nas
observag¢Bes, sera apresentada a seguir. Estes testes podem
ser aplicados de duas maneiras: uma quando s3%o requeridos em
tempo real, para estimag?o do vetor estado em tempo real, e a
outra quando é admitido um retardo no processamento dos dados,
propiciando assim um teste do tipo lote, porém de forma
recursiva. Os testes sZo baseados na seqliéncia de inovagZo,
isto &, na transi¢Zo entre o «ciclo de propagagio e o de
atualizag@o, que tem as propriedades estatisticas bem
definidas. Quando o Filtro ¢ étimo, o residuo predito exerce

um papel importante no processo de teste|23].

3.3.1. Sequéncia de Inovag3®o e Residuo Predito

A seqliéncia de inovagZo ocorre entre o ciclo de
propagag3o e o de atualizag3o, tém-se nessa transig3o o vetor
estado predito para a época tk e as observag¢g®es para a mesma

época, qQue serZo utilizadas na filtragem.
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Nesta fase pode-se obter uma estimativa do vetor dos
resf{duos, chamado de vetor dos residuos predito e representado

por \% e sendo definido como a diferenga entre as

k!

observag®es e as observagBes preditas para a mesma época, dado

por |21}, |23],|24],|25]:

o
>

Ve T b T A% Xk (3.13)
O resfduo predito representa a nova informag3o trazida
pelas uUltimas observag¢g®es , sob condi¢gBes normais o residuo

predito tem propriedade estatistica bem definida:

Vk N(O,ka) (3.14)
onde:
- R T
sz - (ZLE + Ak Z:Xk/k-i Ak) (3.15)

é a MVC dos residuos preditos, obtida com aplica¢®o da lei de
propaga¢3o de covariancia, a partir da equag3o (3.13).

0O vetor dos residuos predito e a respectiva MVC s3o
disponiveis durante cada medida realizada. Portanto com estes

elementos estamos aptos a aplicar os testes estatisticos.

3.3.2 Teste Estatistico para Processamento em Tempo Real

Na seg¢3o (3.2) foi apresentado o teste estatistico da
estimativa do fator de variancia para detecg3o e o teste
estatistico "data snooping" para localiza¢io das observagdes

com erro, que agora serfo implementados ao Filtro de Kalman.
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Estes testes dependem das observa¢gBes realizadas na época tk,
da matriz A da época, do modelo de medida, do vetor estado
predito para a mesma época e da MVC do vetor estado predito.

Este teste ¢ também conhecido como teste estatistico local.

3.3.2.1 Teste Estatistico para Detec¢Zo de Erro em Tempo Real

Substituindo na express3o (3.3) o residuo e a matriz

peso por seus valores preditos, obtém-se a estati{stica:

Tk = xz(nk) (3.16)

onde o indice k representa a época em que se esta realizando o
teste e Ny, representa o nimero de observag¢g®es dessa mesma

época. No processo de filtragem as 2abservag¢g®es n representam

k
as observa¢@es superabundantes, ou seja, os graus de

liberdade.

A matriz peso predita, é dada por:

P =0 Z (3.17)

v (3.18)

As hipdteses a serem testadas, para filtragem

recursiva, serfo formuladas da seguinte forma:
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~2
Ho' E {obk)

~2
1 versus Ha' E {obk} > 1 (3.19)

onde ;ik representa o fator de variancia da unidade de peso a
posteriori predito, calculados com valores da inova¢3o, e o
fator de variaAncia a priori a; ¢ assumido ser igual a unidade,
pois para obter-se as férmulas do Filtro de Kalman pelo MMQG
foi assumido tal suposig3o.

A estatistica Tk é sempre empregada no teste

unilateral, e se a desigualdade:
T < x (3.20)

verificar, a um certo nivel de significa&ncia (a) a hipdtese
nula & aceita, isto significa que n3o existem erros, caso
contrario algum erro de especifica¢g3o nos modelos e/ou nas
observa¢des pode ter ocorrido. Neste caso as possiveis fontes
de erros s3o:

a) Erro no sistema dinAmico, isto ¢, no modelo dinamico
e/ou no modelo de medida.

b) Erro na matriz variancia-covariancia das observag@es
e/ou na matriz variaAncia-covariAncia das corre¢3es ao modelo
din&mico.

c) Erro nas observag¢g®es da época tk.

Uma vez detectado que existe erro, o préximo passo ¢é
identificar a fonte produtora, ou seja a observagl3o eivada de

erro ou o modelo matematico inadequado.
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3.3.2.2 Teste Estatistico para LocalizagZo das ObservacBes

com Erro em Tempo Real

Apéds ser realizado o teste estatistico da estimativa
do fator de variancia, onde o erro de especifica¢3o tenha sido
detectado, a 1localizag®o da fonte potencial do erro é
necessaria. Aplicando o teste estati{istico apresentado na seg¢3o
(3.2.2.), na seqlidthcia de inovag¢3o, e substituindo a
estimativa do resfduo e a MVC da equaglo (3.6) pelos valores

preditos obtém-se a estatistica:

T -1
C v
we = :k Y: : 12 (3.21)
( Cvk sz Cvk)
onde:
- -1 -1
Pk GVk ka (3.22)

Se uma observag3o for suspeita, aplica-se o teste

estatistico "data snooping", onde o vetor Cvk toma a forma:

c, = (Oyeveslynne,O)F (3.23)
nk 1 1 i l'l»k
para i = 1,...,nk, com + representando a observag3o a ser

verificada.
As hipéteses formuladas neste teste, descrevem que a
hipétese nula ¢ aquela em que a observa¢®o n3o contém erro de

magnitude VIU e a alternativa é que contém erro de magnitude

Viis
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T
3
"

) 0 versus H ¢Vl =0 (3.24)
(o] 1 a 1

A hipédtese nula ¢ verdadeira, isto &, nenhum erro est&

presente na observag3o i, a um certo nivel de significancis,

se a estatistica wf estiver situada no intervalo da

correspondente distribuig¢Zo a uma porcentagem o s seja:

_Naoxz < wi < NaO/z (3.25)
Caso contrario a observag®o i contém erro. A observagi3o
que tem a maxima estatistica w: poderA ser considerada a mais
provavel de conter erros. Ent3io no caso de mdltiplas
observa¢g®es com erros, deve-se eliminar a que tiver a maior
estatistica e repetido os calculos para as estatiticas, para

um novo teste.
3.2.2.3 Adaptaczo

Neste tipo de processamento a adaptag¢3io torna-se facil,
¢ suficiente no ciclo de atualizag¢3o ou nas equagdes
atualizadas das medidas n3o considerar as observag¢Ses
rejeitadas pelo teste, assim desta maneira, obtém-se o vetor
estado filtrado livre das influéncias dos erros, ou seja, n3ao
considera no modelo de medida as observag®es rejeitadas no

teste estatistico "data snooping".



54

3.2.3 Teste Estatistico para Processamento em Lote

Os testes estatisticos realizados nas diversas épocas,
através das estatisticas Tk e w:, calculadas para cada época,
por meio da inovag¢3o Vk e da respectiva MVC, e executados
paralelamente em tempo real com as equa¢®es do Filtro de
Kalman, apresentam vantagens e desvantagens. A vantagem ¢ que
uma a¢do corretiva pode ser feita em tempo real, porém a
desvantagem & que os testes acima sZ%Zo locais, ou seja,
realizados para cada época, e portanto podem nZo estar aptos
para detectar tendéncias globais nZ%o modeladas, devido ao fato
da redundaAncia local (nk) ser pequena e/ou da matriz ka n3o
apresentar diagonal dominante, o0 que facilita passarem
despercebidos varios erros|21|, |23|, |24, |25].

Uma alternativa seria armazenar todas as observa¢gBes e
processar com um algoritmo do tipo 1lote, para posterior
detecgdo e localiza¢?o de erros, porém, hA duas desvantagens.
A primeira ¢ que a propriedade de recursividade do filtro ¢
perdida, e a segunda & que uma a¢3o em tempo real nZo pode ser
realizada quando um erro de especificag3o é detectado.
Contudo, dependendo do problema um retardo no processamento

pode ser admissivel, se o mesmo for pequeno, justificado pelo

fato de que ¢ mais importante detectar um erro com wuma

possivel demora do que n3o detectar. Um teste estatistico
recursivo do tipo 1lote, conhecido também como teste
estatistico global, apresentado nas duas formas, recursivo
para o fator de variAncia e para o teste '"data snooping" ¢é

empregado neste caso.
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3.2.3.1 Teste Estatistico na Forma Recursiva para Detec¢Xo de

Erros

Conhecido também como teste estatistico global
n-dimensional, onde as hipdteses sTo as mesmas do teste
estatistico da estimativa do fator de variancia para o ciclo
de atualizacXo. Neste caso as hipdteses consideram todas as
épocas:

H @ E (o2} =1 versus H_ : E {02 > 1 (3.26)
onde ;2 representa a média de todos os fatores de variancia da
unidade de peso a posteriori preditos, das épocas
consideradas no teste.

As hipdédteses acima serZo testadas por meio da

estatistica |25|:

k
T *= ¢ Vvisty (3.27)
=1

i Vi i

conseqilentemente, TL pode ser calculado recursivamente por:

(3.28)

Verifica-se portanto que esse teste ¢é faAcil de ser
executado, bastando apenas armazenar na meméria do computador
os valores da estatistica T de cada época. Isto pode ser feito

porque os testes estatisticos sZo mutuamente independentes,
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devido a n3o correla¢fio dos residuos de épocas distintas |23|.

0O teste é realizado da seguinte forma:

k . (3.29)
i

com os graus de liberdade igual Zt=qfn, que representa a soma
das observag@es compreendidas entre as épocas consideradas.

Se a desigualdade acima (3.29) for verdadeira, a um
certo nivel de significancia (a), n&%o existe erro nas
observag®es ou nos modelos, portanto aceita-se a hipétese Ho;
caso contrario algum erro deve ter ocorrido numa das épocas
consideradas no teste, portanto deve ser realizado um teste
para localizar as falhas compreendidas entres as épocas
envolvidas. No caso de erro em observagBes o teste estatistico
"data snooping" deve ser empregado para localizag3o da

observag3o com suposto erro.

3.2.3.2 Teste Estatistico na Forma Recursiva para Localizag3o

das Observag®es com Erro

As hipdéteses a serem langadas neste tipo de teste,
quando um erro ou falha tenha sido detectado, para a

localizag3o de erro em observagBes serfo formuladas como:

H Vl* = 0 versus H Vl* = 0 (3.30)
o 1 a t
com k = tl""’tk s 1 = 1,...,nk, sendo Ny igual para todas as

épocas.
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O cAlculo da estatistica a ser testada ¢é complicado,
pois n¥o €& a somatdria das estatisticas obtidas em tempo real,
devido ao fato de que um erro numa observag®o influencia
diretamente a inova¢3o através da observag®o e indiretamente
através do estado predito.

A influéncia ou efeito do erro no vetor dos residuos &
representada por C Vl, que no modelo de medida, a

Lb, k

partir de um época tiL é dado por:

-
i
D
>
+
0

k k k Lb,kVI + Vk (3.31)

n
)
3
0
r
]

O para k < L.

A estrutura recursiva para uma unica falha no vetor das
observag@es da época tL, é obtida através da propagag3o de
CLb,k sobre a seqtiénhcia de inovag30, mostrada a partir das

equagdes do Filtro de Kalman atualizadas da época e da medida,

de onde obtém-se |25|:

onde o vetor CL é escolhido como em (3.23), para k 2 1

b,k

Com as equa¢gBes acima, torna-se possivel calcular
recursivamente o teste estatistico. A estatistica que permite
realizar o teste para localiza¢®o da observag3o com erro ¢

dada por:
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z C:i. Z\-': Vi
wllk - i=1

k -

£ c’ =£tc.

- vi Vi Vi

Para o teste estatistico de localizag¢3o,
a finalidade de verificar

C = Ct do teste '"data

Lb,k
L,k

estatistica Ni' sy € se:

aors 2

uma

snooping”,

observagfo

com

a

o2

por

qual

vez,
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(3.33)

utilizado com

toma—-se

obtém—-se a

(3.34)

a desiqualdade acima verificar ao nivel de significéncia a, @

hip&étese Ho & aceita,

observag¢3o.

foi localizado o erro

realizada a observag3o.

caso

e

contrario

0 4indice 1

deve

0 indice x da estatistica indica a

época

ser

época

em que

rejeitada a

em que

foi

0O cAlculo das estatisticas wt'k, a serem testadas podem

ser apresentadas da sequinte forma:

I— wl,l
2

- wl,l wi.z
1 1

w2,2
1

L
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Cuja falha, numa épocca tk qualquer, ¢é identificada com
o teste (3.34), para 1 £ 1 £ x, para as observagd@es i, com i =
1,...,nk.

Este processo envolve um processamento do tipo lote,
onde tém que ser armazenados todos os dados envolvidos no
algoritmo e sem menhum intervalo, ou seja, sem janela, como
apresentado na figura 4a. TEUNISSEN |25| e TEUNISSEN e
SALZMANN |23, |24| sugeriram a introdugZo de wuma janela com
deslocamento e de comprimento N, afim de reduzir o numero de

ctalculos e atraso no tempo dos testes, injuncionando 1l por:

K -N+1 = 1

1A
ra

(3.35)

isto & mostrado na figura 4b, com esta janela o tempo de
atraso da detecg3o & no mAximo igual a N-1. Uma outra forma de

injung3o para 1 é dada por:

K ~-N+1 =< 1 < K- M, (3.36)
mostrado na figura 4c.
—_— k
Cowt Wt wte [ et
t t t T
l w.2’2 w.z:s wz:‘
1 1 1 L
W.S,S w.SA
1 19
4,4
i wi' ] |.=.'l,...,ﬁk

(a)
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—— k
Cowtt o Wt ot ]
1 1 1
1 w?:z w?;3 w?»‘
‘, 1 1 5 1
w‘s.s w?»‘
v 1
4,4 .
L Wt J =1 gore ,nk
(b)
_ k
i ° W."z W,"’s ° T
t 1
o w?va w.2'4
' ' o
° W’
i
L e J ot = 1,...,nk

(c)

Figura 04 - TESTE ESTATISTICO RECURSIVO w"* UNI-DIMENSIONAL
com (a) nenhuma janela, (b) Jjanela movente com
N I eM=0, e (c) janela movente com N = 3 e
M 1.

Os parametros N e M devem ser escolhidos de modo que

as informa¢®es utilizadas no calculo de WP’k n3o sejam poucas
1
e nem computacionalmante excessivas.

Ainda relacionado com a imposi¢3o, ou seja a injung¢3o

Lk pode ser

apresentada para 1, o teste estatistico com T
também insensitivo para detectar erros se L > K - M |24|.

A escolha dos parametros N e M ¢é primeiramente
determinada pela medida de detectabilidade da hipdétese
alternativa e pela medida de discriminabilidade entre
diferentes hipéteses alternativas. Mas eles também dependem do

tempo admissivel de atraso na detec¢3o |23].

A detectabilidade é dada pelo escalar |23]:
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2 %
e © ot oot (3.37)
vk Vk Vvk
com oz = 1, para o Filtro de Kalman; o valor do comprimento da

Janela & dado pela raiz quadrada do escalar obtido com a
férmula (3.37).

A raiz quadrada do resultado da equagZo (3.37)
representa, quando substitui o valor de ao por ow, onde ow é
igual a estatistica W, cujo valor ¢é obtido da tabela da
distribuig¢Z@o normal com nivel de significancia oo, a
estimativa %1 da magnitude do erro da observag¢3io que o teste

estatistico '"data snooping" é capaz de localizar, ou seja:

9 = (3.38)

-1 172
(Cvk vk Cvk

. 2
Quanto maior r

g’ menor serid a capacidade de detectar a

correspondente hipdétese alternativa.
A medida de discriminabilidade das hipéteses
alternativas Hai e Haj, entre duas épocas & dada por |23]:
T -1
cC . c .
s = vi T Oy, (3.39)

i T -1 1.2 T -1 172
(Cvt sz Cvi) (Cvj sz Cvj)

O valor do par&metro M ¢ determinado através do
coeficiente de correlag¢Zo stj'

0 valor de stj é igual ao coeficiente de correlag¢@o das
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-

estimativas VIt e Vlj, que também ¢ igual ao coeficiente de

correlagio entre as estatisticas wt e Wj. Quanto maior s, ,
i)
menor ser& a habilidade em separar as hipéteses alternativas.
Os testes recursivos entre épocas se reduzem aos testes

de processamento em tempo real para tk = 1.
3.2.3.2 Adaptaci3o

Apdés a localizag3o da hipétese alternativa mais
provavel , a adaptaglo do filtro recursivo é necessaria para
eliminar a influéncia do erro no vetor estado, porém esta
correg3o n3o é possivel em tempo real, e sim entre épocas.
Para a corre¢3o, quando o processamento ¢ do tipo lote, os
dados do intervalo [K-N,K] devem ser armazenados, e a seguinte
aproxima¢®o pode ser adotada para calcular recursivamente a

L.,k

estimativa do erro v para cada hipétese

alternativa|24],|25]:

(3.40)

,
=
- -
"M xlnM *
-~
<
-
<
-
-

Para a época tk, na qual tenha sido identificada a

hipétese correta, pode-se corrigir o vetor estado como:

>
0
]
»
»
?
q)
-~
-
x

(3.41)

onde Xk pode ser calculado recursivamente usando a segunda

PR
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férmula de (3.31). A matriz varilncia-covarilncia corrigida do

erro ¢ dada pela propagag3o de (3.39):

X~corr = X- + X Tork X (3.42)
xk/k xk/k k.1l v k,l
com:
k T -1 -1
Z‘vl.k = [.E C,l th C,‘ ] (3.43)
1=4
Ent3o o estado e a matriz variancia—-covarilancia

corrigidos s3o usados para iniciar o estado para a

época tk,

neste sentido o estado pode ser imediatamente reparado para a

época tk de detecg3o.
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4 EXPERIENCIAS

4.1 Introdug®o

Para familiarizar com a utilizag®o do Filtro de Kalman
e controle de qualidade, referente a aplicagZo de testes
estatisticos para detecg®o e localizagXo de erros grosseiros,
sera simulado um exemplo de um veiculo em movimento, cujas
observag¢g@ies das posi¢Bes serZo geradas aleatoriamente. Numa
primeira abordagem do problema de estimag3o as observag®es
serdo consideradas isentas de erros grosseiros, objetivando
mostrar o desenvolvimento do algoritmo do Filtro de Kalman.

Em uma segunda etapa ser3o langados, ou seja,
introduzidos artificialmente erros grosseiros nas observag@es,
com objetivo de verificar se o teste estatistico & funcional.

Para a realizag3o das etapas acima foram programadas as
férmulas apresentadas nos capitulos 2 e 3, referentes
respectivamente, ao Filtro de Kalman para sistema linear e
discreto e as dos testes estatisticos para processamento em

tempo real e na forma recursiva.

4.2 Aplicag3do do Filtro de Kalman

4.2.1 Problema de Estimacg3o

O problema de estimag3o que serad apresentado foi

simulado. Supor um veiculo se deslocando na direg¢3o nordeste,

azimute (o) de 45 graus, com velocidade de 20 km/h. Esta
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velocidade & considerada constante, exceto para os efeitos de
atrito, que no caso de navega¢Zo pode se citar como exemplo as
rajadas de vento e ag@o das ondas. Deseja-se a estimativa da
posig3o e da velocidade a cada intervalo At de tempo. Supondo
para a época de partida (to) Qque a posigZ3o (Xo e Yo) e a
velocidade (Vo) do veiculo s3o conhecidas, bem como a sua MVC,

sendo dadas respectivamente por:

0.00 m
Xo = 0.00 m
20000 m/h
e
2
10.0m 0.0 0.0
b = 0.0 10.om> 0.0
X0
0.0 0.0  2500m%/h®
Se Xk, Yk e Vk indicam a posig¢3o e a velocidade do
veiculo para cada ¢época, ent3o deseja-se determinar a

estimativa para a posig2o e velocidade do veiculo a cada

intervalo At de tempo.

4.2.2 Montagem do Modelo Dinamico

A primeira tarefa é montar o modelo dinAmico. Durante a

cada intervalo (At) o veiculo desloca-se com velocidade Vk-1 e

sua posigao (Xk,Yk) mudard& de acordo com as épocas, ent3o:
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Xk = Xk-12 + Vk-1 At sen(a) (4.1)

Yk Yk-14 + Vk-1 At cos(a) (4.2)

A quantidade Vk, sera igual a Vx-1, j4 que a velocidade
¢ constante, contudo para modelar os efeitos incégnitos do

atrito sera adicionada uma corre¢Zo (Wwvk), tal que:

Vk = Vk-1 + Wvk (4.3)

As expressdes (4.1), (4.2) e (4.3) dispostas em forma

matricial constituem o modelo din&mico (2.2), ou seja:

Xx 1 0 At sen(a) ) §'2) o}
Yk = 0 1 At cos(a) Yk-1 + (o)
Vk 0 0 1 Vk-1 Wvk
(4.4)
com Wk independente de XoT= [ Xoy, Yo, Vo ]T para todas as

épocas.

Supor que observag@es anteriores de deslocamento do
veiculo na regifo tém demonstrado que Wvk n3o tem nenhum
efeito sobre a média da velocidade, mas o seu efeito sobre a
velocidade pode ser descrita pela fungZo densidade de
probabilidade da distribuig¢3o normal, com variéncia
correspondente a 057 da velocidade, ou seja, Wvk tem média
zero e variancia igual a 1000 m2/h2.

A MVC das correg¢gdes ao modelo dinamico, neste

problema considerada constante para todas ¢épocas, ¢ dada por:
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0.0 0.0 0.0
Sux = 0.0 0.0 0.0
0.0 0.0 1000m%/hZ

4.2.3. Montagem do Modelo de Medida

Agora supor que para cada intervalo At, de 05 minutos,
entre as épocas K = 1,2,3,...,10, sejam realizadas observag®es
que proporcionam a posig3o do veiculo em relag3o ao ponto de
partida.

Antes de incorporar estas novas informag®es as
estimativas Xk, Yk e Vk, & necessario formular o modelo do
processo de medida. A situaglo acima pode ser representada

comos

= X + vV (4.6)

= Y + VvV (4.7)

L
x
]
=

que expresso na forma matricial constituem o modelo de medida

(2.3):

x° g v
: _ 1 00 Y, + xk (4.8)
Y - o 1 ©° v
k vk
Vk

s30 observag@es de cada época.
As observag®es relativas as diversas épocas, num total

de de:z neste problema de estimag¢3o, foram geradas



aleatoriamente, com desvio padr®o igual a S5 metros, a

de um

programa

da

calculadora

TEXAS TI

aleatdrios foram gerados com base nas posigSes

veiculo.

seqtiéncial,

foram calculadas apéds o

aleatédrios

deslocamento do veficulo entre as épocas.

As

posigdes

ou seja,

da época,

do

coordenadas

processo

sendo

utilizado para montar a MVC.

Na

atribuidas

tabela

abaixo sAo

ao veficulo e

consideradas como observag¢®es.

veiculo

de

foram

para

filtragem dos

geradas

obtidas de

considerado

0 desvio

apresentadas

°8. Os

época

atribuidas

constante

padr3o

as posigSes

aleatoriamente,

partir

valores

forma
seguinte

valores

TABELA 05 - OBSERVAGCTES SIMULADAS PARA AS DIVERSAS EPOCAS

POSICBES
VALORES ATRIBUIiDOS VALORES ALEATSRIOS
EPOCA X v b » b ™
k (m> k (m) k (m> k  (m)
1 1178,51 1178,51 1180,06 1177,44
2 2357,52 2356,77 2356,57 2363,34
3 3537,07 3537,10 3537,06 3529,75
4 4713,93 4713,95 4720,36 4709,06
S 5893,75 5891,52 5901,18 5897,60
6 7076,70 7074,29 7076,69 7080,91
7 8257,67 8256,05 8251,05 8258, 35
8 9435, 16 9434 ,48 9425,55 9434,53
9 10610,46 10610,63 10603,51 10612,18
10 11787,30 11786,76 11789,95 11789,15
OBSERVAGZSES COM DESVIO PADRAO IGUAL A 5,0 metros
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4.2.4 ResolugBo do Problema com o Filtro de Kalman

Aplicando as férmulas do Filro de Kalman, apresentadas
na tabela 01, obtém-se as estimativas do vetor estado

procurado para as diversas épocas. As condi¢®es iniciais s¥o:

>

0/0 o s.';(0/0 = s.'Xo
Para k = 1, com At correspondendo a 05 minutos, tem-se
no ciclo de propagac¢3io que a estimativa do vetor estado e a

MVC predita s3o dadas respectivamente por:

1178,51 m
X = T X = 1178,51 m
170 170 00
20000,00 m/h
e
18, 68m% 8.68m% 147,31m%/h
s =T $2  TT a4%s = 8, 68m? 18,68m° 147,31m%/h
X1,0 1,0 Xor0 1,0 Wi

147,31m%/h  147,31m%*/h 3500,00m%*/h?
Agora incluindo o efeito das observagSes L: =
{1180,06m, 1174,44m]7, obtém-se a estimativa do vetor estado e

da MVC filtrada para a primeira época:

1178,01 m
X = X + K (L -A X ) = 1178,26 m
1 1 1

20001,34 m/h
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10,10m*  2,96m? 70,34m%/h
. =(I -KA ) T = 2,96m2 10,10m? 70,34m%/h
X111 1 1 Xo.0 ’ ’ !
2 2 2 2
70,34m>/h  70,34m%/h 2671,09m%/h
com:
0,404 0,118
K =%~ AT (A - AT + £ v) *= | 0,118 0,404
1 X1,0 1 1 X110 1 Ls - ’ ’

2,813 2,813

Para a segunda época, k=2, com o mesmo intervalo de
tempo, a atualizag3o pela época nos fornece as seguintes

estimativas para o vetor estado e MVC predita:

2357 ,60m
X = T X = 2356 ,85m
271 271 1/ 1
20001,34m/h
coms T =T y ©
71 1/0
27,67m 20,52m% 227,73m%/h
s =T s+ TY 4z~ =| 20,52m2 27,67m% 227,73m%/h
X214 2/4 Xas4 2,14 W2

227,73m%/h 227,73m%/h  3671,09m%/h?

Ent3o 1incluindo as observagdes L: = [2356,57m,
2363,34m]7, obtém-se a estimativa do vetor estado e da MVC

filtrada para a segunda época:

2358,56 m

b3
-
#

= X + K (L2-A

2359,48 m
272 271 2 2 2 271

20018,32 m/h
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11,01m*  5,45m? 77,79m%/h
-~ = - ~ - 2 2 2
K22~ (1 - KA B 5,45m 11,01m 77,79m%/h
2 2 2 2
77,79m3/h 77,79m%/h  2253,94m%/h
com:
0,440 0,218
- . T N T -1_
K, =55, Ay (A 5 A B) 0,218 0,440
3,112 3,112

Os calculos assim processados sucessivamente nos

até a época 10 do problema,

vetor estado,

e para a sua MVC

resultando para a

levam

estimativa do

gque fornece as posig@es e velocidade do veiculo,

os seguintes valores:

11788,45 m
= 11787,89 m
1040
19996,89 m/h
e
9,11m? 7,11m? 66,21m%/h
- = 7,11m? 9,11m% 66,21m%/h
X10.-10

66,21m2/h 66,21m%/h 2080,24m%/h?

4.3 CONTROLE DE QUALIDADE

Agora considerando o problema anterior, serio
introduzidos erros grosseiros artificialmente em algumas das
observag¢g®es das distintas épocas, com a finalidade de aplicar

os testes estatisticos de detecg3o e localizag®o.
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Os testes a serem apresentados ser®o realizados com o
nivel de significancia (a) de 107 e 057 para detecgo. Uma vez
que em cada época tém—-se duas observag¢®es, obtém-se através da
férmula (3.12) que os erros grosseiros serZio localizados com
nivel de significancia (o) de 2,5% e 1,25%, respectivamente.

Com a express3o (3.38), pode-se calcular a estimativa
do erro minimo capaz de ser localizado no problema simulado,
que representa a confiabilidade interna.

EntZTo com os valores da estatistica W para o teste de
localizag3o, obtidos da tabela de distribui¢fo normal, dados
respectivamente por 2,24 e 2,50, para o nivel de significancia
(o0) 2,5% e 1,25%, juntamente com o valor minimo de 0,022
obtido para o denominador da equag¢3o (3.38), a partir do
problema simulado e resolvido na se¢3o (4.2.3), obtém—se que:

V1 = 3,02 o
para oo = 2,5% e

V1 = 3,37 o

para oo = 1,25%4, com o igual a 5 metros.

4.3.1 Teste Estatistico para Processamento em Tempo Real

Visando aplicar a metodologia estudada neste trabalho
para teste estatistico para processamento em tempo real, foram
adicionados artificialmente erros nas observag@es das
distintas épocas. Numa primeira experiéncia foram introduzidos
os erros minimos calculados em somente num dos valores
atribuidos para as posi¢g®es das distintas épocas, gerando

assim 40 testes individuais para cada nivel de significancia.
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E na outra foram geradas dez situag®es diferentes, com 2 ou 3
observa¢gBes em que foram introduzidos artificialmente os erros
minimos calculados, onde as cinco primeiras foram realizadas
com o nivel de significldncia (o) para detec¢®o igual a 10% e
as demais com a = S%.

As estatisticas T para o teste de detecg¢3o e w1 e Nz

para a localizag3o s3o calculadas, respectivamente, com as

equagdes (3.18) e (3.21) e comparadas através dos testes

(3.20) e (3.24) com o0s valores obtidos na tabela da
distribui¢Zo qui—-quadrado e distribuig¢Zo normal, dados
N - 2 = = = +
respectivamente por T xo,so,z 4,61 e W No,ozs 2,24
para nivel de significancia(a) iqual a 104 e T = x; o5 2= S,99

e W =N + 2,50 para a = Y.

00,0295

Dos testes realizados na primeira experiéncia, com Os
dois niveis de significlncia, resultou que B1,25 7. dos erros
minimos introduzidos artificialmente foram detectados em tempo
real e destes, 65%Z foram localizados. Das observag¢gdes n3o
localizadas, 157 dos erros 1introduzidos interferiram nas
épocas posteriores, detectando erro onde nZo existia, sendo
que metade desta porcentagem localizou a observa¢Zo em que no
continha erro.

Na segunda experiéncia cujas situa¢gBes e resultados
obtidos sZo apresentados nas tabelas 06, 07, 08, 09, 10, 11,
12, 13, 14 e 15, onde as estatisticas T, N1 e wz calculadas
sZo apresentadas nas colunas 04, 06 e 07 e os valores criticos

correspondentes no rodapé da tabela, conforme segue:



TABELA 06 - RESULTADOS OBTIDOS PARA TESTE EM TEMPO REAL
SITUACAD of

SITUACXD @1 - TESTE EM TEMPO REAL

epocal ERRO EM ESTATISTICA|DETECCX0{ ESTATISTICA [LOCALIZACXO ADAPTACXD

X Yk Ty SIH/NAD | Wy q W SIH/NAD Ty Wi ¢ W

i 0,10 0,27 |-0,21

2 |+3,02 4,29 NXO 1,87 | 0,10 NXO

3 5,14 SIH  |-0,67 |-1,48

4 -3,02 7,09 SIM 1,45 |-2,64 SIN 0,14 | 0,37 | ——--
5 |+3,02 10,54 SIN  [-3,22 | 2,03 SIN 0,20 | ~——— | 0,45
[ i,03 -0,77 | 0,98

7 1,97 -1,39 | 0,77

8 2,44 -1,56 | 0,73

9 1,38 0,88 |-1,10
i0 8,52 0,37 | 0,37

DETECCAD (unilateral): o =16X, gl=n,=2 =) T = 4,41 (TABELA QUI-QUADRADO)

LOCALIZACKD: ot =./2ny = 2,5% =) W =% 2,24 (TABELA DISTRIBUICXO NORMAL PADRXD)

ADAPTACAD: 0S VALORES OBSERVADOS COM ERROS SXO RETIRADOS ANTES DO CALCULD DO VETOR
ESTADO E DA HVC FILTRADA.
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TABELA 07 - RESULTADOS OBTIDOS PARA TESTE EM TEMPO REAL
SITUACAD @2

SITUACXD 02 - TESTE EM TEMPO REAL
cpocal ERRO EM ESTATISTICA|{DETECCXO] ESTATISTICA |LOCALIZACXD ADAPTACXD
Xy Yy Tk SIM/NKD | Wy g W2 SIH/NXD Tk Wi g We
i 0,10 0,27 |-0,21
2 i,08 -8,53 | 1,03
3 +3,02 4,27 NAD  [-1,01 | 2,06 NXD
4 |+3,02 10,06 SIN 2,41 |-3,04 SIH 0,85 | 0,92 | ———-
5 3,18 -0,12 |-1,47
6 0,42 -0.,60 | 0,05
7 |+3,02 5,97 SIH 2,44 |-1,18 SIN 0,02 | ——- |-0,14
8 i,82 -1,36 | 0,37
? 2,33 1,27 |-1,33
ie 0,89 0,74 | 0,20
DETECCXD (unilateral): o=i@X, gl=ng=2 =) T = 4,61 (TABELA QUI-QUADRADO)
LOCALIZAGRO: oy =oc/2ny = 2,58 =) W =2 2,24 (TABELA DISTRIBUICXD NORMAL PADRXD)
ADAPTACAD: 0S VALORES OBSERVADOS COM ERROS SX0 RETIRADOS ANTES DO CALCULO DO VETOR
ESTADO E DA MVC FILTRADA.




TABELA 08 - RESULTADOS OBTIDOS PARA TESTE EM TEMPO REAL -

SITUACXO 03

SITUACXD 03 - TESTE EM TEWPO REAL

€POCA ERRO EM  [ESTATISTICA{DETECCXO| ESTATISTICA ]LOCALIZACXD ADAPTACX0

e

X Yy Ty SIM/NKO | Wy | Wep SIH/NXD T | W | W

{ 0,10 0,27 |-0,24

4 1,08 -0,53 | 1,03

3 |-3,02 3,08 SIH  }-1,86 |-0,37 N0

4 3,41 SIM 2,30 |-0,65 SIN 0,42 | -~~~ | 0,35
2 6,60 SIN 1,80 | 0,64

6 -3,02 7,59 SIM 1,32 [-2,75 SIM 0,02 | 0,3 j ———-
7 1,09 -1,04 | 0,57

8 -3.02 3,94 SIN 0,37 |-1,99 NXO

9 1,97 1,40 |-0,61
ie 0.88 0,50 | 0,48

DETECCXOD (unilateral): o=10%, gl=ny=2 =) T = 4,61 (TABELA QUI-QUADRADO)

LOCALIZACKO: op = o/2ny = 2,5% =) W =2 2,24 (TABELA DISTRIBUIGXD NORMAL PADRX0)

ADAPTACXD: 0S VALORES OBSERVADOS COM ERROS SXD RETIRADOS ANTES DO CALCULO DO VETOR
ESTADD E DA HVC FILTRADA.
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TABELA 09 - RESULTADOS OBTIDOS PARA TESTE EM TEMPO REAL -

SITUACAOD o4

SITUACXD @4 - TESTE EM TEMPO REAL
gpocal ERRO EM ESTATISTICA|DETECCAD| ESTATISTICA [LOCALIZACXO ADAPTACXOD

Xy Yy Ty SIH/NKD | Wy | W2 SIN/NKO Te | Wt | W
i 0,10 0,27 |-0,21
2 i,08 -0,53 | 1,03
3 1,83 0,43 |-1,34
4 2,03 1,33 |-1,02
2 1,35 0,77 | 0,46
6 0,82 -0,63 | 0,86
7 43,02 4,40 NXO 2,01 [-0,87 NXO0
8 |-3,02 15,58 SIK  {-3,67 | 0,31 SIN 2,42 | - |-1,46
? |-3,02 13,50 SIH  |-2,92 |-0,34 SIN 4,95 | --—- |-2,23
i 0,16 -0,33 | 0,37
DETECCXD (unilateral): o=10%, gl=ny=2 =) T = 4,61 (TABELA QUI-QUADRADO)
LOCALIZACKO: o = ot/2ny = 2,5% =) W =1 2,24 (TABELA DISTRIBUICXO NORMAL PADRX0)
ADAPTACX0: 0S VALORES OBSERVADOS COM ERROS SXD RETIRADOS ANTES DO CALCULO DD VETOR

ESTADO E DA HVC FILTRADA.




TABELA 1@ - RESULTADOS OBTIDOS PARA TESTE EM TEMPO REAL
SITUACAD 05

SITUACKD @5 - TESTE EM TEMPD REAL
¢pocal ERRO EM ESTATISTICA|DETECCXD] ESTATISTICA |LOCALIZACXD ADAPTACXD
X \[" Ty SIH/NXD | Wiy ¥ SIM/NXD Ty Wy U
1 +3,02 9,27 SI¥  |-e,22 | 2,28 SIH 0,05 | 0,23 | ——-
2 0,81 -0,56 | 0,88
3 43,02 936 SIH 2:74 |-2,40 SIH 1,18 | --—- |-1,37
4 2,29 1,47 |-1,04
3 1,33 0,76 | 0,47
6 0,83 -0,63 | 0,86
7 1,98 -1,41 | 0,40
8 |+3,02 9:34 SIM 2,31 |-1,13 SIN 0,02 | ——- |-0,14
? 2,26 0,47 1-1,44
¢ 0,19 0,18 | @,27
DETECCXD {unilateral): o=10X, gl=n=2 =) T = 4,61 (TABELA QUI-QUADRADD)
LOCALIZACKD: 0 =c/2ny = 2,58 =) W =1 2,24 (TABELA DISTRIBUICXD NORMAL PADRXD)
ADAPTACXD: 0S VALORES DBSERVADOS COM ERROS SXD RETIRADOS ANTES DO CALCULO DD VETOR
ESTADD E DA HUC FILTRADA.
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TABELA {1 - RESULTADOS OBTIDOS PARA TESTE EM TEMPO REAL
SITUACAD @4

SITUACXD @6 - TESTE EM TEMPO REAL
¢pocal ERRO EM ESTATISTICA|DETECCXD| ESTATISTICA |{LOCALIZACXD ADAPTACXD
Xy Yi Ty SIH/NXD | Wy LY SIK/NXD Ty LT W

1 0,ie 0,27 |-0,21

2 1,08 -8,53 | 1,03

3 1,83 0,43 |-1,34

4 2,03 1,33 |-1,02

3 -3,37 16,82 SIM 2,28 |-3,11 SIM 1,43 | 1,06 | ----

b 0,99 -0,60 | 0,99

7 2,04 -§,42 | 0,65

8 2566 -1,63 | 0,60

¢ 1,92 0,84 }-1,18

10 |+3,37 7,12 SIK 2,61 |-0,68 SIM 0,29 | -— | 0,54
DETECCXD (unilateral): o =05X, gl=np=2 =) T = 5,99 (TABELA QUI-QUADRADD)
LOCALIZACKD:z o, = 0¢/2ny = 1,25% =) W =1 2,50 (TABELA DISTRIBUICXD NORMAL PADRXD)
ADAPTACXD: 0S VALDRES DBSERVADDS COM ERROS SXO RETIRADOS ANTES DO CALCULO DD VETOR

ESTADD E DA HUC FILTRADA.




TABELA {2 - RESULTADOS OBTIDOS PARA TESTE EM TEMPO REAL
SITUACAOD @7

SITUACX0 07 - TESTE EW TEMPO REAL
cpoca| ERRO EW  |ESTATYSTICA|DETECCAD| ESTATSTICA |LOCALIZACXO ADAPTACAD
% | % T [SIM/NKO | W g | W | SIM/NKO | T, | W | W

g 0,10 0,27 |-0,21

2 [+43,%7 5,34 N0 | 2,13 |-0,01 NXO

3 5,74 -0,79 |-1.71

4 1,02 0,68 |-0,9

5 1,21 0,43 | 0,74

6 -3,37 617 SIH | 0,74 [-2,46 NXO

7 4,96 -0,89 | 2,22

8 3,57 -1,69 | 1,50

? 0,50 0,46 |-0,68

10 0,45 -0,12 | 0,64

DETECCX0 (unilateral): ai=05X, gl=ny=2 =) T = 5,99 (TABELA QUI-QUADRADO)
LOCALIZACKO: cg = o/2ny = 1,25% =) W = % 2,50 (TABELA DISTRIBUICAO NORMAL PADRX0)
ADAPTACX0: 0S VALORES OBSERVADOS COM ERROS SXO RETIRADOS ANTES DO CALCULO DO VETOR

ESTADO E DA HVC FILTRADA.
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TABELA 13 - RESULTADOS OBTIDOS PARA TESTE EM TEMPO REAL
SITUACAO 08

SITUACXO 08 - TESTE EM TEMPO REAL
¢cpocal ERRO EM ESTATISTICA|{DETECCX0| ESTATYSTICA |LOCALIZACXO ADAPTACX0
Xg Yk Ty SIM/NXD | Wy g W SIM/NXOD Ty W 1 L)

i 0,10 0,27 |-0,21

2 1,08 -0,33 | 1,03

3 1,83 0,43 |-1,34

4 2,03 1,33 |-1,02

3 {43,377 3.76 NXO 2,24 |-0,16 NXO

6 1,37 -1,18 | 0,40

7 +3,37 10,85 SIN  |-2,69 | 2,88 SIH 2,95 |-1.60 | -——-

8 2,64 -1,62 | 1,00

9 1,04 8,81 |-0,92

16 {-3,37 8,49 SIM  |-2,82 | 1,90 SIH 0,54 | --—- | 0,74
DETECCXO (unilateral): o=05%, gl=ny=2 =) T = 5,99 (TABELA QUI-QUADRADO)
LOCALIZACAD: oy =ou/2ny = £,25% =) W =21 2,50 (TABELA DISTRIBUICXD NORMAL PADRAD)
ADAPTACX0: DS VALORES OBSERVADOS COM ERROS SXO RETIRADOS ANTES DO CALCULO DO VETOR

ESTADD E DA HVC FILTRADA.




TABELA 14 - RESULTADOS OBTIDOS PARA TESTE EM TEMPO REAL
SITUACAOD o9

SITUACX0 09 - TESTE EHM TEHPD REAL
cpoca| ERRO EW  [ESTATISTICA|DETECCKO| ESTATYSTICA [LOCALIZAGXO]  ADAPTACAD
X | Y T, |SIH/NKO | Wg | Wep | SIH/NXO | T, [ Wy | Weo
1 0,10 0,27 |-0,21
2 1,08 -9,53 | 1,03
3 1,83 0,43 [-1,34
4 |43,37 8,88 | SIH | 2,94 |-t,70 | s | 0,26 | -—— |-0,51
5 [+3,37 7,52 | SIM | 2,42 |-0,14 | WKO
6 43,37 | 8,41 | SIH |-2,05 | 2,68 | SIH | 0,9 |-0,98 | ----
7 2,37 -1,54 | 0,88
8 2,89 -1,70 | 0,80
9 1,16 0,75 |-1,02
10 0,48 0,26 | 0,46
DETECCAD (unilateral): o =5%, gl=n,=2 =) T = 5,99 (TABELA QUI-QUADRADO)
LOCALIZACXD: & o =t /2ny = 1,25% =) W =% 2,50 (TABELA DISTRIBUICKD NORHAL PADRXD)
ADAPTACA0: 05 VALORES DBSERVADOS COM ERROS SXO RETIRADOS ANTES DO CALCULO DO VETOR
ESTADD E DA HVC FILTRADA.
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TABELA 15 - RESULTADOS OBTIDOS PARA TESTE EM TEMPO REAL
SITUACAOD 10

SITUACXD 1@ - TESTE EM TEMPD REAL
cpocal ERRO EM ESTATISTICA|DETECCAD| ESTATISTICA [LOCALIZACXO ADAPTACXD
X Yk Ty SIH/NXD | Wy W o SIH/NXD Tk W g Wi

1 0,10 0,27 |-0,214

2 +3,37 6562 SIN  |-1,13 | 2,57 SIH 0,02 | -——~ |-0,14
3 0,74 0,61 |-0,83

4 1,72 i,3e [-0,72

3 1,39 0,64 | 0,63

6 i,08 -0,79 | 0,95

7 2,42 -1,56 | 0,647

8 [+3,37 6,05 SIH 2,46 |-1,18 NXD

9 -3,37 15,15 SIH 0,02 {-3,50 SIH 2,93 |-1,74 | -——--
10 1,06 ~0,70 1-0,26
DETECCX0 (unilateral): o =05%, gl=ng=2 =) T = 5,99 (TABELA QUI-QUADRADO)
LOCALIZACXD: o = a/2ny = 1,25% =) W =2 2,50 (TABELA DISTRIBUICXD NORHAL PADRX0)
ADAPTACX0: 0S VALORES OBSERVADOS COH ERROS SXO RETIRADOS ANTES DO CALCULO DO VETOR

ESTADD E DA HVC FILTRADA.
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Analisando as tabelas acima, péde-se verificar que
78,577 dos erros minimos introduzidos nas observa¢g®es foram
detectados e destes 60,717% localizados. Nestes testes ocorreu
uma localizag3o errada da observa¢@o e uma detecg®o e
localiza¢®o numa época isenta de erro.

A adaptag3o para este tipo de teste ¢é faAcil de ser
realizada, basta nZo considerar no cAlculo do vetor estado e
MVC filtrada a observag¢3®o que contém erro, obtendo assim um

resultado isento das influéncias do erro.

4,3.2 Teste Estatistico na Forma Recursiva

Os dados utilizados para os testes em tempo real ser3o
também empregados para os testes na forma recursiva, com a
finalidade de detectar e localizar as observa¢g®es em que foram
introduzidos os erros.

As estatisticas T"’k e N:'k, para 1i=2, wutilizadas
neste teste foram calculadas com as férmulas (3.27) e (3.32) e
apresentadas, respectivamente, na forma matricial. Os valores
criticos para detec¢Zo sZo constante para a época corrente, e
variaveis entre as épocas, pois 0s graus de liberdade dependem
da quantidade de observag¢g®es envolvidas no calculo, ja para o
teste de localizag¢®o o valor para a estatistica W & constante.

Para o teste realizado na forma recursiva, onde as
estatisticas para comparag3o com os valores «criticos s3o
apresentadas sob a forma matricial, todos os dados envolvidos

no algoritmo tém que ser armazenados. Ent3Zo para reduzir o

namero de cAlculos e atraso no tempo de testes, com as
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férmulas (3.37) e (3.39), obteve-se respectivamente, os
valores para os paré&metros N e M, utilizando dados do problema
simulado. Para o parametro N resultou um valor médio de 6,4 e
para M o valor médio de 0,4, o que nos conduz a adotar N = 7 e
M= 0.

Nos testes em que foram introduzidos erros em somente
uma observagio, detectou-se 98,75%, sendo localizados 92,5%
dos erros.

Nos testes em que foram adicionados os erros minimos em
mais de uma observagfo das distintas épocas, para as mesmas
situagBes apresentadas para o teste em tempo real,
considerando os mesmos niveis de signific&ncia, todos os erros
introduzidos artificialmente foram detectados e 6,437
localizados. Dos dez testes realizados seré& apresentada
somente uma tabela, devido a extensZo da mesma, onde s3o
apresentados no fim da tabela os valores criticos. Na tabela

abaixo apresentaremos o resultado obtido com a situag3o O1.
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Tabela 16 -RESULTADOS OBTIDOS PARA A SITUAGAU 01 - TESTE ESTA-
TISTICO NA FORMA RECURSIVA, COM N=7 E M=0

SITUAGAD 01 - TESTE RECURSIVO
EPOCA 1
ESTATiSTICA
1,12 1,1 .
T : w , para i = 1,2
[o.10] [ -o0.21]
EO,Z?]
EPOCA 2
ESTATi{STICA
lL,2 1,2 )
T ,para t = 1,2 W , para L = 1,2
i
L = 2,2
[_—0,21 -0, 69
0,40 4,399
0,27 -0,70 0,10
4,29
1,87
EPOCA 3
ESTAT{STICA
1,9 1.3 .
T ,para 1 = 41,9 W, , para t = 1,2
t
1L = 1,3
[:o,zx -0,69 -0,25
0,10 4,99 ©,58
- 0,27 -0,70 -0,45 1,29
4,29 ©,49 -
1,087 2,50 -1,68
5,14
-1,68
2,3
PETECTOU ERRO NA EPOCA : 2 T = 9,439 > T = 72,78
=" 2,9
LOCAL IZOU OBSERVA(;KO : X V‘ = 2,506 > v = 2,50
ADAPTAGAO: £ retirada a influ&dncia que a observagdo com
erro produz na estimativa do vetor estado e na
MVC
I_-_-O,Zl -0,60 -0,24
0,410 o, 90 2,906
0,27 -0,27 -0,42 1,495
0,80 2,806
. . -1,598
2,006
0,98

continua
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EPOCA 4
ESTATIiSTICA :
1,4 .
T ,para L = 1,46 Vi , para it 1,2
L = 1,4
_ [:o,zs -0,60 -0,24 0,06 |
0,10 0,90 2,96 11,00
0,27 0,27 0©0,42 0,18 1,89
0,80 2,86 10, 90
. . . 0,52
2,006 10,10 -
0,88 0,10 -2,0680
| 8,04
1,97 |
4,4
DETECTOU ERRO NA EPOCA 4 T -z 8,04 > T = 4,61
- - 4,
LOCALIZOU OBSERVAGAO Y w, =-2,c8 > W =-2,50
ADAPTAGAO : A observagdo Y ndo é considerada no célculo do
vetor estado e da MVC filtrada.
[:o,zs -0,60 -0,24 -0,24
0,10 ©0,90 2,96 89,80
0,27 ©0,27? 0,42 0,22 1,45
0,80 2,86 8,70
[ - . -1,98
2,06 2,90
0,38 -0,20 .
= 0,84
0,92
EPOCA 5
ESTATIiSTICA :
L
T '’ ,para L = 1,5
0,10 O0,90 2,96 9,80 12,56
0,80 2,86 8,70 12,46
2,06 2,90 11,66
0,84 ©,60
-
| 8.76 |

continua ...
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- 0

.5 :
v, , para L = 1,2
L = 1,53
'_-o,za -0,60 -0,24 -0,24 -0,70 |
— -
0,27 0,27 0,42 0,22 0,44 1,92
. . . . -0, 9B
c,38 -0,20 0,406 .
0,92 1,74 1,78
L 2
-2,94
4,4
DPETECTOU ERRO NA EPOCA: 5 T = 8,706 > T = 4,061
LOCALIZOU OBSERVAGAO : X vz' =-2,94 > ¥ =-2,50
ADAPTAGAO : A observigao X ndo é considerada no célculo de

vetor estado e

[ 0,27

0,410 o, 20 2,906 3,80 3,91
0,80 2,806 3,70 9,81
2,006 2,90 9,01
0,84 0o, »S
0,11 |

l':o,zi -0,60 -0,24 -0,24

0,27 0,42 0,22 0,22
- L] L] L]

0,%8 -0,20 -0,20

0,92 0,92

da MVC filtrada

Continua ...
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EPOCA o6
ESTATI{STICA : 1.6
L ., para L = 1,6
[ 0,10 0,90 2,96 9,80 39,91 4,49 |
0,80 2,96 8,70 9,81 4,99
2,06 2,90 9,01 8,59
0.84 0,95 1,53
0,11 o0,0c8
| 0.58 |
Vi' , para i+ = 1,2 e L = 1,06
[:z.za -0,60 -0,24 -0,24 -0,25 -0,26 |
0,27 ©0,27 0,42 0,22 ©0,22 0,33 | 1,80
. . . . . -1,45
0,98 -0,20 -0,20 -0,16 .
0,92 0,92 O,c4 -0,00
. . 0,75 |
B -0,51 |
EPOCA 7
ESTATi{STICA : L =
T ' ., para L = 1,7
0,10 0,90 2,96 3,80 3,91 4,49 6,00 |
0.80 2,86 38,70 39,81 4,39 5,90
2,06 2,90 9,01 3,59 5,10
0,84 0,95 1,53 3,04
0.11 0,08 2,19
0,58 2,09
B 1,51

cContinua
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vi , para i = 1,2 e 1L = a, ?
f:o,za -0,60 -0,24 -0,24 -0,25 -0,26 -0,22 |
0,27 0,27 0,42 0,22 0,22 0,839 0,40 1,18
- [ . . . -1359
0,889 -0,20 -0,20 -0,16 ~0,417
0,92 0,92 0,64 0,02 0,02
. . 0,87
-0,51 0,02 0,52
| -1,23_
EFPOCA 08
ESTATisSTICA L. e
Sl , para L = 2,8
[ ]
0,410 0, 20 2,96 8,80 9,91 4,49 G, 00 -
o, 80 2,806 3,70 3,01 4,99 S5 ,90 7, 94
2,006 2, 90 3,01 3,59 5,10 7,14
0,84 0,95 1,59 9,04 5,08
0,11 0,68 2,19 4,23
0,%0 2,09 4,139
1,51 3,355
2,04
L.,0 .
"i , para 1L = 1,2 e L. = 2,08
FO,Zi -0,60 ~-0,24 -0,24 -0,25 -0,26 -0,22 .
’—0,27 0,27 0,42 0,22 0,22 0,938 O, 40 . 1,495
] . [ ] - ] - [ -‘-,73
0,88 -0,20 -0,20 -0,16 -0,17 -0,4106 .
0, 92 0,92 0,64 0,82 0,79 -0,48
. . . . o, 20
-0,51% 0,02 0,28 0,706
-4,28 -0.857 0,49
L —1.42_

cContinua
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EPOCA @9

ESTATISTICA :

TL,D

[ 0,10 0,90 2,96 3,80
0.80 2,86 8,70

2,06 2,90

0,84

>

w. ',

[—o.zz -0,60 -0,24
(0,27 ©0,27 ©0,42 ©0,22 O
0,38 -0,20 -0

0,92 o©

, para L = 9,9
3,91 4,4° 6,00 . i
3,81 4,3p 5,90 7,04 .
9,014 9,50 5,10 7,14 ©,06
0,95 1,53 9,04 5,08 7,00
0,11 0,68 2,19 4,23 6,15
0,58 2,090 4,13 6,05
1,51 9,55 5,47
2,04 9,96
1,92
paro t 1,2
1L = 3,9
-0,24 -0,25 -0,26 -0,22 . .
,22 0,33 O©0,40 . 1.
,20 -0,16 -0,17 -0,16 -0,23 .
,92 0,64 0,82 ©0,?3 O0,65|-0,11
. . . . . 0,97
-0,54 0,02 ©0,28 ©0,12| 0,90
-1,29 -0,57 -0,64| 0,67
-1,42 -1,26|-1,30]
1,01

CcContinua



87

£POCA 10
ESTATi{STICA :
1,210
T , para t = 4,40
0,10 0,90 2,96 9,80 9,91 4,49 6,00 . . e
0,80 2,866 39,70 38,81 4,39 5,90 7,94 . .
2,06 2,90 8,01 9,59 5,10 7,14 ©,06 .
0,84 0,95 1,53 89,04 5,08 7,00 7,49
0,11 0,068 2,19 4,23 6,15 ©,064
0,586 2,00 4,139 6,05 6,54
1,514 39,55 5,47 5,96
2,04 3,96 4,45
1,92 2,41
o, 49
1,10 .
W, , para i = 1,2 e L = 4,10
v
(—0,21 -0,60 -0,24 -0,24 -0,2%5 -0,26 -0,22 . . . ]
(0,27 ©0,27 0,42 0,22 0,22 0,33 O,40 . . .1 .
0,98 -0,20 -0,20 -0,16 -0,17 -0,16 -0,23 . .
0,92 0,92 0,64 0,82 ©O0,73 ©0,65 ©0,58|-0,13
. . . - - . 1,05
-0,514 0,02 ©0,28 0,12 o0,19| 0,96
-1,23 -0,57 -0,64 -0,58]| 0,56
-1,42 -1,26 -1,36|-1,45
1,016 0,56 0,22
0,50
DETECGAO : o = 10% (tabela Qui-gquadrado?
gt] 1| 2| s | «| 5| 6| 2| ] o | 10| | 1s
r|s,o4|5,99|7,61|9,49|11,1'az,a]14,1|15,5|16,9|1a,9 29,7

LOCALIZAGAXO: Oo0 = 2,5% => W = % 2, 24 (tab.dist.normal padrdo>
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A adaptag®Bo nos testes apresentados sob a forma
recursiva & feita retirando a influéncia do erro no valor da
estimativa do vetor estado e da mMVC, empregando
respectivamente as férmulas (3.41) e (3.43) obtém-se as

estimativas corrigidas.
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5 COMENTARIOS, CONCLUSZES E RECOMENDAGCZES.

5.1 Comentarios

Nesta pesquisa, apresenta—-se uma revis3o sobre Filtro
de Kalman, onde as equag®Bes foram derivadas a partir do MMG e
controle de qualidade, referente aos testes estatisticos
aplicados na técnica de filtragem recursiva com fins de
detectar, localizar observag¢gdes com variagdes n3o randdmicas e
em seguida a adapatagio, ou seja a retirada da observagdo com
erro ou de sua influéncia nos resul tados.

0O teste de detecg¢3io, tem um significado especial, 3ja
que examina simultaneamente a compatibilidade das observag¢®es
com o modelo funcional e estocastico. O teste de localizag3o
de observag3o com erro é feito através do residuo padronizado,
aplicando a técnica '"data snooping". E a adaptag3io é realizada
com objetivo de apresentar os resultados e sua 1interpretag¢do
livre da influéncia dos erros.

As conclus®es e recomendagBes referentes aos testes
estatisticos nZEo ser3o baseadas nos experimentos realizados,
onde focalizou-se a aten¢g3o na detec¢gfo, localizag3o dos erros
introduzidos nas médias das observa¢®es, e na adaptag3o, pois
0os mesmos objetivam mostrar o funciomento dos testes
apresentados. Vale lembrar ainda gue todos os testes
estatisticos s3o em fung¢Xo da seqitiéncia de inovagdo e gque oS

resultados servem para ajudar a tomar uma decisZXo.
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5.2 Conclus®es

O Filtro de Kalman, ¢é um método de estimagio n3Io
amplamente difundido nas Ciéncias Geodésicas. E um algoritmo
recursivo, pois nZFo h& necessidade de armazenar todas as
informa¢®es recebidas, ¢ muito empregado para processamento em
tempo real, e de fAcil programagZo.

Focalizando a atengZ@o nos algoritmos dos testes
estatisticos apresentados no trabalho, conclui-se que o teste
para processamento em tempo real, também conhecido como teste
local, & muito facilmente executado. Porém, geralmente devido
a falta de redundéncia local e ao fato da MVC dos residuos
preditos nZo apresentar diagonal dominante, isto ocorre gquando
os residuos s3o correlacionados, ¢ grande probabilidade de que
varios erros passem despercebidos, como p&dde-se verificar nos
testes realizados.

No teste estatistico global, apresentado na forma
recursiva pdde-se diagnosticar erros nZo detectados no teste
local, porém a propriedade de recursividade do filtro &
perdida e uma ag3o em tempo real nXo pode ser realizada quando
um erro ¢ detectado. Sua implementag3o deve ser considerada
especialmente nas situagBes onde a detectabilidade com os
testes em tempo real ¢é pobre. Como no caso do exemplo
apresentado, devido a falta de redund&ncia local e a MVC n3o
apresentar diagonal dominante.

Que além da pesquisa ¢é necessaAria a aplicagdo destes
testes em problemas de GPS, navegagXo, Fotogrametria, Geodésia

Fisica e demais Areas das Ciéncias Geodésicas.
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5.3 Recomendacgdes

Do exposto acima, tendo em vista o0s comentaArios e
conclus@es apresentados, recomenda-se utilizar o Filtro de
Kalman para os problemas de estima¢®o em tempo real, devido a
sua recursividade e facilidade de programag3o.

Referente aos testes estatisticos recomenda-se, desde
que seja permitido um retardo no processamento, empregar o
teste global nos problemas resolvidos com as equag®es do
Filtro de Kalman, com a finalidade de detectar e localizar as
observa¢®es com erro, se o teste 1local apresentar falta de
redundancia local e a diagonal da MVC dos residuos preditos
n2o for dominante.

Recomenda—-se também, o estudo da possibilidade de
implementar o controle de qualidade no modelo de predig3o,
pols um erro na predi¢io pode tornar os resultados invalidos e
comprometer o teste das observa¢®@es. E ainda que o teste
estatistico para processamento em tempo real, devido a sua
facilidade de programa¢fo, seja implementado nos pacotes que

envolvem o Filtro de Kalman.
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