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OBJETIVOS:

I Expor uma teoria de resolubilidade para problemas da
forma {

Lu = f (x , u,∇u) em Ω

u = ϕ na ∂Ω

I Substancial reunião de conteúdo relacionado ao tema
Equações Diferenciais Parciais Eĺıpticas.

I Um texto, em português, que possa servir de base teórica
para interessados neste assunto.
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Resumo do Trabalho:

I Noções Básicas

I Introdução às Distribuições.

I Destaque especial à Convolução e à Transformada de
Fourier.

I Hipoelipticidade e Solução Fundamental

I Destaque ao estudo do Laplaciano.
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I Introdução às Distribuições.
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I Existência de solução, u ∈ C 0
(
Ω

)
∩ C 2 (Ω) ,{

∆u = f em Ω

u = ϕ na ∂Ω,

I Existência de solução para problemas da forma{
Pu = f em Ω

u = ϕ na ∂Ω,

I Aqui,

Pu :=
n∑

i,k=1

aik (x) uxixk
+

n∑
i=1

ai (x) uxi + au,

a, f , aik = aki , ai são funções cont́ınuas em Ω.
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I Teoremas de Ponto Fixo de Leray-Schauder.

I Espaços de Sobolev

I Teoremas de Imersão.

I

W k,p (Ω)
c−→

{
Lq (Ω) para kp < n, q < np

n−kp

Cm
(
Ω

)
caso 0 ≤ m < k − n

p .
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∆u = f (x , u,∇u) (p > n) - Pohozaev

Existência de solução u ∈W 2,p (Ω){
∆u = f (x , u,∇u) em Ω

u = ϕ na ∂Ω,
(6.1)

I ϕ = ϕ̃|∂Ω, ϕ̃ ∈W 2,p (Ω);
ϕ ∈W 2− 1

p
,p (∂Ω) e ‖ϕ‖′ ≤ c0 ‖ϕ̃‖2,p .

I W 2,p (Ω)
c−→ C 1

(
Ω

)
.
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∆u = f (x , u,∇u) (p > n) - Pohozaev

Para a Estimativa A-priori:

F .1 f : Ω× IR × IRn −→ IR Carathéodory

F .2

|f (x , s, ξ)| ≤ b (x , s) (1 + |ξ|µ)

µ = 2− n
p

bl (.) = sup
|s|≤l

b (., s) ∈ Lp (Ω) ,∀l > 0.
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∆u = f (x , u,∇u) (p > n) - Pohozaev

Para a resolubilidade:

F .3

|f (x , s, η)− f (x , s, ξ)| ≤ b1 (x , s, η, ξ) |η − ξ|

b1l (.) = sup
|s|,|η|,|ξ|≤l

b1 (., s, η, ξ) ∈ Lp (Ω) ,∀l > 0.
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Teorema Pohozaev 1
M > 0

F .1, F .2

Então ∃ψ : IR3
+ −→ IR+; ∀u ∈W 2,p (Ω) sol. (6.1) com ‖u‖∞ ≤ M,

‖u‖2,p ≤ ψ
(
M, ‖bM‖p , ‖ϕ‖

′
)
.



∆u = f (x , u,∇u) (p > n) - Pohozaev

Esboço da Prova:

I u ∈W 2,p (Ω), sol. de (6.1) tal que ‖u‖∞ ≤ M.

I Escrevemos então

∆u − bM (x) u =
f (x , u,∇u)

1 + |∇u|µ
(1 + |∇u|µ)− bM (x) u,

e dáı, temos que u satisfaz{
∆u − bM (x) u = f1 (x) |∇u|µ + f0 (x) em Ω

u = ϕ na ∂Ω,

onde f1 (x) = f (x ,u(x),∇u(x))
1+|∇u(x)|µ e f0 (x) = f1 (x)− bM (x) u (x) .
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∆u = f (x , u,∇u) (p > n) - Pohozaev

I {
∆v − bM (x) v = f1 (x) |∇v |µ + tf0 (x) em Ω

v = tϕ na ∂Ω,
(6.5)

com t ∈ [0, 1].



∆u = f (x , u,∇u) (p > n) - Pohozaev

Lema 6.1.1

t ∈ [0, 1]{
∆v − bM (x) v = f1 (x) |∇v |µ + tf0 (x) em Ω

v = tϕ na ∂Ω

Então ∃ no máximo uma sol. W 2,p (Ω) .

Lema 6.1.2

‖v2 − v1‖∞ ≤ (t2 − t1) (1 + ‖u‖∞) .
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Então ∃ no máximo uma sol. W 2,p (Ω) .

Lema 6.1.2

‖v2 − v1‖∞ ≤ (t2 − t1) (1 + ‖u‖∞) .



∆u = f (x , u,∇u) (p > n) - Pohozaev

I

‖v2‖2,p ≤ 2µ+1c2 ‖f1‖p ‖∇v1‖µ∞+2c2

(
‖f0‖p + ‖ϕ‖′

)
+‖v1‖2,p

onde 0 < t2 − t1 ≤ h;

I h =
(
c2 ‖f1‖p

)−1/(µ−1)

(1 + M)−1 (2c1)
−µ/(µ−1)

I

‖vj‖2,p ≤ 2µ+1c2 ‖f1‖p ‖∇vj−1‖µ∞+2c2

(
‖f0‖p + ‖ϕ‖′

)
+‖vj−1‖2,p ,

desde que tj−1, tj ∈ [0, 1] e 0 < tj − tj−1 ≤ h

I ‖∇v‖∞ ≤ c3 ‖v‖2,p

Segue o resultado para t = 1.
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Teorema Pohozaev 2
F .1,F .2 e F .3.
ϕ ∈W 2− 1

p
,p (∂Ω) .

(ū, û) DSSO (6.1).

Então ∃ u ∈W 2,p (Ω) sol. (6.1) e

ū ≤ u ≤ û em Ω
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Definição 6.1.4 - Dupla Sub-Supersolução Ordenada para (6.1)

ū,û ∈W 2,p (Ω) DSSO para (6.1)

1) −∆û + f (x , û,∇û) ≥ 0, q.t.p (Ω) ,

2) −∆ū + f (x , ū,∇ū) ≤ 0, q.t.p (Ω),

3) ū ≤ û em Ω e ū ≤ ϕ ≤ û na ∂Ω.
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Definição 6.1.5 - Operador de Truncamento

(ū, û) DSSO (6.1)

T : W 2,p (Ω) −→W 2,p (Ω) ,

Tu (x) =


û (x) para u (x) > û (x)

u (x) se ū (x) ≤ u (x) ≤ û (x)

ū (x) caso u (x) < ū (x) ,

para toda u ∈W 2,p (Ω) .
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Lema 6.1.6

F0 : Ω× IR × IRn −→ IR Carathéodory .

sup
(s,ξ)∈IR×IRn

|F0 (., s, ξ)| ∈ Lp (Ω) .

Então {
∆u = F0 (x , u,∇u) em Ω

u = ϕ na ∂Ω,

Existe u ∈W 2,p (Ω), sol.
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{
∆u = f (x ,Tu,∇u) em Ω

u = ϕ na ∂Ω.
(6.9)

Lema 6.1.7

F .1, F .2 e F .3

ϕ ∈W 2− 1
p
,p (∂Ω) .

(ū, û) DSSO (6.1)

u ∈W 2,p (Ω) sol. (6.9)

Então ū (x) ≤ u (x) ≤ û (x) em Ω.
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{
∆u = f (x ,Tu,∇u) em Ω

u = ϕ na ∂Ω.
(6.9)

Lema 6.1.7

F .1, F .2 e F .3

ϕ ∈W 2− 1
p
,p (∂Ω) .

(ū, û) DSSO (6.1)

u ∈W 2,p (Ω) sol. (6.9)
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Esboço da Prova - Teorema Pohozaev 2:

I M = max

{
max
x∈Ω

û (x) ,−min
x∈Ω

ū (x)

}
.

M1 = c2ψ
(
M, ‖bM‖p , ‖ϕ‖

′
)
.

M2 =max {M1, ‖∇ū‖∞ , ‖∇û‖∞} .
Definimos F1 : Ω× IR × IRn −→ IR

F1 (x , s, ξ) =

{
f (x , s, ξ) para |ξ| ≤ M2

f
(
x , s, M2ξ

|ξ|

)
caso |ξ| > M2.

I F1 satisfaz F .1, F .2 e F .3
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I {
∆u = F1 (x ,Tu,∇u) em Ω

u = ϕ na ∂Ω,
(6.10)

I F̃1 : Ω× IR × IRn −→ IR,

F̃1 (x , s, ξ) =


F1 (x , û (x) , ξ) para s > û (x)

F1 (x , s, ξ) se ū (x) ≤ s ≤ û (x)

F1 (x , ū (x) , ξ) caso ū (x) < s.

I F̃1 satisfaz Lema 6.1.6 e

F̃1 (x , u (x) ,∇u (x)) = F1 (x ,Tu (x) ,∇u (x)) , ∀x ∈ Ω.
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I Lema 6.1.6, existe ũ ∈W 2,p (Ω) , sol. (6.10).

I ‖∇û‖∞ e ‖∇ū‖∞ ≤ M2, então (ū, û) é DSSO{
∆u = F1 (x , u,∇u) em Ω

u = ϕ na ∂Ω
(6.11)

I Lema 6.1.7 a (6.10), ū (x) ≤ ũ (x) ≤ û (x) , ∀x ∈ Ω, ou seja,
que Tũ = ũ.

I ‖ũ‖∞ ≤ M, ou seja, que F1 = f .

(6.11) = (6.1).
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Duas perguntas:

I µ > 2− n
p?

I n = 1, Ω = [0, 1]{
∆u = b (x) |∇u|µ em Ω

u (0) = 0 e u (1) = (1 + ε)γ − εγ ,

onde b (x) = γ1−µ (γ − 1) (x + ε)γ−2−µ(γ−1)
, 0 < γ < 1,

0 < ε < 1 e µ > 2− 1
p .

I F .3←→ |f (x , s, η)− f (x , s, ξ)| ≤ b1 (x , s, η, ξ) |η − ξ|λ ,
com 0 < λ < 1?
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Existência de solução, u ∈W 2,p (Ω),{
Lu = f (x , u,∇u) em Ω

u = 0 na ∂Ω,
(6.13)

I L := −
n∑

i ,j=1

∂

∂xi

(
aij (x)

∂

∂xj

)
+

n∑
i=1

bi (x)
∂

∂xi
,

com aij ∈W 1,∞ (Ω) , aij = aji , bi ∈W 1,∞
0 (Ω) e div (b) ≤ 0,

com b = (b1, ..., bn) .
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I Existe θ > 0 tal que

n∑
i ,j=1

aij (x) ξiξj ≥ θ |ξ|2 ,∀ξ ∈ IRn,∀x ∈ Ω.

I f Carathéodory e

|f (x , s, ξ)| ≤ g (x , s) + k |ξ|α .
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(H1) Para todo r > 0,

sup
|s|≤r
|g (., s)| ∈ Lp (Ω) ,

(H2) (a) Caso n = 2, então

1 < p < 2 e
2

p + 1
≤ α < 2.

(b) Se n ≥ 3, então

2n

n + 2
≤ p <

n

2
e

2

p + 1
≤ α < n

n − p

ou
n

2
≤ p < n e

2

p + 1
≤ α < 2.
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Definição 6.2.2 - Dupla Sub-Supersolução Ordenada para (6.13)

ū, û ∈W 2,p (Ω) ∩ L∞ (Ω) DSSO (6.13)

1) Lû − f (x , û,∇û) ≥ 0, q.t.p (Ω) ,

2) Lū − f (x , ū,∇ū) ≤ 0, q.t.p (Ω),

3) ū ≤ û em Ω e ū ≤ 0 ≤ û na ∂Ω.



Lu = f (x , u,∇u) (p ≤ n) - Delgado e Suárez

Definição - Operador de Truncamento

(ū, û) DSSO (6.13)

T : W 1,q0 (Ω) −→W 1,q0 (Ω) ∩ L∞ (Ω),

Tu (x) =


û (x) para u (x) > û (x)

u (x) se ū (x) ≤ u (x) ≤ û (x)

ū (x) caso u (x) < ū (x) ,

para toda u ∈W 1,q0 (Ω) .
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Teorema Delgado e Suárez

(H1) , (H2).
(ū, û) , DSSO (6.13).

Então existe u ∈W 2,p (Ω) ∩ L∞ (Ω) sol. (6.13) e ū ≤ u ≤ û.
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Esboço da Prova:

I ∀q ∈ [αp, p∗), (q0 fixo)

W 2,p (Ω)
c−→W 1,q (Ω) .

I Ū (x) = ū (x)− k̃ e Û (x) = û (x) + k̃, onde Ū ≤ −1 e Û ≥ 1.

I t ∈ [0, 1] ,{
Lu + (1− t) a (x) u = tf (x ,Tu,∇Tu) em Ω

u = 0 na ∂Ω,
(6.15)

onde a (x) = max
{
−LÛ (x) ,LŪ (x) , 1

}
.(

Ū, Û
)

DSSO (6.15) com Ū ≤ u ≤ Û.
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−LÛ (x) ,LŪ (x) , 1

}
.(

Ū, Û
)

DSSO (6.15) com Ū ≤ u ≤ Û.
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I S : [0, 1]×W 1,q0 (Ω) −→W 1,q0 (Ω) por S (t, u) = v ,{
Lv + (1− t) a (x) v = tf (x ,Tu,∇Tu) em Ω

v = 0 na ∂Ω.

I S é cont. e comp.

I u ∈W 1,q0 (Ω) tal que S (t, u) = u para algum t ∈ [0, 1] ;

‖u‖1,q0
≤ C .
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I S : [0, 1]×W 1,q0 (Ω) −→W 1,q0 (Ω) por S (t, u) = v ,{
Lv + (1− t) a (x) v = tf (x ,Tu,∇Tu) em Ω

v = 0 na ∂Ω.
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I Teorema de Ponto fixo de Leray-Schauder

I Existe ũ ∈W 1,q0 (Ω); S (1, ũ) = ũ.{
Lũ = f (x ,Tũ,∇Tũ) em Ω

ũ = 0 na ∂Ω.

I ũ ∈W 2,p (Ω) e que ū ≤ ũ ≤ û.

ũ é sol. de (6.13).
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I ũ ∈W 2,p (Ω) e que ū ≤ ũ ≤ û.
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I Teorema de Ponto fixo de Leray-Schauder
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Dinâmica Populacional:

I n = 3{
−∆u = n (x) + u (γ −m (x) u) + (b (x) .∇u)α em Ω

u = 0 na ∂Ω,

com γ ∈ IR e 2
3 ≤ α < 2 e m ∈ L2 (Ω) , n ∈ L∞ (Ω) ,

b ∈ (L∞ (Ω))3 , n ≥ 0 e m ≥ m0 > 0.

I (0,K ) é DSSO → Teorema Delgado Suárez 1
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I (0,K ) é DSSO → Teorema Delgado Suárez 1
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