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RESUMO

Este artigo trata das estruturas executadas em camadas sujeitas a a¢des de origem térmica em
cada etapa realizada. As camadas s@o langadas com espessuras relativamente pequenas e em
tempos pré-estabelecidos. Uma das grandes aplica¢des sdo as barragens de concreto compactadas
por rolo.

Como conseqiiéncia das reagdes quimicas processadas durante a cura do concreto ha uma
geracdo adiabatica de calor que, muitas vezes, pode produzir fissuras de origem térmica no corpo
da barragem. O calor produzido em uma camada € afetado pelo gerado nas camadas anteriores e
influenciara o das camadas posteriores.
A correta avaliagdo do campo de temperaturas € essencial para a determinagdo das tensdes de
origem térmica, com as quais sera possivel determinar, por exemplo, a distancia entre juntas de
dilatacdo. O problema é analisado pelo Método dos Elementos Finitos usando o software
comercial ANSYS.

O processo construtivo € tratado empregando-se uma técnica disponivel no programa
denominada de “birth and death”, que ativa ou desativa camadas conforme a etapa considerada.
Realiza-se analise térmica transiente, uma vez que a geragdo de calor € variavel no tempo. O
campo de tensdes € determinado em uma andlise subseqiiente, levando-se em consideragdo, em
cada etapa, a distribui¢do de temperaturas daquele momento.

Este trabalho procura investigar a influéncia do tipo de malha empregada, do tipo de elemento
adotado, das distor¢des inevitaveis do modelo de elementos finitos, e das condigdes de exposigédo
sugerindo-se alguns procedimentos a serem seguidos em analises tenso-térmicas de quaisquer

estruturas executadas em camadas. Alguns exemplos sdo apresentados para validar o estudo.

Palavras-Chave:Tensdes Térmicas, Estruturas em Camadas, Método dos Elementos Finitos



ABSTRACT

This article deals with structures built in layers and subjected to thermal actions in each stage of
the construction. The layers have small thickness and are placed at pre-established times. As an
example, it can be mentioned the rolled compacted concrete dams.

As a consequence of the chemical reactions that occur during the cure of the concrete, there is an
adiabatic heat generation that, many times, may cause fissures of thermal origin in a dam body.
The heat produced in one layer is affected by the heat generated in the previous layers, and it will
influence the heat of the subsequent layers.

The correct evaluation of the temperatures map is essential for the determination of the thermal
stresses, with which it will be possible to determine, for example, the distance between expansion
joints. The problem is analyzed by the finite element method using the Ansys commercial
software.

The building process is here taken into account making use of an available technique in the code
denominated “birth and dead”, that activates or disables layers according to the stage under
consideration. A transient thermal analysis is used, once the heat generation varies with the time.
The stresses field is determined in a second analysis, considering in this case, for each stage, the
temperatures distribution of that stage.

This work attempts to investigate the influence of the type of mesh, the type of element, the
inevitable distortions of the finite element model and the exposure conditions, including also
some suggestions to be followed for the stress-thermal analysis of any layered system. Some

examples are included to validate this study.

Key-words: Thermal Stress, Structures in Layers, Finite Element Method.
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1 INTRODUCAO

1.1 GENERALIDADES

A cada dia o desenvolvimento tecnoldgico se torna mais competitivo. Isto faz com que
as industrias, a construgdo civil e as empresas de modo geral se obriguem a elaborar melhor os
projetos de suas pegas, maquindrios, estruturas e edificagdes. O objetivo € aumentar a qualidade
dos produtos com maior seguranga minimizando os custos e material utilizado no processo
construtivo.

Deve-se considerar sempre em um projeto que todo corpo analisado, seja de qualquer
material, sofre variagdo geométrica devida a forgas externas, a temperatura ou outro fator
qualquer. Assim a Mecénica do Continuo deve ser utilizada para avaliar o comportamento dos
materiais sujeitos a diferentes condi¢Ges de contorno. |

Problemas devidos a transferéncia de calor entre um material ¢ o ambiente sdo
abordados com freqiiéncia. A importdncia se deve a necessidade de avaliar a integridade
estrutural afetada por tensdes de origem térmica.

As técnicas numéricas sdo variadas e o avango computacional facilita o surgimento de
novas formas de solugdo. O objetivo estd na obtengdo de melhores resultados para otimizar a
qualidade dos produtos industriais € melhorar a qualidade das obras civis.

Estudos em varias universidades e 6rgdos particulares jA conseguem prever quando e
qual a dimensfo dos problemas de origem térmica em diversos tipos estruturais. Aplicagdes
destes estudos podem ser encontradas nas industrias quando da fabricagéo de pecas, maquinarios,
autopegas, tubulagdes, estruturas automobilisticas, nas estruturas aeroespaciais, € nas estruturas
civis.

Muitas sdo as estruturas executadas por camadas na construgéo civil: como silos, caixas
de agua, barragens compactadas por rolo. Outras aplica¢des podem ser encontradas em industrias

que trabalham com processos de inje¢do ou fusdo de pegas.

1.2 REVISAO BIBLIOGRAFICA



1.2.1 Analise Térmica

A transferéncia de calor faz parte em todos os processos industriais e também nas mais
variadas estruturas. Todo corpo material passa a ser objeto de estudo a fim de se revelar onde sua
integridade pode ser afetada .

Em industrias de estruturas metalicas, € necessaria a determinagio da tensio resultante
da temperatura em alguns processos de soldagem que passam por aquecimento, fusdo e
solidificagdo. O calor pode ser originado a laser, solda elétrica, magarico ou irradia¢do de
elétrons. As propriedades do material metalico que dependem do calor transiente podem causar
expansdo e contragdo térmica provocando deformagéo plastica. Como resultado, da tensdo
residual, deformagdes sdo permanentemente produzidas nas estruturas. Altas tensdes residuais
podem provocar fratura e fadiga durante ou apds a soldagem [ZHU e CHAO (2002)].

Outra investigagdo importante € a transferéncia de calor interfacial no processo de
solidificagdo na moldagem de metais devido ao significado fisico dos seus coeficientes durante a
soldagem. A obtenc¢do destes coeficientes depende de inimeros de fatores como a espessura das
camadas, enchimentos isolantes, geometria das matrizes das pegas, a temperatura, a composi¢io
da mistura, a temperatura do molde. As propriedades do metal liquido durante a solidificagdo
podem ser alteradas para cada mudanga de volume ocasionando tensdes significativas nas pecas
metalicas [LEWIS e RANSING (2002)].

Outros exemplos da importdncia da transferéncia de calor podem ser vistos na
Engenharia Mecéanica com a utilizagdo de barras metilicas na forma de serpentina para
resfriamento de turbinas [TATSUMI et al. (2002)], nas aberturas enrugadas de canais de
transporte de fluido viscoso industrial [WANG e CHEN (2002)], no controle de fluxo de calor
em estruturas aeroespaciais [HORN et al. (1997)], na industria de transporte de oleodutos e gas
com tubulagdo enterrada [ PENTLAND et al. (2000)].

Nas grandes construgdes como em barragens, experiéncias mostram que a temperatura
induz a fissuras. Estudos envolvendo andlise de temperatura e suas conseqiiéncias neste tipo de
obra apresentam resultados que dependem de varios fatores desde o tipo de material utilizado,
modo de aplicagdo destes e a influéncia do meio ambiente como visto no trabalho de KRUGER
(2001). As mudangas diurnas de temperatura pela radiagdo solar e evaporagdo influencia

evolugdo da temperatura nas camadas de barragens com CCR (Concreto Compactado por Rolo).



1.2.2 Analise de tensdes

A deformag@o estrutural, devido a agdo de agentes externos e internos, determina as
tensdes que sdo condigdes para a verificagdo da estabilidade do corpo ou da estrutura. As tensdes
oriundas das variagdes térmicas devem ser examinadas em varios tipos estruturais. E preciso que
estas tensdes sejam estimadas preferencialmente antes da execugdo das estruturas para que
possam ser evitadas fissuras que coloquem em risco a vida ttil das estruturas.

Vérios sdo os métodos para calcular as tensdes. Algumas técnicas possuem mais
eficiéncia sobre outras sem contar com o meio computacional utilizado que varia conforme a
necessidade e tipo de projeto a ser analisado. PRATHAP ¢ NAGANARAYANA (1995), numa
aplicagdo computacional usaram o principio dos trabalhos virtuais e o teorema de Hu-Washuzu
para célculo de tensdes em barras simples.

ISHIKAWA (1991) afirma que a analise de tensdes térmicas de estruturas de concreto
tem duas fases: a andlise de transferéncia de calor e a anélise de tensdo térmica usando resultados
da transferéncia de calor.

Alguns estudos sobre a construgdo de estruturas de concreto indicam que o calor de
hidratagdo da massa de cimento resulta em um acréscimo em temperatura logo apds a colocagéo
do concreto. Para WANG e CHEN (2002), OZSAN e AKIN (2002), além das condi¢des
geoldgicas, o estado de tensdo de construgdes hidraulicas depende das propriedades mecénicas
das rochas. Nas encostas e nos leitos dos rios, as rochas tém diferentes propriedades e
deformagdes.

A fissuragdo devido aos efeitos térmicos é um dos problemas mais importantes durante a
fase de construgdo de barragens de concreto. Em conseqiiéncia da hidratagédo do cimento, ha um
gradiente térmico no corpo das barragens que pode comprometer a estabilidade [ARAUJO e
AWRUCH (1998), AZMI e PAULTRE (2002), ISHIKAWA (1991), BUDHU et. al (1994)].
Estudos tenso-térmicos também foram verificados na barragem de Cenza construida por

concreto compactado por rolo (CCR) [CALVO et. al (1995].
Muitos pacotes comerciais ANSYS, ABAQUS estio interessados na obtengéo da analise

térmica.



1.3 OBJETIVO E ORGANIZACAO DO TRABALHO

Este trabalho tem por objetivo propor uma sistematica para determinagio das tensGes
resultantes das temperaturas em estruturas executadas por camadas.

O método adotado foi o Método dos Elementos Finitos em regime transiente.
Inicialmente, determinam-se as temperaturas nas sucessivas camadas das estruturas. A andlise a
seguir leva em consideragéo os resultados das temperaturas para o calculo dos deslocamentos nas
camadas e assim chega-se a andlise de tensdes sofridas pela estrutura. O software adotado foi o
ANSYS® / Multiphysics (1994), verséo 5.3.

O estudo segue a seguinte estrutura:

No Capitulo 2 apresentam-se conceitos sobre transferéncia de calor com suas equagdes
constitutivas, convecg¢do e radiagéo.

No Capitulo 3 € feita uma revisdo sobre conceitos basicos de tensdo e deformagio.
Apresentam-se conceitos de tensdes principais, critérios de escoamento, equagdes de equilibrio.

No Capitulo 4 revisa-se o MEF. Descreve-se o método dos elementos finitos, a
representagdo de elementos finitos na transferéncia de calor, na deformacéo e tenséo, principio
dos trabalhos virtuais.

No Capitulo 5 apresentam-se a metodologia adotada e exemplos de aplicagdo do
método: viga simples bi-engastada, bloco simples e uma viga da Hidrelétrica de Serra Mesa.

O Capitulo 6 analisam-se os resultados e conclui-se o trabalho sugerindo futuros
desenvolvimentos.

O Capitulo 7 apresenta-se a bibliografia utilizada no trabalho.

1.4 LIMITACOES DO TRABALHO

Na realizagdo do trabalho algumas limitagdes foram observadas, tanto no que diz
respeito a realizagdo do programa quanto a utilizagdo do software:
e As estruturas consideradas ndo levam em conta o peso proprio.
e Os resultados de temperatura foram comparados com o trabalho de KRUGER

(2001).



Os resultados de tensdo foram comparados com a validagdo da viga-biengastada.
Nenhuma simulago considerou matérias variando com o tempo.

Naio foi considerada a variagdo do médulo de elasticidade.

Néo foi considerada a variagdo da deformagéo lenta.

Naéo foi considerado nenhum critério de resisténcia.

Para a realizagio limitou-se o uso da versdo 5.3 do ANSYS®/ MULTIPHYSICS
(1994) e o uso da linguagem prépria, APDL, Ansys Parametric Design

Language.



2 TRANSFERENCIA DE CALOR

No processo de execugdo de certas estruturas em camadas a transferéncia de calor é
relevante. Sendo assim uma breve revis@o do assunto facilitara o entendimento.

A energia € transferida por meio do trabalho e calor entre o sistema e o meio. Havendo
diferenga de temperatura entre um ou mais meios ocorre transferéncia de calor.

Os processos de transferéncia de calor podem ser condugdo, convecgdo e radiagio
térmica. A condugéo ocorre quando existe gradiente de temperatura em um meio estacionario,
s6lido ou fluido.

A convecgdo € devida a transferéncia de calor entre a superficie de um corpo e um
fluido em movimento com diferentes temperaturas.

J4 a radiagdo térmica ocorre com a superficie em temperatura finita emitindo ondas
eletromagnéticas. Na falta de um meio interveniente, havera pelo menos, transferéncia de calor
por radia¢do entre duas superficies em temperaturas diferentes [[INCROPERA e DEWITT (1990),
BEJAN (1984), BEJAN (1996), KRUGER (2001) ].

2.1 CONDUCAO

A condugdo segundo INCROPERA e DEWITT (1990), BEJAN (1996), OZISIK (1 979),
pode ser considerada como uma forma de transferéncia de energia entre particulas que contém
mais energia para as que tem menos.

A energia é devido aos movimentos aleatérios de translagdo de rotagdo e vibragdo das
moléculas. As temperaturas mais elevadas associam-se as energias mais altas, isto €, ha uma
maior colisdo entre as moléculas, diminuindo esse movimento para as regides mais frias.

Ocorrendo gradiente de temperatura entre pontos diferentes, ha transferéncia por
condugdo que ocorre na diregdo da diminuigdo da temperatura (da regido mais quente para a mais

fria).

2.1.1 Equacdes governantes



As equagdes que governam a condugdo de calor podem ser determinadas pelo Principio
de Conservagdo de Energia sobre o volume de um sélido infinitesimal que esta limitado por um
contorno conforme a figura 2.1 [INCROPERA e DEWITT (1990), BEJAN (1984) , BEJAN
(1996), KRUGER (2001) ].

E possivel escrever a variagio da taxa de calor no dominio £2 como sendo igual ao fluxo
de calor através do contorno /” de dominio £2 mais o calor interno gerado no dominio 2.

Considera-se um paralelepipedo infinitesimal com os lados dx, dy,dz paralelos aos

eixos cartesianos x,y, z conforme a fig. 2.1

qy+dy qz

FIGURA 2.1 - PARALELEPIPEDO INFINITESIMAL
A taxa de transferéncia de calor ¢ por unidade de area através das componentes

cartesianas pode ser definida como

q =iq.tjq, +kq. @.1)
q. =—k%T 22)
q, =—k%T (23)
q. =—k%§ 2.4)

sendo: 7 temperatura

k coeficiente de condutividade térmica



As taxas de condugio de calor ¢ analisadas num elemento infinitesimal s3o expressas

através dos fluxos de calor por unidade de area

] oT
q,=q.dydz=—k —dyd:z (2.5)
ox
" oT
q,=q,dxdz=—k —dxdz (2.6)
%
g, =q,dxdy=—k —aa—j—dxdy 2.7
O calor que € transmitido pela superficie para fora do elemento pode ser expresso por
. 0q or\) o oT
erde =Gy ——dx=|| -k — |+ —| =k — |dx |dyd: 2.8
Govar =G 7 K &]ax( ax)}yz 2.3)
. O
4 =3, &dy{[—k é7—"]+3(—k a—T)dy}dxdz 29
o &) y\
. 0g or 0 or
= tdz=||-k— |+—| -k — |dz |dxd 2.10
qz+dz qz aZ 74 I:( 82 ] az( aZ ) Zj| y ( )

A energia Q gerada internamente no elemento pode ser obtida como sendo
Qdxdy dz 2.11)

A taxa de variag@o de calor no elemento infinitesimal ao longo do tempo sera dada por
[pc%%} dxdydz (2.12)

sendo: p massa especifica do meio continuo

Pode-se obter o calor especifico ¢, capaz de aumentar a temperatura por unidade de
massa no meio continuo, a partir de

_du

c=— (2.13)
dt
sendo: u energia especifica interna do meio continuo

Pelo Principio de Conservagdo de Energia , o calor que entra no volume adicionada ao
calor gerado internamente subtraindo o calor que sai, sera igual a variag@o do calor no elemento

e definido por

or
(qx+qy + qz)+ Qdw’ydz-(qm+ qy.a +qz+dz)=p05 dxdydz (2.14)



Substituindo -se as equagdes (2.5), (2.10) em (2.14) tem-se

gy —2 dy -2 dz +Qdxdydz = pc— dxdyd 2.15
™ & A z+Q ydz=pe— y dz (2.15)

Em casos como o de um meio anisotropico a condugéo dependerd de k = k(x, ,2),

condutividade, resultando em

0
—(k ?z) +i k?—Z +£(k 6_T) +Q=pca—T (2.16)
ox\ ox) oy\ oy ) o0z\ oz Ot
Considerando a difusividade térmica a sendo
k ,
o= 2.17)
pc

€ possivel escrever a equagdo do fluxo de calor para materiais com condutividade k e

calor pc especifico constante como sendo

vere 210 (2.18)
k a ot
onde V’ é o operador laplaciano definido como
2 2 2
V2=62+62+a2 (2.19)
Ox oy 0z
No caso das propriedades térmicas constantes, a expressdo (2.18) fica
VT = Lo (2.20)
a ot

No caso particular das propriedades térmicas constantes e regime permanente, tal

expressdo toma a forma
WT+Q=0 (2.21)
k
Finalmente, em regime permanente sem geragdo de calor a expressdo (2.18) fica
ViT=0 (2.22)

E importante definir as condigdes de contorno, lineares ou néo lineares, em um dominio

0 limitado pela superficie /" =17, U I, onde I, ¢ a parcela do contorno com temperatura

prescritae I, € a parcela do contorno com séo os fluxos de calor prescritos.
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FIGURA 2.2 - DOMINIO COM CONDICOES DE CONTORNO
Nos problemas em regime permanente, a solugdo serd unica desde que sejam
especificadas as condi¢des de contorno apropriadas. As condi¢gdes de contorno iniciais deverdo
considerar uma distribui¢do de temperatura obrigatoriamente impostas no tempo zero em fung&o
das coordenadas x, y,z, isto €,
T (x, V,Z, t) =T, (x, V.2, t = 0) (2.23)
As condigdes de que impde temperatura prescrita sdo conhecidas como condi¢des de
contorno essencial ou de Dirichlet [ASSAN (1999)], isto &,
T (x, ¥z, t) =f (x, y,2,t) em (x, ¥z, t) el (2.24)
sendo: f. fungdo conhecida
(x, ¥,z) coordenadas

t tempo

Para um contorno qualquer, num ponto cuja normal € 7 , o fluxo de calor por unidade de

area, usando a lei de Fourier pode ser determinada por

@ =k =g +q, 225)
onde ¢, 'qc _ h, (Te B ]'w)rconvectivo (expresso pela Lei de Convecgdo de Newton)

g.=h (1, -T) em(x,y,2)eT, (2.26)
e q, a quantidade de calor por radiagéo solar ¢ dada por

q.,=ceT* —aH, (2.27)
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sendo: H, radiagdo solar direta

Num dominio com dois ou mais materiais € aplicada a condi¢fio de contorno continua
para temperatura e de equilibrio do fluxo de calor na interface dos materiais (2.28 e 2.29) para

que a solugdo seja Unica, tal como ilustrado na figura 2.3. Este conceito serd utilizado pelo
ANSYS.

02=0 00,

A 4

FIGURA 2.3 - INTERFACE ENTRE DOIS MATERIAIS

As condigdes de contorno na interface I', dos materiais Q, e Q,, podem ser escritas

como
T(x, y,z,1) =T, (x, y,z,t) em (x,y,z)eT (2.28)
(k —a—z—J = (k —agj em (x, y,z,) el (2.29)
on ), on ),
2.2 CONVECCAO

Convecgdo € o transporte de energia com a agdo da condugéo de calor, armazenamento
da energia e movimento de massa. O modo de transferéncia compreende dois mecanismos:
movimento molecular aleatério € movimento de massa do fluido.

A transferéncia de calor que mais interessa € a que ocorre entre um fluido em movimento
e uma superficie limitante com as temperaturas diferentes. Pode ser classificada de acordo com a

natureza do escoamento. Sera forg¢ada quando o escoamento for provocado por meios externos e
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livie quando for provocada pelas forgas de empuxo originadas das diferengas de densidade
devido a variagdes de temperatura no fluido [INCROPERA e DEWITT (1990), BEJAN (1984),
BEJAN (1996), KRUGER (2001) ].

Independente da natureza do processo de transferéncia de calor por convecgao, a equagio

do fluxo de calor é dada por

q =h(T, -T,) (2.30)
onde: ¢ € o fluxo de calor convectivo ,por exemplo, em W/m’

h ¢€ o coeficiente de transferéncia convectiva de calor

T, temperatura na superficie

T, temperatura do fluido

2.3 RADIACAO

A radiagdo ndo sera utilizada neste trabalho, porém é importante conhecer certos
conceitos. Radiagdo € o calor que se transmite a distdncia de um corpo de temperatura elevada
para outro de temperatura mais baixa sem contato direto ou indireta. A energia que se transmite
pelo corpo negro com temperatura maior que o zero absoluto dado por diferentes [[INCROPERA
e DEWITT (1990), BEJAN (1984) , BEJAN (1996), KRUGER (2001) ]

4, =64 T* 2.31)
sendo: ¢ constante de Stefan-Boltzmann 5,67051x 10°* W /(m*.K*)
T temperatura
Os corpos reais emitem radiagdo inferior a dos corpos negros e o calor transferido por
radiagdo de 7, para o corpo negro que esteja em 7, sera
q, =c4e(rt -T) (2.32)
sendo: 4, area da superficie
&, emissividade da superficie
T, temperatura do corpo 1

7, temperatura do corpo 2



13

3 TENSOES E DEFORMACOES

Na anélise de um so6lido submetido a a¢des externas, consideram-se os estados de tensdo
e deformagdo em seu interior. Para esta avaliagdo, sdo admitidas as hipdteses basicas de
continuidade dos meios.

Para a determinagéo das equagdes diferenciais de uma estrutura devidamente carregada,
consideram-se as equagdes de equilibrio entre forgas e tensdes, as equa¢des de compatibilidade
entre deformagdes e deslocamentos e as equagdes constitutivas que relacionam tensdes e
deformagdes, além de se impor as condi¢des de contorno adequadas ao problema.

Assim, é de grande utilidade rever conceitos basicos de tensdes e deformagdes

facilitando o entendimento das analises desenvolvidas neste trabalho.
3.1 TENSOES

3.1.1 Definicoes

Para conceituar tensdo, pode-se analisar através do corte em um sélido. Para avaliar
suas forcas internas, considera-se uma das partes como mostra a fig. 3.1, onde a parte do corte

retirada € substituida por forgas internas.

Na superficie AS do plano de corte do sélido em tomo do ponto P, pode-se reduzir a

acdo de um dos lados do s6lido sobre o outro a u sistema equivalente de uma forga distribuida
definida por AF (fig. 3.1) tendo como componentes AF, ,AF, e AF, e um vetor binario AM

dados por [ HECKE (1984), MALVERN (1969), BRANCO (1985), LAI (1993)]

G = Lim2E 3.1)
AS> AS

Lim2™ _g 3.2)

AS> AS

sendo # normal ao plano de corte

o, vetor tensao

n

E forga exterior
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FIGURA 3.1 - VETOR TENSAO

Toma-se em torno do ponto P, um paralelepipedo infinitesimal com faces paralelas
aos planos coordenados, com lados quaisquer conforme mostra a (fig 3.2). Usa-se a seguinte
notagdo: as faces positivas possuem a normal exterior coincidente com o sentido dos eixos.

A agdo da parte removida pode ser reduzida a vetores tensdo em cada face. Assim &, €
o vetor tensdo que age na face positiva que tem como versor normal #_, enquanto que G, €

0,, agem na face positiva contendo como normais 7, € 7, .

n

z

Qi

>
\

X
FIGURA 3.2 —- TENSOES NAS FACES POSITIVAS

Decompondo-se os vetorers de tensdo em componentes cartesianas (fig.3.3), tem-se
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G, =00 + 1] + 1.k (3.3)
G, =1, +0,] + 1,k (3.4)
G, =1, +1,] + o0,k (.5)

Identifica-se trés tensdes normais e seis tensdes tangenciais. Nas tensdes o , 0 primeiro

indice i indica a face onde a tensdo atua e o segundo indice j, a sua diregdo (fig 3.3).

A Oz

X

FIGURA 3.3 - ESTADO DE TENSAO NO PONTO P EM COMPONENTES CARTESIANAS

Em componentes cartesianas, conforme fig. 3.3, verifica-se que o estado de tensdo

podera ser representado em forma matricial como

Op Ty Ty
[0'] =7, 0, T, (3.6)
T, T, O,

3.1.2 Equacdes de equilibrio

Para determinar as tensdes distribuidas em sélidos € considerado o equilibrio estatico

em todos os pontos do s6lido, ou seja, € satisfeita a condi¢éo de equilibrio em todos os elementos

diferenciais [HECKE (1984)].
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Y F=0 Y F,=0 Y F,=0 3.7
dM,=0 Y M,=0 dM,=0 (3.8)

Sendo um elemento infinitesimal de um corpo com forgas externas atuantes X, Y, Z

por unidade de volume nas dire¢des x, y, z demonstrado na fig. 3.4

Z T A VO'ZZ
VsV d
R e
L] 7 >
5 Ty

//_ ——mm———
X /G 7,

K = ¥x

FIGURA 3.4 - TENSOES ATUANTES NUM ELEMENTO INFINITESIMAL

Considerando o equilibrio de forgas no elemento nas dire¢des x, y, z dado por

oo, 0T, or,,
dedydz +——dxdydz +—=dxdydz + X dxdydz =0 (3.9)
Ox oy oz
or,, oo aryz
— Y edydz +—2dxdydz + dedydz + Y dxdydz =0 (3.10)
Ox Oy Oz
ot or oo
—Eddydz +—dxdydz + ”dxaﬁzdz+2dxcb/dz =0 (3.11)
Ox oy Oz
Simplificando-se e rearranjando-se as equagdes (3.9) a (3.11) chega-se a
0
0o, N T, +6sz + X =0 (3.12)

Ox Oy 0z

+—2 +—= +7Y=0 (3.13)

x 9% 00, ., (3.14)

Estas equagdes mostram que as variagdes das componentes de tensdo quando submetidas

a forgas ndo sdo mutuamente independentes.
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Sabendo que a tensdo considerando variagdo de temperatura o, tem a forma
0y =De—Deg, (vercapitulo 4) o equilibrio de forgas no elemento nas diregdes x, y, z terd a

forma agora como segue

oo ort,, ot
=dxdydz +—dxdydz +—=dxdydz + Xdxdydz =0 (3.15)
Ox oy 0z
ot,, oo ot,,
dxdydz +—2-dxdydz + dxdydz + Y dxdydz =0 (3.16)
Ox oy oz
ot or,, oo
—=dxdydz +——dxdydz +—==dxdydz + Zdxdydz =0 3.17)
Ox oy oz

Simplificando as equagdes (3.14) a (3.16) obtém-se

oo ot
o 9% 0Ta |y (3.18)
ox Oy Oz
0 oo 0
Ty T T Ly (3.19)
ox Oy 0z
0 oo
Otx 9% 9% | 7.9 (3.20)
Ox Oy 0z

Aplicando-se a equagdo (3.8), de maneira similar a0 procedimento utilizado para o

equilibrio de tensdes na equagdo (3.7) e considerando-se que sdo infinitesimais dx,dy e dz

chega-se a
Ty =T, (3.21)
Ty =Ty (3.22)
T, =T, (3.23)

mostrando que as tensdes tangenciais sdo simétricas. Assim o estado de tensdo em P ¢ definido
por seis componentes de tensdo independentes
o, ,0, T, =T, T, =T, ,T, =T (3.24)

O-xx’yy'zz’xy yx Yxz T Ptz o byz zy

Uma forma eficiente da representagdo da tensio [0'] ¢ na forma vetorial

{ol=lon o, o. 7. 7. 7,f (3.25)
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3.1.3 Vetor de tensio em plano qualquer

A tensdo em um plano qualquer de um ponto P em um sdlido, cuja normal 7 ¢é
exterior € 0 vetor de tensdo & esta representada na (fig. 3.5) [HECKE (1984), MALVERN
(1969), LAI (1993)]

FIGURA 3.5 — VETOR DE TENSAO EM UM PLANO QUALQUER

O vetor normal » ao plano 1,2,3, dado por

S

=nd + n,j + nk (3.26)
tem componentes denominadas cossenos diretores definidas por
n, =cos(i,n) n, =cos(j 1) n, = cos(k, i1) (3.27)

Seja dS aérea da face normal a 7 . Para as expressdes das areas nas outras faces deve-se

considerar v
dS. =n_dS (3.28)
ds, =n,dS (3.29)
dS, =n,dS (3.30)

O vetor de tensdo &,, neste plano, pode ser decomposto em relagdo ao sistema

cartesiano em

G, =Gl +6,] +6,k (3.31)

n
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Estando em equilibrio e conhecidas &,, G, , 6, atuando nas faces paralelas aos eixos

coordenados x, y, z chega-se a
O =0 N, +7,n, +7, 1,
Cp =T,h, +o,n +7,n, (3.32)

C,.,=7T,n, +szny +0,,n,

Considerando que as tensdes o, , 0,, ,0,, podem ser obtidas

o, =0, N,

o, =0,n, (3.33)
O-nz =O-n nZ

Fazendo a igualdade entre as expressdes (3.32) e (3.33) o resultado sera

Ouh, +Tyn, +7,.n,=0,n,

TN, +0,n, +7, n =0,n, (3.34)
T.n +7,n +to, n =o,n,

O sistema de equagdes fica assim determinado

(Cn-0)n, +7,n, +7,n, =0

t.n +(o,-o,)n, +r,n =0 (3.39)
T, n, +T,n, +(o,—-0o,)n, =0

O sistema de equagdes para ter solugdo deve ser

o, —0, Ty T,
O c, -0, 7, |=0 (3.36)
T, T, c,—0,

Para determinagdo do valor das tensdes principais resolve-se a equagdo caracteristica
3 2
o, —-lo, + Lo, -1, =0 (3.37)
onde os valores [,,I,,I; sdo designados invariantes pois assumem o0s mesmos valores

independentemente do sistema de eixos adotado

l, =0, +0,+0, (3.38)
o T o T (e T

12 _ pu% yz + xx xz + x xy (3.39)
T, O, T, O, Ty O
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xx xy xz
L=z, o, 7, (3.40)
T Z'xy 2

As trés raizes da equagfio (3.22) dardo origem aos valores das trés tensdes principais

0,,0,, € 0,.Da equagdo 3.22 tem-se os invariantes

l, =0, +0,+0, 341
I, =0,0, + 0,0,+0,0, (3.42)
I, =0, o, o, (3.43)

As tensdes principais caracterizam o estado de tensdes em um ponto. Em um estado
bidimensional de tensdes, estas tensdes sdo chamadas de o,,0, € podem ser obtidas

(TIMOSHENKO (1970))

2
o.+to o.—0
0'1=0'm=( = ”)+ 2 47 (3.44)
2 2 »
(axx+o) c,— O ’
0,=0,, = 5 »7 5 2| +7° (3.45)

3.1.4 Critérios de escoamento

Nas andlises de tensdes, deseja-se saber se o estado de tensdes pode ou ndo levar o
material a atingir alguma condig¢do limite. Uma destas condigdes € a plastificagdo que pode ser
considerada por alguns dos seguintes critérios: Critério de Mises ou Critério de Maxima Energia
de Distor¢do e Critério de Tresca ou da Maxima Tensdo de Cisalhamento s6lido [MALVERN
(1969), BRANCO (1985), LAI(1993), HECKE (1984)].

3.1.4.1Critério de Mises ou Critério de Maxima Energia de Distor¢io
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Este critério segue a determinagdo da energia de distor¢do, ou seja, relacionada a

mudangas na forma do material. Interessa a tenso equivalente dada por

1
0w =tlor v o)

FIGURA 3.6 - ELIPSE DE MISES

O material permanece ao regime elastico quando
o, <Oy

sendo: o, tensdo de escoamento do material

(3.46)

(3.47)

Verifica-se a representagéo na fig.3.6, onde o ponto de coordenadas o,, o, representa o

estado de tensdes no corpo. A regido interna a elipse de Mises indica que o ponto do corpo

encontra-se no regime elastico. O contorno indica plastificag@o e a regido externa € inacessivel.

3.1.4.2Critério de Tresca ou da Maxima Tensao de Cisalhamento

Neste critério considera-se a hipdotese do escoamento dos materiais ducteis ser causado

por deslizamento do material ao longo de superficies obliquas. Este deslizamento devido

principalmente a tensdes cisalhantes. Assim as tensoes sdo pertencem ao regime elastico quando
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0,0,)0 - }all <o, e |0'2, <oy (3.48)
0,0, (0 - ]0'1—0'2‘ (oy (3.49)

Graficamente a representacéo deste critério aparece na figura 3.7 A regifio interna indica

o regime elastico. O contorno indica plastificagdo e a regido externa ¢ inacessivel

FIGURA 3.7 - HEXAGONO DE TRESCA

3.2 DEFORMACAO

3.2.1 Defini¢oes

Analisando um ponto M inicialmente em x, y,z que passa a ser M de coordenadas

x, ¥,z .Sendo o vetor [HECKE (1984)]

d=(c —x)i+ (= y)f+ (-2 =u, 7+ u,j+ uk (3.50)
¢ denominado de vetor deslocamento da particula e u, v,w sfo as proje¢des nos eixos X

coordenados.



23

POSICAO INICIAL<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>