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Resumo

Neste trabalho, analisamos o movimento de uma particula no campo de Schwarzschild
como uma aproximagao do movimento planetirio no Sistema Solar. Através de uma ge-
neralizacdo da solugdo de Bergmann para a equacao diferencial da érbita, obtivemos nao
somente a precessdao do periélio, como também outras correcoes relativisticas. Dentre estas,
destacamos o periodo orbital, que tem sido considerado como um possivel novo teste da
Teoria da Relatividade Geral. Uma integragdao numérica das equagoes de movimento, usando
o método de Runge-Kutta—Nystron de quarta ordem, confirmou nossas previsdes para a
orbita do planeta Mercirio, onde os efeitos relativisticos sdo mais acentuados. Estudamos
também o movimento de particulas em certos modelos da gravitagdo no espago—tempo plano,

tendo em vista que todas as interacdes ndo—gravitacionais sao tratadas nesse contexto.
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Abstract

In this work we analyse the motion of a particle submited to the Schwarzschild field
as an approximation of the planetary motion in the Solar System. With a generalization
of Bergmann’s solution for the orbital equation, we obtain the perihelion precession and
other relativistic corrections. Among these, we enphasize the orbital period, which has been
considered as a possible new test of the General Relativity Theory. A numerical integration
of the equations of motion, using the forth order Runge-Kutta—Nystron method, confirms
our predictions for the Mercury orbit, where the relativistic effects are more evident. We also
analyse the motion of particles according to some models of gravitation in a flat space-time
background, keeping in mind that all non-gravitational interactions are described within

this framework.
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It is true that one of the most powerful shifts in attitude
in science came about with the methodology of Galileo and
Newton; form a mathematical theory from which predic-
tions can be made and test these predictions against ob-
servation. Do not ask what it is that constitutes the subs-
tance of things, nor why things behave as they do. Just

Capitulo 1 ask how they behave and try to form an elegant mathe-

matical structure that mimics that behavior as closely as
possible. (R. Penrose [1])

Introducao

Por muito tempo, a lei da gravitacdo de Newton despertou o interesse dos fisicos pela sua
simplicidade e generalidade. A explicacdo do movimento da Lua e das érbitas planetérias
através de uma lei de for¢a do inverso do quadrado da distancia foi um fato extraordinario.
Transcorreram quase dois séculos apds a publicagdo do “Principia” para que se observasse
algum efeito gravitacional que nao pudesse ser explicado pela teoria de Newton. Constatou—
se, em 1859, que o ponto de méxima aproximacao do planeta Mercurio, seu periélio, se
deslocava a uma taxa superior aquela prevista com a lei da gravitacao de Newton.

Logo, a questdo do movimento andémalo do periélio de Mercurio ja intrigava os astronomos
desde meados do século XIX. De acordo com as medidas atualmente aceitas [2], a pre-
cessao total observada é de 5599.74 + 0.41"/sec (segundos de arco por século), sendo que
deste total cerca de 5025.65 £ 0.50 pode ser explicada em termos da precessao geral dos
equindcios e aproximadamente 531.53 + 0.79 pode ser considerada como efeito das per-
turbagdes planetérias sobre Merciirio. Restam, portanto, 42.56 + 0.94” /sec que ndo podem
ser explicados com os corpos celestes conhecidos.

Em junho de 1846, Le Verrier mostrou que irregularidades semelhantes a essa na érbita
de Urano poderiam ser explicadas pela existéncia de um planeta desconhecido. Em setembro
do mesmo ano, o astrénomo Galle descobriu Netuno na posigao prevista por Le Verrier! [3].

Foi um grande triunfo da teoria da gravitacao de Newton. Em 1859, Le Verrier constatou

1Célculos da posicao de Netuno ja haviam sido efetuados por Adams, da Universidade de Cambridge, em
setembro de 1845. Mas os astronomos ingleses ndo tiveram sucesso na observagao do planeta.



1. Introducao 2

que seus calculos das perturbagbes planetarias nao estavam em acordo com o movimento
observado do periélio de Merciirio. Concluiu imediatamente que deveria haver um corpo
desconhecido (ou vérios), interior a érbita de Mercirio, que estivesse provocando uma per-
turbagao gravitacional adicional. Entretanto, apesar dos intensos esforgos, o assim chamado
planeta Vulcano nunca foi observado. A procura por tal planeta foi interrompida em 1915
com a publicagao de Einstein da sua Teoria da Relatividade Geral (RG) [4]. Um dos motivos
dessa teoria ter sido amplamente aceita foi a explicacao da precessao anémala de Mercirio
sem a adigdo de mais corpos celestes ao Sistema Solar. Tal efeito foi, a principio, a tnica
vantagem da teoria de Einstein sobre a de Newton [5].

Em 1960, Schiff [6] mostrou que os outros dois efeitos previstos por Einstein, o “desloca-

mento para o vermelho”?

e a “deflexdo gravitacional da luz”?, podem ser explicados usando-
se o principio da equivaléncia * dentro do contexto da Teoria da Relatividade Especial (RE).
Portanto, esses efeitos ndao podem ser usados unicamente como testes da Teoria Geral. De
acordo com Schiff, “Como os dois primeiros dos trés testes cruciais podem ser derivados
do principio da equivaléncia e da relatividade especial, sem referéncia a equacao geodésica
ou as equacoes de campo da relatividade geral, advém que somente a precessdo da drbita
realmente proporciona um teste da relatividade geral.” 5 Ainda, de acordo com Will [8],
o deslocamento das linhas espectrais para o vermelho é apenas um teste do principio da
equivaléncia, nao podendo distinguir entre a RG e outras teorias métricas da gravitacao.

Além dos trés efeitos propostos por Einstein como testes de sua teoria, surgiram outros.

Um deles é o atraso gravitacional no eco de sinais de radar sugerido por Shapiro em 1964

2Do inglés red shift: deslocamento para o vermelho — a freqiiéncia de emissio caracteristica de um dado
processo fisico, na superficie do Sol, quando observada na Terra, é menor do que a freqiiéncia emitida pelo
mesmo processo na Terra, veja se¢ao 2.4.1.

3Do inglés gravitational light bending: deflexdo gravitacional da luz — fenémeno de deflexdo gravitacional
de raios luminosos ao passarem préximos a corpos massivos, veja segao 2.4.2.

40 Principio da Equivaléncia consiste de duas partes [7]: 1) Principio da equivaléncia forte - em todos
os laboratdrios em queda livre os resultados de algum experimento local sdo os mesmos, independente do
campo gravitacional ao qual o laboratério estd sujeito. 2) Principio da equivaléncia fraca - em um campo
gravitacional qualquer todas as particulas teste caem com a mesma aceleragao.

STradugao livre de Since the first two of the three “crucial tests” can be derived from the equivalence
principle and special relativity without reference to the geodesic equation or the field equations of general
relativity, it follows that only the orbit precession really provides a test of general relativity.
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[8]. A partir de 1974, quando Hulse e Taylor descobriram o sistema pulsar bindrio PSR
1913416, abriu-se a possibilidade de testar a RG em situages de campo gravitacional mais
forte do que aquele acessivel no Sistema Solar [9]. O movimento da maioria dos sistemas
binarios descobertos desde entdao parecem corroborar as previsdes da RG, embora as érbitas
dos sistemas bindrios (ndo pulsares) DI Herculis e AS Camelopardis apresentem precessdes
menores do que o previsto [10]. Mas no campo gravitacional do Sistema Solar, a previsao
feita por Einstein de uma precessao nas érbitas era o unico efeito relativistico no movimento
planetario relatado até 1993. Nesse ano, um novo teste da RG foi proposto por Preston e
Weber [11]. Os autores concluiram que o periodo orbital previsto com a RG é diferente do
previsto newtonianamente. Entretanto, constatamos que esse célculo apresenta problemas
que invalidam completamente o resultado obtido pelos autores. Nosso principal objetivo foi,
entao, fazer uma previsao mais aprimorada para esse efeito.

No Capitulo 2, descrevemos o tratamento da gravitacdo no contexto da Relatividade
Geral. No Capitulo 3, analisamos o problema do movimento planetério dentro desse contexto.
Obtivemos uma solugdo aproximada da equacdo diferencial da érbita (que nos dé a relagdo
entre as coordenadas radial e angular), apresentada no Apéndice C. Através dessa solugdo,
fomos capazes de fazer uma nova previsao para o periodo da Orbita, incluindo corregoes
relativisticas a terceira lei de Kepler[12]. Analisamos ainda outros efeitos relativisticos no
movimento planetario, nao considerados até entdao. Tais efeitos também poderao servir como
novos testes para teorias de gravitagao. De modo a corroborar as nossas previsoes analiticas,
fizemos uma integracdo numérica das equagoes de movimento expressas em coordenadas
cartesianas.

A demonstracdo de Schiff de que a deflexdo gravitacional da luz e o desvio para o vermelho
podem ser explicados com a Relatividade Especial e o principio da equivaléncia [6], bem como
o fato de todas as interagbes ndo-gravitacionais serem tratadas nesse contexto, motivou
varias tentativas de se descrever também o movimento planetario fora do formalismo de
espago—tempos curvos [13-25]. Em particular, os modelos propostos por Bagge [13] em 1981,

por Rood em 1984 [14] e por Phipps Jr. em 1986 [15] explicam completamente, segundo os
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autores, a precessdao anomala da érbita de Mercirio. Os efeitos relativisticos no movimento
planetario discutidos no Capitulo 3 no ambito da RG sao confrontados com aqueles obtidos
no contexto desses modelos no Capitulo 4. Finalmente, no Capitulo 5, apresentamos as

conclusdes deste trabalho.




I was sitting on a chair in my patent office in Bern. Sud-
denly a thought struck me: If a man falls freely, he would
not feel his height. I was taken aback. (A. Einstein[26])

Capitulo 2

A Gravitacao segundo a Relatividade
Geral

2.1 Conceitos Basicos sobre a Relatividade Geral

A Teoria da Relatividade Geral de Einstein (RG) [27-30] estd baseada no que ficou

conhecido como “Principio da Equivaléncia”?.

Esse principio repousa na igualdade entre
massa inercial e massa gravitacional, ou seja, na constatacdo de que diferentes corpos, su-
jeitos as mesmas condi¢Oes iniciais, seguem a mesma trajetoria, independentemente de suas
massas. Tal principio levou Einstein a conjecturar que, em um “elevador em queda livre”,
nenhum efeito do campo gravitacional pode ser detectado. Isso implica que todas as leis da
Fisica, incluindo a Relatividade Especial (RE), que sdo vélidas em referenciais inerciais na
auséncia de gravitagdo, sao também validas em um elevador em queda livre. Nesse sistema
de referéncia especial, que foi chamado de “referencial inercial local”, as coordenadas de uma
particula serdo especificadas por £* (notagdo de Weinberg[27]%). Se tal particula esta livre

da acdo de forgas, exceto da forca gravitacional (que ndo é sentida no referencial inercial

local), de acordo com a RE
d2¢
dr?
1Nesse Capitulo, fazemos uma exposi¢ao introdutéria da Relatividade Geral. Um leitor familiarizado com

a Teoria de Einstein da Gravitagdo pode omiti-lo, com exce¢do da Secdo 2.3, onde é descrita uma abordagem
Lagrangiana ao movimento de uma particula no campo (inspirada em uma teoria alternativa da Gravitagao

[16]).

2Aqui p =0,1,2,3; onde £° denota a coordenada temporal e as demais as coordenadas cartesianas.

0, (2.1)
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onde d7 € o elemento de tempo préprio dado por ds/c, sendo ds o intervalo espaco-temporal
da particula

ds® = —ngpd€de? | (2.2)

onde 7, € o tensor métrico de Minkowski, que em coordenadas cartesianas pode ser escrito

como
~100 0
0 100
TE=1 0 010 (2:3)
0 00 1

A Eq.(2.1) expressa a equacdo de movimento para uma particula livre no “referencial
inercial local”. As coordenadas dessa particula, medidas em um referencial de laboratério,
em repouso em relacdo ao campo gravitacional [27], serdo especificadas por z*. Podemos
encontrar as equagoes de movimento da particula no referencial do laboratério, se soubermos
como conectar as observagoes efetuadas nesse referencial com aquelas efetuadas no referencial

inercial local. Assim, fazendo uma transformagio de coordenadas,

d (0" dz")
dr <8x” dr ) =0 (24)

ou ainda, na forma mais conhecida

d?z* u dx? dx°

dr? + Lo dr dr

=0. (2.5)

O termo I'% conhecido como “conexio afim” (também chamado de simbolo de Christoffel)

é dado por
m 26N
w0 8 (2.6)
PeOEN 0zPOxe
ou, em termos do tensor métrico
o€ 0P
Guw =N 252 (2.7)
1 9gor | 0gpr  0go
ho= —gM L 2.8
For = 39 { 927 T D20 92> (2:8)

O tensor métrico g,, nos dd a relagdo entre as coordenadas medidas no referencial inercial

local (£#) e as coordenadas medidas no referencial do observador (z*). Sabendo essa relacdo,
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£#(x”), as equagdes de movimento para uma particula no campo ficam completamente de-
terminadas pela Eq.(2.5). As componentes do tensor métrico, de certa forma, podem ser
interpretadas como sendo os potenciais do campo gravitacional. O problema do movimento
entao se limita a encontrar o campo gravitacional (g,,) gerado por uma dada fonte. Em
outras palavras, é necessario sabermos como uma dada “distribuicao de matéria” afeta o
espago—tempo.

Fazendo uma analogia com a Mecanica Newtoniana, o movimento de uma particula num

dado campo gravitacional ¢ é descrito pela equacio

d’zt 9
dt2 ozt

0, (2.9)

que é a equivalente newtoniana da Eq.(2.5). O potencial ¢, gerado por uma dada distribuicdo

de matéria, é entao determinado pela equagao de campo
V2¢(7) = 4nGp(7) , (2.10)

onde (G é a constante de Gravitagdo Universal e p(r) é a densidade de massa no ponto 7. No

espago vazio, ou seja, onde nao ha matéria,
Vi =0. (2.11)

Para uma fonte estética e esfericamente simétrica, a solucio da Eq.(2.10) fora da matéria é

o(r) =~ (2.12)

r

onde M é a massa total da fonte.
Voltando ao problema relativistico, estamos interessados em conhecer os potenciais g, .
Na teoria de Einstein, a conexdo entre o campo gravitacional e uma dada distribui¢ao de

massa é obtida através da seguinte equacio de campo tensorial [27]

1 IrG
R — —guBR=——"T,, (2.13)

2 ct
onde R é a curvatura escalar,

R=g"R,, ; (2.14)
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R,, € o tensor de Ricci
R, =R, (2.15)

(N

uma contragao do tensor de curvatura de Riemann-Cristoffel

or),  or
R, =240 —T7 I (2.16)

(2 Ok ox” uy = KN HET v

e T,, é o tensor energia-momentum que caracteriza a fonte (da mesma forma que p(7)
caracteriza a fonte na teoria Newtoniana, Eq.(2.10)). As equagdes de Einstein, Eq.(2.13),
relacionam as componentes do tensor métrico g,, (que determina o movimento de particulas
teste, Eq.(2.5)) com as componentes do tensor energia-momentum da fonte de gravitagao.
Para uma fonte puntual localizada no ponto 7, sem spin e estatica, a inica componente
ndo nula do seu tensor energia—momentum é Ty = Mc*§3(F) . No caso de uma fonte

qualquer, fora da matéria 7, = 0 e todas as componentes do tensor de Ricci sdo nulas,
RIW =0 ) (217)

visto que a curvatura escalar pode ser escrita como R = —8rGT})/ ct.
Nessa secao expusemos brevemente a teoria de Einstein da Gravitagao :
—a Eq.(2.5) descreve o movimento de uma particula teste em um campo gravitacional
g qualquer (em analogia com Eq.(2.9) newtoniana);
—a Eq.(2.13) fornece o campo gravitacional g,, gerado por uma distribui¢ao de massa
qualquer T}, (andlogo na teoria de Newton para V¢ = 47 Gp);
— fora da fonte gravitacional, o tensor de Ricci é nulo, Eq.(2.17) (na teoria de Newton
é equivalente a V2¢ = 0).
A determinagao do campo gravitacional gerado por uma dada distribui¢do de matéria e
a determinacdo do movimento de particulas teste nesse campo sdo objeto das aplicagdes da

teoria e serao discutidas nas proximas segoes.
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2.2 A Solugao de Schwarzschild

A solugao das equagdes de Einstein, Eq.(2.13), para uma dada distribuicdo de matéria,
nos fornece os potenciais g,, em todos os pontos do espago. Assim, o intervalo espago-tempo
fica completamente determinado, ja que pode ser escrito, a partir da Eq.(2.2), em termos do
tensor g,,,

a 9¢h
ds® = —naﬁ%giudw“dﬂﬂ” = —gwdz"dz" . (218)

Um caso importante de distribuicao de massa é o de uma fonte gravitacional esfericamente
simétrica e estatica. Em uma primeira aproximagao, podemos considerar o Sol como uma
fonte desse tipo e, ainda, considerar os planetas como particulas teste (de massa muito
menor do que a massa do Sol) movendo-se no campo central. Tal descri¢io, sem divida,
tem suas limitagoes, por exemplo: o Sol gira ao redor de seu eixo; é achatado, tendo portanto
um momentum de quadrupolo; as massas de diversos planetas ndo podem ser desprezadas,
resultando em consideraveis influéncias nas érbitas dos planetas interiores; o baricentro do
Sistema Solar ndo coincidindo com o centro do Sol faz com que o mesmo orbite ao redor desse
ponto, também levando a perturbagoes nas 6rbitas. Tais efeitos podem ser calculados através
da Mecanica Newtoniana com boa precisdo, pois tratam-se apenas de perturbacées. Um
tratamento completamente relativistico do sistema resultaria apenas em correcoes relativis-
ticas a essas perturbacoes. Como tais perturbagdes sdo pequenas frente ao potencial central
—GM|/r, correcoes relativisticas a elas podem ser completamente desprezadas®. Portanto,
iremos nos ater ao calculo das corregoes relativisticas para o campo gravitacional gerado por
uma fonte de simetria esférica.

Considerando uma fonte esfericamente simétrica, estatica e sem spin, esperamos que o
campo gravitacional por ela produzido também tenha essas propriedades. A simetria central
do campo significa que o intervalo espago-tempo ds deve ser o mesmo para pontos espa-

cialmente equidistantes do centro da fonte. Km outras palavras, ds deve ser invariante por

3Por exemplo, os efeitos do campo gravitacional gerado pelos outros planetas na érbita de Merciirio sdo
da mesma ordem de grandeza da corregdo relativistica ao potencial central do Sol, O(c~?), veja a Segdo
3.9.4 e 0 Apéndice E. Se levarmos em conta corregoes relativisticas aos potenciails planetdrios, encontraremos
corregdes da ordem de O(c~*) na érbita de Mercurio.
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rotagoes. A imposicao do campo ser estatico implica que g,, nao deve depender explicita-
mente da coordenada temporal z°. A forma mais geral de um intervalo espaco-tempo que

tenha as propriedades requeridas é, segundo Weinberg [27],

ds? = F(r)cdt* — 2E(r)di(7 - dF) — D(r)(7 - df)? — C(r)|d7? , (2.19)

visto que 7 - dF, |dF]® e as fungdes de r = || sdo invariantes por rotacio. Pode-se ainda

considerar a forma mais simples
ds® = F(r)c*dt* — D(r)(7 - dF)* — |dF|* . (2.20)

Ao aplicarmos essa métrica simplificada nas equagdes de Einstein no vicuo (R,, = 0),
obtemos a seguinte solucio

-1 S N2
ds? — <1 _ 2G_M) 2dt? [(1 _ 2GM> _ 1] 4 e (2.21)

rc? rc? r?

Essa solugdo das equagGes de Einstein ficou conhecida como a “Solucao de Schwarzschild”,
apos o fisico alemao Karl Schwarzschild obté-la em 1916 [27, 28]. Tal expressdo determina
completamente o campo de gravitagdo no vacuo, criado por uma distribuicio de massa

centralmente simétrica.

2.3 Dinamica de uma particula no campo

As equagbes de movimento para uma particula teste podem ser obtidas através da
Eq.(2.5) como faz Bergmann [29]. Uma maneira mais elegante de obtermos tais equagoes de
movimento é através de um principio variacional [28, 30].

O Principio de Hamilton [31] afirma que a evolugido temporal de um sistema, de ¢; a ¢,
é tal que a integral de linha

t2
S=[ cdt (2.22)

31

tem um valor estaciondrio para a trajetéria real do sistema (onde S é a agéo e L é a la-
grangiana do sistema). Em outras palavras, a agdo S é minima no percurso correto do

sistema, ou seja, as variagdes de primeira ordem na agdo sdo nulas (65 = 0).
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A agdo do movimento para uma particula livre segundo a Relatividade Especial é
S = —moc/ds , (2.23)

onde my é a massa de repouso da particula. De acordo com o Principio da Equivaléncia [27-
30], todas as equagdes da RE devem ser vélidas em um referencial inercial local. Portanto,
a agao de uma particula livre em um campo gravitacional (que ndo é sentido no referencial
inercial local) também deve ser escrita na forma da Eq.(2.22). Tal agdo constitui um escalar,
visto que ds é um invariante sob transformagdes gerais de coordenadas. Para o caso de um
campo gravitacional central simétrico, utilizamos a solu¢ao de Schwarzschild para ds. Deste

modo, a a¢ao de uma particula nesse campo é dada por

2GM 2GM\ ! 1 a\? 1
— 2 _ _ _ _ I -2 o
5= —mec /\ll rc? [(1 rc? ) 1] r2c? (r dt) c?

Portanto, a funcao lagrangiana de uma particula se movendo no campo de Schwarzschild é

2

ar
dt

dt . (2.24)

L =—mc?y ¢, (2.25)
onde
= <1 - 2G]2V[> ’ ) (2.26)
re
€ 1
L 2GM 2GMN\? | ., 0P 2GMN\7' 2
e I = N R

sendo ¥ o vetor velocidade, dr/dt. Na auséncia da fonte gravitacional (M = 0), esta se reduz a
lagrangiana de particula livre da Relatividade Especial, —moc?y~!, onde v = 1/4/1 — v?/c?
[31]. Levando em conta que os termos O(c™?) sdo muito menores do que 1 no caso de

movimento de planetas, podemos fazer uma expanséo de Taylor na Eq.(2.25), obtendo

2 2 2 =2
9 v? (1w GM GM (1GM (7 9) 01
N — — | -= — 2.28
c mgc+ﬁN+mol2 <402+r02)+ g T Ea || T O, (228)
onde £, é a lagrangiana newtoniana para uma particula no campo gravitacional de uma

fonte com simetria esférica,

(2.29)

v: GM
2 r '

L:N:mO(——-*—



2. A Gravitacdo segundo a Relatividade Geral 12

A lagrangiana dada pela Eq.(2.25) pode entdo ser expressa como perturbagdes a lagrangiana
newtoniana. Em condigoes de campo fraco?, essas perturbacdes sio muito pequenas. Por
exemplo, para a orbita do planeta Mercirio sdo da ordem de (v?) /c* = GM/(r)c® =~
2.5 x 1078, Portanto, devemos esperar que a lagrangiana relativistica, Eq.(2.25), conduza a
equagdes de movimento que em primeira ordem devam se reduzir as newtonianas. Antes de
partirmos para a analise das equagdes de movimento, vamos obter os momenta generalizados
e a energia total da particula no campo.
2

Em coordenadas cartesianas, 7 = (z', 22, 2%), a lagrangiana expressa pela Eq.(2.25) nos

leva aos momenta generalizados

e 1. 26M
P = B =mo¥€ |2' + 3,2 ¢

(7 9)z'| (2.30)

onde o ponto refere-se a derivagido em relagao ao tempo ¢ (medido por um observador muito
distante da fonte de gravitacdo e estdtico em relagéo a esta). I facil notar que, na auséncia
de campo (M = 0), recaimos na expressio da RE, P' = mgyi* [31].

A energia total da particula pode ser obtida por uma transformagio de Legendre na

lagrangiana,
_oc
i

E it — L = moc®yEL . (2.31)

Essa grandeza é uma constante de movimento pois ndao depende explicitamente do tempo.
Na auséncia de fonte gravitacional, recuperamos a expressdao usual da RE para a energia de
uma particula livre, moc?y. E propicio notar que essa energia também pode ser escrita na

forma

4 c? rc?

2 2 M o g
E =moc® + Ey +mo [_v_ (BU GM) [ <1G 9

2 r 27 | e )] +0(c), (2.32)

onde E é a energia newtoniana correspondente,

v _GM ) . (2.33)

EN:mo(g_ r

4Condigdes em que GM/r K c2.



2. A Gravitagdo segundo a Relatividade Geral 13

A energia relativistica da particula consiste entdo da energia de repouso (mgc?) acrescida da
energia newtoniana e das perturbagdes correspondentes aos efeitos puramente relativisticos.

Podemos ainda construir uma equagio de Hamilton-Jacobi para o movimento [28]

. 0S 08
”“53;5; +mict =0, (2.34)

a fungdo principal de Hamilton e, ainda, a Hamiltoniana da particula (que consiste na ener-
gia F escrita em termos dos P’ e z'). Entretanto, apesar de tais construgdes poderem ser
usadas no estudo do movimento como o faz Landau [28], a lagrangiana sozinha ja nos da
toda a informacao sobre as trajetdrias. Além disso, a descrigdo do movimento através da
lagrangiana relativistica facilita—nos tragar um paralelo com a descri¢ao newtoniana. E in-
teressante salientar que os livros textos consultados [27, 28, 29] ndo fazem uso explicito dessa
lagrangiana, embora Weinberg mostre que o principio variacional § [ ds = 0 é consistente

com as equagdes de movimento (2.5) para um campo geral g, .

2.4 Testes experimentais

O grande sucesso e aceitagdo da teoria da Relatividade Geral devem-se a confirmagoes
experimentais de efeitos que nao podem ser explicados com a teoria da Gravitagao de Newton.
Em 1916, Einstein concebeu trés efeitos para servirem como teste de sua teoria da Gravitagao:
o deslocamento gravitacional das linhas espectrais, a deflexdao da luz pelo Sol e a precessao
anomala do periélio das érbitas planetarias.

Iremos analisar aqui esses trés testes propostos por Einstein. Devido a maior profundi-
dade que daremos aos efeitos relativisticos no movimento planetario, os mesmos encontram—

se no proximo capitulo.
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2.4.1 Deslocamento gravitacional das linhas espectrais

g .
Vamos considerar um &tomo estético (dr/dt = 0) emitindo radiacdo monocromatica a
uma distancia r4 do centro de uma fonte gravitacional esfericamente simétrica. O compri-

mento de onda da luz correspondera a um intervalo espago-tempo As?

2GM
. ) EAL (2.35)

As? = (1 —

raC
onde Aty é o periodo de oscilagao medido por um referencial muito distante da fonte. O
periodo observado no referencial onde é emitida a onda é A7 = As/c, independente da

posicao onde ocorre a emissdao. Portanto, o periodo observado em um referencial muito

distante da fonte depende do campo gravitacional onde a onda é emitida,

Aty = AT . (2.36)

(1 -2GM/rsc?)

(NI

De maneira andloga, para um atomo do mesmo tipo emitindo uma onda em um ponto B do

espaco,

Atp = ar (2.37)
(1 -2GM/rpc?)?

Considerando que a luz emitida em A seja observada em B, a razdao entre a frequéncia

observada em B e sua freqiéncia “padrao” vg sera

— 2
Vg = \1 ! QGM/T'AC vB , (238)

1 —2GM/rpc?
visto que a frequiéncia é o inverso do periodo de oscilagdo. No caso da luz emitida por um

atomo na superficie do Sol, r4 = Rg), esta serd detectada na Terra com uma frequéncia vg,

menor do que a da luz emitida pelo mesmo tipo de atomo na Terra, v,

—_ 2
V®:\J1 QGM@/R@C ~ _GM@ ( 1 1)1/6’ (239)

Ve R U,
1 —2GMg/r.c? c?
onde 7. é a distancia da Terra ao centro do Sol. Nesse caso, as freqiéncias sdo reduzidas

por um fator de 2 partes em 10°. Para o espectro emitido na superficie de estrelas massivas

e compactas, como anas brancas, o efeito é bem mais acentuado. Medidas do deslocamento
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para o vermelho provocado pelo campo gravitacional terrestre também ja foram efetuadas,
comprovando a expressao da RG [8].

A derivacao apresentada, que relaciona os intervalos de tempo medidos em referenciais
distintos A e B, é a abordagem tradicional dos livros texto. Todavia, é interessante salien-
tar que podemos obter a Eq.(2.38) usando a dindmica de uma particula imersa no campo
gravitacional, descrita na Secao 2.3.

Vamos supor que uma particula de massa de repouso mg, localizada a uma distancia r4
do centro da fonte, se desintegre emitindo dois fétons. Por razoes de conservagao do momen-
tum, uma particula ndo pode se desintegrar dando origem a um féton apenas [52]. Ainda,
considerando a particula em repouso, os dois fétons gerados devem ter a mesma freqiiéncia
va. Portanto, como a energia da particula deve ser conservada apds a desintegracdo, a

frequéncia de cada féton serd

Va =

- (1 ~ 2GM)%

5 (2.40)

rac?
onde h é a constante de Planck. Podemos fazer um raciocinio andlogo para uma mesma
particula se desintegrando a uma distancia rg do centro da fonte de gravitacao. Como a
energia do féton é uma constante, ele “carrega” a informagao do campo gravitacional onde
foi emitido. O efeito de deslocamento para o vermelho aparece quando comparamos as
frequéncias de dois fétons, gerados pelo mesmo tipo de particula, emitidos em potenciais
diferentes. A despeito de Einstein considerid-lo como um teste crucial da RG, esse efeito nao
pode distinguir entre a RG e outra teoria métrica da gravidade, sendo apenas um teste do

Principio da Equivaléncia [8].
2.4.2 Deflexao gravitacional da luz

Dentro da teoria da Relatividade Especial, a propagacao de ondas eletromagnéticas no
vacuo é descrita por um intervalo espago-tempo nulo, ds? = 0. De acordo com o principio da
equivaléncia, todas as leis da fisica validas na auséncia da gravitagdo sdo igualmente validas

em “referenciais inerciais locais”; portanto, a luz também se comporta com ds? = 0 nesses



2. A Gravitacao segundo a Relatividade Geral 16

referenciais. Ainda, tal comportamento é valido em qualquer sistema de referéncia, visto que
ds? é um invariante por transformacoes gerais de coordenadas. Considerando entdao um raio
luminoso se movendo em um campo de Schwarzschild, temos que

ds® = {1 _GM [(1 - ZGM>_1 - 1] (o7 ”2} c*dt* =0 (2.41)

rc? rc? r2c? c?

descreve a sua propagacao, onde ¥ = dr’/dt. Podemos escrever este intervalo em coordenadas

polares no plano (r, ), assim,

1

> S =0, (2.42)

_2GM (1 - 2GM)‘1 P2 p2p

re rc? c

onde o ponto se refere a derivada em relacao a t. O principio variacional é [ ds = 0 nos leva

a seguinte equagao de movimento para a coordenada ¢

-1 -1
4 I:T‘2(,b (1 - 2GM> ] =0, ousea, h=r%p <1 - QGM) (2.43)

dt rc? rc2

é uma constante de movimento. As Eqs.(2.42 —2.43) descrevem completamente o movimento
de um féton no campo. A fim de obtermos uma “equagao de trajetéria” para o féton, devemos
relacionar diretamente as coordenadas r e . Usando o fato de que 7 = ¢dr/dp, a Eq.(2.42)
pode ser escrita na forma

K2 (dr\® A 2GM
1‘@(@) e (- Ta) =0 (2.44)

Essa equacao diferencial descreve completamente a trajetéria de um féton no campo de
Schwarzschild, independente das condiges de contorno do problema.
Vamos considerar agora a situagao do espalhamento gravitacional de um raio luminoso

pelo Sol mostrada a seguir:
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Fig.(1) Ilustragao do desvio de um raio luminoso pelo campo gravitacional do Sol.

O raio luminoso é emitido de um ponto muito distante da fonte com um “parametro de
impacto” b e a orientacdo do sistema de coordenadas foi escolhida de tal forma que o = .
O ponto de maxima aproximacao do raio luminoso se dard quando dr/de = 0. Desta forma

determinamos h,

h = Tmin® : (2.45)
\/1 —2GM /7 pinc?

onde r,;, € a distancia de maxima aproximacgao. Pode-se ainda relacionar essa distancia

com o parametro de impacto b, ja que no infinito

r—>00 TC2

-1
h= lim |7 x 3] (1 _ 2GM) — be. (2.46)

Da simetria do problema, temos que a distancia de maxima aproximacgao, 7., se da quando

@ =m/2 —dp/2. Assim, podemos escrever a Eq.(2.44) na forma de integral definida

7/2-8¢/2 Tmin dr
do = / : 2.47
= = A

visto que em ¢ = 7, r = co. O problema da deflexdao gravitacional da luz em um campo de
Schwarzschild resume-se entdo ao célculo dessas integrais. Em condigdes de campo fraco,
como é o caso do campo externo a superficie do Sol, temos que r > 2GM/c?. Assim podemos

calcular a deflexao d¢ por uma série de Taylor,
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o0 dr
dp =2 -7
Fmin r2\/p¥— (1 _ r2q1vcf2) 3 (1 _ 25,-]2\4)
oo dr GM GMr
~ S — O Y| —
2/’""“'" 7“2\/;2‘1,— — [1 " rc? * Trin (T + Tmin ) C? +0(e )] g
_o [7r 3 GM GM ]
B 2 rminCZ 7qminc2 "
4
TminC
ou ainda, em termos do parametro de impacto,
AGM
Sp = 2.49
o= (2.49)

visto que i, = b+ O(c™?). De acordo com essa expressdo, um raio luminoso passando
proximo a superficie do Sol é desviado de sua trajetdria inicial por um angulo da ordem de
8,5 x 107° rad (1,75"). As primeiras medidas desse efeito foram realizadas em 1919 em um
eclipse solar, mas o erro experimental na medida foi maior do que a previsdo da RG [8].
Medidas posteriores do efeito confirmaram a RG [27]. Considerando um féton como uma
particula com velocidade inicial ¢, dentro do contexto da Mecanica newtoniana, obtemos

apenas metade da deflexdo prevista com a RG [32].




A lot of physicists consider general relativity to

be a sacred cow... But theories should always be
tested. (E. Guinan[10])

Capitulo 3

O movimento planetario no contexto

da Relatividade Geral

3.1 Introducgao

A explicagao do avango do periélio anémalo do planeta Mercurio foi a primeira con-
firmacio experimental da RG, tornando-se um grande triunfo para a teoria'. Nesse
capitulo analisamos a previsao desse efeito, bem como outros efeitos relativisticos nas érbitas
planetérias. Dentre esses, salientamos a previsao da RG para o periodo orbital, considerado
por Preston e Weber [11] como um novo teste da teoria. Discutimos os problemas com o
célculo original do periodo orbital relativistico e apresentamos uma nova previsao para o
efeito, consistente com as condigdes de contorno do movimento [12].

Em uma primeira aproximagcao, podemos considerar o Sol como uma fonte esfericamente
simétrica e estatica e os planetas como particulas teste de massa muito menor do que a massa
da fonte, nao alterando, portanto, o campo. Como vimos, o campo gravitacional gerado por
uma fonte esférica e estdtica, solucao das equagdes de Einstein no vacuo, pode ser expresso

pelo elemento de linha de Schwarzschild,

-1 2. 12
ds? = —g,, datdz” = (1 - 12—(—;%) tdt* — [(1 - 2GM> - 1} I . )

rc? rc2 r2

As equacgdes de movimento de uma particula em tal campo sdo obtidas através das equagoes
geodésicas, Eq.(2.5),
d*z# . dz’ dz’
dr? P9 dr dr

1Nesse Capitulo, sdo expostos os cdlculos que efetuamos para o movimento planetario no contexto da
Relatividade Geral, cujos principais resultados se encontram em [12].

19
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Alternativamente, podemos descrever a dinamica da particula no campo através da seguinte
lagrangiana efetiva, Eq.(2.25),

L =—mey et

como foi mostrado na Secao 2.3. Tal lagrangiana é equivalente as equacoes geodésicas na

descricdo do movimento da particula, pois advém do principio variacional ¢ [ ds = 0.

3.2 Equagoes de movimento plano—polares

Podemos tratar o sistema em um plano, simplificando o problema. Como no tratamento
newtoniano [31], é mais conveniente trabalharmos com coordenadas polares no plano (r, 8).

Nesse sistema de coordenadas, a lagrangiana da particula pode ser expressa na forma

1

.2 -2 202 -172 i
E=—m0c2[l—z—2—(l—2GM) _ <1*2GM) ] (1_2GM> | (3.2)

rc? c? rc2 rc?

onde o ponto denota derivacdo em relagao & coordenada ¢, como usual. A equacdo de
Euler-Lagrange para a coordenada ciclica # nos leva a conservagdo do momentum angular
relativistico, Py,

Py = moy€r?0 . (3.3)

Essa expressdo é a andloga relativistica da conserva¢do do momentum angular newtoniano,
mor?6 (veja o Apéndice B). Lembrando ainda que a energia da particula imersa no campo é
dada por 2

E = m0C27£_1 )

Eq.(2.31), podemos escrever a evolugao temporal da coordenada angular 6 como

d9 2Py 1 2GM
dt Eﬁ(l_ ) (3.4)

rc?

A outra equagio de movimento pode ser obtida através da equagdo de Euler-Lagrange para

d (0L oL
dt \or ) Or’
2Salientamos que essa energia é idéntica a obtida por Landau e Lifshitz[28], estando apenas em outro
formato.

a coordenada radial r,
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Alternativamente, podemos escrever a expressdo para a conservagao de energia, Eq.(2.31),

na forma

2 -2 2 2 -1 2\ 2
l——l- _d_r (1_2GM> _r ﬁ <1_2GM) _ [ maoc (1_2GM) . (3.5)
c2 \ dt rc? c2 \ dt rc2 E rc?

A Eq.(3.4) e a Eq.(3.5) nos dao toda a informagcao sobre a evolugao temporal das coordenadas

ref. B importante notar que essas equagdes diferenciais independem da massa da particula
em questdo. Em outras palavras, particulas com as mesmas condi¢Ges iniciais, livres da agao
de outras forcas que nao a forga gravitacional, executam o mesmo movimento, independente
de suas massas, em acordo com o Principio da Equivaléncia fraca (Principio de Galileu,

segundo Chandrasekhar[54]).

3.3 Equacao diferencial da érbita

O movimento orbital é determinado completamente pela solu¢ao das equagoes dife-
renciais acopladas Eqs.(3.4, 3.5) e pelas condi¢Ges iniciais do problema, incorporadas nas
constantes E e P;. Essas equagoes diferenciais nos dao a dependéncia temporal das coorde-
nadas r e §. A fim de determinarmos o “formato da érbita”, devemos conhecer a dependéncia
de r em funcédo de 6, ou seja, necessitamos de uma equagdo diferencial envolvendo somente
essas duas grandezas, sem envolver a coordenada temporal explicitamente. Com o auxilio

da Eq.(3.4), podemos mudar a dependéncia temporal da Eq.(3.5) para dependéncia angular,

d (db\ d
== (E) = (3.6)

Fazendo ainda uma mudanca de variavel

usando a propriedade

S
Il

[ | =

obtemos a seguinte equacao diferencial

du\? 2GMu 2GMu E \?
(%) +u2 <1 - = ) = P — ﬁ [1 — <moc2> ] , (3.8)
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onde h é o momentum angular por unidade de massa,

Py
h=—. .
il 5.9)
Derivando a Eq.(3.8) em relagado a 6 obtemos
d*u GM 3GM |,
@t s T T Ta v (3.10)

idéntica a equagao obtida por Bergmann [29] através das equagdes geodésicas. Essa equagao
diferencial nos d4 uma relagao direta entre a coordenada r (1/u) e a coordenada 6, determi-
nando o formato da drbita. A esse tipo de equagao diferencial de segunda ordem, envolvendo
u e 0, denominaremos a partir de agora de equagao diferencial da drbita, ou simplesmente
EDO. Comparando a EDO relativistica, Eq.(3.10), com a aniloga newtoniana proveniente
da lei de forga de inverso do quadrado (veja o Apéndice B),

d*u GM
= (3.11)

constatamos que as corregoes relativisticas se fazem notar na conservagao do momentum
angular relativistico h e no dltimo termo da Eq.(3.10). No limite de ¢ — oo, h — Q e

recuperamos a EDO newtoniana.

3.4 Solugao da EDO — a precessao do periélio

A solugao da EDO newtoniana, Eq.(3.11), é dada por

GM
02

u(f) = [1 4 ecos(d — bo)] , (3.12)

onde 6y é o ponto de maxima aproximagao da trajetoria e e é a excentricidade da orbita.
Para 0 < e < 1, essa equagao prevé que a orbita é uma elipse fixa no espago; portanto, em
acordo com a primeira lei de Kepler.

A solugao da Eq.(3.10) deve ser consistente com a érbita newtoniana, Eq.(3.12), em uma
primeira aproximacao. Mostramos no Apéndice C que uma solugdo semelhante a proposta
por Bergmann em 1960 [29] e por Rosalles e Castro-Quilantan em 1984 [33],

GM
h2

u(f) = (1 + ao + e, cos pd + ag cos 2pf) (3.13)
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com
2

pE27r+5’

(3.14)

é exata até ordem de v?/c?, falhando apenas em termos O(c™*) quando aplicada na EDO re-
lativistica, Eq.(3.10). Mostramos ainda que este tipo de dependéncia é uma solugao aceitavel

(valida até O(c™?)) para um tipo de EDO mais geral,

d*u GM
e TR =T

d 2
1+ kyu? + ks (d_;‘) } , (3.15)

que surge em certos tratamentos alternativos da Gravitacdo (para maiores detalhes veja o

Apéndice C). Aplicando a solugdo proposta, Eq.(3.13), na Eq.(3.15), as constantes da fungao

u(0) ficam determinadas,

GM\? e? e?
ag = kl + <—h'2-—> lkg (1 -|- ER) -|- k3'?ﬂ] 3 (316)
62 GM 2
a9 = —'G—R < h2 > (kQ - kg) y (317)
2
§=r [k1+2k2 (C;‘f)] , (3.18)

sendo que a constante e, andlogo relativistico da excentricidade newtoniana, é determinada
através das condigdes iniciais do problema (veja a discussdo no Apéndice C).
No caso da EDO obtida dentro do contexto da RG, Eq.(3.10), ky = k3 = 0 e ky = 3h?/c?,

sua solugao é dada pela Eq.(3.13) com as constantes

3GM e?
e GM
_ < _ 2
42 2 a(l—e?)c?’ (3:20)
orGM
e 21
g a(l —e?)c?’ (3.21)

desprezando termos O(c™*). Claramente, a solugao apresentada, Eq.(3.13), deixa explicito
que o periélio avanca um angulo § a cada revolugao do planeta, pois se o periélio se encontra

inicialmente em # = 0, a préxima maxima aproximacao (maximo da fungéo u(#)) se dara
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em § = 27 + 0, em 6 = 47 + 2§ e assim por diante. Para o caso do planeta Merctrio, a
posicao de periélio avanca um angulo de 5,019 x 10~7 radianos a cada revolucdo. Ou ainda,
a cada século, o periélio de Mercurio avanca cerca de 42.98”. Como ja mencionamos, essa
previsao foi o grande triunfo da Relatividade Geral, visto que essa era exatamente a parte
da precessao que nao podia ser explicada pela interacdo gravitacional de Mercurio com os
outros planetas do Sistema Solar.

Um novo teste da Relatividade Geral no Sistema Solar foi proposto por Preston e Weber
[11] em 1993. Trata—se da previsdo relativistica para o periodo da érbita, tempo necesséario
para o raio vetor do planeta descrever um angulo de 27 ®. Segundo os autores, o periodo
orbital relativistico seria menor do que o newtoniano. No caso da orbita de Mercurio, o
planeta descreveria um angulo de 27 cerca de 1,67 segundos antes do que o previsto new-
tonianamente. Nao temos conhecimento de medidas precisas do periodo orbital que possam
comprovar a previsao de Preston e Weber. Todavia, considerando a ordem de grandeza do
efeito (alguns segundos frente a um periodo orbital de trés meses) e a precisdo dos atuais

relégios atomicos [34], ele nos parece ser mensuravel. Esse possivel teste serd analisado na

proxima Secao.

3.5 Periodo orbital

Para compararmos as previsoes de duas teorias para a evolucao temporal de um sistema,
devemos considerar as mesmas condi¢des iniciais do movimento em ambas as descri¢bes. Em
outras palavras, para fazermos uma comparacdo correta entre a previsdo relativistica e a
previsdo newtoniana, devemos partir das mesmas condigbes iniciais do movimento, ou seja,
emt =0

S o
Ty = FR =T, € d?rtll = d‘(%ﬂ‘ =1, , (3.22)
t=0 t=0

onde o indice N denota a varidvel newtoniana, o indice R, a varidvel relativistica e O,o valor

inicial observado. Com a evolugdo temporal do sistema, 7,(t) # 7y (t). Os pontos mais

3Adotamos aqui a definicao de Preston e Weber[11] para o periodo orbital. Rigorosamente, periodo da
Srbita seria o tempo necessario para o planeta fechar sua trajetéria. Como a elipse precessa um angulo d a
cada revolucéo, o planeta completaria sua 6rbita apds varrer um angulo de 472/§.
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notdveis de uma drbita sdo os pontos de retorno, afélio e periélio, onde dr/dt = 0. Vamos

considerar que a nossa condic¢ao inicial é o ponto de periélio da trajetoria, ou seja,

- A dr do ) . (3.23)
r = 1 (] —_— = —_ = .
t=0 o dt o rdt t=0.7 'U0] )

convencionando que o raio vetor do planeta coincide inicialmente com o eixo x. A partir das
condicdes iniciais do movimento, somos capazes, no contexto da Mecéanica Newtoniana, de
obter os parametros que descrevem a 6rbita, a excentricidade e, 0 momentum angular §) e o
angulo inicial em relagdo ao ponto de periélio 6y (nulo nesse caso). Dessa forma, as relagdes

newtonianas do movimento planetario, veja o Apéndice B, nos levam a

0? 1
= —— 24
T GEMOte)’ (3:24)
do Q
Vo = (TZl—t—) o = E s (325)

para as condigdes iniciais expressas na Eq.(3.23). De maneira andloga, os parametros rela-
tivisticos da érbita, h e e, também podem ser expressos em termos das condigdes inicials do

movimento. De acordo com a solugdo da EDO relativistica, Eq.(3.13), no ponto de periélio

i ! (3.26)
ro = : .
T GM (1+ a0+ e, + as)
O momentum angular relativistico h é dado por
GGM [ 9GMNT' 22) 77 d
h=r2l]— - <1 — > — — 2
" [ rc? c? rc? c? dt’ (3:27)
em acordo com a Eq.(3.3). Dessa forma, no ponto de periélio,
2GM w2\
h = ToVo (1 — r0c2 - 0_2) B (328)
isolando vy,
h |1=2GM/roc?
_r 2
vo ro\l 1+ h?/ric? (3:29)

Fixadas as condigOes iniciais com as quais iremos trabalhar, o que faremos é comparar

a evolugao do raio vetor 7 segundo as duas teorias, a Relatividade Geral e a Gravitagao
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Newtoniana. Para fazermos uma comparacao mais direta entre as duas teorias, podemos

escrever as constantes relativisticas em termos das newtonianas {2 e e. Assim, comparando

a Eq.(3.25) com a Eq.(3.29) obtemos

(GM)*

Q3¢3

(1+e)(3+ e)]-% SR,

h=Q|1-

92 022 (1 + 6)(3 + e)jl + 0(0‘4) y (330)

e comparando a Eq.(3.24) com a Eq.(3.28) obtemos

(GM)*
02c2

e, =€ l1 + (7+3e+ ez)} : (3.31)

Partiremos agora para o calculo do periodo orbital, o tempo para o raio vetor do planeta
varrer um angulo de 27, partindo da posicao de periélio. Da conservagéo de h, Eq.(3.3), vem

que

dt:ﬁ

2 ) -1 202 -3
r [1__2GM_T (1_2GM> _r(‘)] & (3.32)

rc? c? rc? c?

Integrando o lado direito dessa equagdo, nos limites § = 0 e § = 27, obtemos o periodo

orbital
1 ror 1v2 GM do 4
T_E/o (1+§C—2+——)—+(’)(c ). (3.33)

re? | u?()
Usando o fato de que a RG leva a corre¢des O(c?) nas relagdes newtonianas, podemos

escrever v2/2c¢2 — GM/rc* = E, /moc* = —GM/2ac® (veja o Apéndice B). Assim,

1 2 df 3mvaGM 4
= — ). .34
T h /0 u?(9) T c? +0(c7) (3:34)

Através da relagido entre u e 6, Eq.(3.13), o primeiro termo a direita da expressao acima

pode ser escrito como

1 /2" R /2" dé (3.35)
hilo u2(0)  (GM)2Jo (14 ao+ e,cospld + ascos2pf)?’ '

ou ainda,

1 /27' dg h3 /2" 40 1 2a0 B 2aq cos 20 (3.36)
hlJo u2(8)  (GM)?Jo (14+e,cospf)? (1+ecosh)® (1+ecosh)?|’
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tendo em vista que as constantes ag e a3 sdo termos O(c™?). Podemos escrever, em acordo

com a Eq.(3.30) e a Eq.(3.31),
h=0(1+ Aq), (3.37)

e, =e+ A, | (3.38)

onde Ag e A, sdo constantes adimensionais O(c™%). A aproximacio satisfatéria para p é

p=1-34/2r+ O(c™*). Tendo em vista tais aproximacdes, podemos calcular as integrais,

obtendo
3/2“ do _ 2rQ3 | ao(2 + €?) + 3aze? — 3eA. N
hJo u?(0) N (GM)?(1 — €2)3/? (1 —e€?)
5 (-

Aplicando essa expressio na Eq.(3.34) e substituindo as constantes relativisticas determi-
nadas a partir das condigdes iniciais, o periodo orbital relativistico fica determinado,

T ora®?  6m/aGM(1 — €?) [(1 + 2e + 2e* + 2¢% + ¢*) 1

(GM)/? + 2 (1— e2)5/? T+ 6)2] ; (3.40)

onde usamos = y/aGM(1 — €?), sendo a o semi—eixo maior newtoniano da érbita. Reco-
nhecemos o primeiro termo do lado direito da expressdo acima como sendo o periodo orbital
previsto com a teoria da Gravitagdo de Newton, a terceira lei de Kepler. O segundo termo
entao trata—se da diferenca entre a previsao relativistica e a previsdo newtoniana para o raio
vetor do planeta varrer um angulo de 2m. Para o caso do planeta Mercirio, onde esse efeito
é mais acentuado, de acordo com a Eq.(3.40) ele demoraria cerca de 0,569 segundos a mais
para varrer 2w do que o previsto newtonianamente. Para os outros planetas essa diferenca é
menor; para a Terra, por exemplo, é cerca de 0,06 segundos.

Um caso interessante é o de érbitas circulares. De acordo com a Eq.(3.40), o periodo
orbital para érbitas circulares (e = 0) é idéntico ao periodo newtoniano. Podemos entender

isso de uma maneira simples. Para uma drbita circular, du/df = 0, a EDO relativistica,

Eq.(3.10), nos leva a

GMr

h* =
(1 —=3GM/rc?)

(6rbita circular) . (3.41)
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Para esse tipo de drbita, o momentum angular h é

[ 2aM 227
h =120 [1 -— = r_] (6rbita circular) , (3.42)

re c?
em acordo com a Eq.(3.27). Combinando as ultimas duas equacGes, obtemos a relacdo entre

o angulo varrido df e o intervalo de tempo gasto na trajetoria dt,

3/2
dt = dGKéWE (érbita circular) . (3.43)

Com df = 2w, obtemos a mesma expressdo newtoniana para o periodo orbital. Logo, as
condigdes iniciais de posi¢ao e velocidade que resultam em uma 6rbita newtoniana circular
de raio r, conduzem a mesma érbita quando o sistema é tratado relativisticamente. Os
efeitos relativisticos aparecem apenas em Orbitas com excentricidade nao nula.

Tais conclusdes a respeito do periodo orbital relativistico sdo contrarias as apresentadas
por Preston e Weber [11]. Isto é facilmente explicado. O periodo orbital calculado aqui
é o periodo que seria observado em um referencial muito distante da fonte de gravitagao e
estatico em relagao a esta, de tal forma que o elemento de tempo préprio do observador, d7ps,
seja o mais préximo possivel da coordenada temporal de Schwarzschild, dt. Ja o periodo
orbital calculado por Preston e Weber é o que seria observado em um referencial com o
mesmo tempo préprio da particula, ou seja, um referencial acompanhando o movimento do
planeta (supondo o campo gravitacional do planeta desprezivel frente ao campo do Sol, de
tal forma que seu campo gravitacional ndo influa no relégio). Entdo ja terfamos a previsao
da RG quanto ao periodo orbital observado nos dois referenciais, o observado por um refe-
rencial distante da fonte de gravitagao (calculado aqui) e o observado no referencial préprio
(calculado por Preston e Weber [11]). Todavia, constatamos que existem certos problemas
com o céalculo de Preston e Weber. Assim, na préxima secao faremos uma analise do periodo

orbital observado no referencial de tempo proprio.
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3.6 Periodo orbital observado no referencial préprio

A distancia da particula ao centro de massa da fonte de gravitacdo, quando medida no

referencial préprio, estd relacionada com a coordenada de Schwarzschild r pela relagao * [35]

G N GM r 4
r—/o Grrdr = 7 [1-{— 352 (1+31n (R(a))} + O(c™), (3.44)

onde Rg € o raio do Sol. Para a coordenada angular

=0, (3.45)

ja que ggg = r? denota apenas a escolha de um sistema de coordenadas polar, ndo envolvendo
nenhum efeito da gravitacao. A coordenada temporal medida nesse referencial é o tempo
préprio dr = ds/c. O avango do ponto de periélio observado nesse referencial é idéntico ao
observado em um referencial muito distante da fonte, pois o ponto de minimo da fungéao r(6)
também serd um minimo da funcao F(é) Entretanto, as previsdes quanto ao periodo orbital
dependem do referencial onde se estd fazendo a observacdo, visto que o campo gravitacional
afeta a marcha de reldgios.

Como na secgao anterior, desejamos confrontar as previsdes da Relatividade Geral com as
previsdes da Mecanica Newtoniana partindo das mesmas condi¢oes iniciais do movimento.

Escolhemos também aqui, por simplicidade, a condigao inicial no ponto de periélio da tra-

jetéria. A posicao e velocidade no ponto de periélio sdao dadas por

. dr _db o
=Tl (E) . = (TE) L J=voJ, (3.46)

onde 9y é a velocidade a tempo préprio inicial. No referencial préprio, no contexto da

=

Mecanica Newtoniana, 7 =r, § =0, 7 = t. Assim, no ponto de periélio

0?2 1
r 3.47
T GMte)’ (347)
3 _d 0
Vo = (TE‘_> L = % . (348)

4Usaremos ~ para denotar as coordenadas préprias e dr para o elemento de tempo préprio.
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De acordo com a solugao da EDO relativistica, Eq.(3.10), considerando a equagdo de trans-

formagao Eq.(3.44), no ponto de periélio

o = ;;4 (1+ao+e,+ay)™" [H%au—G—Meﬁ (1+31n (3%))} . (3.49)

O momentum angular h pode ser escrito em uma forma mais simples do que a expressa pela

Eq.(3.27),

2GM oGMN\~1 72 2001 a0, de
=2 |1 — _(1- T @ 50
h=r [1 rc? (1 rc? > c? c? ] dt " dr’ (3.50)
visto que .
2 2GMN\ 7! dr? 249?12
ar=3 _ (1— GM)dt2—(1— ¢ ) =z 4l . (3.51)
c rc? rc? c? c?

Dessa forma, podemos expressar a velocidade inicial 9y em termos de h,

() ()T () o

Igualando as condigdes iniciais relativisticas com as newtonianas, é possivel obter as cons-

tantes relativisticas em termos das newtonianas,

h:9{1—§a(—f}_—% [1-}-3111 (““R;e))” : (3.53)

e GM {4 +2e+2¢% +3(1+¢€)?ln [a(l — e)]} : (3.54)

R a(l — e?)c?

(&

desprezando termos da ordem O(c™*).

Podemos determinar agora o periodo orbital observado nesse referencial usando a con-

T 1 2 0
/O dr = -};/0 ok (3.55)

o lado direito sendo exatamente a integral expressa na Eq.(3.39) cujo resultado é dado em

servagao de h, Eq.(3.50),

termos dos parametros h e e,. Substituindo as constantes h, Eq.(3.53), e e,, Eq.(3.54),

determinadas agora no referencial préprio, obtemos

ona®?  2m\/aGM 3(1 — €2)5/2
T = — l4e + 13e® 4+ 4e® + =— 21—
CMP (1= eye {5+ etlde et =g T
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+3(2 4 5e + 4€? + €°) In [g(l_—Q] } . (3.56)
Rg

A Eq.(3.56) mostra que o periodo orbital relativistico observado em um referencial acom-
panhando o movimento do planeta é menor do que o previsto com a teoria da Gravitagao
de Newton, 27a®?/(GM)'/?. Para o caso do planeta Merciirio, o planeta varre um angulo
de 27 cerca de 10,697 segundos antes da previsdo newtoniana. Esse efeito é muito maior
do que o previsto por Preston e Weber [11] para o mesmo planeta, cerca de 1,673 segun-
dos. Constatamos que essa diferenca se deve as aproximagoes consideradas por Preston e
Weber. Uma questao é a comparacio feita pelos autores entre o periodo de uma “drbita
relativistica” circular de raio 7y e o periodo de um “érbita newtoniana” de mesmo raio. O
problema nesse caso consiste no fato de que, nesse referencial, as condigoes iniciais (7%, T)—E))
que conduzem a uma “drbita relativistica circular”, conduzem a uma “érbita newtoniana
eliptica” e vice-versa. Para e = 0 (6rbita newtoniana circular), a excentricidade relativistica
serd e, = —GM/roc*[4 4+ 31n(ro/Rp)], de acordo com a Eq.(3.54). Essa excentricidade é
extremamente pequena, mas leva a um efeito significativo no periodo orbital. Portanto, a
comparacao que Preston e Weber fazem entre duas drbitas circulares néo é consistente. Isso
mostra a importéancia de ndo fazermos simplesmente e, = e na solugdo da EDO e considerar-
mos uma generalizagao da solugao de Bergmann [29] (veja a discussdo no final do Apéndice
C).

Na secao anterior, calculamos o periodo orbital para uma orbita circular relativistica e o
comparamos com um O6rbita circular newtoniana, concluindo que para érbitas circulares os
periodos sao idénticos. Naquele caso, estdvamos estudando o movimento planetdrio quando
observado em um referencial muito distante da fonte de Gravitacdo. As condi¢Oes iniciais
(7o, Uo) que resultam em uma 6rbita circular newtoniana também resultam em uma érbita
circular relativistica e, portanto, a comparagado é coerente.

Considerando o célculo de Preston e Weber para orbitas elipticas, também constatamos

certos problemas. A solucao da EDO relativistica, Eq.(3.10), proposta pelos autores,

u(f) =

h]:[ [1 + ecos («9(1 — BGM/aCQ)ﬂ , (3.57)

semelhante & solucao usada por Gauthier [36], claramente ndo é satisfatéria, falhando em

termos da ordem de e2O(c™?) quando aplicada na equagdo diferencial.
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3.7 Outros efeitos relativisticos nas érbitas

Em 1993, quando Preston e Weber [11] propuseram que o periodo orbital poderia ser
usado como um novo teste da Relatividade Geral no ambito do Sistema Solar, o unico efeito
relativistico conhecido no movimento planetario era a precessdo do periélio. Constatamos
que, além desses, existem outros efeitos relativisticos notéveis na orbita. Esses efeitos serao

o objeto desta sec¢do.

3.7.1 Semi—eixo maior

O semi—eixo maior de uma 6rbita, a, é a média entre a distancia de maxima aproximacao
ao centro da fonte (ponto de periélio), rp, e a distancia de méximo afastamento (ponto de

afélio), r4,

| =

a =

> (7l + 17a]) (3.58)

No tratamento newtoniano, as érbitas planetdrias sdo elipses fixas no espago. Assim sendo,
o raio vetor no ponto de periélio, 7p, estd na mesma diregdo que o raio vetor no ponto de
afélio, 74. De acordo com a solu¢io da EDO Newtoniana, Eq.(3.12), o semi—eixo maior da

orbita é dado por

a

BYE 1) o 1 350
”'5(%ww+%@m)‘GMu—ér (3:59)
onde e e sdo determinados a partir das condi¢des iniciais do movimento.

Relativisticamente, devido a precessao da érbita, o raio vetor no periélio nao se encontra
na mesma dire¢ao que o raio vetor no afélio. Numa mesma revolugao, a diferenca angular
na direcido desses raios vetores é §/2. Podemos calcular o semi-eixo maior dessa orbita

precessante utilizando a definicdo dada pela Eq.(3.58). Assim, de acordo com a solugdo da

EDO relativistica, Eq.(3.13),

h2 1+a0+a2

a

(3.60)

onde ag e ay sdo dados nas Eqs.(3.19, 3.20) e & e e,, sdo determinados a partir das condigoes

iniciais do movimento da mesma forma que Q2 e e,. Considerando como condigao inicial do
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problema o ponto de periélio, como na Secao 3.5, podemos relacionar a previsdo relativistica

com a previsao newtoniana para o semi—eixo malor,

14 2e+ 62> , (3.61)

a, = a, +4e

GM
(1 — 62)262 (
desprezando termos O(c™*). Esse efeito se torna maior quanto maior for a excentricidade da
érbita. Portanto, é mais pronunciado na érbita de Mercurio. Para esse planeta, a diferenca
entre o semi—eixo maior previsto relativisticamente e o previsto newtonianamente é de a-
proximadamente 1924.59 metros, em acordo com a Eq.(3.61). Para érbitas circulares, esse
efeito é nulo. Isso é facilmente entendido se lembrarmos da andlise feita na Secao 3.5, “as
condigdes iniciais que resultam em uma 6rbita newtoniana circular, resultam em uma drbita
relativistica também circular, de mesmo periodo e raio”.

Tais conclusdes a respeito de drbitas circulares sdo validas apenas para medidas efetuadas
por um observador muito distante da fonte de gravitagdo. Vamos analisar agora a previsao
da RG para a medida do semi—eixo maior efetuada por um observador que acompanha o
movimento do planeta. No referencial préoprio, o semi-eixo maior previsto newtonianamente
a partir das condicOes iniciais é

e
WEGM(I—e)’

(3.62)

pois no tratamento newtoniano espago e tempo sdo conceitos absolutos, vélidos em qualquer
referencial, independentes do estado de movimento e do campo gravitacional ao qual o ob-
servador estd sujeito. Relativisticamente, usamos transformagoes para determinarmos o que

seria medido por um observador no referencial proprio. Assim,

3 h? 1+ ao + a2 1GM a(l—e) a(l+e)
= = 2 — — 3.
ap (GM)2(1+a0+a2)2—efi+6 = +31n Ry +31n = , (3.63)

desprezando termos O(c™*). Considerando como condi¢do inicial do movimento o ponto de

periélio, como efetuado na Se¢do 3.6, obtemos a relagao



3. O movimento planetério no contexto da RG 34

—3(1 —¢)’In [“—N-(lie—)]} . (3.64)

Para o planeta Mercirio, essa expressdo nos informa que a previsdo relativistica para o
semi-eixo maior é cerca de 46833.65 metros menor do que a previsdo newtoniana, quando
medido por um observador acompanhando o movimento do planeta. Para condi¢es iniciais
que resultam em érbitas circulares no tratamento newtoniano, a Eq.(3.64) indica um efeito

nao nulo, o que significa que relativisticamente a érbita é uma elipse, como discutido na

Secao 3.6.

3.7.2 Periodo radial

Apesar dos pontos de retorno da érbita relativistica nao serem localizados sempre nas
mesmas coordenadas espaciais, as distancias de maxima aproximag¢ao e maximo afastamento
sdo constantes, como fica explicito na Eq.(3.13). Isso nos permitiu definir um semi-eixo
maior para essa 6rbita. Newtonianamente, o periodo da coordenada radial, tempo entre
duas passagens consecutivas do planeta pelo ponto de periélio, é idéntico ao periodo orbital,
tempo para o raio vetor varrer um angulo de 2w. Relativisticamente, o ponto de periélio
precessa um angulo § a cada revolu¢do; logo, o periodo radial T, serd o tempo para o raio

vetor varrer um angulo de 27 + 6,
T. =T+ AT, (3.65)

onde T é o periodo orbital e ATs é o tempo para o planeta varrer um angulo de § préximo a
posicao de periélio. Esse tempo pode ser calculado aproximadamente usando a conservagao

do momentum angular, Eq.(B.7),

Q" T\ GM(1+e) (3.66)

visto que § é um angulo muito pequeno. Corregdes relativisticas ao momentum angular usado

nesse calculo levariam a efeitos da ordem O(c™*). No caso do avango previsto pela RG,

_6r [ aGM (1 —¢)
ATs = 2\ 1= (1+6), (3.67)
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um intervalo de tempo de 0.391476 segundos no caso da érbita de Mercurio.

Para um observador muito distante da fonte observando o movimento de Mercurio, o
periodo da coordenada radial medido serd cerca de 0.960333 segundos maior do que o previsto
newtonianamente, em acordo com o periodo orbital calculado na Sec¢do 3.5. Para o caso de
um observador situado em um referencial que acompanha o movimento do planeta, o periodo
da coordenada radial serd T, =T +ATs, cerca de 10.3055 segundos menor do que a previsao

newtoniana para o caso da orbita de Mercurio.

3.7.3 Defasagem angular

Se fizermos uma medida da posi¢ido e velocidade de um dado planeta quando este se
encontra na posicao de periélio, seremos capazes de prever newtoniana ou relativisticamente o
tempo necessario para o planeta varrer um angulo de 2, ou ainda, o tempo necessario para
ele voltar ao periélio. Designamos esses intervalos de tempo respectivamente de periodo
orbital e periodo radial. Mostramos ainda que a previsdo da RG difere da previsdao da
Gravitagdo Newtoniana em ambos os casos. Decorrido um intervalo de tempo igual ao
periodo orbital newtoniano, T, apds a passagem do planeta pelo ponto do periélio, a previsao
newtoniana, PN, é de que o planeta tenha varrido um angulo de 27, como mostrado na figura

a seguir.
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Fig.(2) llustragdo da defasagem angular da posicdo prevista newtonianemte (PN)
em relacdo 3 posicdo observada (supostamente a relativistica, PR).
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Se a previsao relativistica, PR, realmente reproduzir o movimento do planeta, esse descrevera
um angulo de 2r em t = T'. Quando ¢t = T, o planeta tera varrido um agulo igual a 27+ A#.
Esse angulo é percorrido no intervalo de tempo T', —71'. Como essa diferenca é muito pequena,

o raio vetor ndo varia significativamente nesse intervalo de tempo. Af é entao dado por

(3.68)

onde AT =T -T,.

Para o caso de um observador muito distante da fonte de gravitagdo, medindo a posicao de
Mercirio, ocorre uma defasagem do planeta em relagao a posi¢ao prevista newtonianamente,
visto que o periodo orbital é cerca de 0.569 segundos maior do que T,. Essa defasagem
em relacio & PN é de 7.2928 x 1077 radianos, o que corresponde a um efeito cumulativo de
62.513" /sec. No caso de um observador acompanhando o movimento desse planeta, o periodo
orbital é cerca de 10.697 segundos menor do que o previsto newtonianamente, resultando em

uma diferenga angular de A = 1.3714 x 10~° radianos, ou ainda, 1174.4” /sec.

3.8 Equacoes de movimento cartesianas

3.8.1 Coordenadas de Schwarzschild

O uso de coordenadas polares no plano nos possibilitou uma grande simplificagao nas
equagdes de movimento, de forma que obtivemos uma relagao relativamente simples entre
as coordenadas r e #. Todavia, podemos também escrever as equagoes de movimento em
coordenadas cartesianas (z, y, #)°. Dentro do contexto da Mecanica newtoniana, a lei de

inverso do quadrado resulta na seguinte equagdo de movimento para a coordenada z, e.g.,

T = —GM:L‘ ) (3.69)

r3

5Escrever as equacgoes de movimento em coordenadas cartesianas e subsequentemente integrd—las numeri-
camente foi uma forma que encontramos de checar os resultados que obtivemos analiticamente nas segoes
anteriores, quando resolvemos de forma aproximativa o problema em coordenadas polares. Essa checagem
dos resultados tornou-se importante, uma vez que obtivemos resultados conflitantes com os de Preston e
Weber [11] e estamos fazendo uma critica ao calculo desses autores.
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onde o ponto se refere a derivacido em relagdo ao tempo ¢t e r é a distancia da particula
ao centro da fonte, r = /22 + y2? + 22. No ambito da RG, podemos escrever a lagrangiana
de uma particula no campo de Schwarzschild, Eq.(2.25), em coordenadas cartesianas no
plano (z,y), escrevendo " e U nessas coordenadas. As equagdes de Euler-Lagrange para as

coordenadas z e y nos levam a seguinte equagdo de movimento para o raio vetor

dtz ~ r3

2 = 2 . 7)? T
d*r GM {[1 +2% _ QGiVI _3(7" v) };_Z(T_vl{;} +0(c™). (3.70)
C T

re 2c2 c?

Essa equagao representa o conjunto de duas equagoes diferenciais acopladas

. GM | w2 2GM  _(F-9)i (7 0)?] 4

= — — - - — 71
T ¢ L1 + 202 — 2 Z 3 e | + O(c™), (3.71)
. GM [ v 2GM  _(7-§)y (7 5)?] )

=— 1+2—— - z - O(c™) . 3.72
Y r3 yL + c? rc? 2 Ay 3 r2c? +0(<7) (3.72)

As Eqgs.(3.71, 3.72) descrevem a dependéncia temporal das coordenadas cartesianas z e y. Ao
contrario do que ocorre quando tratamos o problema em coordenadas polares no plano, nesse
caso nao conseguimos uma equagao diferencial que relacione diretamente as coordenadas
e y sem que apareca explicitamente a dependéncia temporal. Desconhecemos também uma
solucao analitica para essas equagoes diferenciais; assim, recorremos a uma solugao numeérica.
Integramos numericamente tais equagoes utilizando o método de Ruﬁge—Kutta—Nystrén de
quarta ordem [37]. Um programa numérico para solucdo das Eqs.(3.71, 3.72) é apresentado
no Apéndice D.

As condigoes iniciais utilizadas nesse calculo sao as mesmas expressas na Eq.(3.23). Re-
solvendo o sistema, obtemos as coordenadas cartesianas em func¢do do tempo, ou seja, as
fungoes z(t) e y(¢). A forma de determinarmos o periodo orbital e o avango do periélio,
bem como os outros efeitos é descrita no Apéndice D. Listamos abaixo os resultados da
integracao numérica das Eqs.(3.71, 3.72), considerando a drbita do planeta Mercurio apds

uma revolugao.
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Tab.(1) Integracao das equagdes cartesianas de movimento,
Eqs.(3.71, 3.72), considerando uma revolugdo da érbita de Mercirio.

Passo (s) & ("/sec) A0 ("/sec) Aa(m) AT (s) AT, (s)

100 42.4609 -57.0328 1652.88 0.519473 0.906220

10 42.9748 -62.3987 1921.81 0.568347 0.959775

1 42.9800 -62.4539 1924.56 0.568850 0.960325
Analiticamente ~ 42.9800 -62.4547  1924.59  0.568857 0.960333

Nessa tabela, Passo refere-se ao passo de integragao em t utilizado (em segundos). Na ultima
linha, apresentamos as estimativas analiticas dos efeitos (determinadas anteriormente), as
quais estdo em boa concordancia com o calculo numérico. Integramos também as equagoes
de movimento cartesianas obtidas com a lei da Gravitacdo de Newton para termos uma idéia
do erro do método de integracdo utilizado. Abaixo apresentamos os resultados da integragao

numérica para a érbita de Mercurio.

Tab.(2) Integragdo das equagdes de movimento newtonianas &' = ~GMz/r?,
Yy = —GMy/r3, considerando uma revolugao da 6rbita de Mercirio.

Passo (s) 4 ("/sec) A0 (”/sec) Aa (m) AT (s) AT, (s)
100 -0.519109 5.40279 -271.06 -0.049210 -0.053939

10 -0.005161 0.05387 -2.71  -0.000491 -0.000538

1 -0.000073 0.00042 -0.03 -0.000004 -0.000004

De acordo com as equagdes de movimento newtonianas, todos os efeitos considerados sao
nulos. Logo, os valores indicados na Tab.(2) sdo erros numeéricos. Tais erros sao muito
menores do que os efeitos relativisticos; portanto, ndo é necessario utilizarmos um passo
de integragdo menor do que 1 segundo na integracdo numérica das equagdes de movimento

relativisticas.

3.8.2 Coordenadas Proéprias

Na Secéao 3.6, calculamos analiticamente o periodo orbital observado em um referencial
acompanhando o movimento do planeta. A distancia da particula ao centro da fonte obser-

vada nesse referencial, 7, esta relacionada com a coordenada radial r pela Eq.(3.44). Ja a
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coordenada angular § é idéntica & coordenada de Schwarzschild . Portanto, as coordenadas

cartesianas observadas no referencial proprio sao dadas por

. 1GM T
:c—rcos9—:c{1+§ . [1+31n(-b%)]}, (3.73)

2
1GM r
e e (2)]) -

Tendo em vista que a coordenada medida nesse referencial é o

similarmente,

Y
desprezando termos O(c™).

tempo préprio relacionado com dt por

) dt + O™, (3.75)

em acordo com a Eq.(3.51), podemos entdo calcular o vetor aceleragao prépria d27§/ dr?,

fazendo uma transformacao de coordenadas na Eq.(3.59),

&7 GM 1v? 7 1GM 7 (7 9)%] =
- (35 ron()) 5 (ron () 2

1(7-9) F\\ = )
3 (—4 +61n (R_(D)) v+ 0O(c )} : (3.76)
Essa equagio vetorial representa um conjunto de duas equagdes diferenciais acopladas envol-

vendo Z, § e 7. A seguir listamos o resultado da integragdo numérica do sistema, considerando

uma revolucao do planeta Mercirio.

Tab.(3) Integracao numérica da Eq.(3.76), considerando
uma revolucdo de Mercurio. Previsdo de efeitos relativisticos na érbita.

Passo (s) & ("/sec) A ("/sec) Aa (m) AT (s) AT, (s)

100 42.4608 1179.83 -47105.3 -10.7463 -10.3596

10 429748 1174.47 -46836.4 -10.6975 -10.3060

1 42,9799 1174.42 -46833.7 -10.6970 -10.3055
Analiticamente  42.9800 1174.41 -46833.7 -10.6970 -10.3055

Como mencionamos na Segao 3.6, o ponto de minimo da fungdo 7(#) é o mesmo ponto
de minimo da funcédo 7(f), ou seja, o avango do periélio é o mesmo quando observado do
referencial préprio. Os resultados numéricos para § confirmam essa previsdo. Quanto ao
periodo orbital observado no referencial proprio, a integracdo numérica também estd em boa
concordancia com o cdlculo analitico, Eq.(3.56), ambas levando a AT=T-T , = —10.6970
segundos. Para os outros efeitos, a concordancia numérica entre a previsao analitica e a

integracdo numérica também se mostrou esplendidamente satisfatoria.
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3.9 Discussao
3.9.1 A precessao do periélio

Como ja mencionamos, a previsao do avango de periélio andémalo de Mercurio veio a
comprovar a validade da Relatividade Geral nos seus primeiros anos. Esse avanco anémalo
trata—se da precessao total observada (cerca de 5600” /sec), subtraida da parte provocada por
efeitos nao-relativisticos (cerca de 5025” devido a precessao geral dos equindcios e cerca de
532” devido as perturbagdes planetarias sobre Mercirio). A parte andémala (43”) é, portanto,
uma diminuta parcela do valor total observado.

O primeiro questionamento acerca da validade da precessdo anémala de Mercirio como
um teste observacional da RG surgiu em 1967 [8]. O fato de o Sol nao ser uma esfera
perfeita e, portanto, ter um momentum de quadrupolo Jye ndo nulo, faz com que seu campo
gravitacional nao seja de simetria perfeitamente esférica. Essa perturbagao ao campo de

simetria esférica leva a uma precessao nas dérbitas planetarias, dada por

§ _ By Y’
[J20] =3 a(l _ 62) J2® ) (377)

de acordo com Will [8]. As primeiras medidas de Jsq efetuadas por Dicke e Goldenberg em
1966 resultavam em uma precessao de aproximadamente 3” /sec [8]. Logo, a parte do efeito
que nao poderia ser explicada pela Mecanica Newtoniana seria somente cerca de 39.6” /sec.
Como a RG prevé um avango superior a esse, a teoria nao mais se adequava aos dados ob-
servacionais. Isso motivou novos tratamentos relativisticos a gravitagao que reproduzissem o
valor andmalo de Dicke e Goldenberg, como o de H. Biederbeck [38] e o de K.K. Nandi [39].
Nandi elaborou uma teoria para a gravitacao que prevé um avango de periélio de aproxi-
madamente 39.4” /sec, muito préximo ao valor de Dicke e Goldenberg. Entretanto, medidas
subseqlientes tém levado a valores menores para Jyi. Em 1985, Dicke e colaboradores esti-
maram Jog & 8 x 107° [8], o que resulta em uma precessao de 1”/sec. Modelos que levam
em conta a estrutura interna do Sol resultam em valores menores ainda para Jy5. Brown

e colaboradores [40] obtiveram uma estimativa de (1.7 & 0.17) x 1077 em 1989. A partir
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de observagoes de reflexdes de sinais de radar em Mercirio, levando ainda em conta que a
topografia do planeta é uma importante fonte de erros sistematicos, em 1993, Pitjeva [41]
concluiu que, para a previsao da RG ser vélida, Joc deve estar no intervalo (—1.34:4.1)x1077.
Recentemente, em 1996, Lyndon e Sofia [42] obtiveram uma estimativa em concordancia com
as observacoes de Brown e colaboradores, por uma técnica distinta. Esse é o valor atualmente
aceito para Jyg, que resulta em uma precessao de apenas 0.02”/sec, deixando a previsao da
RG dentro do limite do erro experimental. Analises preliminares das medidas a serem feitas
com o satélite a ser lancado pela ESA em 2004, sugerem que Jyg poderd ser determinado
com uma precisao melhor do que 1% [50].

Outro questionamento surgiu em 1994, quando Jefimenko mostrou que, devido a veloci-
dade finita das perturbacoes gravitacionais, o campo gerado por uma fonte em movimento
depende de sua velocidade [43]. A conclusdo do autor é de que “a precessdo do periélio de
Merciirio causada pelos outros planetas deve ser diferente do valor aceito atualmente de 532”
e, portanto, a precessdo ‘residual’ (se existe de fato) pode também ser diferente dos atual-
mente aceitos 43”.” Essa conclusdo é claramente erronea, pois as corregoes relativisticas as
perturbagdes planetarias sao muito menores do que as proprias perturbacoes, podendo ser
desprezadas.

Jefimenko de fato nao efetuou nenhum célculo acerca das perturbacoes planetarias, ou
seja, o autor nao foi capaz de provar suas conclusoes. Ha ainda um outro questionamento
recente, segundo Nedvéd [44, 45], a Gravitacdo Newtoniana pode explicar completamente
a precessao do periélio de Mercirio, incluindo a parte anomala. Portanto, nao existiria a
necessidade de uma teoria de gravitagao relativistica como a RG. De acordo com o autor, os
célculos astronomicos do século passado foram feitos em relacdo ao referencial heliocéntrico,
onde o movimento do Sol em relagéo ao baricentro do Sistema Solar foi desconsiderado. Em
um célculo do efeito na érbita de Mercirio causado pelo movimento do Sol ao redor do bari-
centro, considerando o sistema Sol-Jupiter—-Saturno, Nedvéd mostrou que esse movimento

leva a uma precessao de aproximadamente 43” /sec. Huang [46] concluiu, baseado no trabalho
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de Nedvéd, que sua teoria da gravitagao estda em maior concordancia com os dados observa-
cionais do que a RG. Nedvéd alega que os calculos anteriores das perturbacoes planetdrias
sobre Mercurio desconsideram o movimento do Sol, mas ndo apresenta nenhuma referéncia
que comprove essa afirmacdo. Analisando um trabalho recente de Maindl e Dvorak [47],
constatamos que os célculos das perturbagdes planetarias sdo feitos em relacao ao baricentro
do Sistema Solar, como seria o correto. Logo, as conclusoes de Nedvéd sdo infundadas. A
precessao andémala do periélio de Merciirio continua sendo uma confirmacdo experimental da

Relatividade Geral, como o era no inicio do século.

3.9.2 Os outros efeitos relativisticos no movimento planetario

Nao temos conhecimento de nenhuma medida precisa que comprove a previsao da RG
para o periodo orbital, proposto por Preston e Weber [11] como um novo teste da teoria, bem
como dos outros efeitos calculados na se¢ao anterior. Uma medida do periodo orbital, por
exemplo, é essencialmente diferente de uma da precessdo do periélio. Para medirmos uma
precessao dos pontos de retorno de uma Orbita, medidas precisas da distancia do planeta
ao centro do Sol relacionadas a um sistema em repouso em relagdo as “estrelas fixas” sao
suficientes para uma boa estimativa do efeito. Em outras palavras, na medida de precessao
do periélio nao necessitamos de uma medida precisa do tempo, visto que observagdes da
precessao de Mercurio remontam ao século passado.

Medirmos a diferenca entre o periodo orbital previsto pela RG (supostamente o real) e o
periodo orbital previsto pela Gravitagao Newtoniana é um tanto mais complicado. Primeira-
mente, devemos fazer uma medida da posigao e velocidade do planeta em um dado ponto
da érbita. Entdo, computar, a partir dessas medidas, a previsdo newtoniana para o periodo
orbital. O efeito que desejamos medir é entao a diferenca entre o periodo orbital observado e
o periodo previsto newtonianamente. Para a detec¢ao dos outros efeitos calculados na segao
anterior também é indispensavel uma observagao precisa das condigdes iniciais de posigao e
velocidade do planeta. Néao seria praticdvel a medida de tais efeitos no século passado, visto

que é preciso a utilizacao de relégios capazes de distinguir cerca de 0.5 segundos num total
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de aproximadamente 88 dias, no caso da orbita de Mercirio. Para uma medida precisa de
posicao e velocidade é necesséario o uso de reflexdo de sinais de radar na superficie do planeta
[41, 48], ou ainda, a detecgdo de sinais emitidos de uma sonda espacial [50, 51].

Em suma, o método para detecgdo dos efeitos relativisticos no movimento planetario,
que nao a precessao da Orbita, envolvem a determinagdo precisa da posi¢do e velocidade do
planeta em um dado ponto da trajetéria. Esperamos que o satélite que orbitard Mercirio,
a ser lancado pela ESA em 2004 [50, 51], nos fornega estimativas dos efeitos relativisticos
propostos aqui.

O periodo orbital previsto com a RG foi escrito na forma dada pela Eq.(3.40), em termos
dos parametros newtonianos a e e, para facilitar a comparacdo com o periodo orbital previsto
com a teoria de Newton. Alternativamente, podemos escrever tal expressdo em termos de

parametros puramente relativisticos da orbita,

_ Qﬂ-aiﬂ GF\/GRGM(l —e?) [(1+6R+ei+e:) 1

GM 1/2+ c? 1 — e2)5/2 - 1+e.)2| (3'78)
(GM) (1—e€2) (1+eg)

que, teoricamente, seriam os parametros observados (desprezando as perturbagcoes

planetdrias e o momentum de quadrupolo do Sol). A Eq.(3.78) mostra, portanto, que a

terceira lei de Kepler ndo ¢é véalida em geral.

3.9.3 Consideracoes a respeito das observacoes na Terra

A precessao do periélio de Merciirio é medida com respeito a um observador situado em
um referencial na superficie da Terra. Mesmo a nivel nao-relativistico, as observacdes feitas
nesse referencial nao sdo as mesmas que seriam efetuadas em um referencial muito distante
do Sol e em repouso em relagéo ao baricentro do Sistema Solar [60]. O eixo de rotagdo da
Terra nao permanece fixo no espago, mas precessa com um periodo de aproximadamente
26000 anos (a chamada precessdo dos equindcios) e esse efeito € subtraido da precessao total
observada do planeta Mercurio.

A observacdo dos outros efeitos relativisticos na érbita de Mercurio também é afetada

pelo estado de movimento e campo gravitacional a que estd sujeito o observador. Nas
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Secoes 3.6 e 3.7 calculamos, respectivamente, o periodo orbital que seria observado em um
referencial muito distante da fonte de gravitagdo e o que seria observado em um referencial
acompanhando o movimento do planeta. Todavia, o intervalo temporal entre dois eventos
medido por um observador na superficie da Terra é diferente do intervalo temporal entre
esses dois mesmos eventos medido por um observador distante da fonte de gravitacdo [61]. As
marchas de dois relégios que se movem com uma dada velocidade relativa e estdao submetidos
a diferentes potenciais gravitacionais sao, em geral, diferentes. A relacdo entre a marcha de
um relégio na superficie da Terra e a marcha de um relégio distante e estatico em relagao

ao baricentro do Sistema Solar é aproximadamente

(3.79)

onde r, e v, sdo, respectivamente, a distancia da Terra ao centro do Sol e a velocidade dessa
em relagdo ao baricentro do Sistema Solar; M, denota a massa da Terra e R, o seu raio.
Na expressdao acima sao desprezados os campos dos outros planetas, da Lua, bem como
momentos de quadrupolo da Terra e do Sol e, ainda, a rotagdo da Terra, entre outros efeitos
muito menores que o termo do campo central do Sol (—G Mgy /r.c?). Uma estimativa precisa
da ordem de grandeza desses efeitos é feita por Wolf e Petit [61]. A determinacdo do periodo

orbital de Mercirio observado na Terra envolve o célculo da seguinte integral

=T 1vi(t) GMy GM.
Te= /tzo (1 T2 & r()@ R dt, (3.80)

onde T' é o periodo orbital observado em um referencial distante e estatico. Como a excen-
tricidade da érbita da Terra é pequena (cerca de 0.0167), podemos considerar em primeira

aproximacao v.(t) = v, e r.(t) = 7.. Assim, o periodo observado na Terra sera
)

Te=T- 22 (2%
(GM)Y2\2c  Foc? + R.c?

3/2 —2 M
2ra (lve GMg GMe) +(’)(c"4), (3.81)

ou seja, cerca de 0.118 segundos menor do que o medido por um observador distante da

fonte, no caso da 6rbita de Mercurio.
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3.9.4 Os efeitos nao—relativisticos no movimento planetario

A precessdo anomala do periélio de Mercurio trata—se apenas de uma pequena parte do
efeito total observado. As perturbagoes dos outros planetas do Sistema Solar resultam em
uma precessao de aproximadamente 532” /sec [2], enquanto que a parte relativistica é apenas
cerca de 43” [sec. E esperado, portanto, que as perturbagdes planetarias também levem a
contribui¢des no periodo orbital, no semi—eixo maior, etc. O efeito total observado sera
entdo a soma da parcela relativistica com a parcela provocada pelas perturbagoes planetarias
acrescido do efeito no relégio do observador na superficie da Terra.

As contribuigdes do campo gravitacional gerado pelos outros planetas podem ser calcu-
ladas usando a aproximacao newtoniana, pois tratam-se apenas de perturbacoes ao campo
central do Sol. Para se ter uma idéia da ordem de grandeza, a forca maxima entre Vénus
e Mercturio € cerca de trezentas mil vezes menor do que a for¢a entre Mercurio e o Sol. O
calculo desses efeitos necessita de uma solu¢do do problema de N corpos na Mecanica New-
toniana. Todavia, ndo existe uma solucdo exata para esse problema [47]. A precessdo da
orbita de Mercurio, devida a esses efeitos, tem sido determinada pela integragdo numérica
das equagoes de movimento [2, 62, 63]. Para determinarmos a contribui¢ao das perturbagoes
planetéarias nos efeitos propostos nesse capitulo, o ideal seria fazermos uma integracdo das
equagoes de movimento do sistema de N corpos. Entretanto, o calculo que fizemos utilizando
o método de Runge-Kutta-Nystron [37] ndo se mostrou eficaz. Uma alternativa que surgiu
foi calcular as contribui¢bes nao-relativisticas usando o modelo de Price e Rush [49]. Price
e Rush mostraram que a média temporal do efeito de precessao em Merciirio, causado por
um dado planeta, pode ser calculada substituindo esse planeta por um anel massivo. Lis-
tamos abaixo o resultado da integragdo numérica das perturbagdes planetarias usando esse
modelo (veja o Apéndice E para maiores detalhes), juntamente com a previsao relativistica

dos efeitos.
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Tab.(4) Previsoes de efeitos na 6rbita de Merciirio,
observados em um referencial na superficie terrestre.

Causa 0 ("/sec) A0 ("[sec) AT (s) AT, (s) Aa (m)
Vénus 274.12 -783.68 7.139 9.636 22738.3
Terra 91.64 -289.52 2.637 3.471  8707.7
Marte 2.35 -7.80 0.071 0.093 239.0
Jupiter 156.82 -539.40 4.913 6.341 16648
Saturno 7.57 -26.02 0.237 0.306 80.5
Urano 0.14 -0.44 0.004 0.006 15.0
Netuno 0.04 -0.11 0.001 0.002 4.6
RG 42.98 -62.47 0.569 0.960 1924.6
Referencial — 12.96 -0.118 -0.118 —
Total 575.66 -1696.70  15.454  20.697 50357.8

Se a média temporal dos outros efeitos também puder ser calculada com o modelo de Price
e Rush [49], a dltima linha da tabela indica o valor total de cada efeito a ser observado na
superficie da Terra. Como no caso do avan¢o do periélio, os efeitos relativisticos representam
uma pequena parcela do valor total dos efeitos. A perturbacao gravitacional de Plutdo na
orbita de Mercirio é desprezivel.

No caso de medidas efetuadas no proprio planeta, os efeitos relativisticos, exceto o avanco
do periélio, sao comparaveis aos efeitos das perturbagoes planetarias, como podemos ver na

tabela abaixo.

Tab.(5) Previsoes de efeitos na érbita de Mercirio,
observados em um referencial no planeta. O efeito das perturbagdes
planetdrias foi calculado com o modelo de Price e Rush[49].

Causa 0 ("/sec) A0 ("[sec) AT (s) AT, (s) Aa (m)
P. Planetarias 332.68 -1647.18  15.003  19.855 48433.2
RG 42.98 1131.49 -10.697 -10.306 -46833.7
Total 575.66 -515.69 4.306 9.549 1599.5

Nesse caso, o efeito do movimento e do campo gravitacional a que o observador estd sub-
metido ja foram incluidos nos calculos. Se os erros envolvidos na determinacao da posigao
e velocidade permitirem, essa é a estimativa do que podera ser medido pelo satélite a ser

langado em 2004 pela ESA [50, 51].




Then, in 1916, Einstein announced the general theory
and the sucess of this theory in dealing with the advance of
the perthelion of Mercury and the subsequent qualitative
confirmation of its predictions concerning red shift and
deflection of light rays all served to divert interest from

theories of gravitation based on the principle of special
relativity. (A.L. Harvey [17]).

Capitulo 4

A Gravitacao na dinamica da
Relatividade Especial

4.1 Introducgao

Apés o advento da Relatividade Geral, surgiram varias propostas alternativas para a
gravitagao!. Na sua maioria, essas alternativas tratam-se de equagoes de campo para o tensor
métrico g,, diferentes das equagbes de Einstein, Eq.(2.3). Essas teorias tém como premissa
que a gravitacdo é apenas uma manifestagdo da curvatura do espago-tempo, determinada
pelo tensor métrico g,.,, que é o campo fundamental da teoria, como na Relatividade Geral.
A opiniao atual da maioria da comunidade cientifica é de que somente teorias métricas podem
ser capazes de explicar o fenémeno gravitacional [8].

A Relatividade Especial (RE), de certa forma, unificou a Mecéanica Classica com o Eletro-
magnetismo, preservando o Principio da Inércia de Galileu?[52]. Esse espirito de unificagéo
da fisica foi ampliado com o desenvolvimento de uma Mecanica Quantica compativel com

a RE. Nessa Mecanica Quantica Relativistica, o spin do elétron aparece naturalmente e na

INesse Capitulo, os célculos que realizamos com os modelos de Phipps Jr.[15], Bagge[13] e Rood[14] sdo
apresentados. Essa anélise foi exposta também em forma de Comunicagdo Oralno XVIII Encontro Nacional
de Fisica de Particulas e Campos, sob o titulo Gravitation in the Special Relativistic Dynamaics.

2Havia um conflito entre a Mecanica Classica de Newton, cujas leis sdo invariantes pelas transformagoes
de Galileu, e o Eletromagnetismo de Maxwell, cujas leis nao sdo invariantes por tais transformagdes . Einstein
mostrou que as transformagdes de Galileu néo levam em conta o tempo gasto para um sinal luminoso ir de
um ponto a outro do espago. As transformagdes que devemos usar para conectar as medidas efetuadas por
dois observadores inerciais sdo as de Lorentz—Einstein. Essas transformacdes de Lorentz-Einstein mantém
invariantes as leis do Eletromagnetismo de Maxwell, mas nao as leis da Mecanica Classica de Newton. Ein-
stein elaborou entdo uma Mecanica Classica consistente com essas transformagcdes, denominada Relatividade
Especial, preservando assim o Principio da Inércia de Galileu que afirma que todas as leis da fisica devem
ser as mesmas em qualquer referencial inercial.

47
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teoria quantica nao-relativistica, a interacdo de spin € incorporada ad hoc. O comporta-
mento de particulas elementares é descrito por uma teoria de campos dentro do formalismo
das transformacoes de Lorentz—Einstein. Logo, como todas as interagdes nao—-gravitacionais
estao baseadas na Relatividade Especial, existe uma aspiracdo de se descrever também as
interagbes gravitacionais dentro desse formalismo.

Este anseio de unicidade da fisica e o fato do desvio para o vermelho e da deflexdao da
luz poderem ser explicados dentro do contexto da RE [6] justificam a procura por uma Lei
de Gravitacdo que seja compativel com a dinamica da RE. Como a precessdao de periélio
de Mercirio é considerada o tnico teste das equagoes de campo da RG no Sistema Solar,
sendo a principal justificativa para a aceitacio da teoria [8, 13], para uma outra teoria da
gravitagao competir com a RG, é imprescindivel que ela também preveja esse efeito.

E mencionado em alguns livros textos [29, 31] que a gravitagio ndo pode ser estudada
dentro do contexto da Relatividade Especial, pois tal modelo s6 é capaz de reproduzir cerca
de 1/6 do avango de periélio anémalo de Mercurio e, portanto, nao reproduz corretamente os
dados observacionais. O livro bem conhecido de Goldstein [31] propde o seguinte problema
no capitulo sobre Relatividade Especial: “Show that the relativistic motion of a particle in
an attractive inverse square law of force is a precessing ellipse. Compute the precession of
the perihelion of Mercury resulting from this effect. (The answer, about 7” per century, is
much smaller than the actual precession of 40” per century which can be accounted only by
general relativity)”3. Bergmann [29] resolveu esse problema, investigado pela primeira vez
por Sommerfeld [53] em 1919. Sommerfeld estendeu seus calculos do movimento relativistico
de um elétron ao redor de um préton (que tinham o intuito de explicar o espectro de emissao
do hidrogénio) para o problema do movimento planetario, considerando a energia potencial
newtoniana

y, = _GMmo (4.1)

r

3Mostre que o movimento relativistico de uma particula submetida a uma forga de inverso do quadrado é
uma elipse precessante. Calcule a precessao do periélio de Merciirio resultante desse efeito. (A resposta, cerca
de 7” por século, é muito menor do que a precessdo real de 40” por século que pode ser obtida corretamente
somente pela Relatividade Geral).
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Mostramos na Secdo 4.3 que essa energia potencial realmente conduz a somente 1/6 da
previsao da RG para a precessdo da dérbita. Chegamos a essa conclusao resolvendo analitica-
mente a equagao diferencial que descreve o formato da érbita, como usual, e também através
da integracao numérica das equagdes de movimento, método em geral ndo abordado. Ainda
hoje, é aceita por muitos a conclusdo de Sommerfeld de que a Relatividade Especial nao
pode explicar o movimento de Mercurio.

4

No contexto da teoria Newtoniana, a massa gravitacional passiva *, mg, que determina

a energia potencial a que a particula esta sujeita,

y=-GMme (4.2)

r

é, por hipétese, igual a massa inercial my (relacionada ao momentum linear P =mbeasua
variagao, a forga dﬁ/dt). Por sua vez, a massa inercial é idéntica a massa de repouso myg, na
Mecénica Newtoniana. Nesse caso, V = V. Tsai [55] mostrou, através de uma experiéncia
imaginéria® que, se em repouso, a massa gravitacional é idéntica & massa inercial (mg =
mj = myg), em movimento elas também devem ser iguais; nesse caso, mg = m; = mgY.
Portanto, o uso de mg = mg na Mecanica relativistica, como considerado no tratamento de
Sommerfeld [29, 31, 53], ndo é consistente. Mesmo sem o conhecimento do trabalho de Tsai
[55], Bagge [13] e Phipps Jr. [15] consideraram a equivaléncia entre a massa gravitacional
passiva e a massa inercial (mg = my) na energia potencial tipo newtoniana, Eq.(4.2), dentro
do contexto da RE. Ficamos surpresos ao nos defrontar com esses trabalhos, pois os autores
obtém o mesmo valor previsto pela RG para a precessao do periélio de Mercurio. Outro

trabalho interessante é o de Rood [14] que ndo usa a energia potencial tipo newtoniana,

40 conceito de massa foi introduzido no contexto da segunda lei de Newton [54]: é a constante de
proporcionalidade que relaciona a forga a que um corpo esta sujeito com a sua aceleracado. Essa “massa” é a
massa inercial, medida da resisténcia do corpo & forca. Mas massa possui também outros dois significados na
teoria de Newton. A massa gravitacional ativa de um corpo, m#, determina o campo gravitacional produzido
por ele. A reagao passiva de um corpo ao campo gravitacional produzido por outros corpos é determinada
pela massa gravitacional passiva mP. Assim, a forga exercida por um elemento de massa I em um elemento
de massa I] a uma distancia R, é dada por Gm#m¥;/R?, em médulo. Aqui a massa denotada por mg é a
massa gravitacional passiva da particula teste.

SExperiéncia nao realizavel na pratica. Semelhante as experiéncias de ‘caixa de Einstein’ descritas por
French [52], os famosos ‘gedanken experiments’.
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Eq.(4.2), mas sim uma equacdo de forca semelhante a forca eletromagnética de Lorentz
entre duas cargas elétricas. Rood afirma que esse modelo prevé corretamente o avango do
periélio e, ainda, tal equagao de forga € capaz de prever o deslocamento para o vermelho e a
deflexdo gravitacional da luz sem o uso do principio da equivaléncia, como considerado por
Schiff [6]. Seria interessante, portanto, comparar a previsao desses modelos com a previsao
da RG para os outros efeitos relativisticos no movimento planetario. Esse é o principal
propésito desse capitulo. Na préxima segdo, apresentamos as relacoes dinamicas para uma

particula com uma energia potencial qualquer V, no contexto da RE.

4.2 Dinamica de uma particula

Vamos tratar o planeta Mercirio como sendo uma particula teste sujeita ao potencial
gravitacional do Sol cuja massa é muito maior do que a da particula, podendo ser considerado
em repouso, como foi admitido no contexto da solu¢do de Schwarzschild. Nosso observador
inercial se encontra em um sistema de referéncia em repouso em relacao a fonte de gravitagao.
Podemos considerar que esse observador esta muito distante da fonte a fim de que seu carater
inercial continue valido. Explicita ou implicitamente, os modelos analisados [13, 14, 15]
consideram esses principios.

De acordo com a dinamica da RE [31], o movimento de uma particula teste cuja energia

potencial é V pode ser determinado pela lagrangiana

L=—-my?y -V, (4.3)
pela energia
E=myy+V, (4.4)
ou, ainda, pela forca B
F= % =-VV, (4.5)

onde P é o momentum relativistico
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onde U = dr/dt e v é o fator usual

(7). wr

Se a energia potencial em questio depender apenas da coordenada radial, V = V(r), as
trés expressoes acima sao equivalentes, levando as mesmas equacoes de movimento para a

particula.

4.3 A energia potencial newtoniana

Considerando que o campo gravitacional gerado por uma fonte esfericamente simétrica
de massa M possa ser descrito pela energia potencial newtoniana, Eq.(4.1), a lagrangiana

que descreve o movimento de uma particula nesse campo é dada por

(4.8)

c? r

1
2\ GM
L = —mgc? (1_1)_) + mO.
Em coordenadas polares no plano, v? = 7% + r2é2, as equagOes de Euler-Lagrange levam a
conservacao de

Py = moyr? (4.9)

~ 06

com a equagao de movimento para a coordenada radial r sendo

GM

r2

d, . "
7 (yr) = yré* — . (4.10)

Utilizando o procedimento padrao de mudar a dependéncia temporal para dependéncia an-

gular, obtemos uma relagdo direta entre as coordenadas r e 6,

d*u GM
- tu=

0? T T (4.11)

onde u = 1/r e h = Py/mo é o momentum angular por unidade de massa. Desprezando

termos O(c™*), essa EDO pode ser escrita na forma

d?u GM 1h? [, [du\®
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cuja solugdo (veja o Apéndice C) resulta em um avango de periélio

M
§— _TeM (4.13)

a(l—e?)e?’
apenas 1/6 do valor previsto com a RG, o que significa cerca de 7.163” /sec no caso da 6rbita
de Mercirio. Essa é a solugao do problema proposto por Goldstein [31], em concordancia com
o resultado obtido por Bergmann [29]. E propicio salientar que essa lagrangiana, Eq.(4.8),
leva a seguinte energia
GMmyg

E = moc*y — . (4.14)

por uma transformacao de Legendre, concordando com a Eq.(4.4). Além disso, as equagoes
de movimento obtidas com a mesma energia potencial através da equagao de forca, Eq.(4.5),
sao idénticas as obtidas através da lagrangiana.

Podemos também escrever a lagrangiana de Sommerfeld em coordenadas cartesianas no
plano (z,y), obtendo assim as seguintes equagoes de movimento

9 = 2 =
R L [(1—1”_)7:*_(’" “)a] FO[Ey,  (415)
:

dt? r3 2 c2 c?

com 7 = zi +yj e ¥ = dr/dt. A equagdo acima representa um sistema de duas equagoes
diferenciais acopladas de segunda ordem. E ao resolvermos o sistema numericamente pelo

método de Runge-Kutta—Nystron [37], obtemos os resultados mostrados abaixo.

Tab.(6) Integracdo das equagdes de movimento do modelo de
Sommerfeld, Eq.(4.15), considerando a érbita de Merciirio.

Passo (s) ¢ (7/sec) A6 ("/sec) Aa(m) AT (s) AT, (s)
100  6.64422 -50.5469 1910.59 0.460398 0.520915

10  7.15818 -55.8994 2179.06 0.509149 0.574348

1 7.16321 -55.9535 2181.77 0.509642 0.574887

A integragio numérica concorda, portanto, com o calculo analitico da precessdo em boa
aproximagao. Os outros efeitos no movimento planetario também sdao mostrados acima.
N3o achamos interessante fazer um célculo analitico desses efeitos visto que o modelo nao

leva a precessdo observada.
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4.4 A equivaléncia entre massa gravitacional e iner-
cial

Como a equivaléncia mg = mg na energia potencial tipo newtoniana nao leva a resultados
aceitdveis para a Orbita de Mercurio, o passo seguinte seria considerar a equivaléncia entre

massa gravitacional passiva e massa inercial, ou seja,

2\ -}
y = GMmo (1 - ”—) . (4.16)

r c?
O problema nesse caso é que quando aplicamos tal energia potencial nas expressoes rela-
tivisticas da lagrangiana, Eq.(4.3), da energia, Eq.(4.4), e da for¢a, Eq.(4.5), somos levados
a equacdes de movimento diferentes. Em geral, se V = V(r,v) essas expressdes néo sao mais
equivalentes®, como ocorre com o modelo de Sommerfeld onde V' = V(r). A questdo entao é
escolher qual das trés abordagens é mais fundamental. Uma maneira de fazermos tal escolha
seria usarmos essa energia potencial nas diferentes expressoes, Eqs.(4.3,4.4,4.5), e constatar

qual delas consegue reproduzir os dados observacionais do Sistema Solar.

4.4.1 A Lagrangiana de Phipps Jr.

Em 1986, T.E. Phipps Jr. [15] considerou a equivaléncia mg = mgy na lagrangiana de

interacdo, Eq.(4.3),

Y. (4.17)

Por meio de uma transformacao de Legendre, encontramos a energia

GM 2
E = mocty [1 — r—c272 <1 + 22—2)] , (4.18)

que € uma constante de movimento.
Em coordenadas polares no plano, as equacdes de Euler-Lagrange para a coordenada
ciclica 0 levam a conservacao do momentum angular

GM
72> :

Py = morfy (1 + (4.19)

rc?

6Por exemplo, se aplicarmos a Eq.(4.16) na expressio da lagrangiana relativistica, Eq.(4.3), e entdo
fizermos uma transformacao de Legendre, ndo encontraremos uma energia na forma da Eq.(4.4). O inverso
também ¢ valido.
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e a equagao de movimento para a coordenada radial é dada por

Ls(os )] 10 ) - )

r2

Fazendo a transformacao usual, obtemos a EDO

fu <1 B (GM)2) _GMm Q"j ( N (%)2)] +O(c, (4.21)

o hc2 h?
onde h = Py/mqo e u = 1/r. A solugdo dessa EDO (veja Apéndice C) leva a um avango de

3n(GM)*  3nGM

o= h22 " a(l —e?)e?’

(4.22)

cerca de 1/2 da previsao da Relatividade Geral. De acordo com o autor, a lagrangiana dada
pela Eq.(4.17) descreve completamente o efeito. Como uma confirmagédo do nosso resultado,
podemos tratar essa lagrangiana em coordenadas cartesianas no plano, obtendo assim as
seguintes equagdes de movimento

2 = -
&’r GM |:(1_GM>F_2(T‘ v)

dt? rd rc? c?

] +0(c™, (4.23)

cuja solu¢ao numérica € listada abaixo.

Tab.(7) Integracdo das equagdes de movimento do modelo de
Phipps, Eq.(4.23), considerando a érbita de Merciirio.

Passo (s) 0 (7/sec) A8 ("/sec) Aa (m) AT (s) AT, (s)
100 20.9709 -107.831 3993.20 0.98216 1.17317

10 21.4848 -113.190  4261.90 1.03097 1.22666

1 21.4900 -113.245 4264.62 1.03147 1.22721

Essa solucao numérica confirma, portanto, nosso calculo analitico para a precessdo da 6rbita.
Logo, a afirmacao de Phipps de que a Relatividade Especial é capaz de explicar completa-
mente o avanco do periélio de Mercirio através da lagrangiana dada pela Eq.(4.17) néo é

valida.
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4.4.2 A Energia de Bagge

E. Bagge [13], considerou a energia potencial V = —GMmgy/r na expressdo para a
energia relativistica total, Eq.(4.4),

&M ( GM). (4.24)

E = moc*y — ——moy = moc’y (1 — —
r rc

Essa energia pode ser obtida por uma transformacao de Legendre na seguinte lagrangiana

GM
L = —mocty™ (1 -— > . (4.25)
re
Em coordenadas polares no plano, essa lagrangiana leva a conservagao de
. GM
Py = mor0y (1 - — ) . (4.26)
re

Como 7 (1 — GM/rc?) é uma quantidade conservada, E/moc?, o momentum angular new-
toniano, mgrzé, também é conservado nesse modelo. A equagdo de Euler-Lagrange para a

coordenada r leva a seguinte equagao de movimento

o GM GM\™!
ce 2 —2
r =rf° — —7—3—7 (1 — 2 > 5 (427)
que pode ser transformada numa equacdo envolvendo somente r e 0,
d*u (GM)? GM
207 +u [1 + a2 ] = e (4.28)

A solucgao dessa EDO resulta, de acordo com os calculos desenvolvidos no Apéndice C, em

uma precessao de
m(GM)* TGM

h2c2 a1l —e?)c?’

cerca de 1/6 da previsio da RG, em sentido contrdrio. Ou seja, a lagrangiana considera-

§=— (4.29)

da, Eq.(4.25), prevé um retrocesso do ponto de periélio a uma taxa de aproximadamente
7.163” /sec no caso da 6rbita de Mercirio. Em coordenadas cartesianas, essa lagrangiana

leva as seguintes equacoes de movimento

22 2 -1
er_ _GM (1—9—> (1—GM> 7 (4.30)

dt? r3 c? rc?
cujos resultados da integragdo numérica para a érbita de Mercirio sdo mostrados abaixo,

confirmando a nossa previsao para .
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Tab.(8) Integracdo das equagOes de movimento cartesianas do modelo
de Bagge, Eq.(4.30), considerando a érbita de Mercirio.

Passo (s) 4 ("/sec) A8 ("/sec) Aa (m) AT (s) AT, (s)
100 -7.68242 6.73744 -172.019 -0.0613668 -0.1313410

10 -7.16853 1.39140  96.2282 -0.0126734 -0.0779666

1 -7.16349 1.33848  98.8931 -0.0121913 -0.0774387

Em um céalculo aproximado, Bagge [13] encontrou cerca de 1/2 da precessao prevista com
a RG. Nesse célculo, o autor considerou a consténcia de mor?6y. Todavia, essa é uma
quantidade conservada somente no modelo de Sommerfeld, dentre os analisados aqui. A

EDO obtida por esse procedimento (erroneo) é a seguinte

ap Te=0

2 -3
d*u (1_GMU> , (4.31)

2
na nossa notacio, onde C é uma constante. A solucio do autor para essa equagao diferencial
leva a cerca da metade do valor previsto pela RG para a precessdo. Usando o método
desenvolvido no Apéndice C, constatamos que tal solugéo é satisfatoria, desprezando termos
O(c™). Entretanto, a EDO obtida pelo autor, Eq.(4.31), é inconsistente com a conservagao

da energia considerada, Eq.(4.24).

4.4.3 A lei de forca de Bagge

Bagge afirma que a solucio aproximada da Eq.(4.31) obtida em seu trabalho [13] néo é
satisfatéria (opinido com a qual ndo concordamos). Portanto, seria necessario recalcularmos
a 6rbita de Mercirio com uma maior precisao através de um calculo numérico. Ao invés de
integrar numericamente a Eq.(4.31) de modo a checar a validade da integragao aproximativa

utilizada, Bagge usa a seguinte lei de forca

dP GMmoy _,
= -7

r dt r3

, (4.32)

onde P = mgy¥ é o momentum linear relativistico. De acordo com o autor, esse procedimento
é analogo a considerar a energia £ = moc?y (1 — GM/rc?), Eq.(4.24). Isso é erroneo, pois

o uso da energia potencial V = —GMmgy/r na expressdo para a forca, F= —61/, leva a
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equagoes de movimento diferentes daquelas obtidas com a aplicacdao dessa energia potencial
na expressao da energia total, Eq.(4.24). A lei de forca, Eq.(4.32), na realidade trata—se de
um novo modelo, detalhe nao percebido por Bagge. Em coordenadas cartesianas no plano,

essa lei de forca leva as seguintes equagdes de movimento

p=-S(i-5) -] (1.3

7«2 C2 c2
.. GM y? Ty

idénticas as equagdes (25) e (26) do trabalho de Bagge. Podemos, ainda, escrever essas

equagdes em uma forma mais compacta,

(4.35)

— = v
dt? r3 c?

P7 GM [F_ M}

As principais conclusées de Bagge se baseiam em uma integracdo numérica das Eqgs.(4.33,
4.34) considerando a érbita de Mercirio. De acordo com essa integragdo, o periélio avanga
a uma taxa de aproximadamente 42.09” /sec, um valor muito préximo da previsdo da RG,
cerca de 42.98” /sec. Portanto, a medida da precessdo anémala da érbita de Mercirio, cerca
de 42.5640.94” /sec [2], ndo é capaz de distinguir entre a previsdéo da RG e a previsdo da
RE, considerando a lei de forca F = —(GMmgyy/r®)7. De modo a checarmos o resultado

de Bagge, efetuamos também uma integragio numérica das Eqs.(4.33, 4.34), sendo que o

resultado dessa integracao é mostrado abaixo.

Tab.(9) Integracdo das equagbes de movimento cartesianas provenientes
da lei de for¢a de Bagge, Eqs.(4.33, 4.34), considerando a érbita de Merciirio.

Passo (s) 4 ("/sec) A0 ("/sec) Aa(m) AT (s) AT, (s)
100 13.8076 -22.3417 690.978 0.203495 0.329259

10 14.3215 -27.6966  959.555 0.252270 0.382714

1 14.3265 -27.7507 962.261 0.252762 0.383253

Nossos resultados da integragdo numérica das Eqs.(4.33, 4.34) indicam uma precessdao da
ordem de 14.33” /sec, cerca de 1/3 da precessao prevista pela RG, em notavel discordancia

da integracao efetuada por Bagge.
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Podemos escrever a equagao de movimento para o raio vetor 7, Eq.(4.35), em coordenadas

polares no plano (veja o Apéndice A),

N, Lld o, GM P2\, ror,
(r—r@)e,,-i—;gz(rH)eg——rz 1—;2— ér— 58| - (4.36)

A equacdo para a componente angular de d?7/dt* é entao

Ld (25) _ GM 19

r c?

(4.37)

Tal equacio diferencial pode ser integrada facilmente, levando a conservacao da seguinte

quantidade

(4.38)

h = rzéexp (GM> .

rc?

A outra equacio de movimento é obtida considerando a componente radial da Eq.(4.36),

. .2
v M (1 - T-) . (4.39)

r2 c?
Nessa expressio, mudamos a dependéncia temporal para dependéncia angular utilizando a

constancia de h, Eq.(4.38), obtendo assim a seguinte EDO

d*u GM 2GMu

a2 TS T P ( 2 ) ! (440)
que pode ser escrita como

d*u 2(GM)? GM

gz (1 T T hia ) =T o (1.41)

desprezando termos O(c™*). A solucdo aproximada dessa EDO (veja o Apéndice C) resulta

em uma precessao de periélio de

_2n(GM)

5= 2~ 2rGM

h2c2 " a(l—e?)e’

(4.42)

cerca de 1/3 da precessdo prevista com a RG. Esse resultado concorda com a precessao
determinada através da nossa integraciao numérica das Eqs.(4.33, 4.34), considerando a érbita
de Mercirio. Portanto, a conclusdao de Bagge [13] de que a lei de forga F = —(GMmgy/r®)F

pode descrever completamente o movimento de periélio de Mercirio nao é valida.
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4.4.4 Sintese

Concluindo esta se¢do, mostramos que a inclusdo da energia potencial do tipo newtoni-
ana,
G M mag
Ve-——77"--—7,

r

nas relacoes dinamicas da Relatividade Especial, com a massa gravitacional passiva mg
igual & massa inercial m; = mqy, ndo é capaz de reproduzir o avanco de periélio anémalo de
Mercurio.

O uso dessa energia potencial na lagrangiana

+ GMmgy ,

L = —mocty!

Eq.(4.17), como considerado por Phipps Jr. em 1986 [15], resulta em 1/2 da precessao pre-
vista com a RG. Apéds fazermos os célculos do movimento planetario com essa lagrangiana
e escrevermos uma critica a derivacao de Phipps Jr. salientando alguns pontos falhos, en-
contramos o trabalho de 1987 de Peters [56]7. Peters mostrou os problemas existentes no
artigo de Phipps Jr. e chegou ao mesmo resultado que obtivemos para a precessao da orbita.
Em resposta as criticas de Peters, Phipps Jr. [57] argumentou que é possivel que a parte da
precessao que pode ser explicada newtonianamente seja maior e portanto, a parte anémala
pode ser compativel com a previsao dessa lagrangiana. O argumento de Phipps se baseia na
analise de Nedvéd do efeito do movimento do Sol ao redor do baricentro do Sistema Solar
[58]. Todavia, como argumentamos na Segao 3.9.1, tal analise nao é valida.

A inclusao da energia potencial na expressao relativistica para a energia total,

E = mocty (1 — GM) ,

rc?

como considerado por Bagge em 1981 [13], resulta em uma precessdo do periélio de cerca de

1/6 do valor previsto pela RG, e em sentido contrario.

7Demoramos ara encontrar essa referéncia orque as revistas cientificas, bem como as fontes de pes uisa
)
de 1987 nao estao diSpOl’lfVGlS nas bibliotecas da UFPR.
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A lei de forga B

dP GMmqy

P
considerada por Bagge em 1981 no mesmo trabalho [13], é capaz de explicar somente 1/3
da precessao prevista pela RG. Todavia, uma integracdo numérica das equagbes de movi-
mento em coordenadas cartesianas, obtidas através dessa forga, levou Bagge a concluir que
tal modelo explica completamente a precessao anémala de Mercirio. Existem problemas
intrinsecos com os célculos numéricos de Bagge. O teste feito pelo autor ao integrar numeri-
camente as equacdes de movimento newtonianas, obtendo precessao nula, ndo é suficiente
para comprovar a eficicia do programa. Por outro lado, o método de integracio que uti-
lizamos foi testado com as equagdes de movimento newtonianas, as equagdes da RG e, ainda,
com as equacgdes de movimento do modelo de Sommerfeld, todos com solugao analitica bem

conhecida.

4.5 O modelo de Rood

Em 1984, H.J. Rood [14] considerou a seguinte lei de forga

dP GMmg [_, Jx(ﬁxf‘)]
el 7 ,

F:dt_ r3

(4.43)

2
para uma particula sujeita ao campo de uma fonte esfericamente simétrica e estatica de massa
M, onde 7 é o vetor posi¢ao da particula em relagdo a fonte e ¥ = dr/dt. Tal lei de forca é de
certa forma analoga a forca de Lorentz entre duas cargas elétricas. A anélise feita por Rood
para o movimento de planetas é um tanto quanto complicada, pois o problema é tratado em
coordenadas préprias. Os célculos tornam—se mais simples no sistema de referéncia centrado

no baricentro do Sol, como nos outros modelos que analisamos.

4.5.1 A precessao das d6rbitas planetarias

Em coordenadas polares no plano, podemos escrever a lei de for¢a proposta por Rood,
Eq.(4.43), na seguinte forma

202 .
C

r2 c
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a forga sendo a variacao temporal do momentum linear,

. _dP _d, AW 2\
F = = E(TI’LIU)—TTLO’Y{(T —rf +-’y—> er+;’;—— (7" 07> 69} . (4.45)

Igualando essas duas expressdes, constatamos que a componente angular resulta na seguinte

equagao diferencial

1 d,,; GM mg) dr
—— = — ] — 4.46
26y dt(7~ #7) r2c? (ml dt’ (4.46)
cuja integragdo indica que a grandeza
. GM
h = r*fyexp ( > ) (4.47)
re

é uma constante de movimento (no caso de mg = mqy esta é uma constante exata e no caso
de considerarmos mg = mg tal constancia é valida até termos O(c™?), sendo que termos de
ordem superior podem ser desprezados). Considerando a componente radial da igualdade
entre a Eq.(4.44) e a Eq.(4.45), obtemos a segunda equagao diferencial para a dependéncia

temporal das coordenadas r e 8,

. o 242
% _rgz_l_ﬂ _ _GM (T__Ci) (1 +L€_) . (4.48)

0l r? \mg c?

Usando a conservacido de h para transformar a dependéncia temporal em angular nessa

1+ 22‘—22 (u2 + (%)2)} , (4.49)

Considerando a equivaléncia entre massa gravitacional passiva e massa de repouso, a

1+ ;fg (u2 + (%)j} , (4.50)

cuja solugao (veja o Apéndice C) indica a seguinte precessdo da 6rbita

equagao diferencial, obtemos assim a seguinte EDO

d?u (GM)2\ GM [mg
39‘2”(1‘2 R >— B2 (Ff)

desprezando termos O(c™*).

relagao entre as coordenadas r e 6 é dada por

P (I_Q(GMV) oM

a2 T h2c2 B2

_ 5m(GM)

5 ?  5nGM

h2c2 T a(l—e?)e?’

(4.51)
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cerca de 5/6 do valor previsto pela RG.

Considerando a equivaléncia entre massa gravitacional e massa inercial, mg = my = mqy,
a solucdo da Eq.(4.49) conduz a uma precessdo idéntica a prevista pela RG. Portanto, o mo-
delo de Rood é realmente compativel com os dados observacionais referentes ao movimento de
periélio de Mercirio [2], apesar de ndo haver mencdo dessa equivaléncia no trabalho original
de Rood [14]. Vamos agora calcular os outros efeitos relativisticos na érbita utilizando esse

modelo.

4.5.2 Outros efeitos no movimento planetario

Como j4 mencionamos, seria interessante compararmos as previsdes da RG com as
previsoes de outras teorias que também reproduzem a precessio anémala de Mercirio no
que se refere aos outros efeitos relativisticos na dérbita, como o periodo orbital, o semi-eixo
maior e os outros efeitos descritos no Capitulo 3. Mostramos na se¢ao anterior que os modelos
propostos por Bagge [13] e Phipps Jr. [15], ao contrario da afirmagao dos autores, nao sao
capazes de explicar corretamente o efeito de precessdo. J& a lei de forca proposta por Rood
prevé corretamente o efeito quando consideramos a equivaléncia entre massa gravitacional
e massa inercial. Portanto, iremos analisar as previsdes desse modelo mais detalhadamente.
A EDO obtida com a lei de for¢a de Rood, Eq.(4.49), considerando a equivaléncia mg = my,

tem como solugao

u(f) = 2 (14 ao + ercospb) (4.52)
onde
27
P=9r +46’
com
orGM
5 —_— m 3 (4-53)
GM
_ 2
ao—(2+6>m, (454)

desprezando termos O(c™*), veja o Apéndice C para maiores detalhes.
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Para fins de célculo do periodo orbital, consideramos como condicdo inicial o ponto de

periélio da trajetdria, da mesma forma que no contexto da RG. Dessa forma, podemos

determinar as constantes h e e, em termos das analogas newtonianas {1 e e,

1 GM ,
GM 2 3
6R=e—m(1—78—36 —6), (456)

usando um procedimento semelhante ao apresentado na Se¢éo 3.5. Da conservagao do mo-

mentum angular por unidade de massa h, Eq.(4.47), vem que

dt

1db GM 2GM
= (1 —_— u) .

T hu2 " 2ac? c? (4.57)

Logo, o periodo orbital, tempo necessério para o raio vetor do planeta varrer um angulo de

2w, pode ser determinado através da integral

1 po=2m d6 GM 2GM
_1 _ 4.
T h Jo=o u%(9) ( 2ac? c? u(0)> ’ (4.58)
onde a funcao u(f) é dada pela Eq.(4.52). Integrando tal expressao obtemos
2mvVaGM 3(1 — e2)%/2 s 3
T _ 12 —2?— 4.
T=T, (—c_ct ) [ (EE 1 —2e—2e*—¢€°| , (4.59)

desprezando termos O(c™*), onde T, é o periodo orbital previsto com a Gravitagdo Newto-
niana. Para a dérbita do planeta Mercirio, a diferenga entre o periodo orbital previsto com
a lei de forga de Rood, T', e o periodo newtoniano é cerca de AT =T — T, = —0.008215
segundos. Ou seja, se o movimento do planeta for descrito corretamente por esse modelo, ele
ird completar um angulo de 27 mais rapido do que o previsto newtonianamente. Portanto, a
cada revolucao, o planeta estard adiantado em relagao a posi¢do prevista newtonianamente

cerca de
GM(1 +e)

Al =—,| ——=
a’(1—e)3

AT .

No caso do planeta Merciirio, a defasagem da posi¢ao prevista newtonianamente em relagao

a “observada” ocorreria a uma taxa de Af =0.9019”/sec.
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O periodo da coordenada radial, 7T,, tempo decorrido entre duas passagens do planeta
pela posicao do periélio, é dado por

_ 6r | aGM (1—¢)
L=T+ eV (1—e)(l+e)’

ou seja, é o tempo necessario para o raio vetor que vai do centro do Sol ao planeta varrer um
angulo de 27, T', acrescido do tempo para o planeta varrer um angulo § = 61GM/a(1—e€?)c?.
Para o caso da érbita de Mercirio, a diferenca entre o periodo radial observado (de acordo
com a lei de forca de Rood), T),, e o periodo radial previsto newtonianamente (idéntico ao
periodo orbital 7',) é de cerca de AT, = 0.3833 segundos.

A média entre a distancia de méxima aproximagao e maximo afastamento define o semi-
eixo maior da érbita. Como, relativisticamente, a érbita precessa um angulo ¢ a cada

revolucao, o semi—eixo maior € dado por

1] 1 1
= — . 4.60
T3 [u(O) i u<7r+5/2>} (4.60)
Usando a solucdo da EDO proveniente da lei de forga de Rood, funcdo u(6), Eq.(4.52),
obtemos
GM

a, =a, — e (1 — 4e + e2> +0(c™), (4.61)

onde a, é o semi-eixo maior previsto newtonianamente a partir das mesmas condigoes de
contorno. De acordo com essa expressao, o semi—eixo maior “observado” de Mercurio é cerca

de 514.4 metros menor do que a previsao newtoniana.

4.5.3 Equacgoes de movimento cartesianas

Em coordenadas cartesianas, a lei de for¢a proposta, Eq.(4.43), leva as seguintes equagdes

de movimento

&7 GM [(1 N ;ﬁ) - 2(7”-217)6] ey (4.62)

dt? r3 2c? c
no caso de considerarmos a equivaléncia entre a massa gravitacional e a massa de repouso,
ma = mo. Abaixo listamos o resultado da integragido numeérica desse sistema, considerando

o movimento de Mercurio.
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Tab.(10) Integracdo das equagdes de movimento cartesianas provenientes
da lei de forca de Rood, considerando a equivaléncia
mg = mg, Eq.(4.62), para a érbita do planeta Mercirio.

Passo (s) & ("/sec) A0 ("/sec) Aa (m) AT (s) AT, (s)
100 35.2976 -21.8809 433.406 0.199298 0.520799

10 35.8115 -27.2446  702.317 0.248152 0.574334

1 35.8167 -27.2996 705.056 0.248653 0.574883

O resultado dessa integracao confirma o nosso célculo analitico da precessdo &, Eq.(4.51),
cerca de 5/6 da previsdo da RG. Para os outros efeitos relativisticos néo efetuamos o calculo
analitico, pelo fato desse modelo nao ser capaz de descrever, ao menos, o avango do periélio.

Considerando a equivaléncia entre massa gravitacional passiva e massa inercial, mg =
my = mqy, na lei de forga proposta por Rood, Eq.(4.42), chegamos a seguinte equagao de

movimento para o raio vetor

&7 GM [(1+”_2);~2('F'”)5} L0, (4.63)

dt? r3

cujo resultado da integracdo numérica é mostrado a seguir.

Tab.(11) Integracao das equagdes de movimento cartesianas provenientes
da lei de for¢a de Rood, considerando a equivaléncia
mg = my, Eq.(4.63), para a érbita do planeta Merciirio.

Passo (s) & ("/sec) A0 (”/sec) Aa (m) AT (s) AT, (s)

100  42.4609 6.32434 -786.203 -0.05760410 0.329143

10 42.9748 0.957892 -517.179 -0.00872479 0.382703

1 42.9798 0.902587 -514.425 -0.00822105 0.383253
Analiticamente  42.9800 0.901929 -514.391 -0.00821506 0.383260

Na tltima linha dessa tabela, apresentamos os valores obtidos analiticamente a partir do
tratamento do problema em coordenadas plano—polares. Essa tabela mostra que a integracao
numérica das equagoes de movimento cartesianas confirma as previsdes que fizemos para os

efeitos relativisticos na érbita de Merciirio, dentro de uma margem de erro de 0.07%.
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4.5.4 Comportamento da luz

O trabalho de Schiff de 1960 [6] deu um novo impulso & idéia de se obter uma teoria
de gravitagdo compativel com a Relatividade Especial. Schiff mostrou que os fenémenos
de deslocamento espectral para o vermelho e a deflexdo gravitacional da luz podiam ser
explicados completamente pela RE utilizando o principio da equivaléncia. Portanto, dos
testes propostos por Einstein, apenas o avango de periélio anémalo de Mercurio serviria
como um teste da RG. A explicagiao desse efeito através da lei de forga de Rood colocaria
a Relatividade Especial no mesmo patamar de igualdade observacional que a Relatividade
Geral. Apesar de existirem certos questionamentos a derivagao de Schiff (veja as referéncias
citadas por Engelke e Chandler [19]), o modelo de Rood também pode explicar esses efeitos
da gravitagao na propagacdo da luz, como mostraremos a seguir.

Para uma particula livre da agao de forcas, sua energia total é dada por [52]
E =mc*, (4.64)
onde m; é sua massa inercial, com o momentum linear sendo
P =mv, (4.65)

onde ¥ = dr/dt. Tais expressdes podem ainda ser escritas numa forma manifestamente
covariante através do quadrivetor P*,

dze®  dF
” T) , (4.66)

P¥ = (E/C, ﬁ) = (mO?T—, mOE

que se transforma da mesma maneira que z* = (z° 7), visto que o elemento de tempo
préprio dr = —n,,dz*dz” é um invariante sob transformagoes de Lorentz.
A energia de um féton esta relacionada com a freqiiéncia v da onda eletromagnética

associada por meio da relagdo [52]

E=hv, (4.67)

onde h é a constante de Planck, sendo que a relagao entre energia e momentum é

E -+
P=—, ouseja P=—v, (4.68)
c
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onde v = ¢. Portanto, na descri¢gdo do movimento de fétons, podemos considerar a
equivaléncia
hv

Considerando a equivaléncia entre massa gravitacional passiva e massa inercial na lei de

for¢a de Rood, Eq.(4.43), podemos escrever a seguinte equagao de movimento

d [ d7\  GM [, #x(3xF)
%(”Zﬁ)“ S V[r— > ] (4.70)

para fétons.

Deslocamento para o vermelho das linhas espectrais

Vamos considerar agora uma onda eletromagnética emitida com uma freqiéncia 1 na
superficie do Sol, ou seja, a uma distancia Rg do centro de massa da fonte. A propagagéao

ocorrendo na diregao radial (¢ x 7= 0), vem que

dv GM v

= - Z 4.71

dt r2 ¢’ (411)
ou ainda,

dv GM

v 2 dr, (4.72)

tendo em vista que dr/dt = c. Integrando essa expressdo, a freqiiéncia observada na Terra

sera dada por

GM [ 1 1 GM [ 1 1
Vobs = Vo €XP l:— 62 (-1%—(9 — ;.—e):| ~ ly— c2 (—R—g — ’r'_e> o +O ((GMI/()/?"C2)2) 3 (473)

N

onde r, é a distincia da Terra ao centro do Sol. Essa expressio é idéntica, até O(c™?), &
obtida no contexto da RG, Eq.(2.39). Porém, no contexto do presente modelo, a freqiiéncia
de emissdo caracteristica de um certo processo fisico, v, € a mesma em qualquer ponto do
espago, ou seja, a gravitacdo nao afeta os processos de emissdo. O deslocamento da onda
eletromagnética através do espaco é que faz com que a sua freqiiéncia varie, em acordo com a
Eq.(4.72). Tal descrigio é essencialmente diferente daquela considerada no contexto da RG.
Todavia, a previsao do efeito é a mesma até O(c™?) e efeitos de ordem superior ndo podem

ser detectados através das técnicas atuais [14].
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Deflexao gravitacional

Considerando uma onda eletromagnética emitida a uma distancia muito grande da fonte
de gravitagao com uma freqiéncia v, a freqiiéncia observada a uma distancia r do centro

da fonte sera

GM)

rc?

v(r) = Voo €Xp ( (4.74)

em acordo com a Eq.(4.72). Dessa forma, o comportamento do raio vetor de um féton é

descrito por

d?*7 GM |, Tx(UxT) d (GM\ |
iz - 3 {r— c? }_%<rc2)v’ (4.75)
ou ainda,
d*7 GM v?\ (7-70)
:1? = — 7‘3 [(1 + c—2> r—2 c2 'U] . (476)

Rood mostrou que, com essa equagao de movimento, a velocidade final do féton na diregao

perpendicular & diregdo de emissao é dada por

_4GM <1 WGM)

he 10 (4.77)

Uy =

onde b é o parametro de impacto. O desvio angular da luz pode ser calculado através da

razao
8¢ = arcsin (—ﬁ) , (4.78)
c

o que leva a uma expressao idéntica, até O(c™?), a da RG, Eq.(2.49).

Portanto, os trés efeitos propostos por Einstein como um teste de sua teoria podem ser
obtidos também com a lei de forca de Rood, no contexto da Relatividade Especial. Em
particular, o valor previsto com o modelo de Rood para a precessdo do periélio de Mercirio
é idéntico & previsio da Relatividade Geral quando consideramos a igualdade entre massa
gravitacional passiva e massa inercial. Todavia, os valores dos outros efeitos relativisticos no
movimento planetdrio considerados aqui diferem nos dois tratamentos. Isso se deve ao fato
de que, de acordo com a solugdo de Schwarzschild, a aceleragdo sofrida por uma particula

no campo é

22 2 Y e
d*r ____GM [(1+2_2)___2GM _3(r o) )F—Z(r v)@,] + 0@,

dt? r3
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Eq.(3.70). Por outro lado, de acordo com a lei de for¢a proposta por Rood tal aceleragao é

&7 GM v\ . (7). »
PR [(”Ef)’”” @ o]+,

Eq.(4.63). Embora ambas as expressdes resultem na mesma precessao de peri€lio, visto que

dada por

—2GM/rc?* = —GM/ac? —v?/c* + O(c™*), elas diferem em termos que nao contribuem para

a precessio, como (7 - ¥)?/r?c?.




Oddly enough, of all the forces that we know about, the
one that we’ve studied longest, gravitation, is the one we
understand least (S. Weinberg[64]).

Capitulo 5

Conclusoes

A determinacao do movimento de uma particula sujeita ao campo gravitacional produzido
por uma distribuigio esférica de massa é um dos problemas centrais da Gravitacao Newto-
niana e da Relatividade Geral. O momentum de quadrupolo solar, bem como as massas
planetdrias geram apenas diminutas corregdes ao campo de simetria esférica do Sol. Despre-
zando essas perturbacdes, Newton mostrou que as leis empiricas do movimento planetario
descobertas por Kepler poderiam ser explicadas satisfatoriamente por uma lei de forca do
inverso do quadrado da distdncia. Descontando a precessdo na érbita de Mercirio causada
pelas perturbacoes planetdrias, esperava—se uma confirmagao da Primeira Lei de Kepler. To-
davia, a precisdo nas observagdes astronomicas do final do século passado indicou que havia
uma precessao adicional na érbita desse planeta que ndo podia ser explicada com os corpos
celestes conhecidos. Essa precessdo anomala foi satisfatoriamente reproduzida pela Relativi-
dade Geral através da solugao de Schwarzschild. Tornou—se célebre o fato de uma particula
sujeita ao campo gravitacional gerado por uma distribuicdo esférica de massa experimentar
uma precessao dos pontos de retorno de sua trajetéria, ou seja, uma corregdo relativistica
a Primeira Lei de Kepler. Esse era o tnico efeito relativistico no movimento planetario
relatado até 1993, quando Preston e Weber [11] constataram que o periodo orbital, tempo
para o ralo vetor varrer um angulo de 27, previsto com a Relatividade Geral, era diferente
do previsto newtonianamente. Preston e Weber propuseram entdo que a diferenca entre o

periodo orbital observado e o previsto newtonianamente servisse como um novo teste da

Relatividade Geral.

70
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Como foi discutido na Segdo 3.6, as aproximagdes utilizadas por Preston e Weber [11] na
solucdo da EDO relativistica, Eq.(3.10), levam a erros significativos no célculo do periodo or-
bital, invalidando completamente o resultado obtido pelos autores. Analisando o movimento
de uma particula no campo de Schwarzschild, através de uma generalizacao da solucao de
Bergmann e certas consideragoes a respeito das condi¢oes de contorno, obtemos uma previsao
mais coerente para o periodo orbital. Dessa analise, concluimos que a Terceira Lei de Kepler
nao é valida em geral. Realmente existe uma diferenga entre o periodo orbital previsto new-
toniana e relativisticamente, mas tal diferenga entre os periodos é diferente daquela prevista
por Preston e Weber. Uma integracio numérica das equagbes de movimento confirmou a
expressao analitica que obtivemos para o periodo orbital, contraria a previsao de Preston e
Weber. Constatamos ainda, que efetuar uma medida desse efeito é essencialmente diferente
de efetuar uma medida de precessao da 6rbita, pois envolve ndo somente deteccdes precisas
da posicao, como também da velocidade do planeta. Desse modo, néo seria possivel a medida
de tal efeito com as técnicas de observagao disponiveis no século passado. O constante au-
mento na precisao dos relégios atomicos, bem como nas medidas de distancias astronémicas
através da reflexao de sinais de radar, abrem a possibilidade de detectarmos pequenas dis-
crepancias entre as observacoes e as previsdes newtonianas do movimento planetario, além
da precessao da érbita. Mostramos que, relativisticamente, o periodo da coordenada radial
difere da previsao newtoniana. Constatamos também que o semi-eixo maior da érbita, média
das distancias radiais no periélio e no afélio, difere significativamente do newtoniano. Se as
técnicas atuais realmente propiciarem medidas que comprovem a previsdo da Relatividade
Geral para o periodo orbital, conforme obtida nesse trabalho, os outros efeitos relativisticos
na orbita poderao ser detectados.

O uso da energia potencial newtoniana, V = —GMmg/r, no contexto da Relatividade
Especial, conduz a uma precessao de somente 1/6 da previsao da Relatividade Geral [29,
31]. Todavia, é da opinido de alguns pesquisadores [13, 15, 55] que essa energia potencial
nao leva em conta o incremento de massa com a velocidade e que a energia potencial que

deverfamos considerar nesse contexto é V = —GMmgy/r. Concluimos que as tentativas de
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se explicar a precessao anomala da érbita de Mercirio com o uso dessa energia potencial
nao sdo satisfatérias e que as previsdes de Bagge [13] e Phipps Jr. [15] sdo inconsistentes.
Contudo, a afirmagao de que a Relatividade Especial nao é capaz de explicar a precessao
anomala de Merctrio é erronea, pois mostramos neste trabalho que a lei de forca proposta por
Rood [14] reproduz corretamente o efeito quando consideramos a equivaléncia entre massa
gravitacional passiva e massa inercial. Os outros dois efeitos propostos por Einstein como
um teste da Relatividade Geral também podem ser explicados com essa lei de forga. Para
os outros efeitos relativisticos no movimento planetario, as previsdes que obtivemos com o

modelo de Rood sdo distintas daquelas obtidas no contexto da Relatividade Geral.

Trabalhos Futuros

O efeito de rotacdao do Sol também conduz a uma precessdo das érbitas planetéarias que,
de acordo com a RG, é desprezivel[27]. Seria interessante analisar o efeito dessa perturbagao,
bem como o efeito do momentum de quadrupolo Solar em outras caracteristicas da oérbita.
Tendo em vista os efeitos previstos nesse trabalho, faz—se necessiria uma nova analise dos
dados observacionais de Merciirio e também uma integragdo das perturbagdes planetarias
que determine a contribuicdo “newtoniana” aos efeitos. No que concerne a lei de forca de
Rood, seria interessante calcularmos o efeito radar com o modelo e considerar tal lei de forga
no caso da atracdo entre duas massas quaisquer, a fim de testar o modelo no movimento de
sistemas binérios como o PSR 1913416 e o DI Herculis. Outra questdo seria a obtencdo de
uma equacao de campo compativel com a lei de forca de Rood que determinasse a interagao

entre uma particula e uma distribui¢do qualquer de matéria.




Apéndice A
Coordenadas plano—polares

Em certas circunstancias, constatamos que torna-se mais simples trabalharmos com co-
ordenadas polares no plano (r,0) do que com as cartesianas (z,y). Tais coordenadas se
mostram muito tteis na andlise de problemas que abragem movimento planetario. Por e-
xemplo, ao estudarmos certos modelos que envolvem uma modificagdo na for¢a newtoniana
torna—se necessario o calculo de grandezas vetoriais como dr/d¢ e d*r/dt*. Nesses casos,
para uma melhor visualizagio das quantidades conservadas, e.g., momentum angular, é mais
conveniente expressarmos 7 em termos de coordenadas plano—polares.

Em coordenadas cartesianas, o ralo vetor 7 é expresso em termos dos versores i e j
perpendiculares no plano

7=zl + yj = r(cos 0i + sin 6)) , (A.1)

onde r é o comprimento do vetor e 6 é o angulo entre o raio vetor e o eixo z (versor 7). Os
versores i e j definem um sistema de eixos ortogonais fixos no espago. Definindo um vetor

unitario €, na direcao do raio vetor, 7, podemos escrevé-lo na forma compacta
T =ré . (A.2)

Como o versor ¢, deve acompanhar o movimento de 7, ele ndo é um versor fixo no espago

como 7 e j. A dependéncia temporal de 7 pode ser escrita por

@_.A_I_ dér
dt T o

(A.3)

onde o ponto representa a derivacao em relagao a ¢, como usualmente. A derivada temporal

do versor radial

dée, d X W R
;0 =7 (cos 07 + sin 0)) = —sin i + cos 6 (A-4)
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A

é um versor que serd designado de ég. Tal versor é perpendicular a é,, tal que é,. x & = k.
Deste modo, esses versores formam um sistema de eixos ortogonais, ou seja, formam uma
base. Logo, qualquer vetor, além do préprio 7, escrito na base (%, j) pode também ser expresso
na base (é,,€5), que é uma base dependente do tempo.
A variacio temporal de 7 = ré,, ou seja, o vetor velocidade da particula na base (é,, €p)
é entao dado por
dr

- =Tt rfé, (A.5)

e de maneira analoga, a aceleragdo pode ser escrita como

d*7

T (= rb?) et 2 () & (4.6)

rdt

Tais expressdes de velocidade e aceleragdo escritas em coordenadas polares no plano sao
muito tteis no estudo de forcas centrais pois, nesses casos, o uso desse sistema de coordenadas

simplifica consideravelmente o problema.




Apéndice B

O movimento planetario no contexto da Mecanica
Newtoniana

De acordo com a Lei da Gravitagao Universal de Newton [31], o movimento de uma
particula de massa my sujeita ao campo gravitacional de uma fonte esfericamente simétrica,

de massa total M (tal que M >> mg) é descrito pela energia potencial

V

N

=———o. (B.1)

Podemos descrever o sistema através da funcao Lagrangiana

0? GM) | (52)

EN:mO(Tr ;

que, ndo-relativisticamente, é a diferenca entre a energia cinética e a energia potencial. Dessa

forma, a energia total da particula é a soma das energias cinética e potencial, ou seja,

v2  GM
EN = Mo (5 — ” ) . (B?))
Em coordenadas polares no plano, a velocidade da particula pode ser escrita como
vt =72 4 r20? (B.4)

onde o ponto se refere & derivagao em relagao a ¢, como usual. A equagao de Euler-Lagrange

para a coordenada ciclica # leva a conservagdo do momentum angular

dé
Py = moT2E = mofl , (B.5)

em acordo com a segunda lei de Kepler, “ o raio vetor de um planeta varre areas iguais

em tempos iguais”. A outra equagido de movimento pode ser obtida através da equacdo de
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Euler-Lagrange para a coordenada r. Alternativamente, podemos usar a conservagio da

energia, dE, /dt = 0, a fim de obtermos

.2 202
d(1+fﬁ~—GM>=o. (B.6)

dt \ 2 2 r

A Eq.(B.5) e a Eq.(B.6) determinam completamente o movimento da particula no campo,
ou seja, a solucao delas nos dé a dependéncia temporal das coordenadas r e 6. Todavia, para
conhecermos a forma da trajetéria da particula, torna—se mais interessante relacionarmos
diretamente r e . Assim, substituiremos a derivada temporal pela derivada angular na

Eq.(B.6) usando a conservagao do momentum angular por unidade de massa, (2,

d _.d_Qd

dt ~ df  r2df’ (B.7)

Fazendo ainda uma transformacido de coordenadas u = 1/r, obtemos a seguinte equagao

diferencial da 6rbita (EDO)
d*u bu— GM
dor T T

(B.8)

relacionando diretamente as coordenadas. A solugdo dessa equacdo diferencial pode ser

expressa na forma

GM

u(b) = =

[1 + ecos(d — by)] , (B.9)

onde o fator e é um parametro da érbita denominado excentricidade. Para 0 < e < 1, a
érbita é uma elipse, em acordo com a primeira lei de Kepler, sendo que o ponto de maxima
aproximacao sempre se localiza em 6 = 6p+2nm e o ponto de maximo afastamento se localiza
emf =6y +(2n+1)7, comn = 0,1,2,3, ... Dessa forma, o semi-eixo maior da érbita é dado

por

1 1 1 0?2

Logo, podemos escrever o momentum angular em termos dos parametros da orbita e da

massa da fonte,

N =1/aGM(1l — €?) . (B.11)
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A velocidade da particula em termos de u(f) fica na forma

v? = QP {uz + (%) } = ah(—f_—]\—/{é—) [1 + 2ecos(0 — bp) + 62] . (B.12)

Assim, a energia também pode ser escrita em termos dos parametros da érbita,

E, v GM _ GM

v
mo 2 r 2a

: (B.13)

como ocorre com o momentum angular, Eq.(B.11).
O periodo orbital, tempo necessario para o raio vetor do planeta varrer um angulo de 2,

pode ser obtido através da integracao da Eq.(B.5),

T 1 2n+a df
dt== [ . B.14
/0 Q Jo=a u*(9) ( )
Efetuando a integragao, constatamos que o periodo orbital é dado por
2ma’/?
T=—-+—— B.15
(GM)1/2 ) ( )

em acordo com a terceira lei de Kepler, “o quadrado do periodo é proporcional ao cubo do
semi—eixo maior”.
Podemos obter de uma forma alternativa as equagdoes de movimento, Egs.(B.5, B.6),

através da lei de forca do inverso do quadrado,

d . - GM ,
ZE (mo’l)) = —VVN = __7‘2 €r, (B]‘s)

P, -
como feito originalmente por Newton. Essa forca explicou completamente as trés leis pro-

postas por Kepler, resultado de suas observagbes do movimento dos planetas. Esse, na

realidade, foi o grande éxito da Mecanica e da teoria da Gravitacao de Newton.




Apéndice C

Solucao aproximada para perturbagoes a EDO Newto-

niana

Como é mostrado no Apéndice B, dentro do contexto da Mecanica Newtoniana, a lei de
forca de inverso do quadrado resulta na conservacdo do momentum angular, Q@ = r?6, e o

formato da érbita é determinado pela seguinte equagao diferencial

d*u GM

T (¢-1)

onde u é o reciproco da distancia da particula ao centro da fonte (7). A solugao dessa equacao

diferencial orbital (EDO) pode ser expressa na forma

u(f) = Gﬂjy [1+ ecos(d — 6o)] , (C.2)

onde a constante e depende das condigoes iniciais do movimento, sendo que para 6rbitas
planetarias, e estd no intervalo entre 0 e 1. O angulo 6, refere-se a posigao angular onde
ocorre o periélio, ponto de méxima aproximacao (minimo da fungéo r(#), ou seja, maximo
de u(#)). Podemos escolher o nosso sistema de eixos de modo que o eixo = coincida com
o raio vetor no planeta nesse ponto e fazer 8, = 0. Tratando-se de perturbacées a EDO
Newtoniana, a solucao da EDO podera resultar em uma precessdo do ponto de periélio.
Nesse caso adotaremos a convencao de que o periélio inicialmente se encontra em § = 0, que
serd nossa posi¢ao angular de referéncia.

No Capitulo 3 vimos que, de acordo com a Relatividade Geral, o movimento planetario

é tal que uma grandeza com dimensdes de momentum angular por unidade de massa (h) é
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conservada, sendo que no limite de ¢ — oo ela recai em ). A forma da érbita é determinada

pela EDO

u” . (C.3)

Dentro do contexto de outras teorias relativisticas da Gravitagdao, somos levados a equagoes

diferenciais na forma

& GM du?
—T£+’U«(1—k‘1): > [1+k2u2+k3 (%)} , (C.4)

do?
onde h é uma constante que depende da teoria em questéo, sendo que no limite de ¢ = oo

esta se reduz a (2, como no caso da RG. Os fatores ky, kyu? e k3(du/df)? sao termos da ordem
de v?/c*, O(c™?), muito menores do que 1 para os planetas do Sistema Solar. Assim, as EDOs
relativisticas, escritas na forma geral da Eq.(C.4), tratam-se essencialmente de perturbagoes
a EDO Newtoniana, Eq.(C.1). Esperamos, portanto, que a solu¢do da Eq.(C.4) seja dada em
termos de pequenas perturbagdes & equagdo que descreve as 6rbitas newtonianas, Eq.(C.2).
Bergmann em 1960 [29] e Rosalles e Castro-Quilantdn em 1984 [33] propuseram uma solugao
aproximativa para a EDO proveniente da RG (onde k; = k3 = 0 e ky = 3h%/c?) que falha
somente em termos O(c™*). Embora essa EDO tenha vindo a comprovar a RG no sentido
de que sua solugao leva ao avango de periélio compativel com os dados observacionais, sua
solucdo exata s6 foi encontrada recentemente por Saca em 1995[59]. O valor da precessdo,
no caso do planeta Mercirio, obtido através da solucdo de Saca é basicamente o mesmo que
o obtido através da solugio aproximada (cerca de 43” /sec), diferindo em apenas 0,03” /sec
da previsio de Einstein. A solugao de Saca, ou seja, a fungao u(f) solugdo da Eq.(C.3),
possui uma forma complicada, envolvendo integrais elipticas, tornando dificil a comparagao
com a solu¢ao newtoniana, Eq.(C.2). Tendo em vista essa dificuldade, iremos analisar uma
solugao tentativa para a Eq.(C.4) semelhante a proposta por Bergmann para o caso especial

da EDO proveniente da RG. Propomos

M
(1 + ao + €, cos pf + a, cos 2p0) (C.5)

u(f) = Iz
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onde
2T

P

sendo que ag, a; e § sdo termos da ordem de v?/c?; e, é uma constante de integracio
que no limite de ¢ — oo tende a excentricidade newtoniana e. Com esta dependéncia
angular, u(f), a distincia de méaxima aproximacdo do planeta ao Sol ocorre quando § =
(0, 2m + 6, 47 + 24, ...), ou seja, o periélio se desloca um angulo § a cada revolugao do
planeta.

Aplicaremos agora a solugao tentativa, Eq.(C.5), na equagao diferencial, Eq.(C.4). Além

de u(#), os termos significativos da equagao diferencial sao

4oz~ h2

d? M
- ¢ (1 — —;—) (e, cos pf + 4ay cos 2p0) + O(c™?)
™
GM

h2

2
kou® = ky < ) (1 + 2e,, cos pf + e; cos’ pH) +0(c™),

du\’ GM\? , .
ks <d_z> = ks <7> ei sin pf + O(c™) .

Levando em conta as propriedades cos?ty) = (1 + cos2)/2 e sin®¢p = (1 — cos2¢)/2 e

aplicando a solugdo tentativa na Eq.(C.4), obtemos

)
- (1 - —) (e, cos pb + 4az cos 2p0) + (1 + ag + e, cos pf + az cos 2p0) (1 — k) =

m
M 2 2 M 2 .2
= [1 + ko (Cjﬁ ) (1 + 2e,, cos pf + (%R (1+ cos?p@)) + k3 (Cjﬁ > % (1 = cos2pd) | +O(c™) .

(C.7)
Para a Eq.(C.7) ser vélida para qualquer 6, a igualdade devera ser valida para qualquer fator

cosnpf, n =0,1,2. Assim, para n = 0, determinamos a,

2 2 2
a0 = ki + (GM) [k2 (1 + fﬂ) + kg,%ﬂ} , (C.8)

h? 2

para n = 1, obtemos a precessdo ¢,

§=r [kl + 2%, <GM>2] , (C.9)
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para n = 2, determinamos a,

ei (GM

g = ——£ %

)2 (k2 — k3) . (C.10)

Dessa forma, determinamos as constantes da solugdo tentativa, Eq.(C.4), em termos das
constantes da EDO perturbada, Eq.(C.3). Nesse célculo foram desprezados termos da ordem
de v*/c*. No caso das drbitas planetérias, efeitos de termos v?/c? levam a corregoes da ordem
de 1078 nas previsdes newtonianas; efeitos de ordem superior a v?/c? levariam a corregdes
muito menores e portanto, podem ser desprezados.

Em suma, a Eq.(C.4) é uma solugao valida até O(c™?) para a EDO perturbativa, Eq.(C.3).
A tnica constante que néo fica determinada pela aplicagao da solucgao tentativa na EDO é e,
a analoga relativistica da excentricidade newtoniana e. Na solu¢ao de Bergmann [29] para a
EDO proveniente da RG ¢ usado e, = e. Entretanto, essa constante deve ser determinada a
partir das condigoes de contorno do movimento. A RG nao pode recorrer a outra teoria na
determinagao de suas constantes. No trabalho de Rosalles e Castro-Quilantan [33] séo feitas
certas consideracoes sobre condi¢oOes iniciais. Todavia, o momentum angular utilizado por
esses autores na solucao da EDO ¢é o definido newtonianamente, o que invalida o cédlculo da
excentricidade relativistica e,,. Na solucdo exata de Saca [59] existe o mesmo problema que
na solugdo aproximativa de Bergmann. Entretanto, o efeito no movimento planetario que
se desejava calcular no contexto da Relatividade Geral, o avanco do periélio, ndo é afetado
significativamente pela determinacdo de e,. De acordo com a soluc¢do apresentada aqui, no
caso da EDO proveniente da RG, o periélio avanga um angulo

2
5_ 6n(GM)?  6rGM +O() c11)

h?c? a(l — e?)c?

a cada revolucdo do planeta. A aproximagido de Bergmann [29], e, ~ e, é na realidade
excelente para fins do calculo da precessao do periélio. Todavia, na previsao de outros
efeitos relativisticos na drbita, como por exemplo o periodo orbital, é necessario tomarmos
um cuidado maior com as aproximacoes feitas no calculo da constante e, levando em conta

as condigoes iniciais do problema.




Apéndice D

Solucao numérica das equagoes de movimento carte-
sianas

Listamos aqui o programa numérico utilizado na solu¢ao das equagées de movimento
cartesianas, obtidas com os tratamentos relativisticos do movimento planetario. A integracao
é feita no tempo através do método de Runge-Kutta-Nystron de quarta ordem [37] e a
linguagem de programacao usada foi o C.

Um dos principais efeitos que estamos interessados em calcular é o avango do periélio. O
ponto de periélio é o ponto de minimo da fungéo r(t), ou seja, no periélio 7 = 0. Em termos

de coordenadas cartesianas, o ponto de periélio é tal que

. (zz+yy)
r————m—O. (D.1)

A integracdo numérica ndo nos da esse ponto diretamente, pois dificilmente a posi¢ao de
periélio se dard em um tempo igual a um nimero multiplo do passo de integragio utilizado
At. Podemos determinar tal ponto, em primeira ordem, considerando uma interpolagao

linear
y(ta)r(ts) — y(t)r(ta)
r(ty) — 7(ta) ’

onde t, e t, sdo, respectivamente, o valor de t imediatamente antes e depois de 7 mudar

yp = (D.2)

de sinal, como mostrado na Fig.(3) a seguir. Executando o mesmo procedimento para a
determinacdo de zp, podemos determinar numericamente a nova posicao do periélio, 7p. O
periélio se encontra inicialmente em y = 0 (pela convencdo adotada). Logo, se apés uma

revolugdo este se encontrar em y = yp, a precessao é dada por

§ = arcsin <y—P> ~ 2 , (D.3)
rp
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1)

0 e lyP y(‘t)

’
s
,

Fig.(3). Interpolacdo linear na determinagao numérica do ponto de periélio.

onde rp = (/2% + y% é a distancia da particula ao centro da fonte no ponto de periélio,

denotado pelo indice P.

Para o calculo numérico do periodo orbital, tempo para o planeta varrer um angulo
de 27 partindo da posi¢do de periélio, devemos determinar a coordenada ¢ no ponto onde
y = 0. Por consideragoes similares as adotadas no célculo numérico da precessao do ponto

de periélio, temos que o periodo orbital, T', é tal que y(7T") = 0, ou seja,

T toy(ta) — tay(ts) , (D.4)

y(ta) — y(ts)

onde t, e t, denotam, respectivamente, o valor de ¢ imediatamente antes e apds a coordenada

y mudar de sinal. Para os outros efeitos, o calculo é similar.

LISTAGEM DO PROGRAMA NUMERICO

#include<stdlib.h>

#include<stdio.h>

#include<math.h>

/* Integracao numerica das equacoes de movimento cartesianas advindas da RG
e de outras teorias relativisticas da gravitacao (problema de 1icorpo),
11/11/97 */

FILE *arq;

double k1,k2,k3,k4,K0,dt,K,G,M,c,a,e;

double mi,m2, TN, z, k, ar, av, h2, CO,Cr,Cv,Cvv;

double x, y, xp, yp,dt, xant, xmedio, ymedio, yant, rpant, rp;

double beta, delta, Da, R,r;

long double t, tf;

void main(void)

arq=fopen("all.res","a");

/* CONSTANTES (Anderson, 1997) */
G=6.67260e-11;

c=2.99792458e8;

M=1.989e30;
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57.91e9;
=2*M_PI*sqrt(a*a*a/G/M);
0.20561421;

6.95980e8; /* raio do Sol */

/* Passo de Integracao*/
dt=1;

tf= TN-1000%*dt;

/* Controle Newtoniano */
C0=0; Cr=0; Cv=0; Cvv=0;
/* Tratamento de Sommerfeld */
CO=G*M/2/a/c/c;
Cr=-GxM/c/c;

Cv=-1/c/c;

Cvv=0;

/* Constantes da Equacao Diferencial (RG)*/
CO=-2*%G*M/ (a*xc*c);
Cr=2*G*M/ (c*c) ;
Cv=-2/(c*c);

Cvv=-3/(c*c);

/* Lagrangiana de Phipps Jr. */

C0=0;

Cr=-G*M/c/c;

Cv==-2/c/c;

Cvv=0;

/* Energia de Bagge */

CO=G*M/a/c/c;

Cr=-G*M/c/c;

Cv=0;

Cvv=0;

/* Lei de forca de Bagge */

C0=0;

Cr=0;

Cv=-1/c/c;

Cvv=0;

/* Modelo de Rood mG=mIx*/

COo=~G*M/a/c/c;

Cr=2*G*M/c/c;

Cv=-2/c/c;

Cvv=0;

/* Modelo de Rood mG=m0 */

CO=-Gx*M/2/a/c/c;
Cr=G*M/c/c;

Cv=-2/c/c;

Cvv=0;

/* Condicoes Iniciais do Movimento */

y=0;
yp=sqrt (a*G*M* (1-exe))/(ax(1-e));
k=G*M;
?
r=sqrt(x*x+y*y); /* RG no referencial proprio */
CO=-G*M/ (3*xaxcxc)*(7+3*Llog(r/R));
Cr=G*M/ (3*c*c)*(19+12+1log(r/R));
Cv=1/(3*c*c)*(-4+6*1log(r/R));
Cvv=-3*log(r/R)/(c*c);
xant=x;
ymedio= y+yp*dt/2;
k1=0.5*%dt* (-k* ((1+CO+Cr/sqrt (x*x+y*y) ) *x
+Cv*xp* (X*Xp+y*yp) +Cvv* (x*Xp+y*yp) * (X*xp+y*yp) / (x*x+y*y) *x)
/pow((x*x+ymedio*ymedio), 1.5));
beta=dt* (xp+k1/2)/2;
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k2=dt* (~k* ((1+CO+Cr/sqrt (x*x+y*y))*(x+beta)

+Cv*xp* (X*Xp+y*yp) +Cvv* (Xx*Xp+y*yp) * (X*xp+y*yp) / (X*X+y*y) *x)
/pow(((x+beta)*(x+beta)+ymedio*ymedio), 1.5))/2;

k3=k2;

delta=dt*(xp+k2);

k4=dt* (~k* ((1+CO+Cr/sqrt(x*x+y*y) ) *(x+delta)
+Cv*xp*(x*xp+y*yp)+va*(x*xp+y*yp)*(x*xp+y*yp)/(x*x+y*y)*x)
/pow(((x+delta)*(x+delta)+ymedio*ymedio), 1.5))/2;
KO=(k1+k2+k3)/3;

K=(k1+2*k2+2xk3+k4)/3;

x=xant+dt* (xp+K0) ;

xp=xp+K;

xmedio=(x+xant)/2;

ki=dt* (-k*((1+CO+Cr/sqrt (x*x+y*y))*y
+Cv*yp*(x*xp+y*yp)+va*(x*xp+y*yp)*(x*xp+y*yp)/(x*x+y*y)*y)
/pow((xmedio*xmedio+y*y), 1.5))/2;

beta=dt*(yp+k1/2)/2;

k2=dt* (-k* ((1+CO+Cr/sqrt (x*x+y*y) ) *(y+beta)
+Cv*yp*(x*xp+y*yp)+va*(x*xp+y*yp)*(x*xp+y*yp)/(x*x+y*y)*y)
/pow(((xant+x)* (xant+x) /4+(y+beta)*(y+beta)), 1.5))/2;
k3=k2;

delta=dt*(yp+k2);

k4=dt* (-k* ((1+CO+Cr/sqrt (x*x+y*y))*(y+delta)
+Cv*yp*(x*xp+y*yp)+va*(x*xp+y*yp)*(x*xp+y*yp)/(x*x+y*y)*y)
/pow((xmedio*xmedio+(y+delta)*(y+delta)), 1.5))/2;
KO=(k1+k2+k3)/3;

K=(k1+2*xk2+2xk3+k4)/3;

y=y + dt*(yp+K0);

yp=yp+K;

t=t + dt;

}

while(t<tf/2);
rp=(x*xXp+y*yp) /sqrt (x*x+y*y) ;
do

r=sqrt(x*x+y*y); /* RG no referencial proprio */
CO=-G*M/ (3*a*xc*c)*(7+3*Llog(r/R)) ;Cr=G*M/ (3*c*c)*(19+12%1og(r/R)) ;
Cv=1/(3*c*c)*(-4+6*1log(r/R)) ;Cvv=-3*log(r/R)/(c*c);
rpant=rp;
xant=x;
yant=y;
ymedio= y+yp*dt/2;
k1=0.5%dt* (-k* ((1+CO+Cr/sqrt (x*x+y*y) ) *x
+Cv*xp*(x*xp+y*yp)+va*(x*xp+y*yp)*(x*xp+y*yp)/(x*x+y*y)*x)
/pow((x*x+ymedio*ymedio), 1.5));
beta=dt*(xp+k1/2)/2;
k2=dt* (-k* ((1+CO+Cr/sqrt (x*x+y*y))*(x+beta)
+Cv*xp*(x*xp+y*yp)+va*(x*xp+y*yp)*(x*xp+y*yp)/(x*x+y*y)*x)
/pow(((x+beta) *(x+beta)+ymedio*ymedio), 1.5))/2;
k3=k2;
delta=dt*(xp+k2) ;
k4=dt* (-k* ((1+C0+Cr/sqrt(x*x+y*y))*(x+delta)
+Cv*xp*(x*xp+y*yp)+va*(x*xp+y*yp)*(x*xp+y*yp)/(x*x+y*y)*x)
/pow(((x+delta)*(x+delta)+ymedio*ymedio), 1.5))/2;
KO=(k1+k2+k3)/3;
K=(k1+2%k2+2*k3+k4)/3;
x=xant+dt*(xp+KO0) ;
xp=xp+K;
xmedio=(x+xant)/2;
k1=dt*(-k*((1+4CO+Cr/sqrt (x*x+y*y) ) *y
+Cv*yp*(x*xp+y*yp)+va*(x*xp+y*yp)*(x*xp+y*yp)/(x*x+y*y)*y)
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/pow((xmedio*xmedio+y*y), 1.5))/2;

beta=dt*(yp+k1/2)/2;

k2=dt* (-k* ((1+CO+Cr/sqrt(x*x+y*y) ) *(y+beta)
+Cv*yp*(x*xp+y*yp)+CvV*(x*xp+y*yp)*(x*xp+y*yp)/(x*x+y*y)*y)
/pow(((xant+x)*(xant+x)/4+(y+beta)*(y+beta)), 1.5))/2;
k3=k2;

delta=dt*(yp+k2);

k4=dt* (-k* ((1+CO+Cr/sqrt(x*x+y*y) ) *(y+delta)
+Cv*yp*(x*xp+y*yp)+va*(x*xp+y*yp)*(x*xp+y*yp)/(x*x+y*y)*y)
/pow((xmedio*xmedio+(y+delta)*(y+delta)), 1.5))/2;
KO=(k1+k2+k3)/3;

K=(k1+2%k2+2%k3+k4) /3;

y=y + dt*(yp+K0);

yp=yp+K;

t=t + dt;

rp=(x*xp+y*yp)/sqrt (x*x+y*y);

while(rpant*rp>0);

/* Calculo de Delta a */

Da=((sqrt(xant*xant+yant*yant)*rp -sqrt(x*x+y*y)*rpant)/
(rp-rpant) - a*(1+e))/2;

do

r=sqrt (x*x+y*y); /* RG no referencial proprio */
CO—-G*M/(3*a*c*c)*(7+3*log(r/R)) Cr=G*M/ (3*c*c)*(19+12x1log(r/R));
Cv=1/(3*c*c)*(-4+6x1log(r/R)); va--3*log(r/R)/(c*c)

xant=x;

ymedio= y+yp*dt/2;

k1=0.5*dt* (-k* ((1+CO+Cr/sqrt (x*x+y*y))*x

+Cvkxp* (x*Xp+y*yp) +Cvv* (X*xp+y*yp) * (x*xp+y*yp) / (x*x+y*y) *x)
/pow ((x*x+ymedio*ymedio), 1.5));

beta=dt* (xp+k1/2)/2;

k2=dt* (~k* ((1+CO+Cr/sqrt (x*x+y*y))*(x+beta)

+Cv*xp* (X*¥Xp+y*yp) +Cvv* (x*xp+y*yp) * (x*xp+y*yp) / (x*X+y*y) *x)
/pow(((x+beta)*(x+beta)+ymedio*ymedio), 1.5))/2;

k3=k2;

delta=dt*(xp+k2);

k4=dt* (-k* ((1+CO+Cr/sqrt(x*x+y*y) ) *(x+delta)

+Cv*xp* (X*Xp+y*yp) +Cvv* (X*Xp+y*yp) * (X*xp+y*yp) / (x*X+y*y) *X)
/pow(((x+delta)*(x+delta)+ymedio*ymedio), 1.5))/2;

KO=(k1+k2+k3)/3;

K=(k1+2xk2+2xk3+k4)/3;

x=xant+dt* (xp+K0) ;

xp=xp+K;

xmedio=(x+xant)/2;

ki=dt*(-k* ((1+CO+Cr/sqrt (x*x+y*y))*y

+Cvkyp* (Xx*xp+y*yp) +Cvv* (X*xp+y*yp) * (x*xp+y*yp) / (x*x+y*y) *y)
/pow((xmedio*xmedio+y*y), 1.5))/2;

beta=dt*(yp+k1/2)/2;

k2=dt* (~k* ((1+CO+Cr/sqrt (x*x+y*y))*(y+beta)

+Cv*yp*(x*xp+y*yp)+va*(x*xp+y*yp)*(x*xp+y*yp)/(x*x+y*y)*y)
/pow(((xant+x)*(xant+x) /4+(y+beta) *(y+beta)), 1.5))/2;

k3=k2;

delta=dt*(yp+k2);

k4=dt* (-k* ((1+CO+Cr/sqrt (x*x+y*y))*(y+delta)

+Cvxyp* (x*xXp+y*yp) +Cvv* (x*xp+y*yp) * (x*xp+y*yp) / (x*¥x+y*y) *y)
/pow((xmedio*xmedio+(y+delta)*(y+delta)), 1.5))/2;

KO=(k1+k2+k3)/3;

K=(k1+2*k2+2*k3+k4)/3;

y=y + dt*(yp+K0);
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yp=yp+K;
t=t + dt;

}

while(t<tf);
rp:(x*xp+y*yp)/Sqrt(X*X+Y*Y);
do

r=sqrt(x*x+y*y); /* RG no referencial proprio */

CO=-G*M/ (3*axc*c)*(7+3*log(r/R)) ;Cr=G*M/ (3*c*c)*(19+12*1og(r/R));
Cv=1/(3*c*c)*(-4+6*1log(r/R)) ;Cvv=-3*log(r/R)/(c*c);
rpant=rp;

xant=x;

yant=y;

ymedio= y+yp*dt/2;

k1=0.5*dt* (~k* ((1+CO+Cr/sqrt (x*x+y*y))*x
+Cv*xp*(x*xp+y*yp)+va*(x*xp+y*yp)*(x*xp+y*yp)/(x*x+y*y)*x)
/pow((x*x+ymedio*ymedio), 1.5));

beta=dt*(xp+k1/2)/2;

k2=dt#* (-k* ((1+C0+Cr/sqrt (x*x+y*y) ) *(x+beta)
+Cv*xp*(x*xp+y*yp)+va*(x*xp+y*yp)*(x*xp+y*yp)/(x*x+y*y)*x)
/pow(((x+beta)* (x+beta) +ymedio*ymedio), 1.5))/2;

k3=k2;

delta=dt*(xp+k2);

k4=dt* (-k* ((1+CO+Cr/sqrt (x*x+y*y))*(x+delta)

+Cv*xp* (Xx*Xp+y*yp) +Cvv (x*xp+y*yp) * (x*xp+y*yp) / (X*x+y*y) *x)
/pow(((x+delta)*(x+delta)+ymedio*ymedio), 1.5))/2;
KO=(k1+k2+k3)/3;

K=(k1+2%k2+2+k3+k4)/3;

x=xant+dt*(xp+KO0) ;

xp=xp+K;

xmedio=(x+xant)/2;

ki1=dt* (-k* ((1+CO+Cr/sqrt(x*x+y*y) ) *y
+Cv*yp*(x*xp+y*yp)+va*(x*xp+y*yp)*(x*xp+y*yp)/(x*x+y*y)*y)
/pow((xmedio*xmedio+y*y), 1.5))/2;

beta=dt*(yp+k1/2)/2;

k2=dt* (-k* ((1+CO+Cr/sqrt(x*x+y*y) ) *(y+beta)
+Cv*yp*(x*xp+y*yp)+va*(x*xp+y*yp)*(x*xp+y*yp)/(x*x+y*y)*y)
/pow(((xant+x)*(xant+x)/4+(y+beta)*(y+beta)), 1.5))/2;
k3=k2;

delta=dt*(yp+k2);

kd=dt* (-k* ((1+4CO+Cr/sqrt (x*x+y*y))*(y+delta)
+Cv*yp*(x*xp+y*yp)+va*(x*xp+y*yp)*(x*xp+y*yp)/(x*x+y*y)*y)
/pow((xmedio*xmedio+(y+delta)*(y+delta)), 1.5))/2;
KO=(k1+k2+k3)/3;

K=(k1+2%k2+2*k3+k4)/3;

y=y + dt*(yp+K0);

yp=yp+K;

t=t + dt;

rp=(x*xp+y*yp) /sqrt (x*x+y*y) ;

while(rpant*rp>0);
/* OUTPUT */

87

fprintf(arq,"\n Passo Perihelio Deltatheta Delta a Delta T Delta Tr" );

fprintf(arq,"\n %4lg '.6lg h.6Lg h.6lg %h.6Lg h.6Lg",

dt, ((yant*rp-y*rpant)/(rp-rpant))/sqrt(x*x+y*y)*85638728.32,
-((t*yant-(t-dt)*y)/(yant-y)-TN) *sqrt (GxM*(1+e)/a/a/a/(1-e)/(1-e)/
éi-e))*85638728.32,

a,

(t*yant-(t-dt)*y)/(yant-y)-TN,

(t*rpant-(t-dt)*rp)/(rpant-rp)-TN) ;
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Estimativa de efeitos nao—relativisticos na 6rbita de
Merctrio

Neste apéndice, fazemos uma estimativa do efeito das perturbacoes planetarias na érbita
de Mercirio no que se refere a precessao do periélio, ao periodo da érbita, bem como aos
outros efeitos discutidos inicialmente na Secao 3.7. Ndo fomos capazes de fazer uma inte-
gragdo numérica das equagdes de movimento do problema newtoniano de N corpos. Como
alternativa, usamos o modelo de Price e Rush [49] como uma primeira aproximacao. A pro-
posta de Price e Rush é de que um anel massivo é uma maneira aproximativa razoavel de
representarmos a média temporal do efeito da perturbagdo de um dado planeta. Em outras
palavras, calcularemos o efeito de cada planeta i substituindo esse por um anel circular de
densidade linear

M;

Ai = 2TR;’ (£1)

onde M; é a massa do planeta e R; é o raio do anel (distancia média do planeta ao centro
do Sol).

Primeiramente, calcularemos o campo gravitacional de um anel circular exterior a 6rbita
de Mercirio, centrado no Sol e situado no plano da érbita do planeta, como mostra a figura
a seguir. Nessa figura, r é a distancia de Mercirio ao centro do Sol e £ é a distancia do
elemento de massa dM; ao planeta. Existe uma simetria em relagio ao eixo definido por 7.
A for¢a na diregao perpendicular a 7, provocada por um elemento de massa dM; situado a
um angulo o, é anulada pela for¢a provocada por um elemento situado em —a. Portanto, a

forca total provocada pelo anel atua somente na diregdo do raio vetor 7, ou seja, a forca é

88
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radial. A forca radial provocada por um elemento de massa dM; = A; da é, de acordo com

a Gravitagao Newtoniana,

G dM, > A Mz A
_K%f cé, = %ﬂﬁzn—oe, cos B da, (E.2)

dF: =

onde mg é a massa de Mercurio.

Fig.(4) Visualizagédo dos elementos utilizados
no célculo da forga provocada por um anel.

Da figura, é facil ver que

£:|l7]:|}—2’i—"):\/R3+T2—2rRicosoz, (E.3)
e ainda
cos f} = _Ri_coz_e_-_r (B.4)
Deste modo somos capazes de obter a forga total provocada pelo anel :
o . 2m . —
i = GMimo é,,/ Hicosamr 4. (E.5)
2m o (R?+r?—2rR;cosa)?

Nio conhecemos uma solucdo exata para essa integral. Price e Rush consideram a

aproximagao
= G M, RN F

; i h]. E.6
F; T D) [Price&Rush] (E.6)
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Todavia, uma integra¢do numérica considerando a perturbagdo de Vénus, usando raio médio
7 da orbita de Mercurio, mostra que o uso dessa expressao introduz um erro de aproximada-
mente 3.9%.

A 6rbita de Mercirio é interior as 6rbitas dos outros planetas. Logo, sempre é valida a

relagio r < R;. Nesse caso, podemos escrever a Eq.(E.5) na forma

ﬁ,- GM; , /2" cosa—r/R;
0

_ i do | (E.7)
mo  2mR} [14r2/R} —2(r/R;) cos o]

3
2

considerando entio uma expansao de Taylor em (r/R;),

ﬁi GM,; . 0 r\"
o e,{ S G, (E) ] , (E.8)

(] n=1,3,
onde
1 9 75
i = = E.9
Cy 5 Cs 6 Cs 128’ (E.9)

sdo os coeficientes da expansao. Considerando o anel que representa Vénus, essa expressao
leva a um erro de apenas 0.3% quando desprezamos perturbagdes de ordem superior a Cy;.
A aceleracio total em Merciirio, F'/my, serd a aceleragao provocada pelo Sol, —GMg7/r?,

acrescida das perturbacdes planetdrias, ou seja, da soma de cada anel individual de massa

M; e raio R;,
d*r G M, 1 s
—_—= - F 1l — — K,r"t? E.1l
e o i n:% Kot : (E.10a)
onde
9 )
K,=0Cp Y, ]:[—12 : (E.100)
1=2,3, Ri

Utilizando os dados planetérios de Price e Rush, K; = 4.96 x 107%, K3 = 2.34x107%!, K5 =
1.86 x 10753, K7 = 1.53 x 107, Ko = 1.28 x 10~7, Ky = 1.09 x 107118 K3 = 9.27 x
10712 Ky = 7.92 x 10714, Ky7 = 6.77 x 107186 K9 = —5.79 x 1072 [kg x m™"t!].
Em coordenadas cartesianas, a Eq.(E.10) representa o sistema de duas equagdes diferenciais

acopladas

T =— z|l—— Y K., (E.1la)



Apéndice E - Estimativa de efeitos ndo-relativisticos na érbita de Merciirio 91

. GM, 1 &
- P K| | .
y o R n}; Kt (E.11b)

Conseguimos resolver numericamente esse sistema pelo método de Runge-Kutta-Nystron
[37] e abaixo listamos o resultado da integragdo numérica para uma revolugédo de Mercirio,
considerando termos até a ordem n = 19 na série perturbativa.

Tab.(12) Movimento de Mercirio (apds uma revolugao) através da
integragao numérica da Eq.(E.11), considerando até Kig.

Passo (s) § (rad) AT (s) AT, (s) Aa (m)
100 6.478900 x 107° 15.3982 20.4519 50124.6

10 6.484900 x 107¢ 15.4469 20.5053 50392.0

1 6.484961 x 107% 15.4474 20.5058 50394.7

Como um teste da importancia de cada termo perturbativo, mostramos abaixo um grafico do
avanco do periélio § apés uma revolugio (passo de integragao igual a 1 segundo), considerando

termos até a n-ésima ordem na Eq.(E.11).

8x10° I T T T | |

L

6x10° F =

4x10° - -

3 (radianos)

2x10° -

Y S E— 1 1 ! I 1 1 | |
1 3 5 7 9 11 13 15 17 19

Maximo n considerado

Fig.(5) Gréfico demonstrando a convergéncia da série perturbativa,
Eq.(E.11), no célculo numérico do avanco do periélio §. A reta em
aproximadamente 6.2 x 107% representa o valor atualmente aceito[63].

Com esse modelo obtivemos um avanco de 6.495x 1076 radianos por revolugdo, o que equivale

a 557"arc/sec. Esse resultado é cerca de 4.6% maior do que o valor obtido por Price e Rush
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[49], e atualmente aceito, cerca de 532"arc/sec. Isso se deve a dois fatores, basicamente.
A equagdo de forca utilizada pelos autores, Eq.(E.6), conduz a uma for¢a 3.9% menor no
caso da interagdo entre Vénus e Mercirio, quando comparada com a integra¢ao numérica
da Eq.(E.5). No calculo da precessdo, os autores usam uma aproximagao de “érbita circular
perturbada” semelhante ao método usado por Bowler [60] no &mbito da Relatividade Geral.
Todavia, a 6rbita de Mercirio é extremamente excéntrica, a distancia do planeta ao Sol no
afélio é cerca de 40% maior do que a distadncia no periélio e, portanto, a excentricidade da
érbita nao pode ser desprezada.

Considerando a aproximagao da forca de um anel de Price e Rush, Eq.(E.6), o vetor
aceleracao de Mercurio é dado por

d*7 GMg 1 (M, 1
- - 711 == ) E.12
dt? R [1 2 ; (M@) R;(R? + 7“2)} ( )

Abaixo listamos os resultados da integragao numérica da Eq.(E.12), considerando separada-
mente a perturbacao de cada planeta, comparando com os resultados para a precessao des-
critos na literatura.

Tab.(13) Efeitos ndo-relativisticos na 6rbita de Mercirio,

calculados através de integragdo numérica da Eq.(E.12).
Os valores da precessao § estao em "/sec.

Perturbagao OB ds oc § AT (s) AT.(s) Aa (m)
Veénus 275.9 277.8 277.86 274.12  7.13896  9.63574  22738.3
Terra 90.1 90.0 90.04 91.64 2.63671 3.47136 8707.7
Marte 2.5 2.5 2.54 2.35  0.07121  0.09260 239.0
Jupiter 152.9 153.6 153.58 156.82  4.91282  6.34115  16648.1
Saturno 7.2 7.3 7.30 7.57 0.23755  0.30647 80.5
Urano —— — 0.14 0.14 0.00444 0.00573 15.0
Netuno o —_— 0.01 0.04 0.00136  0.00176 4.6
Soma 528.6 531.2 531.47 532.68 15.00305 19.85481  48433.2
Erro —_— — — 7Tx107® 4x10°% 4x107® 3 x1072

Nessa tabela, dp refere-se ao avancgo de periélio calculado por Bretagnon [62], s ao calculado
por Soffel [63]; §c ao calculado por Clemence [2]; e 6 ao calculado a partir da integracao

numérica da Eq.(E.12). O erro é estimado integrando o sistema sem nenhuma perturbagao.
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O valor obtido para ¢ a partir da integragdo numérica da Eq.(E.12) é muito préximo do valor
obtido por Price e Rush [49], 531.9” /sec, diferindo apenas 0.2% do valor atualmente aceito
[63]. Podemos considerar, entdo, que a média temporal da perturbagédo de um dado plane-
ta pode ser representada em boa aproximacdo pela Eq.(E.6), apesar dessa ndo reproduzir
exatamente (desvio de 4%) o campo gravitacional produzido por um anel.

E propicio ressaltar que apresentamos aqui apenas uma estimativa dos efeitos AT, AT, e
Aa. Ainda faz-se necessario uma integragao direta das equagdes de movimento do problema

de N corpos para uma correta comparacdo com os dados observacionais.
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