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RESUMO

Este trabalho apresenta uma revisdo dos métodos mais conhecidos e utilizados na estimacdo de
parametros de Modelos de Regressdo Logistica aplicados a problemas de Reconhecimento de
Padrdes com varidvel resposta politdmica. Também aborda o problema da separacdo de grupos, que
¢ fundamental para o célculo dos estimadores dos parametros dos modelos mencionados. O
principal objetivo é comparar a eficiéncia de abordagens ao problema da obtencdo de regras
discriminantes a partir do Modelo de Regressdo Logistica Oculto, que é imune a separacdo de
grupos em problemas com varidvel resposta bindria, e também a partir do Modelo de Regressao
Logistica de Componentes Principais. As mencionadas abordagens consistem em estender os
modelos citados a problemas com varidvel resposta politdbmica, de modo a apresentar uma
alternativa original para a abordagem de problemas desta natureza. O desempenho dos modelos
obtidos é avaliado mediante a aplicacdo dos mesmos a conjuntos de dados extraidos da literatura
corrente, em comparacdo com o Modelo de Regressdo Logistica Classico e Modelos de Regressao
Logistica Individualizados, além da Func¢@o Discriminante Linear de Fisher e de uma Rede Neural
Artificial. O viés dos estimadores dos pardmetros do Modelo de Regressdao Logistica Oculto é
estimado através do Método Bootstrap. O critério para comparacdo do desempenho dos modelos

obtidos € a taxa de classificacdes incorretamente efetuadas pelos métodos mencionados, também

chamada Taxa Aparente de Erros.

PALAVRAS CHAVES: Reconhecimento de Padrdes, Varidvel Resposta Politdmica, Separagdo de
Grupos, Modelo de Regressdo Logistica Oculto, Modelo de Regressdo Logistica de Componentes

Principais, Métodos de Reamostragem.
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ABSTRACT

This job gives a review of the most widely used methods for estimating the parameters in the
Logistic Regression Models, applied to Pattern Recognition with polytomous response variable, as
well gives a brief review of some properties about data configuration, in order to compute the
parameter estimates. The main goal is to compare the performance of these methods in building
recognition rules based on the Hidden Logistic Regression Model, which is immune to any
configuration of the data in binary case; as well the Principal Component Logistic Regression
Model. We propose an extension of the models above to problems with polytomous response, in
order to show an original approach to solve the parameter estimation problem when the groups are
completely separated. The performance of the models is investigated through simulations and by
applying it to some data sets taken from the trade literature, and compares with the performance
obtained by the Classical Logistic Regression Model, Individualized Logistic Regression Model,
Linear Discriminant Function and Artificial Neural Network. The bias of estimates in Hidden
Logistic Regression Model is investigated through the Bootstrap Method. The criterion used to

compare the resulting performance is the apparent error rate.

KEYWORDS: Pattern Recognition, Polytomous Response, Data Separation, Hidden Logistic

Regression Model, Principal Component Logistic Regression Model, Resampling Methods.
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1 INTRODUCAO

A principal motivagdo para este trabalho decorre do fato de que, a despeito da reconhecida
eficiéncia do Modelo de Regressdao Logistica como método de Reconhecimento e Classificacdo de
Padrdes, é possivel notar através da literatura disponivel que estudos e aplicagdes envolvendo o
método em questdo empregam na sua grande maioria modelos com resposta bindria. Mesmo os
problemas pertinentes a estimagdo de parametros, particularmente para conjuntos com grupos cujas
configuragdes comprometem os resultados, em geral sio abordados a partir de modelos com
resposta bindria, sem que se dedique maior ateng¢do aos problemas com varidvel resposta politomica
e a respectiva metodologia envolvida. Também pode-se perceber, especialmente nos tltimos cinco
anos, que o emprego da Regressdo Logistica para modelos com varidvel resposta politdmica é
muito menos freqiiente quando comparado a técnicas como, por exemplo, Redes Neurais Artificiais,
em suas mais variadas configuragdes, Algoritmos Genéticos e, mais recentemente, Maquinas de
Base Vetorial (“Support Vector Machines). Sem desconsiderar a eficiéncia destas técnicas no
Reconhecimento de Padrdes, comprovada pelo grande nimero de trabalhos disponiveis na literatura
atual, pode-se argumentar que a Regressdo Logistica tem um grande potencial como objeto de
estudos, além de representar uma op¢do matematicamente consistente para a andlise de dados
categorizados. Também nota-se que em alguns campos de estudo, como na Medicina, por exemplo,
0 Modelo Logistico é o mais utilizado como método de discrimina¢do, no que pode ser considerada
uma abordagem padr@o.

O propésito principal deste trabalho é apresentar um estudo comparativo de diferentes
métodos de estimacdo de parimetros em modelos de Regressdo Logistica, no que se refere a
convergéncia dos mesmos para solucdes finitas e também a eficiéncia dos modelos resultantes
quando utilizados como regras discriminantes. Além disso, apresenta-se uma abordagem original
baseada no Modelo de Regressio Logistica Oculto e no Modelo de Regressdo Logistica de
Componentes Principais, mediante a extensdo dos mesmos para problemas com varidvel resposta
politdmica, e diferentes tipos de configuragcdes de conjuntos de dados. A abordagem € desenvolvida
de acordo com a metodologia empregada para encontrar as solugdes obtidas por ambos os modelos

para problemas com varidvel resposta dicotomica.



1.1 PROBLEMA

As técnicas estatisticas mais utilizadas no Reconhecimento Estatistico de Padrdes sdo a
Funcdo Discriminante Linear de Fisher (FDL), a Regressdo Logistica e a Funcdo Discriminante
Quadriética (FDQ). Estas técnicas podem ser aplicadas a problemas que envolvem, por exemplo,
andlise de crédito, previsao de faléncias, deteccdo de fraudes em seguros e cartdes de crédito,
manutencdo de equipamentos, diagnéstico médico, bem como em estudos biomédicos e
epidemioldgicos. A utilizacdo da primeira presume que as matrizes de covariancias dos grupos
analisados sejam iguais, o que nem sempre ocorre na pratica. A Regressdo Logistica é uma
alternativa a Funcdo Discriminante Linear, particularmente quando a suposi¢@o acerca das matrizes
de covaridncias ndo é satisfeita, e pode ser aplicada a uma grande familia de distribuicdes de
probabilidade, envolvendo tanto varidveis discretas como continuas. Na prética, contudo, a
obtencdo do Modelo de Regressdo Logistica pode ser prejudicada por determinadas caracteristicas
dos dados, que afetam o desempenho de procedimentos iterativos utilizados na estimag@o dos
pardmetros desconhecidos. Estas caracteristicas, que dizem respeito principalmente aos tipos de
configuracdo dos conjuntos de dados, em especial a sobreposi¢do de grupos, estdo intimamente
relacionadas a eficiéncia dos referidos processos iterativos, no que se refere a convergéncia dos
mesmos no sentido de fornecer estimadores finitos. Alguns métodos tradicionalmente utilizados
costumam falhar quando aplicados a problemas que envolvem conjuntos de dados com
determinadas configuragdes, especialmente nos casos que envolvem varidvel resposta politdmica,
considerando que no caso de varidvel resposta dicotdmica este problema pode ser contornado sem
maiores dificuldades. A Fun¢do Discriminante Quadrética elimina a suposi¢do de matrizes de
covariancias iguais, porém exige que os vetores aleatérios sejam oriundos de populacdes normais

multivariadas, o que se configura um problema de igual magnitude.

1.2 OBJETIVOS

O principal objetivo deste trabalho € apresentar uma investigagdo do desempenho de
diferentes métodos de estimacdo dos parametros para Modelos de Regressdao Logistica, em
problemas com varidvel resposta politdmica, ou multinomial. Mais especificamente, o que se
pretende é avaliar o desempenho com relagdo a convergéncia de cada método para uma solugdo
finita e apresentar uma sintese dos resultados obtidos, de modo a oferecer subsidios para a
constru¢do de modelos discriminantes baseados no Modelo de Regressdo Logistica. Os métodos

abordados sdo: Modelo de Regressao Logistica Classico (MRLC); Modelos de Regressdo Logistica



Individualizados (MRLI), conforme a proposta de Begg e Grey (1984); Modelo de Regressao
Logistica Oculto (MRLO), apresentado por Rousseeuw e Christmann (2003), aqui generalizado
para varidvel resposta politomica; e a utilizacdo da Andlise de Componentes Principais na obtenc¢do
dos estimadores de modelos com varidvel resposta politdmica, tomando como ponto de partida a
abordagem apresentada por Aguilera, Escabias e Valderrama (2006) para problemas com varidvel
resposta bindria. A mencionada generalizacdo dos dois ultimos métodos citados constitui uma
abordagem inovadora, de ficil compreensao e rdpida implementacdo computacional. Um objetivo
secunddrio € a comparagdo da eficiéncia dos modelos abordados com a eficiéncia apresentada pela
Fungdo Discriminante Linear e por uma Rede Neural Artificial, com algoritmo de retro-propagacao.
Esta eficiéncia € avaliada por meio da taxa de classificacdes corretamente efetuadas pelos diferentes
modelos, utilizando conjuntos de dados extraidos da literatura disponivel, de modo a possibilitar a
comparacdo dos resultados obtidos com aqueles eventualmente conhecidos por outros
pesquisadores. A inclusdo destas duas técnicas € motivada pela considerdvel quantidade de
trabalhos publicados com o objetivo de avaliar a eficiéncia e o comportamento das mesmas quando
aplicadas a Andlise Discriminante. Com isto pretende-se fornecer subsidios para a utilizacdo de

qualquer das abordagens mencionadas como ferramenta de apoio a tomada de decisdes.

1.3 ESTRUTURA DO TRABALHO

Este trabalho aborda inicialmente o conceito de separacdo de grupos e alguns aspectos
referentes a medida de sobreposicdo dos mesmos para problemas com varidvel resposta bindria.
Também apresenta uma breve revisdo de alguns conceitos e aspectos tedricos do Método do Custo
Minimo Esperado de Mistura (ECM). Em seguida apresenta uma breve explanagdo sobre o Modelo
de Regressdo Logistica Classico (MRLC) com varidvel resposta politdbmica e a estimagdo dos
pardmetros, bem como o método de Newton — Raphson, destacando-se algumas propriedades
importantes para a obtengdo dos Estimadores de Maxima Verossimilhanca (EMV). Também sao
revistos métodos alternativos ao Método da Maxima Verossimilhancga, tais como os Modelos de
Regressao Logistica Individualizados (MRLI), e um método de estimagdo robusta, denominado
Modelo de Regressao Logistica Oculto (MRLO), aplicado a problemas com varidvel resposta
dicotdomica. Na seqiiéncia apresenta-se uma sintese da aplicacdo do Método Bootstrap na estimacao
tanto dos parametros como do viés dos estimadores obtidos pelo Modelo de Regressao Logistica
Oculto. Uma rdpida revisdo de alguns aspectos tedricos sobre Fun¢do Discriminante Linear, bem
como de aplicacdes da Programacdo Linear a Andlise Discriminante Linear, ¢ Redes Neurais

Artificiais é apresentada na seqiiéncia, aproveitando para expor algumas relagdes entre a dltima



técnica e o Modelo de Regressdo Logistica. O passo seguinte consiste em desenvolver uma
extensdao do Modelo de Regressdao Logistica Oculto para varidvel resposta politbmica e, em seguida,
a aplicacdo da Andlise de Componentes Principais a estimacdo de pardmetros para o Modelo de
Regressdao Logistica, que resulta no Modelo de Regressdo Logistica de Componentes Principais
(MRLCP). Finalmente, a eficiéncia dos modelos obtidos é avaliada mediante a comparagdo com os
resultados obtidos através das trés técnicas. Para facilitar a comparacio dos resultados obtidos com
aqueles que porventura tenham sido obtidos por outros pesquisadores, optou-se por utilizar dados

extraidos da literatura disponivel.



2 REVISAO DE LITERATURA
2.1 CONFIGURACOES DOS CONJUNTOS DE DADOS

Uma questdo de grande importancia para o Reconhecimento Estatistico de Padrdes envolve a
configuracdo dos conjuntos de dados disponiveis para andlise, especialmente quando a abordagem
desenvolvida tem como base o Modelo de Regressdo Logistica. A mencionada configuragio estd
diretamente relacionada a estimacao dos parimetros desconhecidos do modelo em questdo, uma vez
que a mesma tem influéncia sobre o desempenho de métodos numéricos tradicionalmente

empregados para a obtencdo dos referidos estimadores.

Sejam k grupos, populacionais ou amostrais, G, , G, , ... , Gy contendo n; , ny , ... ,
observacdes, respectivamente, na forma XT = (X0, X1 , ... , X,), onde xy = 1, por conveniéncia, € as
demais varidveis podem ser discretas ou continuas. O problema aqui abordado é o do
Reconhecimento e Classificacdo, isto €, dar uma descricdo algébrica, ou gréfica, de caracteristicas
diferenciais das observagdes, com valores numéricos que permitam a maxima separagcdo dos grupos
estudados, além de encontrar uma regra que permita a alocacdo de uma nova observagdo em um dos
grupos estudados.

Uma informacdo importante na configuracdo dos dados diz respeito a separa¢do, ou
sobreposicdo, dos k grupos estudados. Na Figura 2.1 sdo considerados como exemplo trés grupos,
isto é, k = 3, com p = 2 varidveis independentes, X; e X, . A Figura 2.1(a) mostra total sobreposicao
dos grupos. A Figura 2.1(b) ilustra separacdo, ou sobreposicao, parcial. Na Figura 2.1(c) pode-se
observar separacdo completa dos grupos. Estes conceitos foram formalizados por Albert e Anderson

(1984) conforme o raciocinio mostrado a seguir.

X, (a)

i (b) (©)
QF @@@

Figura 2.1 — Diferentes configuragcdes de conjuntos de dados.

Xi



Seja a matriz X, de ordem n X (p + 1), de posto (p + 1), por suposi¢do, definida como:

I x, X,
1 x . X

X = 2 . (2.1)
I x, X,

e que também costuma ser apresentada na forma:
Xx=f x, . x,]. (2.1b)

Seja L, o conjunto de linhas identificadoras das observacdes de G, , s = 1, 2, ..., k. Diz-se
que ha separacao completa entre os grupos se existe um vetor B € R™ ,onde m = (k — 1)(p + 1), tal

que,paratodoie L;j,epara j,t=1,2, ...k, j#t,

B,-B) X, >0 . (2.2)
Diz-se que ha separacdo quase completa se

B,-B,)'X, >0, (2.3)
com a igualdade valendo para, no minimo, uma tripla (i , j , f). Sejam j(i), o valor de j para o qual i

€ L;, e Q(B), o conjunto de indicadores das observacoes que satisfazem a igualdade em (2.3). Diz-

se que estas observagdes sdo quase separadas em relacdo a B .

Finalmente, diz-se que hd sobreposi¢do dos grupos quando existe uma tripla (i , j , f) tal que
B,-B,) X, <0 . (2.4)

Segundo Albert e Anderson (1984) a deteccdo da separacdo entre grupos pode ser abordada

de duas maneiras distintas, algébrica ou empirica. A abordagem algébrica, segundo os autores



citados, foi relatada por J. Burridge (em um trabalho ndo publicado) e é baseada em conceitos da

Programacio Linear, seguindo o raciocinio mostrado na seqiiéncia.

Sejam dois grupos distintos, G, e G, . Diz-se que hd separagdo completa, ou quase completa,

quando existe B, # 0, tal que
AB, <0, (2.5)

onde A é uma matrizn X (p + 1) com linhas (- x;), parai € L, ,e x;, parai € L, . Caso a inequacio

(2.5) nao possa ser satisfeita com B; # 0, diz-se que os grupos estao sobrepostos.

A desigualdade (2.5) também pode ser escrita na forma:
(4.1,)B,,T)=0 . (26)

onde /, é a matriz identidade de ordem n, e T € um vetor com 7 varidveis de folga. Com relagdo a

solug@o ha trés possiveis conclusdes:

1. Se existe uma solucdo tal que ¢ > 0 (i = 1, 2, ... , n), diz-se que os grupos estdo
completamente separados.

2. Seexiste uma solugdo tal que #, =20 (=1, 2, ..., n), com a igualdade verificando-se para no
minimo um valor de i, diz-se que a separacdo é quase completa.

3. Se nenhuma das condi¢Ges acima for verificada, diz-se que os grupos estdo sobrepostos.

Em uma expansio do trabalho de Albert e Anderson, Santner e Duffy (1986) apresentam
um modelo de Programacgdo Linear que classifica os dados como (i) completamente separados, (ii)

quase separados ou (iii) sobrepostos. Tal modelo é brevemente descrito a seguir.

Inicialmente considera-se o vetor B' = (B',, ... ,B";_),B e R", onde m = (p + I)(k - 1).
Além disso, para cada i, 1 <i < n, j(i) representa o valor da varidvel resposta Y;, isto é, ¥; = j(i).
Sejam os conjuntos A, de todos os vetores B que satisfazem (2.2), e A?, de todos os vetores B que
satisfazem (2.3). Seja a matriz em blocos i, de dimensao n(k — 2) X m, onde cada bloco tem

dimensdo (k — 2) X m, e definida da seguinte forma:



1. Se j(i) < k, entdo uma linha é le» Qi i)e (k—3) linhas sdo da forma xTi {Qii)— 0},
considerandor e {1,...,k-2}\{j(D)};e
2. Se j(i) = k, entdo (k — 3) linhas s3o da forma xTi {-0},parare {1,..,k-2}.

Aqui Q,paral <¢t<k-2, ¢ amatriz de dimensdo (p + 1) X m, de elementos nulos ou unitdrios, tal

que QB =B ey € ai-ésima coluna de X. Seja T(B) o produto cartesiano X{T«B): i € Q"}. O

modelo de Programacao Linear proposto pelos autores € da forma:

n
max z Z;
i=1

[i_ln(k—Z)][]i | §]:0

L (j=1,..nk-2))

m

N

.. <
sujerto a Wj >

3 i(k=2)
zi[k—gjs 2wj (i=1,...,n)
j=(i-1)(k=2)+1

onde B € arbitrariamente escolhido, s >0, wie z;€ {0, 1}, I,«_») € a matriz identidade, e m > 0 é

escolhido de modo que m < s; verifica-se para s; > 0, sendo S =T," U {j(i)}.

De acordo com os autores, o0 modelo acima é sempre factivel. Além disso, um componente de S é

positivo se, e somente se, a inequagio XB =0 ¢ estritamente satisfeita. Também, z; = 1 se, e

somente se, Y; € completamente separado. A funcdo objetivo maximiza a cardinalidade do

complemento de Q", onde Q" = m Q(E) .

EGAQ

2.2 MEDIDA DA SOBREPOSICAO NO CASO BINARIO

Uma abordagem proposta por Christmann e Rousseeuw (2001) efetua a mensuracdo da
sobreposicdo dos grupos para casos onde a varidvel resposta, Y, é bindria, ou dicotdmica. Sdo
definidos dois valores: nNoyenap » que representa 0 menor nimero de observagdes cuja remogdo €

necessdria para tornar impossivel a existéncia dos EMV, € n¢omplete » que representa o menor nimero



de observacOes cuja remogdo produz separagdo completa. Por defini¢do, noverap < Reomplete - A
determinacdo de ambos os valores, e também dos conjuntos de indices correspondentes as
mencionadas observacdes, é feita mediante a aplicagdo de um algoritmo proposto pelos autores, e
cujo desenvolvimento prescinde de duas definicdes, apresentadas a seguir, relativas a um modelo de

regressdo linear aplicado a um conjunto de dados na forma que se segue:
Z, = {(xlii s Xy s X i Yy ); i=12,.., n} . (2.7)
O objetivo é ajustar a cada y; um hiperplano afim, pertencente ao espago R ”*', ou seja:

yi =B+ ﬂlxl,i + ﬂzxz,; +..+ :Bpxp,; (2.8)

v, =gB (LX) . 2.9)

Definicao 2.1: Diz-se que um vetor B € ndo ajustado a Z, se, e somente se, existe um hiperplano

afim Ve R”*' que ndo contenha nenhum X ; e tal que os residuos

r(B)=y, - gB"(1LX,))>0 (2.10)

para qualquer X; em um dos subespagos e

.(8)=y, B (LX,))<0 @1
no outro subespaco.

Definicao 2.2: A profundidade de regressdo de um ajuste B aos dados Z, € o menor nimero de
observagdes que necessitam ser removidas para tornar B ndo ajustado, no sentido da Defini¢do 2.1.

O menor nimero de residuos que necessitam de alteracio de sinal é denotado por rdepth(B , Z,).

A profundidade de regressdo € invariante com relacdo as transformac¢des mondtonas, no
sentido de que € possivel substituir y; por uma fun¢do estritamente mondétona A(y;), desde que g seja

substituida por (h e g). Esta propriedade é vélida, segundo Rousseeuw (1984), porque a
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profundidade de regressdo, conforme a Definicdo 2.1, depende apenas das varidveis independentes
X ; e dos sinais dos residuos (2.10) e (2.11). Ainda de acordo com Rousseeuw (1984), esta
propriedade ndo € verificada para a maioria dos métodos de estimacdo, entre os quais o0 Método dos

Minimos Quadrados (MMQ).

Para o caso de varidvel resposta bindria, pode-se definir a profundidade de regressao através
da substituicdo da func¢do g pela funcdo distribui¢do acumulada da distribuicdo logistica. Neste
caso, a medida € invariante com rela¢do aos diferentes valores da varidvel resposta bindria, e pode
ser computada através de um algoritmo, desenvolvido por Rousseeuw e Hubert (1999), de ordem
O(nlog(n)), para p = 2, ou de um algoritmo de ordem O(n” *Ilog(n)), parap € {3, 4}, desenvolvido
por Rousseeuw e Struyf (1998). Ainda de acordo com Christmann e Rousseeuw (2001), a
determinacdo do nimero minimo exato de observacdes misturadas para p arbitrdrio, com base em

um hiperplano afim, € um problema essencialmente NP-dificil.

O algoritmo proposto por Christmann e Rousseeuw (2001) consiste dos seguintes passos:

1. Ler o conjunto de dados na forma (2.7), considerando y; € {0, 1}, i =1, 2, ... , n.
Normalizar as varidveis xy; , X , ... , Xpi
2. Determinar o nimero n, de pontos distintos, na forma ( x|, ..., x% ,_i,)%) em Z, Para
n'l]
cadaj e {1, ..., n, } contar o nimero #; de pontos coincidentes, de modo que n = Zt IE

J=1
Deste ponto em diante trabalha-se com o conjunto de dados agregados
Z' = {(xj.‘vl,...,xj.‘vp_l,y;’;tj);l < j<n,}. Para computar needap OU Feomplete » OS PONLOS

coincidentes sdo contados como #; pontos.

3. Se p = 2, aplicar o algoritmo exato para Zgyerap > OU Heomplere » a0 conjunto de dados
agregados. Ir para o passo 7.

4. Se p > 2, usar o algoritmo de aproximagao baseado em proje¢des. Definir o nimero NITER
de subgrupos a explorar. Iniciar o gerador de nimeros aleatdrios. Fixar os valores NSIN = 0,
ITER =1 € noyertap = 1 5 Neomplete = A

5. Explorar um subgrupo escolhido aleatoriamente, e de tamanho (p — 1), de Z%, . Se o

conjunto {(x7,,1)",....,(x7 ,;,1)'} € linearmente dependente, fazer NSIN = NSIN + 1 e

explorar o préximo subgrupo. Sendo ir para o passo 6.



11

6. Projetar todos os x na dire¢do U , ortogonal ao hiperplano dado pelo subgrupo. Agregar o
conjunto bidimensional {(ijT 2V );j=L..,n,}e o correspondente valor de ¢ |,

conforme definido no passo 2, e contar os pontos coincidentes. Computar #gyerap
bidimensional. Se for menor que o atual valor de ngyensp » atualiza-lo, e proceder da mesma
forma para neompieie - Fazer ITER = ITER + 1. Se ITER > NITER, ir para o passo 7. Sendo,
retornar ao passo 5.

7. Fornecer a aproximagao resultante de noyeriap » OU Reomplete » @ dire¢do correspondente de U , e

para p > 2 o numero NSIN de subgrupos singulares encontrado.

De acordo com os autores, o algoritmo acima descrito tem a sua precisdo e o seu tempo de
computacdo fortemente afetados pelo nimero de subgrupos analisados. O nimero de varidveis
independentes também contribui consideravelmente para o aumento do esfor¢co computacional
requerido para a mensura¢do da sobreposi¢do. Além disso, o método em questdo avalia a
sobreposicdo entre as observacdes de dois grupos a cada vez, o que pode ser um sério obstaculo a

sua utilizacdo para problemas com trés ou mais grupos de observagdes.

2.3 METODO DO CUSTO MINIMO ESPERADO DE MISTURA

Sejam os grupos G, , G, , ... , Gy contendo n, , n, , ... n; observagdes, respectivamente, na
forma XT =(Xo, X1, ... , X,) , onde xo = 1 e as demais varidveis podem ser discretas ou continuas.
Sejam f; (X) , a funcdo densidade de probabilidade (f.d.p.) associada ao grupo G;,i=1,2, ..,k
pi , a probabilidade a priori do grupo G;, e C(j | i) , o custo de classificar uma observa¢do em G; ,
quando a mesma pertence, de fato, ao grupo G;, sendo C(i | i) = 0. Além disso, sejam R; , o conjunto
de observacoes X classificadas como pertencentes ao grupo G; , e a probabilidade P(j | i), de

classificar uma observagdo em G; , quando a mesma pertence, de fato, ao grupo G, , dada por:

P(j1i)= [ £,(X)aX. (2.12)
R;
Também,
k
P(i1i)=1->_P(jli). (2.13)
j=1

J#i
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A classificagdo de uma observagdo do grupo G; em um grupo G;, i #j , tem um custo esperado de

confusdo dado por:

ECM(i)sz:P(j 1)C(jli). (2.14)

Multiplicando-se cada ECM por sua respectiva probabilidade a priori, e efetuando-se a soma dos

produtos, obtém-se:

k k
ECM =) p,| > P(jli)c(jli)]. (2.15)

i=1 j=1

J#i

Entdo a obtencdo de um procedimento 6timo de classificagdo consiste em escolher regides R; , R, ,
.. » Ry, tais que (2.15) seja minimizada. Tais regides sdo definidas pela classificacdo de uma

observacdo X no grupo G;,j=1,2, ..., k, para o qual € minima a soma definida por:

> pifi(X)c(jli) (2.16)

i#]
Caso ocorra um empate, a observacdo pode ser classificada em qualquer dos grupos empatados.
De acordo com Johnson e Wichern (1988), quando os custos esperados forem os mesmos,
sem perda de generalidade podem ser fixados em 1 (um), a soma (2.16) é pequena quando o termo
omitido é grande. Desta forma, pode-se expressar a regra do custo esperado minimo de confusdo

como:

Classificar X como pertencente ao grupo G;,j=1,2, .., k, se
pifiX)>p fi(X), Vizj . 2.17)

A expressdo (2.17) também pode ser apresentada como:
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tnp  f(X)> tnp, f,(X) . Vi#j . (2.18)

Convém acrescentar que a regra anterior € idéntica a regra que maximiza a probabilidade a

posteriori, P(G; | X) , dada por:

|X)=kp’f—’® . (2.19)

;pifi@)

PG

J

2.4 MODELO DE REGRESSAO LOGISTICA

Sejam os grupos G, , G, , ..., Gy contendo n, , n, , ..., n; , observacoes, respectivamente, na
forma XT = (X0, X1 , ... , Xp), onde xo = 1 e as demais varidveis, ou covaridveis, podem ser discretas
ou continuas. Seja Y, s =1, 2, ..., k, a varidvel resposta, na forma Y'= O1,Y25 - » Yn), que indica

o grupo ao qual pertence cada observacdo. O Modelo de Regressdo Logistica assume que as

probabilidades a posteriori tém a forma:

PG |X):M (s=1,2,..k) > (2.20)

C Yewl)

onde
)4

My =B+ B+ Boxy 4o+ Box, =P+ fux, =B'X (s=1,...k=1), (21
i=1

e B, =0=p,=0.

Na forma anterior o k-ésimo grupo é adotado neste trabalho como grupo base, ou de
referéncia. Convém ressaltar que alguns autores, como Hosmer e Lemeshow (1989), preferem
tomar o grupo 1 como referéncia. Também ha autores que consideram 0 (zero) como valor inicial
para s, como Santner e Duffy (1986), por exemplo. Uma vez escolhido o grupo de referéncia, a
estimagdo dos pardmetros segue um raciocinio andlogo ao desenvolvido para modelos com resposta

binaria.
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A forma (2.20) permite a modelagem da relacdo entre a varidvel resposta e o vetor X de
covaridveis, ou varidveis explanatdrias. De acordo com McLachlan (1992), as primeiras aplica¢des
do Modelo de Regressdo Logistica ocorreram no estudo prospectivo de doencas corondrias, por
Cornfield (1962) e Truett, Cornfield e Kannel (1967). Nestes casos a estimacdo dos parametros
seguia a suposicdo de normalidade. O problema da estima¢do em um contexto mais amplo foi
considerado por Cox (1966, 1970), Day e Kerridge (1967) e por Walker e Duncan (1967). Ainda de
acordo com McLachlan (1992), a discriminagdo logistica € amplamente aplicdvel a uma grande

variedade de familias de distribui¢des, tais como:

1. Distribui¢des normais multivariadas com matrizes de covariancias iguais.
2. Distribuigdes discretas multivariadas seguindo o modelo log-linear.
3. Distribui¢gdes conjuntas de varidveis aleatérias continuas e discretas, ndo necessariamente

independentes.

A regra mais simples para discriminag@o consiste em alocar uma observagdao X no grupo G,

se, e somente se,
B,-B,)'X20 (1=1,2,..,k). (2.22)

A func¢do de verossimilhanga condicional para k grupos pode ser expressa na forma:

((B)= HH lpG,1x)]" (2.23)

i=1 j=1

onde Y € a varidvel resposta, indicadora do grupo ao qual pertence a i-€sima observagao, isto €:

ji: i=l,...,n,j=l,...,k.

I,sey, =j
0,seyi¢j’

Do ponto de vista matemdtico € mais conveniente trabalhar com a fun¢do log-verossimilhanca,

dada por:
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i=l | j=1 j=1

L(E)zzn:{kixﬁuj —fn(1+§expujﬂ . (2.24)

2.4.1 Estimadores de Maxima Verossimilhanca

Os Estimadores de Méxima Verossimilhanga (EMV) dos parimetros sdo encontrados
mediante a resolucdo do sistema de equagdes formado pelas derivadas parciais de (2.24) em relacao

a cada um dos (k— 1)(p + 1) parametros desconhecidos, igualadas a zero, e cuja forma geral é:

IL(B) <

2N x, v PG 1X,)] =12, k=1em=0,1,.,p).  (225)
B, &

O procedimento mais utilizado na obtencdo dos EMV ¢é o método de Newton-Raphson, que

resulta na expressdo dada por:

e - ) o)

onde S(B ™) ¢ o vetor com (k — 1)(p + 1) pardmetros, dados por (2.25) e I(B (’")) ¢ uma matriz
quadrada, de ordem (k — 1)(p + 1), cujos elementos sdo os negativos dos valores esperados para as

derivadas parciais de segunda ordem, na forma que se segue:

I’LB) _ i
W_ ;xm"'x’”" [P(Gf' X))l P(G, 1X,)] 2.27)
82L(E) Zixm'gxm; [P(Gj |X,)][P(Gj |Xl)] (2.28)

B0 T
ondej,j’=1,2,..,k—1,em,m=0,1,..,p.
A matriz de informacio I(B ") pode ser escrita na forma:

I(B)=X"VX (2.29)
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onde V, para varidvel resposta bindria, € a matriz diagonal n X n de variancias, isto &,
Vv, =P(GIX, I-P(GIX,)] - (2.30)

Para varidvel resposta politdmica a matriz de informacao pode ser escrita na forma:

Bu Blz Bl(k—l)
B B .. B,
I@): 21 22 2(k-1) , 2.31)
B(k—l)l B(k—1)2 B(k—l)(k—l)

onde

| X" [diag [P(G, 1%, )1-P(G, 1x, )X , i=j , s=i

= {(—I)XT ldiag [P(G, 1x,)P(G,1x,)]] , i=j (2.32)

i

De acordo com Anderson (1972), Albert e Anderson (1984) e Albert e Lesaffre (1986), os
estimadores para os parametros existem se, € somente se, houver sobreposicdo completa dos grupos.
Aqui deve-se entender a existéncia no sentido de unicidade da solucdo, isto €, se os grupos nao
estdo completamente sobrepostos, conforme a Figura 2.1(a), os estimadores obtidos pelo método da
méxima verossimilhanga ndo sdo dnicos, ou tendem ao infinito, conforme os teoremas a seguir.
Neste ponto € importante ressaltar a necessidade de escolher adequadamente o grupo base. Caso
haja sobreposi¢@o parcial, conforme a Figura 2.1(b), os modelos poderdo ser obtidos desde que G,
seja escolhido como grupo base. Se a escolha recair sobre G; ou G; , os estimadores de maxima
verossimilhanca ndo serdo encontrados. Para tais casos hd algumas abordagens alternativas, que

serdo apresentadas adiante.

Teorema 2.1 — Se existe separacdo completa dos grupos de dados, entdo os estimadores de maxima

verossimilhanga para B ndo existem, e

mglx L(B)=1.
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Para provar o teorema anterior, Albert ¢ Anderson (1984) definem inicialmente o conjunto A® de

todos os vetores B que satisfazem a desigualdade (2.2), isto é:
(Ej _E;)TX; >0 .

Na seqiiéncia consideram B(k) =kB , onde B pertence ao conjunto A e k > 0. Entdo a funcdo

verossimilhanca pode ser escrita na forma:

L(X,kB)= Zk: > tn| — ! . (2.33)

j=1icG, zexp{—k B, _E,)T)_(i}
=1

Os autores citados consideram o comportamento da fun¢io acima quando k — oo . Neste caso a
desigualdade (2.2) ainda € satisfeita. Entdo os termos exponenciais tendem a zero, exceto aquele no
qual a soma é sobre ¢ quando ¢ = j, onde k € igual a um. Desta forma L(X, kE) — 0 no ponto de

maximo absoluto, quando k — o . Os autores concluem que o miximo absoluto da funcio é

atingido no infinito, sobre a fronteira do espaco de parametros.

Teorema 2.2 — Se existe sobreposi¢do dos grupos de dados, entdo os estimadores de maxima

verossimilhanga para B existem e sdo tnicos.

De acordo com os autores a prova para este teorema € dada por Silvapulle (1981), para modelos

com resposta dicotdmica. Para modelos com resposta politdmica a demonstragdo tem como base o

argumento de que L(X, kE) — —oo e também que a fun¢do em questdo € estritamente concava.

As provas detalhadas para os teoremas citados podem ser encontradas em Albert e Anderson

(1984). Uma importante referéncia adicional € o trabalho de Santner e Duffy (1986).

Outra abordagem ao problema da detec¢do de separacdo completa, ou quase completa, é
defendida por Lesafre e Albert (1989). Segundo estes dois autores, as regras de identificacdo das
referidas configuragdes poderiam tomar como base a resposta de um programa padrio de maxima

verossimilhanca. Como apoio ao seu argumento os referidos autores provam que a separacdo é
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totalmente determinada pelo comportamento dos erros padrdes dos estimadores no processo
iterativo. Seguindo esta mesma linha de raciocinio, Heinze e Schemper (2002) afirmam que o
problema da separacdo de grupos pode ser contornado monitorando-se a variincia dos estimadores

durante a execugdo do processo iterativo.

A separacdo completa dos grupos de dados ndo representa um grande problema quando a
variavel resposta é dicotomica, ja que esta ocorréncia em situagdes praticas pode ser contornada
pela utilizacdo de outros métodos de classificagdo, como a Funcdo Discriminante Linear, por
exemplo. Entretanto, para varidvel resposta politdmica, a auséncia de sobreposi¢cdo pode tornar até
mesmo impraticdvel a estimacdo dos pardmetros do modelo, especialmente em problemas
envolvendo mais de trés varidveis independentes (p > 3), ja que a identificacio de grupos totalmente
separados torna-se mais complexa, particularmente quando hd um nimero elevado de grupos
envolvidos e de varidveis independentes. Nestas condi¢des a implementagdo das solugdes propostas
por Santner e Duffy (1986) e por Christmann e Rousseeuw (2001) pode exigir um elevado esforco
computacional, o que pode ser um obsticulo a sua utilizacdo. Algumas abordagens alternativas,
brevemente descritas a seguir, sdo sugeridas por Begg e Gray (1984) e por Rom e Cohen (1995).
Sdo técnicas que, além de permitir a estimacdo dos parametros, quando estes existem, possibilitam a

identificacdo dos grupos totalmente separados do grupo de referéncia.
2.4.2 Modelos de Regressio Logistica Individualizados
A primeira abordagem, apresentada por Begg e Gray (1984), propde o uso de Modelos de

Regressdo Logistica Individualizados (MRLI), na qual obtém-se uma série de modelos de

Regressao Logistica simples, em substitui¢do ao modelo politdmico. Seja a probabilidade:
P, =P, =11x,) , j=12,..k. (2.34)
No modelo politdmico pode-se considerar que:

P,

In| — =ET>_<1~,~ , j=L2,.,k-1. (2.35)

ki
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Para obter modelos individualizados, que comparam cada categoria com a categoria de referéncia,

pode-se adotar um modelo na forma:

g,{Q_dj =A,x, , d=1,2,. k-1 (2.36)
ki
onde
Qu =PY,; =11x,.Y,; +Y,; =1)
e Q, =PY,; =01x,.Y, +Y, =1.

Segundo os autores, € fécil verificar que os dois modelos sdo parametricamente equivalentes, isto &,

A= B,.De acordo com o teorema de Bayes:

P,
=t (2.37)
Qd Pdi + Pki
P, .
Também - Qu ) (2.38)
Pki 1- Qdi

O método alternativo proposto pelos autores considera as probabilidades condicionais

individualizadas dadas por:
P, =Py, =1Ix,,Y, +Y, =1]
1-1P, =P[Y, =01x,,Y, +Y, =1]
comi=1,2,..,ned=2, ...,k

Entdo tem-se que:

IP, P, ~
Il e
Ay 1i
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A abordagem apresentada permite, de acordo com os autores, ajustar (k — 1) diferentes
modelos de Regressdo Logistica para varidvel resposta binéria, nos quais cada grupo d é comparado

com o grupo de referéncia, aqui tomado como o Grupo 1. Se o procedimento for adotado para obter

~ ~

(k — 1) modelos, os estimadores B,,...,B,_;, podem ser substituidos em (2.20). Além disso, se for

empregado o Método da Médxima Verossimilhanga, os estimadores citados serdo assintoticamente
ndo viesados. A eficdcia do procedimento € avaliada a partir da eficiéncia assintética relativa
(EAR). Ainda, de acordo com os autores, a perda na EAR dos estimadores é muito pequena. Apesar

disso, € possivel que os estimadores ndo sejam todos encontrados. Uma situacdo tipica € ilustrada

~

pela Figura 2.1(b). Se o grupo G, for adotado como categoria de referéncia, o estimador B; nio

existird, pois ndo ha sobreposicio entre G, e Gj; .

Embora o método seja analiticamente flexivel, os autores levantam algumas questfes a
respeito do mesmo. A primeira diz respeito a eficiéncia assintética dos estimadores com relacio aos
Estimadores de Maxima Verossimilhanca do modelo politdmico. Outra questdo refere-se a
eficiéncia das combinagdes lineares dos estimadores, especialmente das combinagdes de varidveis
de diferentes modelos de regressdo. Uma terceira questdo é relativa a possibilidade de utilizar os
modelos individualizados em testes de hip6teses efetuados com o objetivo de avaliar o impacto de
uma varidvel explanatéria sobre qualquer dos modelos. Finalmente, a ultima questdo levantada
envolve a possibilidade de desenvolver formulagdes préticas para obter intervalos de confianca para

as probabilidades preditas, quando as variancias dependem de todos os pardmetros.

De acordo com Hosmer e Lemeshow (1989), os estimadores obtidos através do método em
questdo sdo consistentes e nao apresentam grande perda de eficiéncia, assumindo valores bastante
préoximos aos valores obtidos para os estimadores através do Método da Médxima Verossimilhanga,
conforme descrito em 2.1. Ainda de acordo com os autores citados, os modelos individualizados
podem ser bastante tteis para tratar um problema que, embora ndo ocorra no caso de varidvel
resposta bindria, ¢ comum em problemas com resposta politdmica. Trata-se da situagc@o na qual uma
variavel independente € significativa para apenas uma das func¢des discriminantes. Como o modelo
(2.20) nao € adequado ao tratamento deste problema, os Modelos Individualizados podem fornecer
funcdes discriminantes que envolvem diferentes varidveis independentes. A significancia em
questdo pode ser estimada através do Teste de Wald. Este teste fornece um estimador z; , i =0, 1,

.., p, para cada estimador B ; , dado por:
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_|_B 2 (2.40)
YT sE®,)] |

Alguns autores apontam problemas com o uso do Teste de Wald. De acordo com Menard
(1995), quando o valor encontrado para o estimador é grande, o erro padrdo € inflacionado, o que
reduz o valor da estatistica utilizada. Segundo Agresti (2002), o Teste da Razio das

Verossimilhangas € mais confidvel. A estatistica deste teste € dada por:
~2[L(B)-L(B,)] . (241)

onde L(B ;) é a log-verossimilhanca para o modelo sem a i—€sima varidvel, e L(B) é a log-
verossimilhanca do modelo com todas as varidveis. Tanto (2.40) como (2.41) seguem distribuicao

Qui-Quadrado com (n — p — 1) graus de liberdade.

Outra medida de adequagdo de ajustamento é a estatistica ¥’ baseada na transformagao

arco-seno, dada por

X o= i4[arcsen\/y_i—arcsenw/P(Y Igi)] . (2.42)
i=1

Uma modifica¢do para o método de Begg e Gray € sugerida por Rom e Cohen (1995). O
método em questdo tem por base a idéia de que comparagdes de pares de categorias podem
aumentar as informacdes a respeito da razdo (2.35), além de permitir a obtencdo dos estimadores
para os pardmetros desconhecidos. A idéia consiste em ajustar k(k + 1)/2 modelos bindrios e depois
estimar os parametros através do Método de Minimos Quadrados Ponderados, de modo a obter os
Estimadores Individualizados Ponderados. Segundo os autores, embora o procedimento requeira
maior esforco computacional, a EAR € maior que aquela observada para a abordagem de Begg e
Gray. Além disso, quando comparado ao Método da Maxima Verossimilhanca, € mais vantajoso
para estudos que envolvem grandes conjuntos de dados, quando limita¢cdes computacionais podem

tornar intratavel o problema de estimacao dos pardmetros.
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2.4.3 Modelo de Regressao Logistica Oculto

Com o objetivo de contornar o problema da nio existéncia de estimadores de maxima
verossimilhanca em fun¢do da separacio de grupos, Rousseeuw e Christmann (2003) apresentaram
0 Modelo de Regressdo Logistica Oculto (MRLO). Esse modelo foi assim denominado pela
semelhanca com a camada oculta de alguns modelos de Redes Neurais, como serd visto adiante. Na
sua concepcdo assume-se que, devido a um mecanismo estocdstico, a verdadeira resposta de um
Modelo de Regressdo Logistica é ndo observdvel, e que existe uma varidvel observavel fortemente
relacionada a verdadeira resposta. A estimacdo dos parametros do modelo resultante é realizada
através de métodos de estimacdo robusta, tendo como referéncia conceitos formulados por Ekholm

e Palmgren (1982) e Copas (1988).

A estimacdo robusta geralmente é abordada de duas formas, conforme Kodzarkhia, Mishra
e Reiersglmoen (2001). Uma é baseada na minimizacdo da Fun¢do Verossimilhanca, enquanto a
outra tem como base func¢des de influéncia. Na seqii€ncia apresenta-se de forma sucinta a aplicacio
deste método ao Modelo de Regressdao Logistica com varidvel resposta dicotdomica, seguindo o

raciocinio apresentado por Kodzarkhia, Mishra e Reiersglmoen (2001).

Sejam Y, , Y5, .., Y;, .., Y, observacdes de uma distribuicdo de Bernoulli, b(1 , p; ), por

suposicdo geradas a partir de um modelo linear geral com vetor de varidveis explanatérias

XT =(1, xl,...,xp) , vetor de parametros ET = (:50"31"""81’) ¢ uma funcio L tal que:
p, =P, =11x)=LB"x).

No Modelo de Regressdo Logistica, L(z) é a fungdo sigmdide, isto é, L(z) = (1+e *)™". A fungdo

densidade de probabilidade condicional de Y dado x é:
{(y1%)=LB" 0)3(y-D+[1- LB 015(y). (243)
onde d( y ) € o valor Delta de Dirac.

Sejam Y; , Y, ..., Y;, ..., Y, observacdes de um modelo onde assume-se que Y; é

contaminada por uma varidvel 7; ~ b(1, g; ). Deste modo tem-se que:
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?i = (1_8i,n )Yl +€i,n71i 4
onde £, ~ b(l, %/—j ,0<v. A taxa de contaminagdo %/— justifica-se pela contigiiidade de
’ n n
alternativas indexadas pelo parametro 0 < v com relagdo ao modelo ideal, isto é v =0.

Para as amostras [ Y, ..., Y, 1e[ T, ..., T, ], a funcdo densidade de probabilidade condicional de

T dado x é:

fOIX)=FX) o(y-D+[1-Fx]d(y) , (2.44)

onde F(x)=P(T, =11x,)=gq, .Entao Y, ~ Ber(p,), sendo p, = p, +%(qi -p.).
n

Os estimadores robustos também podem ser definidos como solucio para a equacao:
v X, {Yz - L(ET&' )_ C@’&' )}: 0
i=1

Sew;=1ec(.)=0, asolugdo fornece os Estimadores de Maxima Verossimilhanca. De acordo
com Gervini (2005), os EMV té€m variincia assintética minima, embora sejam sensiveis a certas
configuragdes dos dados. Observagdes com valores que destoam da regido de maior concentragio
dos dados podem influenciar os estimadores; além disso, se tais observacdes estdo associadas a
respostas incorretas, os estimadores resultantes podem ser seriamente viesados. Para implementar a

estimacgao robusta, o referido autor considera a funcio deviance, dada por:

d(y,.x,.B)=—2y tnzB"x, )-20— y,)en| - 2(B"x,)] . (2.45)

O estimador de mdxima verossimilhancga de B é:

B = argming Zd(yi,gi,ﬂ) ) (2.46)

i=1
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O estimador acima deve satisfazer as condi¢cdes de primeira ordem, dadas por:

, [%-%(BT&H ﬂ'(BTr_&i] i
R O =

Os estimadores robustos mais utilizados sdao dos tipos S (Schweppe) e M (Mallows). Os

primeiros sdo definidos como solucdes do sistema de equagdes

, (2.48)

onde r(yi,)_(i,B,‘})z ¥, —ﬂ'(BT)_(l.)—c(BT)_(i,b(giTv_lgi)_%) e c(t, b) é uma funcido de

corre¢do do viés. Além disso, V(t,b) = l//b2 [1 —7(t)—c(t, b)]ﬂ'(t) + l//b2 [—7(t)—c(,b)][1-7(2)] .

De modo geral, escolhe-se y;, como a Fungdo de Hubert, ¥, (#) = (=b) v (t Ab), para a qual:

brxt)/[1-z()]-x(), t<0,b<l-—7x(t)
c(t,b)=<1-x(t)-bll-z(t)]/ x(t), O0<t,b<x(t)

0, outro caso.

Os estimadores tipo-M sdo definidos como solucdes da equagdo dada por:
Z R AT
Zw@i;n)m[y,» —fr(BTzi)—c(B zi,bﬂzi =0 , (249)
i=1

onde 77 € um vetor de parAmetros de perturbagdo, que podem ser medidas de posicdo ou de

dispersdao das covaridveis. Conforme Gervini (2005), a principal diferenga entre os estimadores
Tipo-S e Tipo-M € que neste dltimo os pesos para as covaridveis e os residuos sdo estimados

independentemente, o que nio se verifica para o Tipo-S.
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Uma outra abordagem ao problema da estimacdo de pardmetros no caso de separacdo
completa de grupos € proposta por Heinze e Schemper (2002). Os autores apresentam uma
metodologia baseada no Escore Modificado de Firth, para estimag¢do de mdxima verossimilhanca
penalizada, cujo objetivo original é reduzir o viés dos estimadores. No Método da Méxima

Verossimilhanga, os estimadores para os parametros sdo as solucdes da fungdo escore:

aL_@):U(E):

(2.50)
oB
Na abordagem apresentada, a func¢do acima € substituida por uma Fungdo Escore Modificada, dada

por:

U )-Um)e L [( 1(B)" {B’U}} 25

Para modelos logisticos com resposta bindria a Funcdo Escore Modificada é dada por:

U (B)=3{y, -7, +h (1-7, )}, =0 . (2.52)

i=1

onde 5; é o elemento da i-€sima diagonal da matriz dada por:

H=W"2X(X"WX)' X W (2.53)

e W =diagz,(1-7.)] .

No mesmo trabalho, Heinze e Schemper (2002) apresentam um método alternativo para

obter os estimadores. Os autores propdem que cada observacdo ( y; , X; ) seja transformada em duas

observagdes, uma com resposta j; e outra com resposta (1 — J; ), com pesos (1 + h; / 2) e (h; / 2),
respectivamente. A contribuicdo das novas observacdes para a fungio escore € a mesma obtida com
a abordagem baseada em (2.52). Os autores alertam que o método, embora apresente convergéncia,

ndo € imune a problemas como multicolinearidade, por exemplo.
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2.4.3.1 Modelo de Regressao Logistica Oculto para Variavel Resposta Dicotomica

De acordo com Rousseeuw e Christmann (2003), este modelo foi usado sob outra
denominac¢do por Copas (1988), utilizando uma abordagem distinta. Inicialmente os autores
consideram uma situacdo na qual sdo possiveis apenas dois resultados para a varidvel resposta,
“sucesso” (s) e “insucesso” (f). Assumem também que o verdadeiro estado T é ndo observavel, ao

contrario da varidvel Y, que é relacionada a 7, conforme a Figura 2.2.

O estudo ¢é baseado no seguinte raciocinio: Se o verdadeiro estado é 7' = s, observa-se Y =1
com probabilidade P(Y = 1 | T = s) = §,. Deste modo a probabilidade de m4 classificag¢do é dada por
P(Y=01T=s)=1-9,. Analogamente, se T = f, observa-se Y = 0 com probabilidade dada por P(Y
=0I1T=f)=1- 29 com probabilidade de ma classifica¢do dada por P(Y = 1 | T = f) = §, . Os
autores assumem que a probabilidade de se observar o verdadeiro estado é superior a 50%, ou seja,
0 <9y <0,5<d; < 1. Convém lembrar que no Modelo de Regressdo Logistica Cldssico assume-se

que do=0ed; = 1.

Figura 2.2 — Verdadeiro T ndo observavel e resposta Y observavel.

Na formulacdo do modelo considera-se que ha n varidveis aleatérias independentes e nao
observdveis resultantes de um modelo de Regressdo Logistica, com k = 2 grupos. Entdao 7; tem
distribuicao de Bernoulli, com probabilidade de “sucesso” dada por A(ET&), i=1,2,..,n,queéa

funcdo sigméide e onde B € um vetor de parametros finitos. A idéia ¢ ilustrada na Figura 2.2.
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o’/ ‘@
T
Modelo logistico
X o O [
X1 X2 oo Xg

Figura 2.3 — Modelo de Regressdo Logistica Oculto.
O algoritmo ilustrado é chamado Modelo de Regressio Logistica Oculto, jid que o
verdadeiro status T; estd oculto pela estrutura estocdstica na parte superior da representacio.
Conforme os autores, este modelo pode ser interpretado como um tipo de rede neural com uma

camada oculta correspondente a varidvel latente 7.

Para obter os estimadores dos pardmetros do modelo de Regressao Logistica os autores
assumem que tanto ¥ como 7 té€m distribui¢do de Bernoulli. Desta forma o estimador de maxima

verossimilhanga de 7, dado Y =y, é:

fML (Y :O): f (2.54)
7AWML(YZI):S

A probabilidade condicional de Y dado T é dada por:
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P(YzllfML)=80 se y=0

. . (2.55)
Ply=117,)=5 se y=1
onde y € o valor observado de Y. Denotando (2.55) por Y tem-se:
Y=(01-Y)5,+Y4,
que, para n observagdes y; , v, , ... , Y, , fica:
¥ :(1_yi)80+yi81 . (2.56)

Convém notar que no modelo cldssico assume-se y, = y,,isto é §p=0e &, = 1.

Para ajustar um modelo de Regressdo Logistica as pseudo-observacdes y, utiliza-se o

Método da Méaxima Verossimilhanca, a fim de maximizar a funcdo de verossimilhanca, que neste

caso ¢ dada por:
(815,.5) =] [Iale"x, " -ale"x, )] . (2.57)
i=1

A expressao (2.57) é chamada de Verossimilhanca Estimada, pois ndo se conhece a
verdadeira verossimilhanga, que depende dos valores ndao observados ¢ , ... , t, . Os valores que
maximizam (2.57) sdo denominados Estimadores de Médxima Verossimilhangca Estimada, e de
acordo com o0s autores sempre existem e sdo finitos, ao contrdrio dos estimadores de mixima

verossimilhanga, conforme j4 foi exposto. Esta garantia de existéncia baseia-se inicialmente no fato

de que os valores de y, pertencem ao intervalo (0, 1).

O logaritmo da Fung¢do Verossimilhanga (2.57) é:

LO1F,...5,)= Y 5.nlale”x )+ (-5)mli-ale"x,) . @59
i=1
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A expressdo (2.58) sempre existe quando @ € finito. As derivadas parciais em relacio a @ resultam

na funcao escore p-variada dada por:

5@15,,-.5,)=> G -Ale"x,)x, . (2.59)

i=1

Ap6s igualar a zero as expressoes (2.59), obtém-se o sistema de equagdes cuja resolugdo fornece os

estimadores procurados.

Uma propriedade do Estimador de Maxima Verossimilhanga Estimada garante a sua
existéncia, sempre que 0 < 3, < 9; < 1 e a matriz de dados tem posto (p + 1). A prova para esta

propriedade passa pelo fato de que o Hessiano de (2.58), dado por:
a n
%S@):_ZA(QT&XI_A(QT&))’_‘I"_‘I'T ’ (2.60)
= i=1

¢ uma matriz negativa definida, pois a matriz de dados tem posto (p + 1). Além disso, a funcdo

(2.58) € estritamente cOncava.
2.4.3.2 Escolha de §, e 6,

O problema continua com a escolha de valores adequados para J, e d;. Citando Copas
(1988), o autor relata que a estimagdo de & e §; pode ser extremamente dificil, quando ndo
impossivel, a menos que »n seja suficientemente grande. A abordagem simétrica usada por Copas
(1988) consiste em escolher uma constante ¥ > 0 e fixar § = ye & = 1 —y . A implementagio
computacional exige que 7y seja suficientemente pequeno, de modo que os termos em > possam ser

ignorados.

Finalmente, os autores chamam a atencdo para o fato de que o método da maxima
verossimilhanca estimada nao € suficientemente robusto para valores observados que destoam da
regido de maior concentragio dos dados. A fim de aumentar a robustez do método sugere-se 0 uso
de Estimadores de Mdxima Verossimilhanga Estimada Ponderados, definidos como a solugdo para a

equacao,
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n (S;i_A(QT)_(i))Wixi =0 . (2.61)

i=1

Os pesos w;, que dependem apenas da distancia de x; até a regido de maior concentracio dos dados,

sdo definidos por:

M
w, = , (2.62)

" max{gD?(x’) M}

onde, RD(xi*) ¢ a Distincia Robusta de x; e M é o 75° percentil de todos os valores RD? (xi*) ,
indicando que 25% dos pontos mais afastados recebem pesos inferiores a 1. Os valores em questao

sdo obtidos através das expressoes

RD(x, )= (x, -5, ) $;'(x, -%,) (2.63)

O peso para x; € 1 se RD(xl.I. )S Z;O_% e 0, caso contrdrio.

Como estimadores da Distancia Robusta sugere-se o Estimador Determinante de
Covariancia Minima apresentado por Rousseeuw (1984), utilizando o algoritmo de Rousseeuw e
Van Driessen (1996). Também ¢é sugerido o algoritmo de Hubert, Rousseeuw e Verboven (2002)
para Componentes Principais Robustos. Uma referéncia adicional é o trabalho de Hubert e Van
Driessen (2004) sobre técnicas robustas aplicadas a Andlise Discriminante, no qual as autoras
estudam a obtencdo de estimadores robustos para as Funcdes Discriminante Quadréitica e

Discriminante Linear de Fisher.
2.4.4 Analise de Componentes Principais Aplicada a Estimacio de Parametros

Além da configuracdo dos dados, outros fatores podem afetar a obten¢do de estimativas dos
pardmetros. A existéncia de multicolinearidade entre as varidveis independentes, isto €, a existéncia
de forte dependéncia entre as mesmas, pode ter efeitos sobre a precisdo dos estimadores. Outro

elemento a ser considerado € a existéncia de grande nimero de varidveis independentes, o que pode
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exigir maior esfor¢co computacional. Uma terceira questdo envolve o tamanho da amostra e o seu
efeito sobre o viés dos estimadores. Uma abordagem apresentada por Aguilera, Escabias e
Valderrama (2006) consiste em utilizar a Andlise de Componentes Principais (ACP) para reduzir o
tamanho do conjunto de dados e a influéncia da multicolinearidade em problemas com varidvel
resposta bindria, tratando das duas primeiras questdes. O passo seguinte € o ajuste de um modelo
logistico as componentes principais, que substituem as varidveis originais. Neste sentido, o MRLCP
pode ser interpretado como um método de substituicdo de varidveis, no qual as componentes

principais substituem as varidveis originais.

Os autores citados apresentaram o Modelo de Regressio Logistica de Componentes
Principais (MRLCP), como uma extensdo do Modelo de Regressio de Componentes Principais
apresentado por Massy (1965) para o caso linear. Para atingir seu objetivo, os autores utilizam
como covaridveis um conjunto de s < p componentes principais das varidveis independentes, de
modo a reduzir o tamanho do conjunto de dados originais. Também sdo propostos dois métodos
para resolver o problema da escolha das componentes principais 6timas que devem ser incluidas no
modelo. O primeiro inclui as componentes principais na ordem natural, dada pelas respectivas
varincias explicadas. O segundo método consiste em selecionar as componentes principais
mediante um teste de razdo de verossimilhancas. No mesmo trabalho sdo comparados os
estimadores obtidos pelo método em questdo com aqueles obtidos pelo Método de Minimos
Quadrados Parciais.

O primeiro passo na abordagem proposta é a escolha de um indicador de existéncia de
multicolinearidade. Conforme Aguilera, Escabias e Valderrama (2006), se as varidveis
independentes sdo todas continuas, pode-se utilizar como indicador o coeficiente de correlagdo. O
problema torna-se mais sério quando o modelo envolve varidveis ndo continuas. Uma possivel
escolha para indicar a ocorréncia de multicolinearidade pode ser alguma medida de concordancia.
De acordo com Hosmer e Lemeshow (1989), grandes valores para o erro padrdo também podem

servir como um alerta para o problema.

2.4.4.1 Formulacio do Modelo de Regressao Logistica de Componentes Principais

Sejam dois grupos de observacgdes, G, € G, , associados a matriz de dados X, dada por:
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'xll x21 'xpl

X X e X
12 22 P2

X= ,
Xy Xy e X,
e cuja matriz de covaridncias é:

sll 512 slp

s S
2 2p

S =
S

pp
onde

1 & _ _
Sy :_Z(xki _xi)(xkj _'xj)

n—-1:3

De acordo com Aguilera, Escabias e Valderrama (2006), pode-se considerar, sem perda de
generalidade, que as observagdes estdo centradas, isto €, apresentam médias iguais a zero. A matriz

de covariancia pode ser escrita como:

Seja P a matriz quadrada de ordem p, cujas colunas sdo os autovetores da matriz de

covariancias, associados aos autovalores A; > A, > ... = A, > 0, que s@o as varidncias das
. . . T . z .
componentes principais correspondentes Y, =€, X , i = 1,2, ..., p. Convém lembrar que a matriz

de covariancia S, simétrica e positiva definida, pode ser decomposta de acordo com o Teorema da
Decomposi¢do Espectral na forma S = PAP , onde A = diag(\, , ... , A, ) contém os autovalores de
S e a matriz ortogonal P contém os respectivos autovetores. Seja Z a matriz cujas colunas sdo as

componentes principais previamente definidas, entdo Z = XP.

A definigdo do MRLCP comega pela formulacio do modelo logistico em termos das

componentes principais associadas a matriz de dados X, considerando que todas as varidveis sio
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continuas e normalizadas. O Modelo de Regressdo Logistica para varidvel resposta dicotdmica pode

ser escrito na forma:

)4
exp| By + ) x5,
=

7, =P¥=1x,)=
p

1+exp| B, +2xiiﬁj
j=1

P
Considerando que X = ZP", ¢ substituindo X; = zzikv i Do modelo acima, o MRLCP
k=1

para varidvel resposta bindria pode ser escrito como:

)4 )4 P
exp| B, +ZZ Zikvjkﬁj CXP(:BO +Zzik 7kj
7, = j=1 k=1 _ k=1 ’ (2.64)
P P P
1+exp ﬂ0+zzzikvjkﬁj 1+exp(ﬁ0+zzik7/kj
j=1 k=1 k=1
ondezy (i=1,..,n;k=1,..,p)sdo os elementos da matriz de componentes principais Z = XP,

P
e v, =ZVJ.,“3]. Jk=1,..,p.
=1

7

O modelo logistico também ¢é considerado na sua forma matricial, em termos das

transformacdes logit e das componentes principais, isto é:
L=XB=7ZP'B ., (2.65)

onde Z e P podem ser particionadas como:

Loz o 22 2 o 2y
1 z 7,.|2 Z . Z
_ 21 et 25 | %2541 2542 2p _( )
Z= =\Z|Zq,
1 an Zns Zm‘+1 Zns+2 an
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e
0O 0 .. 0|0 o .. O
0 v o Vi [Vien Vi 1p
P= = (P(X) P(r))
o N

Entdo Z ) = XP,) ¢ Z,) =XP,, , tal que:

B=P,7+ P -
Levando em consideracio que o modelo (2.65) pode ser decomposto na forma:
L=Z,79+Zy7) -

o MRLCP, em termos das componentes principais, é obtido pela remocio na equacdo acima das

ultimas r componentes principais, ou seja:

exl{% +2.%7; j
=1

Tis) = , , i=1,..,n (2.66)
1+exp(7/0 +z Zlﬂ/jj
j=1
Os estimadores de maxima verossimilhanga do MRLCP sao:
Bo=Vulu - (2.67)

A formulacdo apresentada utiliza as s primeiras componentes principais. Contudo, Aguilera,
Escabias e Valderrama (2006), alertam que as componentes principais com as maiores variancias
nido sdo necessariamente as mais eficientes para a predicdo, pois componentes com pequenas
variancias podem ser altamente correlacionadas com a varidvel resposta, razio pela qual devem ser

consideradas como possiveis varidveis explicativas em um modelo otimizado.
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2.5 VIES DOS ESTIMADORES

De acordo com autores como Anderson e Richardson (1979) e McLachlan (1992), por
exemplo, o tamanho da amostra exerce grande influéncia sobre o viés dos Estimadores de M4xima
Verossimilhanga. Também de acordo com os autores citados, observa-se um aumento do viés
quando os estimadores sdo obtidos a partir de amostras de tamanho reduzido. Uma explanacio
detalhada a respeito da redugdo do viés de Estimadores de Mdaxima Verossimilhanca pode ser
encontrada em Firth (1993). Uma comparacdo de métodos de estimagdo de parametros para o
Modelo de Regressdao Logistica, em problemas com separacdo de grupos, pode ser encontrada em
Heinze (2006). Neste trabalho o autor propde a utilizacio de Estimadores de Méxima
Verossimilhanga Penalizada para reduzir o viés dos estimadores. O problema também € tratado por
Bull, Mak e Greenwood (2002). Neste caso as autoras apresentam uma abordagem para reducao do
viés dos Estimadores de Mdaxima Verossimilhangca em modelos da familia exponencial para o
Modelo de Regressao Logistica Multinomial. A abordagem € testada em dois conjuntos de dados e,
de acordo com as autoras, os estimadores de escores modificados para os modelos com resposta
bindria e politdmica, neste caso com trés grupos, t€m viés médio préximo de zero e erro quadrético
médio menor que aquele apresentado por outras abordagens. Em outro trabalho, Bull, Greenwood e
Hauck (1997) utilizam o Método Jackknife para redu¢do do viés em Modelos de Regressdo

Logistica Politbmica.

Conforme Anderson e Richardson (1979), o valor esperado para o Estimador de Médxima

Verossimilhanga f_i ¢ dado por:

E(B):§+b(§)+ £ (2.68)

onde bT(E) =[biB), ..., b(B)] € 0 viés do estimador e £¢€ um vetor cujas componentes sdo todas

o(1/ n). Além disso,

1 & a a /nL 9*(nL 0’ /nL
— > 1" +E , (t=1,..,p), (2.69)
2 i,j.k=1 aEJ aEzaEk aEzaﬁjaEk

onde
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-1

; 0%(nL
(17)=]- & (2.70)
dB,0B,
Entdo os Estimadores de Médxima Verossimilhanca Corrigida sdo dados por:
B=B-s(B) . 2.71)

Nao ¢ dificil perceber que a implementacio de um algoritmo para estimar o viés dos
estimadores, seguindo o raciocinio que conduz a expressdo (2.71), deve levar em conta o esforco
computacional exigido para sua execugdo, especialmente para conjuntos de dados de grandes

dimensoes.

2.5.1 Aplicacoes do Método Bootstrap

As aplicagdes do Método Bootstrap ao Reconhecimento Estatistico de Padrdes incluem a
estimacdo da taxa aparente de erros, que avalia o desempenho do modelo discriminante calculando
a proporcdo de observagdes classificadas corretamente pelo modelo em questdo, e também a
estimacdo de parametros, tanto do modelo como do viés dos estimadores encontrados. A primeira
aplicagdo mencionada € sugerida por Efron (1979), inclusive como alternativa a Andlise de
Lachenbruch, Lachenbruch e Mickey (1968). Uma explanacdo completa sobre a utilizagdo do
Método Bootstrap na correcdo do viés da Taxa Aparente de Erros pode ser encontrada em
McLachlan (1992). Outros exemplos de aplicacdes do método em questdo podem ser encontrados
nos trabalhos de Jhun e Jeong (2000), para a construcao de intervalos de confianga para proporcdes

envolvendo popula¢des multinomiais; e de Aerts e Claeskens (2001), para testar modelos

envolvendo conjuntos de dados cujas varidveis ndo seguem um modelo paramétrico especificado.

O objetivo do Método Bootstrap é reamostrar o conjunto de dados para gerar réplicas que
possam ser utilizadas na estimacdo de um pardmetro de interesse. A rigor obtém-se pseudo-réplicas,
uma vez que sdo obtidas da amostra original seguindo um procedimento especifico de
reamostragem. Na estimacdo dos parametros de modelos de regressdo, a aplicagdo do Método
Bootstrap segue o raciocinio apresentado na seqiiéncia. Conforme Efron (1979), o modelo geral de

regressdo geralmente é definido por:
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Y, =g,(X, B)+e, (272)
onde g( . ) € uma fung@o conhecida do vetor de parametros ﬁT =[pi, .., B, ] e das varidveis
explicativas XT =[X, Xo, ... .X,] ,enquantog; ~ i, C,i=1, ..., n.

Normalmente, a informagdo que se tem a respeito de C € que estd centrada em zero, isto &,
Ec(e) = 0 ou Medianac(e) = 0. A partir de uma amostra observada para Y, dado X, utiliza-se algum

método para estimar 8, geralmente o Método dos Minimos Quadrados, ou seja,
A . n 2
Bimin, Y [y, -g, @ BF . (2.73)
i=1

com o objetivo de estimar o vetor de pardmetros B e obter alguma informagdo sobre a distribui¢do

amostral de .

A aplicagio do Método Bootstrap pode ser efetuada pela definicio de C como distribuico

de probabilidade amostral dos residuos &, , isto é:

. 1 A .
C:mass — para €& ,=x,-g,(f)-
n

Conforme Efron (1979), se alguma componente de B é um parimetro de posigdo para g( . ), entdo C
tem média igual a zero. Caso contrdrio, e se a suposi¢cdo de que E(¢) = 0 é bastante plausivel, pode-
se modificar C de modo a obter a média desejada. As amostras bootstrap sdo obtidas da seguinte
forma: da amostra original dos residuos, & , & , ... , & , obtém-se com reposi¢cdo B amostras de
mesmo tamanho denominadas amostras bootstrap. Estas amostras de residuos € sdo utilizadas para

recompor os valores bootstrap da resposta,
Y =g, (B)+e . i=12,...n. (2.74)

Entdo, em cada amostra bootstrap das respostas, aplica-se o mesmo método de estimagdo,

resultando para cada componente £ do vetor de parimetros o valor dado por:
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A

p:min Z b s pl (2.75)
i=1

E S "6 a estimativa bootstrap do pardmetro S. As B amostras bootstrap fornecem B estimativas

bootstrap de f e, assim, pode-se estimar a distribui¢do amostral do estimador ,6’ .

De acordo com Rousseeuw e Christmann (2003), citando Firth (1993), uma vez que o
Método da Maxima Verossimilhanga tende a superestimar a magnitude dos coeficientes ndo nulos
para amostras reduzidas, uma correcdo para o viés dos estimadores requer algum tipo de “quebra”
com relagdo a valores préximos de O (zero). Segundo os mesmos autores, os estimadores obtidos

pelo Método da Médxima Verossimilhanga Estimada apresentam esta propriedade, que se verifica na

limitacdo ao intervalo (0, 1) dos valores atribuidos as pseudo-observagdes yll

Para estimar o viés dos estimadores fornecidos pelo MRLO, aplicou-se neste trabalho o
Meétodo Bootstrap para replicar o conjunto de dados e obter as estimativas bootstrap, utilizadas na

estimagdo do viés. A aplicagdo do método € efetuada de acordo com o algoritmo dado a seguir.

Passo 1: A partir da amostra original, X =[ X, X», ... , X, |, selecionar B amostras independentes

* & * . .~
X1,X,,..,X 3, todas de tamanho n, selecionadas com reposi¢ao.

Passo 2: Ajustar um modelo logistico a cada uma das amostras geradas no Passo 1, obtendo os

vetores El ,Ez - ,EB de pardmetros.

Passo 3: Os estimadores bootstrap sdo dados por:

B ==> 5. (2.76)

i=1

S

A

Passo 4: O viés do estimador [ ; € dado por:

B )=5,- 5. 2.77)
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2.6 FUNCAO DISCRIMINANTE LINEAR PARA MAIS DE DOIS GRUPOS

Sejam k > 2 grupos Gy, Gy, ... , Gy , com vetores médios W; , W, , ... , U € matrizes de
covariancias X, , X, , ... , Xx , respectivamente. O problema da discriminacao linear entre k > 2

grupos ndo exige a suposicdo de que as populacdes sdo normais multivariadas e assume

inicialmente a igualdade das matrizes de covariancias, isto é, X = X, = ... = ¥, = X. Os estimadores
para os vetores médios W;,i=1,2, ..,k e para a matriz de covariincias X sdo, respectivamente:
1 &
X, =—> x, (2.78)
n; j=i
e
ko
— — \T
S, = Z (‘xij —-X; )(‘xij _&‘) (2.79)

i=l j=1

O uso de S, € apropriado, pois satisfaz a suposi¢do de igualdade das matrizes de covariancias.

Sejam, também, a matriz soma de produtos cruzados,

k
B=>(& -3)& -%) (2.80)
i=1
onde
k
z n;X,
- _ =l
X=— (2.81)
2n
i=1
e a matriz positiva semidefinida: =S , T B . (2.82)
Seja a combinacgao linear:
Y=c¢'X . (2.83)

Neste caso tem-se, para a i-ésima populagdo:



40

E(Y)=c'p (2.84)

e, para todas as populacdes:

=
=
I
16
I

'S c+c'Be | (2.85)

decomposta em duas parcelas, a primeira dentro e a segunda entre os grupos. Uma combinacdo
linear para a qual ¢' @ ¢ é muito maior que ¢" S, ¢ mostra que a variabilidade dentro dos grupos é

inflacionada pelas diferencas na localizacdo. O que se pretende € a maximizacao da razdo:

— =1+ _TS (2.86)
€5,¢C €5,¢
Seja a razdo:
T
B
Rlc)==—5 (2.87)
cS,c

na qual assume-se que S, € positiva definida.

De acordo com o teorema da decomposicdo espectral simultinea de duas matrizes,
conforme Flury (1997), existem duas matrizes, uma ndo singular H e outra diagonal A = diag( A,

Ay oy Ay) L, A 20, tais que:
S,=HH" ¢ B=HAH" . (2.88)

O uso do referido teorema € bastante conveniente do ponto de vista da implementagdo
computacional, uma vez que a matriz, por ser simétrica, pode ter seus autovalores e autovetores

determinados através do Algoritmo de Jacobi, conforme Kolman (1998). Sendo m o posto da matriz

A

B, entdo m valores da diagonal de A sdo estritamente positivos, e é possivel arranjar as colunas de
H em ordem decrescente, isto €, A; > ... 2 A,,> 0= A, =...=A, . De acordo com (2.88) pode-se

escrever:
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(2.89)

A maximizagdo da razdo (2.89) pode ficar restrita aos vetores normalizados, isto €, assume-se que

QTQ = 1. Entdo o objetivo é maximizar:

d'Ad=>1\d;} . (2.90)
i=1
T m P p
Como Ay 2 A, i #1, d'Ad=>Ad}=> Ad}<hDd}=N\, . (2.91)
i=1 i=1 i=1
O maximo A, é atingido parad=¢,=(1,0, ..., O)T, pois ng A e; = A, . Isto indica que a razdo R(c)
¢ maximizada pela escolha de:
-1
c=(H")"e, . (2.92)

Fazendo:

y=(H")" (2.93)

Y, =p'X . (2.94)

A combinacio linear (2.94), denominada primeira fungdo discriminante amostral, fornece a
melhor separagdo entre os k grupos, no sentido de maximizar a variabilidade entre os grupos, em

relacdo a variabilidade dentro dos grupos.
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Em uma segunda etapa o objetivo € maximizar novamente a razdo (2.89), agora com uma

restricao adicional, a nova combinacio linear obtida ndo pode ser correlacionada com (2.94). Entdo

o problema fica:

A
max R(g):%i

¢cS,c | (2.95)
T
s.a ¢S, B, =0
Assumindo que d'd = 1, a restricio em (2.95) fica:
T
de=0. (2.96)
Deste modo, o problema (2.96) torna-se:
T
max d Ad
sa d'd= . (2.97)
QT e, =0
ComoA,>...2A,>0= A, =...=1,, tem-se:
T m P P
d'Ad=) Nd’ =D Ad}<h,> d’=k, . (2.98)
i=2 i=2 i=2
Agora, 0 mdximo A, é atingido parad=¢,=(0, 1, ..., O)T, pois ng A e, =\, . Entdo arazido R(c) é
maximizada pela escolha de:
T \-!
€= (H ) e, =Be, =0 . (2.99)

A combinacio linear:

Y,=p.X (2.100)
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€ chamada segunda fungdo discriminante amostral. Uma generalizacdo do processo fornece m

funcgdes discriminantes amostrais na forma de combinacdes lineares, isto é:

Y. =8'X (2.101)

P

onde, j=1,2,..,m, m<min(p , k- 1).

A regra de classificacdo baseada nas funcdes discriminantes amostrais consiste em classificar uma

observacdo X no grupo, ou populagdo, Gj se, parai#k,

Zm:[ﬁk(ﬁ—ik)]z Sé[ﬁk(ﬁ—ii)]z. (2.102)

k=11

Neste trabalho, a Fun¢do Discriminante Linear é abordada com o tnico propdsito de comparar
o seu desempenho com o desempenho dos modelos de Regressio Logistica abordados. Vale
ressaltar que a FDL € objeto de estudo de muitos pesquisadores, servindo como ponto de partida
para diferentes abordagens. Uma delas, utilizando a Programacdo Linear, é apresentada na
seqliéncia a titulo de ilustracdo, e também para possibilitar uma comparacdo com o método

apresentado por Santner e Duffy (1986).
2.6.1 Aplicacoes da Programacao Linear a Analise Discriminante Linear

A utilizacdo da Funcdo Discriminante Linear supde que as matrizes de covariancias dos
grupos analisados sdo iguais, 0 que nem sempre ocorre na pratica. A violagdo desta suposicdo é
ponto de partida para duas questdes, relativas ao viés da fun¢do discriminante e a eficicia da mesma
como método de discriminagao e classificacdo. Duas abordagens baseadas na Programacdo Linear,

apresentadas por Freed e Glover (1981) e por Lam e Moy (2003), sdo apresentadas na seqiiéncia.

Na primeira abordagem, apresentada por Freed e Glover (1981) para dois grupos G; e Gy,
de pontos A; , deve-se determinar um vetor X e um valor fronteiri¢o b tal que, tdo préximo quanto

possivel,

AX<b, A €G,

(2.103)
AX>b,A €G,
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Seja a varidvel «; , para medir o grau de acordo com o qual os membros do grupo A; violam a

fronteira entre os grupos. Entdo pode-se inserir uma solucao na qual:

A X<b+a,, A G,

. (2.104)
AX2b+ta, , A €G,

Neste caso deve-se minimizar a soma das violagdes a; da fronteira entre grupos, ou uma soma

ponderada das violagdes #; a; .

Adicionalmente, o hiperplano de separacdo, AX = b, serd selecionado de modo que os
pontos situados dentro da fronteira estejam tdo distantes da mesma quanto possivel. Seja d; a
distancia do ponto A; até a fronteira ajustada. Entdo € possivel combinar dois objetivos: minimizar
os desvios da fronteira e maximizar a soma ponderada destas distincias, dada por Xk.d; . Entdo o

problema pode ser modelado como

Min ih,ai —ikidi
i=1 i=1
(2.105)

AX+d, =b+a;, , A eG,
-AX+d, =-b+a, A €G,

s.a

No modelo acima as distincias d; sdo as varidveis de folga que transformam as inequacdes de

(2.104) em equacgdes.

O modelo (2.105) fornece uma solucdo na qual d; = 0 sempre que o peso para minimizar a
violacdo de fronteira exceda o peso para maximizar a distdncia de A; até a fronteira ajustada e A;

violar a verdadeira fronteira, ou seja, se a; > 0, entdo d; = 0, para todo h; > k; .

De acordo com Lam e Moy (2003), o desempenho de classificagdo da Programacao Linear,
especialmente quando a suposi¢do de normalidade € violada, € superior ao da Fun¢do Discriminante
Linear de Fisher (1936) para propésitos de classificagdo em muitos estudos experimentais. Os

referidos autores apresentam um modelo que minimiza o desvio total dos escores de classificagcdo
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de todas as observacOes com relacdo as médias amostrais. O modelo de Programacdo Linear

proposto para dois grupos, G; e G,, é brevemente descrito a seguir.

Seja a;; o valor do j—€simo critério para a i—€sima observac¢do na amostra; w; o peso do j—
L. s e =1 —2 T .o . . .
ésimo critério; a; e a; os valores médios do j—€simo atributo em G, e G,, respectivamente; e

sejam também d;" , d; e e; as varidveis de desvio. O modelo proposto é formulado como

i Zq:(ay—af)wj+ef—€f=0,i€ G, (2.106)

onde w; ndo tem restri¢do de sinal, d*>0,d >0, ee 20, para quaisquer i e j. A terceira restricdo
ndo apenas evita solugdes inaceitdveis como também restringe a diferenca entre os escores de
classificacdo, no caso de dois grupos dados por (2.104), a valores iguais ou superiores a um.
o " 2
dajw, e darw,. (2.107)
j=1 /

J=1

Enquanto o desvio entre os grupos € fixado, a fung¢do objetivo minimiza o desvio absoluto dentro de
cada grupo em relagdo as suas médias. Em sua esséncia, segundo Lam e Moy (2003), o modelo
acima € similar a Func¢do Discriminante Linear, no sentido de maximizar a razdo das variacdes entre

grupos pelas variagdes dentro dos grupos.

Os valores para w; obtidos apds a resolu¢do do modelo proposto podem ser usados para

computar os escores de classificac@o para todas as observagdes, dados por

q
s, =D a,w, (2.108)
i=1
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O valor de corte ¢ pode ser determinado também pela resolugdo do seguinte modelo de

Programacio Linear.

Min ) h,
ie{G, UG, }

(2.109)
s;+h,—c20 ieG,
s;—h,—c<0 ieG,

s.a

onde &; =2 0 e ¢ ndo tem restricdo de sinal. Conhecido o valor de corte, as observagdes podem ser

classificadas pelos seus escores de classificagdo.

2.7 REDES NEURAIS ARTIFICIAIS

As Redes Neurais Artificiais surgiram, de acordo com Fausett (1994), em meados da
década de 50, tomando como ponto de partida as idéias apresentadas por McCulloch e Pitts (1943).
A motivagdo era a necessidade de compreender o funcionamento do cérebro humano e reproduzir
algumas de suas caracteristicas, entre as quais o alto nivel de interconexd@o e paralelismo macico,
isto €, muitos neurdnios operando simultaneamente e tolerincia a falhas, ou seja, o desempenho nao
¢ afetado de forma significativa por algum prejuizo porventura causado a alguns neurdnios. A
aplicagdo de Redes Neurais a problemas de reconhecimento de padrdes pode ser observada em
trabalhos como os de Guimardes e Chaves Neto (2006), que compara o desempenho de um modelo
logistico, uma rede neural com algoritmo de retro-propaga¢do e uma Funcdo Discriminante Linear
para classificacdo de padrdes com resposta politdmica; de Wilson e Sharda (1994), que utiliza
Redes Neurais na previsdo de faléncias; Schumacher, RoPner e Vach (1996), que apresenta uma
comparacdo entre Redes Neurais e Regressdao Logistica, ilustrada pela aplicacdo das mencionadas
técnicas ao diagndstico de cancer de mama e ao estudo de problemas vasculares, e de Desai, Crook
e Overstreet (1996) que compara Redes Neurais, anélise discriminante linear e Regressdo Logistica
na constru¢do de modelos de escore de crédito. Uma fonte de referéncia bastante ilustrativa é o
trabalho de Féraud e Clérot (2002), que apresenta uma metodologia para explicar a classifica¢do de

padroes através de Redes Neurais Artificiais. Outra fonte de referéncia para o estudo de
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propriedades comuns as Redes Neurais Artificiais e a0 Modelo de Regressdo logistica € o trabalho
de Dreiseitl e Ohno-Machado (2002), que também aborda a aplicacdo das duas técnicas a pesquisa

médica.

Uma Rede Neural Artificial consiste de um determinado nimero de elementos de
processamento chamados neurdnios, dispostos em camadas, aos quais sdo associados pesos. O tipo
mais simples de rede neural, mostrado na Figura 2.4, € conhecido como feedforward, ou perceptron

logistico, na terminologia de Schumacher et al. (1996).

wo=1

Figura 2.4 — Perceptron logistico.

O perceptron consiste de (p + 1) unidades de entrada, onde x, tem entrada constante igual a
1, e uma unidade de saida. Os valores de entrada x; sdo ponderados com pesos w; ,i=0, 1, ...,p,ea
soma das entradas ponderadas ¢ transformada pela funcio logistica, cujo grafico é mostrado na
Figura 2.5. Entdo o sinal de saida Y pode ser definido como fun¢@o dos valores de entrada X e dos
pesos W | isto é,

eu

P
= H=wy+ ) WX, (2.116)
i=1

Y

O célculo dos valores para os pesos € chamado treinamento, ou aprendizagem, da rede. O
treinamento pode ser supervisionado, quando cada vetor do conjunto de entradas é associado a uma
resposta € o objetivo é determinar a resposta correta para todos os vetores de entrada, ou ndo

supervisionado, quando apenas o conjunto de entrada é fornecido e busca-se extrair propriedades de
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acordo com determinadas representagdes internas. O referido treinamento é realizado no sentido de

minimizar a fungdo erro, definida como:

EW)=> (y,-3.) (2.117)
i=1
Wi
onde 5, =X, W)=—— | p =WX,. (2.118)
1+t -
—‘IIO —I5 CIJ é ‘IIO

Figura 2.5 — Gréafico da Funcao Sigméide, - 10 <x < 10.

De acordo com Schumacher, Rofner e Vach (1996), a minimizacdo nada mais é que uma
aplicagdo do método dos minimos quadrados. Neste processo utiliza-se 0 método conhecido como
retro-propagacdo (“back-propagation”), que de acordo com os autores citados pode ser

denominado como retro-propagagdo de minimos quadrados (LS-BP), e € definido por:
W =30 — ¥ [E(w )] (2.119)

onde o € a taxa de aprendizagem. Esta formulacdo caracteriza (2.119) como um método de busca
descendente. O modelo (2.116) envolve a funcdo logistica, o que torna o perceptron logistico
semelhante ao modelo de Regressdo Logistica. De fato, Schumacher, Rofner e Vach (1996)
sugerem que W e X sejam interpretados no mesmo sentido. Uma alternativa para a fungdo de

aprendizagem pode ser a Distancia de Kullback — Leibler, na forma:
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(2.120)

onde y, é definido por (2.116). Pela semelhanga com o método da maxima verossimilhanga, o

7z

método de retropropagacdo usando (2.116) também é conhecido como retro-propagacdo de

mdxima verossimilhangca (ML-BP). Entdo a equacdo (2.119) pode ser escrita na forma
W) =30 —ov[ET (W) . 2.121)

O modelo do perceptron logistico pode ser estendido para s, s > 1, unidades de saida. A
rede neural com tal configuragdo, cuja arquitetura € ilustrada na Figura 2.6, possui pesos w;;,i=1,

2,..,n,j=1,2,..,s,conectados as unidades de saida Y;, na forma

exp(woj + z WX, j

i=1

= N n
Z exP(Wok + Z Wie X j
k=1 i1

Y.

J

(2.122)

2.7.1 Redes Neurais com Camadas Ocultas

Uma extensdo do perceptron logistico consiste em adicionar uma camada com K neuro6nios,
usualmente denominada camada oculta, conforme a Figura 2.7. Esta camada € estabelecida entre as
unidades de entrada e de saida. A camada de entrada recebe os sinais, X; , do conjunto de medidas.
Estes sinais, ponderados com pesos vy, i=1,2,..,p,k=1,2,.., K, sdo enviados aos
neurdnios da camada oculta. Cada neurdnio desta camada calcula sua ativagdo, wy ,j=1,2,..,s,

e envia o sinal obtido para o neur6nio da camada de saida, Y. O neurdnio da camada de saida, por

A

sua vez, calcula o seu sinal de ativacdo e o transforma em uma resposta, Y, para o padrio
fornecido, que é comparada com a resposta Y ja conhecida, a fim de determinar o erro associado.
Com base neste erro efetua-se uma atualizagdo dos pesos. O processo € repetido para todos os
padrdes fornecidos, razdo pela qual sdo também denominados padrdes de treinamento. A
atualizac@o dos pesos € efetuada de acordo com a taxa de aprendizagem. A escolha do valor da

referida taxa € decisiva para se alcancar um desempenho adequado da rede. Uma taxa constante,
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porém de baixo valor, pode dificultar o trabalho de busca por um ponto de minimo global, enquanto

um valor alto pode desestabilizar o algoritmo nas proximidades do referido ponto.
A atualizag@o dos pesos segue as equagdes:
() — (r) (r) — y() _y )
lp—ijxj"+w0 ) Y Y
J

_ (r)
o ep ) @1 Aw; =ox ;87 (2124)
Y pP) —

1+ exp (V) w;=w;+Aw,

Figura 2.6 — Perceptron logistico para varidvel resposta politomica.

2.7.1.1 Algoritmo de Treinamento

Neste trabalho optou-se pela utilizacio de uma rede neural dotada de um perceptron
logistico para varidvel resposta politdmica com uma camada oculta, conforme a Figura 2.7. Esta
opcdo foi motivada apenas pelo fato de ser esta arquitetura uma das mais utilizadas para o
reconhecimento de padrdes. Também é possivel encontrar na literatura corrente um ndmero
considerdvel de trabalhos comparando o desempenho apresentado por redes com esta arquitetura
com o desempenho de modelos baseados em Regressao Logistica e fungdes discriminantes lineares,

embora a maioria dos trabalhos restrinja-se a problemas com varidvel resposta dicotomica. O
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algoritmo de treinamento segue o raciocinio apresentado por Fausett (1994), que chama a atencdo
para a importincia da forma dos dados na escolha da fun¢@o apropriada, entre outras questdes. A

derivada da funcfo logistica, na forma 2.116, pode ser escrita na forma:

f1(x)= - £ (x) (2.125)

Esta propriedade proporciona maior simplicidade na implementacdo computacional, j4 que ndo

exige nenhum procedimento adicional para a avaliacdo da derivada.

X1

X2

X3

Figura 2.7 — Perceptron logistico para varidvel resposta politbmica com uma camada oculta.

O algoritmo de treinamento segue os passos listados a seguir.

Passo 0. Iniciar os pesos.
Passo 1. Enquanto o critério de parada ndo for atendido, executar os passos 2 a 9.
Passo 2. Para cada par de treinamento (y; , Xj), executar os passos 3 a 8.
Feedforward:
Passo 3. Cada unidade de entrada x;, i = 1, ..., p, recebe o sinal de entrada e o distribui para todas as
unidades da camada oculta.

Passo 4. Cada unidade oculta z;,i =1, ..., p, efetua a soma ponderada dos sinais de entrada,
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P

Z_in, =vy + Y Xy, (2.126)
j=1

O sinal € computado pela fun¢ao de ativacao, gerando o sinal de saida
z,=f (z_ in; )

Este sinal € enviado a todas as unidades da camada de saida.

Passo 5. Cada unidade de saida Y}, j =1, ..., k, soma seus sinais ponderados de entrada,

k
y_in; =w, +> z,w; (2.127)

i=1
O sinal de saida é computado pela funcdo de ativagdo,
Y= f (y _in j)

Retro-propagagdo do erro:
Passo 6. Cada unidade de saida recebe o valor observado no conjunto de treinamento e computa o

erro,

9, = (yobs, — yest, )f'(y _in, ) (2.128)
Apds computar o erro acima, cada unidade calcula o termo ponderado de correciao

(2.129)

O termo de correcao para o viés é dado por:

Cada termo & € enviado para as unidades da camada oculta.
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Passo 7. Cada unidade Z; soma suas entradas &,
§_in; =) 8w, (2.130)

As entradas sdo multiplicadas pela derivada da fung@o de ativacdo para calcular o erro de

informacao,
8, =8_in,f'(z_in,) 2.131)
Calcula-se o termo ponderado de correcao:
Av. =ad x, (2.132)
e o termo de correcao do viés:
Av,; =09

Atualizagdo dos pesos e do viés

Passo 8. Cada unidade de saida atualiza o viés e seus pesos:

=w. ") ¥ Aw., (2.133)

—y DAy (2.134)

Passo 9. Testar o critério de parada.
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2.7.1.2 Condigoes Iniciais

A importéncia da escolha adequada das condic¢des iniciais, tanto para os pesos como para a
taxa de aprendizagem, € apontada por autores como Schumacher, RoPner e Vach (1996) e Fausett
(1994). De acordo com os primeiros autores, uma taxa de aprendizagem pequena pode diminuir a
chance de encontrar um ponto de minimo, além de dificultar o afastamento de pontos de minimo
locais. Por outro lado, uma taxa de aprendizagem grande tende a aumentar estas chances, mas o
algoritmo pode tornar-se instivel. Na escolha de valores iniciais para os pesos, no inicio do
procedimento iterativo, Fausett (1994) recomenda que sejam evitados valores que possam zerar
tanto a fungdo de ativacdo como suas derivadas, uma vez que as mesmas sdo demasiado importantes

para a atualizacdo dos pesos durante a aplicacio de procedimentos iterativos.

Neste trabalho, a Rede Neural utilizada teve seus pesos iniciados com valores pseudo-
aleatérios do intervalo [- 0,5 ; 0,5]. Os valores foram simulados a partir de uma distribuicao
uniforme. Para efeito de comparagdo de desempenho, também foram adotados, em outras iteracdes,

valores iniciais iguais a zero.

2.7.2 Vantagens e Desvantagens das Redes Neurais Apontadas na Literatura Disponivel

Em que pese a eficiéncia relatada nas aplicacdes a problemas de reconhecimento e
classificacdo de padrdes, e demonstrada em numerosos artigos publicados na literatura corrente, o
uso de Redes Neurais gera desconfianca entre alguns pesquisadores, principalmente pela caréncia
de formalismo matemdtico. Segundo Faraggi e Simon (1995), o desenvolvimento das Redes
Neurais tem sido conduzido em grande parte por pesquisadores ndo estatisticos, o que explica o
pouco uso de técnicas estatisticas. Além deste fato, ndo ha certeza sobre quando e sob quais
condi¢des o uso de Redes Neurais € preferivel ao uso das técnicas estatisticas multivariadas aqui
abordadas. De acordo com Schwarzer, Vach e Schumacher (2000) a aplicacdo incorreta de Redes
Neurais pode levar a problemas como o ajuste de fungdes implausiveis e estimacdo viesada ou
ineficiente. De acordo com Schumacher, Rofner e Vach (1996), apenas aplicagdes bem sucedidas
sdo relatadas. Segundo os mesmos autores, citando comunicado do SAS — Institute (1994), muitos
tipos de Redes Neurais sdo meras reinvengdes de conhecidos métodos estatisticos, implementadas
através de algoritmos ineficientes. Por outro lado, conforme White (1992), citado pelos mesmos
autores, as Redes Neurais sdo atraentes, ao contrario dos métodos estatisticos. Ao discutir e

comparar Redes Neurais com modelos de regressdao, Warner e Misra (1996) apontam que as Redes
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Neurais de multiplas camadas ndo impdem nenhuma relagdo funcional entre varidveis dependentes
e independentes. Pelo contririo, a relacdo funcional é determinada a partir dos dados no processo de
determinacdo dos pesos. Segundo os autores, a vantagem deste processo € a conseqiiente habilidade
da rede neural para aproximar qualquer fun¢@o continua. A desvantagem do mesmo € a dificuldade
para interpretar a rede neural obtida. Outra desvantagem apontada pelos autores é a lentiddo da
convergéncia para uma solugdo e sua dependéncia das condicdes iniciais. Aspectos dessa natureza
sdo amplamente tratados por Intrator e Intrator (2001), que também apresentam uma metodologia
para interpretar os resultados fornecidos por Redes Neurais aplicadas ao Reconhecimento de

Padroes.

A literatura disponivel estd repleta de argumentos, tanto favordveis como contrarios, a
utilizacdo de Redes Neurais Artificiais. Esta discussio indica que o assunto é uma éarea ainda aberta
a pesquisas, tanto no campo tedrico como no campo das aplica¢des. O que nao se pode ignorar € a
utilidade desta técnica, bem como seu potencial, para a resolucdo de problemas de reconhecimento
estatistico de padrdes, razao pela qual é abordada neste trabalho. Assim como no caso da Funcio
Discriminante Linear, o que se pretende é utilizar o desempenho da Rede Neural Artificial como

referéncia para avaliar o desempenho dos modelos de Regressdo Logistica aqui abordados.
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3 MODELOS DE REGRESSAO LOGISTICA OCULTO E DE COMPONENTES
PRINCIPAIS PARA RECONHECIMENTO E CLASSIFICACAO DE PADROES COM
VARIAVEL RESPOSTA POLITOMICA

Neste trabalho se faz a proposta da extensdo do Modelo de Regressdo Logistica Oculto
(MRLO) e do Modelo de Regressao Logistica de Componentes Principais (MRLCP) para varidvel
resposta politdmica. A extensiao do primeiro modelo tem como objetivo inicial verificar se 0 mesmo
mantém, quando aplicado a problemas com varidvel resposta politdmica, a sua principal
propriedade, isto é, se o Método da Médxima Verossimilhanga Estimada garante a existéncia dos
Estimadores de Médxima Verossimilhanga para quaisquer configuracdes dos conjuntos de dados, da
mesma forma verificada para varidvel resposta dicotdmica. O segundo objetivo é comparar o
desempenho do modelo em questdo com os desempenhos apresentados pelo Modelo de Regressao
Logistica Classico (MRLC) e pelos Modelos de Regressao Logistica Individualizados (MRLI). Um

objetivo adicional é determinar o viés para cada estimador através do Método Bootstrap, utilizando

o algoritmo apresentado em 2.5.1.

Com relacdo ao MRLCP, deseja-se investigar a sua eficiéncia ndo apenas na estimagdo de
pardmetros, como também a sua contribui¢cdo para a eficiéncia do modelo obtido a partir das
componentes principais, comparando o seu desempenho com os desempenhos dos modelos citados
anteriormente. Cabe ressaltar que ndo foi dedicada atengdo especial a escolha das componentes

principais para compor os modelos obtidos.

3.1 MODELO DE REGRESSAO LOGISTICA OCULTO PARA VARIAVEL RESPOSTA
POLITOMICA

Para se aplicar o modelo em questdio a problemas com varidvel resposta politomica,
considera-se k varidveis ndo observaveis T, ... , T; , assumindo os valores f;ous;, i =1, ..., k,
conforme o raciocinio ilustrado na Figura 3.1, e que segue de perto a proposta de Rousseeuw e

Christmann (2003) para varidvel resposta dicotdmica.

Deste modo, se o verdadeiro estado é 7; = s; , observa-se Y =j, j=1, ..,k com

probabilidade dada por:

Ply=j1T,=5,)=5s,. (3.1)

J



Analogamente, se T; = f; , observa-se Y =,
Ply=j1T,=f,)=6f,.
Adicionalmente, tem-se que:

Ply# 1T, =5,)=1-6s,

.Sk

® /i

e
Ply = jIT, = f,)=1-6f, .
Assume-se, também, que 0<§f;<0,5<d8s;<1,j=1,...,k.
1 k
;| ® °
T ® S ® fi
® O o
X X1 X2 Xp
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3.1)

(3.2)

(3.3)

Figura 3.1 — Modelo de Regressdo Logistica Oculto Proposto para Varidvel Resposta Politdmica.
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Entdo, hd n x k varidveis ndo observédveis T;,i=1,..,n,j=1, ..., k, resultantes de k vetores 0, ,

..., By, tais que:

onde 0,=0.

O estimador de médxima verossimilhanga de 7}, dado Y =y, € dado por:

R (3.4)
Ty, (v = ])=s,
A probabilidade condicional é dada entio por:
P(Y=]I7A‘ML,)=5s se y=7j
o . (3.5)
P(Y=jITMLj)=5fj se y#j
Desta forma pode-se definir a varidvel:
yji:(l_yji)dfj-i_yjidsj’ (3.6)

onde

_lse Y, =
i = 0 se Y, #)

Agora o objetivo ¢ ajustar as pseudo-observacgoes ’)71.]. um Modelo de Regressdo Logistica na forma

dada por:

__expl6,)
=t

Z:; exp(0 ; )

P(G, 1X)

onde 6, =0,+6,x,+0,x,+..40, x, =0, X (s=1,2,...k—1).e6,=0.
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Neste caso a fun¢do de verossimilhanga estimada é dada por:

fo1¥)=TTI Tl 1 X)) 3.7)

i=1 j=1
Extraindo o logaritmo neperiano obtém-se a Fun¢ao Log-Verossimilhanca Estimada dada por:

n

Leli)=2{§§ﬁ6’j—ﬁn(l+§exp6’jﬂ (3.8)
& &

i=1 j=1

Os estimadores de 8; sdo os valores que maximizam (3.8). Neste trabalho utilizou-se o Método da

Maiaxima Verossimilhanca, e tem-se a equacgio:

aL—@) = Zn:xm; [yji _P(Gj X, )] (3.9)

20,

jm i=1
ondej=1,..,k—-1lem=0,1,..,p.

Para verificar que (3.8) € estritamente concava, basta considerar 8 | e 6, , vetores de um
subespaco convexo de R” * ' Diz-se, por defini¢dio, que uma funcio L, definida no mesmo
subespaco, € estritamente convexa, para quaisquer 6, 0, , 6 # 8, , e para qualquer A, 0 <A <1,

L(28,+(1-2)8,)< AL(,)+(1-2)L(®,).

Também por defini¢do, diz-se que uma funcdo S, definida no mesmo subespaco referido acima, é

estritamente concava se L = - S € estritamente convexa.

Sejam @, e 0, , vetores de um subespago convexo de R” ™ A tal que 0 <A <1, e afungio
S\l i)= -L@1 i) De (3.8) tem-se que:

s((26, +(1-2)8,)1¥)=
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k=1
=72 yjiggjgz-i_ﬂy] v,;X; /1y 02, i h{l""z;exp(;tgfj +Q§j_/7“g§j)§i]:| .
=

(3.10)
Da mesma forma
As(6,1%)+(1-A)s(e, 1Y)
n k—1 k-1 k-1
=— z Vi (ng +/1Q1Tj —/IQ;.))_([. —£n[l+Zexp(/IQ1Tj§[)J—En[l+26xp(§§j —/IQ; )!_&lj
i=1 | j=1 j=1 j=1
3.11)

Para A =0 ou 4 =1, pode-se verificar que:

as(e, 1%)+(1-2)s(e, 1¥)=s((26, + (1-2)8, )1 ¥ )+ tnk .
ou seja, s((ae, +(1-2)8,)1¥)< 456, 1Y)+ (1-2)s(e, 1Y) .

Para 0 < 4 < 1 basta verificar que:

Aso,1%)+(1-2)s(o, 17)=

3 ’y"ﬂtzﬁw —26"))x, —ﬁn([HzeXp(/w X, )][HECXP(QZ—}“Q; )’—‘JH

=
~

Il
—_

~.

Il
—_

j=1
> s((26, +(1-2)6,)1¥).
A matriz de informacao, quadrada de ordem (k — 1)(p + 1), pode ser escrita também na forma:

T11 T12 T1(/<—1)

T T, .. T
19)=| * z R 3.12)

T(k—l)l T(k—l)z T(k—l)(k—l)
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Na forma (3.12) cada bloco T}; € definido como:

) :{XT [diag [P(GS |§i)(1— P(GS |§i))]]§ ’ i:j » §F (3'13)

(- )X [diag [P(G, 1x,)P(G, 1x, )] . i#j

Para a escolha de s; e Of; optou-se por utilizar o mesmo procedimento adotado no modelo

para variavel resposta dicotdmica. Neste trabalho assume-se que
of, =y, e 0s;,=1-6f, ,

com 7Y; = 0,0001. Com isto atende-se a necessidade da abordagem simétrica, isto €, escolher v; tal

que o valor de Il y; II* possa ser ignorado na fase de implementacio computacional.

Finalmente, para aumentar a informagao a respeito dos modelos obtidos, optou-se por estimar
o viés dos estimadores obtidos através do Método Bootstrap, seguindo o algoritmo apresentado em
2.5.1. Cabe acrescentar que a aplicagdo do referido método visa apenas estimar o viés, € que a

mesma nao se constitui em uma abordagem destinada a redu¢ao do mesmo.

3.2 MODELO DE REGRESSAO LOGISTICA DE COMPONENTES PRINCIPAIS PARA
VARIAVEL RESPOSTA POLITOMICA

A extensdo da Andlise de Componentes Principais (ACP) a problemas com varidvel
resposta politdbmica, também proposta neste trabalho, ndo requer uma formulagdo complexa. De
fato, pode ser considerada como um método de substitui¢do de varidveis, j4 que as p varidveis
originais sdo substituidas por s componentes principais, s < p. Esta substitui¢cdo tem como efeito
mais evidente a redug¢do do volume de dados, para s < p colunas, o que acaba por exigir menor
esfor¢co computacional na fase de implementagdo do modelo. Outra questéo de interesse refere-se ao
comportamento do modelo com relacdo as diferentes configuragdes dos conjuntos de dados, mais

especificamente quando hd grupos completamente separados.

Sejam g grupos, Gy , ... , G, , de observagdes na forma da matriz de dados
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X Xy X1
X X e X
12 2 P2
X =
Xy, Xy e X,

O MRLC para varidvel resposta politdmica pode ser escrito na forma:

eXp(,BSO +iﬁskxkij
): g k:lp
Zexp(ﬁjo +Zﬁjkxkij

O primeiro passo € o cdlculo da matriz S de covariancias e os correspondentes autovalores e
autovetores. Este cédlculo pode ser efetuado através do Algoritmo de Jacobi, j4 que a matriz é

simétrica. Seguindo o mesmo raciocinio utilizado para o modelo com varidvel resposta dicotdomica,

pode-se fazer x,, = Z Z;V; e, em seguida, efetuar a substitui¢do no modelo. Com isto tem-se que:
j=1

PP
exp| f Z Z 2ViBy

k=1 j=1

P pr
ZGXP 10+zzzk1vu

k=1 j=1

P(G,1Zv,)= (3.14)

ondei=1,..,kj=0,...,pepy;=0

P
Fazendo Vi ZZV g ,Biq , € substituindo em (3.14), tem-se o Modelo de Regressao
g=1

Logistica de Componentes Principais (MRLCP) para varidvel resposta politdmica, que pode ser

escrito na forma:
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)4
exp| S,y + Z ;7
P(G,1ZV)= = : (3.15)

k P
ZGXp B+ z e
i=1 =

P
onde ¥, ZZVW,BM,izl,...,kejzl,...,p.
gq=1

Os pardmetros desconhecidos podem ser estimados através do Método da Maxima
Verossimilhanga, na mesma forma utilizada para o Modelo de Regressdo Logistica Cléassico
(MRLC). Neste trabalho optou-se pela constru¢do do modelo a partir da matriz de dados com

valores normalizados.

A escolha das componentes principais é abordada de forma mais detalhada por Aguilera,
Escabias e Valderrama (2006). Os autores alertam que as componentes com maior variancia nao sao
necessariamente as melhores preditoras, j4 que componentes com pequena variancia podem ser
altamente correlacionadas com a varidvel resposta. Além disso, ainda segundo os autores, o Modelo
de Regressdo de Componentes Principais € alvo de criticas por parte de alguns autores, que usam
como argumento o fato de que as componentes principais sdo obtidas sem levar em consideragdo a
dependéncia entre a varidvel resposta e as varidveis explanatérias. Para resolver este problema,
Aguilera, Escabias e Valderrama (2006) utilizam um procedimento que se inicia com um modelo
sem componentes principais. Na seqii€ncia adiciona-se a este modelo uma componente principal a
cada passo, até que ndo haja nenhum ganho expressivo no desempenho do mesmo. Além do
problema mencionado, alguns autores, como Hubert, Rousseeuw e Verboven (2002), por exemplo,
apontam que os algoritmos comumente usados para a determinacdo das componentes principais

demandam grande esforco computacional, sobretudo para grandes conjuntos de dados.

Com o objetivo de obter a melhor estimacdo possivel para os pardmetros, os autores
propdem diferentes critérios baseados em medidas distintas de eficiéncia dos parametros estimados.

Inicialmente € definido o Erro Quadratico Médio do vetor de parametros, dado por:

1 &(p
j=
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Na seqiiéncia € definido o Maximo das Diferencas Absolutas dos pardmetros,

Max () = Max ; iﬁ’jm - B, } : (3.17)

Finalmente, € definido o Erro Quadratico Médio das Probabilidades como,

=

MSEP == (#,,,-7,) . (3.18)

S | =
T

De acordo com os autores espera-se que pequenos valores para as trés medidas indiquem melhor

estimacdo dos parametros.

E importante ressaltar que o procedimento descrito foi utilizado em estudos que utilizaram
conjuntos de dados gerados a partir de um modelo conhecido. Em seguida efetuou-se a comparacao
dos estimadores obtidos com os parametros do modelo, conhecidos a priori. Na prética, quando se
trabalha com dados de observacdo, os pardmetros ndo sdo conhecidos, fato que impede o célculo
das medidas anteriores. Desta forma, pode-se utilizar como medida de ajuste a varidncia dos

estimadores, dada por:

Var [ﬁb ]= V(f)(Z(T)WmZ(s))flV(s) , (3.19)

A

onde W(v) = dlag (7%[(?) (1 — 7/2'[(‘?) )) .

Conforme Aguilera, Escabias e Valderrama (2006), geralmente as melhores simulagdes,
isto é, com os menores valores para (3.16), apresentam grande acréscimo em suas variincias

estimadas.

Neste trabalho a Andlise de Componentes Principais foi abordada com o objetivo de
verificar a sua eficiéncia na estimacdo de pardmetros do Modelo de Regressio Logistica,
especialmente em casos nos quais os métodos conhecidos ndo apresentam convergéncia. Por este

motivo ndo foi dedicada maior atencdo a escolha das componentes principais que integrardo o

modelo, sendo consideradas as s primeiras componentes principais tais que:
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Como objetivo adicional, deseja-se também avaliar o desempenho do MRLCP incluindo diferentes
componentes principais, a fim de verificar se 0 mesmo estd sujeito a alguma influéncia quando o

conjunto de dados originais € substituido pelas correspondentes componentes principais.
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Para comparar a eficiéncia dos métodos abordados neste trabalho os diferentes modelos
foram aplicados a conjuntos de dados extraidos da literatura disponivel. A opcao por tais conjuntos
visa facilitar a comparacdo dos resultados obtidos com aqueles que eventualmente tenham sido
alcancados por outros pesquisadores. Os mesmos conjuntos podem ser obtidos no endereco
eletrdnico www.fesppr.br/~inacio/BancosDeDados. A implementagdo computacional foi levada a efeito
através de um programa escrito em linguagem Visual Basic 6.0°, executado em um computador

Hewlett-Packard®, modelo Pavillion b1040br, processador Intel® Pentium® 4 — 2,93 Ghz.

O primeiro conjunto de dados, extraido de Hosmer e Lemeshow (1989), envolve varidveis
estudadas em exames de mamografia, cujas caracteristicas sdo apresentadas no Quadro 4.1. Os
dados sdo resultantes da observacdo de 412 casos, sendo 104 pertencentes ao Grupo 1, 74

pertencentes ao Grupo 2 e 234 pertencentes ao Grupo 3, e podem ser obtidos na obra citada.

Quadro 4.1 — Varidveis observadas no conjunto MAMOGRAFIA.

Variavel Codificaciao Abreviatura
1 — Nunca
Histdrico de exame mamografico (Varidvel Resposta) |2 — H4A menos de um ano ME

3 — H4 mais de um ano
1 — Concordo fortemente
O exame ¢é necessdrio apenas quando sdo |2 - Concordo

apresentados os sintomas? (Pergunta feita a paciente) |3 — Discordo SYMPT
4 — Discordo fortemente
O§ b?nefl(.JIOS do exame sdo perceptiveis? (Pergunta Escala variando de 5 a 20 PB
feita a paciente)
Maie ou irmd com histérico de cincer de mama. 0—Nao 1 —Sim HIST
Sabe como efetuar o auto-exame? 0 - Nao 1 — Sim BSE
O exame de mamografia € confidvel para diagnosticar I-Ndoé conflé\./f,:l
2 — E pouco confidvel DETC

novos casos de cancer de mama? P . .,
3 — E muito confiavel

O segundo conjunto de dados, extraido de Fisher (1936), contém 150 observacdes
referentes as dimensdes das sépalas e das pétalas de trés espécies de iris, iris setosa (Gy), iris
versicolor (G,) e iris virginica (G;). Para cada espécie foram efetuadas 50 observacdes, e as
varidveis sdo descritas no Quadro 4.2. Este é, provavelmente, o mais conhecido banco de dados
utilizado em trabalhos publicados na literatura disponivel, tendo sido usado por Lesaffre e Albert
(1989), entre outros, para demonstrar aspectos referentes a separacdo de grupos e suas

conseqiiéncias para a estimacdo de pardmetros. E bem sabido que o grupo 1, de exemplares da
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espécie iris setosa, é completamente separado dos grupos 2 e 3, das espécies iris versicolor e iris
virginica, respectivamente, conforme pode-se observar nas Figuras 4.1 e 4.2, que apresentam os

espagos discriminantes para algumas combinacdes de varidveis independentes. Aqui também foi

utilizado o Grupo 3 como grupo de referéncia.

Quadro 4.2 — Varidveis observadas no conjunto IRIS.

Variavel Codificacio (Dominio) Abreviatura
1 — Iris Setosa
Espécies (Varidvel resposta). |2 — Iris Versicolor Species
3 — Iris Virginica
Comprimento da sépala Medidas variando de 43 a 79 mm. X4
Largura da sépala Medidas variando de 20 a 44 mm. X,
Comprimento da pétala Medidas variando de 10 a 69 mm. X3
Largura da pétala Medidas variando de 1 a 25 mm. X4
Espacgo Discriminante (IRIS)
U 8 ™  Species
: o e : 8 1
WOF . v oo 1% 2
36F o agd®? o 4° 3
- o o ooo © X 00 ]
g 32F o go_ 3" X o% X O 3
wf P g o,y
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C @ x ]
20 '} A I N P
43 53 63 73 83
X1

Figura 4.1 — Espago discriminante para a combinagdo (X, , X;), do conjunto IRIS.

Espacgo Discriminante (IRIS)

30F 5 Species
o ]
- 080 X 2
[ %0 o .
60 OOo g 9% B 1o 3
o .
o Wb o «TERERE }
< ol |l
x% X i
[ 3 ]
20 :-,augﬂallﬂ"’ﬁa g8 -
ok \ \ \ o
43 53 63 73 83
X1

Figura 4.2 — Espaco discriminante para a combinacao (X, , X3), do conjunto IRIS.
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O terceiro conjunto de dados contém 2567 observagdes correspondentes a valores anotados
na inspe¢do de amostras de Oleo isolante empregado em transformadores elétricos com tensdo
méxima de 69 kV, e foi apresentado por Paixdo e Chaves Neto (2006). Sdo definidos trés grupos a
partir da varidvel resposta ESTADO, sendo 1806 observacdes pertencentes ao Grupo 1, 114
observagdes pertencentes ao Grupo 2 e 647 observagdes pertencentes ao Grupo 3. Este conjunto foi
utilizado em um estudo com o objetivo de construir uma regra discriminante que permita determinar
o estado do 6leo isolante. No estudo em questdo os autores aplicaram a Fungdo Discriminante

Quadratica. As varidveis sdo mostradas no Quadro 4.3.

Quadro 4.3 — Variveis observadas no conjunto OLEO ISOLANTE.

Variavel Dominio Abreviatura
1 -Bom
Estado do 6leo (Varidvel resposta) 2 — A recuperar ESTADO
3 — A regenerar
Indice de neutralizagdo 0,003 — 0,671 (mg KOH/g) IN
Fator de poténcia 0,10 — 28,6 (%) FP
Rigidez dielétrica 16 —71 kV RD
Tensao interfacial 11,5-51,2 (dina/cmz) TI
Teor de 4gua 2 — 82 (ppm) TA
Temperatura do 6leo 5-85(°C) TO

Foi também providenciada a constru¢do de modelos de classificacdo baseados na Fungdo
Discriminante Linear e em Redes Neurais Artificiais. O desempenho dos modelos obtidos a partir
das diferentes abordagens € avaliado mediante a comparacio das taxas de classificagdes efetuadas

corretamente, na forma de matrizes de classificagdes.

4.1 RESULTADOS PARA O CONJUNTO MAMOGRAFIA

Inicialmente foram obtidos o Modelo de Regressio Logistica Cldssico (MRLC), os
Modelos de Regressdo Logistica Individualizados (MRLI) e o Modelo de Regressdo Logistica
Oculto (MRLO). As variaveis SYMPT e DETC foram codificadas através das variaveis binarias
SYMPT(1), SYMPT(2), SYMPT(3) e DETC(1), DETC(2), respectivamente. Desta forma para
SYMPT = 4, por exemplo, tem-se SYMPT(1) = 1, SYMPT(2) =1 e SYMPT(3) = 1. Se SYMPT =
2, tem-se SYMPT(1) =0, SYMPT(2) = 1 e SYMPT(3) = 0. Utilizou-se como referéncia o grupo 3.
Os estimadores obtidos sdo mostrados no Quadro 4.4. Os resultados obtidos pelos diferentes

modelos sdo bastante préximos, tanto para os estimadores como para os respectivos erros padroes.
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Quadro 4.4 — Estimadores para os Modelos de Regressdo Logistica Classico (MRLC),
Individualizados (MRLI) e Oculto (MRLO). Conjunto MAMOGRAFIA.

~ . Erro Erro Erro
Funcao | Variavel | MRLC Padrio MRLI Padrio MRLO Padrdo
SYMPT(1) | 2,1298 | 0,4818 | 2,1425 | 0,4901 | 2,1282 | 0,4655
SYMPT(2) | 0,3260 | 0,4801 | 0,3831 | 0,4858 | 0,3259 | 0,4636

SYMPT(3) | 0,2093 | 0,4884 | 0,1423 | 0,4956 | 0,2092 | 0,4721

PB -0,2213 | 0,0754 | -0,2145 | 0,0766 [-0,2212] 0,0748
1 HIST 1,3670 | 0,4375 | 1,4153 | 0,4687 | 1,3663 | 0,4354
BSE 1,2904 | 0,5300 | 1,3998 | 0,5384 | 1,2894 | 0,5206

DETC() -0,9011 | 1,1265 |-1,0490 | 1,1268 |-0,8998 | 1,0910
DETC(2) -0,0061 | 1,1613 | -0,1947 | 1,1667 [-0,0052]| 1,1254
Intercepto | -2,2816 | 1,4738 | -2,2568 | 1,4963 |-2,2804| 1,4360
SYMPT1) | 1,1100 | 0,3623 | 1,1369 | 0,3626 | 1,1096 | 0,3581
SYMPT(2) | 0,0200 | 0,3559 | 0,0709 | 0,3572 | 0,0201 | 0,3515
SYMPT(3) | 0,2996 | 0,3663 | 0,3349 | 0,3702 | 0,2934 | 0,3616

PB -0,1504 | 0,0762 | -0,1447 | 0,0755 |-0,1504 | 0,0756
2 HIST 1,0660 | 0,4593 | 1,1573 | 0,4735 | 1,0655 | 0,4575
BSE 1,0505 | 0,5150 | 1,0165 | 0,5158 | 1,0497 | 0,5063

DETC(1) 0,6941 | 0,6870 | 0,5706 | 0,6869 | 0,6940 | 0,6829
DETC(2) 0,9358 | 0,7132 | 0,7896 | 0,7174 | 0,9356 | 0,7084
Intercepto | -2,8915 | 1,1237 | -2,8282 | 1,1192 |-2,8900| 1,1131

Os coeficientes das fungdes discriminantes lineares obtidas para o conjunto em questao sdo
mostrados no Quadro 4.5. A Rede Neural Artificial utilizada neste trabalho segue o raciocinio
mostrado na Figura 2.7. As camadas de entrada e oculta possuem p neur6nios cada uma, onde p € o
nimero de varidveis independentes. Os pesos foram iniciados com valores aleatdrios seguindo uma
distribuicdo uniforme U(-0,5;0,5), o algoritmo utilizado para treinamento € do tipo retro-

propagacao, e segue os passos apresentados no Algoritmo 4.1.1.

Quadro 4.5 — Coeficientes das Fungdes Discriminantes
Lineares. Conjunto MAMOGRAFIA

Varia Funcio Discriminante
ariavel —
Primeira Segunda
SYMPT(1) 1,4642 0,3706
SYMPT(2) 0,2740 -0,6823
SYMPT(3) 0,2876 0,0721
PB -0,1822 -0,0483
HIST 1,1809 0,1627
BSE 0,8690 1,4159
DETC(1) 0,0478 4,0925
DETC(2) 0,6207 2,9410
Autovalores 0,2845 0,0066
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Quadro 4.6 — Matrizes de classificacdes observadas para o conjunto MAMOGRAFIA.

Modelo Grupo Observado 1 Grupo 2Prev1st0 3
1 0,1346 0,0000 0,8654
MRLO 2 0,0811 0,0405 0,8784
3 0,0171 0,0000 0,9829
1 0,6154 0,2308 0,1538
FDL 2 0,5000 0,2297 0,0405
3 0,2051 0,1880 0,6068
1 0,8558 0,0000 0,1442
RNA 2 0,2162 0,7432 0,0405
3 0,0000 0,0128 0,9872

O Quadro 4.6 mostra que o desempenho do MRLO significativamente inferior, quando
comparado a FDL e a uma RNA. Também € possivel notar que os dois modelos logisticos, MRLC e
MRLO, apresentaram desempenhos muito préximos entre si, embora demonstrem ser pouco Uteis

para o problema em questao.
4.2 RESULTADOS PARA O CONJUNTO IRIS

O Modelo de Regressao Logistica Classico (MRLC) ndo apresentou convergéncia, fato que ja
era esperado, em funcdo da conhecida configuracio do conjunto de dados. Os Modelos de
Regressdao Logistica Individualizados (MRLI) apresentaram estimadores para a segunda funcdo
discriminante, que discrimina as observagdes do grupo 2 em relagdo ao grupo 3, mas ndo houve
convergéncia para os estimadores da primeira funcdo discriminante, que deveria discriminar as
observagdes do grupo 1 em relacdo ao grupo 3, fato que também estd de acordo com a mencionada
configuragdo dos dados. Quanto ao Modelo de Regressdo Logistica Oculto (MRLO) ndo houve
problemas de convergéncia, o que possibilitou a obtencdo de todos os estimadores, confirmando a
imunidade do método as diferentes configuragdes de dados. Para a implementacdo computacional
utilizou-se y; = 10~ *. Os resultados sdo apresentados no Quadro 4.8. A Anilise de Componentes
Principais apresentou os autovalores e autovetores mostrados no Quadro 4.7. Estes valores foram
obtidos a partir da matriz de dados normalizados. Os estimadores para o Modelo de Regressiao
Logistica de Componentes Principais (MRLCP) ndo foram obtidos. A ndo existéncia dos
estimadores para 0 MRLCP indica que a Andlise de Componentes Principais, embora possibilite a
reducdo do esfor¢co computacional, nio representa uma garantia contra o problema da ndo existéncia

dos estimadores quando ha separacdo completa de pelo menos um dos grupos.



Quadro 4.7 — Variancias e autovetores do conjunto IRIS.

., Autovetores
Variavel
V1 V2 V3 V4
X, 0,3614 0,6566 0,5820 0,3155
X, -0,0845 0,7302 -0,5979 -0,3197
X3 0,8567 -0,1734 -0,0762 -0,4798
X4 0,3583 -0,0755 -0,5458 0,7537
Variancia (A; ) 420,0053 24,1053 7,7688 2,3676
Percentagem 0,9246 0,0531 0,0171 0,0052

Quadro 4.8 — Estimadores para os Modelos de Regressdo Logistica Classico (MRLC),

Individualizados (MRLI) e Oculto (MRLO). Conjunto IRIS.

~ .z Erro Erro Erro
Funcao | Variavel | MRLC Padrio MRLI Padrdo MRLO Padrdo
X NE NE NE NE 0,4611 | 2,7904

X, NE NE NE NE 1,0454 | 2,0433
1 X3 NE NE NE NE -1,4298 | 2,5094
X4 NE NE NE NE -2,2577 | 4,7388
Intercepto NE NE NE NE 36,0292 | 94,6970

X NE NE 0,2465 0,2394 0,2464 | 0,2377

X, NE NE 0,6681 0,4480 0,6541 | 0,4388

2 X3 NE NE -0,9429 | 04737 | -0,9258 | 0,4599
X4 NE NE -1,8286 | 0,9743 | -1,7886 | 0,9479
Intercepto NE NE 42,6378 | 25,7077 | 41,5301 |24,9025

* NE = Nao Existe
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Os coeficientes obtidos para as fungdes discriminantes lineares sdo apresentados no Quadro
4.9, juntamente com os respectivos autovalores. A Rede Neural utilizada segue o mesmo raciocinio
exposto para o Conjunto MAMOGRAFIA. Os desempenhos dos modelos obtidos para o conjunto
IRIS sdo apresentados no Quadro 4.10, e indicam ligeira superioridade do MRLO, mais

precisamente para as observacdes do grupo 2, em relacdo a Funcdo Discriminante Linear e a Rede

Neural Artificial.

Quadro 4.9 — Coeficientes das Fungdes Discriminantes
Lineares. Conjunto IRIS

" Funcao Discriminante
Variavel ——

Primeira Segunda

X4 -0,0838 0,0024

X, -0,1550 0,2187

X3 0,2224 -0,0941

X4 0,2839 0,2868

Autovalores 32,1919 0,2854




Quadro 4.10 — Taxas de classificagdes efetuadas corretamente no conjunto IRIS.

Modelo Grupo Observado 1 Grupo 2Prev1st0 3
1 1,0000 0,0000 0,0000
MRLO 2 0,0000 0,9800 0,0200
3 0,0000 0,0200 0,9800
1 1,0000 0,0000 0,0000
FDL 2 0,0000 0,9600 0,0400
3 0,0000 0,0200 0,9800
1 1,0000 0,0000 0,0000
RNA 2 0,0000 0,9600 0,0400
3 0,0000 0,0200 0,9800

4.3 RESULTADOS PARA O CONJUNTO OLEO ISOLANTE
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O ¢leo mineral utilizado como isolante em transformadores elétricos € submetido a reagdes

de oxidagdo devido a presenga de oxigénio, dgua e metais. O acompanhamento e a manutengdo da

qualidade do 6leo isolante tém por objetivo assegurar uma operacdo confidvel dos transformadores.

A verificacdo das medidas dos indices nem sempre ¢é feita a tempo de se evitar panes ou mesmo a

troca do equipamento. Atualmente, a técnica mais usada para a prevencdo de falhas neste tipo de
equipamento € a manutencdo preditiva, caracterizada pela andlise fisico-quimica do 6leo isolante
utilizado. A avaliagdo € efetuada com base na interpretacdo de medidas realizadas através de

ensaios fisico-quimicos e que sdo comparadas a limites admissiveis aplicados, conforme os Quadros

4.11,4.12 e 4.13.

Quadro 4.11 — Indices de classificacdo para 6leo isolante classificado como BOM.

a4 . Tensao
Variavel (Unidade) Até 69 KV | 69 a 240 kV | Acima de 240 kV
Teor de dgua (ppm) <30 <25 <20
Rigidez dielétrica (kV) > 30 > 30 > 35
Indice de neutralizacdo (mg KOH/g) <0,15 <0,15 <0,10
Tensio interfacial (dina/cm®) > 20 > 20 >22
Fator de poténcia (%) <15 <15 <15

Quadro 4.12 — Indices de classificacdo para 6leo isolante classificado como A REGENERAR.

Fonte: Paixdo e Chaves Neto (20006).

a4 . Tensao
Variavel (Unidade) Até 69 kV | 69 a 240 kV | Acima de 240 kV
Indice de neutralizag¢do (mg KOH/g) > 0,15 >0,15 >0,10
Tensdo interfacial (dina/cm?) <20 <20 <22
Fator de poténcia (%) > 15 > 15 > 15

Fonte: Paixdo e Chaves Neto (2006).
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Quadro 4.13 — Indices de classificagdo para 6leo isolante classificado como A RECUPERAR.

0 . Tensiao
Varivel (Unidade) Até 69 KV | 69 a 240 kV | Acima de 240 kV
Teor de dgua (ppm) > 30 > 25 > 20
Rigidez dielétrica (kV) <30 <30 <35
Indice de neutraliza¢do (mg KOH/g) <0,15 <0,15 <0,10
Tensio interfacial (dina/cm®) > 20 > 20 >22
Fator de poténcia (%) <15 <15 <15

Fonte: Paixdo e Chaves Neto (2006).

O conjunto em questdo foi utilizado por Paixdo e Chaves Neto (2006) para a construgdo de

um modelo discriminante a partir da Func¢do Discriminante Quadrética (FDQ). A funcdo é dada por:

1 1 -
dl'QQ):_E€n|zi|_EQ_ﬂk)Tzle_ﬂk)—i_'gnpi 4.1)

onde

u; = vetor médio da populacio /7; .

¥; = matriz de covariancias da populagdo /7; .

p: = probabilidade a priori da observacao pertencer a populacgdo 77; .

x = vetor aleatdrio.
A regra de classificacdo consiste em alocar x em /7 se de (g) = mdxdl.Q (L() ,i=1,.. ,k

As fungdes discriminantes tém a forma:

p-1

d, = iaixf +Z:,Bixl.xl,rl +Zp: VX, +K 4.2)
i=1 i=1

i=1

A Fungdo Discriminante Quadrética obtida por Paixdo e Chaves Neto (2006) apresentou a

matriz de classificagdes mostrada no Quadro 4.14.

Quadro 4.14 — Matriz de Classificacdes da FDQ para o conjunto OLEO ISOLANTE.

Grupo Previsto
1 —Bom 2 — A recuperar 3 — Regenerar
1 0,8793 0,0526 0,0681
Grupo Observado 2 0,0000 0,9737 0,0263
3 0,0680 0,0247 0,9073

Fonte: Paixdo e Chaves Neto (2006).
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O Modelo de Regressdo Logistica Cldssico (MRLC) nao apresentou convergéncia,
indicando a completa separacdo de pelo menos um dos trés grupos. Os Modelos de Regressao
Logistica Individualizados (MRLI) ndo apresentaram convergéncia para a segunda fungdo
discriminante, indicando que o Grupo 2 é completamente separado do Grupo 3, utilizado como
grupo de referéncia, o que estd de acordo com o desempenho do MRLC. O Modelo de Regressao
Logistica Oculto (MRLO) apresentou os estimadores mostrados no Quadro 4.15, juntamente com o0s

respectivos erros padrdes, confirmando a sua robustez em casos de separacdo total, ou parcial de

grupos.
Quadro 4.15 — Estimadores para 0 MRLO. Conjunto OLEO ISOLANTE.
Funcio
Variavel Primeira Segunda
Estimadores Erro Padrao Estimadores Erro Padrao

Intercepto - 991,2077 653,4131 -937,1940 657,4500

IN 4239,2423 1161,0326 4823,3180 1122,2514
FP 21,0500 10,5751 35,3202 10,1592
RD - 6,0001 10,0635 - 11,0042 10,1592
TI 77,3480 36,3654 83,0050 36,3525
TA - 17,2660 7,4260 - 24,1805 7,4655
TO - 0,3208 4,6191 -0,1756 4,6669

NG - 1457,6189 463,4254 - 2826,8986 911,0983
IN x FP - 10,4406 11,6354 - 44,4612 20,3344
IN x RD 3,6378 4,5702 2,5725 5,5612
IN x TI - 218,6601 53,9111 - 231,0900 53,5668
IN x TA 5,6056 4,2733 4,9522 6,0819
IN x TO 3,6603 2,8594 5,1862 4,1339
FP” - 0,0707 0,0925 - 0,3890 0,1732
FP x RD 0,0482 0,0583 0,0469 0,0614
FP x TI -1,1316 0,3710 - 1,5083 0,3762
FP x TA 0,1050 0,0580 0,1035 0,0776
FP x TO -0,0232 0,0441 - 0,0386 0,0607
RD’ -0,0214 0,0171 - 0,0096 0,0179
RD x TI 0,3741 0,4939 0,3932 0,4943
RD x TA - 0,0309 0,0259 0,0797 0,0263
RD x TO 0,0089 0,0147 0,0130 0,0163
TI® - 1,4385 0,3519 - 1,5262 0,3489
TI x TA 0,9727 0,3606 0,9800 0,3599
TI x TO - 0,0207 0,2364 -0,0213 0,2369
TA® - 0,0455 0,0155 0,0351 0,0156
TA x TO -0,0014 0,0165 -0,0071 0,0177
TO® 0,0014 0,0071 0,0001 0,0089

A matriz de classificagdes do MRLO ¢ apresentada no Quadro 4.16. Todos os modelos

contém 27 varidveis independentes, resultantes de combinagdes efetuadas com as seis varidveis
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independentes originais. O desempenho apresentado para as observacdes do grupo 2, confirma a
completa separagdo do mesmo, ji indicada pelo comportamento do MRLI, que ndo obteve
estimadores para a segunda func¢do discriminante. Para o conjunto em questdo a QDF ajustada
apresentou a matriz de classificagdes mostrada no Quadro 4.14, onde € possivel notar que o MRLO

apresentou desempenho superior 8 QDF em todos os grupos.

Quadro 4.16 — Matriz de Classificacdes do MRLO para o conjunto OLEO

ISOLANTE.
Grupo Grupo Previsto
Observado 1 — Bom 2 — A recuperar 3 — Regenerar
1 0,9989 0,0006 0,0006
2 0,0000 1,0000 0,0000
3 0,0031 0,0000 0,9969

4.4 REPLICACOES BOOTSTRAP

Com o objetivo de estimar o viés dos estimadores obtidos para o Modelo de Regressao
Logistica Oculto, algumas das simula¢des relatadas foram repetidas mediante a aplicacdo do
Meétodo Bootstrap para a obtencdo de um Modelo de Regressdao Logistica Bootstrap, seguindo o
algoritmo apresentado em 2.5.1. Os estimadores bootstrap encontrados para este modelo foram
comparados aos estimadores obtidos pelo MRLO, com o viés dado pela diferenga entre os

respectivos valores.

Para o conjunto MAMOGRAFIA foram geradas 300 amostras bootstrap, que forneceram
modelos cujos estimadores sdo mostrados no Quadro 4.17, juntamente com o viés encontrado para
cada estimador. E possivel perceber que nenhum dos estimadores encontrados apresenta viés

elevado, em relagdo aos respectivos estimadores do Modelo de Regressdo Logistica Oculto.

Para o conjunto IRIS foram geradas 500 amostras bootstrap, e obtidos os estimadores
apresentados no Quadro 4.18. Para estudar o comportamento do viés dos estimadores foi executada
uma nova simulagdo com os dados do conjunto IRIS, desta vez incluindo no modelo apenas as
varidveis X; e X, e gerando 500 amostras bootstrap. O desempenho do modelo obtido nesta

simulagdo € apresentado no Quadro 4.19.



Quadro 4.17 — Estimadores para o Modelo de Regressao

Logistica Oculto (MRLO) e estimadores Bootstrap.
Conjunto MAMOGRAFIA.

Funcdo | Variavel | MRLO | Bootstrap | Viés
SYMPT() | 2,1282 | 2,1669 |-0,0387
SYMPT(2) | 0,3259 | 0,3240 | 0,0019
SYMPT(@3) | 0,2092 | 0,2076 | 0,0016
PB -0,2212 | -0,2216 | 0,0004

1 HIST 1,3663 1,3726 | 0,0387
BSE 1,2894 1,2496 | 0,0398
DETC(1) -0,8998 | -1,2497 | 0,3499
DETC(2) -0,0052 | -0,3578 | 0,3526
Intercepto -2,2804 | -1,8872 [-0,3932
SYMPT(1) | 1,1096 1,1409 |-0,0313
SYMPT(2) | 0,0201 0,0836 |-0,0635
SYMPT(3) | 0,2994 | 0,2497 | 0,0497
PB -0,1504 | -0,1537 | 0,0033

2 HIST 1,0655 1,0764 | -0,0109
BSE 1,0497 1,0336 | 0,0161
DETC(1) 0,6940 | 0,6435 | 0,0505
DETC(2) 0,9356 | 0,8937 | 0,0419
Intercepto -2,8900 | -2,8118 |[-0,0782

Quadro 4.18 — Estimadores para o Modelo de Regressdo

Logistica Oculto (MRLO) e estimadores Bootstrap.
Conjunto IRIS.
Funcdo | Variavel | MRLO | Bootstrap | Viés
X4 0,4611 0,2900 | 0,1711
X, 1,0454 | 0,6210 | 0,4244
1 X3 -1,4342 | -0,8519 |-0,5823
X4 -2,2577 ] -0,7967 |-1,4610
Intercepto | 36,0292 | 31,2018 | 4,8274
X 0,2464 | 0,2436 | 0,0028
X, 0,6541 0,3509 | 0,3032
2 X3 -0,9258 | -0,5666 |-0,3592
X4 -1,7886 | -0,8716 [-0,9170
Intercepto | 41,5301 | 17,4460 | 24,0841

Quadro 4.19 — Taxas de classifica¢des efetuadas pelo Modelo de Regressao

Logistica Oculto no conjunto IRIS, com as varidveis X, e Xo.

Grupo Grupo Previsto
Observado 1 2 3
1 1,0000 0,0000 0,0000
2 0,0000 0,7600 0,2400
3 0,0000 0,2600 0,7400

76
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E possivel perceber pelo Quadro 4.19 que, embora o modelo envolvendo apenas duas
varidveis mantenha a capacidade de classificar corretamente a totalidade das observacdes do Grupo
1, apresentou uma significativa queda na eficiéncia ao classificar as observacgdes pertencentes ao
Grupo 2. Os estimadores obtidos para 0 MRLO e para o Modelo Bootstrap sao apresentados no

Quadro 4.20.

Quadro 4.20 — Estimadores para os Modelos de Regressao
Logistica Oculto (MRLO) e Bootstrap. Conjunto IRIS.

Funcio | Variavel | MRLO | Bootstrap | Viés
X -3,0466 | -0,7239 |-2,3227
1 X, 2,5321 0,6369 | 1,8952
Intercepto | 85,6596 | 21,1293 | 64,5303
X -0,1902 | -0,1873 |[-0,0029
2 X, -0,0403 | -0,0424 | 0,0021
Intercepto | 13,0381 | 12,9474 | 0,0907

Os resultados apresentados no Quadro 4.20 mostram que a redug@o da eficiéncia do modelo
¢ acompanhada por uma reducdo no viés dos estimadores. Basta verificar que o viés dos
estimadores da primeira fungdo, com 100% de classificacdes corretas, ¢ significativamente maior
que o viés dos estimadores da segunda fungdo, cuja taxa de eficiéncia € igual 76%, especialmente
para o intercepto. De outra forma, ha indicios de que o viés dos estimadores de um modelo é maior
para o modelo com maior poder discriminante. Para verificar este comportamento foi providenciada
a obtencgdo de regras discriminantes para outros dois conjuntos de dados. O primeiro foi extraido de
Johnson e Wichern (1988) e contém 56 observagdes de amostras de petrdleo extraidas de trés

diferentes tipos de solo e possui cinco varidveis explanatdrias, apresentadas no Quadro 4.21.

Quadro 4.21 — Varidveis observadas no conjunto OLEO CRU.

Variavel Codificacdo (Dominio) Abreviatura
1 — Argila Wilhelm
Tipo de Solo (Varidvel resposta). 2 — Argila Sub-mulinia Grupo
3 — Argila Superior
Teor de vanadio (%) Valores entre 1,2 e 11,0 X,
Teor de Ferro (%) Valores entre 5,6 € 52 X,
Teor de Berilio (%) Valores entre O e 1,5 X3
Teor de Hidrocarbonetos Saturados (%) Valores entre 3,06 ¢ 9,25 X4
Teor de Hidrocarbonetos Aromaticos (%) | Valores entre 2,22 ¢ 13,01 X

Fonte: Johnson e Wichern (1988).

Em primeiro lugar foi providenciada a estimag@o de pardmetros para os quatro modelos de
Regressao Logistica abordados neste trabalho. Tanto 0 MRLC como o MRLI ndo apresentaram

convergéncia. Os estimadores obtidos para 0 MRLO s@o mostrados no Quadro 4.22. Foram geradas
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400 amostras bootstrap, que forneceram os estimadores mostrados também no mesmo quadro.
Neste caso o MRLO classificou corretamente as 56 observagdes, sendo sete do Grupo 1, 11 do
Grupo 2 e 38 do Grupo 3, tomado como grupo de referéncia. Na seqiiéncia foi realizada uma
simulacdo para calcular os estimadores de um MRLO que envolvesse apenas as varidveis X, , X3 e
Xs. Em seguida foram geradas 400 amostras bootstrap, obtendo-se os resultados mostrados no

Quadro 4.23 e a matriz de classificacdes mostrada no Quadro 4.24.

Quadro 4.22 — Estimadores para o MRLO e estimadores
Bootstrap. Conjunto OLEO CRU.

Funcio | Variavel| MRLO | Bootstrap Viés
X, - 18,5603 | - 0,8455 | - 17,7148
X5 4,8244 0,2795 4,5449
X3 - 118,2501 | -4,7558 |-113,4943
X4 39,9649 | -0,0020 | 39,9669
Xs -3,6341 | 09459 | -4,5800

Intercep. |- 254,5676| - 10,646 |-243,9216
X, - 17,1426 | -0,7232 | - 16,4194
X5 1,5282 0,0531 1,4751
X3 -195,0314 | - 10,1938 | - 184,8376
X4 59,1918 | 2,6895 | 56,5023
Xs -8,7128 | -0,0993 | -8,6135

Intercep. |- 199,6563 | - 9,9869 |- 189,6694

Quadro 4.23 - Estimadores para o Modelo de
Regressdo Logistica Oculto (MRLO) e estimadores
Bootstrap. Conjunto OLEO CRU.

Funcao | Varidvel | MRLO | Bootstrap | Viés

X -2,6341 | -1,6801 |-0,9540
X3 -7,8109| -6,9710 |-0,8399
X5 1,3550 | 0,9237 | 0,4313

Intercep. | 2,2940 | 2,2299 | 0,0641
X -1,3591 | -1,2151 |-0,1440
X3 -8,4934 | -7,8298 |-0,6098
X5 0,3865 | 0,2025 | 0,1840

Intercep. | 7,1180 | 7,0028 | 0,1152

Quadro 4.24 — Taxas de classificacdes efetuadas pelo MRLO no conjunto

OLEO CRU, com as varidveis X; e X3 X .

Grupo Grupo Previsto
Observado 1 2 3
1 1,0000 0,0000 0,0000
2 0,0909 0,5455 0,3636
3 0,0000 0,0000 1,0000
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Nesta simulagdo também € possivel notar que o viés dos estimadores ¢ menor que aquele
observado para o modelo que contém cinco varidveis, embora esta queda nos valores observados
para o viés seja acompanhada por uma queda na eficiéncia dos modelos obtidos com apenas trés
varidveis independentes, especialmente do segundo modelo, que classificou corretamente pouco
mais que a metade das observagdes do segundo grupo. Por outro lado, as duas simula¢gdes indicam

que o viés dos estimadores ndo compromete, pelo menos aparentemente, a eficiéncia do modelo.

A Anidlise de Componentes Principais para o conjunto OLEO CRU apresentou as
componentes principais e autovalores mostrados no Quadro 4.25. Os estimadores para o MRLCP
com as trés primeiras componentes principais sao apresentados no Quadro 4.26, juntamente com 0s

respectivos erros padroes. A matriz de classificagdes para o MRLCP ¢é apresentada no Quadro 4.27.

Quadro 4.25 — Variancias e autovetores do conjunto OLEO CRU.

. Autovetores
Variavel
V1 Vs V3 V4 Vs
X, 0,5418 | 0,0320 | 0,3824 | 0,4995 | 0,5565
X, -0,4971 | -0,0748 | -0,1885 | 0,8335 | -0,1304
X3 0,1523 | 0,9376 | -0,0376 | 0,1218 | -0,2856
X, 0,5823 | -0,3382 | -0,0235 | 0,2004 | -0,7112
X5 -0,3115 | 0,0011 | 0,9035 | -0,0272 | -0,2932
Variancia 2,0837 1,0433 | 0,9460 | 0,6343 | 0,2928
Percentagem | 41,67 20,87 18,92 12,69 5,86

Quadro 4.26 — Estimadores para o MRLCP. Conjunto

OLEO CRU.

Funcdo | Componente | Estimador | Erro Padrao

Intercepto - 39,3597 41,0709

1 1%, Componente | - 30,5299 26,3815

2%, Componente | 29,4016 38,5076

3*. Componente | - 7,8825 7,9746

Intercepto - 1,0934 1,2281

2 1*. Componente | -1,6196 0,5779

2%, Componente | -6,5638 2,9371

3%, Componente | -0,0403 0,2109

Quadro 4.27 — Taxas de classificacdes efetuadas pelo MRLCP no conjunto

OLEO CRU, com as trés primeiras componentes principais.

Grupo Grupo Previsto
Observado 1 2 3
1 1,0000 0,0000 0,0000
2 0,0000 0,7273 0,2727
3 0,0000 0,0000 1,0000
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No Quadro 4.27 € possivel notar que o0 MRLCP apresenta um desempenho inferior ao
MRLO para as observagdes do grupo 2, embora tenha se mostrado uma alternativa vélida para
contornar o problema da separacdo completa de grupos. O conjunto em questdo também foi
utilizado por Johnson e Wichern (1988) para ilustrar a obten¢do de uma Fungdo Discriminante

Linear.

O segundo conjunto de dados foi extraido de Brodnjak-Voncina, Kodba, Novi¢ (2005) e
contém 120 observacdes referentes a cinco classes de Oleos vegetais. O objetivo das autoras é
determinar a origem de amostras de 6leos vegetais a partir dos teores de dcidos graxos presentes em
cada um dos tipos de 6leo vegetal. O conjunto original, disponivel no trabalho citado, contém
observagdes de oito tipos de 6leo: abdbora, girassol, améndoas, oliva, soja, colza, milho e de origem
desconhecida ou misto. Do conjunto original foram excluidos trés grupos, 6leo de oliva, com trés
observagdes, dleo de soja, com sete observagdes, e 6leo composto, ou misto, com apenas duas
observagdes. Esta exclusdo foi motivada apenas pelo pequeno nimero de observagdes em cada um
dos grupos excluidos. As varidveis observadas e suas defini¢des sdo apresentadas no Quadro 4.28,

juntamente com algumas das caracteristicas das mesmas.

Para a simulacdo com o conjunto ACIDOS GRAXOS foram consideradas as varidveis
apresentadas no Quadro 4.28. No conjunto original as varidveis Eicosanoic e Eicosenoic assumem
valores inferiores a 0,1. O conjunto em questdo contém cinco grupos: G; (n; = 11 observagdes), G,

(n, =37), Gs (n3=26), G4 (ny = 10) e o grupo de referéncia Gs (ns = 36).

Quadro 4.28 — Varidveis observadas no conjunto ACIDOS GRAXOS.

Variavel Definicao (Dominio) Abreviatura
1 — Colza
2 — Girassol
Classe (Variavel resposta) 3 — Améndoas CLASS
4 — Milho
5 — Abdbora
Teor de Acido Palmitico (%) Valores entre 3,8 ¢ 13,1 Palmitic
Teor de Acido Estedrico (%) Valores entre 1,7 € 6,7 Stearic
Teor de Acido Oléico (%) Valores entre 22,3 ¢ 80,6 Oleic
Teor de Acido Linoléico (%) Valores entre 11,3 e 66,1 Linoleic
Teor de Acido Linolénico (%) Valores entre 0,1 ¢ 9,5 Linolenic
Teor de Acido Eicosandico (%) | Valores entre 0,0999 € 2,8 | Eicosanoic
Teor de Acido Eicosendico (%) | Valores entre 0,0999 ¢ 1,8 | Eicosenoic

Fonte: Brodnjak-Voncina et al. (2005).
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Os dados foram utilizados para a obten¢do de uma Fung¢@o Discriminante Linear, de uma
Rede Neural Artificial e também para a estimacdo de pardmetros dos modelos de Regressdo
Logistica aqui abordados. As matrizes de classifica¢des sdo apresentadas no Quadro 4.29, no qual é
possivel observar que a FDL, a RNA e o MRLO apresentaram desempenho bastante inferior ao

MRLCP, com quatro componentes principais.

Quadro 4.29 — Classificacdes efetuadas no conjunto ACIDOS GRAXOS.

Grupo Previsto

Modelo Grupo Observado 1 > 3 7 5
1 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 1,0000
2 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 1,0000
FDL 3 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 1,0000
4 0,0000 0,0000 0,0000 1,0000 0,0000
5 0,0000 0,0000 0,0000 0,1944 0,8056
1 0,0000 0,1818 0,0000 0,0000 0,8182
2 0,0000 0,5135 0,0541 0,0000 0,4324
RNA 3 0,0000 0,0000 0,5385 0,0000 0,4615
4 0,0000 0,1000 0,1000 0,5000 0,3000
5 0,0000 0,1111 0,0833 0,1389 0,6667
1 0,0000 0,0000 0,0000 0,6364 0,3636
2 0,0000 0,0000 0,0000 0,9459 0,0541
MRLO 3 0,0000 0,0000 1,0000 0,0000 0,0000
4 0,0000 0,0000 0,0000 0,7000 0,3000
5 0,0000 0,0000 0,0278 0,2500 0,7222
1 0,4545 0,0000 0,0000 0,0000 0,5455
2 0,0000 0,9189 0,0000 0,0000 0,0811
MRLCP 3 0,0000 0,0000 1,0000 0,0000 0,0000
4 0,0000 0,0000 0,0000 0,8000 0,2000
5 0,1111 0,0556 0,0833 0,0556 0,6944

O MRLC nido apresentou convergéncia, enquanto o MRLI ndo apresentou convergéncia
apenas para a terceira funcdo discriminante, o que estd de acordo com a taxa de classifica¢des
apresentada pelo MRLO para as observagdes do Grupo 3. Os estimadores para os modelos sio
mostrados no Quadro 4.30. Para aplicar o Método Bootstrap foram geradas 300 amostras e os
estimadores obtidos sdo apresentados no Quadro 4.30, juntamente com o viés dos estimadores em
relacio ao MRLO. O MRLCP foi construido com as cinco componentes principais mostradas no
Quadro 4.31 e apresentou a maior eficiéncia, o que dd uma boa idéia do seu potencial na construcio
de regras discriminantes baseadas no Modelo de Regressdo Logistica através das componentes
principais. Além do desempenho superior, o0 modelo obtido a partir das componentes principais
mostra mais uma vez que pode eventualmente contornar o problema da separa¢do completa de

grupos.
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Quadro 4.30 — Estimadores para o MRLI, MRLO e Bootsratp, com viés. Conjunto ACIDOS

GRAXOS.
Funcdo | Variaveis MRLI PE;:‘;O MRLO P]j;;go Bootstrap Viés
Intercepto | -98,9055 | 107,1558 | -103,7708 107,4063 -119,7021 15,9313
Palmitic 1,5720 1,3175 1,6041 1,3513 1,8042 -0,2001
Stearic -0,0941 1,3616 -0,1358 1,4076 0,0515 -0,1873
| Oleic 0,9256 1,0708 0,9740 1,0822 1,1699 -0,1959
Linoleic 0,9491 1,1029 1,0097 1,0903 1,2093 -0,1996
Linolenic 1,2921 1,0750 1,3325 1,0468 1,2283 0,1042
Eicosanoic 3,5625 4,2976 3,5678 4,0833 1,5486 2,0192
Eicosenoic -1,4939 3,6686 -1,3585 3,5988 -0,1944 -1,1641
Intercepto 1,2413 153,8729 13,3611 141,7017 -51,1813 64,5424
Palmitic 1,3511 1,474 1,2292 1,3275 1,6593 -0,4301
Stearic 1,1142 2,049 1,1061 2,0490 1,1899 - 0,0838
’ Oleic -0,1526 1,5591 -0,2768 1,4371 0,4318 - 0,7086
Linoleic -0,2448 1,5960 -0,3764 1,4627 0,3512 -0,7276
Linolenic -1,2777 1,8158 - 1,3835 1,6955 - 0,6082 -0,7753
Eicosanoic 1,5219 4,1871 1,8051 3,7158 -0,7015 2,5066
Eicosenoic 1,5388 4,7567 0,8945 4,1551 3,4550 -2,5605
Intercepto NE NE -2579,9801 | 1695,6943 | -191,1927 | - 2388,7874
Palmitic NE NE 23,0618 14,9258 2,1674 20,8944
Stearic NE NE - 14,6793 14,4351 - 1,3957 - 13,2836
3 Oleic NE NE 23,5866 15,8356 1,7723 21,8143
Linoleic NE NE 30,3859 19,7337 2,2513 28,1346
Linolenic NE NE 22,5048 16,2788 0,7502 21,7546
Eicosanoic NE NE -1,4245 8,8502 -2,2467 0,8222
Eicosenoic NE NE 96,8737 71,8125 9,6328 87,2409
Intercepto | 408,8112 | 418,0917 370,5995 375,6840 63,4565 307,1430
Palmitic - 6,1084 6,9035 -5,5093 6,2583 -0,8131 -4,6962
Stearic - 0,5833 4,9011 -0,6216 4,8528 - 0,7230 0,1014
4 Oleic - 4,2459 4,3936 - 3,8481 3,9510 -0,6222 -3,2259
Linoleic - 4,3607 4,4947 -3,9576 4,0427 -0,6844 -3,2732
Linolenic -1,7572 2,8222 -1,5179 2,6002 -0,2125 - 1,3054
Eicosanoic | - 10,6680 10,2203 - 10,0232 9,7806 -5,2921 -4,7311
Eicosenoic -2,7562 3,9845 -2,7033 3,9584 - 0,2655 -2,4378

E possivel observar no Quadro 4.30 que a terceira e a quarta fungdes, justamente aquelas

com maior eficiéncia, sdo que apresentam o maior vié€s para os estimadores, caracteristica que nao é

observada para as duas primeiras funcdes, ambas com menor poder discriminante.

Uma nova simulacdo, desta vez com as varidveis Palmitic, Oleic, Linolenic e Eicosenoic,

foi realizada e apresentou para o MRLO as taxas de classificagdo mostradas no Quadro 4.32. Para

obter os estimadores bootstrap foram geradas 400 amostras. Os estimadores encontrados para o

MRLO e para o Modelo Bootstrap sao mostrados no Quadro 4.33, assim como o respectivo viés.




Quadro 4.31 — Variancias e autovetores do conjunto ACIDOS GRAXOS.

., Autovetores
Variavel
V1 Va V3 V4 Vs Ve V7
Palmitic 0,3075 0,1919 0,7754 0,1112 0,0743 -0,4814 0,1332
Stearic 0,4364 0,1992 0,2536 -0,3569 0,2118 0,7290 0,0433
Oleic -0,4253 -0,2084 0,1760 -0,5222 -0,0947 -0,0182 0,6802
Linoleic 0,4303 0,1190 -0,4143 0,3513 0,1241 -0,0515 0,6983
Linolenic -0,3640 -0,0018 0,3412 0,6608 -0,2325 0,4806 0,1713
Eicosanoic -0,1670 0,8723 -0,1226 -0,1445 -0,4154 -0,0472 0,0245
Eicosenoic -0,4342 0,3242 -0,0178 0,0812 0,8359 -0,0262 0,0104
Variancia 3,9092 1,0842 0,9325 0,7866 0,2053 0,0811 0,000098
Percentagem 55,85 15,49 13,32 11,24 2,93 1,16 0,0001

Quadro 4.32 — Matriz de classificacdes para 0 MRLO. Conjunto ACIDOS GRAXOS.

Grupo Previsto
Grupo Observado I 3 3 1 5
1 0,0909 0,0000 0,0909 0,3636 0,4545
2 0,0000 0,3514 0,0000 0,5946 0,0541
3 0,0000 0,0000 0,9615 0,0000 0,0385
4 0,0000 0,0000 0,0000 0,8000 0,2000
5 0,0000 0,0833 0,0833 0,1667 0,6389

Quadro 4.33 — Estimadores para o MRLI, MRLO e Bootstrap, com viés.

Conjunto ACIDOS GRAXOS, segunda simulago.

Funcio | Variaveis | MRLO Pljggo Bootstrap Viés

Intercepto | - 8,8630 9,7859 -6,3361 | -2,5269
Palmitic 0,5749 0,6160 0,5121 0,0628

1 Oleic 0,0037 0,1380 -0,0020 | 0,0057
Linolenic 0,4466 0,3165 0,2281 0,2185
Eicosenoic | -1,2817 2,0868 -1,3606 | 0,0789
Intercepto | - 14,4956 5,1628 - 13,8513 | - 0,6443
Palmitic 1,7208 0,5608 1,5035 0,2173
2 Oleic 0,0223 0,1136 0,0663 | -0,0440
Linolenic | -1,4332 0,5229 -1,1720 | -0,2612
Eicosenoic 3,8075 2,6844 3,4154 0,3921
Intercepto 17,9257 6,8214 11,8780 6,0477
Palmitic -0,7117 0,6351 -0,4639 | -0,2478
3 Oleic -0,4258 0,1882 -0,2689 | -0,1569
Linolenic | -0,5427 0,5280 -0,5427 | 0,0000
Eicosenoic | -1,1970 2,5302 0,4790 | -1,6760
Intercepto | -5,9831 23,2484 -3,8587 | -2,1244
Palmitic - 0,9499 1,7930 -0,4007 | -0,5492

4 Oleic 0,0643 0,2623 0,0556 0,0087
Linolenic 1,5165 0,6799 0,6868 0,8297
Eicosenoic | -3,9980 2,3275 -2,4107 | -1,5873
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Neste caso também ¢é possivel perceber uma significativa redu¢do do viés em relacdo ao modelo
Bootstrap, igualmente acompanhada por uma reducdo da taxa de observagdes corretamente

classificadas pelo MRLO.

4.5 ABORDAGENS INDIVIDUALIZADAS

Com o objetivo de comparar o desempenho dos modelos obtidos através de diferentes
abordagens, foi providenciada a divisdo do conjunto IRIS em dois outros conjuntos. O primeiro,
referido como IRIS — 13, contém as observagdes pertencentes aos grupos 1 e 3, enquanto o
segundo, IRIS — 23, contém as observa¢des dos grupos 2 e 3. Desta forma cada conjunto possui
varidvel resposta bindria. A cada um dos conjuntos aplicou-se os Modelos de Regressdao Logistica
Cléssico (MRLC) e Oculto (MRLO), ambos para varidvel resposta bindria. Os estimadores obtidos

sao mostrados nos Quadros 4.34 e 4.35. Considerou-se y = 0,0001.

Pode-se perceber que os estimadores obtidos individualmente, e também seus erros padrdes,
sdo bastante proximos aos obtidos pelos Modelos de Regressdo Logistica Cléssico e Oculto para

resposta politdmica, mostrados no Quadro 4.4.

Quadro 4.34 — Estimadores para os Modelos de Regressdo Logistica Classico
(MRLC) e Oculto (MRLO). Conjunto IRIS — 13.

Variavel WD DIEIEE
Estimador Erro Padrao Estimador Erro Padrao
X, NE NE 0,1390 3,3651
X, NE NE 0,1437 3,2261
X3 NE NE -0,3689 2,7049
Xy NE NE -0,3390 4,8980
Intercepto NE NE 3,8527 125,6554

Quadro 4.35 — Estimadores para os Modelos de Regressdo Logistica Classico

(MRLC) e Oculto (MRLO). Conjunto IRIS — 23.

Variavel DL ML
Estimador Erro Padrao Estimador Erro Padrao
X, 0,2465 0,2394 0,2457 0,2373
X, 0,6681 0,4480 0,6527 0,4380
X3 -0,9429 0,4737 -0,9239 0,4587
Xy -1,8286 0,9743 -1,7853 0,9457
Intercepto 42,6378 25,7077 41,4616 24,8425
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Os estimadores obtidos para os modelos correspondentes aos conjuntos Mamografia 13,
contendo observagdes dos grupos 1 e 3, e Mamografia 23, contendo observagdes dos grupos 2 e 3,

sdo apresentados nos Quadros 4.36 e 4.37, respectivamente.

Quadro 4.36 — Estimadores para MRLC e MRLO. Conjunto Mamografia — 13.

Variavel LI WL
Estimador Erro Padrio Estimador Erro Padrao

SYMPT(1) 2,1425 0,4901 2,1409 0,4898
SYMPT(2) 0,3831 0,4858 0,3829 0,4855
SYMPT(3) 0,1423 0,4956 0,1423 0,4953
PB -0,2145 0,0766 -0,2144 0,0766
HIST 1,4153 0,4687 1,4148 0,4686
BSE 1,3998 0,5384 1,3990 0,5382
DETC(1) -1,0490 1,1268 -1,0481 1,1262
DETC(2) -0,1974 1,1667 -0,1970 1,1660
Intercepto -2,2568 1,4963 -2,2553 1,4955

Quadro 4.37 — Estimadores para os Modelos de Regressdo Logistica Classico
(MRLC) e Oculto (MRLO). Conjunto Mamografia — 23.

Variavel MRLC MRLO
Estimador Erro Padrio Estimador Erro Padrao

SYMPT(1) 1,1369 0,3626 1,1362 0,3625
SYMPT(2) 0,0709 0,3572 0,0711 0,3571
SYMPT(3) 0,3349 0,3702 0,3346 0,3701
PB -0,1447 0,0755 -0,1446 0,0755
HIST 1,1573 0,4735 1,1569 0,4735
BSE 1,0165 0,5158 1,0159 0,5156
DETC(1) 0,5706 0,6869 0,5705 0,6868
DETC(2) 0,7896 0,7174 0,7894 0,7173
Intercepto -2,8282 1,1192 -2,8269 1,1190

Aqui também € possivel notar que os estimadores obtidos sdo bastante proximos daqueles
obtidos pelos modelos com resposta politomica, além da proximidade apresentada pelos modelos
entre si. Os resultados encontrados nas duas simulagdes mostram que esta forma de abordagem
pode ser utilizada como uma valiosa ferramenta para testar a consisténcia das solu¢des apresentadas

pelas abordagens anteriores.
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5 CONCLUSOES

Nos dltimos cinco anos tem-se percebido na literatura corrente o surgimento de um nimero
considerdvel de abordagens alternativas para problemas de Reconhecimento e Classificagdo de
padrdes com varidvel resposta politdmica baseadas em Algoritmos Genéticos, Redes Neurais
Artificiais, Maquinas de Base Vetorial, e Andlise Discriminante através da Programacdo Linear por
Partes, entre outros exemplos. Em comparacdo com estas técnicas, é possivel observar que o
Modelo de Regressao Logistica é abordado com menor freqii€ncia. Convém destacar neste ponto os
trabalhos de O’Brien e Dunson (2004) e Groenewald e Mokgatlhe (2005), ambos com enfoque na
inferéncia Bayesiana. Algumas das técnicas mencionadas acima, com exce¢do talvez da Andlise
Discriminante Linear, sdo criticadas por alguns autores, que apontam desde a auséncia de
embasamento matemdtico até a falta de uma explanacdo melhor detalhada sobre as caracteristicas e
propriedades estatisticas das mesmas, embora ndo sejam poucos os trabalhos atestando a sua
eficiéncia como modelos discriminantes. Além disso, em alguns campos de pesquisa, como a
Medicina, por exemplo, a abordagem padrio € firmemente baseada em métodos estatisticos, como
se pode observar pelo grande nimero de trabalhos publicados por pesquisadores da drea. Nota-se
também que muitas destas abordagens utilizam o Modelo de Regressdo Logistica como principal
ferramenta de tomada de decisdes e também que a maioria das aplicagdes envolve varidvel resposta
dicotdmica. Outro aspecto que merece ser destacado € a complexidade de alguns trabalhos a
respeito do modelo em questio, muitas vezes além da compreensdo de potenciais usudrios que nao

possuem uma s6lida forma¢ao em matematica.

A utilizacdo de grandes conjuntos de dados exige certa cautela quanto ao uso de algumas
abordagens aqui revisadas, como aquelas propostas por Santner e Duffy (1986) e Christmann e
Rousseeuw (2001), por exemplo, principalmente no que diz respeito ao esfor¢co computacional
requerido pelas mesmas. Tais fatos devem ser considerados quando da utilizacdo de uma
metodologia baseada no Modelo de Regressdo Logistica e que exija uma verificagdo prévia da
existéncia de sobreposicdo de grupos. Também é necessdrio ter em mente, especialmente em
aplicagdes praticas, que o interesse de alguns pesquisadores concentra-se geralmente na eficiéncia
do método utilizado como modelo discriminante e nos resultados fornecidos, enquanto as questdes
relativas a existéncia de estimadores sdo objetos de estudo de especialistas dedicados a esta drea
especifica. Neste sentido é conveniente dispor de um método que forneca os estimadores
procurados, sem sofrer qualquer influéncia ocasionada por eventuais caracteristicas dos dados

disponiveis e que seja efetivamente 1til como ferramenta de apoio a tomada de decisoes.
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O Modelo de Regressdo Logistica Oculto (MRLO), aqui estendido para varidvel resposta
politdmica, segue rigorosamente a proposta apresentada por Rousseeuw e Christmann (2003),
comprovadamente eficaz para problemas com varidvel resposta dicotdmica. A abordagem utilizada
consistiu basicamente em uma generaliza¢do que possibilita a aplicacdo do modelo em questdo a
problemas com varidvel resposta politomica. As simulagdes realizadas sobre conjuntos de dados
disponiveis na literatura corrente mostram que a eficiéncia do MRLO nio € afetada pelo nimero de
grupos de observagdes, no sentido de fornecer estimadores para os pardmetros desconhecidos, seja
qual for a configuragdo dos conjuntos de dados, além de ndo exigir algoritmos complexos ou
dispendiosos para sua implementacdo computacional. Os resultados obtidos na comparagdao com
duas outras técnicas, Funciao Discriminante Linear e Redes Neurais Artificiais, também podem ser
um argumento em favor da viabilidade do MRLO no caso de varidvel resposta politomica.

As mesmas simulagdes mostram que o viés de cada estimador é maior para modelos
ajustados a conjuntos de dados com pouca ou nenhuma sobreposi¢ao, justamente 0s casos nos quais
o MRLO apresenta maiores indices de eficiéncia, em termos de classificacdes corretamente
efetuadas. Convém lembrar que o viés € avaliado em relacdo aos Estimadores Bootstrap. Por outro
lado, este fato mostra que o aumento do viés dos estimadores ndo afeta o desempenho do modelo
obtido, como € possivel observar nas matrizes de classificagdes apresentadas. Desta forma pode-se
argumentar que o modelo apresentado pode ser considerado uma ferramenta confidvel, além de

matematicamente consistente, para a analise e reconhecimento estatistico de dados categorizados.

Os Modelos de Regressao Logistica Individualizados (MRLI) mostraram que, embora ndo
sejam imunes a separacdo completa de grupos, podem ser utilizados em estudos preliminares para
fornecer uma descricdo mais detalhada dos dados. Ao identificar um grupo totalmente separado,
pode-se, por exemplo, remové-lo do conjunto de dados e concentrar a atengdo aos grupos
remanescentes, o que ndo € uma informacdo desprezivel em termos de resultados préticos. Além
disso, pode-se perceber que nas situagdes onde nao hd problemas para a convergéncia, os resultados

obtidos concordam fortemente com aqueles obtidos pelo MRLC e pelo MRLO.

O Modelo de Regressdo Logistica de Componentes Principais (MRLCP) apresentou
desempenho superior aos demais modelos em pelo menos uma das simulagdes apresentadas. Assim
como o MRLO, este modelo foi apresentado como opc¢do de abordagem a problemas com varidvel

resposta dicotdmica e, da mesma forma, mostrou-se uma op¢ao igualmente vidvel para a abordagem
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de problemas com varidvel resposta politdmica, embora ndo seja imune & completa separagdo de
grupos. A despeito deste fato, a possibilidade de escolher o niimero de componentes principais que
integrardo o modelo logistico resultante faz do MRLCP uma ferramenta no minimo adequada as
finalidades aqui tratadas. Além disso, a escolha de diferentes componentes principais permite, como
se verificou em alguns casos, contornar o problema causado pela completa separacdo de grupos, da
mesma forma que € possivel obter o mesmo efeito para o MRLC e para o MRLI quando se altera a

combinacdo de varidveis explanatérias que devem integrar o modelo obtido.

A implementacdo computacional de todos os modelos abordados ndo se mostrou uma tarefa
complexa. De fato, os algoritmos necessdrios podem ser escritos com relativa facilidade, sem contar
que algumas sub-rotinas podem ser encontradas em numerosos livros ou trabalhos publicados,
como o Método de Newton-Raphson, por exemplo, que é de longe o mais utilizado na estimagdo de
pardmetros para o Modelo de Regressao Logistica. A mesma facilidade de acesso a bibliografia é
verificada para algoritmos empregados na Andlise de Componentes Principais e também para os
procedimentos de execugdo de operagdes matriciais, de larga utilizag@o na estimacdo de parametros

e na referida analise.

A respeito de um dos outros métodos aqui abordados, a Rede Neural Artificial (RNA), é
possivel notar que a literatura disponivel estd repleta de argumentos, muitos favordveis e alguns
contrérios a sua utilizacdo. Esta discuss@o indica que o assunto € uma drea ainda aberta a pesquisas,
tanto no campo tedrico como no campo das aplica¢des praticas. O que ndo se pode ignorar € a
utilidade desta técnica, bem como seu potencial, para a resolugdo de problemas de reconhecimento
estatistico de padrdes. Também € justo lembrar que a concepcdo do MRLO ¢ inspirada na
arquitetura, ou topologia, de uma RNA com uma camada oculta, conforme declaram os proprios
pesquisadores que apresentaram o modelo em questdo. O desempenho, em termos de classificacdes
corretas, da RNA utilizada neste trabalho confirma a sua viabilidade como método discriminante,
amplamente divulgada na literatura disponivel. A Fun¢do Discriminante Linear (FDL), embora
criticada por alguns autores por exigir suposi¢cdes a respeito da matriz de covaridncias, suposi¢des
estas ndo confirmadas na prética, mostrou-se um método de considerdvel eficiéncia, além de servir
como ponto de partida para o desenvolvimento de outras abordagens, utilizando, por exemplo, a
Programacdo Linear. Além disso, é bem sabido que a FDL mostra-se mais eficiente quando
aplicada a conjuntos de dados que cont€ém varidveis continuas, mais especificamente varidveis com

distribui¢cao normal multivariada.
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A utilizagdo do Método Bootstrap deve levar em consideracdo o volume de dados tratados
em cada problema, uma vez que o tempo de execu¢do de um algoritmo baseado nesta técnica
aumenta na medida em que sdo incluidas mais observacdes e, também, mais varidveis explanatorias.
Também € conveniente lembrar que os problemas causados pelo viés dos estimadores tém efeito
reduzido sobre os resultados, quando as amostras possuem grande niimero de observagdes. Neste
trabalho optou-se por aplicar o método em questéio apenas na estimag@o dos vieses dos estimadores

calculados pelo MRLO por ser este o tinico modelo imune a completa separacdo de grupos.

Finalmente, pode-se concluir que os objetivos deste trabalho foram todos alcangados, tendo
em vista inicialmente a ampla comparacio entre diferentes métodos de estimag¢do de pardmetros,
seguida pelo desenvolvimento e implementacdo computacional dos mesmos, tendo como resultado
uma abordagem original no tratamento do problema de reconhecimento e classificacdo de padrdes
com varidvel resposta politdmica, através do Modelo de Regressao Logistica Oculto e do Modelo

de Regressdo Logistica de Componentes Principais.
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APENDICE I - ANALISE DE COMPONENTES PRINCIPAIS

A Andlise de Componentes Principais (ACP) ¢ utilizada no estudo da estrutura de
varidncia-covariincia através de combinacdes lineares das varidveis originais. Tem como objetivos
a reducdo de dados e o auxilio a interpretacdo dos mesmos. De acordo com Johnson e Wichern

(1988), a ACP ndo € uma finalidade em si, mas parte integrante de determinadas abordagens.

Embora o estudo da variabilidade exija p componentes, hd situagdes nas quais boa parte
desta variabilidade pode ser resumida por um nimero k, k < p, de componentes principais. Neste
caso as p varidveis originais podem ser substituidas por k componentes principais, possibilitando a
reducdo da matriz de dados de ordem n x p para uma matriz de ordem n X k. A ACP também auxilia
a expor relacdes entre as varidveis, relagdes estas que podem afetar fortemente os resultados

esperados.

Sejam p varidveis aleatorias X; , X, , ... , X, , e seja uma matriz de dados contendo n

observagdes das referidas varidveis na forma

X Xy X1
X X X
12 2 p2
! (ALI)
xln 'x2n 'xpn

As componentes principais sdo combinac¢des lineares das p varidveis aleatérias. Geometricamente
estas combinagdes lineares podem ser interpretadas como uma mudanga do sistema de coordenadas,
através da rotagdo do sistema original, tomando X, , X, , ... , X, como eixos coordenados, os quais

representam as direcdes com maxima variabilidade.

. 4o T . . e s .
Seja o vetor aleatdrio )_(z[X X, o X p] , cuja matriz de covaridncias ), possui

autovalores 4, >4, 2.2 4 > 0. Sejam também as combinagdes lineares

(AL2)
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Entdo as variancias e as covaridncias sdo dadas, respectivamente, por

Var(Y,)=1"%l. (AL3)

Cov(Y,,Y,)=1"%l, (AL4)

As componentes principais sdo as combinacdes lineares ndo correlacionadas e cujas
varidncias sdo tdo grandes quanto possivel. A primeira componente principal € a combinacio linear

que maximiza
Var(v,)=1]Xl,

Como a expressdo pode ser alterada pela multiplica¢do por qualquer constante, pode-se eliminar tal

indeterminacéo restringindo-se o problema a vetores unitarios, isto é

Max 1%l (ALS)
sa 1l =1 . .

A segunda componente principal, que ndo deve ser correlacionada com a primeira, é dada por

Max X,
s.a Il =1 . (AL6)
Cov(Y1 Y, )=0

A i — ésima componente principal é dada por
Max 131,

s.a I’ =1 . (AL7)
Cov(Y,,Y,)=0,k<i



99

Seja Y a matriz de covariancias associada ao vetor X = [X X, o X, ]T. Os pares
de  autovalores—autovetores de Y  sdo (/11 ,e, ) , (/12 ,e, ) Y (/1 »0€p ) , onde

A2, 2--2 4, 20.Ai-ésimacomponente principal é dada por

Y,=e X=e,X +e,, X, +...4e, X, , i=1,2,...p. (ALS)

Entao
Var(Y,)=eSe, =4, , i=1,2,..,p. (AL9)
Cov(Y,,Y,)=eYe, =0,i%k . (AL10)

Se A; = A, i # k, hd mais de uma opg¢do para a escolha de ¢; , e conseqiientemente Y; ndo € unica.
Johnson e Wichern (1988) demonstram que as componentes principais sdo ndo correlacionadas e

tém variancias iguais aos autovalores de )’ .

Sejam Y, , Y, , .. , Y, componentes principais associadas ao vetor

X= [X X, X, ]T , com matriz de covariancias ) . Entdo

P p
Oy +0y+. 40, =Y Var(X, )= A+, +..+4, =) Var(¥,). (ALl
i=l i=1

Isto significa que a varidncia total da populacdo é
o, toy+..t0o, =4 +4+..+4,,

de modo que a propor¢éo da varidncia total explicada pela j — ésima componente principal é

m =—7. (AL12)
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Se uma grande propor¢do, algo entre 80% e 90%, pode ser atribuida a m, m < p, componentes
principais, entio estas m componentes podem substituir as p varidveis originais sem muita perda de

informacao.

Finalmente, o coeficiente de correlagdo entre uma componente principal ¥; e uma varidvel X, é dado

por:

Pyy =——— ., ik=1,..p. (AL13)
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APENDICE II - METODO BOOTSTRAP

INTRODUCAO

Esta técnica foi apresentada por Efron (1979) e € indicada para estimar a distribui¢do
amostral de estatisticas a fim de medir a sua dispersdo, entre outras aplicagdes. Deve ser usada
quando ndo se dispde de resultado analitico ou, quando existir, seja fortemente assintdtico. Assim, €
importante em especial quando se trabalha com amostras de tamanhos reduzidos. O método consiste
em gerar um grande nimero de amostras com reposi¢cdo, da amostra original, usando a fungdo de
distribuicdo empirica dos dados originais (ou residuos de um modelo, ou outro procedimento). As
amostras assim geradas podem posteriormente ser utilizadas na constru¢do de uma estimativa da
distribuicdo amostral da estatistica de interesse. E, a partir dessa distribuicdo amostral bootstrap
pode-se obter, com base em percentis, intervalos de confianga bootstrap com determinada
probabilidade de cobertura para pardmetros, avaliacdo da variabilidade da estatistica que estima um
parametro, entre outras aplicagdes. A utilizacdo dos dados originais para gerar mais dados lembra o
truque utilizado pelo ficticio Bardo de Munchédusen, que conseguiu salvar-se de um naufragio
puxando a si mesmo pelos cadarcos de suas botas, em inglés bootstraps. Cabe ressaltar que o
principal objetivo do Método Bootstrap ndo € obter um aumento das informagdes trazidas pela
amostra original, mas conseguir uma nova visdo dos mesmos. A seguir apresenta-se uma introdugao

mais formal, adaptada de Davison e Hinkley (1997).

Seja uma amostra aleatéria {x; , x» , ... , x,} das varidveis aleatérias independentes e
identicamente distribuidas (i.i.d.) X; , X, , ... , X, , cujas funcdes densidades de probabilidades
(p.d.f.’s) e funcdes distribui¢des acumuladas (c.d.f.’s) podem ser representadas, respectivamente,
porf(.)e F(.).Areferida amostra ¢ utilizada para fazer inferéncias a respeito de um parametro 0,
utilizando a estatistica 7, cujo valor amostral é ¢. As questdes referentes a distribuicio de
probabilidade de T podem ser o valor do viés, o valor do erro padrdo ou o intervalo de confianga

para 0 usando 7.

Ha duas situagdes distintas, a paramétrica e a ndo paramétrica. A primeira ocorre quando é
possivel usar um modelo matemdtico contendo constantes ajustdveis, ou parametros, para
determinar f (. ). Neste caso o pardmetro 6 € uma componente, ou funcdo de W. Quando ndo existe

tal modelo, diz-se que a andlise € ndo paramétrica e utiliza-se apenas o fato de que as varidveis
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aleatodrias X; sdo i.i.d. Esta tltima pode ser ttil na andlise da robustez das conclusdes obtidas através

da andlise paramétrica.

Na andlise ndo paramétrica ¢ muito importante o uso da distribuicdo empirica, que atribui a

cada valor amostral x; a mesma probabilidade n ~ '. O estimador de F é a fungdo distribuicio

empirica (EDF), denotada por F , definida como a propor¢ao amostral

A #1x. <
ERAAL
n
ou, de modo mais formal, como
ﬁ(x)=lZH(x—xi) (AIL1)
n i

onde H( . ) € a funcdo passo unitdria, ou seja

0, u<0
H (u) = .

1, O<u
Os valores da EDF sdo fixados como (0, 1/n, 2/n , ..., n/n). Deste modo a EDF € equivalente a
esses pontos de acréscimo, os valores ordenados x() < X < ... < X¢. Quando ha valores repetidos
na amostra, ocorréncia comum em conjuntos de dados discretos, a EDF fixa probabilidades

proporcionais a freqiiéncia amostral dos mesmos.
SIMULACAO PARAMETRICA

Seja um conjunto de dados {x; , x, ..., x,}, para o qual ha um modelo paramétrico. A CDF

e a PDF podem ser denotadas por Fy(x) e fo(x), respectivamente. Quando @ € estimado por ¢, quase
sempre o estimador de mdxima verossimilhanca, tal substitui¢do fornece o modelo ajustado, com

CDF F (x) =F, (x) , que pode ser usado para calcular propriedades de 7, algumas vezes de modo

exato. Aqui se usa X para denotar a varidvel aleatéria distribuida conforme o modelo ajustado.
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Ciélculos tedricos com o modelo ajustado podem ser muito complexos, além disso, algumas
aproximagdes podem ndo ser disponiveis, ou confidveis, at¢é mesmo em fun¢do do tamanho
reduzido da amostra. Neste caso uma possivel alternativa € a estimagdo das propriedades a partir de

conjuntos de dados simulados. Tais conjuntos podem ser denotados por X;" , X, , ..., X, , e sido

independentemente amostrados da distribui¢do ajustada F'. A estatistica de interesse calculada a
partir de um conjunto simulado é representada por T". Das R repeti¢des obtém-se Tl* s Tz* Y e s TR*.
Deste modo as propriedades de (T — 0) sdo estimadas a partir de Tl* , Tz* s e s TR*. O estimador do

viés de T, p.ex., dado por
b(F)=E(TIF)-6 ,

pode ser obtido como

Além disso

R —_—
DT —t=T" —1. (ATL2)

r

B, =

x| =

r=I1

O parametro para o modelo é ¢, tal que (T~ — ) é andlogo a (T — ©). O estimador para a variancia de

T é dado por
v, =LZR:(T' -T'V. (AIL3)

De acordo com Davison e Hinkley (1997) as aproximag¢des acima sao justificadas pela lei

dos grandes nimeros.
SIMULACAO NAO PARAMETRICA

Em algumas aplica¢des o modelo paramétrico pode ser desconhecido, embora seja sensato

assumir que X; , X5, ..., X, s20 i.i.d. de acordo com uma fungao distribuicdo F' desconhecida. Neste
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caso é possivel usar a EDF F' para estimar a CDF F, como se fosse um modelo paramétrico.

Célculos tedricos sao possiveis em poucos casos, embora seja possivel obter boas aproximacdes.

Uma vez que a EDF fixa probabilidades iguais para os dados {x; , x5 , ... , x,}, cada X g

#

. , . . #* #
amostrado independentemente destes valores. Além disso, as amostras simuladas X; , X; , ..., X,
formam uma amostra aleatdria tomada com reposi¢do do mesmo conjunto. Esta modalidade de

reamostragem € chamada bootstrap ndo paramétrica.
INTERVALOS DE CONFIANCA

Uma das principais aplicacdes para um estimador 7 € o cdlculo de limites de intervalos de
confiancga para o parametro 6. Em geral utiliza-se a aproximacdo normal para a distribuicdo de 7,
com média dada por (6 + ) e varidncia v, onde 3 é o viés de 7. Se B e v sdo conhecidos, pode-se

escrever

172
A%

P(TStIF)E(ID[M}

onde ®( . ) € a distribui¢do normal padrao. Se o quantil o da distribui¢do normal padrao é dado por

zo = P (o), entdo um intervalo de confianca (1 — 2) é
¢
PB+v'/2z, <T-0<B+v?z_,)=1-2a. (AIL4)

Como na prética o viés e a varidncia ndo sdo conhecidos, ambos devem ser substituidos por

estimadores. Tanto  como v podem ser expressos como

B=b(F)=EF)-t(F) e v=var(T|F). (AIL5)

Supondo que F € estimada por F, os referidos estimadores podem ser obtidos mediante a

substitui¢do de F por F ,isto é

B=b(F)=E@1F)-1(F) ¢ 9=var(r1F) . (AIL6)
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De acordo com Davison e Hinkley (1997), a aproximag¢do normal para a obtencdo dos
estimadores em questdo ndo apresenta problemas para grandes amostras. Caso o tamanho da
amostra seja reduzido, a aproximagdo normal pode mostrar-se inadequada.

Se a distribuicdo de (T — 8) pode ser aproximada pela distribui¢io de (T~ — 7), entdo as

probabilidades acumuladas podem ser estimadas pela EDF dos valores simulados (1 — 1), ou seja,

se G(u) = P(T - 0 < u), entdo o estimador para G(u) € dado por
A 1 R ®
GR(u)=EZI[t; —t<u]. (AIL7)
r=1

onde /[E] € a funcdo indicadora do evento E, igual a 1 quando E € verdadeiro e O quando E ¢ falso.
A aproximacdo (AIL7) contém duas fontes de erro, uma entre G e G, em fun¢do da variabilidade

dos dados, e outra entre G, e G, devida a simulagdo finita.

Se forem utilizados estimadores bootstrap dos quantis para (T — 0), entdo um intervalo de confianca

(1 — 2 tera limites dados por

t_(t(*RH)(l—oc) _t) » 1= (t(*R—l)oc _t) : (AILS)

Os limites acima sdo chamados limites de confianca bootstrap bésicos, e sua acuricia depende do
nimero R, de amostras bootstrap, e da concordancia da distribui¢dao de (T* — 1) com a distribui¢do
de (T -0).

MODELOS DE REGRESSAO

Conforme Efron (1979), um modelo de regressdo geralmente é dado por

X, =g, (B)+e¢, (AIL9)
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onde g( . ) ¢ uma funcdo conhecida do vetor de parametros ET =[pi,....5,],enquanto €; ~ jnq C,

i=1,..,n
Normalmente, a informag@o que se tem a respeito de C é que estd centrada em zero, talvez

Ec(e) =0 ou Medianac(e ) = 0. A partir de uma amostra observada para X utiliza-se algum método

para estimar B , geralmente o Método dos Minimos Quadrados, ou seja,
5. C 2
fimin, > [x, - g, (B . (AIL10)
i=1

com o objetivo de obter alguma informacéo sobre a distribuicao amostral de B .

A aplicacio do Método Bootstrap pode ser efetuada pela definicio de C como distribuicdo

de probabilidade amostral dos residuos &, , isto é

C :mass — para £, =x,-_8,-(,3)'
n

De acordo com Efron (1979), se alguma componente de B é um parametro de posi¢@o para g( . ),
entdo C tem média igual a zero. Caso contririo, e se a suposicio de que Eq(e ) = 0 é bastante

plausivel, pode-se modificar C de modo a obter a média desejada. As amostras bootstrap sio dadas

por
X =g,(p+e . (AIL11)

Para cada amostra aplica-se o mesmo método de estimacdo, entdo

A

B iminy [ - 5,B)f

As amostras bootstrap obtidas podem entdo ser utilizadas para estimar a distribui¢do amostral de



