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Resumo

Um dos objetivos deste foi sugerir uma definicao de conjunto g-fechado para
espagos L-topoldgicos e estudar algumas propriedades. Com a nossa definicao, em
L-topologias, encontramos varios resultados analogos aos encontrados na topologia
geral. Nés também propomos uma versao L-fuzzy para espacos de Alexandroff que
batizamos de L-Alexandroff. Para estes espacos, definimos conjuntos g*-fechados e
encontramos varios resultados analégos aos obtidos em espacos de Alexandroff.

Palavras-chave: conjuntos g-fechados, conjuntos g*-fechados, espacos L-topolégicos,

espagos de Alexandroff.

Abstract

One of the goals of this work is to suggest a definition for g-closed sets in L-
topological spaces and study some of its properties. We could obtain in L-topology
similar results to those obtained in topological spaces. We also propose an L-fuzzy
version for Alexandroff spaces which we call here L-Alexandroff spaces. On these
spaces we define g*-closed sets and obtain similar results to those obtained in Alexan-
droff spaces.

Keywords: g-closed sets, g*-closed sets, L-topological spaces, L-Alexandroff

spaces.
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Capitulo 1

Introducao

Em 1965, um trabalho de Zadeh [30] causou grande interesse no mundo cientifico.
Em [30], Zadeh definiu os primeiros conceitos do que, futuramente, seria chamada
de matematica fuzzy.

Dado um conjunto universo qualquer X, sabemos que um subconjunto A de X

pode ser representado por sua fungao carcteristica x4 : X — {0, 1} definida como:

_J 0 sex¢ A
XA(I)_{l sex € A

Sejam A, B C X. Observe que:

L. XanB =XAa/N\XB

. XauB = X4V XB

ii. XAc:l—XA

iv. Se AC B, entao x4 < xB

v. xp=0
vi. Xx = 1
onde:

(xa A xs)(x) = xa(@) A xs(x) = min{xa(r), xs(z)},
(xa Vxp)(z) = xalz) V xp(r) = maz{xa(z), xp(z)},
0(z) =0e 1(x) =1, para todo = € X.

Assim as operagoes N, U entre conjuntos podem ser representadas, nas funcgoes

caracteristicas como A,V respectivamente, assim como a relacao C pode ser repre-



sentada por < nas funcoes caracteristicas.

O que Zadeh fez foi criar uma fungao p4 : X — [0, 1], baseada em x 4. Observe
que o contra dominio de p4 é o intervalo [0, 1]. A funcao 4 é chamada de conjunto
fuzzy.

Sejam A, B C X e pa,up : X — [0, 1] conjutos fuzzy. Com base nas operagoes

de uniao, interseccao, complementar e inclusao dos conjuntos classicos, temos que:

i. aoperacao A é chamada de interseccao fuzzy;

ii. a operagao V é chamada de uniao fuzzy;

iii. a operacao ¢ é a operacao que associa cada conjunto fuzzy p4 a funcao
pa®=1—pa;

iv. a relagao < é chamada de inclusao fuzzy. Se pus4 < up, diremos que i
estd contido em up;

v. o conjuto vazio fuzzy é dado pela fungao 0 : X — [0, 1] onde = +— 0;

vi. o cojunto universo fuzzy é dado pela funcdo 1: X — [0, 1] onde = +— 1.

Podemos observar que, ao contrario dos conjuntos classicos, nem sempre teremos

que:
pa\pa® =0

Para verificarmos isto, basta tomarmos p4(z) = 0, 5.

Um pouco mais tarde, em 1967, Goguen [14], generalizou os conjuntos fuzzy.

Para Goguen, dado um conjunto X, os conjuntos fuzzy poderiam assumir qual-
quer valor num reticulado completo L.

Os elementos 0 e 1 serao, respectivamente, os elementos maximo e minimo de L.

As funcgoes f : X — L sao chamadas de ”conjuntos L-fuzzy”ou L-conjuntos. A
familia de todos os conjuntos L-fuzzy de X sera representada por L.

As operacoes de interseccao e unido em LX nada mais sdo do que as operacoes
A, V(le-se supremo e infimo respectivamente). Assim, a unidao dos L conjuntos f
e g ¢ o L-conjunto fV g onde (fV g)(z) = f(x)V g(x) e a inteseccao f e g é o
L-conjunto (f Ag) onde (f Ag)(z) = f(z) Ag(z). A relagdo de inclusao é dada por
<. Diremos que f < g se e somente se f(z) < g(x) para todo x € X. A operagao

de complementar pode ser definida pela involucao de ordem reversa ’.



Seja L = (L, <, A, V,0,1) um reticulado completo. Dados a,b € L, chamaremos
de involucao de ordem reversa a operacao ' : L — L no qual os elementos a’ e V/

satisfazem:

e q < b se e somente se b < a
n/
e (d) =a

Sejam 0 e 1 os elementos minimo e méaximo de L respectivamente. Podemos
observar que a involucao de ordem reversa satisfaz,de maneira analoga, algumas

propriedades do complementar de um conjuto classico:

i. Se f<g,entao ¢ < f’;
i 1U=0e0 =1,

ii. (fAg)=fVd

iv. (fvg)=fng

v. (S =1

Onde os conjuntos L-fuzzy 0: X — L e 1: X — L sdo definidos como 0(z) =0
e 1(z) = 1 para todo z € X.

Porém uma das mais importantes propriedades, que seria: fAf’ = 0, nem sempre
é valida. Para verificarmos isto, basta sabermos que [0,1] € R com a relagao de
ordem usual é um reticulado completo e definirmos f' = 1— f e f(z) = 0,5, para
todo x € X.

Convém observar que um conjunto fuzzy é uma generalizacao da funcao carac-
teristica e um L-conjunto é uma generalizacao de um conjunto fuzzy.

Falta ainda um conceito importante: temos nocao de que um conjunto classico
poderia se comparar a uma reuniao de objetos bem definidos. Assim, se os 7 L-
conjuntos”sao fungoes , o que poderia ser seus ”elementos”?

Uma definigao foi dada por Warner [25] e a usaremos em todo trabalho.

Dado um reticulado L, diremos que p € L é um elemento primo se e somente
se p# 1 eainda a Ab < pimplicar em ¢ < p ou b < p. O conjunto de todos os

elementos primos de um reticulado completo L serd denotado por Pr(L).



Pela defini¢ao dada por Warner, dados z € X e p € Pr(L), um L-ponto é uma

funcao z, : X — L, definida como:

| p sex=y
i ={ 1§ e

Note que z, ¢ também um L-conjunto.

Diremos que um L-ponto x, pertence ao L-conjunto f,e escrevemos x, € f se e
somente se f(x) £ p. Observe que se f,g € L~ sao tais que 7, € f e f < g, entdo
x, € g, pois, caso z, ¢ g, teriamos que g(x) < p e assim, f(z) < g(x) < p, i. e,
z, ¢ f, 0 que negaria a hipdtese.

Sex € f,pe Pr(L)e f e LY sao tais que f(x) > p, entdo z, € f, porém, como
L nem sempre é um conjunto totalmente ordenado, a reciproca da afirmacgao acima
pode ser falsa. Mas, caso L seja um conjunto totalmente ordenado a reciproca acima
serd verdadeira.

Outro detalhe importante a ser notado é que, ao contrario dos conjuntos classicos,
z, € f nao é condi¢do necessaria nem suficiente para afirmar que x, ¢ f’, uma vez
que f(x) £ p pode nao ser equivalente a f'(z) < p.

A primeira defini¢ao de espago topolégico fuzzy foi dada por Chang [7]. Chang
definiu um espaco topoldgico fuzzy como sendo um conjunto classico & de conjuntos

fuzzy, cujo reticulado é o intervalo real [0, 1], em que:

i. 0,1€$y

ii. Se fie€S,i€ Jentao \/ f; €
icJ

iii. Se f; € 3,2 =1,...,n entao /n\fl- € S.
i=1
O espagos que chamaremos de Goguem tem uma defini¢ao analoga a de Chang,
entretanto, ao invés de conjuntos fuzzy sobre o reticulado [0, 1], os elementos de &
sao conjuntos L-fuzzy, i. e., definidos sobre um reticulado L.

Atualmente, porém, chama-se de espago topologico fuzzy o espaco proposto por

Sostak cuja definigao, dada abaixo, encontramos em [10]:



Dados um conjunto X e um reticulado L, chamaremos de topologia L-fuzzy uma

funcao & : LX — L onde:

i (1) =3(0) =1;
i, S(uAv) > S(u) AS), Vu,v € LE;

iii. %(\/fz) > ANS(f;), Vi€ J, f; € L.
ieJ

O espagos de Goguem sao conhecidos hoje como espagos L-topolégicos.

Os conjuntos g-fechados foram introduzidos na topologia classica por Levine em
[17]. O objetivo de Levine foi generalizar os conjuntos fechados, para isso, definiu
os conjuntos g-fechados como segue:

Seja (X, ) um espago topoldgico, diremos que A C X é um conjunto g-fechado
se e somente se para todo U € & onde A C U temos que A C U.

Com a defini¢ao acima, é evidente que todo conjunto fechado é g-fechado (uma
vez que todo conjunto fechado é igual ao seu fecho), porém, nem todo g-fechado é
fechado.

Levine [17] mostrou que muitos resultados cldssicos para conjuntos fechados tem
um resultado analogo para conjuntos g-fechados. Por exemplo, na topologia classica
temos que “Todo conjunto fechado em um espaco compacto é compacto”. Levine
prova que “Todo cojunto g-fecahdo em um espago compacto é compacto”. Ou seja,
muitas propriedades dos conjuntos fechados sao validos para conjuntos g-fechados.

Em [6], B. Balasubramanian e P. Sundaram deram uma defini¢do de conjuntos
g-fechados fuzzy como segue: “um conjunto L-fuzzy p é g-fechado no espago L-
topolégico (X, ) se e somente se para todo a € < temos que p < a implica em
< a”, porém, com essa definicao, nao garantimos o resultado que nos diz que todo
conjunto g-fechado em um L-espaco compacto é compacto, utilizando a definicao de
compacidade dada por Kudri [19].

Neste trabalho, provamos também, com a nossa defini¢ao, que alguns resultados
para conjuntos L-fechados possuem um resultado analogo para conjuntos g-fechados

em um L-espaco. Convém observar que alguns teoremas foram demonstrados com



uma restricao, na maioria dos casos, essa restricao refere-se ao reticulado L.

Ainda em [17], Levine define conjuntos g-abertos: Um determinado conjunto é g-
aberto se e somente se seu complementar é g-fechado. Com uma definigao andloga em
L-espagos, provamos varios teorema equivalentes de [17] para L-espagos utilizando
a nossa definicao.

Em 1940, A. D. Alexandroff em [1] ao estudar fungoes e medidas em espagos
variados, definiu um espago como sendo um para ordenado (X,d) onde 6 é uma
colecao de subconjuntos de X onde X, () € § e a unido finita e a intersecao enumeravel
de elementos de ¢ pertencem a 0. O par ordenado (X, ¢) assim definido é chamado
de espaco de Alexandroff e os elementos de ¢ sdo chamados de conjuntos fechados
de (X, ¢). Podemos observar que todo espaco topoligico é de Alexandroff.

Em [9], P. Das e M. A. Rashid definiram em um espago de Alexandroff os con-
juntos g*-fechados. O objetivo de Das e Rashid foi fornecer uma versao dos conjunto
g-fechados para espacos de Alexandroff.

Neste trabalho, mostramos no capitulo 4 que as defini¢oes de conjuntos g-fechados
e g*-fechados em um espaco topoldgico sao equivalentes. Além disso, sugerimos a
definicao de um espago de Alexandroff como base nos conjuntos L-fuzzy e também
uma definicao para conjuntos g*-fechados.

O primeiro capitulo é dedicado a apresentacao dos conceitos basicos de reticula-
dos, L-conjuntos, L-pontos e L-espacos.

No segundo capitulo, apresentaremos um estudo dos conjuntos g-fechados.

J& no capitulo terceiro, sugerimos uma definicao de conjuntos g-fechados para
espacos L-topologicos.

No quarto capitulo apresentamos a definicdo de espacos de Alexandroff e de
conjuntos g*-fechados.

Por fim, no quinto capitulo sugerimos uma definicao de espacos de Alexandroff

para L-conjuntos (que chamaremos de espacos de L-Alexandroff) e conjuntos g*-



fechados para esses espagos.
Demonstramos de maneira prépria alguns resultados de [17] e [9].
Em todo o trabalho, todos os resultados e definicbes sem atribuicao de autoria

sao nossa contribuicao.



Capitulo 2

L-topologias

O presente capitulo contém algumas definigoes e resultados béasicos que serao
utilizados em todo trabalho.

Ele esta dividido em trés segoes: a primeira apenas com algumas defini¢oes e
observagoes sobre reticulados, ja a segunda secao contém as defini¢oes sobre L-
conjuntos e L-pontos e na terceira secao resultados e definigoes importantes em

espagos L-topoldgicos, entre estes a definicdo de compacidade dada por Kudri [19]

2.1 Reticulados

Definicao 2.1.1 (Birkhoff, [3])
Um reticulado L = (L, <,\,V) € um conjunto L munido de uma ordem parcial
<, no qual todo subconjuto finito tem um infimo e um supremo, onde infimo e

supremo sao denotados respectivamente por N\ e V.

Observagao 2.1.2

Se L é um conjunto totalmente ordenado, entao L é um reticulado.

Definicao 2.1.3 (Birkhoff, [3])
Um reticulado completo é um reticulado no qual todo subconjunto tem infimo e

supremo. Vamos denotar o supremo de L por 1 e o infimo de L por 0.



Observamos que 0 = V@ e 1 = AD

Defini¢ao 2.1.4 (Gierz et al. [13])
Um reticulado L é chamado de completamente distributibvo se e somente se é

completo e atende a sequinte condicao: N\ | Ve, | = V (/\Q,f(i)) , onde para
iel \ jeJ; fer \iel
cada i€ I e para cada j€ J;, €, ; € L e K € o conjunto de todas as fungoes f : I — UJ;

tal que para todo i € I, f(i) € J;.

Definicao 2.1.5 (Birkhoff, [3])
Uma involu¢do com reversao de ordem em um reticulado L € uma funcdo, e — €,

tal que:
e ce<b=1V<¢
o () =¢

Defini¢ao 2.1.6 (Hutton, [15])
Um reticulado fuzzy é um reticulado completamente distributivo com uma in-

volugao com reversao de ordem.

Nota 2.1.7
Breuckmann em [5], mostra que a involug¢do com reversao de ordem’ : L — L é

uma bije¢cao e ) =1 e 1’ =0.
A menos que se diga o contrario, a partir de agora L sera um reticulado fuzzy.

Defini¢ao 2.1.8 (Gierz et al., [13])

Seja L um reticulado. Diremos que um elemento p € L € primo se e somente se:
1. p#1;
2. See,be L sao tais que e Nb < p, entao e < p ou b < p.

O conjunto dos elementos primos de L serd denotado por Pr(L).

9



Defini¢ao 2.1.9 (Gierz et al, [13])
Seja L um reticulado. Diremos que um elemento o € L é coprimo se e somente

se quando:
1. o #0;
2. See,be L sao tais que a« < eV b, entdo a < e ou a < b.

O conjunto dos elementos coprimos de L serd denotado por Cp(L).

Proposicao 2.1.10 (Blyth e Janowitz, [4])
Seja (L)) um reticulado completo com uma involugao com reversao de ordem.

Entao para toda familia {e;};c; de membros de L temos:

/
1. ( V Gi) = A ei’
ieJ ieJ
!
2. ( N ei) =V 62'/
icJ icJ

Seja Pr(L)" = {p/|p € Pr(L)}. Temos que Pr(L) = Cp(L). De fato, seja
qg € Pr(L) ee,b € Londe g <eVb Assim deve existir p € Pr(L) onde g = p'.
Com isso p' < eV b, logo (e Vb) < p, ou seja, € AV < p. Como p é primo temos
que € < poul <pecomisso: p <eoup <b, ouseja, p =q é primo. Seja agora
a € Cp(L), vamos mostrar que existe p € Pr(L) onde o« = p’. Sejam e,b € L de
forma que e Ab < o, assim, a < (e Ab)’, ou seja, o < €/ V. Como « é coprimo, por
definicao, temos que a < €' ou a < ¥, logo, e < o ou b < o/, ou seja, o é primo,
assim, deve existir p € Pr(L) onde o = p, i. e., « = p'. Além disso 0 ¢ Pr(L)’,

pois como para todo p € Pr(L), p # 1, temos que, para todo p € Pr(L), p' # 0.

10



2.2 [L-conjuntos e L-pontos

Definicao 2.2.1 (Goguen,[14])
Chamaremos de um L-conjunto sobre X uma funcio da forma f : X — L,
onde X é um conjunto qualquer. O conjunto de todos os L-conjuntos sobre X serd

denotado por LX.

Observacao 2.2.2
Convém notar que para um dado subconjunto A C X, a funcdo caracteristica

x4 : X — L definida por:

[ O0sexé¢ A
XA(x)_{ lsexe A

¢ um L-conjunto de L.

Observacao 2.2.3
Em LX podemos definir quaisquer operacies que L possua e essas operacoes em
L obedecerdo todas as leis vdlidas em L. Assim, se L é um reticulado fuzzy entdo

LX também serd.

Observacgao 2.2.4
Em LX, vamos definir uma ordem parcial < , operagées de supremo (V) e infimo

(A) e uma involugao de ordem (") como sequem:

1. Sejam f,g € L*. Denotamos f < g se, e somente se, para todo z € X temos

que f(z) < g(x). Diremos assim que f estd contido em g.

2. Seja {fi}ics em L¥. Definimos (\/ fi) e (/\ fi) como sendo elementos de

ieJ ieJ
L~ onde

11



(V)@= v i) =i i€ 1)

i€J
(A£) @)= Ao =t i€ )
para todo = € X.

As operagoes \/ e A em L¥ sdo chamadas respectivamente de uniao e inter-

seccao.

3. Dado f € L*, definimos f” ao elemento de L onde para todo z € X: f'(x) =

(f(x))"

Teorema 2.2.5

Seja { fi}ics uma familia de LX. Entdo:

(W) -

ied ieJ
!
s (n) =
ied ieJ
Prova

Seja { fi}ics uma familia de LX e x € X. Temos, pela proposigao 2.1.10, que:

(V1) 0= (Vi) = A= Arw

ieJ icJ icJ ieJ

~_
I
>
s

Como z € X é qualquer, temos que (\/ f

!/
De maneira analoga prova-se que ( NS ) =V/

c.q.p-

Definicao 2.2.6 (Warner, [24])

Seja p € Pr(L). Chamaremos de L-ponto ao elemento x, € LX definido como

lsey#x
wp(w:{psey:x

Dado f € L, diremos que x, é um membro de f, e denotaremos por x, € f, se
f(x) £ p.

12



Observacao 2.2.7
Os L-pontos sdo os elementos primos de L~. Por isso, denotamos o conjunto

dos L-pontos de L por Pr(LX).

Definicao 2.2.8 (Weiss, [28])

Seja f € LX. Chamaremos de suporte de f ao conjunto supp(f) definido como:

supp(f) = {z € X | f(x) > 0}
2.3 L-topologias

Defini¢ao 2.3.1 (Chang, [7])
Chamaremos de uma L-topologia em X a uma colecio S C LX que satisfaz as

sequintes condigoes:
1. Os L-conjuntos O e X definidos como O(x) =0 e X (x) =1 pertencem a ;
2. Dada uma familia {f;}ic; em S, temos que \/ fiestd em ;
ieJ

3. Dados f e g €3, temos que f N g € 3.

O par (X,S) € chamado de espago L-topoldgico.
Os elementos de S sdo chamados de L-abertos de LX. Diremos que um L-

conjunto f € L-fechado se f' é L-aberto.

Definicao 2.3.2 (Pu e Liu, [21])
Seja (X, ) um espago L-topoldgico e seja f € LX. O interior de f, f°, e o fecho

de f, f, sao definitos como:

fF=v{ge3g< f}

f=NMgel¥g>fed e}
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Observacao 2.3.3

Observamos que:

1. f° é o maior L-aberto contido em f e f € o menor fechado contendo f;

3. (Azad, [2]) Para uma familia { f;}ics de L-conjuntos temos que:

s ()= ()

i11. Se J € finito, entdo (\/E) = (\/fz)

ieJ ieJ
Defini¢ao 2.3.4 (Warner e McLean, [26])

Um espago L-topoldgico (X,¥) € chamado de compacto se para todo p € Pr(L)

e para toda familia {fi}ic; em I onde (\/fz) () £ p (ou seja: x, € \/ f;) para
icJ

=
todo x € X, existe FF C J, F finito, onde (\/ fi) () £ p (x, € V fi). para todo
ieF ieF
xz e X.

Definigao 2.3.5 (Kudri, [18])
Seja (X, ) um espago L-topologico. Diremos que o L-conjunto g € L* é com-
pacto se para todo p € Pr(L) e para toda familia {f;}ic; de conjuntos L-abertos

onde (\/fl) () £ p (xp € V fi) para todo x € X com g(x) > p' (x, ¢ ¢') existe

ieJ i€ J
F e J, F finito, onde (\/ fl) () £ p (x, € \ fi).para todo x € X onde g(x) > p'.

1€EF i€

Em simbolos, a definigao acima fica:
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Para todo p € Pr(L) e para toda familia {f;};c; em < onde:
(Vz € X)(g9(z) = p = (\/f) (z) £ p)
icJ
implica que existe F' C J, F' finito, onde:

(Ve € X)(9(z) 2 p' = (\/f) () £ p)

S

Ou ainda, podemos reescrever como:
(Vz, € PT(LXD(% ¢g =€ (\/fz))
ieJ
implica que existe F' C J, F' finito, onde:
(Va, € PT(LX))(%D ¢g = 1,€ (\/fz))
el
Proposicao 2.3.6 (Kudri, [19])
Seja (X,) um espago L-topoldgico. Se g é um L-conjunto compacto, entdo para

cada conjunto L-fechado h, g A\ h é compacto.

Prova

Seja g um L-conjunto compacto e seja h um L-fechado.

Seja p € Pr(L) e {f;}ic; uma familia de L onde:

(Ve e X))(z, € (gANh) = x, € (\/ﬁ))

i. e., seja p € Pr(L) onde
(Ve € X)((g Ah)(x) = pr = (\/ﬁ) (z) £ p)

Seja B = {f;}ies U{Rh'}. Assim temos que:

(Ve € X)(g(z) = pr = (\/k> (z) £ p)

keB
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De fato, seja x € X tal que g(z) > p' (z, ¢ ¢'). Se h(z) > p' (x, ¢ 1),
entdo (g A h)(x) > p' (z, ¢ (g9 A h))e assim (\/fz) () £ p (z, € <\/fl)), logo,

ieJ ieJ

( v k) (z) £ p (z, € (k\e/Bk:)). Caso h(z) # p' , temos que }'(z) £ p, i. e.: x, € I/

keB

e assim (\/ k) () £p (zp € ( V k:)) Como g é, por hipotese, compacto, temos
kEB kEB

que existe um F' € K, onde F = {f1, fo, f3, ..., fu, W'} € :

(Vo € X)(g9(x) > pr = (\/k‘> () £ p)

keF

ou

(VeeX) (e, ¢ g =z, € (\/k))
keF
Com isso, temos que:

VzeX)((gAh)(x)=p = | \/ fi]@£p)
m}

(Vo€ X)(z, ¢ (gAh) = ze |\ fi])

De fato, pois, dado x € X, de forma que (g A h)(z) > p/, temos que g(x) > p'.

Logo, como vimos acima, (\/ k:) () £ p. Com isso, deve existir k € F onde
keF

k(x) £ p, pois, se para todo k € F tivessemos que k(z) < p, o elemento primo p

seria uma cota superior do conjunto F(x) = {fi(z); fo(x);...; fu(z), W' (2)} e dessa

forma (\/ k> (x) < p. Por (¢ A h)(x) > p , temos ainda que h(z) > p/, ou
keF

seja, h'(z) > p, logo, k # k', entao \V} fi> (z) £ p para todo z € X onde
(h A g)(x) > p'. Como a familia inicial {f;};c; em S e p € Pr(L) sdo quaisquer,
temos que h A g é compacto.

c.q.p.

Corolario 2.3.7 (Kudri, [19])
Seja (X, ) um espago L-topoldgico. Se g é um L-conjunto compacto, entdio cada

L-fechado contido em g € compacto também.
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Proposicao 2.3.8
Se (X,) € um espago L-topologico compacto, entdo o L-conjunto X, definido

como X (z) =1 para todo x € X, € compacto.

Prova

Seja p € Pr(L) e {fi}ics em & de forma que:

(Ve e X)(X(z) > p = (\/fz> (z) £ p)

ieJ

Como para todo z € X, X(x) =1 > p/, temos que a afirmagao acima resume-se em:

(Vo € X)( (\/ fl>
i€J
Por (X, <) ser compacto, temos que existe F' C J, F finito, onde:
(V€ X)( <\/fl>
i€EF
Que pode ser reescrito como:
(Vz € X)(X(z) 2 p' = (\/f) (z) £ p)
i€F

ou seja, X € L* é compacto.
c.q.p.

Corolario 2.3.9 (Kudri [19])

Todo L-conjunto L-fechado em um espago L-topologico compacto é compacto.

E f4cil verificar isso, uma vez que,pela proposicao anterior, o L-conjunto X é com-
pacto se o espaco for compacto. E assim, pelo corolario 2.3.7, se f = f A X é

L-fechado, entao é compacto.
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Defini¢ao 2.3.10 (Warner e McLean, [26])
Um espago L-topologico (X,SY) é chamado de Hausdorff se e somente se para

todo p,q € Pr(L) e para todo par x,y € X sendo x # y, existem f,g € I onde
f@)€p (e f) 9y) £a (yg€9)e (V€ X)(f(2) =0 o0ug(z) =0).

Definicao 2.3.11 (Kudri, [19])

Um espago L-topoldgico € reqular se e somente se para todo p € Pr(L), para cada
r € X e cada L-fechado f tal que existe y € Y com y, ¢ f' (ou seja, f(y) > p') e
f(z) =0, existem u,v € I com x, € u (ou seja, u(x) £ p)y, € v para todo y, ¢ [’

e (Vz e X)(u(z) =0 ou v(z) =0).

Definicao 2.3.12 (Kudri, [19])

Um espago L-topoldgico (X, ) € normal se e somente se para todo p € Pr(L) a
para todo par f,g de L-fechados tais que existem x,y € X com x, ¢ f' (f(z) > p')
ey &€ g (9ly) > ) e (Vz € X)(f(z) =0 ou g(z) =0), existem u,v € ¥ no qual
para todo z, ¢ f', 2, € v (v(2) £ p); para todo z, ¢ ¢, 2, € ue (V2 € X)(u(z) =
0 ou v(z) =0).

Observacao 2.3.13

A definicao acima pode ser reescrita como seque:

Um espago L-topoldgico (X, ) € normal se e somente se para todo p € Pr(L) a
para todo par f,g de L-fechados tais que existem x,y € X com x, ¢ f' (f(z) > p')

eyp €9 (9ly) >7) e (Vze X)(f(2) =0 ou g(z) =0), existem u,v € F no qual:
(Vz € X)(f(x) 2 p' = ulz) £ p); (Vo € X)(g(x) = p' = v(z) £ p)

e ainda

(Vz € X)(u(z) =0 ou v(z) =0)
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(Vz, € Pr(L))(z, ¢ f = v, € u); (Yo, € Pr(LX))(z, € ¢ = 1, €0)

e ainda

(Vz € X)(u(z) =0 ou v(z) =0)
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Capitulo 3

Conjuntos g-fechados

Neste capitulo apresentamos a definicdo de conjuntos g-fechados que motivou
parte desta dissertacao.

O capitulo estd dividido em trés segoes. A primeira se¢ao é dedicada ao con-
juntos g-fechados onde Levine mostra que esses conjuntos possuem propriedades
semelhantes ao dos conjuntos fechados e que todo conjunto fechado é g-fechado,
ou seja, os conjuntos g-fechados sao uma generalizacao dos conjuntos fechados. Na
segunda secao temos a definicao de conjunto g-aberto e algumas propriedades. Por
fim, na terceira se¢ao um dos pontos principais do artigo [17]: a defini¢ao de um

novo axioma de separagao denominado de T 5.

3.1 Conjuntos g-fechados

Definigao 3.1.1 (Levine, [17])
Seja (X, T) um espago topologico. Um subconjunto A de X € g-fechado se e

somente se A C U quando A C U e U € aberto.

Ou seja, um conjunto A é g-fechado se e somente se para todo U € 7, se A C U,

entdo A C U.
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Teorema 3.1.2 (Levine, [17])
Seja (X, T) um espago topologico. Um subconjunto A de X € g-fechado se e

somente se A— A nao contém nenhum conjunto fechado diferente do conjunto vazio.

Prova

Necessidade: Seja F' um conjunto fechado do espago (X, 7) de forma que F C
A — A. Assim, F C A€, com isso A C F°. Como A é g-fechado, temos que A C F¢,
ou seja, F' C (Z)C. Desta forma, F C AN (Z)C = () e assim F & vazio.

Suficiéncia: Digamos que o tinico conjunto fechado contido em A— A é o conjunto
vazio. Seja U € 1 de forma que A C U, logo, U¢ C A¢. Com isso, ANU® C A — A.
Como, por hipotese, o tnico fechado contido em A — A é o conjunto vazio, temos

que ANU® =0, entdo A C U°.

c.q.p.

Corolario 3.1.3 (Levine, [17])
Seja (X, T) um espago topoldgico. Um conjunto g-fechado A de (X, T) € fechado

se e somente se A — A € fechado.

Prova

Necessidade: Se A é fechado,entdao A = A, e assim A — A = 0 Suficiéncia:
Digamos que A — A seja fechado. Como A é g-fechado e A — A é um subconjuto de
si mesmo, temos, pelo teorema anterior, que A — A =0, e assim A = A, i. e, A é

fechado.

c.q.p-

Teorema 3.1.4 (Levine, [17])
Seja (X, 7) um espago topolégico. Se A e B sao conjuntos g-fechados, entao

AU B também € g-fechado.
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Prova

Seja U € 1 de forma que AUB C U. Assim, AC U e B C U, logo, AC U e

BCU, comisso AUBCU,i eAUBCU.
c.q.p.

Exemplo 3.1.5
A interseccao de dois conjuntos g-fechados mem sempre € um g-fechado. De
fato, seja,por exemplo, X = {a,b,c} e ={0,{a}, X}. Se A= {a,b} e B=1{a,c}.

Assim, tanto A com B sao g-fechados, mas, AN B = {a} ndo .

Teorema 3.1.6 (Levine, [17])
Seja (X, T) um espago topolégico. Se A, B sdo tais que B C A C X, de forma
que B € g-fechado relativo ao subespaco A e A € g-fechado relativo X, entdo B é

g-fechado relativo a X .

Prova

Seja U um aberto de X, de forma que B C U. Assim BN A C U N A, ou seja,
B C UN A. Logo, por hipotese, B4 C UN A, onde B, é o fecho de B em relacio a
A . Com isso, AN B C ANU, de onde concluimos que A C U U (E)c. Sendo que
A é g-fechado em X, temos que A C U U (E)C. Logo, BCACUU (E)C, com isso,

BCU.
c.q.p.

Coroléario 3.1.7 (Levine, [17])
Seja (X, T) um espago topolégico. Seja A um conjunto g-fechado e suponha que

F é um conjunto fechado. Entao AN F € um conjunto g-fechado.
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Prova

Basta verificarmos que AN F' é fechado no subespaco A e assim g-fechado nesse.

Aplicando agora o teorema anterior, temos que, A N F' é g-fechado.
c.q.p.

Teorema 3.1.8 (Levine, [17])
Seja (X, T) um espago topolégico. Se A C X € g-fechado e B C X € tal que
AC B CA, entio B é g-fechado.

Prova

Seja B C U, onde U € 7. Assim, A C U, logo, A C U. Como A é fechado e

B C A, temos que B C A, e assim, B C U.
c.q.p-

Teorema 3.1.9 (Levine, [17])
Seja (X, 1) um espago topoldgico. Seja A CY C X e suponha que A € g-fechado

em X. Entdo A € g-fechado relativo a 'Y .

Prova

Seja U € 7 de forma que A C Y NU. Assim, A C U. Como A é g-fechado,
temos que, A CU. Logo YNACYNU,i e. By CYNU onde By é o fecho de

B relativo a Y.
c.q.p.

Teorema 3.1.10 (Levine, [17])
Seja (X, T) um espago topoldgico e ® a coleg¢ao de todos os conjuntos fechados de

(X, 7). Dessa maneira T = ® se, e somente se todo subconjunto de X é g-fechado.
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Prova

Necessidade: Digamos que 7 = ®. Assim, todo conjunto aberto é fechado e vice-
versa. Seja A um conjunto de X e U € 7 de forma que A C U. Assim A C U = U.

Suficiéncia: Vamos verificar que se 7 C &, entao 7 = ®. De fato, digamos que
todo conjunto aberto é também fechado. Seja F' € &, entao, F¢ é aberto, logo,
fechado. Assim, (F°)° = F é aberto e com isso mostramos que 7 = F.

Seja U € 7. Queremos mostrar que U € ®. Como U C U e esse, por hipotese, é

g-fechado, temos que U C U. Logo U = U, ou seja, U é fechado.

c.q.p-

Teorema 3.1.11 (Levine, [17])
Seja (X, 7T) um espago topoldgico compacto e A C X um conjunto g-fechado.

Entao A é compacto em (X, T).

Prova

Seja {U;};c, uma cobertura aberta de A em (X,7). Logo, como A C [JU;,

icJ
temos que A C |JU;. Como A é compacto, temos que existe F C A, F finito, onde
icJ
A C AC U, ou seja, A é compacto.
ieJ
c.q.p.

Teorema 3.1.12 (Levine, [17])
Seja (X, 7) um espago de Lindelof (ou paracompacto ou enumeravelmente com-
pacto) e suponha que A € um subconjunto g-fechado de X. Entao A € Lindelof (ou

paracompacto ou enumeravelmente compacto).
A prova desse teorema é analoga a prova do teorema anterior.

Teorema 3.1.13 (Levine, [17])
Seja (X, ) um espago normal e suponha que Y é um subconjunto g-fechado em

X. Entao o subespago (Y, Ty) € normal.
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Prova

Sejam E e F conjunto fechados de X de forma que (ENY)N(FNY) = 0. Assim
YN(ENF)=0,ecomisso, Y C(ENF). Como (EN F) é aberto, temos que
Y C(ENF). Comisso, (ENY)N(FNY)=0. Como (X,7) é normal, existem
UV € 7, U eV disjuntos, onde (ENY) C U e (FNY) C V. Sabendo-se que
Y CY,obtemos (ENY)C (UNY)e (FNY)C(VNY).

c.q.p-

Teorema 3.1.14 (Levine, [17])
Se (X, 1) € um espago topoldgico reqular e se A é compacto em (X, T), entdo A

¢ g-fechado.

Prova

Digamos que A C X é compacto e U € 7 é tal que A C U. Assim, temos que

existe V€ ronde ACV CV CU. Logo, ACV CU.
c.q.p.

Teorema 3.1.15 (Levine, [17])
Se (X, T) € um espago topolégico regular e localmente compacto e se A € um
g-fechado, entao A € localmente compacto na topologia relativa. (o subespago (A, Ta)

¢ localmente compacto).

Prova

Seja x € A, logo, existe z € N C X, onde N é uma vizinhanca compacta de x.
Como (X, 7) é regular, existe U € 7 onde # € U C U C N. Assim, ANU é uma
vizinhanca de A e, pelo corolario 3.1.7, é g-fechado em X. Pelo teorema 3.1.9, é

g-fechado em N e assim, compacto, pelo teorema 3.1.11.

c.q.p-
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Teorema 3.1.16 (Levine, [17])
Se (X,7) é um espago topoldgico normal e F N A = () onde F ¢é fechado e A é

g-fechado em X, entao existem U,V € 7, U eV disjuntos onde F CU e ACV.

Prova

Dados F' e A como acima, temos que, A C F¢. Sendo F' fechado temos que F*° é
aberto, assim, como A é g-fechado temos A C F°. Entao AN F = (). Logo, existem

U,V € 7 disjuntosonde ACACUe FCV.
c.q.p.

Exemplo 3.1.17

De maneira geral, conjuntos g-fechados disjuntos em um espaco normal, nao po-
dem ser separados por conjuntos abertos disjuntos. Seja, por exemplo, X = {a,b,c}
e = {0,{a}, X}. Dessa maneira, {b} e {c} sao g-fechados disjuntos, mas ndo

podem serem separados por abertos disjuntos de (X, T).

3.2 Conjuntos g-abertos

Definigao 3.2.1 (Levine, [17])
Diremos que um subconjunto A do espago topoldgico (X, ) € g-aberto se e so-

mente se A® é g-fechado.

Teorema 3.2.2 (Levine, [17])
Seja (X, 1) um espago topolégico e ® a coleg¢io de todos os fechados de (X, ).

Um conjunto A € g-aberto se e somente se F' C A° quando F € & e ' C A.

Prova

Necessidade: Seja A é g-aberto e F' € ® de forma que F' C A. Dessa maneira,

A°¢ C F°. Como, por definigao, A® é g-fechado, temos que (A¢) C F°. Com isso,
F C ((AC)>C, ou seja, F' C A°.
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Suficiéncia: Digamos que A C X é tal quese FF € ® e FF C A entao F C A°.
Seja U € 7 de forma que A° C U. Assim, temos que U¢ C A, e por hipotese,

U°¢ C A°, com isso (A°)° C U, ou seja, A C U.
c.q.p.

Definicao 3.2.3 (Gaal, [11])
Diremos que A, B C X sdo separados no espago topologico (X,7) se AN B = ()
e ANB =1.

Observacgao 3.2.4
Pela definicao acima, dois conjuntos A, B C X sao separados se e somente se
A C B® e B C A° ou seja, para todo x € A implica que v ¢ B e para todo y ¢ B

implica que = ¢ A.

Teorema 3.2.5 (Levine, [17])
Se A e B sdo conjuntos g-abertos separados num espago topologico (X, T), entao

AU B € g-aberto.

Prova

Seja F' C X um conjunto fechado em (X, 7) de forma que FF C AU B. Assim
FNAC B. Com isso, FNA C B°. De maneira analoga podemos concluir que
FNBC A°. Assim:

F=FN(AUB)=FN(AUB)=(FNA)U(FNB)C A°UB°C (AN B)°.
Logo, pelo teorema 3.2.2, AU B é g-aberto.

c.q.p-

Pelo exemplo 3.1.5, vemos que nem sempre a uniao de dois g-abertos é g-aberto.
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Corolario 3.2.6 (Levine, [17])
Seja (X, T) um espaco topologico e A e B dois conjuntos g-fechados em (X, 1)

de forma que A° e B¢ sao separados. Entio AN B € g-fechado.

A prova segue imediatamente do teorema anterior, observando que (A N B)° é

g-aberto.

Teorema 3.2.7 (Levine, [17])
Um congunto A € g-aberto no espago topologico (X, T) se e somente se o unico
conjunto aberto que contém A°U A€ € X, ou seja, se U € T € tal que A° U A° C U,

entao U = X.

Prova

Necessidade: Seja A um g-fechado de X e seja U € 7 de forma que A°UA° C U.
Dessa forma, A¢ C U, ou seja, U¢ C A, logo, como U€ é fechado, U¢ C A° e assim
(A°)° C U. Dessa maneira, X = A°U (A°)° CU,i. e, U=X.

Suficiéncia: Digamos que A C X é tal que o unico aberto que contém A° U A€ é
X. Seja F' € & de maneira que ' C A, entao A° C F°, e com isso, A°UA® C A°UF*°.

Assim, por hipotese, A° U F¢ = X, logo, F C A°.

c.q.p-

Teorema 3.2.8 (Levine, [17])
Seja (X, T) um espago topoldgico. Se A C B C X, onde A é g-aberto relativo a

B e B € g-aberto relativo a X, entao A é g-aberto relativo a X.

Prova

Seja F' € X um conjunto fechado em (X,7) de forma que FF C A. Logo,
F C Ag°, onde Ag° é o interior de A no subespaco B ou seja, existe um aberto

UCX,onde FCUNBCA.
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Temos ainda que F' C B. Como B é g-aberto em X, temos que F' C B° e entao

FCUNB CUNBCA,i. e, FC A

c.q.p-

O analogo do teorema 3.1.9 para conjuntos g-abertos é falso como sera mostrado

no exemplo seguinte:

Exemplo 3.2.9

Seja X = {a,b,c} e T ={0,X,{a}}. Vamos considerar os conjuntos A = {b} e
Y = {a, b} no espaco (X, 7). Temos que A é g-aberto, pois o unico fechado que estd
contido em A €0, assim, ) C A°. Porém, temos que A ndo € g-aberto no subespaco

Y, uma vez que em Y, o conjunto A € fechado e assim A C A, mas A° = ().

Temos agora o analogo do teorema 3.1.8:

Teorema 3.2.10 (Levine, [17])
Seja (X, 7) um espago topoldgico. Se A C X ¢é g-aberto e B C X € tal que

A° C B C A, entao B € g-aberto.

Prova

Digamos que A° C B C A onde A é g-aberto. Temos, assim, que A° C B¢ C
(A°)¢ = Ac. Como, por defini¢do , A¢ é g-fechado, temos, pelo teorema 3.1.8 que B°

é g-fechado, assim, B é g-aberto.
c.q.p.

Teorema 3.2.11 (Levine, [17])
Seja (X, T) um espago topoldgico. Um conjunto A C X € g-fechado se e somente

se A — A € g-aberto.
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Prova

Necessidade: Digamos que A seja g-fechado e ® a colecao dos conjuntos fechados
de (X,7). Seja F € ® de forma que F C A — A. Pelo teorema 3.1.2, temos que
F =0, assim, F C (A— A)O.Logo, A — A é g-aberto.

Suficiéncia: Suponhamos agora que A — A é g-aberto. Seja F' € ® de maneira
que F C A — A. Por hipotese, temos que,F C (AN AC)O, i e, FFC (E)O N (A9)°,
sabendo-se que (A¢)° = (Z)C,obtemos, F C (Z)O N (X)C. Como (Z)O C A, temos

que FF C 0, 1. e., F =0. Assim, pelo teorema 3.1.2, A é g-fechado.
c.q.p.
3.3 Espagos T

Definicao 3.3.1 (Gaal, [11])
Diremos que um espago topolégico (X, 1) € Ty se e somente se para todo par de
elementos distintos x,y € X, existe um aberto U onde x € U ey ¢ U oux ¢ U e

yelU.

Teorema 3.3.2 (Gaal, [11])

Se (X, 7) é um espaco topoldgico Ty entdo para todo par de elementos distintos

z,y € X temos que = ¢ {y} ouy ¢ {z}.

Prova

Sejam x,y € X onde x # y. Por hipotese, exite um conjunto aberto U onde
reUey¢dUoux¢Ueye U. Sem perda de generalidade, digamos que z € U
ey ¢ U. Assim, y € U¢ e x ¢ U°. Logo, como {y} C U e U° é fechado temos que

{y} CU°. Como = ¢ U°, entdo z ¢ {y}.

c.q.p-
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Definigao 3.3.3 (Gaal, [11])
Diremos que um espago topoldgico (X, T) €T\ se e somente se para todo par de
elementos distintos x,y € X, existem abertos U,V onde:
i.xelUey¢U;
i. yeVexgV.

Teorema 3.3.4 Gaal, [11]
Se (X, 7) € um espago topolégico Ty entdo todo subconjunto unitdrio é fechado,

ou seja, dado x € X, temos que {x} € fechado.
A demonstracao desse resultado pode ser conferida em [11].

Definicao 3.3.5 (Levine, [17])
Diremos que um espaco topolégico (X, T) € T1/y se e somente se todo conjunto

g-fechado € fechado.

Teorema 3.3.6 (Levine, [17])

Seja (X, 7T) um espago topologico. Se (X, T) €Ty, entao (X, 1) € Tj.

Prova

Digamos que (X, 7) seja um espaco T1/5. Sejam z,y € X distintos. Se {z} é
fechado, entdo {z} = {z} e y ¢ {z}. Caso {z} ndo seja fechado, entdo {z}° é
g-fechado, pois {x}° nao é aberto e o tnico aberto que contém {z}¢ é X, assim,
como W C X, temos que {z}° ¢é g-fechado. Por hipotese temos que (X,7) é T}/,
e como {z}¢ é g-fechado temos que {z}¢ é fechado e assim {z} é aberto. Sendo

{z} =U €7, temos que x € U mas y ¢ U.

c.q.p-
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Teorema 3.3.7 (Levine, [17])

Seja (X, 7) um espago topologico. Se (X, 7) ¢ Ty, entao (X,7) €T ys.

Prova

Seja A C X um conjunto g-fechado no espago topoldgico (X, 7). Vamos mostrar
que A é fechado, ou seja, A = A. Para isso, mostraremos que A — A = (.

Digamos, por absurdo, que existe z € X onde x € A — A. Assim, temos que
{x} C A— A. Pelo teorema 3.3.4, {x} é fechado, porém, pelo teorema 3.1.2, o tinico

conjunto fechado que esté contido em A — A é o conjunto vazio. Absurdo!!!

Logo A—A=0,i e, A= A.

c.q.p-

Exemplo 3.3.8
Seja X ={a,b,c} et ={0,X,{a}}. Entao o espaco (X,T) € Ty/2, pois o unico
conjunto g-fechado (no caso {b}) € fechado. Porém (X,T) nao é Ty, pois o unico

aberto que contém b é X, que contém também a.

Exemplo 3.3.9
Seja X = {a,b,c} e ={0,{a},{a,b}, X}. O espaco (X,7) € T, porém nao é

T2, pois o conjunto {a,c} € g-fechado porém nao € fechado.

Coroléario 3.3.10 (Levine, [17])

A propriedade de Ty o € estrita entre Ty e T}
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Capitulo 4

Conjuntos g-fechados em
L-topologias

Nesse capitulo sugerimos a definicao de um conjunto g-fechado em um espaco L-
topoldgico, como resultado obtemos muitos teoremas semelhantes de Levine, entre
eles, a de todo conjunto g-fechado em um L-espaco compacto é compacto.

O capitulo esta dividido em duas secoes.

Na primeira se¢ao trabalhamos com os conjuntos g-fechados em um espago L-
topolégico. Na segunda secao sugerimos a nossa definicao de conjunto g-aberto em
um espaco L-topolégico. Um L-conjunto f sera g-aberto em um espago L-topoldgico

se e somente se [’ for g-fechado.

4.1 Conjuntos g-fechados

Definicao 4.1.1
Seja (X, ) um espago L-topologico. Diremos que um L-conjunto “a” € g-fechado

se, e somente se:

Vfe, VpePr(L)
(Vo € X)(a(z) = p' = f(z) £ p) = (Vo € X)(a(z) = p' = f(z) £ p)

que poderd ser escrito como:
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VieS:
(Vz, € Pr(LX))(z, ¢ d = v, € f) = (Vz, € Pr(LY))(z, ¢ (@) = =, € f).
Definimos também o “g-fecho”de a € L* ao L-conjunto

a, = N\N{f € LX|f € g-fechado e a < f}

Teorema 4.1.2

Todo subconjunto fechado é g-fechado.

Prova
Seja a um L-conjunto fechado de (X, <), logo a = @. Com isso, seja f € S, de
forma que, para todo p € Pr(L)
(Vx, € Pr(LX))(z, ¢ d =z, € f)
Ou seja:

(Vo € X)(a(z) 2 p' = f(z) £ p)

entao, temos que:
(Vz € X)(a(z) > p = f(z) £ p)
(Y, € Pr(LY))(z, & (@) = @) € )
c.q.p-
O exemplo a seguir mostra que nem todo L-conjunto g-fechado é L-fechado:

Exemplo 4.1.3
Seja L = X =[0;1]. Vamos considerar o reticulado L = (L,<,0,1,/) onde < é
definido da maneira usual e x' =1 — x.

Para ndo haver perigo de confusdo, definimos 0, e 1, € LX como:
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Para todo v € X.
Podemos verificar que a colecio S C LX definida como:
S={ae Ll |a(x)=2a" kelloo] } U{0,;1,}

¢ uma L-topologia em L.

Seja u(z) = /r € LX. Como u' =1 — u(x) ndo é L-aberto, temos que u nao é
L-fechado em (X,S), porém, € g-fechado.

Para mostrar que u € g-fechado em (X,S¥), sejaa € & onde, para todop € Pr(L):

(Vo e X)(u(x) 2 p = alz) £p) (1)

Mostraremos, nestas condicoes, que a = 1,.

Como x > z* para todo k > 1 € R, basta mostrarmos que a afirmacgdo (1) nao
¢ verdadeira para a(x) = x.

Seja entdo a(x) = x. Sabemos que Pr([0;1]) = [0;1[. A afirmagdo (1) serd falsa

se ezistem p € Pr([0;1]) e zg € [0;1] onde:

f(xo) > p" e alzg) <p
Sejam p = 0,5 e xg = 0,25, entaop’' =1—0,5=0,5, logo:
£(0,25) > 0,5 e a(0,25) =0,25 < 0,5
Logo, o unico L-conjunto aberto que satisfaz a condigdo (1) € 1,.
Como o unico L-fechado que contém u € 1., temos que uw = 1., assim, € ficil
verificar que, para todo p € Pr(L):
(Vo € X)(1,(z) > p' = 1.(x) £ p)
ou seja,

(Vo € X)(u(x) = p = a(z) £ p)

(Vx, € Pr(L*)(z, ¢ (u) = T, € a)

Assim, concluimos que u € g-fechado.
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Teorema 4.1.4

A unidgo “fuzzy” de dois L-conjuntos g-fechados é um g-fechado.

Prova

Sejam a,b € LY conjuntos g-fechados. Seja f € S de modo que:
(Vz, € Pr(L*))(z, ¢ (aVb) =z, € f)
Ou seja, para todo p € Pr(L):
(Vz € X)((aVb)(z) > p' = f(z) £ p)
queremos mostrar que a afirmacao acima implica em:
(Vz € X)((aVb)(z) 2 p' = f(z) £ p)
Seja p € Pr(L). Vamos observar que:
(Vz € X)(a(z) 2 p' = (aVb)(x) = p' = f(z) £ p)
e
(Vo € X)(b(z) > p' = (aVb)(z) = p = f(z) £ p)

Como a, b sao g-fechados, temos que:

(Vo € X)(a(z) > p' = f(x) £ p) "
e 1
(Vo € X)(b(z) > p' = f(x) £ p)

Seja x € X onde z, ¢ (aVb), i e, (aVb)(z)>p. Como p' é coprimo, temos

que @(x) > p’ ou b(x) > p’. Sendo x € X qualquer e por (1) obtermos:
(Vo € X)(@Vh)(x) 2 — a(e) = p ou b= o — f £ 1)

Como f € S e p € Pr(L) sao quaisquer, a afirmagao acima é véalida para todo

f € S e para todo p € Pr(L) e assim podemos escrever:
!/
(Vap € Pr(L)) (e, ¢ ((aV)) = 2, € /)
i. e., a Vb é g-fechado.

c.q.p-
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Convém observar que nem sempre a intersecao fuzzy de dois L-conjuntos g-

fechados é g-fechado.

Exemplo 4.1.5

Seja L =0;1, X = {a;b;c} e {02 X1a}; 1o}

Temos Pr(L) = {1} e Cp(L) = {0}.

O L-congunto X{apy € g-fechado no espago (X,<S), pois, o tnico aberto [ que
satisfaz a condig¢ao:

(Vz € X)(Xqap}(z) > 1= f(z) £0)

¢ o L-conjunto 1,. Logo, sabendo-se que X{apy = 1z, @ afirmacao acima implica

em:.

(Vo € X)(Xapy(2) > 1= f(x) £0)

Para todo f € .

De maneira analoga podemos mostrar que X{a:.cy € também um conjunto g-fechado
no espago (X,S).

Porém, X{apy N X{ase} = X{a} NGO € um L-conjunto g-fechado.

Para verificarmos a afirmacdao acima, basta obvervamos que

(Vl’ S X)(X{a}(x) > 1= X{a}(x)) ﬁ 0)

e que X{a} = 1,

Lema 4.1.6
Sejam a,b,c € LX onde a <b. Se x, ¢ d entio x, ¢ V. E ainda, se para todo
pePr(L):
(Vx € X)(b(x) > p = c(z) £ )
entao

(Vo € X)(a(z) 2 p' = c(x) £ p)
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Prova

Se x, ¢ a' entdo d'(z) < p, ou seja a(x) > p’. Como a < b temos que b(x) >
a(z) >p i e, x, ¢0.

Sejap € Pr(L) e z € X onde a(z) > p'. Como a < b obtemos b(z) > p'. Como =
é qualquer, temos que

(Ve € X)(a(z) > p' = b(z) = p')

Sendo ainda que p € Pr(L) é arbitrario, temos que o resultado acima vale para

todo p € Pr(L). Assim, por hipotese, para todo p € Pr(L) :

(Vo € X)(a(z) > p' = b(z) > p' = c(z) £ p)

c.q.p.

Teorema 4.1.7
Seja (X,S) um espaco L-topoldgico e a,b € L* onde a é g-fechado. Se b € tal
<a

que a <b , entao b € g-fechado.

Prova

Suponhamos que a < b < @. Seja ¢ € & de forma que
Vo, € Pr(LY))(zp, €V = c(z) £ p)

ou seja, para todo p € Pr(L):

(Vz € X)(b(x) > p' = c(z) £ p)
Queremos mostrar que a afirmacgao acima implica em:

(v, € Pr(L¥))(z, € () = e(x) £ p)

Seja p € Pr(L). Como, por hipotese, a < b, pelo lema 4.1.6, temos que

(Vz € X)(a(z) =2 p' = c(z) £ p)
Sendo a g-fechado, obtemos:

(Vz € X)(@(z) = p' = c(z) £ p)
Sabemos que b = Nge L¥;g>beg €S}, com isso, como @ é fechado, temos

que b < a. E assim, pelo lema 4.1.6 e pelo resultado acima, obtemos:
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(Vz € X)(b(z) > p=>c(z) £ p)
Como p € Pr(L) é qualquer, a afirmagao acima é valida para todo p € Pr(L).
Assim, podemos afirmar que:

(Vx, € Pr(L*))(z, € (I_))/ — c¢(z) £ p)

c.q.p-

Teorema 4.1.8

Seja (X, ) um espago L-compacto. Se a € LX é g-fechado em (X, ) entdo a é

L-compacto.

Prova

Seja a € LX um L-conjunto g-fechado em (X,S) e {fi}ics uma familia de L-

conjuntos abertos tais que, para dado p € Pr(L) temos:

(e € X)(atw) 20 = (V1) (0) £7)
ieJ
Desejamos encontrar um conjunto K C J, K finito, onde:

(Ve € X)(ale) 2 ) = ( Y fi) (2) £ p)

€K
Por a ser g-fechado e (\/J fz) ser aberto, temos que:
ic

(Vz € X)(a(z) > p = <l\€/sz) (z) £ p)
implica em

e X)fat) 2 = (V£) @0 £
Como @ é fechado e (X, ) é compacto, temos que existe K C J, K finito, onde:

(Vz € X)(a(z) > p = (Zé/Kfl) (z) £ p)
Por a <@ e pelo lema 4.1.6 temos que

(o€ X)(alo) 2 of = (V) @) £
Ou seja, a é L-compacto.

c.q.p-
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Observacao 4.1.9

Observe que se Y C X onde X € um conjunto parcialmente ordenado entdo, para
todo p € Pr(L):
V={eveX|xy(x) 2p}

Corolario 4.1.10
Seja a € L*. Assim temos que para todo p € Pr(L)
(Vo € X)(xy(2) > p' = alz) £ p)

se, e somente se,

(Vy € Y)(a(y) £ p)

Teorema 4.1.11
Seja f,g € LX. SeY C X € tal que
(Ve € X)[(f Axy)(@) =0 ou (gAxy)(x)= 0]
entao, temos que:

Vy e Y)[(fAg)(y) =1]

Prova

Seja p € Pr(L).

Dado y € Y, temos que xy(y) = 1, e assim:
(fAxy)(y)=0o0u(gAxy)(y) =0

se, e somente se

f(y) =0o0ug(y) =0
Comisso (fAg)(y) =0 i e. (fAg)(y)=1. Comoy €Y équalquer, temos

que:

Yy e Y)[(f Ag)(z) =1]

c.q.p-
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Corolario 4.1.12
Seja f,g€ LX. SeY C X € tal que

(V2 € X)[(f Axy)(@) =0 ou (g A xy)(x) = 0]

entdo, para todo p € Pr(L), temos que

(Vy e Y)[(f Ag)'(z) £ p

Para verificar o coroldrio acima, basta observamos que se p € Pr(L), entao p # 1.

Corolario 4.1.13
Seja f,g € LX. SeY C X € tal que

Ve e X)[(fAxy)(@®)=0 ou (gAxy)(x)=0]

entdo, para todo p € Pr(L), temos que:

(Vo e X)(xy(z) >p = (fAg)(2) £ p)

Observacao 4.1.14

Dados a,b,c € L, temos que (a ANb)' % ¢ se, e somente se, ' £ c ou b £ c.

Lema 4.1.15

Seja L = (L, <,0,1) um conjunto totalmente ordenado. Entdo Cp(L) = (0, 1].

Prova

E facil verificar que Cp(L) C (0,1]. Assim, vamos mostrar que (0,1] € Cp(L).
Sejaa € (0,1] e b, c € L de forma que a < bVe. Sem perda de generalidade, digamos
que b < ¢, assim, bV c = c. Logo, se a < bV c entao a < ¢, que implica em, a < ¢ ou
a <b. Com isso a € Cp(L). Como a é qualquer, temos que (0,1] € Cp(L). Entao
(0,1] = Cp(L).

c.q.p-

41



Lema 4.1.16
Seja L = (L, <,0,1) um conjunto totalmente ordenado. Sejam f,g: X — L. Se

para todo p € Pr(L) temos que

(Vz € X)(f(z) 29 ougl(z) )

entao

(Vx € X)(f(x) =0 ou g(z) =0).

Prova
Digamos, por absurdo, que exista zg onde f(z9) # 0 e g(zo) # 0. Seja o =
f(zo) A g(xg). Como L é totalmente ordenado, temos que a # 0. Logo, pelo lema
anterior, a € (0,1] = Cp(L) = Pr(L)’, e assim, deve existir p € Pr(L) tal que p’ = a.
Com isso f(xg) > p' e g(xo) > p’. Absurdo!!! Logo,
(Vz € X)(f(x) =0 ou g(x)=0).

c.q.p-

Teorema 4.1.17
Sejam h, f,g € L, onde L ¢é totalmente ordenado. Se
(Va, € Pr(L))(x, & ' =z, € (9 A f))
entao

(Ve e X)[(f AR)(x) =0 ou (g Ah)(z)=0].

Prova
Sejam f,g e h € L~ onde:
(Vz, € Pr(L¥))(zy ¢ W = a2, € (9N f))
Ou seja, para todo p € Pr(L):
(Vo € X)(h(z) = p' = (9 A f)'(z) £ p)

Dado p € Pr(L), temos que:
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(Ve € X)(h(z) >p = (g A [)(z) £ p)

— (Vz e X)[(hA g)(x) 2D ou (hA f)(x) £ D))

< (Vz e X)(h(z) 2P ou (g f)(x) £p)
— (Vo e X)(h(z) 2P oug'(x) £pou f'(x) £ p)
< (Vz € X)(h(z) £ p oug(z) #p ou f(x) ? )
< (Vo € X)(h(z) # p ou g(x) # p ou h(z) % p' ou f(x) % P')
= ( )l
(

p € Pr(L). Assim, pelo lema 4.1.16 temos que:

(va € X)[(hAg)x) =0 ou (hA f)(x)=0)

c.q.p-

Teorema 4.1.18
Sejam f,g,h € L* e Y C X de forma que para todo p € Pr(L), temos que
(Vz € X)[(f Ag)(x) = p' = h(z) £ D)

e ainda xy < g, entao

(Vo € Y)[f(z) 2 p = h(z) £ p].

Prova

Digamos, por absurdo, que existe yo € Y onde f(yo) > p’ mas h(yo) < p.

Por yo € Y, temos que xy (yo) = 1 < g(yo), logo, g(yo) = 1. Logo (f A g)(y) =
f(wo) Ng(yo) = fyo) A1 = flyo) = 1’ e h(yo) <p 1. e (fAg)(yo) = p" # h(yo) < p.
Absurdo!!! Logo

(Vo € Y)[f(z) = p' = h(z) £ p].

c.q.p-
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Lema 4.1.19
Sejam f,g € LX e Y C X.Logo
(Ve € Y)[f(z) =0 ou g(x) = 0],
se e somente se,

(Vo € X)[(f Axy)(z) =0 ou (g A xy)(z) =0].

Prova

Necessidade: Se z € Y, entdo
(fAxy)(@) = f(@) Axy(z) = f(z) AL = f(o)
e
(9 A xv)(@) = g(z) A xy(z) = g(x) A1 = g(2),
assim, por hipotese (f A xy)(z) = f(z) =0 ou (¢ A xv)(z) = g(z) = 0.
Caso x € X — Y, temos que
(f Axy)(@) = f(@) Axy(z) = fl) NO=0
e
(9 A xv)(z) = g(z) A xy(z) = g(z) A0 =0.

Suficiencia: Temos, por hipotese, que [(f A xy)(z) = 0 ou (g A xy)(z) = 0], que
equivale a [f(2) A xy(z) = 0 ou g(x) A xy () = 0]. Se = € Y, obtemos [f(z) A1 =0
ou g(x) A1 = 0], ou seja, [f(z) = 0 ou g(z) = 0]. Como = € Y é qualquer, temos
que

(Vz € Y)[f(x) =0 ou g(z) = 0].

c.q.p-

Teorema 4.1.20
Seja (X, ) um espago L-normal onde L = (L,<,0,1) € totalmente ordenado.

SeY C X € tal que xy € g-fechado, entao (Y,Sy) € L-normal.
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Prova

Seja [ a colegao de todos os L-conjuntos fechados de (X, ) e f,g € F onde
(Vy € Y)(f(y) = 0 ou g(y) = 0)
e para todo p € Pr(L) exitem r,s,€ X onde f(r) > p' e g(s) > p'.
Assim, pelo lema 4.1.19 temos que
(Ve € X)[f(x) A xy () = 0 ou g(x) A xy(x) = 0]

Pelo corolério 4.1.13, obtemos que, para todo p € Pr(L):

(Vo € X)(xv(z) >p' = (fAg)(2) £p)
Como xy é g-fechado e (g A f)" é aberto, temos que:

(Vo € X)(xv(z) > p' = (f A g)'(2) £ p)

Sendo L totalmente ordenado, pelo teorema 4.1.17, obtemos:

(¥ € X)[f(=) A X7 (@) = 0 on g(x) AXF(z) = 0]

Vamos observar que f A’xy e g A Xy sao fechados.

Por hipotese, para todo p € Pr(L), existem r,s € Y onde f(r) > p' e g(s) > p'.
Como yy < Xy, se z € Y, entdo 1 = xy(z) < Xy, i. e, xy(2) = Xy. Assim,
dado p € Pr(L), existem r,s € Y C X de forma que (f Axy)(r) = f(r) Axyv(r) =
P AL = F() > 1 e (9 AT)(S) = 9(s) AXT(S) = g(s5) A1 = g(s) > 1.

Por (X, <) ser L-normal, existem u,v € & onde:
(Vo € X)(u(x) =0 ou v(xz) = 0)
e ainda, para todo p € Pr(L),
(Vo € X)[f () AXy(2) 2 p' = u(z) £ p]
¢
(¥ € X)[g(x) AT () > pf = v(z) £ 7]
Assim
(Vy € Y)(u(y) = 0 ou v(y) = 0),

e como Xy < Xy, pelo Teorema 4.1.18, temos:
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Vy e Y)[f(y) =9 = uly) £ p]

(Vy e Y)[g(y) = p = v(y) £ p]

ou seja:

(Vy, € PT(LY))[yp ¢ f =y, €1

(Vyp, € pT(LY))[yp ¢ g =y, €l

c.q.p-

Teorema 4.1.21
Se f,a € L sdo tais que para todo v € X, f(x) =0 ou a(x) = 0, entdo:

(Vx, € Pr(L*))(z, ¢ d =z, € [')

Prova
Sejap € Pr(L). Como p # 1, temos que p’ # 0. Seja agora xz € X onde a(x) > p'.
Com isso, a(z) # 0 e por hipotese f(z) = 0. Dessa forma, f'(z) =1 £ p. Como
p € Pr(L) é arbitrario, temos que para todo p € Pr(L):
(Vo € X)(a(x) 2§ — f(z) £ p)
Ou seja:

(Vz, € Pr(L*))(z, ¢ = x, € ')

c.q.p-

Teorema 4.1.22
Seja L = (L,<,0,1) um conjunto totalmente ordenado e a, f € L* de forma
que:
(Vz, € Pr(L*))(z, ¢ d = xz, € ')
entao

(Vz € X)(a(z) =0 ou f(z) =0)
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Prova

Sejam a, f € LX onde:
(Vx, € Pr(L*))(z, € d =z, € [')

Dado p € Pr(L), temos que:
(Ve e X))z, €d =z, € [)
— (Vz € X)(a(z) > p = f'(z) £ p)

Vo e X)(= f'(x) £ p)

(a(z) < pou f'(z) £ p)
Vi € X)(a(x) 29 ou f(z) £ )

Como p é qualquer, pelo lema 4.1.16, temos que:

)
— )
— (Vx € X)
= ( )

(Vo € X)(a(z) =0 ou f(x) =0)

c.q.p-

Teorema 4.1.23
Seja (X, ) um espago L-normal onde L € um conjunto totalmente ordenado.
Se f,a € LX sdo tais que f € fechado, a € g-fechado, para todo p € Pr(L) existem
y,z € X onde f(y) >p' ea(z) > e ainda,
(Vz € X)(f(x) =0 ou a(z) =0)
entao existem abertos uy e ug tais que para todo p € Pr(L):
(Va, € Pr(L))(3, ¢ f' = o, € w);
(Vx, € Pr(L™*))(z, ¢ / = x,, € uy)
e

(Vx € X)(ui(x) =0 ou uz(x) =0)

Prova

Como para todo f(x) =0 ou a(z) = 0, pelo teorema 4.1.21, obtemos,

(Vx, € Pr(L*))(z, ¢ =z, € [')
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Ou seja, para todo p € Pr(L):
(Vz € X)(a(z) = p' = f'(z) £ p)

Como f’ é aberto e a é g-fechado, temos que para todo p € Pr(L):
(Vz € X)(a(z) > p' = f'(z) £ p)
Sendo L totalmente ordenado, obtemos, pelo teorema 4.1.22:
(Vz € X)(f(x) =0 ou a(x) =0)
E mais, como existe z € X onde a(z) > p' e @ > a, pelo lema 4.1.6, a(z) > p'.
Assim, como (X,S) é L-normal e @ e f sao fechados, existem u;,us € S onde
(Vx € X)(ui(x) =0 ou us(z) = 0) e para todo p € Pr(L):
(Vo € X)(a(z) > p' = uz(x) £ p)
e
(Vo € X)(f(z) 2 p' = wi(x) £ p)
Ainda pelo lema 4.1.6, temos que, para todo p € Pr(L) :
(Vo € X)(a(z) > p' = a(x) = p = uz(x) £ p)
Ou seja:
(Vz, € Pr(L*))(z, & f' = z, € wp);
(Vx, € Pr(LX))(z, ¢ / = x, € uy)
e

(V€ X)(ur(z) =0 ou uz(z) = 0)
c.q.p-
4.2 Conjuntos g-abertos

Definicao 4.2.1

Um L-conjunto a € LX é chamado de g-aberto se a’ € g-fechado.
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Teorema 4.2.2
Seja (X, ) um espago L-topoldgico e F a colegdo de todos os L-conjuntos fecha-
dos de (X,S,). O L-conjunto a € L~ ¢ g-aberto se, e somente se, para todo f € F
onde para todo p € Pr(L):
(Vz € X)(f(z) =2 p' = alz) £ p)
temos que
(Vz € X)(f(z) > p = a°(z) £ p)
Que pode ser reescrito como:
(Vx, € Pr(L*))(z, ¢ f' = z, € a)
temos que

(Va, € Pr(LX))(z, & f' =z, € a°)

Prova
Necessidade:Digamos que f € F é tal que para todo p € Pr(L) :

(Vo € X)(f(z) =2 p = a(z) £ p)
Seja, entdo p € Pr(L). Assim

(Vo € X)(a(z) <p=> f(z) 1)
logo

(Vo € X)(d'(z) 2 p' = f'(z) £ p)
Como d' é g-fechado, temos que

(Vz € X)(d(z) = p' = f'(z) £ D)
e assim

(Vo € X)(f'(z) <p=d/(2) £ 1)
ou seja

(Vo € X)(f(x) > p = d"(z) £ p)
Como d = (a°), i. e., (E), = a°, temos que:

(Vo € X)(f(z) > p = a°(z) £ p)
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Como p € Pr(L) é qualquer, temos que a afirmacdo acima é verdadeira para

todo p € Pr(L).

Suficiéncia: Seja b € & onde, para todo p € Pr(L):

(Vo € X)(a'(x) = p" = b(z) £ p)
Seja p € Pr(L). Assim:

(Ve e X)(b(z) <p=d(z) 27
ou seja

(Vo € X)(V(z) 2 p' = a(x) £ p)
Como b é fechado temos, por hipotese:

(Ve e X)(V/(x) > p = a°(x) £ p)
Com isso

(Vo € X)(a®(x) < p==V(x) 2 )

(Vz € X)((a°)' () = p' = b(x) £ p)
Como (a°)' = a’, temos:
(Vo € X)(d(z) 2 p' = b(x) £ p)

Como p € Pr(L) é qualquer, temos que a afirmacdo acima é verdadeira para

todo p € Pr(L), ou seja, a’ é g-fechado.
c.q.p.

Definicao 4.2.3
Diremos que o0s conjuntos a,b € L sdo separados no espago L-topoldgico (X, )
se e somente se, para todo p € Pr(L):
(Vo € X)(a(z) > pf — b(x) < p)
€

(Vz € X)(b(x) > p' = a(x) < p)
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ou seja, a,b € L sao separados se e somente se:
(Y, € Pr(L¥))(z, ¢ (@) = x, ¢ b)
e

(Vz, € Pr(L¥))(z, ¢ (D) = x, ¢ a)

Lema 4.2.4
Seja (X, ) um espago L-topoldgico, a,b,c € LX onde a,b sdo separados e para

todo p € Pr(L):

(Vz, € Pr(L))(z, ¢ ¢ = v, € (a V1))

Entao, para todo p € Pr(L):
(Vz, € Pr(LX))(z, ¢ (cha) = x, € a)
e

(Vz, € Pr(LX))(z, ¢ (cAD) =z, € b)

Prova
Seja z, € Pr(LX) onde x, € c A @, ou seja, (c Aa)(x) > p', entdo:
(cAa)(z) = p = clzg) 2 p' e afx) = pf
temos assim, por hipotese, que
(@) 2§ = (aVb)(x) £ p—> alx) £ p oub(e) £ p

Como a, b sdo separados, a(x) > p’ implica que b(z) < p, assim, podemos afirmar

que:
c(x)Na(z) > p = a(z)

Como z é qualquer, a afirmacao acima é valida para qualquer x € X. E como

p € Pr(L) também é qualquer, temos, em resumo que, para todo p € Pr(L):
(Vo € X)((cAa)(z) = p' = a(z) £ p)
ou seja:

Vo, € Pr(LX))(z, ¢ (cANa) = z, € a)
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Por um raciocinio andlogo, podemos mostrar que, para todo p € Pr(L):

(Vz, € Pr(LX))(z, ¢ (cAD) =z, € b)

c.q.p-

Teorema 4.2.5

Se a,b € L sdio g-abertos separados, entdo a V b é g-aberto.

Prova
Seja F a cole¢ao de todos os L-conjuntos fechados de (X,3) e f € F onde
(Vx, € Pr(L*))(z, & (aVb) =z, € f)
i. e., para todo p € Pr(L):
(Vo € X)(f(z) 21 = (aVD)(z) £ p)
assim, pelo lema anterior, temos que:
(Vo € X)((fna)(x) = p' = a(z) £ p)
logo, como a A f € F e a é g-aberto, pelo teorema 4.2.2. temos que para todo
p € Pr(L):
(Vz € X)((f Aa)(x) = p/ = a® £ p)
De maneira analoga, mostramos que, para todo p € Pr(L):
(V2 € X)((OA f)(z) 21 = b £ p)

logo, dado p € Pr(L) e xy € X onde f(xy) > p’ temos que:

f(zo) > p' = f(zo) A (aV b)(x) > p'
= (f(2o) N a(xo)) V (f(w0) A blzo)) = '
= (f(zo) Na(x0)) V (f(z0) A blz0)) = '
= (f(z0) Na(wo)) > p' ou (f(x0) Ab(xo)) > p'
— a®(z9) £ p ou b°(z9) £ p

= (a°(z0) V 0°(20)) £ p
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= (a®° V b°(20)) £ p

— (aV b)°(xo) £ p

Como p € Pr(L) e o € X s@o quaisquer, temos que para todo p € Pr(L):
(Vz € X)(f(z) > p' = (aVd)°(x) £ p)

ou seja:

(Vz, € Pr(L¥))(z, € f = x, € (a V b)°)

c.q.p-

Lema 4.2.6
Sejam X um conjunto qualquer, L um reticulado,a € L~* e B C X de forma que
para todo p € Pr(L):
(Vo € X)(a(z) > p' = xB(r) £ )
/

entao para todo p € Pr(L) e para todo x € B¢ temos que a(z) 2 p'.

Prova

Sejam @ € L¥ e B C X como acima. Digamos, por absurdo, que existem
xo € B¢, p € Pr(L) onde a(zy) > p/. Assim, xp(x9) £ p. Como zy € B¢, temos
que 0 = xp(zo) £ p. Absurdo!!! Logo, para todo p € Pr(L) e x € B¢, obtemos

a(x) 2 7.
c.q.p.

Teorema 4.2.7
Seja (X, Sx) um espago L-topoldgico. Se a < xp onde B C X, a € g-aberto em
relagdo ao subespago (B,Sp) € xp € g-aberto em relagao ao espago (X, Sx), entao

a € g-aberto em relagao a (X, ).
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Prova

Seja f um L-conjunto fechado em relacao ao espago (X, Sx) onde
(Vz, € Pr(L*))(z, ¢ f' = z, € a)
Ou seja, para todo p € Pr(L):

(Vo € X)(f(z) = p' = a(x) £ p)

Entéao, pelo lema 4.1.6, para todo p € Pr(L):

(Vz e X)(f(x) >p = xB £ D)

Como a é g-aberto no espaco (B, Sp), temos que existe u € Sy onde:

(Vo € B)(f(x) = p' = u(x) £ p)
e u(z) < a(x), para todo x € B.

Como, para todo p € Pr(L)

(Ve X)(f(z) > p = xplz) £ p)

temos, pelo lema 4.2.6, que, para todo p € Pr(L):
(z € B)(f(z) 2 1)

Isso nos garante que, para todo p € Pr(L):

(Vo € X)(f(z) 2 p' = ul(x) £ p)

Como xp é g-aberto em (X, Sx):

(Vo € X)(f(z) > p = x5°(z) £ p)

Pelos resultados acima:

(Vo € X)(f(x) > p' = (u(z) £ p e x5°)(x) £ p)
Sabendo-se que p € Pr(L), temos que:
(Vo € X)(f(z) > p' = (uAx5°)(x) £ )

Como u<a<yg,u€c

logo,
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e com isso, para todo p € Pr(L):

(Ve X)(f(z) > p = a°(x) £ p)

(Vz, € Pr(L¥))(z, ¢ f' = 1, € a°)
c.q.p.

Teorema 4.2.8
Seja (X, ) um espago L-topoldgico e a,b € LX onde a é g-aberto. Se b é tal que

a° <b<a, entao b é g-aberto.

Prova

Digamos que b € LX é tal que a® < b < a, onde a é g-aberto. Assim, por
definicao a’ é g-fechado e @’ < b < a°. Logo, pelo teorema 4.1.7, temos que b’ é

g-fechado, i. e., b é g-aberto.

c.q.p-
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Capitulo 5

Espacos de Alexandroff e
conjuntos g*-fechados

Neste capitulo apresentamos os espacos de Alexandroff e os conjuntos g*-fechados,
o analogo aos conjuntos g-fechados para espacos de Alexandroff.

O capitulo estda dividido em trés secoes: A primeira é dedicada a algumas
defini¢oes e resultados bésicos em espacos de Alexandroff; na segunda secao temos
a definicao de conjuntos g*-fechados onde podemos observar que estes possuem al-
guns resultados semelhantes aos conjuntos g-fechados em espacos topolégicos. Ja
na terceira secao tratamos de conjuntos g*-abertos e alguns resultados. Na quarta

secao é apresentado um axioma de separacao em um espaco de Alexandroff.

5.1 Algumas definicoes e resultados

Defini¢ao 5.1.1 (Alexandroff, [1])

Seja X um conjunto qualquer e § uma colecao de subconjuntos de X .Diremos
que o par (X,0) € um espago de Alexandroff se:

0. 0, X ed;

it. SeF;€0,i=1,..,n, entio |JF; €9, i. e., a unido finita de elementos de

=1
0 pertence a §;
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11, Se F; € 6, onde i € J, sendo J enumeravel, entio (\F; € 9, i. e., a
ieJ
intersecao enumeralvel de elementos de d pertence a 9.

Os elementos de § sao chamados de fechados e seus complementares chamaremos
de abertos. A familia dos conjuntos abertos de (X,d) sera representado por « de
onde temos os seguintes resultados:

i. 0, X €

ii. Se A; € a, i = 1,...,n, entao (n]Ai € «, i. e., a interseccao finita de

i=1
elementos de a pertence a «;
iii. Se A; € a, onde i € J, sendo J enumeravel, entao |JA; € a, i. e., a unido

ieJ
enumeralvel de elementos de « pertence a a.

O espago de Alexandroff (X,d) pode ser definido apartir dos seus conjuntos
abertos. Este espaco designaremos por (X, «). Assim, nao faremos distingao entre
os espagos (X,0) e (X, ).

Podemos verificar que todo espaco topoldgico é de Alexandroff,mas a reciproca

nao é verdadeira como verifica-se no exemplo seguinte:

Exemplo 5.1.2
Seja X um conjunto nao-enumeravel e seja d a colecao de todos os conjuntos cujo
complementar é enumerdvel mais o conjunto vazio e seja a a familia do complemen-
tar de todos os elementos de 6, i. e., a € o conjunto de todos os conjuntos finitos ou
enumerdveis mais o conjunto X. Assim (X, ) é um espaco de Alezandroff, pois:
i. X,0 € a umavez que ) é, por definicdo, finito;
1. Se A; € a,1 = 1,...,n, entdo, cada conjunto A; € enumerdvel ou finito, e
n n
com isso, (| A; € também enumerdvel ou finito, ou seja, (| A; € «;
i=1 i=1
ii. Se A; € a,i € J onde J é enumerdvel, entao |JA; € «, pois a unido

ieJ
enumerdvel de conjuntos enumerdveis ou finitos € um conjunto enumerdvel.
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Porém, (X, a) nao é um espago topoldgico, uma vez que a uniao ndo -enumerdvel
de conjuntos enumerdveis ou finitos pode ser um conjunto nao -enumerdvel. Para
verificar isso, basta tomarmos a cole¢ao de todos os conjutos unitarios de X. Cada
elementos desta colecao € finitio, porém a uniao de todos os seus elementos € o

conjunto X que por hipotese € nao -enumerdvel.

Defini¢ao 5.1.3 (Alexandroff, [1])
Seja (X, ) um espago de Alexandroff e A C X. Chamaremos de fecho de A em
(X, @) a intersec¢ao de todos os conjuntos fechados que contém A. Indicaremos o

fecho de A por A.

Observe que nem sempre o fecho de um conjunto em um espaco de Alexandroff é
fechado, uma vez que podem existir nao-enumeraveis conjuntos fechados que contém

A. Convém notar ainda que A C A para todo 4 C X.

Teorema 5.1.4
Seja (X, ) um espago de Alezandroff, Se A, B sao subconjuntos de X de forma

que A C B, entdo A C B.

Prova

Vamos denotar 04 e dp as colegoes de todos os fechados de (X, ) que contém A

e que contém B respectivamente. Assim:

ACB= ﬂF
Feép

ou seja, dado F' € dp, temos que A C F. Como, por definicao, F' é fechado,

temos que F' € d4, de onde concluimos que:

op € 0a
Logo:
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c.q.p-

Corolario 5.1.5
Seja (X, ) um espago de Alexandroff. Se A, B sao subconjuntos de X de forma

que A C B, entao AC B

Prova

Sabemos que B C B, assim, A C B e pelo teorema anterior A C B.
c.q.p.

Definigao 5.1.6 (Alexandroff, [1])
Seja (X, ) um espago de Alexandroff. Diremos que um conjunto A é bicompacto

se e somente se toda cobertura aberta de A possui uma subcorbetura finita.

Definicao 5.1.7 (Lahiri e Das, [16])
Seja (X, ) um espago de Alexandroff. Diremos que dois conjuntos A, B em X

sao fracamente separados se existem dois abertos U,V tais que A C U, B CV e

ANV =BnU=0.

Defini¢ao 5.1.8 (Alexandroff, [1])
Seja (X, ) um espago de Alexandroff. Diremos que (X, ) € Ty se para todo

z,y € X, onde x # y, existe um aberto U ondex ¢ U ey e U ouz €U ey ¢ U.

Definicao 5.1.9 (Alexandroff, [1])
Seja (X, ) um espago de Alexandroff. Diremos que (X,«) € Ty se para todo

x,y € X, onde x # vy, existem abertos U eV ondex € U ey € V.
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Defini¢ao 5.1.10 (Das e Rashid, [8])
Seja (X, ) um espago de Alexandroff e § a colegdo dos conjuntos fechados de
(X, ). Diremos que (X, «) € reqular se e somente se para todo x € X e F € § onde

x ¢ F, existem abertos disjuntos V e U, i. e, VNU =0 ondex €V e F CU.

Teorema 5.1.11 (Das e Rashid, [8])
Um espaco de Alexandroff (X,«) € reqular se e somente se para todo v € X

e para todo aberto U contendo x, existe um aberto V e um fechado F tais que

reVCFCU.

Prova

Necessidade: Seja (X, «) um espaco de Alexandroff regular. Sejam =z € X e
U € a de modo que x € U. Assim U¢ é um fechado que nao contém x. Com
isso, por (X, «) ser um espaco regular, temos que existem abertos V, W € « onde
xreW, U CWeVNW =0. Seja FF = W€, assim definido, o conjunto F' é fechado.
Como VNW = (), temos que V C W¢ = F. e ainda, sendo que U® C W, obtemos

WecCU,i. e, FCU, logo:

reVCFCU

Suficiéncia: Digamos que no espago de Alexandroff (X, «), para todo z € X e

U € o onde z € U existem V aberto e F' fechado onde:

reVCFCU

Vamos mostrar que (X, «) é regular. Seja 0 a cole¢ao dos conjuntos fechados de
(X,a),z€ X eG€dondexz ¢ G. Assim, x € G°, onde G é aberto. Por hipotese,
existe F' € § onde x € F C G°. Com isso, temos que G C F¢. Seja W = F*°.

Observe que assim, W é um aberto que contém G mas nao contém z. Ainda por

60



hipotese, temos que existe V' aberto onde x € V C F'= W C G°. Assim, V C W*°

de onde temos que VNW =0. Logox € UUGCW e VNW = 0.

c.q.p-

Teorema 5.1.12 (Das e Rashid, [9])

Um espago de Alexandroff (X, ) é Ty se e somente se para todo z,y € X onde

x # y implica em m =+ m

Prova

Necessidade: Seja (X, «) um espago de Alexandroff Ty. Sejam z,y € X de forma
que x # y. Digamos, sem perda de generalidade, que existe U € o onde x € U e
y ¢ U. Assim, y € U e x ¢ U, onde U° é fechado. Dessa maneira, {y} C U¢, i.
e., U° é um fechado que contém {y} e com isso {y} C U°. Dessa maneira, como

z ¢ U°, temos que z ¢ {y}. E assim, sendo que = € {z} C {z}, obtemos:

{o} # {y}
Suficiéncia: Digamos que (X, «) é um espaco de Alexandroff onde para todo
r,y € X, x # y temos que m # @ Dessa maneira, temos que = ¢ @ ou
y ¢ m De fato, digamos, por absurdo, que z € @ ey € m Assim, temos que

{z} C {y}. Com isso, pelo teorema 5.1.4, obtemos {x} C {y} e de maneira analoga,

podemos mostrar que {y} C {z}, logo {z} = {y}, o que é um absurdo, uma vez que
x # . Digamos agora, sem perda de generalidade, que z ¢ {y}. Assim, z € ({y})°.
O conjunto @ nao é, necessariamente, fechado, assim, nao podemos afirmar que

z € ({y})° é aberto. Por € ({y})¢ temos que:

xE(ﬂF)C: U e

Feép Fedp

onde d, é o conjunto de todos os fechados que contém y. E f4cil ver que:

61



{FlyeFeFedt={Aly¢ AeAca} =q,

logo:

mG(ﬂF)C: Ur= 1] 4

Feép Feép A€o, -

Assim, deve existir um conjunto A € a,- onde x € A, ou seja, um conjunto

aberto Aonde zv € Aey ¢ A.
c.q.p.
5.2 Conjuntos g*-fechados

Definigao 5.2.1 (Das e Rashid, [8])
Seja (X, ) um espago de Alezandroff. Diremos que o conjunto A C X € g*-
fechado se e somente se existe um fechado F que contém A onde para todo aberto

U temos que A C U implica em F C U.

E facil ver que todo conjunto fechado é g*-fechado, porém, a reciproca nem

sempre é verdadeira conforme podemos verificar no exemplo a seguir:

Exemplo 5.2.2

Seja R o conjunto dos niumeros reais e C a colecao de todos os subconjuntos
enumerdveis de R. Assim, definindo o = C'U{R}, temos que (R, ) é um espago
de Alexandroff. O subconjunto (0,00) € R nao € fechado, pois (0,00)¢ = (—o0, 0]
ndo € enumerdvel, porém, (0,00) é g*-fechado, uma vez que o unico aberto que o

contém € R que também € fechado. Assim, como R € também fechado, temos que

(0,00) C R, i. e., (0,00) € g*-fechado.
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Teorema 5.2.3 (Das e Rashid, [8])
Um conjunto A no espago de Alexandroff (X,a) € g*-fechado se e somente se
existe um conjunto fechado F contendo A tal que o unico fechado contido em F — A

¢ o conjunto vazio, i. e., se H € fechado e H C F — A, entao H = ().

Prova

Seja (X, o) um espago de Alexandroff e § a colegao de todos os conjuntos fechados
de (X, ).

Necessidade: Digamos que A é g*-fechado no espago de Alexandroff (X, «).
Entao, por definicao, existe um conjunto fechado F' que contém A e que esta contido
em todo aberto que contém A, i. e.,

seUe€a, ACU,entao F CU

Assim, vamos mostrar que o unico fechado contido em F'— A é o conjunto vazio.

Seja H um conjunto fechado do espago (X, «) onde H C F'— A = F N A°, entdo:
HCF, e HCA®

Logo, A C H¢. Como H¢ é aberto, temos que F' C H¢, logo H C F*°. Com isso,
HCFNFe=0.

Suficiéncia: Digamos agora que existe F' € §, com A C F onde o tnico fechado
contido em F' — A é o conjunto vazio, i. e.,

se He 6, HC F—U,entao F = 0.

Vamos mostar que A é g*-fechado. Seja U € a onde A C U, provaremos que
FCU.

Por A C U, temos que U¢ C A° e assim FFNU® C FNA® = F — A, ou seja,
F—-UCF—A. Como F,U¢ € 9, temos que FF—U = FNU*° € 9, logo, por hipotese,
FNU® =10, oque implica em FF C U. Como U é um aberto qualquer de (X, a)

contendo A, temos que a afirmacao acima é valida para todo U € a onde A C U.

c.q.p-
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Coroléario 5.2.4 (Das e Rashid, [8])
Um conjunto g*-fechado A € fechado se e somente se tanto A como A — A sdo

fechados.

Prova

Seja A um conjunto g*-fechado no espago de Alexandroff (X, «).

Necessidade: Digamos que A seja fechado, entdo é imediato que A = A4, i. e., A
é fechado e assim A — A = () é fechado.

Suficiéncia: Digamos agora que A e A — A sdo fechados, entdo, pelo teorema
acima, existe F' fechado com A C F onde o tnico fechado contido em F' — A é o

conjunto vazio. Como, por definicio, A C F, temos que:

A-ACF-A

Por hipotese, temos que A — A é fechado e pelo teorema acima, por A ser g*-

fechado, temos que:

ANA=A— A=

ou seja:

|
IN
S

e como A C A, temos que

I
8N

A
sendo A fechado, temos que A é fechado.
c.q.p.

Teorema 5.2.5 (Das e Rashid, [8])
Um conjunto A no espago de Alexandroff (X, «) € g*-fechado se e somente se
existe um conjunto fechado F contendo A tal que F C ker(A) = ({U C X|U €

aeACU}.
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Prova

Necessidade: Seja A g*-fechado e 0 a colegdo de todos os fechados de (X, «).
Assim, existe F' €  com A C F onde para todo U aberto onde A C U temos que
F C U. Seja a® a colecdo de todos os abertos que contém A. Assim, dado U € o4,

temos que F' C U, logo:
Fc U
Ueca4

Suficiéncia: Digamos que F' € § onde A C F e FF C () U, assim, temos que,

UcaA
dado V € a?:
Fc (YUcVv
Ueca#4
ou seja,
FCV

c.q.p-

Teorema 5.2.6 (Das e Rashid, [8])

A uniao de dois conjuntos g*-fechados é g*-fechado.

Prova
Seja (X, ) um espago de Alexandroff e sejam A, B C X conjuntos g*-fechados
em (X, ). Assim, existem Fy, Fp € §, A C Fu, B C Fp, onde, paratodo Uy, Up € «

onde A C Uy e B C Ug, temos que:
FyCUjse Fp CUp

Vamos mostar que F4 U Fp esta contido em todo U aberto onde AU B C U.
Seja F' = F4 U Fpg € 6, assim, seja U € a onde AUB C U. Logo, AC Fy CUe
B C Fg C U, com isso:

AUBCF,UFp=FCU
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logo, como U é qualquer, temos que AU B é g*-fechado.

c.q.p-

Como podemos verificar em [17], a intersecgao de dois conjuntos g*-fechados nem

sempre é um conjunto g*-fechado.

Teorema 5.2.7 (Das e Rashid, [8])
Seja (X, a) um espago de Alexandroff e A C X wum conjunto g*-fechado em
(X,a). Se BC X ¢étal que AC B C A, entio B é g*fechado.

Prova

Seja U € aw onde B C U, assim, A C U e por A ser g*-fechado, existe F' € § com

AC F,onde F CU e ainda, como, A C F, temos que A C F, logo:
BCACFCU

Como U € «a é qualquer, temos que a afirmacao acima é valida para todo U € «

onde B C U, i. e., B é g*-fechado.
c.q.p.

Definicao 5.2.8
Seja (X, ) um espago de Alexandroff e A C X. Chamaremos de subespago de

(X, a) relativo ao conjunto A ao espago (A, aq) onde:
ay ={UNA|U € a}

E f4cil ver que (A, a4) satisfaz as propriedades de um espaco de Alexandroff.
Diremos que um conjunto B C A é fechado no subespago (A, a4) se e somente

se A— B ¢é aberto em (A, ).
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Teorema 5.2.9
Seja (A, aq) um subespago do espago de Alexandroff (X, a). O conjunto B C A
¢ fechado no subespago (A,a4) se e somente se existe um fechado F C X onde

B=FnNA,i. e., acolegio 04 dos conjuntos fechados de (A,04) é dado por:
da={FNA|F €}
onde 6 € a colecao dos conjuntos fechados do espago (X, ).

Prova

Seja (X, o) um espago de Alexandroff e § a colegao dos fechados em (X, ).
Necessidade: Seja B um conjunto fechado no subespaco (A4, a4) de (X, ). As-

sim, por definicao , A — B é aberto. Logo, existe U € « onde:
A-—B=ANU
Assim:
B=A—(A-B)=A—(ANU) = AN(ANU)* = AN(A°UU®) = (ANA°)U(ANU")

=QuUANU) =ANU"

como U é aberto, temos que U° é fechado.
Suficiéncia: Digamos, agora, que F' € §. Vamos mostrar que ANFE é um fechado
no subespago (A, a4). Para isso, mostraremos que A — (AN F) é aberto.

Temos que:
A—(ANF) = AN(ANB)° = AN(A°UF*°) = (ANA°)U(ANF°) = QU(ANF°) = ANF*°

Como F° é aberto em (X, «), temos, por defini¢ao , que A — (AN F) € ay, logo
ANF é fechado em (A, ay).

c.q.p-
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Lema 5.2.10
Se um conjunto A C X ¢é aberto e g*-fechado no espaco de Alexandroff (X, ),

entdo A € também fechado.

Prova

Como A é g*-fechado, existe um conjunto fechado F' em (X, ) onde para todo
aberto U contendo A temos que A C F C U. Sendo A aberto e sabendo-se que
A C A, obtemos:

ACFCA

ou seja A = F, assim, A é fechado.
c.q.p.

Teorema 5.2.11 (Das e Rashid, [8])
Seja (X, a) um espaco de Alexandroff e A um conjunto aberto e g*-fechado em

(X,a). O conjunto B C A € g*fechado no subspaco (A, a4) se e somente se B €
g*-fechado em (X, ).

Prova

Seja (X, ) um espago de Alexandroff, (A4, a4) um subespago de (X, a) e § a
colegao de todos os conjuntos fechados de (X, ).

Necessidade: Digamos que B C A é g*-fechado em (A, a4). Entao , existe Fy
fechado em (A, a4) contendo B onde, para todo Uy € a4 temos que B C U, implica
em B C Fy.

Vamos mostrar que existe F' € § onde para todo U € «, sendo B C U, temos
que BC FCU.

Seja U € o onde B C U. Como B C A, temos que B = BN A, assim:

B=BNnACBNnU
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como BNU é aberto em (A, a4), temos:
BCF,CBNUCU

por Fy ser fechado em (A, aq), pelo teorema 5.2.9, existe F' € § onde Fy = FNA.
E ainda, pelo lema 5.2.11, A é fechado, logo, F4, logo, F4 = F N A é fechado em

(X, ). Como isso, sendo F' = F4, temos que,
BCFCU

Como U é um aberto qualquer que contém A, temos que a afirmacao acima é
valida para todo U € o onde A C U.

Suficiéncia: Seja agora B C A um conjunto g*-fechado no espaco (X, ). Vamos
mostrar que B é g*-fechado em (A, ay4).

Antes porém, mostraremos que ay C . Seja Uy € ay. Assim, por definigao ,
existe U € a onde Uy = ANU. Como A € a temos que Uy = ANU é aberto em
(X, ). Ou seja, todo aberto de (A, a4) é também um aberto em (X, ).

Logo, por hipotese, existe F' € § onde para todo Uy € a4, B C Uy, temos que
BCFCU,

E ainda, pelo teorema 5.2.9, o conjunto F' é também fechado no subespaco
(A,aq) pois, dado UNA = Uy € ay, temos FF C Uy = U N A, o que implica

em ' C Aecomisso FF'=FNA. Logo, B é g*fechado em (A, ay).

c.q.p-

Lema 5.2.12
Seja (X, ) um espago de Alexandroff onde v é a coleg¢ao dos conjuntos abertos

e d a cole¢ao dos conjuntos fechados de (X,a). Se a C§ ou § C «, entdo a = 9.
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Prova

Digamos que a« C ¢ onde § é a colecao dos conjuntos fechados do espaco de
Alexandroff (X, «). Assim, para verificarmos que a = J, basta mostrarmos que
5 C a. Seja F € ), entdao F° € a. Por hipotese temos que F € §. Logo, (F°)¢ € «,

i. e., F' € a. A demonstracao para § C « implica em a =  é analoga.
c.q.p.

Teorema 5.2.13 (Das e Rashid, [8])
Seja (X, ) um espago de Alezandroff e § a colegdo de todos os conjuntos fechados

de (X, a). Se todo subconjunto de X € g*-fechado em (X, «), entdo o = 9.

Prova

Digamos que todo subconjunto de X no espaco (X, «) é g*-fechado. Seja 0 a
colecdo de todos os conjuntos fechados de (X, «). Dado A € «, temos, por hipotese,
que A é g*-fechado. Pelo lema 5.2.10, A é fechado, i. e., A € §, ou seja, a C §. Com

isso e pelo lema 5.2.12; temos que o = 9.

c.q.p-

A reciproca do teorema anterior nem sempre é verdadeira, como podemos veri-

ficar no seguinte exemplo:

Exemplo 5.2.14

Seja R o conjunto dos niumeros reais, G a cole¢cao de todos os subconjuntos
enumerdveis de R e H a colecio do complementar dos elementos de G, i. e., H
€ a colecao de todos os subconjuntos se X cujo complementar é enumerdvel. Seja
a={X,0} UGUH. Temos entio que (R,«) € um espago de Alexandroff, porém,
nao ¢ um espaco topoldgico. Seja 0 a colecdo de todos os conjuntos fechados de

(R, «), entao o = §. Porém, o conjunto (0,1) nao é fechado e ainda, sabendo-se
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que ker[(0,1)] = (0,1) temos que nao existe um conjunto fechado F' onde (0,1) C F

e ' C Ker[(0,1)]. Assim, pelo teorema 5.2.5, (0,1) ndo é g*-fechado.

Teorema 5.2.15 (Das e Rashid, [8])
Seja (X, ) um espago de Alexandroff e § a cole¢ao de todos os fechados de
(X, ). Assim, se § = a,entdo todo subconjunto de (X, ) € g*-fechado se e somente

se (X, a) € um espago topolégico

Prova

Seja (X, &) um espago de Alexandroff onde ov = 4, sendo § a colegao de todos os

fechados de (X, a).

Necessidade: Digamos que todo subconjunto de X é g*-fechado em (X, ). Como
(X, a) é de Alexandroff, temos que 0, X € « e a intersegao finita de elementos de
« pertence a a. Seja A; € a,1 € I onde I é nao enumeravel. Vamos mostar que

JA; € a. Seja F; = A%, assim, por hipotese, [ F; é g*-fechado, logo, existe F' € o

i€l iel
onde, para todo aberto U contendo () F; temos que:
i€l
(EcFcU
i€l

De modo particular, como para todo i € I ,(F; C F;, e F; € 6 = a, temos que:
iel

para todo i € I, logo:

dessa maneira, temos que

(&
ou seja, [ F; é fechado. Assim, temos que <ﬂF,) = JF;° = |JA; é aberto.

iel iel iel iel
Como a familia { A4; };c; é qualquer, temos que a uniao nao enumeravel de abertos

é aberta, logo, (A, a) é um espago topoldgico.
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Suficiéncia: Digamos que (X, ) é um espago topoldgico. Seja A C X. Mostraremos
que A é g*-fechado. Seja f = {U € a|A C U}, entao :
AC ker(A)= (U
Ues

porém, como U € o = ¢, temos que:
Ker(A)=({UealACU}=(({UeslACU}=4

como (X, a) é um espaco topolégico, temos que A é fechado, assim, tomando

F = A, temos que:
ACF C Ker(A)

Pelo teorema 5.2.5, temos que A é g*-fechado.

c.q.p-

Definicao 5.2.16
Diremos que um conjunto A C X € compacto no espago de Alexandroff (X, «)

se e somente se toda cobertura aberta de A possui uma subcobertura finita.

Ao contréario dos conjuntos g-fechados em um espaco topoldgico compacto, num
espaco de Alexandroff compacto, conjuntos g*-fechados nem sempre sao compactos,

como podemos verifica no exemplo a seguir:

Exemplo 5.2.17

Seja R o conjunto dos nimeros reais e « = {R,0} UG, onde G é a cole¢ao
de todos os subconjuntos enumerdveis de R —{0}. O espa¢o (R,a) é um espago
de Alexandroff, porém, nao € topoldgico . Assim, (R,«) € compacto, pois, toda
cobertura aberta de (R, a) deve conter R. O intervalo (1,2) é g*-fechado, uma vez

que o unico aberto que o contém é R, porém, nao é compacto.
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E ainda, pelo teorema 3.1.14, se (X, 7) é um espago topoldgico regular, conjuntos
compactos sao g-fechados, porém, o analogo desse resultado para espacos de Alexan-
droff regulares e conjuntos g*-fechados nao é valido como mostraremos no exemplo

a seguir:

Exemplo 5.2.18

Seja R o conjunto dos nimeros reais e « = {0, X} UG U H, onde G € a cole¢ao
dos subconjuntos enumerdveis de R—{0} e H é a cole¢do dos subconjuntos de R que
contém 0 e cujo complementar € finito. Assim (R,«) € um espago de Alexandroff
porém, nao topoldgico.

Vamos mostar que (R, a) € reqular. Seja a € R e FF C R um conjunto fechado
em (R,a) onde a ¢ F. Se a # 0, basta tomarmos {a} € a e {a}® € a, assim,
a € {a},F C {a}° e{a} n{a}* =0. Caso a =0, temos que F° é um aberto que
contém 0, logo, F = (F°)¢ = {a1,aq,...,a,}, onde a; # 0,i = 1,....,n. Assim, F ¢
também aberto, logo, 0 =a € F*,F CF e F°NF = (.

Mostraremos agora que existe um conjunto bicompacto em (R, a) que ndo é g*-
fechado. O intervalo (—1,1) € bicompacto em (R,«). De fato, seja L C o uma
cobertura de (—1,1). Como 0 € (—1,1), deve existir ao menos um elemento A €
L que contém 0. Assim, A° € finito, pois, A € H. Se (—1,1) — A = 0, basta
tomarmos {A} C L como uma subcobertura finita de L. Caso contrdrio, sabemos
que (—1,1) — A = (—=1,1) N A° € ainda finito. Assim, para cada v € (—1,1) — A,
deve existir U, € L onde x € U,. Tomamos, dessa maneira, a subcobertura finita
S={A}u{U, e Llz € (-1,1) - A} C L.

O conjunto (—1, 1) nao € fechado e também nao € g*-fechado, pois Ker[(—1,1)] C
(R — {z}|x ¢ (—1,1)} = (=1,1), vemos que nao existe um conjunto fechado F

onde (—1,1) C F C Ker[(—1,1)]. Pelo teorema 5.2.5, (—1,1) néao é g*-fechado.
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Teorema 5.2.19 (Das e Rashid, [8])
Seja (X, ) um espago de Alezandroff. Entao , dado x € X, temos que o conjunto

{z} € fechado ou {x}° € g*-fechado.

Prova

Seja x € X. Digamos que {z} nao é fechado, entdo , {z}° nao é aberto. Logo, o
tinico conjunto aberto que contém {z}¢ é X. Assim, como X é fechado e {z} C X,

temos que x¢ é g*-fechado.
c.q.p.
5.3 Conjuntos g*-abertos

Definicao 5.3.1 (Das e Rashid, [8])
Seja (X, ) um espago de Alexzandroff. Diremos que o conjunto A C X € g*-

aberto se e somente se A¢ é g*-fechado.

Observacao 5.3.2
Observe que se (X, ) um espago de Alexandroff e AC X e 64 = {F C X|F ¢
fechado e F C A} entio 64 ={V¢C X|[V eae A°CV}

Teorema 5.3.3 (Das e Rashid, [8])
Um conjunto A € g*-aberto em um espaco de Alezandroff (X, a) se e somente
se existe um conjunto aberto U contido em A tal que para todo F fechado em

(X,), F C A implica em F CU.

Prova

Seja (X, ) um espago de Alexandroff e § a colegdo de todos os fechados em
(X, a).
Necessidade:Digamos que A é g*-aberto em (X, «). Logo, por definigao, A¢ é

g*-fechado.
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Assim, existe G € 9, A° C G, onde, para todo V € a, A C V implicaem G C V,
ou seja, para todo V € o, V° C A implica em V¢ C G*.

Seja G¢ =U € a.

Pela observacao 5.3.2, a afirmacao acima equivale a dizer que existe U € a,U C A
onde, para todo F' € §, FF C A implica em F C U.

Suficiéncia: Digamos que A C X é tal que existe U € a,U C A, onde, para todo
F e, FCAimplicaem FFCU.

De maneira analoga a demonstracao da necessidade e tomando U¢ = G € 6,

teremos que A¢ é g*-fechado, ou seja, A é g*-aberto.
c.q.p.
5.4 Espacos T,

Defini¢ao 5.4.1 (Das e Rashid, [8])
Um espago de Alexandroff (X, «) é chamado de T,, se e somente se todo conjunto

g*-fechado € fechado.

Podemos notar que essa definigao é parecida com a dada por Levine em [17] para

espacos topoldgicos T /,. Porém, para espagos topoldgicos, temos que:
Tl — T1/2 — TO
0 que nao ira ocorrer para espagos 1y,.

Teorema 5.4.2 (Das e Rashid, [8])
Seja (X, a) um espago de Alezandroff. Se (X,«) € Ty, entio (X,«a) é também

Tp.

Prova

Sejam z,y € X onde = # y.
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Se {z} é fechado, temos que {z}° é um aberto que contém y mas nao contém
z. Caso {z} nao seja fechado, temos, pelo teorema 5.2.19 que {z}¢ é g*-fechado.
Assim, como (X, «) é T, {x}¢ é fechado, o que implica que {z} = ({x}°)° é aberto.

Logo, sendo que x € {z} e y ¢ {z}, temos que (X, ) é Tj.

c.q.p-

Porém, em espacos de Alexandroff, ser T} nao implica que o espago é T,,. Para
isso, podemos obsevar o espago (X, «a), onde v = {), X} U C, onde C é a colegao
de todso os subconjuntos finitos ou enumerédveis de X. Assim, (X, «) é T3, logo,

também é Ty, porém, como observamos no exemplo 5.2.2, (X, «) nao é T,,.

Teorema 5.4.3
Se (X,7) é um espago topoldgico, entao um conjunto A C X é g*-fechado se e
somente se A € g-fechado, ou seja, num espaco topoldgico, as definicoes de conjuntos

g*-fechados e de conjuntos g-fechados coincidem.

Prova

Seja (X, 7) um espaco topoldgico.

Necessidade:Digamos que A C X é um conjunto g*-fechado em (X, 7), entao,
existe um fechado F' com A C F onde, para todo U € 7 temos que A C U implica
em FFCU.

Como A C F e F é fechado, temos que A C A C F, assim, para todo U € 7
onde A C U, temos que A C F C U. Logo, A é g-fechado.

Suficiéncia: Seja A um conjunto g-fechado em (X, 7), entdo, para todo U € T,
temos que A C U implica em A C U.

Como (X, 7) é topolégico, temos que A é fechado. Assim, A é g*-fechado.

c.q.p-
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Defini¢ao 5.4.4 (Das e Rashid, [8])
Seja (X, ) um espago de Alezandroff e A C X. Chamaremos de g*-fecho de A

ao conjunto A =({F C X|AC F e F ¢ g« —fechado}.

Teorema 5.4.5 (Das e Rashid, [8])

O espago de Alexandroff (X, ) é T, se e somente se:

i.  Para cada x € X, {x} € aberto ou fechado;
ii. C =C* onde C ={AC X|Ac é fechado}
e C*={ACX| (ﬁ)* ¢ g x — fechado}

Prova

Seja (X, ) um espaco de Alexandroff.

Necessidade: Digamos que (X, «) é T,,. Seja x € X, assim, pelo teorema 5.2.19,
{z} é fechado ou {z}¢ é g*-fechado.

Se {z} nao é fechado, temos entdo que {z}° é g*-fechado, logo, por hipotese,
{z}¢ é fechado, ou seja, {x} é aberto.

E ainda, seja A € C, onde C é como descrito acima. Temos entdo que A€ é
fechado, logo, g*-fechado. Com isso, A¢ = (ﬁ)* e assim, C' C C*. De maneira
analoga, podemos mostrar que C* C C'. Logo C' = C*

Suficiéncia: Digamos que (X, «) é tal que para todo = € X, {z} é aberto ou
fechado e além disso C' = C*. Seja A um conjunto g*-fechado em (X, a). Dessa
maneira, temos que A = A", logo, A° € C*. Por hipotese, temos que A° € C, assim,
A é fechado.

Vamos mostar que A = A.

Digamos, por absurdo, que A # A. Como A C A, existe z € A — A, logo,
{x} € A— A. Pelo corolario 5.2.4, {x} nao pode ser fechado. Assim, por hipotese,
{z} é aberto. Com isso, como = ¢ A, temos que {z} C A¢, logo A C {z}°. Sendo

{x}¢ fechado, temos que A C {x}¢ de onde temos que {z} C (Z)C, i.e,r¢ A
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Absurdo!!!, logo, A — A.
c.q.p.

Teorema 5.4.6
Seja (X, a) um espago de Alexandroff e 6 a colegao de todos os fechado de (X, ).
Entao, dado x € X, temos que {x} serd aberto ou fechado se e somente se para todo

subcongunto A C X, temos que A =(\{{Wa C X|ACWse Wy €aUdb}.

Prova

Seja (X, ) um espago de Alexandroff e 0 a colecao de todos os fechados de
(X, ).

Necessidade: Digamos que, para todo = € X, {x} é aberto ou fechado. Vamos
definir p? = {WA CX|[ACWyeWy € aUd} Sejax € X onde z ¢ A, logo

A C {z}°. Por hipotese temos que {x}° é aberto ou fechado. E temos ainda que:

A={{z} € X[z ¢ A)

Assim:

ACp (e} S Xla ¢ A} = A
Suficiéncia: Digamos agora que para todo A C X, temos que:
AZ{WAQX|AQWA6WA€(IU5}

Digamos, por absurdo, que {2} nao é aberto nem fechado, assim, {z}° também
nao sera. Logo, o inico elemento de a«Ud que contém {x}° é X. Por hipotese, temos

que {z}° = X. Absurdo!!! Logo, {z} é aberto ou fechado.

c.q.p-

Dos teoremas 5.4.5 e 5.4.6, temos que:
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Teorema 5.4.7 (Das e Rashid, [8])
O espago de Alexandroff (X, «) €T, se e somente se:
i.  todo subconjunto de X € a intersecao de todos os abertos e fechados que o
contém;
ii. O =C* onde C ={AC X|A¢ ¢ fechado}
e C*={ACX| (ﬁ)* ¢ g x — fechado}

Definicao 5.4.8 (Das e Rashid, [8])
Diremos que o espago de Alexandroff (X, a) € um espago porta se e somente se

todo subconjunto de X € ou aberto ou fechado.

Teorema 5.4.9 (Das e Rashid, [8])

Se (X, a) € um espago porta, entao (X,a) € T,.

Prova

Seja (X, a) um espago porta. Digamos, por absurdo, que existe A C X que é
g*-fechado porém nao é fechado. Assim, por hipotese, temos que A é aberto.

Como A é g*-fechado, temos que existe F' fechado em (X, ) com A C F, onde,
para todo aberto U contendo A, temos que F' C U.

Sabendo-se que A C A, temos que A C F C A de onde temos que A = F, ou
seja, A é fechado. Absurdo!!!

Logo (X, a) é T,

c.q.p-
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Capitulo 6

Espacos L-Alexandroff e conjuntos
g*-fechados

Neste ultimo capitulo apresentamos a definicao de espacos de Alexandroff para
matematica fuzzy, que denominaremos de espagos L-Alexandroff e além disso, sug-
erimos uma definicao para conjuntos g*-fechados.

O capitulo divide-se em trés secoes.

A primeira segao contém algumas definigoes (entre elas a de espago de L-Alexandroff)
e teoremas. Na segunda segao a defini¢ao de conjuntos g*-fechados em um espaco
de L-Alexandroff e alguns resultados. Por fim, na ultima secao a nossa definicao de

conjuntos g*-abertos em um espaco de L-Alexandroff.

6.1 Espacos L-Alexandroff

Definicao 6.1.1
Dados um conjunto X e um reticulado L, chamaremos de espaco de Alexandroff

L-fuzzy ao par (X,T), onde T’ uma funcao I' : L* — L onde:
i, T(1)=T(0) =1;
i.  T(uAv)>T(u) AT(v),Vu,v € LX;

ii.  Se J é um conjunto enumerdvel entao: F<\/fi) > AL(f;),VieJ f; € L~

icJ jed
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Definicao 6.1.2

Seja X um conjunto qualquer, L um reticulado fuzzy e 3 um subconjunto de L.
Diremos que o para (X, 3) € um espago de L-Alexzandroff se e somente se:

. 0,1 € 06;

1. Dados f e g€ 3, temos que fNg € (.

ii. Dada uma familia {f;}ic; de elementos de 3, onde J é enumerdvel, temos

que (sz) € f;

icJ
Os elementos f de ( serao chamados de abertos e f’ de fechados.
E facil ver que todo espaco L-topoldgico é um espaco L-Alexandroff, porém, a

reciproca nem sempre é verdadeira.

Exemplo 6.1.3

Vamos considerar o reticulado (L, <, ,V,\) onde
o L={xalAC0;1]}

e xa<xp < ACB

® X4 = Xac.

Para nao haver perigo de confusao, vamos definir O, = xp e 11, = X[0;1)
Seja X = p([0;1]) onde p([0;1]) € a colecao das partes de [0;1].

Definimos ainda:

Para todo A € X
Vamos considerar F' = {fa | A C[0;1] € enumeravel} onde cada fa : p([0;1]) —
L ¢ definida como fa(B) = xpua. Sendo B = {0y, 1,} UF temos que (X, ) € um

espaco L-Alexandroff porém nao é L-topoldgico. De fato:
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i. 0y e 1, €0;

it. Dados g e h € 3, temos que g N\ h € [3.

Digamos que g e h sdo elementos de F, assim, existem A; e Ay € o(X) onde

g = fa, e h= fa,. Sabendo-se que N\ xa, = X(
ieJ

) e (A; € enumerdvel, temos:

N A; ieJ

i€J

(gNh)(B) =g(B) Nh(B) = fa,(B) A fa,(B) = XBuA, A XBUA, = X(BUAI)N(BUAs) =
XBU(AINAg) = fa,na, (B}
E fécil verificar que gN\Nhepseg,h=0,¢e/0ough=1,.
iii. Se {fi}ics sao elementos de (3, onde J € enumerdvel, entao (\/ﬂ) e p.

icJ
Pois dado B € X, digamos que { fi;}ics sao elementos de F, assim, existem {A;}ics

onde f; = fa,. Sabendo-se que \/ xa, = X e |JA; é enumerdvel, temos:
ieJ U A ieJ
ieJ
(Vo) @ = (Viae)) = (Vo ) =1 — 7 \(®
i€J i€ ieJ BLJ(Z_%JJAZ-) (Z_LEJJA¢>

FE fdcil verificar que (\/ fz> € B se ha elementos f, = 0, ou fi = 1,.
ieJ
Nao podemos, entretanto, afirmar que <\/fAi> pertence a 3 quando J € um
icJ
conjunto arbitrdrio, pois, se J é ndo-enumerdvel, é possivel que |J A; seja também
icJ
nao- enumerdvel e assim:

(vsa) = Yoy

ieJ
Se |JA; € um conjunto nao-enumerdvel, nao podemos dizer que:

ieJ f< U Ai) -

i€J

X =

ieJ

Definicao 6.1.4

Seja (X, 3) um espago de L-Alexandroff e b € L*. Chamaremos de fecho de b

ao L-conjunto b definido como:

b=N{fel¥feveb< f}
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onde vy € a cole¢ao dos conjuntos fechados do espago (X, 3).

Convém observar que nem sempre, em um espaco L-Alexandroff, o fecho de um
L-conjunto é fechado, uma vez que a intersecao arbitraria de fechados pode nao ser

fechado, porém:

Teorema 6.1.5

Seja (X, 3) um espago L-Alexandroff e a € L. Entdio a < a.

Prova

Seja (X, ) um espago L-Alexandroff,y a colegao de todos os fechados de (X, 3),
ael¥eA, ={be L¥a<b} Efcl ver que {f € L¥|f e yea < f} C A,
Assim , para todo z € A,, temos que a < x, i. e., a é uma cota inferior de A,. Com
isso:

a< NAS<N{felX|fevyea< f}=a
c.q.p.

Teorema 6.1.6

Seja (X, 3) um espago L-Alexzandroff. Se f ¢ fechado em (X,[3) entio f = f.

Prova

De fato, seja (X, #) um espago L-Alexandroff e f um fechado de (X, 3). Sabemos,

pelo teorema anterior, que f < f. Como f é um fechado onde f < f, temos que

F=MNMrelX|feyeb< f} < f, assim, f=F.
c.q.p.

Definicao 6.1.7
Seja (X, 3) um espaco L-Alexandroff e a € L*. Chamaremos de interior de a

ao L-conjunto a°® definido como:
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a°:\/{uELX|ueﬁeu§a}

Como no fecho, observamos que nem sempre o interior de um L-conjunto é aberto

em espacos L-Alexandroff.

Observacao 6.1.8
Num espago L-Alexandroff (X, ), seja v a cole¢io dos conjuntos fechados de
(X,8) eac LX, temos entdo que:
{flelX|feqyea< f}={belXbepeb<d}
e

{WelXbeBeb<a}={fecl¥|fecyed < f}

Teorema 6.1.9

Seja (X, 3) um espago L-Alezandroff e a € LX. Assim:

Prova

Seja (X, #) um espaco L-Alexandroff, v a colecao dos L-conjuntos fechados de
(X,3) e a € L*. Entao, pelo teorema 2.2.5 e pela observacao 6.1.8:
@ =(Nfel¥|fevea<f})
=V{fel¥|fevea< [}
=\V{belXpbepeb<d}=(d)

De maneira analoga podemos provar também que (a°) = (a’)

c.q.p-
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6.2 Conjuntos g*-fechados em espacos L-Alexandroff

Definicao 6.2.1
Seja (X, 3) um espago L-Alexzandroff. Diremos que o L-conjunto b € L~ é g*
fechado se e somente se existe f € LX fechado com b < f, onde, para todo a € 3 e

para todo p € Pr(L) onde:
(Vz € X)(b(x) = p = a(z) £ p)
temos que
(Vo € X)(f(z) 2 p' = a(z) £ p)

Ou seja, existe f fechado com b < f onde para todo a € [3:
(Va, € Pr(LX))(z, ¢ ¥ = 7, € a)

mmplica em

(Vz, € PT(LX))(xp ¢ [ = x,€a)

Teorema 6.2.2

Todo L-conjunto fechado num espago L-Alexandroff (X, 3) € g*-fechado.

Prova

De fato, seja (X, 3) um espaco L-Alexandroff, f € L* um fechado em (X, 3) e

a € 3 de forma que para todo p € Pr(L):
(Ve € X)(f(z) > p' = a(x) £ p)

Sabendo-se que f < f e que a afimagao acima implica em:
(Vo € X)(f(z) 2 p' = a(z) £ p)

Para todo p € Pr(L), conluimos que f é g*-fechado.

c.q.p-
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Nem todo conjunto g*-fechado num espago L-Alexandroff é fechado.

Exemplo 6.2.3
Seja L ={xa | AC[0;1]}; X = p([0;1]).
Dados A, B C [0;1], definimos:

e x\u<xp <= ACD;
.X{AZXAC.

Vamos considerar o espago L-Alezandroff (X, ) onde § = {0y;1,} U F sendo
F={fa| ACI0;1] € enumerdvel }

onde fa(B) = xaus

O L-conjunto h € L™ definido para todo B € X como:

h(B) = X{0,5}¢
Nao € fechado em (X, [3), porém, é g*-fechado.
De fato, sejam p € Pr(L) e a € 8 onde:
(VB € X)(h(B) > ' = a(B) £ p) (1)

Vamos mostrar que o inico L-aberto que satisfaz a condicdo acima € a = 1,.

Obviamente, a # 0,. Assim, digamos, por absurdo, que existe f4 € F' onde, para
todo p € Pr(L):

(VB € X)(h(B) = ¥ = f2(B) £ p)

A hipotese h(B) > p' é verdadeira para todo p = Xy, onde k # 0,5 e para todo
B € X, de modo particular, temos que h(D) > p’' . Com isso, conclui-se, por (1),
que:

Xavo = fa(0) £ p = Xquye
ou seja
Aub=A¢g {k}*
Para todo k € [0;1].

86



Os tinicos elementos que atendem as condigoes acima para A sao [0;1] — {0,5}
ou [0; 1], ambos ndo-enumerdveis. Absurdo!!! Logo, o unico elemento L-aberto que
satisfaz (1) é a = 1,,.

Além disso, o unico L-conjuto fechado que que contém h € 1,.

Sabendo-se que:

(VB € X)(1,(B) = i/ — 1(B) £ p)

Temos, para todo p € Pr(L):

(VB € X)(a(B) > p' = a(B) £ p)

Logo, h é um L-conjunto g*-fechado, porém, nao € fechado.

Definicao 6.2.4
Seja a € LX ep € Pr(L) no espago L-Alexandroff (X, 3). Definimos:

Gap ={u € Bl(Ve € X)(a(z) = p' = u(x) £ p}

Go= () Gup

pePr(L)

Teorema 6.2.5

Seja (X, ) um espaco L-Alexandroff, a € L* e h = )\ u. Se existe f fechado

u€EGq
em (X, 3) onde para todo p € Pr(L) temos que:

(Va, € Pr(LX))(z, € f' = x, € h)

entao a € L* € g*-fechado em (X, 3).

Prova
Seja u € 3 onde,
(Va, € Pr(LX))(z, € f' =z, € h)
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i. e., para todo p € Pr(L):
(Vo € X)(a(z) > p' = u(z) £ p)
logo u € G,. Assim, h < u, com isso:
(Vz € X)(f(2) 2 p' = h(z) £ p = u(z) <p)
Como u € G, é qualquer, temos que para todo v € 5 e p € Pr(L) onde:
(Vz € X)(a(z) > p' = u(z) £ p)

implica em:
(Vz € X)(f(z) = p' = u(2) £ p)
ou seja, a € LX é g*-fechado.

c.q.p-

Teorema 6.2.6
Seja (X, 3) um espago L-Alexandroff. Se a,b € X sao g*-fechados em (X, [3)

entdo a Vb é também g*-fechado.
Prova
Seja a,b € L™ conjuntos g*-fechados em (X, 3). Seja u € B e p € Pr(L) onde:
(Vo € X)((aVb)(z) = p' = u(z) £ p)

Mostraremos que existe f fechado, com a Vb < f e

(Vo € X)(f(z) = p' = u(z) £ p)

Como a,b € L¥ sao g*-fechados, temos que existe f,, fy € LX fechados com
a < f, e b< f, onde, para todo v € f e p € Pr(L), temos que:

(Vz € X)(a(x) = p = v(x) £ p)
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implica em

(Vo € X)(falz) 2 p' = v(z) £ p)

(Vo € X)(b(z) > p' = v(z) £ p)
implica em

(Vo € X)(fo(z) = p' = v(z) £ p)
Comoa<aVbeb<aVb, temos que:

(Vo € X)(a(z) > p = (aVb)(x) > p = u(z) £ p)

(Vo € X)(b(z) > p' = (aVb)(z) = p' = u(z) £ p)
Assim, temos que

(Vo € X)(fa(z) 2 p = u(z) £ p)

(Ve € X)(fo(z) = p = u(z) £ p)

logo:

(Vo € X)(fa(z) 2 p' ou fo(x) = p = u(z) £ p)

Por p’ ser coprimo, a afirmagao acima equivale a:

(Vo € X)((faV fo)(@) = p' = u(x) £ p)
Tomando f = f,V f;, temos que f atende a propriedade que queriamos (f < aVb).

Como p € Pr(L) é qualquer, a afirmacao acima vale para todo p € Pr(L).
c.q.p.

Teorema 6.2.7
Seja (X, 3) um espaco L-Alezandroff e a,b € LX onde a é g*-fechado. Se b é tal

que a < b <a, entao b é g*-fechado.
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Prova

Seja (X, 3) um espaco de L-Alexandroff e a,b € L onde a é g*-fechado com
a<b<a.
Como a é g*-fechado, existe f fechado com a < f para todo p € Pr(L) e u € 3

temos que:
(Vo € X)(a(z) > p = u(z) £ p)
implica em (1)
(Vo € X)(f(z) = p' = u(x) £ p)
Seja p € Pr(L) e u € 8 de forma que:

(z € X)(b(x) = p' = u(z) £ p)
Assim, como a < b, temos que a afirmacao acima implica em:
(Vz € X)(a(z) > p' = u(z) £ p)

Logo, por (1), temos que:

(Vo € X)(b(z) = p' = u(z) £ p)
implica em

(Vz € X)(f(z) 2 p' = u(x) £ p)

e como f é fechado em (X,) ea < ftemosquea<b<a< f i e, b< f.

Como u € e p € Pr(L) sao quaisquer, temos que b é g*-fechado.
c.q.p.
6.3 Conjuntos g*-abertos em espacos L-Alexandroff

Definicao 6.3.1
Seja (X, 3) um espago de L-Alexandroff. Diremos que o L-conjunto a € L é

g*-aberto se e somente se a' é g*-fechado.

90



Teorema 6.3.2
Seja (X, 3) um espaco de L-Alexandroff. O L-conjunto a € L* é g*-aberto se e
somente se existe u € 3 com u < a onde para todo L-fechado f e p € Pr(L), temos
que:
(Vz € X)(f(z) 2 p' = alz) £ p)
implica em

(Vz € X)(f(z) = p' = u(z) £ p)

Que pode ser reescrito como:
(Vz, € Pr(L*))(z, ¢ f' = z, € a)
implica em

(Vx, € Pr(L*))(z, & [' = z, € u)

Prova

Seja (X, ) um espago de L-Alexandroff.
Necessidade: Seja a € L~ um conjunto g*-aberto em (X, 3). Assim, existe h

fechado, com o’ < h, onde para todo u € f e p € Pr(L):

(Vo € X)(d'(z) > p' = u(z) £ p)
implica em (1)
(Vo € X)(h(z) > p = u(z) £ p)

Assim, temos que:
(Vo € X)(d'(z) 2 p' = u(x) £ p)
<~
(Vo € X)(u(z) < p=d'(z) 27)
<

(Vo € X)(u'(z) > p = a(z) £ p)

(Vo € X)(h(x) = p = u(z) £ p)

—

91



(Vo € X)(u(z) <p= h(z) 1)
<
(Vo € X)(u'(x) > p' = W(z) £ p)

logo, a afirmagao (1) equivale a
(Vo € X)(u/(z) > p' = a(z) £ p)

implica em

(Vo € X)(u'(x) = p' = I(z) £ p)

Afirmar que existe um fechado h onde a’ < h, equivale a afirmar que existe v
aberto onde v < a, para isso, basta tomarmos v = h/. E ainda, como {f € LX|f
é fechado } = {¢ € L¥|c é aberto } temos que, para todo f fechado e para todo
p € Pr(L):

(Vz € X)(f(z) 2 p' = alz) £ p)
implica em

(Vo € X)(f(z) = p' = v(x) £ p)

Suficiéncia: A demonstracao é de maneira analoga a suficiéncia, uma vez que a
maior parte dos resultados na demonstragao da necessidade sao equivalencias. Para

encontrarmos um fechado h com as caracteristicas de g*-fechado, basta tomarmos
h=n1.
c.q.p.

Teorema 6.3.3

Seja (X, 3) um espago L-Alexandroff e a,b € L. Se a é g*-aberto e a® < b < a,

entao b € g*-aberto.
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Prova

Por definicao, se a é g*-aberto, entao a’ é g*-fechado e ainda, a° < b < a equivale

a < b < (ao)/

ou seja, pelo teorema 6.1.9:

a <V <d
Assim, pelo teorema 6.2.7, temos que b’ é g*-fechado, logo, (V') = b é g*-aberto.

c.q.p-
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Capitulo 7

Consideracoes finais

Com a definicao dada neste trabalho para L-conjuntos g-fechados em espagos L-
topoldgicos , conseguimos um dos nossos objetivos pricipais: encontrar uma colecao
de L-conjuntos que generaliza-se os L-conjuntos fechados em um espago L-topoldgico.
Porém, alguns resultados envolvendo L-conjuntos g-fechados e axiomas de separacgao
nao foram confirmados. Por exemplo, em [17], Levine mostra que ”Se (X, 7) é um
expago topoldgico regular e se A é compacto em (X, 1), entdao A é g-fechado”, en-
tretanto, nao conseguimos mostrar que:

”Se (X, J) é um espago L-topoldgico regular e se a é compacto em (X, J), entao
a é g-fechado.”

Como nao encontramos um contra-exemplo, nao podemos afirmar se o resultado
acima é verdadeiro ou falso.

O teorema 4.1.20 é demonstrado com a hipotese de L ser um conjunto totalmente
ordenado, porém, nada sabemos se esse resultado pode ser verificado quando L for
um reticulado fuzzy qualquer.

Um probelma em aberto no nosso trabalho é verificar o que ocorrera em espacos
L-topoldgicos onde os conjuntos g-fechados sao fechados. Em [17], para topologia
classica, Levine verifica que espacos dessa maneira tem a caracteristica de serem

mais fracos que espagos 77 e mais fortes que espagos Tp.
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Para espagos de Alexandroff, Das e Rashid em [8], tentaram encontrar uma
versao de conjuntos g-fechados para esses, definido assim os conjuntos g*-fechados.
Na nossa versao L-fuzzy de espacos de Alexandroff, que denominamos ”espagos
L-Alexandroff”, a definicao de L-conjuntos g*-fechados para este comportou-se de
maneira razoavel. Apesar de generalizar os L-conjuntos fechados, na nossa defin¢ao
de L-conjuntos g*-fechados nao obtivemos alguns resultados significativamente im-
portantes.

Como foi dito anteriormente, Levine em [17], com a ajuda dos conjuntos g-
fechados, encontrou um axioma de separacao que esta entre 17 e Ty em espacos
topoldgicos, o que nao foi possivel com a defincao de g*-fechado em espacos de
Alexandroff. Sugerimos, como continuagao deste trabalho, tentar encontrar um
axioma de separacao entre T} e Ty em um espaco de Alexandroff que nao depende
da definicao de conjunto g*-fechado, e com isso, encontrar uma versao desse para

espagos L-Alexandroff.
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