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RESUMO

Nesta tese apresentamos o Controle Paramétrico Quantico de Trajetéria aplicado a diferen-
tes sistemas quanticos de multiplos niveis de energia. A ideia é fazer um sistema quéntico
seguir um certo comportamento determinado pela escolha apropriada do potencial externo.
Nosso método consiste na discretizagao temporal tanto da trajetoria alvo — descrita pelo
valor esperado do observavel — quanto do préprio potencial externo — a fonte de luz laser.
Nesse sentido, as equagoes a serem resolvidas sao independentes do tempo por “pedagos”.
O primeiro sistema analisado é o tipico problema de dois qubits acoplados e interagindo
com o ambiente via equacao de Lindblad. Aqui o ambiente corresponde a processos esto-
casticos que interferem diretamente na dinamica do sistema, como por exemplo, causando
transigoes entre os autoestados de energia (amplitude damping AD) ou a destruigao das
coeréncias (phase damping PD). Além desses dois tipos de ruidos, investigamos outra
possibilidade, no qual o ambiente AD é adicionado ao ambiente PD (APD). Controlamos
a populagao do estado excitado de um dos qubits e também o emaranhamento do sistema.
Implementamos o controle paramétrico direto ao oscilador harménico quantico e também a
molécula de OH, com um ntmero consideravel de niveis quanticos. Dentro de tais sistemas,
desenvolvemos duas formas de se analisar e restringir o amplo espago de solugoes: uma
envolve o controle de restrigao das populagoes do sistema (escrita na base de energia) e das
probabilidades na base do proprio observavel. Ja a outra, é o controle de minima dispersao,
onde determinamos que a dispersao no valor esperado de qualquer observavel serda minima
se seu valor estiver entre dois autovalores consecutivos desse observavel. Na pratica, isso
é satisfeito quando o valor esperado é escrito considerando apenas as duas probabilida-
des associadas a tais niveis consecutivos. Por fim, apresentamos o método paramétrico
misto, que resulta da associacao entre um problema de /N niveis com um controle de dois
niveis efetivos. Em trabalhos anteriores, o mapeamento entre os diferentes subespagos de
N — 2 niveis era feito inteiramente numérico. Nossa principal contribui¢ao ao método é
justamente a obten¢do de um conjunto de equagoes analiticas que fornecem um espaco de
solugdes completamente definido, de modo que tais solugées podem ser utilizadas para
a determinagao dos parametros do campo externo que conduzam a dinamica de algum
observavel de interesse. Como exemplo, aplicamos tal técnica no controle da distancia
intermolecular do acido HF. Além de manipular tais oscilagoes, geramos um pacote de
ondas com os estados vibracionais desse sistema, onde analisamos dados tridimensionais do
espalhamento e possiveis reconstrugoes a partir da densidade de probabilidade do pacote

de ondas a medida que se desloca no potencial Morse.

Palavras-chaves: Controle quantico. Dois qubits. Sistemas quanticos abertos. Multiplas

solugoes. Restri¢coes no espaco de solugoes. Controle de oscilagbes moleculares.



ABSTRACT

In this thesis we present Quantum Parametric Tracking Control applied to different
quantum systems of multiple energy levels. The idea is to make a quantum system follow
a certain behavior determined by the appropriate choice of the external potential. Our
method consists in the time discretization of both the target trajectory — described by
the expected value of the observable — and the external potential — the laser light source
itself. In this sense, the equations to be solved are time-independent by “parts”. The first
system analyzed is the typical problem of two qubits coupled and interacting with the
environment via Lindblad’s equation. Here the environment corresponds to stochastic
processes that directly interfere with the dynamics of the system, such as causing transitions
between energy eigenstates (amplitude damping AD) or the destruction of coherences
(phase damping PD). In addition to these two types of noise, we investigate another
possibility, in which the AD environment is added to the PD environment (APD). We
control the population of the excited state of one of the qubits and also the entanglement
of the system. We implement direct parametric control to the quantum harmonic oscillator
and also to the OH molecule, with a considerable number of quantum levels. Within such
systems, we develop two ways of analyzing and constraining the large solution space: one
involves constraint control of the populations of the system (written in the energy basis)
and of the probabilities in the basis of the observable itself. The other, on the other hand, is
the least dispersion control, where we determine that the dispersion in the expected value
of any observable will be minimal if its value lies between two consecutive eigenvalues of
that observable. In practice, this is satisfied when the expected value is written considering
only the two probabilities associated with such consecutive levels. Finally, we present
the mixed parametric method, which results from the association between an N-level
problem with a two-level effective control. In previous work, the mapping between the
different N — 2-level subspaces was done entirely numerically. Our main contribution to
the method is precisely to obtain a set of analytic equations that provide a completely
defined solution space, so that such solutions can be used for the determination of the
external field parameters that drive the dynamics of some observable of interest. As an
example, we apply such a technique to the control of the intermolecular distance of HF
acid. In addition to manipulating such oscillations, we generate a wave packet with the
vibrational states of this system, where we analyze three-dimensional scattering data and
possible reconstructions from the probability density of the wave packet as it moves in the

Morse potential.

Keywords: Quantum control. Two qubits. Open quantum systems. Multiple solutions.

Constraints on solution space. Control of molecular oscillations.
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1 INTRODUCAO

1.1 O CONTROLE QUANTICO

O controle quantico, enquanto area de pesquisa devidamente estabelecida, é con-
sideravelmente recente. De fato, por volta dos anos 70, nao havia uma fundamentacao
tedrica que estruturasse a “manipulagao” de sistemas quanticos, sendo algo que evoluiu
rapidamente até o estado da arte observado nos dias atuais. Por manipular um sistema
quantico temos em mente uma ‘engenharia’ de sistemas microscépicos [1]. Ou seja, a ideia é
dirigir ou induzir um sistema quantico a apresentar uma dindmica totalmente determinada
no tempo, ou ao menos atingir um estado final desejado. Tal aspecto é de interesse para
as aplicagoes mais diversas e ao longo da tese apontaremos alguns exemplos. Com tal
objetivo, é necessario buscar por uma compreensao mais precisa da interacdo da radiacao
com a matéria e como esta interagao contribui para a evolucgao do sistema em si. Este tipo

de andlise tedrica constitui o campo de estudo de controle quantico [2].

A defini¢ao de controle quantico é muito ampla e acaba agregando diversos instru-
mentos de controle. Por exemplo, os instrumentos mais comuns sdo campos magnéticos [3],
variagoes de tensao em um semicondutor [4], campos de laser [5] ou até mesmo combinando
campos magnéticos e de laser ao mesmo tempo [6]. Logo, devemos ressaltar que o objeto de
estudo desta tese considera exclusivamente o controle usando campos de laser, ou também
conhecido como controle coerente [7]. De fato, fontes de luz coerente sao muito tteis na
geracao de estados de superposicao, e assumimos que os exemplos explorados nesta tese

sao sensiveis a esse tipo de interacgao.

No ano de 2020 completou 60 anos desde a criacao da primeira fonte de luz laser,
realizada por T. H. Maiman no ano de 1960 [8]. Com o advento do laser hoje podemos
contar com complexas redes de comunicac¢ao 6ptica [9], terapias fundamentais na area
da satde [10], incontéveis aplica¢oes tecnoldgicas industriais [11] e ferramentas essenciais
para o avango da ciéncia [12, 13]. Na publicagdo recente do editorial da revista Nature
Physics, do ano de 2020, temos os exemplos mais especificos sobre a criacao de novas areas
e aplicacoes na fisica, como a Optica nao-linear, a metrologia de precisao, o imageamento
por fluorescéncia e espectroscopia ultra rapida, que nao existiriam caso o laser nao fosse
concebido [14]. Notadamente, controle quantico é uma dessas areas que emergiram gragas

a tecnologia laser.
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Um dos aspectos mais fundamentais do controle quintico coerente (ver a seguir),
dado o cenario atual da 6ptica quantica, é a capacidade de configurar o campo externo aliada
a uma sequéncia de pulsos de laser ultra réapidos [15]. Nesse contexto, é conveniente definir
duas classes principais: lasers do tipo CW e do tipo pulsado. CW significa Continue Wauve,
isto é, fontes de laser cujo perfil temporal é uma onda que oscila continuamente no tempo.
O laser pulsado corresponde ao perfil de variagao entre um certo valor maximo e zero, cujos
picos de intensidade sao espagados temporalmente. A largura de cada pulso pode assumir
valores desde 1072 ou 1071° segundos até a ordem de 1071® segundos (exemplo ultrarrédpido)
[1, 16] em aplicagdes mais recentes. O uso da luz laser com campos ultrarrdpidos viabiliza
a geracao de estados de superposi¢do altamente coerentes, favorecendo a manipulacao de
sistemas que usualmente nao sao acessiveis com pulsos mais largos [15, 17, 18], embora
ainda existam aplicagoes relevantes envolvendo diferentes escalas temporais. Desse modo,
feixes de laser cada vez menores e técnicas experimentais sistematicamente mais precisas
em laboratorio, aliado a trabalhos tedricos introduzindo novos métodos de controle,

promoveram a rapida popularizagido dessa area [19].

No que se refere ao procedimento de controle em si, essencialmente, diferentes
métodos tém como base a aplicagao de um potencial externo configuravel no sistema
quantico, geralmente ajustando a amplitude do campo elétrico e a fase do laser. O proposito
desse acoplamento ¢ conduzir a evolugao temporal do valor esperado de algum observavel
de interesse [20], tal como (O)(t). O observavel é qualquer quantidade fisica do sistema
mensuravel em laboratério [21] como energia, posigdao, probabilidade, momento angular,
entre outros operadores. Em geral, o objetivo central é conduzir o sistema a partir de um
estado inicial no instante ¢, para um estado final no instante t; [22], ou descrevendo o
mesmo comportamento de alguma fun¢ao conhecida no tempo [23, 24, 25]. Nas proximas
secOes veremos alguns métodos e suas principais caracteristicas. Desta forma o laser precisa
ser ajustavel para ter o perfil necessario para o controle. Nesta tese iremos supor que as

fontes de laser sempre poderao nos fornecer as configuracoes necessarias.

1.2 O CONTROLE OTIMO

Dentre as mais variadas metodologias para designar campos de controle que im-
plementam uma evolugao quantica desejada, a técnica mais tradicional e amplamente
difundida na literatura é a teoria do controle 6timo [26]. Em esséncia, os pardmetros do

laser sdo determinados via extremizacao de um funcional J (07 = 0), escrito na forma

iy

7 = el - [ [ 0P~ 1] -2t [ o] (i - 10 opar

(1.1)

sendo o primeiro termo o valor esperado do observavel (O) (tf), o estado alvo |9(tf))

to

no instante final ¢y, £(t) o campo elétrico do laser, I a fluéncia (ou intensidade maxima)
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do campo, H(t) = Hy — i - £(t) o Hamiltoniano total (sistema + laser), com o operador
momento de dipolo i e campo elétrico £(t), e os termos (A, ( x(t)|) multiplicadores de
Lagrange [27]. Repare que a equacao de Schrodinger estd apenas rearranjada dentro do

ultimo termo.

Ao extremizar tal funcional em relagdo ao estado final, o campo e multiplicadores de
Lagrange, somos capazes de determinar o campo 6timo que maximiza a probabilidade do
sistema quéantico de atingir o estado alvo descrito pelo valor esperado ( O ) (tf). Na pratica,
fazemos {0y, J = 0,0 T = 0,6 T = 0}. A partir da derivagao parcial do funcional
obtemos um conjunto de equagodes de controle, cuja resolugao depende de sofisticados

procedimentos numeéricos.

Em geral, sdo utilizados os algoritmos de gradiente conjugado [28] e de Krotov [29]
para acelerar a convergéncia das solugoes para o campo. Embora o ferramental tedrico
seja relativamente elaborado, o controle 6timo tem sido amplamente utilizado desde a sua
concepgao [26, 30]. Alguns poucos exemplos sao suficientes para ressaltar a importancia
desse método, como por exemplo, em computagao quantica [31], dissociagao molecular
visando a reagio HCN — HC' + N [32], dindmica molecular do OH e HF na presenca de
campos sob influéncia de ruido branco [33], e também no controle de estados eletronicos

da molécula de ozonio a fim de promover a sua isomerizacao [34].

1.3 O CONTROLE DA TRAJETORIA

Em meados das décadas de 1980 e 1990 o controle de trajetoria surgiu como uma
nova alternativa de controle quantico [35, 36], pois ao contrario do controle étimo em
que somente o estado final é atingido, a dinamica temporal descrita pelo valor esperado
de algum observéavel é continuamente satisfeita no processo. A equagao de movimento

principal na representacdo de Heisenberg, é dada por

L (0) = L (0. Hil) - = (0. - £ + <a§> | (1.2

A manipulacao algébrica de tal relagao, a fim de isolar o campo elétrico em funcao dos
outros termos, £(t), resulta na Eq. (3) do estudo [37]

_ B i) [0, Hol |4 (1) — ()| 5714 (1))
{W()|[0, 1Wb(t)) ’

sendo I = e ¥ (carga elétrica e) o operador momento de dipolo elétrico e Hy = 5-p? 4V (Z)

(1.3)

(onde h = 1) o Hamiltoniano do sistema nao perturbado. A ideia chave é determinar
inversamente o campo elétrico que controla a trajetéria S(t) = (O) (t), sendo S(¢) uma
funcao conhecida. No entanto, existem operadores que podem comutar no denominador da

Eq. (1.3), gerando divergéncias nas solu¢oes do campo £(t). H. Rabitz e W. Zhu propuseram
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o calculo da segunda derivada dessa mesma expressao, e impondo determinadas condicoes,
foi determinada a Eq. (4) do trabalho [37]

oy wl([ 0, Hol + 2%, H | - 22)16(2) | -

W) 0, Ho] +i%2, ] 102)

assim removendo as singularidades ‘triviais’ da Eq. (1.3), contudo, eventualmente o

denominador ainda pode ser nulo.

Estudos recentes empregando tal artificio forneceram novas fronteiras no campo
da éptica com a técnica de mimica espectral [38], onde H Rabitz et. al. conseguiram
tornar determinados sistemas quanticos espectralmente idénticos. Segundo os autores, a
mimica espectral pode ser adaptada para problemas de 6ptica nao linear na geracao de
harmonicos de alta ordem (High Harmonic Generation). Um procedimento andlogo, porém
aplicado a um sistema de muitos corpos, validou a robustez do controle de trajetéria ao
induzir a mudanca no estado metalico condutor para o estado isolante de Mott fortemente
correlacionado [39], cujo observavel escolhido foi simplesmente a densidade de corrente
eletronica. No entanto, ainda nao existem realizagoes experimentais de tal proposicao

tedrica.

Nas préximas segoes apresentaremos o método paramétrico inverso, originado a
partir do controle de trajetéria. Ao abordar o mesmo problema de maneira original, os
autores removeram toda e qualquer singularidade por meio da discretizagao temporal,
afinal, tanto o campo de controle quanto a trajetéria alvo tornam-se independente do
tempo em cada intervalo de controle. Ainda sim, apesar dessa simplificacao, multiplas
solugoes podem surgir devido a nao-linearidade intrinseca de problemas inversos [2, 40].
A questao da multiplicidade associada ao mesmo objetivo de controle ja foi explorada
no proprio método paramétrico por partes [24, 41] bem como no controle de panorama
(landscape control) [42, 43].

1.4 CONTROLE PARAMETRICO DIRETO

Com o controle paramétrico de evolugdo quantica, desenvolvido por Kuhn e Luz [2],
introduziu na literatura um procedimento puramente analitico (a principio para dois niveis)
que combinava o (i) conceito de controle inverso com o (i) controle de trajetéria S(t) [35]
e (4i7) independéncia temporal do potencial externo (campo elétrico do laser). A principio,
tais propriedades ja eram amplamente exploradas separadamente nessa area. Contudo,
associa-los possibilitou o controle do valor esperado do observavel em cada instante de

tempo, até atingir um estado final de interesse [24]. A equagao fundamental do método
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para o estado final da janela temporal é dada por

CREDY (Z (T)t T 3 exp[—i Eﬂ]) |0n)- (1.5)
n \lm

sendo ¢l os coeficientes de expansao do estado inicial da janela, a matriz 'y, correspon-
dente a base que conecta os autoestados do Hamiltoniano total H = Hy — pQ(exp|—i¢] +
exp[+i¢]) (2 a amplitude e ¢ a fase) e as bases {|o,)} do observavel O, as autoenergias
H como FEj, a largura da janela de controle 7. Para dois niveis, a expressao acima é
totalmente analitica (tanto os autovalores de energia quanto a base de H sao conhecidas),
bem como a prépria expressao do valor esperado S(7) = (| O |1y ). Nao exibiremos
todos os detalhes matematicos aqui, mas em esséncia o problema resume-se em determinar

algebricamente os pardmetros do campo de controle conhecendo-se S(7).

Apesar de ser uma construc¢ao matematica muito simples, quando tenta-se estender
o protocolo para um sistema de trés niveis, simplesmente nao é possivel obter uma solucgao
algébrica fechada. Por exemplo em [2] o controle com N = 3 foi realizado numericamente,
contudo, nenhum trabalho explorando sistemas de dimensao N > 2 foi publicado. Assim,
a primeira contribuicao desta tese esta no Capitulo 3 onde desenvolvemos o controle direto
para sistemas de N niveis, e também ao trazermos uma nova abordagem no que se refere

ao espago de solugoes.

1.5 CONTROLE PARAMETRICO INDIRETO

Com o intuito de encontrar uma alternativa tedrica mais versatil ao Controle Direto
para problemas multiniveis, Delben e Luz [40] propuseram um procedimento anilogo e que
ainda preservava a estrutura légica do método. A contribuicao notavel dos autores envolve
a utilizacao de um sistema de coordenadas esféricas na parametrizacao das probabilidades

de ocupagao de cada estado, como

p = cos(67), (1.6)
pe = cos(6;)sin(67), (1.7)
(1.8)
pn = cos(07)sin(0;_,)...sin(67), (1.9)
e relacionando com o valor esperado do observavel (O) (7)
N
S(r) ={0) (1) anlonpn, (1.10)

onde o,, é o autovalor desse observavel.
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Um procedimento denominado de diagonalizagao inversa [41] introduziu operagoes

matriciais que resultam em um sistema de equagoes algébricas acopladas, na forma
H® = M H M, (1.11)

onde H® ¢ um Hamiltoniano diagonal, H o Hamiltoniano total (sistema + campo
paramétrico) e M uma matriz ortogonal. Justamente por causa desse artificio que o
denominamos de Método Indireto. Entao a resolucao do sistema de equagoes mencionado
nos paragrafos anteriores fornece os pardmetros do campo de controle (para mais detalhes
ver [41]).

Embora tal abordagem tenha dado resultados promissores para sistemas de trés,
quatro e cinco niveis [41], os autores passaram a enfrentar algo que ja foi observado nos
trabalhos de Kuhn e Luz — que seria o de analisar as multiplas solugoes de controle. O
espaco de solucgOes para a trajetoria alvo introduzia dificuldades praticas a medida que N

aumentava.

Buscando uma alternativa diferente, os autores criaram o método paramétrico misto,
combinando duas perspectivas fundamentais: o controle direto com o método paramétrico
indireto, assim justificando a escolha do nome ‘misto’. Em sintese, a informagao dinamica
do problema original de dimensao N é mapeado em um Hamiltoniano de 2-niveis efetivos no
espaco de Hilbert, visto que todo sistema de dois niveis sempre possui solugao [24, 40, 41].
Ao determinar as variaveis desse Hamiltoniano efetivo, é realizada uma transformagcao
inversa para o subespaco com a dimensao original N do sistema fisico de interesse.
Parte dessa operacao era necessariamente numérica, e selecionar melhores solucoes nessas
condicoes era algo desafiador. Uma segunda contribuicao desta tese é mostrar no Capitulo
4 como acessar diretamente tais solugdes apos um desenvolvimento analitico das equagoes

constituintes do método.

1.6 CONTROLE DE SISTEMAS ABERTOS E EMARANHADOS

O emaranhamento é um dos fendmenos mais surpreendentes da teoria quantica [44],
principalmente devido ao conceito inerente de nao-localidade [45]. Podemos caracterizar
tal correlacao quantica através da nao-separabilidade de um vetor de estado, isto ¢é, a
incapacidade em decompormos na forma de produto os autoestados dos subsistemas
associados (é possivel fatorar o vetor [1)) = (1/4/2)(]00) + |11)) com uma ‘multiplicacao’
distributiva dos ket’s |0) e [1)7) [46]. Observe que em sistemas cldssicos também existem
correlagoes, no entanto, os eventos que ocorrem espacialmente separados interferem entre
si localmente, ao contrario do que ocorre no mundo quéantico [47]. A nao-localidade da
mecanica quantica se manifesta, por exemplo, na medi¢cao de algum componente de um
estado emaranhado. Isso significa que apds a medicdo a funcao de onda de todos os

componentes colapsam, independentemente da sua localizagao espacial [45, 48].
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Tanto no campo tedrico quanto em realizagoes experimentais, tém-se observado
com frequéncia a importancia do emaranhamento na ciéncia da informagao quantica [49],
até mesmo como um recurso fisico fundamental [50]. Em esséncia, informagao quantica
se refere a quantidade de informagao armazenada no estado de um sistema quantico
[46], e convém representar tal estado através de qubits (e nao mais bits classicos de
0 e 1). Além disso, demonstrou-se também ser indispensavel para diversas tarefas em
comunicacao quantica, tais como teletransporte, correcdo quantica de erros, codificacao
superdensa, redes quanticas e afins [51, 52, 53, 54, 55, 56]. Tais aplicagdes vém sendo
aperfeicoadas na proporcao que aprofundamos nosso entendimento sobre os aspectos fisicos
mais fundamentais, como por exemplo, em sistemas interagentes sob influéncia do ambiente

[57], ou seja, sistemas abertos [52].

Sistemas abertos representam uma extensao do conceito de sistemas interagentes
ou compostos, mas envolvendo processos estocasticos [47, 58]. Um sistema que interage com
o ambiente pode ser representado por uma matriz densidade p que contém informagoes
de todos os graus de liberdade, como por exemplo, o produto tensorial p = 5° ® p¥ no
espago de Hilbert H = Hg ® Hpg associado, onde S representa o sistema e E o ambiente.
Analisamos a evolugao temporal de p como se fosse um ‘grande sistema’ fechado, cuja
dindamica é completamente conhecida para todo o tempo t. Quando falamos de sistema
fechado estamos nos referindo aquele cuja dindmica é descrita por uma evolugao unitaria,
tal como p, = U pU . O operador unitério U ¢é determinado pela equacao de Schrodinger
ihd,U = HU ou, de forma equivalente, a evolucio do estado é dada por ihd,p; = [ﬁ , Pt
no formalismo de von Neumann, com H sendo o operador Hamiltoniano total. No entanto,
geralmente estamos interessados em caracterizar apenas os graus de liberdade internos, tal
como /¥, em detrimento da atuacdo do ambiente p¥. Nesse caso, precisamos decompor
apropriadamente o estado p, calculando o traco parcial sobre o ambiente, isto é, p° = Trg[ p]
[47]. Escrevemos o Hamiltoniano completo como H=H sQRIp+1s® H B+ g[:[mt, em que
Is i € o operador identidade do espago vetorial correspondente, H s,z 0 Hamiltoniano do
sistema livre S (e do ambiente F), e Himt o termo de interacao entre os subespacos com
intensidade de acoplamento g [58]. Aqui fica evidente que o sistema livre correlaciona-se
com o ambiente de acordo com o grau de intensidade do parametro g. Se g = 0, o sistema
evolui livremente de modo independente, caso contrario, quando g # 0 o ambiente passa a

perturbar o estado p° [47].

Ao manipularmos algebricamente a expressio pf = Trp[UpUt] em termos do
conjunto de bases {|S5;) ® |E;)} (para mais detalhes ver [58]) chegamos a definigao dos
operadores de Kraus [47]. Tais operadores, ou ‘mapas’, atuam sobre a matriz densidade
p° mimetizando o processo de interferéncia do ambiente na dindmica do sistema livre S.
Portanto, em sistemas quanticos abertos a evolugao passa a ser descrita por canais ou
operagoes quanticas que assumem a forma p — Y, M, p° M,I [47]. Ou seja, o conjunto

{ My}, que satisfaz a relacao >, M, ,I M, = 1, representa a amplitude de probabilidade de
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ocorrer uma transicado nos estados quanticos do sistema. Vale mencionar que diferentes
fendmenos quanticos sdo modelados por esses operadores, tais como decoeréncia [59] e
emissao espontanea [60], por exemplo. Ressaltamos que as relagoes discutidas até aqui

foram elaboradas na forma discreta, caso deseje consultar o formalismo continuo, ver
(61, 62].

E a partir desse ponto que relacionamos o controle quantico com sistemas abertos.
Em boa parte das aplicagoes nessa area [63], controle quantico é melhor compreendido em
sistemas fechados do que em sistemas abertos [57]. No entanto, somente em sistemas abertos
podemos observar fendmenos que emergem em aplicagoes reais, ou mais precisamente em
labordtorio [22]. Para ilustrar esse contexto, efeitos dissipativos tornam-se relevantes em
protocolos cujo interesse é a geragao de emaranhamento [64], na fabricagdo de memérias

quanticas [65] ou em metrologia quantica [66].

Antes de controlar qualquer sistema quantico aberto, primeiramente devemos
compreender a natureza do acoplamento gerada pelo ambiente e como a coeréncia quantica
pode ser perdida. De fato, as duas principais causas para a destruicao do emaranhamento
em situacoes reais sao os processos de amplitude damping, associado a dissipacao de energia,

ou phase damping, que destroi os termos de coeréncia na matriz densidade [57, 67, 68, 69].

Novos métodos de controle vém sendo elaborados a fim de suprimir a decoeréncia
em sistemas quanticos abertos, sobretudo no que se refere a manter o sistema emaranhado
[70, 71, 72, 73]. Sabemos que coeréncia e emaranhamento estao intimamente associadas ao
fendmeno de superposicao quantica, contudo, nao ha evidéncia de uma conexao quantitativa
direta entre eles [74]. Por exemplo, um campo externo (de um laser) é capaz de criar
coeréncia em um certo sistema, entretanto, o acréscimo na intensidade desse campo pode
simplesmente destruir as correlagoes existentes [51]. Outro aspecto curioso é o fato de que
apesar de ser possivel suprimir a decoeréncia através de algum protocolo de controle, isso

nao implica necessariamente na preservagdo do emaranhamento [51].

Assim, um dos tépicos abordados nesta tese é justamente o controle de dois qubits.
Embora tal sistema tenha sido extensivamente explorado na literatura, com uma vasta
gama de publicacoes [75, 76, 77, 78, 79, 80, 81, 82, 83|, entender todos os mecanismos
de controle continua sendo um desafio, principalmente com a presenca de algum tipo
de ambiente [57]. Uma perspectiva diferente é analisar a energia do sistema, tanto na
auseéncia quanto na presenca de um potencial externo. Poucos estudos na literatura de
informacao quantica exploram o problema de quantificar a energia necessaria para ‘extrair’
o emaranhamento de um sistema quantico [54, 84, 85]. Para auxiliar neste estudo, é
conveniente utilizar diferentes quantificadores em informagao quéantica, tais como a medida
de concorréncia [86, 87], negatividade [88], coeréncia [89] e distinguibilidade de estados
quénticos [90]. No Capitulo 2 desta tese falaremos com mais detalhes sobre as medidas

citadas.
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1.7 SISTEMAS MULTINIVEIS E CONTROLE COERENTE

Grande parte dos problemas reais envolvendo aplicacbes em mecanica quantica
dependem de sistemas multiniveis [91]. Nao obstante, ainda existem trabalhos direcionados
ao controle de dois niveis no intuito de entender os aspectos mais fundamentais da dinamica
(92, 93]. Dependendo da quantidade de niveis a ser controlado, ou o tipo de observavel
escolhido, pode haver a necessidade de se utilizar mais de um potencial de interacao. Outra
possibilidade é ajustar mais parametros do campo, tais como a largura do pulso, amplitude

ou a fase do laser, por exemplo [94].

Na tultima década os protocolos de controle quantico evoluiram significativamente
na capacidade de manipulacao de sistemas multiniveis. Como exemplo, a fim de controlar
um observavel no qual um tnico laser ndo é suficiente para induzir a migragao de carga da
molécula de acido propidlico [95], onde os autores desse trabalho aplicaram dois potenciais
defasados temporalmente com At = 0,6 (fs). Além do mais, podemos citar métodos que
utilizaram até sete parametros ajustaveis para realizar determinadas operagoes quanticas
[96]. Apenas para elencar exemplos na area experimental, observamos cada vez mais
arranjos com multiplos potenciais externos em sistemas moleculares [97, 98, 99]. Diferente
da maioria das técnicas que mencionamos ao longo do texto, que geralmente dependem
de algoritmos refinados de otimizac¢ao, no método misto aqui explorado determinaremos
inversamente os pardmetros do campo (amplitude e fase) ao resolver um sistema de
equagoes algébricas nao-lineares, sendo diretamente adaptavel para qualquer problema de
N niveis. Assim iremos considerar o problema de muitos niveis com esta abordagem no
Capitulo 4.

1.8 OBJETIVOS E ESTRUTURA DA TESE

O objetivo central desta tese é aplicar a técnica de controle independente do tempo
por partes em sistemas quanticos abertos e fechados com diferentes propésitos, sendo
melhor detalhados nos préoximos capitulos. Note que a esséncia do método é justamente
simplificar a determinacao inversa dos parametros do campo de controle via discretizacao
temporal, e a principio, a técnica pode ser aplicada a qualquer tipo de sistema quantico.
Sistemas que estejam sob influéncia de algum potencial com dependéncia explicita ou
implicita do tempo podem ser controlados assumindo que dentro de cada janela temporal
(que deve ser pequena o suficiente) o estado quéntico evolui como se fosse independente
do tempo, o que simplifica a determinacao do perfil do campo externo que manipula tal
dinamica.

Em sintese, os capitulos desta tese estao organizados do seguinte modo:

CAPITULO 2: Apresentaremos o controle de dois qubits acoplados e interagindo
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com diferentes ambientes, ou seja, um sistema aberto. Também explicaremos brevemente
o protocolo de controle empregado no sistema escolhido. Finalizaremos o capitulo com os

principais resultados numéricos obtidos e discussoes relacionadas.

CAPITULO 3: Apresentaremos o controle paramétrico direto, aplicando a técnica
para diferentes sistemas fechados de N niveis. Também exibiremos alguns resultados em que
restringimos a populacao de determinados niveis de energia. Em seguida, implementamos o

procedimento de controle baseado na minimizacao da dispersao do observavel controlado.

CAPITULO 4: Trataremos exclusivamente do método paramétrico misto, onde
organizamos um apanhado histérico de todas as geracoes de técnicas baseadas no controle
de trajetéria com independéncia temporal em sistemas fechados. Detalharemos teoricamente
o método misto e delinearemos os pontos fundamentais que precisam ser melhorados,
finalizando com um exemplo de controle pontual com o intuito de investigar a influéncia

do subespago bidimensional sobre o espago de solugoes associado ao problema real.

CAPITULO 5: Dedicaremos a este capitulo as conclusoes da tese, comentando todos

os resultados obtidos nos capitulos anteriores.
O material suplementar é apresentado nos seguintes apéndices:

APENDICE I: Neste apéndice incluimos os principais operadores, matrizes e tensores,

bem como defini¢bes convenientes utilizadas no Capitulo 4.

APENDICE II: Incluiremos duas solugoes conhecidas para o oscilador harmonico

quantico, potencial Morse, e outras dedugoes pertinentes, referentes ao Capitulo 5.

APENDICE III: Organizaremos a deducao da diagonalizacao de uma matriz bidi-
mensional e outras transformacoes convenientes do método misto, empregadas no Capitulo

3.
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2 CONTROLE DE DOIS QUBITS EM ESTADO X

No presente capitulo apresentaremos os resultados teoricos do controle de
dois qubits acoplados em estado X. Tal configuracao da matriz densidade
demonstrou-se util na simplificacao de expressoes que descrevem o emaranha-
mento do sistema, pois no estado X apenas as duas diagonais principais sao
consideradas. Analisaremos o valor médio da energia em todas as simulagoes,
com o intuito de encontrar uma relacao com a controlabilidade e a manutencao

do emaranhamento no sistema.

2.1 DESCRICAO DO METODO DE CONTROLE QUANTICO

Em determinadas aplicagoes em controle quantico o objetivo é fazer com que o valor
esperado de um observavel relevante O siga uma trajetoria predeterminada S(t) (durante
o intervalo de tempo 0 < ¢t < T'). Dessa forma, utilizando um potencial dependente do
tempo He(t) com pardmetros sintonizdveis, tais como a amplitude e a fase de um campo
de laser, conduzimos a evolucao do sistema através da equagao de Lindblad (veremos nas

proximas secoes), fornecendo um p(t) no qual,

(O)(t) = Tr[ o(t) o} — S(0). (2.1)

Assim, encontraremos os parametros do campo laser que geram tal potencial He ().

Com esse propésito, consideramos o método de controle quantico independente
do tempo por partes (PTIQCM)!, sendo um método particularmente simples do ponto
de vista computacional [24, 25]. A ideia central é discretizar todo o intervalo de tempo
correspondente a dinamica temporal do observavel em N janelas de largura dt,, — geral-
mente todos iguais, entao o0t, = o0t =T /N paran = 1,2,...,N (onde t, é o n-ésimo

intervalo de tempo médio). Fundamentalmente, o principal objetivo do PTIQCM é rastrear

L A sigla refere-se a nomenclatura original do método, que é Piecewise Time — Independent Quantum

Control Method [24].
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Vl Vn-l Vn VN-l VN
S(t) S(&)
S(t) / i\ S(Z)
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Figura 1 — Trajetéria S(¢) correspondente ao valor esperado de um observéavel (O) arbitra-
rio. Note que a func¢ao da trajetoria possui um valor diferente em cada janela
temporal t,, — 6t/2 <t < t,, + 6t/2 (com t, = t, — §t/2), e consequentemente,
h& um potencial externo H,(t,) que controlara o sistema a fim de atingir tal
valor. Fonte: [1].

potenciais independentes do tempo V,,’s dentro de t,, — §t/2 < t < t,, + 6t/2, resultando
em Tr[p(t,), O] = S(t,) (de acordo com a Fig. 1).

De acordo com esse procedimento, se (i) os pardmetros externos do laser puderem
ser alterados de modo que a variagao de V,, — V,,.1 é suficientemente réapida (em referéncia
ao intervalo dt) e (ii) ot é suficiente pequeno, o valor obtido para O(t) devido aos sucessivos
V.'s é uma excelente aproximagao para a Eq. (2.1). E na verdade, como discutido e
exemplificado nos trabalhos [100, 25], satisfazer as condicoes (i) e (ii) é viavel do ponto
de vista experimental levando em conta a atual tecnologia de fontes laser. Portanto,
conhecendo a trajetéria S(t), o PTIQCM calcula o perfil do laser V;, V5, ..

resultado obtido é o valor esperado do observavel em funcao do tempo.

L VN eo

Dentro de cada dt,,, assumimos que V,, tem como resultado um campo elétrico

monocromatico harmoénico na aproximacao dipolar. Logo, em termos da base de um qubit

)

onde Q) ¢ a frequéncia de Rabi® e ¢ é a fase relativa entre os vetores de polarizacao do

nao-perturbado, temos

Vn:—Qﬁf”( 0 owl-ie 22)

exp|ien) 0

campo e do momento de dipolo. Os elementos da diagonal sdo negligenciados desde que os

2 Existe uma extensa literatura sobre as oscilacdes de Rabi em sistemas quanticos, sendo assim, vamos
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estados nao-perturbados tenham mesma paridade.

Usualmente, assumimos que o campo de interacao atua somente em um qubit [102],

e no nosso caso escolhemos (1, tal que

Ho=V ®o, (23)

No Apéndice A apresentamos todas as possiveis parametrizacoes para H¢, seja em
termos de o, ou o, (Aqui, 0, , sdo matrizes de Pauli). O campo Ho =V ® o, fornece os
mesmos resultados fisicos (obtidos para o,) e Ho = V ® 0, demonstrou-se um acoplamento

inefetivo para o controle quantico desejado®

E conveniente expressarmos o operador densidade p através de uma representacio
matricial especial, particularmente conveniente no controle dos qubits devido a sua simpli-
cidade. Vamos pressupor que a dinamica do sistema seja expressa pela matriz densidade no
estado X [103]. Nesse caso, a escolha para tal configuracao ¢é justificada pela simplicidade
matematica e também a relativa facilidade na implementagao experimental [64, 104, 105].

A parametriza¢do para p =35, | j) (k| ¢ definida como

pii 0 0 pug
0 p22 p23 O
p= : (2.4)
0 p32 p3z O

par 0 0 py

escrito em termo das bases |1) = |ee), |2) = |eg), |3) = |ge) e |4) = |gg). Assim,

escrevemos o valor esperado (O) como sendo

(O) = p11 O11 + p22 Oz + p33 O33 + paa Oss + (p1a + pa1) Ora + (pas + ps2) O2s.  (2.5)

Portanto, impomos uma trajetéria S(t) = (O)(t) para a Eq. (2.5) e em seguida aplicamos
PTIQCM. E importante frisar que uma vantagem do método de controle aqui utilizado esté
em sua simplicidade, e quando aplicado a sistemas quanticos abertos pode proporcionar ou
facilitar o controle de coeréncia ou concorréncia, lembrando que no caso do emaranhamento
fazemos um procedimento indireto. Veremos nas secoes seguintes que precisamos controlar
indiretamente o emaranhamento, pois tal quantificador nao é um observavel em mecéanica

quantica [24, 25].

referenciar apenas a obra original [101]. A frequéncia de Rabi é o produto do campo elétrico pelo
momento de dipolo elétrico, ou seja, ) = ﬁg

Na verdade, nao existe nenhuma diferenga qualitativa em qualquer resultado obtido nesta tese quando
aplicamos o potencial externo em ambos os qubits, a menos de pequenas variagoes no padrao dos
{V1, Va, ...}, que ndo apresentaremos aqui.
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2.2 DEFINICAO DO SISTEMA

Analisamos um sistema quantico constituido por dois qubits acoplados sob a
influéncia dos ruidos de amortecimento de amplitude e fase?, isto é, dois sistemas de
dois niveis interagindo entre si e também com um ambiente markoviano. Na pratica, um
ambiente markoviano se refere a um sistema cuja dinamica temporal nao depende de

processos ‘anteriores’, ou em outras palavras, ndo existem efeitos de memoria [46].

O primeiro qubit sera rotulado por )1 e o segundo qubit por ()3. O Hamiltoniano
inicial associado aos qubits é definido por
1 (03]
—0

— Hy =

Q9 1) (2 1) (2
e 5 Wy 250 4 7(0909 + J(_)O'Sr)>- (2.6)

2

Os dois primeiros termos representam o Hamiltoniano livre, em que as frequéncias naturais
dos qubits sao w, = azwy (n = 1, 2 e a,, uma quantidade adimensional). O termo =
descreve a forca de acoplamento entre ()1 e ()2, considerando a aproximacgao de onda
rotacional®. Os termos w; e w, sdo as frequéncias naturais de transicao dos qubits e os
operadores JE}) e J!(f) (onde 1 = z, 4+ ou —) sdo as matrizes responsaveis pelo acoplamento

entre (01 e (o, conforme a relagao

JE) = 0,®0, (2.7)
em que o, = | e ){ g | é o operador de levantamento e o_ = | g )( e | de rebaixamento. A

forma matricial e todas as expressoes tensoriais, com os respectivos detalhes matematicos,
encontram-se no Apéndice A. As bases escolhidas para representar os estados fundamental e
excitado sdo, respectivamente, | e ) = (1 0)T e | g ) = (0 1)T (onde T indica a Transposta).
Os operadores 0,, 0, € 0, e 0y que aparecem no produto tensorial sao as matrizes de Pauli

usuais, que ao ser escrita na forma da soma de projetores corresponde a

(el+lg)(gl, (2.9)
(gl+1g)(el, (2.10)
{ ) 2.11)
{ { )

oo = e
o, = |e
(gl, (2.11
el=1g)(gl (2.12

o, = ilg

o, = e

Um dos objetivos do nosso estudo ¢ identificar como a decoeréncia e o fluxo de energia

para o ambiente se relacionam, e também, como o protocolo de controle aqui proposto

4 Ao longo do capitulo vamos utilizar a sigla em inglés, ou seja, amortecimento de amplitude AD

(amplitude damping) e amortecimento de fase PD (phase damping).

Rotate wave approrimation. Nesta aproximagao, quando um campo externo é ressonante com as transi-
¢oes do sistema quéntico, os termos oscilatérios de maior frequéncia sdo negligenciados, simplificando
as expressoes que descrevem a dindmica temporal [106].

5
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pode conter tais efeitos. Para isso, iniciamos a analise determinando os autovalores e os

respectivos autoestados de energia de Hy/hwy, da Eq. (2.6), sendo

la+) = |ee), e = +a, (2.13)
) = s ge) +leq)) o =+, (2.14)
=) = s llge)—leg)) o = =, (2.15)
la=) = |g9). e = —a. (2.16)

cuja representacio das bases {|ee),|eg),|ge),|gg)} é o produto |ab) = [aM ) @ [b?)).
Veremos na secao de resultados o comportamento dos qubits em termos da energia e
como os autoestados estacionarios sao acessados durante o procedimento de controle. Um
caso particular de interesse para o propoésito desse estudo é fazer a = v = 1. Tal escolha

configura um sistema de dois qubits ressonantes e com méaxima forca de interagao.

Ao considerarmos o campo externo interagindo com os qubits, definimos o Hamilto-
niano total Hg = Hy+ H¢e, onde H é expresso pela Eq. 2.3. Os autoestados e autoenergias

de Hg sao expressos como

| Fot) = A(+)|99>+B(+)|66>,6&”=+0¢v1+a2, (2.17)
|F+) = (|ge>—|—D|eg>) e = 4yy/1+ b2 + 2bcos(g), (2.18)

Sl

|F—) = <mw—Dwmm e = =31+ 02+ 2bcos(0),  (2.19)

| Fo—) = J1gg)+ BT ee), eW = —av1+a2. (2.20)

=Sl

introduzindo os termos

1
f_¢m1+@+vTrﬁy
B - A4C) — 1+vV1+a?
f )
A® exp[—ig] = BO expl+ig] = ;

B \/1—|—62+2b cos|¢]
B 1+ b explig]

com a = —Qpr/(ahwy) e b = —Qg/(vhwy).

: (2.21)

2.3 DINAMICA DE SISTEMAS ABERTOS - A EQUACAO MESTRA

Uma abordagem possivel para tratarmos da evolugao de sistemas quanticos abertos

utiliza o conceito de processo Markoviano, onde empregamos a expressao na forma de
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Lindblad, ou mais precisamente Gorini-Kossakowski-Sudarshan-Lindblad (GKSL) [66, 47].
A demonstragao do teorema de Lindblad é apresentada na Sec. A.4.2 do Ape. A. A equagao
mestra escrita em termos do operador densidade p(t) é definida por

0 i

9 plt) = —+ [Hs, plt)] + L (p(0)), (2.22)
onde [Hg, p(t)] = Hgp(t) — p(t)Hs é um comutador, Hs = Hy + Hc é o Hamiltoniano
dos qubits acoplados sob atuacdo de um potencial externo He de controle, e L(p) é o
superoperador® que definira a influéncia do meio dissipativo sobre o sistema. Como menci-
onado nas segoes anteriores, analisaremos interagoes importantes para o processamento de
informacgao quantica, que sdo: amortecimento de amplitude (AD), amortecimento de fase
(PD), e o efeito combinado das duas interagoes (APD), em que serdo discutidas nas segoes

seguintes.

2.3.1 Informacgao Quantica

Comentaremos de maneira direta e breve a respeito da area de informacao quantica
e suas principais relagoes. Basicamente, na teoria de informacao classica se estuda o
armazenamento, processamento e transmissao de informagao com bits classicos (0 ou 1)
[46]. Tal teoria fundamenta hoje as bases cientificas da comunicagdo moderna [107]. Neste
capitulo estamos interessados em uma fonte diferente de informacao, algo mais relacionado
com a teoria da mecanica quantica. Nesse contexto, utiliza-se um raciocinio analogo aos
processos inerentes da teoria de informacao classica, mas aplicado ao universo quantico.
Portanto, a teoria de informacao quéantica se concentra no armazenamento, processamento
e transmissao de informacao com um ‘ingrediente extra’, isto é, utilizando bits quanticos
(ou qubits) [46].

Uma forma de quantificar a informacao em um sistema é através da entropia de

informacao de Shannon [108]
H(X)=— Zpi log(pi) (2.23)

onde p; é a probabilidade de ocorréncia do estado ¢ e X uma variavel aleatoéria.

A generalizacdo para o caso quantico veio através da contribuicao de von Neumann

[46], definindo como

S(p) = ~Trlplog(p)] . (2.24)

a operagao do trago Tr[] é definida como Tr[M] = ¥,(i| M |i), tal como a soma dos

elementos diagonais da matriz M em questao. Podemos recuperar a mesma expressao para

6 O termo ‘superoperador’ decorre da sua atuacdo sobre a matriz densidade, que também é um operador

em mecanica quantica.
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a entropia de Shannon (2.23) quando a matriz densidade for diagonal em alguma base,
por exemplo: p =3, p;|i) (7.
De todas as suas propriedades matematicas, vale mencionar trés delas:

Nao negatividade: A entropia de von Neumann nunca assumira valores negativos, pois
0<p <L

Valor Minimo: A entropia de um estado puro é zero. Isso significa que temos total
informacao do estado do sistema.

Valor Maximo: O valor maximo da entropia é atingido para o estado de maxima mistura:
S(p) <logd, onde d é a dimensao do espago de Hilbert. Logo, nao temos informagao do
estado do sistema. De certa forma, a entropia nos fornece uma medida de ‘ignorancia’ do
sistema, e uma das razoes de utilizarmos o formalismo de matriz densidade com sistemas
abertos, conforme exposto na Sec. 2.3, é devido a sua generalidade em descrever estados
puros e estados de mistura. De fato, o ambiente pode afetar a coeréncia do estado p (termos
fora da diagonal principal) a ponto transformé-lo em um estado misto, cuja informacao é

totalmente perdida (ou a entropia é maximal).

2.3.2 Estados Puros e Estados de Mistura

Em mecénica quantica temos diversas formas para descrever um sistema quantico
qualquer. Na representacao de Heisenberg utilizamos matrizes para representar os observa-
veis, transformando a dependéncia temporal do estado |¥(t)) = Uliy) diretamente para
esses observaveis O(t) — UT O U em termos de seus valores esperados [109] (U é um ope-
rador unitério que evolui o sistema quantico no tempo). Na representagao de Schrodinger
é o vetor de estado do sistema que carrega a dindmica temporal |¥) — |¥(¢)), ao contrério
dos observéveis do sistema O(t) — O. Outra abordagem denominada Representagao de
Interacao envolve a dependéncia temporal em ambos — estados e observaveis do sistema
{O(), [¥(t)) }[109]. Apesar da importancia inquestionédvel de todos os exemplos citados,

nenhum deles é suficiente para descrever ensembles aleatorios.

Antes de ir ao ponto, precisamos definir apropriadamente o que é um ensemble.
O ensemble é uma colecao de copias de sistemas microscopicos preparados igualmente, e
geralmente representados pelo mesmo ket |¢)) [21]. Vamos considerar o experimento de
Stern-Gerlach (SG) para desenvolvermos nosso raciocinio. Sem realizar qualquer medigao
do tipo SG (ex. medir a componente z), um feixe de d&tomos (em um certo exemplo) pode
ter qualquer polarizagao de spin (4, —) e em qualquer dire¢ao (x, y, z). Uma tentativa

razoavel para descrever tal ensemble seria propor
0) = cos(B/2)|2+) + sen(B/2)e"|z—), (2.25)

onde « e 3 sdo os ngulos polar e azimutal, respectivamente. Se analisarmos a Eq. (2.25) e

nos questionarmos: Qual a probabilidade de encontrarmos no ensemble um estado quantico
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caracterizado por |2+)? Embora seja tentador afirmar que é |cos(3/2)|?, tal resultado na
verdade corresponde a probabilidade do estado |#) estar no autoestado |z+4) do operador
S.. Na pratica sabemos que nesse ensemble existe uma parcela dos atomos que estao
aleatoriamente com a orientagao de spin up, e a outra parcela restante com spin down. No

entanto, nao ha nenhuma informacao da fase relativa entre os ket’s |2+, —).

Portanto, o formalismo de ‘ket’s de estados’ nao é suficiente para descrever um
ensemble composto por uma mistura de, por exemplo, 30% dos dtomos apontando na
direcdo ‘z+’ e outros 70% apontando na direcao ‘x—’, e além disso, nao sabemos quais
atomos desse ensemble apontam em qualquer uma dessas dire¢oes, pois ¢ algo puramente
aleatério. A descrigdo em termos de bra’s e ket’s nao é capaz de representar uma mistura
completamente aleatéria de estados quanticos. Nesse ponto, é mais apropriado o uso da

definicao de matriz densidade p, tal como
p=>_pila®) (], (2.26)

com os p;’s chamados de pesos probabilisticos. Note que se fizermos p; = 0,3 e po = 0,7,

ondet=1— 2+ ei=2— r—, teremos
p=0,30|z4+)(z+ | +0,70|z—)(z — |, (2.27)

conforme o exemplo mencionado nos paragrafos anteriores. Daqui concluimos que: A
probabilidade de encontrarmos no ensemble p o estado |z+) é de 30%, e do estado |x—) é
de 70%.

Nesse momento pode parecer que estados quanticos nao servem para mais nada,
entretanto, estados quanticos sao um caso particular da matriz densidade quando temos um
ensemble puro. Um estado (ou ensemble) puro é a cole¢ao de sistemas fisicos representados
pelo mesmo ket [1)), o que equivale fazer simplesmente p; = 1 (assim removendo a
somatéria) na Eq. (2.26) (ndo mencionamos antes, mas o estado Eq. (2.25) é um estado
puro!). Podemos interpretar o valor de p; como se fosse: 100% do ensemble estd polarizado
na diregio do ket |1). Nesse caso, é totalmente valida a relacao p = [¢)(¢)|, onde [¢))
poderia ser um ket arbitrario |z+), |[y—), |z+), ou uma combinagao linear desses ket’s,

por exemplo.

No caso de qualquer estado (ou ensemble) de mistura, cada ket é ponderado por
determinada fracao {p;}, perdendo-se a polarizacao observada em um estado puro. Uma
forma de diferenciar um ensemble puro de um ensemble misto é calcular a pureza da matriz
densidade. Isso ¢ feito através da relagao P = Tr[p?]. Se o resultado de P for 1 o ensemble
¢é puro e qualquer outro valor de P < 1 configura um ensemble misto. Algo interessante
ocorre quando um estado é de méxima mistura, ou em outras palavras, quando a matriz

densidade assume a forma p = (1/d)I, no qual d é a dimensao do espago de Hilbert e I a
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matriz identidade. Se d = 4, a matriz identidade assume a forma

(2.28)

2.3.3 Amortecimento de Amplitude (Amplitude Damping) (AD)

No estudo de operagoes quanticas envolvendo a dissipacao de energia em sistemas
microscopicos, a melhor forma de representar tais processos é através do amortecimento de
amplitude [46]. Esse canal de ruido é amplamente utilizado na caracterizagdo da dindmica
radiativa em atomos ou moléculas, justamente por descrever a emissao de fétons nas
transigoes entre os estados quanticos. A equagao que retrata a atuacao do amortecimento

de amplitude é dada por

L(p) =" wl' (“(— o) = Salap — S polal )>, (2.29)
n=1

onde os diferentes valores de n representam cada um dos qubits. A constante ['AP) ¢é o

termo de dissipacao.

2.3.4 Amortecimento de Fase (Phase Damping) (PD)

O amortecimento de fase é um dos processos de maior importancia no estudo da
computacao quantica e da informacao quantica. Trata-se de um ruido capaz de descrever a
perda de informacao sem a perda de energia, manifestando-se na destruicdo dos elementos
fora da diagonal da matriz densidade. Para o entendimento de tal mecanismo, é conveniente
lembrarmos que os autovetores de um sistema quantico sao estacionarios quando expandidos
em termos dos estados de energia, ou seja, os autoestados do Hamiltoniano nao evoluem em
funcao do tempo, no entanto, acumulam um fator de fase que é proporcional ao autovalor
correspondente. Contudo, tais fases relativas podem ser parcialmente suprimidas devido
ao efeito de amortecimento de fase induzido pelo ambiente, que afeta de modo significativo

os elementos de coeréncia da matriz densidade p(t).

A expressao matematica associada a esse tipo de ruido é dada por
21 _pp 1 1
L(p) =32 Gwoly” (02")002") = 5otolMp - 2002”’02")) : (2.30)
n=1

em que I'(PP) & a constante de decaimento. Outra forma de interpretar tal fenémeno é
considerar que o ruido induz o decaimento exponencial no valor esperado dos elementos

piik) (7 # k) do operador p(t) com o tempo [46]. Nesse caso extremo, o estado resultante é
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simplesmente uma mistura estatistica, isto é, o ensemble é representado por uma mistura
incoerente de estados puros. Uma definigao satisfatéria para estados puros e estados mistos

¢é fornecida na Sec. 2.3.2.

2.3.5 Amortecimento de Amplitude e Fase (APD)

Introduziremos agora a associagao dos dois ruidos apresentados nas se¢des anteriores,
isto é, somamos o amortecimento de amplitude com a contribuicao do amortecimento de
fase. Agora, o ruido resultante é capaz de dissipar a energia e a informacao do sistema
simultaneamente. Inspiramos tal composigao no trabalho de R. Fortes e G. Rigolin [110],
onde aproveita-se a inevitabilidade de existirem processos estocasticos afetando qualquer
sistema quantico real. A estratégia consiste em combinar esses canais para gerar correlagoes

quanticas mais estaveis a fim de combater a decoeréncia no estado do sistema.

A interagao resultante torna-se

"2 (20()pai) — {ai%”,p})

r®D)
ot (200000 — {o0, o} )| 231

L(p) = 2—31 Wo

sendo {zy, p} = zyp + pry um anticomutador.

2.4 QUANTIFICADORES DE COERENCIA E CORRELACOES QUANTICAS

Caracterizar o emaranhamento de um sistema quantico pode ser feito de diversas
formas no campo da informagao quantica. Cada quantificador tem sua particularidade e,
geralmente, revelam um aspecto distinto do tipo de correlagao estudada [86]. Apesar de
estarmos analisando somente trés medidas, tais como coeréncia quantica [89], concorréncia

[87] e negatividade [88], elas serdo suficientes para o desenvolvimento do presente estudo.

2.4.1 Coeréncia

O fendémeno de interferéncia entre os estados quanticos tem relacao direta com a
coeréncia quantica [89]. Métodos tedricos e novas formulagoes matematicas vem sendo
desenvolvidas para caracterizar mais rigorosamente a coeréncia em sistemas multipartidos,

principalmente em func¢ao das novas aplicagoes, como no caso de sistemas biolégicos [111].

Para o caso do controle dos qubits, analisaremos o grau da coeréncia a medida

que o sistema evolui sob influéncia do ambiente. Devido a configuragao particular dos
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estados X (conforme a Eq. (2.4)), o trago parcial de p’ (em estado X) nao ¢ suficiente
para descrever o grau de coeréncia do sistema (veremos que os elementos fora da diagonal
da matriz reduzida sd@o nulos para ambos os qubits). Uma forma geral de quantificar a

coeréncia é através da norma [; da coeréncia, dado pela equacgao

¢ =3 lonl (232)
J#k

O somatoério do médulo dos elementos fora da diagonal da matriz densidade é facilmente

calculavel para qualquer sistema quantico.

2.4.2 Concorréncia

A medida de concorréncia tem sido um dos quantificadores de correlagoes quanticas
mais utilizados em informacao quantica, particularmente no estudo de emaranhamento
em sistemas bipartidos [66]. Tal medida é usualmente empregada na determinagao da
criagdo de emaranhamento no sistema [86]. Por exemplo, os qubits em nosso estudo estao
acoplados devido ao termo ~ da Eq.(2.6), e tal interagao entre os espagos de Hilbert de @4

e ()7 induz correlagoes quanticas, sendo o emaranhamento uma delas.

Para representar os qubits interagentes utilizamos uma transformacao chamada de

fungéo spin — flipped [66], dada por

p= <0y ® ay) p* (oy ® ay). (2.33)

onde p* é o complexo conjugado de p e assumimos estar escrito na base {|1),[2),|3),[4)}.

Assim, podemos apresentar a expressao da concorréncia

Eo(p) Max< 0, /At = Ae — /As — \f) (2.34)

em que \; sao os autovalores da matriz anti-Hermitiana pp e respeitando o ordenamento
A1 > A2 > A3 > A A Eq. (2.34) varia no intervalo 0 < Ex(p) < 1, no qual Eq(p) =1

representa um estado maximamente emaranhado.

2.4.3 Rastreando o Emaranhamento

Seguindo os passos descritos em [64] é possivel obter uma expressdo analitica para
a concorréncia utilizando explicitamente os elementos, e os autovalores, do operador p no

estado X. A solucado analitica é de grande interesse para o controle quantico, pois viabiliza

7 No Apéndice A demonstramos como obter a matriz reduzida de populacdo de cada qubit por intermédio

do traco parcial.
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a manipulagdo indireta da medida de emaranhamento do sistema. Apo6s determinar os

autovalores {\,} e substitui-los na Eq. (2.34), encontramos as expressoes

EC(ﬂ) = MaX(Ou EClJ EC2>7 (235)

onde temos

Ec, = 2(\/pasps2 — /puipas), €  Ec, =2(\/praps — /P22pss) (2.36)

cujo resultado para Eo sempre serd o valor maximo entre Eg, e Eq, (verificamos tal

propriedade numericamente). Veremos na Secao 2.1 os resultados e detalhes dessa técnica.

2.4.4 Negatividade

Outro quantificador frequentemente aplicado na caracterizagao de correlagoes de
natureza quantica é a negatividade [88]. Essa medida é baseada no critério de Peres-
Horodecki no que se refere a separabilidade de dois sistemas quanticos A e B. Tal critério,
também denominado de transposicao parcial positiva - PPT®, é testado calculando-se o
traco da norma (definidos abaixo) da matriz densidade p apds a transposi¢ao parcial em
relacdo ao subsistema A, sendo representado por p’4. O nome ‘negatividade’ advém do
sinal dos autovalores do operador p’4, ou seja, se algum desses autovalores forem negativos

o estado p é necessariamente emaranhado [112], caso contrario, o estado é separédvel.

Uma das principais propriedades da negatividade é nao aumentar sob operagoes
locais e comunicagio classica (LOCC')?, sendo consequentemente uma medida mondtona

[113]. Determinamos a negatividade do sistema através da relacao
1 T
NG =5 (o™ 11-1) (2.37)

onde o stmbolo || p™ || ¢ o traco da norma Tr [ (pTA)TpTA] . A partir da Eq. (2.37) podemos

obter uma outra expressao, que denominaremos negatividade logaritmica, dado por

Ex(p) = log, |2N(p) + 1] (2.38)

representando um limite superior ao emaranhamento destiléavel para p(t). Isso facilita a
comparac¢ao com a medida de concorréncia, pois apresenta os mesmos valores para estados
puros [112, 114]. O termo destilavel corresponde a possibilidade de ‘extrair’ emaranhamento
do sistema, apesar de existirem estados emaranhados nao destilaveis, ou nao detectaveis,
em sistemas com dimensoes maiores do que 2 ® 2 ou 2 ® 3. Tais estados representam algo
como ‘emaranhamento ligado’ (bound entanglement em inglés) [115], sendo necessério

utilizar medidas complementares para identifica-los.

O termo em inglés é Positive Partial Transposition.

Do inglés Local Operations and Classical Comunication. Trata-se de uma transformacéio realizada
sobre os estados do sistema, como por exemplo, a propria medicao desse estado, e em seguida enviando
o resultado da medida por um canal classico como internet ou telefone.

9
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2.4.5 Fidelidade e Distinguibilidade (Fidelity and Trace Distance)

Quando processos estocasticos atuam em um sistema quantico aberto a tendéncia
é que a diferenca entre os estados fisicos seja reduzida continuamente, como consequéncia
do fluxo de informacao do sistema diretamente para o ambiente [66]. Tal comportamento
corresponde ao decréscimo da distinguibilidade (Tp) desses estados com o tempo, e tal

variacao pode ser computada em termos dos elementos da matriz densidade do sistema.
Para determinar a diferenca entre dois subsistemas, representado pelos estados

quanticos p(l) e p(2), tem-se

1
Tp(pM, p®) = 2Tr[|p“)—p(2)|]

1
= (160 =211 = 021).
= | pa2—p33 |, (2.39)
onde utilizamos a matriz reduzida de Q1 e Q2 da Secao A.2.

Outra situacao de interesse é quando desejamos transmitir alguma informacao
através de um canal de comunicacao arbitrario. E esperado que nesse canal existam
interferéncias randomicas que podem destruir todo, ou parcialmente, o sinal durante o

processo. Uma forma de mensurar a acurdcia de tal transmissao é calculando a fidelidade

2
F(pW, p@) = {Tr\/ @) p<1>,/p<2>} . (2.40)

Na pratica, a fidelidade fornece o quao proximo, ou o quao parecidos, sdo os estados

quanticos [90].

O leitor provavelmente deve ter notado que a fidelidade e a distinguibilidade sao
medidas diametralmente opostas, ou melhor dizendo, sao complementares entre si. Uma

forma de relacionar ambas as medidas é a partir da seguinte equagao [90],

F(p, p®) > 1-Tp(pW, p?).
> 1= p2—psl. (2.41)

2.4.6 Valor Esperado da Energia

Uma das principais analises a serem apresentadas nos resultados desta tese é sobre
o valor esperado da energia dos qubits, dado por g¢(t) = ( €0 ) (t), e da energia total do
sistema, com e4(t) = ( &5 ) (t). Como fazemos uso do formalismo de matriz densidade, o
valor esperado ¢é calculado pelo traco do produto entre os operadores que desejamos medir

com o estado p(t), sendo assim

eo(t) = Tr [p(t) o } = a(pu(t) = pa(t)) + 27 Refpss (V)] (2.42)

hiwy
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e [54]

eu(t) = Tr [p(t)ﬁ} — o(t) — 2 (/) Re

expliv] (pualt) + )], (243)

onde as energias estdo adimencionalizadas e ja assumimos o uso da matriz densidade p(t)
em estado X, conforme a Eq. (2.4). Temos a frequéncia do campo Q2 e a diferenca de
fase ¢ entre o campo externo e o momento de dipolo do sistema (para mais detalhes a

respeito das propriedades do campo visite a Sec. 2.1).

Em resumo, o valor médio da energia servira de base para identificarmos as melhores
estratégias para conter o fluxo de informacao do sistema para o ambiente, na geracao e
manutencao de emaranhamento e para identificar as limitacdes no controle coerente de

sistemas abertos.

2.5 RESULTADOS

Os resultados numéricos foram obtidos considerando as unidades de energia dadas
em hwy (com h = 1) e no tempo em 1/wy, logo, trabalhamos somente com solugdes
adimensionais, lembrando que o = 7 = 1. Assumimos que o mesmo ambiente esté acoplado
a ambos os qubits, o que nos leva a mesma taxa 'y = I'y, sendo o caso em que existe
fidelidade maxima de informacao para as populacoes dos qubits. A tinica excecao para tal
configuracao serd apresentada na Se¢ao 2.5.5, onde analisaremos a distinguibilidade entre
Q1 e @, variando I's. A dindmica do sistema para amortecimento de fase puro (ruido PD)
foi obtida fazendo I'*P) = T' e I'™P) = (), e no caso do sistema sob amortecimento de
amplitude (ruido AD) configuramos ['A?) =T e I'P) = 0. Se ambos os amortecimentos
forem levados em conta, que é o caso do amortecimento de fase e amplitude (APD), entéao
[#P) = 1AP) = T, O valor numérico do ruido é I' = 0, 1, sendo um valor relativamente
grande quando comparado aos estudos citados ao longo do capitulo, mas suficientemente
pequeno para que nao viole a aproximacao de Lindblad. Os cédigos desenvolvidos para as
simulacoes computacionais foram escritos em linguagem C e aplicando as bibliotecas de
computagao cientifica do GSL-GNU (Gnu Scientific Library) [116]. A principal motivacao
para o uso de tais bibliotecas é a massiva capacidade numérica e ampla variedade de

fungoes prontas para uso na linguagem de programacao que temos experiéncia.

2.5.1 Evolugao Temporal Livre

Antes de examinarmos os efeitos do potencial externo sobre o sistema, primeiramente
observamos como o ambiente interfere na dinamica dos qubits. A evolucao temporal dos
elementos da matriz densidade, a ser mostrada a seguir, foi obtida através da Eq. (2.22)

considerando He = 0. Com isso, impomos o estado inicial p(0) = |ee) (ee| =|1) (1],
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Figura 2 — Sem aplicar o campo de controle externo, temos a evolugao temporal de p(t) e
do valor esperado da energia do sistema com e, = 3. Cada coluna corresponde
a um tipo de ruido do ambiente. Para o ruido PD todos os pj; sao nulos com
excecao de pi1(t) = 1, o que significa que ()7 e @2 permanecem no estado
excitado para todo ¢, e com a energia correspondente a £4(t) = 1. Note que
as curvas AD e APD sdo idénticas, pelo fato do ruido PD néo interferir na
dinamica dos qubits. Em ambos os casos as populagoes sao induzidas para o
estado pgq — 1.
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Figura 3 — Assim como apresentado na Fig. 2, o sistema evolui livremente sem atuagao
do laser, mas a partir do estado inicial p;;(0) = |p14(0)] = |p23(0)| = 1/4. Aqui
temos 4(0) = 1/2.

notando que |ee) = |1) é um autoestado de Hy. De acordo com a Fig. 2, o ruido PD nao
afeta nenhum elemento da matriz densidade p, permanecendo estacionaria em pq1(t) = 1
para todo t, assim como a energia do sistema em &4(t) = ¢¢(f) = 1 ndo muda. Em
contrapartida, o ruido AD induz o sistema para o estado pyy =|gg){(gg| — 1 com os
elementos p;; tendendo a zero e, consequentemente, €4(¢) — —1. O mesmo comportamento
acontece para o caso APD, pois na primeira coluna ja haviamos notado que o PD nao
afeta a dindmica dos p;;(t) na auséncia do campo externo. Para todos esses exemplos, as

medidas de emaranhamento e coeréncia sao sempre nulos.
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Figura 4 — Para as condigoes e parametros da Fig. 3, expomos as medidas de negatividade
Ey, e coeréncia C, (ver Sec. 2.4). Todas estas quantidades tendem a zero,
no entanto, em AD a taxa de decaimento é mais lenta. Negligenciamos a
concorréncia E¢ pois € nula para todo intervalo.

[lustrando o comportamento dos qubits em outra perspectiva, em ¢t = 0 escolhemos
um novo estado inicial |¢g) = (1/2) 3, ]7), e entdo, p(0) = |¢o){(¢o|. Na Fig. 3 vemos
que os elementos p;;(t) permanecem com o valor 0,25, enquanto que os termos p;;(t)
tendem rapidamente a zero, que é esperado para o ruido PD. O valor esperado da energia
comeca em €, = €9 = 0,5 e logo decai para zero depois de wyt > 10. Para os ruidos AD
e APD, a dindmica é parecida, de modo que o sistema retorna para o estado pys(t) = 1
com energia £, = g = —1. Assumindo as mesmas condigoes e parametros utilizados na
Fig. 3, apresentamos a negatividade Ey e coeréncia C' na Fig. 4, (de acordo com a Sec.
2.4). Observe que todas estas quantidades tendem a zero, entretanto, em AD a taxa de
decaimento é mais lenta em comparacao a PD e APD. Nao expomos a concorréncia F¢,

pois é nula em todos os casos e para toda a evolugao.

Quando inicialmente o elemento da matriz py4 = 1 € ndo é nulo, observamos que nao
hé emaranhamento do sistema e a energia média dos qubits é £¢(0) = —a = —1 (lembre-se
que este [¢) é o estado fundamental de Hy). Com relagdo ao controle de emaranhamento,
tal estado representa uma escolha desafiadora para p(0), pois dependeremos exclusivamente
do acoplamento externo para criar correlacoes quanticas no sistema e combater os efeitos
do ambiente. Além disso, sendo |F, %) dois dos quatro possiveis autoestados de energia
dos qubits sob um campo externo constante e sem ruido (combinando as Eqs. (2.17) e
(2.20) com a Eq. (2.21), segue que

l9g) = ]{ (01 + VI+ @) | Fam) + aexpl—ig] |Fat)). (2.44)
Dependendo do tipo de interacao com o ambiente, o estado inicial expresso pela Eq. (2.44)
representaria um estado estaciondrio, cuja energia total permaneceria constante no valor
es(t) = —a e a energia dos qubits £¢(t) descrevendo oscilagoes harmonicas com amplitude

[—a, a (a® — 1)/(a® + 1)], conforme o exemplo apresentado na Fig. 5 (a), onde assumimos
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Figura 5 — Assumindo que os qubits estao acoplados entre si sob atuagdo de um campo
externo constante e sem interacdo com o ambiente, em (a) estdo as energias
médias dos qubits e do sistema total, g5 e €4, respectivamente, descrevem
oscilagoes ao longo do tempo. O mesmo comportamento é observado para as
medidas de concorréncia E¢ e negatividade Ex no painel (b). Em (¢) estd o
perfil do quantificador de coeréncia do sistema. Utilizamos p44(0) = |gg){gg| = 1
como estado inicial.

um campo constante e sem interagdo com o ambiente. Note que nos painéis (b) e (c)
da mesma figura, é observado o mesmo comportamento periédico para as medidas de

emaranhamento.

2.5.2 Evolugao Temporal com () Constante

Apresentaremos nesta secao a evoluciao do sistema considerando um potencial
externo de intensidade constante, sem a intencao de realizar controle quéntico. Nesse caso,
os elementos da matriz densidade foram obtidos através da equacao GKSL considerando

R)

H, = cte. Logo, configuramos ¢, = ¢ = 0 e QB = QW) = ¢y na Eq. (2.2) (assim,

removendo termos oscilantes). Analisaremos nesta se¢ao os resultados expostos nas Figs. 6
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Figura 6 — Assumimos um campo de laser constante aplicado sobre o sistema sem a
realizacao de controle com o estado inicial py4y = 1. Aqui apresentamos diferentes
quantidades para avaliar como o ruido interfere na dinamica. Na primeira,
segunda e terceira colunas, respectivamente, exibimos os resultados para os
ruidos PD, AD e APD. Em (a)—(c¢) os elementos da matriz densidade, em
(d)—(f) esta o valor esperado da energia dos qubits e do sistema, em (g)—(i) os
quantificadores de emaranhamento: concorréncia Eo e negatividade Ey. Por
fim, na linha (j)—(!) a medida da norma I, coeréncia C.

e 7 assumindo em ¢t = 0 distintos estados iniciais, respectivamente,

p(0) =lgg){ggl = 4) (4], (2.45)
=lee)(ee|] = |1)(1]. (2.46)

Iniciaremos a andlise em termos do estado inicial da Eq. (2.45), em que py = 1.
Observe na Fig. 6, primeiramente nos concentrando nos paineis (a — ¢) com os elementos
da matriz densidade p;;. O caso PD em (a), é o tnico que exibe py4(t) € p11(t) convergindo
para 1/2, enquanto que todos os outros elementos p;;(f) anulam-se. Esse é um tipico
processo de decoeréncia no sistema, cujo estado acaba convergindo diretamente para um
estado de mistura 50%-50%. Para os casos AD e APD, respectivamente (b) e (c), os p;;(t)

evoluem para valores diferentes de 1/2.

Recordamos que o valor esperado da energia dos qubits é dado por ¢y (linha) da
Eq. (2.42), ¢ a energia do sistema total (qubits mais o campo externo) é e, (simbolo ‘x’),

expresso pela Eq. (2.43). Sabemos que na auséncia de ruido, mas mantendo os mesmos
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Figura 7 — Aqui analisamos as mesmas quantidades fisicas apresentadas na Fig. 6, a
diferenca é o estado inicial p;; = 1. Note a consideravel variacao no perfil dos
resultados AD e APD entre essas figuras.

parametros, a tendéncia natural é que a energia £y(t) oscile entre os valores —1 e 0 (em
média —0,5), e que £4(t) = —1 se mantenha constante para todo tempo, conforme o painel
superior da Fig. 5. Ao observar a segunda linha da Fig. 6, apenas no caso AD (e) em
que £4(t) atinge o valor estacionario e4(t) = —1. Além disso, ainda em AD g, tende ao
valor médio —0, 5, enquanto que para os outros dois ruidos os respectivos valores finais
sao maiores que a média, sendo €5 — g9 — 0 para PD (d) e ¢g — —0,25, ¢, — —0,5 para
APD (f). Outro ponto relevante para as condigbes observadas na Fig. 6, para todos os
ruidos o termo po3(t) = 0 é nulo, logo 4(t) = p11(t) — paa(t) — 2 Qg Re[p14(t)] (combinando
as Egs. (2.42) e (2.43)). Dessa expressao fica claro que em AD existe uma compensagao
entre a variagao de p11(t) — pas(t) e o termo —2 Qg Re[p14(t)], pois p14 ¢ justamente a
coeréncia entre tais estados do sistema. Isso evidencia o fato de que o balango energético
do sistema depende do tipo de ruido existente, sendo naturalmente algo ja conhecido [47],

no entanto, tal fen6meno nao tem sido explorado na literatura de controle.

Agora, novamente observe o comportamento da matriz densidade na primeira
linha da Fig. 6. Veja como o caso PD estabiliza-se para o estado de mistura estatistica
p=1/2(11)(1] + |4)(4]) (decoréncia completa), levando ao aumento da energia do sistema
€. Desse modo, os qubits encontram-se em seus “graus de liberdade” internos, dado que

£, — €9. Em contrapartida, em AD a tendéncia é que o ambiente ‘drene’ a energia do
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sistema, contudo, nesse exemplo o sistema ja parte do seu estado fundamental (veja a
Eq. (2.45)), entdao o que ocorre é simplesmente o amortecimento das oscilagdes de &g,
que estabiliza em seu valor médio no instante final. Um comportamento semelhante é

observado em APD (f), porém as energias finais sao uma média entre PD e AD.

Analisamos também as medidas de concorréncia (F¢) (linha sélida) e negatividade
(En) (linha tracejada) (g —4), e na tltima linha, a coeréncia (C') (j —[) do sistema. De um
modo geral, o comportamento ¢é oscilatério e amortecido pelos ruidos correspondentes. Como
jé observado na literatura [117, 67, 68, 69], no caso PD (g, j) todas as quantidades medidas
tendem rapidamente a zero, ao passo que em AD (h, k) é atingido assintoticamente valores
finais estaveis. O maior e mais estavel nivel de concorréncia (E¢) no sistema é observado
em AD em (h). O resultado mais interessante ¢ aquele em que adicionamos AD com o ruido
PD (APD), pois o sistema apresenta certo grau de coeréncia (C') mesmo sem a realizagao
de controle quantico. Isto indica a existéncia notavel de uma interferéncia construtiva entre
os ruidos quando o campo externo é aplicado (veja, por exemplo, [117, 118]). Além disso,
nos casos de AD e APD temos que Fy > 0, um bom indicio da presenca de correlagoes

quanticas no sistema [119].

Com a finalidade de compararmos tais resultados de outra perspectiva, evoluimos
os qubits usando o estado inicial diferente, mais precisamente p;; = 1 (veja a Eq. (2.46))
de acordo com a Fig. 7. Aqui, a energia do sistema total oscilard entre +1 e 0 enquanto nao
houver acoplamento com o ambiente. Ao contrario do estado pyy = 1, 0 comportamento
de PD implica no decréscimo da energia inicial do sistema e, conforme exposto na Fig.
7 (d). Em APD e AD ocorre o andlogo, de acordo com (e) e (f). Para todos os ruidos,
ambas as energias finais estabilizam-se para os mesmos valores obtidos na Fig. 6, ou seja,
com g, — g9 — 0 para PD, ¢g - —0,5 e ¢, — —1 em AD, e por fim, ¢g — —0,25 e
g, — —0,5 para APD. Aparentemente, esse comportamento parece estar em desacordo
com o observado na Fig. 2. Contudo, naquele exemplo nao havia campo externo aplicado, e
é justamente a presenca do campo que gera coeréncia entre os estados do sistema, fazendo
com que o elemento py4(t) seja nao nulo. Logo, a atuagao do potencial também afeta a

variacao das energias finais.

Finalizando a discussao dessa se¢do, também comparamos os resultados de emara-
nhamento e coeréncia da Fig. 7. Aqui, o caso PD exibe o mesmo perfil observado nas Figs.
6 (g,7). A diferenca emerge em AD a partir do instante wyt ~ 5, em que a concorréncia
(Ec) é praticamente destruida, assim como a negatividade (Fy). Como o sistema parte de
um estado excitado, a medida que os qubits evoluem o ambiente AD tende a amortecer as
populagoes p;; para estados menos energéticos. No entanto, o campo atua ao mesmo tempo
induzindo a criagdo de coeréncia no sistema (note que p14 é ndo nulo em (b) e o quao
estavel estd a coeréncia (C') em (k)), de modo que apés tal interferéncia construtiva induz

correlagoes entre os qubits para wet > 20. Em APD (7,1) o comportamento é anédlogo e
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ainda temos a vantagem de suprimir a forte atenuacao de PD para wgt > 15. Um aspecto
recorrente em APD, desde os resultados anteriores, é o fato de que os valores finais sao

aproximadamente uma média dos obtidos para PD e AD.

2.5.3 Controle de Populacao do Estado Excitado de @,

Apresentaremos a seguir o controle de trajetéria da populacdo do primeiro qubit
no estado excitado para diferentes probabilidades de ocupacao, no intervalo de 0 <t < 40
com a largura do passo no valor de 6t = 0,04. O passo temporal corresponde ao intervalo
de tempo necessario para a modulacao do perfil de intensidade do pulso de laser que ira
interagir com o sistema de interesse. Assumindo o periodo de evolucao total indicado
acima, teremos ao todo mil intervalos. A trajetéria de controle a ser estudada é definida

pela funcao
t
S(t) = Sy arctan (u{%), (2.47)

onde os valores de Sy escolhidos estdo no intervalo Sy = {0,08 — 0,40}, com a finalidade
de estudarmos diferentes niveis de populagao do estado excitado e como isto influencia o
emaranhamento do sistema. Tal curva ja foi utilizada na literatura [100, 118] devido ao
perfil suave para a transicdo de populagao e que, consequentemente, nao exigira variagoes

rapidas no campo de controle.

Variamos numericamente o parametro €, com precisao de 62, = 107°, a fim de
selecionar a frequéncia do campo externo o suficiente para tornar ( pe., ) (t) igual a trajetéria
dada pela Eq. (2.47). O sistema parte do estado fundamental pyy = 1, e as solugoes adotadas
em todos os casos possuem o erro numérico de | S(t) — ( pee, ) (£) | < 0,0001, indicando

uma alta qualidade na busca por tais solugoes. O observavel deve ser escrito na forma

(Peer ) (t) = pra(t) + paa(t). (2.48)

H& duas razoes por essa defini¢ao: () a Eq. (A.22) do Apéndice A é a expressao para pee,
da matriz reduzida de @;. (i7) a Eq. (2.5) da Segao 2.1 é o valor esperado do observavel
para a matriz densidade no estado X, e fazendo O;; = Oy = 1 e todos outros termos

nulos, obtemos exatamente a Eq. (2.48).

Na Fig. 8 temos o controle de ( pe., ) (t) para diferentes trajetérias (de acordo com
a Eq. (2.47)) para as interagoes por (a) PD, (b) AD e (¢) APD. Em todos os casos o
controle é possivel até o final da trajetéria enquanto pe, (t) < 0, 5. Isto posto, perdemos o
controle sobre o sistema em wyt &~ 30, pois neste instante a populagao atinge pe, (t) = 0, 5.
Realizamos diversos testes numéricos com diferentes estados iniciais p(0), e verificamos que
o controle é perdido sempre que p.., se aproxima de 0, 5. Portanto, isso ocorre justamente

para o caso em que Sy = 0,4 (estrela) nas Figs. 8 (a — ¢).
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Para um melhor entendimento desse resultado, adicionamos os graficos da matriz
densidade total p;; para Sy = 0,32 (tridngulo) em (d — f), e Sy = 0,4 (estrela) em (g — 7).
Observe que para as trés interagoes, enquanto ha coeréncia no sistema e os p;; sao distintos
entre si, o controle é realizado em todo o intervalo de tempo conforme (d — f). No painel
(d), observe que em esséncia somente os termos pyy € p1; contribuem para a dindmica
do sistema (|p14] é muito pequeno), onde p.., = p1; em PD quando Sy = 0,32. Agora,
quando Sy = 0,40 o sistema tende ao estado de mistura p(wot =~ 30) = (p11 + paa)/2
em (g). Em suma, o controle s6 é mantido enquanto a trajetéria é menor do que 1/2.
Para ambos AD e APD a solucdo de controle encontrada para o problema resulta em
p11 aproximadamente a pys /2 p33, € consequentemente, o valor esperado de pe., ~ 2p11
aumentando e pyy = 1 — 3p1; reduzindo com o tempo t. Dessa forma, para a trajetéria alvo
proposta, o controle é possivel enquanto psus > p11, de acordo com (e, f). Caso contrario,

teremos p(wot = 30) = (p11 + p22 + P33 + paa)/4 em AD e APD, de acordo com (h, 7).

Ainda na Fig. 8 expomos o valor médio das energias para nos auxiliar em nossa
andlise. No caso PD em (j) temos g¢(t) ~ e5(t) em todas as curvas, sobrepondo-se as
linhas lisas e com simbolo de ‘x’. Novamente, dada a natureza desse ruido, a coincidéncia
nos valores de energia originam da destruicao dos termos p;;(t) na expressao e4(t) =
p11(t) — paa(t) —2Qxr Re[p14(t)]. No caso do ruido AD, em (k), a proporcionalidade entre
a taxa de variagdo de p14(t) e o termo p1;(t) — psa(t) torna o valores de energia do sistema
es(t) estacionarios para todos os Sy’s. Para APD em ([), as curvas dos valores médios das
energias simplesmente representam a composicao do que ocorre em PD e AD. Em geral,

quando o controle é perdido, a energia dos qubits tende a £y — 0 para todos os casos.

Na Fig. 9 analisamos a concorréncia E¢ (a—c), negatividade Ey (d— f) e coeréncia
C' (g—h) do sistema de acordo com os mesmos parametros da Fig. 8. Claramente vemos que
PD ¢ o pior tipo de ruido para se manter o emaranhamento e coeréncia no sistema. Tanto
em AD quanto APD os qubits permanecem emaranhados e coerentes — com diferentes
niveis — enquanto pe, (t) < 0,5. Observe que a concorréncia atinge valores maiores e
mais estéveis para baixos niveis de populagdo (ou seja, quando Sy é pequeno). Apesar das
distingoes entre as medidas de correlagoes do sistema, principalmente em AD e APD, os
valores de negatividade sao consideravelmente bons enquanto o controle é possivel. Logo,
a técnica empregada representa um método interessante na preparagao de estados para a

destilacao de emaranhamento [119].

Na Fig. 10 exibimos os campos de controle quando a interagao é (a,d) PD, (b,e)
AD e (¢, f) APD para o controle de populagao exposto na Fig. 8. As curvas (a), (b) e (¢)
revelam um perfil de campo suave e sem variagoes bruscas, pois correspondem a valores
em que pe, < 0,5. Separamos em outro grafico os casos (d) — (f) onde pe, ~ 0,5, pois
sd0 os casos onde o controle foi perdido. A medida que a evolucio tende ao instante de

ruptura wot ~ 30, 2 sofre uma mudanga abrupta de intensidade. O protocolo de controle
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Figura 8 — Resultado do controle da trajetoria em (a) — (¢) para pee; = p11 + p22 (com
simbolos) comparada com a trajetéria alvo da Eq. (2.48) (curvas pontilhadas)
sob trés tipos de ruidos. Os valores de Sy sao: 0,08 (diamante), 0,16 (circulo),
0,24 (quadrado), 0,32 (tridngulo) e 0,40 (estrela). Os elementos correspondentes
pi;(t) para Sy = 0,32 estao em (d) — (f), e para Sp = 0,4 (¢9) — (7). Em (j) — (I)
estao as energias €, e €g associadas a evolugao nos paineis (a) — (¢). Exatamente
COMO peey, as energias tendem a aumentar com Sy (entdo, a ordem relativa das
curvas com relagdo a Sy é mesma da apresentada em (a) — (¢)). Observe que
em (j) €5 sempre coincide com gy ao passo que em (k) e, = —1 para todo S.

¢é encerrado apo6s o ultimo ponto obtido, pois nao ha mais a possibilidade de manter a
populacao de @)1 seguindo a trajetéria alvo, afinal, tal tarefa demandaria uma quantidade

infinita de energia do potencial externo, o que na pratica é inviavel.

2.5.4 Controle de Emaranhamento — Concorréncia E¢-

Na secao anterior discutimos os principais aspectos do controle de populagao de um
qubit através da técnica proposta no inicio deste capitulo. Além disso, vimos que apesar
da negatividade Fy ser mantida relativamente alta ao longo do controle de populacao,
dependendo da trajetéria alvo no tempo, E¢ pode reduzir de modo significativo. Logo,

investigamos a viabilidade em controlar a prépria medida de emaranhamento do sistema.

Visando demonstrar isso, primeiro ressaltamos que E¢ é o valor maximo entre

E¢, e Eg,, e portanto, podemos selecionar previamente um deles a fim de conduzir a
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Figura 11 — Controle de emaranhamento com a trajetéria alvo dada pela Eq. (2.47),
quando o sistema interage com o ambiente em (a) via PD com Sy = 0,009,
(b) via AD com Sy = 0,23 e (¢) via APD com Sy = 0,10. Os elementos p;;’s
correspondentes em (d — f). Resultados de negatividade (linha tracejada) e
coeréncia (linha sélida) em (g —1i), respectivamente. Na quarta linha, a energia
do sistema inicial (¢q - linha sdlida) e energia do sistema total (e5, simbolo x)
nos graficos (j — ), e na ultima linha as solug¢des de campo para cada ruido
em (m — o).

(a barra acima indica o termo controlado) e levando ao controle conforme esperado. Outro
ponto interessante é, se p1; ou pyy forem proximos de 1, também chegaremos ao mesmo

resultado.

A estratégia mais adequada é manter pyy = 1, pois o estado inicial do sistema ja é
p44(0) = 1. Agora, basta aplicarmos o controle quantico paramétrico de trajetoria, isto
é, em cada instante t = t,, buscamos um conjunto de parametros do potencial externo
que facam |p14| aproximadamente m. Entao, salvamos todos dados no qual a distancia

|S(t) — Ec,| é minima, e sempre verificando se Ec, > E¢, [118].

Antes de exibirmos os resultados, destacamos que cada ruido vai afetar o sistema de
forma diferente e isso implicara em diferentes perfis de campo externo. Por exemplo, o ruido
de pure dephasing (PD) é o mais dificil de controlar, logo a criagdo de emaranhamento é
modesta nesse caso. Por outro lado, AD é muito mais facil de manipular. Um resultado
interessante emerge quando adicionamos AD com PD, também conhecido como ruido
APD. Esta é uma maneira viavel para melhorar o controle de E¢- sempre que a presenca
de PD é inevitavel [110].

Apresentamos na Fig. 11 os resultados para o controle indireto de emaranhamento

quando o sistema interage com o ambiente (a) via PD com Sy = 0,009, (b) via AD sendo
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Figura 12 — Controle de emaranhamento Es em (a) quando o sistema interage com
o ambiente via PD para diferentes trajetérias, Sy = 0,009 (linha sélida)
e Sp = 0,018 (linha tracejada). No painel (b) estdo as curvas de energia
para ambos Sy’s. Note que demandar o dobro de emaranhamento implica
no aumento acentuado na medida de energia dos qubits para zero, assim
resultando na perda do controle.

So = 0,23 e (¢) via APD onde Sy = 0, 10, sendo o maiores possiveis até wot = 40. Em todos
0s casos conseguimos controlar o emaranhamento, mas em diferentes niveis (Epp = 0,012,
Eap =0,305, Eapp = 0,132). O caso em que ja esperavamos ser mais dificil de se gerar
emaranhamento foi o PD em (a), dada a sua natureza de pure dephasing. Em comparagao
aos outros tipos de ruido, esse apresentou o menor valor. Todavia, se relembrarmos como
o sistema ‘reagiu’ ao controle de populagao, de acordo com a Fig. 9 (¢), notamos que em
tempos na ordem de wyt > 8 o emaranhamento naturalmente tendia a zero. Novamente
observamos o quanto o ruido AD interage construtivamente sobre PD na geracao de
emaranhamento, pois de acordo com o resultado APD em (¢), produzimos um acréscimo
de ~11% desse tipo de correlacao no sistema. Entretanto, segundo a Fig. 12, se tentarmos
dobrar a geracao de emaranhamento diretamente (por exemplo, para PD com Sy = 0, 018),
isso acarretard na perda de controle do sistema em wyt ~ 18 (com E¢ ~ 0,02 ). Notamos

que o controle é possivel enquanto a energia média dos qubits £y(t) é diferente de zero.

A dindmica dos p;;’s evoluem da maneira andloga aos exemplos discutidos no inicio
desta secao, conforme exposto nas Figs. 11 (d — f). Logo, p11 + pas é grande, pas + psg é
pequeno e o comportamento de |p14| é andlogo a concorréncia E¢, onde |ps3] = 0 em todos
os exemplos. Agora, avaliando as medidas de coeréncia (linha sélida) e negatividade (linha
tracejada), apontado pela letra M na terceira linha da Fig. 11, notamos que o controle de
FE¢ gerou um ‘efeito colateral” positivo sobre tais medidas para todos os ruidos, pois ambos
Ey e C aumentam, de acordo com (g — ¢). Tal comportamento tem forte contraste acerca

aos resultados da evolugao sob campo constante da Fig.9, e também quando controlamos
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a populacao dos qubits na Fig. 6.

Estendendo nossa analise, assim como nas se¢oes anteriores, observamos o valor
médio da energia do sistema em (j — (). No caso de PD novamente €y(t) coincide com
es(t), ou pelo menos aparenta ser. Por exemplo, das Eqgs. (2.43) e (2.42) fica evidente a
relacdo entre a coeréncia do sistema, o campo externo e a energia. A forte atenuagao dos
elementos p;; limitam a contribuicdo do campo para e,4(¢) em PD, tornando a dindmica
praticamente idéntica a £¢(t). Como AD afeta mais os termos p;;, a energia dos qubits
go(t) acaba sofrendo maiores variagoes, de acordo com (k). Outro aspecto fundamental a
respeito da energia do sistema ser sempre e4(t) = —1 decorre da Eq. (2.44), pois o estado
lgg) é uma combinagao linear dos autoestados do Hamiltoniano total (|F,=£)). A atuagao
de AD é dissipar energia, mas como o sistema inicia no estado fundamental pyq = |gg){gg],
o sistema permanecera nesse estado estacionario ao longo da sua evolucao. Note que isso
nao se repete em APD, pois ambos ruidos afetam todos os elementos da matriz densidade,
e, portanto, o campo acaba contribuindo com o balango energético de €4(t) e também
desvia parcialmente a dindmica do estado estacionario observado em AD. Finalmente, as
solugoes encontradas para o campo de controle estao dispostas nos paineis (m — o) da Fig.

11, exibindo um perfil suave em todos os casos.

Mencionamos ao longo da tese sobre aumentar o tempo em que o sistema permanece
emaranhado, e uma questdo natural surgiu ao aplicarmos a nossa técnica: E possivel
estabilizar a geracao de emaranhamento para intervalos de tempo cada vez maiores? Basta
continuar a leitura que responderemos. Primeiramente, a fungdo proposta para a trajetéria
alvo assintoticamente atinge o valor S(t — 00) = w5,/2 na Eq. (2.47). Contudo, para
wot ~ 1000 a func¢ao S(t) ja atinge praticamente 99% desse valor méximo. Sendo assim,
considerando todos os ruidos estudados até o momento, encontramos diferentes valores de
Sp que sustentam o emaranhamento dos qubits até esse intervalo de tempo, cujo resultado
estd exposto nas Fig. 13 (a — ¢). Na préatica, ainda somos capazes de manter o controle
em intervalos ainda maiores do que wpt ~ 1000 (ndo exibiremos tais resultados). Em
algumas simulagoes, testamos que PD pode atingir wot ~ 1700, e, AD e APD sao atingidos
valores acima de wyt ~ 3000. Para responder tal comportamento, observe as curvas de
energia indicadas na linha (d — f) e também dos campos de controle em (g — h). A taxa
de crescimento dessas quantidades é maior do que a da trajetéria alvo S(t) em PD, e
novamente, a tendéncia é que a energia dos qubits se aproxime cada vez mais de zero
a medida que o tempo aumenta, e além disso, a amplitude do campo acompanha esse
crescimento na intensidade até o momento de ruptura. Em AD e APD tanto a energia
quanto o campo variam de forma equivalente a S(t), o que proporciona um controle

quantico para intervalos de tempo consideravelmente maiores.
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Figura 13 — Controle de emaranhamento até wyt = 1000 quando o sistema interage com o
ambiente por PD (a,d, g) com Sy = 0,002, via AD (b,e,h) com Sy =0,18 e
APD em (¢, f,i) com Sy = 0,08.

2.5.5 Analise da Distinguibilidade Durante o Controle

Assumimos ao longo do capitulo que os qubits sao idénticos e que estao sob a
mesma interagdo com o ambiente (I' = I'; = I'y). Tal escolha influencia diretamente no
controle quantico, pois ocasiona mudancgas na medida de distinguibilidade e fidelidade do
sistema (conforme a Sec@o 2.4.5). Embora o campo de controle atue diretamente sobre o
qubit ()1, para os resultados apresentados até o momento a distinguibilidade é sempre nula,
com Tp = 0. Repare que de fato psy = p3s nas Figs. 2, 3, 68, 11 (se necessério, revisite
a Eq. (2.39)). Entretanto, ao assumir interagoes distintas de cada @, com o ambiente

dissipativo implica em valores nao nulos de distinguibilidade Tp, isto é, fazendo I'; # I's.

Antes de expor nossos resultados, vamos comentar a respeito de algumas aplicagoes
em informagao quantica que demandam alta fidelidade, ou valores de distinguibilidade
iguais ou muito préximos de zero. Determinadas portas logicas eficientes podem atingir
valores maiores do que 99,99% de fidelidade [120, 121], e protocolos de confidveis para a
transmissao de informacao quantica em torno de 99,9994% [122]. Contudo, notadamente
controlar a dinamica dos qubits mantendo-os indistinguiveis é uma tarefa desafiadora,

especialmente em métodos baseado na otimizacao de funcionais [123].

A fim de avaliar como esquema de controle proposto neste capitulo influencia na
medida de Tp, consideramos o valor de I'y = 0, 1 fixo e somente variamos I's no intervalo
0 < Tp < 2T'y, enquanto os valores do campo externo sdo mantidos fixos em ¢ = 0 e
Qr =0,5. Apresentamos na Fig. 14 um mapa bidimensional da distinguibilidade (trace

distance) para ambos os ruidos (a) AD e (b) APD. Néao exibiremos os resultados de
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PD, pois esse ambiente afeta somente os termos fora da diagonal, e consequentemente
Tp é sempre nulo. Observe como T oscila em funcao de I'y, no entanto, atinge valores
baixos em todo intervalo de tempo (T = 0,018). Portanto, a fidelidade é sempre mantida
consideravelmente alta (F =~ 0,982), mesmo com a presenca de um campo externo

constante.

Aqui repetimos o controle de populagao da Fig. 8, mas alterando os valores das cons-
tantes de dissipacao. Para (); configuramos I'y = 0,1 e I'y = 0,07 para (). Essencialmente,
se invertermos tais pardmetros (I'y = 0,1 e Ty = 0,07) o resultado serd qualitativamente o
mesmo. Os resultados desse controle sao apresentados na Fig. 15. Destacamos primeira-
mente a qualidade das populagoes controladas p.., no que tange as respectivas trajetorias
alvo S(t) (tracejado) em (a) e (b), assim como o realizado anteriormente na Fig. 8. O
controle ainda s6 é possivel para todo o intervalo 0 < w; < 40 para todos os Sy, com
excecao de quando Sy = 0,4 que ocorre a ruptura em wyt ~ 30. Na linha seguinte exibimos
os elementos de matriz p;; para Sy = 0,32 (¢ — d), e para Sy = 0,40 (e — f). A diferenca
comeca a surgir nesses graficos, onde visivelmente os elementos da diagonal p;; exibem
alguns picos mais acentuados em wyt =~ 8, 5. Note que tais varia¢oes também se manifestam

nas energias £o(t) e £4(t), de acordo com (g — h).

As medidas de emaranhamento E¢, distinguibilidade T e as solugoes de campo
Q)R estao organizadas na Fig. 16. Em geral, a evolugao de E¢ em (a — b) tende aos mesmos
valores da Fig. 8 (b — ¢) para ambos os ruidos. Acerca da medida de Tp, as variagoes
mais proeminentes ocorrem para os trés maiores valores de Sy para AD (e), sendo mais
acentuado em APD (f). No que diz respeito aos perfis do campo (g, indicamos por setas
(e ampliagoes) nos paineis (e — h). Aqui demonstramos o quanto as solugdes de campo
influenciam na dindmica das quantidades aqui analisadas, pois as variacoes na amplitude

do campo que originam os picos observados na Fig. 15.

A fim de remover tais picos e obter resultados de controle melhores para o caso
heterogéneo, decidimos incluir o parametro de fase ¢ do laser que atua sobre ();. Note
que em todos os exemplos expostos no capitulo consideramos essa fase nula, pois apenas
a amplitude do campo Q)i era suficiente para controlar a populagao ou emaranhamento
do sistema. No entanto, ao depararmos com o caso dos qubits interagindo de forma
heterogénea com o ambiente, conseguimos no méaximo os resultados expostos na Fig. 16
(conforme discutido no pardgrafo anterior). Apresentamos na Fig. 17 as mesmas medidas
de emaranhamento E¢ (a)-(b), distinguibilidade Tp (¢)-(d) e as solugdes de campo Qg
(e)-(f) e (g)-(h). Observe a redugao consideravel dos valores de T, em relagao ao exemplo
anterior, e também o fato do campo nao apresentar ‘saltos’ na sua intensidade, pois nessa
situacdo mantemos a fase constante no valor ¢ = 37/2 (determinada numericamente).
Para evitar a repeticao dos mesmos resultados, nao vamos expor os dados de populagao,

matriz densidade e energia, pois eles sao idénticos ao caso homogéneo. Isso significa que
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Figura 14 — Resultados para distinguibilidade quando I'y = 0,1 permanece fixo e I’y
variando entre 0,1 < I'y <0, 2. Apresentamos AD em (a) ¢ APD em (b), onde
negligenciamos o resultado PD por nao sofrer nenhuma variagao.

nao ha nenhum salto nos elementos p;; (veja a Fig. 9). Na prética, a inclusdo do pardmetro
da fase do laser forneceu a coeréncia necessaria para reduzir os efeitos do acoplamento

distinto de cada um dos @),,’s com o ambiente.

Encerramos esta secao confrontando esses ultimos resultados com os exemplos ante-
riores. Primeiramente, o controle de trajetoria dos qubits interagindo de forma heterogénea
com o ambiente é mais dificil. Conforme mencionado ao longo do texto, estamos lidando
com um problema inverso, e naturalmente podem existir muitas solugoes distintas para
Qgr(t) que satisfagam a mesma trajetéria S(t). Nesse sistema identificamos regices que
existem poucas centenas de solugoes, no entanto, um nimero que pode variar dependendo
dos valores dos parametros, de poucas dezenas a poucos milhares. Nos calculos, priorizamos
as amplitudes de campo menores, bem como perfis mais suaves. Para I’y = I'y normalmente
encontramos solugoes apropriadas mais rapidamente, no entanto, quando I'y # I'y, a
busca numérica é relativamente mais dispendiosa. Nao obstante, um mesmo campo que
simultaneamente controle dois qubits sob diferentes taxas de dissipacao de energia com o
ambiente reduz o nimero solugoes que atendam a todos os requisitos impostos. As curvas

apresentadas nas Figs. 15 e 16 ainda sao consideradas bons resultados, contudo, podemos
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Figura 15 — Resultados para o mesmo controle de trajetéria e condi¢oes utilizadas na Fig.
8, mas considerando um acoplamento heterogéneo dos qubits com o ambiente,
no qual I'y = 0,07 e I'y, = 0,1 (na Fig. 8 usamos I'y = 'y = 0,1).

observar na Fig. 17 como vasculhar o espaco de multiplas solugoes pode fornecer um

resultado mais satisfatorio.

2.6 DISCUSSAO E CONSIDERACOES FINAIS

No presente capitulo consideramos um novo método de controle particularmente
simples, mas de efetividade notavel, no controle de trajetoria de dois qubits acoplados
(@1 e ()2) sob a influéncia de um ambiente markoviano. Implementamos numericamente a
evolucao temporal do sistema quantico em estado X, cujo controle, através de campos com
perfil independente do tempo por partes, foi apropriadamente realizado em cada janela

temporal dt.

Durante o controle, analisamos as medidas de energia dos qubits (g¢) e a energia
do sistema total (com o campo) (g4), assim como a concorréncia, negatividade e distin-
guibilidade (e indiretamente a fidelidade, que é seu inverso). No que se refere aos ruidos,
examinamos o amortecimento de fase (PD), que destroi os termos de coeréncia de p; o
amortecimento de amplitude (AD), que afeta o fluxo de energia do sistema com o meio, e

atua principalmente nos termos diagonais de p, e a mistura de ambos os ambientes (APD),
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emaranhamento é essencial para a confiabilidade de dispositivos titeis para a informacao
quantica [54], ou para garantir a seguranca na distribuicao de chaves quénticas, comunicagao
quantica e armazenamento robusto de estados quanticos [70, 127]. Vale mencionar que
o controle quantico do emaranhamento forneceu valores de amplitudes {2 menores em

comparacgao ao controle de populacao, segundo as Figs. 10, 11 e 13.

Valores negligenciaveis de distinguibilidade T (equivalente a alta fidelidade) é
necessario em diversas aplica¢oes que utilizam emaranhamento como um recurso para o
processamento de informacao quantica. Ilustrando com poucos exemplos, em memorias
e sensores quanticos [128] e dispositivos de comunicagdo quantica [129]. Tal condigao
foi perfeitamente satisfeita para todos os exemplos quando I'y = I'ys durante todo o
procedimento de controle. Agora, para os casos em que 'y # [’y (conforme discutido nas
Figs. 15, 16) o controle foi realizado com 6tima precisdo. No entanto, as solugdes de campo
obtidas {Qr geraram picos na medida de T em alguns intervalos de tempo, mas ainda
resultou em valores relativamente baixos de distinguibilidade (principalmente para AD).
Conseguimos resultados da mesma qualidade que o controle dos qubits (interagindo de
forma idéntica com o ambiente) quando incluimos o pardmetro da fase do laser, assim
gerando a coeréncia necessaria para reduzir drasticamente a medida de distinguibilidade,

ou ainda, aumentando a fidelidade dos qubits.



o4

3 CONTROLE PARAMETRICO DIRETO E MINIMA DISPER-
SAO

Apresentaremos neste capitulo o Controle Paramétrico Direto (CPD), demons-
trando as particularidades matemdticas do método com uma série de exemplos
de sistemas quanticos de multiplos niveis. Por fim, discutiremos uma maneira
de restringir o espaco de solugoes minimizando a dispersao da trajetoria no

valor esperado do observavel.

3.1 FUNDAMENTOS DA TECNICA

H4 diferentes maneiras de lidar matematicamente com o Controle Quantico (CQ),
considerando as principais abordagens apresentadas na introducao desta tese. Geralmente,
sistemas de equacgoes diferenciais nao-lineares acopladas sao utilizados, necessitando de
procedimentos analiticos e numéricos distintos para serem resolvidos. Em tal contexto,
foi proposto o método paramétrico independente do tempo (MPIT) [24], um protocolo
conceitualmente simples, mas computacionalmente robusto, sendo capaz de enfrentar
problemas arbitrarios de N-niveis [25], onde N é definido de acordo com o sistema
estudado. Além disso, sua versatilidade também tem sido demonstrada no controle de

sistemas quénticos abertos [130, 131].

A implementagdo do MPIT é discutida em detalhes no artigo [25], portanto, aqui
iremos apenas esbogar os principais passos. Suponha que durante um certo intervalo
de tempo (0,7, desejdssemos que o valor esperado de um observivel O (representado
pelo operador hermitiano @) siga 0 comportamento de uma trajetoria pré-determinada
S(t), conforme ilustrada na Fig. 18. Geralmente, escolhemos S(t) pensando em como o
sistema deve se comportar quando aplicado um campo externo de controle. Em outras
palavras, queremos um |t(t)) tal que (O)(t) = (4(t)|Of(t)) = S(t). Assim, sumarizamos

da seguinte forma o procedimento a ser seguido:
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(a) Dividimos toda a faixa de tempo integral 7" em pequenos intervalos At; =t; —t;_;
(j=1,2,3,...), onde t, = 0.

(b) Dentro de cada At;, consideramos a aplicagdo de um potencial externo independente
do tempo V,(\) em funcdo de M parmetros sintonizéveis A = {Ai, Ao, ..., Ay}
(para saber como o potencial se relaciona com um campo elétrico externo real, ver

abaixo).

(c) Para cada j, selecionamos um instante de ¢; dentro de At; e definimos S; = S(Z;).
Os valores exatos de fj’s nao sao criticamente importantes desde que os At;’s sejam
pequenos o suficiente [24] (em todos os cédlculos nas proximas segoes escolhemos
t =11+ At /2).

(d) Para o intervalo j, procuramos valores apropriados para o conjunto dos pardmetros
{AD} de V; resultando em (O)(i,) = S;. Esta etapa crucial (que chamamos de

controle de intervalo de tempo tinico) do MPIT é totalmente explorada em Sec. 3.2.

(e) Presumimos que préximo de t; o potencial pode ser trocado muito rapidamente,
mudando de Vj para Vjﬂ. Assim, a subita aproximacao na mecanica quantica
(para um bom tratamento sobre este tépico ver, por exemplo, as refs. [132, 133])
é valida e a partir dai ¢(¢;) =~ 9 (t;41) (ou seja, o estado final da janela anterior é

aproximadamente o estado inicial da préxima janela).

O CQ é, portanto, finalizado ao conhecermos o conjunto de {\)}’s. Tais pardmetros nos
levam a um potencial independente do tempo a ser aplicado ao sistema durante todo o
intervalo de tempo (0,7"). Por isso é um método inverso, pois sabemos onde queremos
chegar com a trajetéria alvo e determinamos numericamente o perfil do campo externo

que conduzird o sistema para o alvo de interesse.

Devemos mencionar que, de um ponto de vista pratico, duas questoes naturais
podem surgir em relagao aos itens (c) e (e). De fato, assumimos que o modulador éptico é
capaz de adaptar pulsos relativamente curtos dos campos laser, bem como mudar muito
rapidamente suas configuragoes. Entretanto, isto é completamente viavel com as atuais
tecnologias de campo a laser (para uma discussdo mais aprofundada, veja [24, 25] e as

referéncias nela contidas).

3.2 IMPLEMENTANDO O CONTROLE PARA UM UNICO INTERVALO DE TEMPO

Considere um Hamiltoniano arbitrario H, “nao-perturbado” de um sistema quantico
de N-niveis cujo conjunto de autovetores e autovalores sao, respectivamente, {|e,)} e {€,},
n=1,2,..., N. Agora, somando um potencial externo independente do tempo 1 (atuando

durante o intervalo 0 < ¢ < At), o problema com o Hamiltoniano completo corresponde a
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S(t)

oo o t_]_lt_] e 0o o

Figura 18 — Ilustragdo de uma trajetéria alvo S(t) para (O)(t). Para o MPIT, o intervalo
de tempo completo ¢é dividido em intervalos At;. Em cada At;, um potencial

independente do tempo V; é procurado para levar a (O)(f;) = S(f;) = S;
(t; € At;). Os autovalores de O sdo indicados no eixo vertical.

H = Hy+ V. Se inicialmente o estado do sistema é [1;) = |1(t = 0)), entdo para qualquer
instante arbitrério ¢ < At nés temos [t)(t)) = exp[—iHt/h] [1(0)).

Conforme abordado anteriormente, nossa atencao é direcionada ao observavel
descrito pelo operador hermitiano O. Salientamos que sua representacao matricial é
sempre conhecida na base de H,. Assim, podemos calcular o auto-sistema correspondente
para O (diagonalizando-o), obtendo {|o,)} € {0,}, com n =1,2,..., N e por conveniéncia
assumimos o ordenamento 01 < 0y < ... < on. Os 0,’s degenerados nao alteram nossa
andlise, apenas restringem a faixa de valores possiveis para a trajetéria alvo S(t). Note
que o valor esperado no tempo esta limitado a min(Q) < S(t) < max(O) (veja a Fig. 18

novamente, 14 temos o1 < S(t) < oy).

E de interesse para o método conhecer os elementos de matriz que conectam os
autoestados {|e,)} — {|on)}. Portanto, a matriz unitéria A que opera tal mudanca de

base é dada por

len) = ZAmn 0m), lon) = Z(AT)mn |Em)- (3.1)

m
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A partir dai, no intuito de generalizar nossa notagao, para todo um operador A escreveremos

AW indicando sua representacio matricial na base de {|g,)}. Desta forma
H = A (H + Ve Al (3.2)

Suponha que nos é dado [¢;) = |[¢(t = 0)) = %, &7 |¢,). Partindo da matrix A podemos

facilmente definir ;) na base de O, ou simplesmente [¢;) = 3, ¢ |o,).

Retomando que V(z\) ¢ um operador que esta em funcao dos M parametros livres
A ={\, ..., A}, nosso objetivo é encontrar conjuntos de {A} de modo que no instante

t = 7 (geralmente 7 = At/2) o vetor de estado |¢y) = [¢(7)) forneca

(Wl Olwy) = 8, (3.3)

em que 07 < .S < oy possui um valor conhecido, sendo basicamente um ponto da trajetéria

alvo nesse instante.

Agora, para um conjunto de pardmetros qualquer {A} nds diagonalizamos H ©) na
Eq. (3.2), determinando os vetores préprios {|e,)} e valores préprios {e,} de H®), bem

como a matriz unitaria I' que permite a transformacao da base

lon) = Zrmn em), len) = Z(FT)mn |om,).- (3.4)

m

Nosso objetivo é escrever o vetor de estado final da janela |¢);) em termos da base {|o,)}
para que a igualdade da Eq. (3.3) seja vdlida. No entanto, a evolucao de tal estado é

operada pelo Hamiltoniano H(®. Entéao, escrevemos o estado inicial como
i) = chz) o) = Z Ly C%) |€n) (3.5)
Atuando o operador de evolugao temporal em [1);) obtemos

[¥5) = 3 Tamely expl—iwnt] |en), (3.6)
onde definimos a frequéncia (e,/h = w,). Para retornar a base {|o,)} combinamos a

primeira relacao da Eq. (3.4), o que fornece

n Im

sy = (Z (C" ) T ) eXp[—iW]) |0n)- (3.7)

Nesse ponto, podemos seguir duas estratégias diferentes dependendo de como
devemos explorar o espaco de solucoes. Mencionemos primeiro o caso irrestrito, ou seja,
apenas para buscar possiveis solucoes para o CQ, sem impor quaisquer restri¢goes adicionais

ao problema.
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Inserindo a Eq. (3.7) em (3.3) e conhecendo o autovalor do observavel Olo,) =

Onl0n), obtemos
2

S=>o0n> (T T ) expl—iwy7]| (3.8)
n Ilym
ou mais precisamente na perspectiva numérica
. 2
‘ S — Zon Z (T Tim c%) exp[—twT]| | < €g, (3.9)
n l,m

sendo €g a precisao da equagao, e naturalmente, é esperado que seja um nimero pequeno.

Observe que I" e 0s w,’s sdo fungoes dos parametros livres {\}. Logo, para alcan-
carmos o controle precisamos olhar para os {A}’s que verificam a relagao acima. Suponha,
portanto, o potencial aplicado expresso como um simples campo laser na condi¢ao dipolar.
Nesse caso, V' seria parametrizado apenas por uma amplitude e fase (com M =2 e V (u, ¢),
por exemplo), que de acordo com o formalismo aqui empregado seriam A; e Ay. Nesse
contexto, a busca numérica das solugdes de controle sdao estritamente diretas, mesmo por
poucas dezenas de niveis. De fato, estabelece-se limites superiores e inferiores adequados
e espacamento A\ para ambos \’s, gerando assim uma malha discreta de valores. Ao
‘caminhar’ sobre tal malha, diagonalizamos matrizes de ordem N x N e testando a Eq.
(3.9). Mesmo para os exemplos deste capitulo com N = 20 que serdo apresentados na segdo
de resultados, tal processo é extremamente rapido e fornece boas solu¢ées demandando o
minimo de esfor¢o computacional (fizemos alguns testes numéricos usando até N = 64

com um sistema ficticio, mas nao colocaremos aqui por nao contribuir com a andlise).

3.2.1 Selecao de caracteristicas especificas para as solugées de controle

Dando continuidade ao raciocinio sobre estratégias de como explorar o espago de
solugdes, a segunda possibilidade é que, além de verificar o objetivo do CQ), as solugoes
também devem apresentar certas caracteristicas especificas. Para ver como seleciona-las,

primeiro nés genericamente escrevemos [¢¢) na base {o,} como
V7)) = > /P explion] [on), (3.10)

para qualquer n, a probabilidade estd entre 0 < p, < 1 e a fase 0 < ¢, < 27. A

normalizagao de [¢);) obviamente leva a

S pa=1. (3.11)

O conjunto {p,} na Eq. (3.10) constitui um espago de coeficientes, esquematica-

mente descrito na Fig. 19. Todos os p,’s possiveis devem ocupar apenas o primeiro ortante’

' Em um espago bidimensional (N= 2) chamamos de quadrante as regides formadas por um par de

abscissas « e (—x) e ordenadas y e (—y). Um ortante é basicamente cada uma dessas regides. Se N = 3,
havera oito ortantes ou um octante.
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neste espaco N dimensional. De fato, ainda mais restritivamente, eles devem pertencer ao
hiperplano finito indicado em Fig. 19 (azul), determinado pela condigdo de normalizagao
em Eq. (3.11)

Desde que o objetivo de controle quéntico seja dado pela Eq. (3.3), e assumindo o

estado da Eq. (3.10) (que estd em termos de p,,), obtemos

YnSnPn =1 : (3.12)
Sp=o0,/S se (S#0) |, (3.13)
Sp=o0p,+1 se (S=0) . (3.14)

A légica para tal defini¢do é muito simples, considere a situacao em que S = 0. A Eq. (3.13)
seria simplesmente )" p,0, = 0, contudo, utilizando a condi¢ao de normalizacao da Eq.
(3.11) como uma soma em ambos os lados da igualdade, obtemos Y, p,on + >, pn = 0+ 1,
e agora basta colocar p, em evidéncia com Y, p,(0, + 1) = 1 para entdo chegarmos na

expressao s, = o, + 1.

A equacdo acima também define um hiperplano no espago de coeficientes, conforme
ilustrado na Fig. 19 (vermelho). A intersegdo geométrica dos dois hiperplanos, Eqs. (3.11)
e (3.13), representam a colegao completa de {p,} permitindo o controle: o subespago de
solugoes destacado na Fig. 19 (verde). Observe que, na construcao atual, o conjunto {¢, } ¢
completamente arbitrario. Portanto, essas fases podem ser usadas como graus de liberdade

extras, uteis até mesmo para melhorar a qualidade de CQ.

A descricao acima revela uma grande diversidade de solugdes possiveis para um
unico intervalo de tempo no MPIT. De fato, em principio, todos elas podem ser acessadas
através da variagdo de I' na Eq. (3.8), mas podemos restringir ainda mais os p,’s (e
¢,’s), de modo a atribuir propriedades particulares ao propagador do estado |¢f), e
consequentemente as caracteristicas do controle, ao considerar diferentes condigoes ao

subespaco de solucgoes.

Suponha que estamos considerando {p,} pertencente ao subespaco das solugoes
existentes (verde), mas que também satisfacam uma restricdo genérica denotada por
F({pn},{¥n}) = 0. Para determinar tais solugoes, lembramos que |¢f) na Eq. (3.7) é
naturalmente igual a [¢)f) na Eq. (3.10). Assim, ao equacionarmos estas duas expressoes,

devemos ter
> (T1)t T ¢ exp[—i wiT] = /P explipn). (3.15)

lym

A fim de satisfazer simultaneamente as relagoes acima para todos os n, devemos impor

=3

n

' 2
ST (@) T ) exp[—i wiT] — /Pr explis]| - (3.16)

Ilym
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(a) Py

A

Restrices extras para {p, }

N

Subespago p1+ p2+”' =1

de solugdes 1

Intersecdo entre os

dois hiperplanos g N |
perp —= P,
1.~ /////
e \\J/ S, P+, Pyt =]
Py
(b) 1
i i i i i
51 S Sk-1 Sk SN

Figura 19 — (a) Esquemas do espago N-dimensional de coeficientes reais do estado quéantico
|1¢) na Eq. (3.10). A intersecao dos hiperplanos representam a condicao de
normalizagao da Eq. (3.11) - (azul) e a trajetéria alvo (3.13) - (vermelho),
formando o conjunto completo de solugbes possiveis para o problema de
controle - (verde), onde condigbes extras podem ser aplicadas. O pontilhado
é apenas a continuidade dos planos sobrepostos. (b) Os valores proprios
renormalizados do observavel O sdo s;_1 e sy, correspondendo a dois valores
mais proximos de 1, ou mais rigorosamente, s;_1 < 1 < sp.

Portanto, nossa tarefa consiste em procurar os pardmetros {A} tais que validem a Eq.
(3.16), e além disso, obedegam a restrigao adicional F({p,},{¢.}) = 0. Um exemplo

concreto para esse procedimento serd numericamente explorado na Sec. 3.3.

3.2.2 Especificando a populagao de H; no controle de trajetéria

Considere o seguinte caso: suponha que em uma dada aplicagao desejamos que a
distribuicao da populacao de certos niveis de energia de um sistema arbitrario Hy sejam
ocupados por somente uma fracao no estado |¢)y). Em outras palavras, os valores P, = |6,(€f ) ?
para determinados k’s devem ser previamente conhecidos, onde [¢f) = > 5,(€f ) lex). Agora,

a partir da Eq. (3.7) e a transformacao de base expressa na Eq. (3.4), chegamos em

S i ) =3 ( S (T Ty exp[—iwlT](AT)kn) k) | (3.17)

n,l,m
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entdo para os valores especiais de k’s, obtém-se

2
> (T T &) expl—i w7 (AN)gn| — P = 0. (3.18)

n,l,m

Logo, para tal conjunto de relagoes constitutivas é possivel impor a restricao

previamente mencionada F({p,}, {¢n}) = 0 e implementar o CQ de trajetoria.

3.2.3 Minimizando a dispersao de (O)(t)

Considere o valor esperado de um observavel qualquer definido a partir da Eq. (3.13),
além da imposi¢ao de uma restrigao sobre {p,}’s e {¢,}’s. O objetivo agora é selecionar
apenas as solugdes que minimizem a variancia do valor esperado oo = /(0?) — (0)? > 0.

Assumindo que os autovalores do observavel O sao discretos, nés temos

1+ (—1)s8n0)
so = (1514 Do,y (319)

para a fungdo sinal sgn(z) sendo +1, —1 ou 0, respectivamente, para = > 0, x < 0, ou

x = 0. O termo oy, corresponde a

U{Pn} = \/Z pnsn(sn - 1) . (320)
Desse modo, a minimizagao de oo resume-se a minimizagao de oy, ;.

DEMONSTRAGAO

Considere a relagdo fundamental que determina a varidncia associada a medida de um observavel
oo = /(0% — (0)2, em que pretendemos calcular os termos (O?) e (O)? a seguir. Primeiramente,
tomaremos o estado final [¢y) = " \/Pn explign]|on) e o valor esperado de um observavel (O) = >~ p,on,
onde tais relagbes ja foram previamente apresentadas no texto.

Comegaremos com (0)?, que é simplesmente (0)? = (O)(0O), fazendo

(0)(0)= > (<om| D €™ O \/p ew"|on>) (<0k\\/ﬁce*wk 0 \/ﬁewqol)) (3.21)

klmn

reagrupando e distribuindo, além de aplicar a relagdo de autovalor Olo,) = 0,]0,), chega-se a

<O><O> Z \/ﬁ\/ﬁ\/ﬁm eXp[_i(QDk — Q1+ Om — @n)]0n01<0m|0n><0k|01> ,

klmn

> VPEPINPmPn expl=i(pr — 01+ Pm — ©n)l0n0r Y Omn D Okt

kn m l

Z \/}T% V p?q, Onok })

kn

(Do) (Do paoa). (3.22)
k n

em que utilizamos a definigdo da delta de kronecker d,, = (o4|0,), € 0 somatério correspondente,
1 =", 0uv que filtra os elementos de indice u para v.
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Agora, expandindo de modo andlogo o termo (O?), ou melhor, (O?) = (00), obtém-se

(00) = "(ok|\/Pr €7+ OO /Py €' |0,) (3.23)

kn

e novamente da relagdo de autovalor, mas aplicando duas vezes, tem-se O(O|oy,)) = 02|o,,), onde

©00) = S JBryin expl—ilpk — wn)lo? (oklon)
kn
Z vV PkPn eXP[_i(SOk - Spn)]oyzy, Z 5kn 9
n k
> pnol. (3.24)

A partir de tais ingredientes podemos construir a varidncia na medida do observdvel como

1/2

VIOT =107 = {3 pot = (Y mwor) (Dopaon)} (3.25)
n k n
se evidenciarmos o termo dependente de n, ocorre

© 07 = {3 puon(on - Ymeor) (3.26)
n k

devemos nos recordar que a trajetoria alvo é exatamente o valor esperado do observavel, ou seja

1/2

oo = /(02 —(0)? = {anon (on - S’)} ) (3.27)

com S = ), proi. Agora precisamos analisar duas situacdes distintas — quando a trajetéria assume
valores em que S # 0 ou S = 0.

Caso em que S # 0: Primeiramente colocaremos S em evidéncia na Eq. (3.27), chegando em
On {On 1/2
X n (-0
1/2
- \S|{ S pusa (sn - 1)} , (3.28)

sendo invocada a quantidade s,, = 0,,/S que foi definida no texto logo abaixo da Eq. (3.13), lembrando
que a relagdo 1 =" pnsy é sempre valida.

ge

Caso em que S = 0: Agora, aplicando apropriadamente a relagdo o, = s, — 1 (veja a Eq. 3.14, com
Sn = 0 + 1) na Eq. (3.27), obtemos

co = { an(sn—l)(sn—l—O)}l/Q,
{ S pusnlsn =1 = Y palsa-1}"
= { ansn(sn -1) - ansn + an }1/2 )

-1+41 =0

{ ansn(sn - 1)}1/2 . (3.29)

Por fim, escrevendo uma relagao geral para a dispersao sobre o valor esperado do observavel e
véalida para todo S, tem-se

__1\88n(s)
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exatamente o que desejdvamos demonstrar, a expressao correspondente a Eq. (3.19).

A determinagdo do conjunto {p,} que minimiza a Eq. (3.31) serd apresentada
logo a seguir. Ficara evidente que tal conjunto é muito simples de intuir a partir de um
raciocinio direto. Em primeiro lugar, para diminuir a dispersao de uma determinada média,
¢ natural tentar reduzir o nimero de termos em sua constru¢ao (aqui temos em mente a
forma em que foi escrita a Eq. (3.13)). Desta forma, ao excluir o caso trivial em que um
dos s, ¢ exatamente a unidade, o nimero minimo possivel de termos na Eq. (3.13) sao dois,
diga-se, s, e s,~, onde necessariamente s,» < 1 < s,». Entao, os valores explicitos de p, e
pnr sa0 determinados a partir da Eqs. (3.11) e (3.13). Nesse caso segue diretamente que
afpn} = (87 — 1)(1 — s,). Finalmente, é facil perceber que para minimizar esta expressao
nds precisamos levar o valores de s,» e s, cada vez mais préximos de 1 (veja a Fig. 19
(b)). Portanto

O {pn}|min = \/(Sk =1 = sp1)
_ sp—1 _ l—sp
Pk—1= 52— Pk= o, - (3.31)
A interpretacao fisica de tais expressoes é muito simples. Se o experimentador fizer
uma medida do observavel O para o estado [t)f), os resultados possiveis sdo apenas os dois
autovalores mais proximos, ox_; ou o, de S. Obviamente, os menores desvios possiveis
em relagao ao valor esperado é o proprio S, isto é, quando ocorre em particular S = o ou

S = Of—1-

Finalmente, considerando os resultados acima na expressao na Eq. (3.16), descobri-
mos que as solucoes de controle que produzem uma dispersao minima sobre o valor médio

do observavel deve obedecer a

A , s — 1 ‘
Z (T a1 Tim cffz) exp[—iwT] — 1/]{7 explipr_1]
Lm Sk — Sk-1
. ) 1— 54— ) 2
Z (T T cgﬁl) exp|—iwT] — | [— exp|ivx]
Lm Sk — Sk-1
2

+ Z Z(FT)nl Fzmcgl) exp|—i w;T]
n#k,k—1"I,m

2

(3.32)

Como resultado, selecionaremos sempre as probabilidades associadas aos dois autovalores
consecutivos {ox_1,0x} ao valor de S, ou seja, {pr_1,pr}. Note que sx_1 e sx sdo fixos (ou
conhecidos para todo t), no entanto, ¢;_1 € ¢, podem assumir qualquer valor, portanto,
desempenham o papel de pardmetros livres que ajudam na determinagao dos valores

possiveis para {A}, e assim, permitindo o controle.

DEMONSTRAGAO
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Apresentaremos agora como chegar no resultado exposto na Eq. (3.31) referente a minimizagao
da dispersao oy, }|min do observavel alvo. De acordo com os paragrafos anteriores, existe uma maneira
simples de se calcular essa expressao.

Primeiramente considere a relagao ny SnPn = 1, que representa a férmula geral do valor esperado
da trajetéria S na base do observavel (com s, = S/o, para S # 0 e s, = 0,41 se S = 0). O somério
leva em conta as probabilidades de todos os estados do sistema, e que multiplicado pelo respectivo
autovalor do observavel o, resulta em um certo valor para S. Repare que poderiamos obter o mesmo S se
considerdssemos menos termos, como por exemplo, as probabilidades correspondentes aos autovalores
consecutivos inferiores e superiores a quantidade S, algo do tipo ox—1 < 5 < 0.

Nessa condigao apontada acima, é facil concluir que a soma sobre N termos resultarda numa
dispersao maior do que apenas dois termos na Eq. (3.19). Obviamente, se o valor de S for exatamente
o do autovalor o, apenas um termo é suficiente, porém tal situacdo é a mais trivial de todas. Assim,
nosso objetivo é determinar a dispersao minima usando o menor ntiimero de estados possiveis — ou mais
precisamente dois estados.

Partindo das Eqgs. (3.11) e (3.13), escrevemos os termos consecutivos como

an =1, = peat+pe=1, (3.33)

n

Z SnPn = 1 , 7 Sk—1Pk—1 1+ SkPk = 1 ) (334)

n

da Eq. (3.33) podemos definir

Pe—1 = 1 — Dk, (335)
ao combinar com a Eq. (3.34) e resolvendo para py, obtemos
1— s
pr = —=L (3.36)
Sk — Sk—1

e substituindo essa expressao na Eq. (3.35), encontramos pg_1
s — 1

Ph1= —, (3.37)
Sk — Sk—1

Para os dois tinicos termos consecutivos {pi—_1,pr} a Eq. (3.31) torna-se

9{pn} = \/Z Prsn(sn —1), = V/Pe—18k—1(sk—1 — 1) + prsi(sk — 1), (3.38)

tal que (utilizando as relagoes (3.37) e (3.38))

s —1 1—Sk_1)
a - O T Y e (g =) 4+ [ — L ) (s — 1) 3.39
. ﬂ)k(k )+ (222 ot - ) (3:3)

_ \/(Sk_1(sk_1 )+ (1= sk1)sE) (3’“1> , (3.40)

Sk — Sk—1

= \/(—Sk_1 + sk) (s = (1 = $1-1) , (3.41)

Sk — Sk—1

(3.42)

cuja simplificagdo algébrica fornece diretamente a dispersao minima

T (patmin = V(51 = (1 = s-1), (3.43)

_1\88n(Ss)
90| min = (ISI + %) Visk =11 = sp1). (3.44)
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3.3 RESULTADOS E DISCUSSOES

Os resultados que serao apresentados nas proximas se¢oes foram obtidos assumindo
dois parametros: a amplitude do campo elétrico £ e a fase ¢ desse campo (nas segdes anteri-
ores, tais pardmetros eram representados por {\}). Visando determinar tais pardmetros de
controle quéantico, comparamos o potencial externo |Z|€ com a maior diferenca de energia
do sistema AE = Ey — Fy. O termo £ é a amplitude do campo elétrico e i é um termo
associado ao momento de dipolo elétrico do sistema?. Em todos os resultados empregaremos
a quantidade adimensional £ = |i|€/AE onde buscamos valores de amplitude do campo
elétrico tais que 0,1 < € < 0,7. No entanto, hi exemplos que demandam mais energia
dependendo da complexidade do procedimento. A justificativa fundamental para a escolha
de tais valores estd no fato de que £ = 1 indica que a energia do campo externo deve ser
equivalente a energia total do sistema que esta sendo controlado, e nosso objetivo é nao
atingir esse patamar. Os valores médios do dipolo elétrico para o oscilador harménico,
considerando desde 3 a 20 niveis, é de 1 < || < 2,65, e no caso da molécula de OH com
N =22 tem-se |jz| = 0,06078. E razodvel considerar este procedimento do ponto de vista

pratico, pois ndo queremos perturbar muito o sistema para controlar a trajetéria alvo.

Outra questao envolve a largura da janela temporal de controle At, onde impomos
que deve ser menor do que o tempo de transigao minimo do sistema (7, ), que é justamente
o tempo associado a maior diferenca de energia AE. Se a frequéncia wy,, ¢ diretamente
proporcional & energia, logo, podemos escrever 7, = 27 /wy,, ou simplesmente 7, =
21 /AE,,, (com h =1). Um valor razodavel para a largura da janela temporal é At ~ 1/AFE.
Ao satisfazer tal condicao, obtemos uma melhor concordancia entre as trajetérias alvo e

controlada, como observado nos dois primeiros artigos do método paramétrico por partes
[24] e [25].

3.3.1 Controle sem restricdo de (z)(t) pra dez e vinte niveis do OHQ

Analisamos nesta secdo o controle quantico de trajetéria sem impor restri¢oes
extras sobre a trajetéria alvo, apenas selecionando os menores valores dos parametros
da amplitude e fase do campo. Aqui controlamos o operador posi¢cao z, onde analisamos
diferentes exemplos com no maximo os vinte primeiros niveis do oscilador harmonico
quantico unidimensional, e também os vinte dois niveis do radical OH, com ambos os
Hamiltonianos definidos em detalhes no Apéndice B. As rotinas numéricas elaboradas
para este estudo foram executadas nos servidores do departamento de Pés-Graduagao em
Fisica da UFPR (hoggar) na maquina de célculo Mojave (capacidade 16 ram(GB), 4.0

clock(Hz), 8 niicleos). Utilizamos a fun¢ao de onda inicial |¢g) = |1), que corresponde

2 Selecionamos todos os elementos de matriz ndo nulos do operador de dipolo elétrico a fim de obter

lal = ZN |ttnm|/N
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Figura 20 — Curvas de momento dipolo elétrico e de energia potencial, cujos parametros
estao descritos na Tab. 1 e valores dos parametros obtidos a partir de [23].
Ambas as curvas representam um modelo empirico para um sistema oscilatorio
a nivel quantico.

Tabela 1 — Parametros do oscilador harmoénico quantico.

Fonte: [23] Oscilador u.a.
Massa do oscilador m 1
Frequéncia Angular Wy 4
Amplitude do dipolo v 5

ao primeiro autoestado de & no espaco de Hilbert®. Na Fig. 20 expomos as curvas de
energia potencial e momento de dipolo correspondentes ao oscilador harmonico, e na Tab.

1 dispomos os parametros utilizados.

O controle paramétrico ¢ efetuado conhecendo-se a priori o comportamento dina-
mico do valor esperado do observavel de interesse em cada janela de controle, expresso
pela trajetéria S(t) = (O)(t). A fungdo temporal selecionada nessa se¢do, em termos de

parametros ajustaveis, é definida por
S(t) = so + (s1t sin(wt) — saot — s3) exp(—s4t) . (3.45)

onde definimos em cada objetivo de controle os valores das constantes sg, s1, S, S3, S4 €
w, de modo que inversamente determinamos multiplas solugoes para os parametros do

potencial externo que satisfazem tal trajetéria. Escolhemos tal trajetéria com o propdsito

3 Assumiremos ao longo da secdo de resultados que a contagem dos niveis se d4 a partir den = 1,2, ..., N

e ndo a sequéncia usual teérica com n =0,1,2,...,N.
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de induzir um comportamento oscilatério na posicao do oscilador e estabilizar sua dindmica

no final do processo. Note que inicialmente temos (1 (0)]z|¢(0)) = so — s3.

Na Fig. 21 dispomos os resultados obtidos para N = 10 niveis. A precisao de
controle da trajetéria ¢ de degy) = 5 X 1073, janela temporal de controle woAt = 1,5,
menor tempo de transicao 101 = 0,1745, maior diferenca de energia do sistema AE = 36
u.a., precisoes do campo 6€ = 0,5 x 107 e fase 6¢ = 1,25 x 107!, cujo valor méximo da
busca é de Epaz = 6 w.a. (para que £ < 30% usando |fz| = 1,8062). Para todos os exemplos

de controle desse capitulo, o valor maximo da fase sempre serd ¢,,q., = 27 u.a.

No painel (a) da Fig. 21 expomos o perfil de intensidade do campo (adimensional)
e em (b) a sua respectiva fase. Aqui utilizaremos o fator de escala wy = 36 no eixo do
tempo para N = 10 e N = 20 niveis. Escolhemos dezenas de niveis do oscilador para
demonstrar a viabilidade do método no controle de sistemas de tamanho arbitrariamente
grande. Observe que a amplitude do campo elétrico reduz-se gradualmente até wyt ~ 150 e
mantém-se oscilando com baixa amplitude até o final do controle, regido em que as menores
oscilagoes da posicao do oscilador. Além disso, a variagao da fase é mais significativa no
intervalo 50 ~ 80 atingindo um méaximo de 1,2737 rad. O padrao de campo obtido se
justifica pela taxa de variagao acentuada da trajetoria S(t), principalmente no intervalo
0 < wpt < 180, devido ao comportamento oscilatorio da posicao do oscilador passando por

todos os autovalores desse operador.

Os dados de intensidade do campo estao normalizados pela maior diferenca de
energia do sistema, indicando que o méaximo de energia fornecida ao oscilador é de aproxi-
madamente 18%. Em (c¢) estdo as trajetérias alvo e controlada sobrepostas considerando
todos os 10 niveis do sistema. Para construir S(t), primeiramente, determinamos os ele-

mentos de matriz do operador posicao e calculamos os respectivos autovalores, obtendo

(10) (10)

(10 6(19)] onde o{!? = 1,71808. Em seguida, escolhemos os coeficientes

os extremos [—o{'"”] o
da Eq. (3.45) para que S(t) esteja no intervalo —o{!? < S(t) < oll?, e assim definimos

so=1,1, 81 =4, 5o =0,8, s3=2,8, s4 = S e w = 7 nessa funcgao.

Dando continuidade ao problema de muitos niveis, aplicamos o método para-
métrico para o dobro de niveis do caso anterior onde controlamos os 20 primeiros es-
tados do oscilador harmonico, conforme a Fig. 22. Nesse exemplo, utilizamos os mes-
mos parametros da trajetoria alvo controlada para N = 10, contudo, alteramos o es-
tado inicial para |¢(0)) = /0,05]1) + /0, Texp(0,24077)[2) + /0,05 exp(0,20537)|3) +
/0,6 exp(0,9868i)|4) ++/0, 2 exp(0, 626i)|5) para que os valores de s e s3 sejam 0s mesmos.

A precisio definida para a trajetéria é de degyy = 5,0 x 107, Aqui escolhemos a
janela temporal de controle wyAt = 0, 36, menor tempo de transicdo 791 = 0,08267, maior
diferenca de energia do sistema AE = 76 u.a., precisoes do campo 0 = 1,0 x 1072 e fase
d¢ = 1,25 x 1071, cujo valor maximo da busca era de &,,,, = 6 w.a. (para que E < 20%

usando || = 2,65). Repare que a janela temporal de controle é quatro vezes menor do
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Figura 21 — Controle de 10 estados do oscilador harmonico. No painel (a) temos o campo
divido por AE = 36 u.a. e (b) a fase do potencial externo, onde definimos
wo = AE. Na figura (c) estd a trajetoria alvo (Sge) € controlada (Seontrotado)
sobrepostas oscilando 10 niveis. Definimos para S(t) as constantes sy =
1,1, 81 =4, 59=0,8, s3=2,8, 54 =89 6 w = .

que a utilizada para 10 niveis. Isso ocorre pelo fato do tempo de transigao 791 ser menor,

e precisamos respeitar a condigao At < 7y 1.

De acordo com as partes (a) e (b) da Fig. 22, temos o campo paramétrico e fase,
respectivamente, que controlam a trajetéria alvo apresentada em (¢). O perfil do potencial
externo é semelhante ao obtido na Fig. 21 (a) (no sentido de diminuir gradualmente a
amplitude), mas isso se deve ao comportamento oscilatério andlogo das trajetérias alvo.
Note também que a amplitude do campo é menor quando comparada ao caso N = 10, e
isso se justifica pelo maior nimero de estados excitados no sistema e a trajetéria alvo nao

cruzar tais niveis.

E conhecido que em quaisquer problemas inversos podem existir multiplas solugoes,
principalmente quando consideramos equagoes nao-lineares [134, 135]. O controle para-
métrico ¢ um método inverso e consequentemente fornece multiplas solu¢oes de campo,
mesmo com a propriedade de ser independente do tempo. Tal caracteristica foi observada
inicialmente no trabalho [24], e posteriormente em [136]. Em ambos os estudos conclui-se
que diferentes fungoes de onda, propagadas por potenciais de controle distintos, podem
satisfazer a mesma trajetoria alvo S(t). Tendo em vista tal cenario, determinamos o niimero
total de solugoes existentes em um dominio numérico — ou seja, impondo valores maximos

para os parametros do campo — em cada passo temporal.
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Figura 22 — Controle de 20 estados do oscilador harménico. Em (a) apresentamos a
amplitude do campo dividido por AE = 76 u.a. e em (b) a respectiva fase,
onde definimos wy, = 36. Na parte (c) estd a mesma trajetoria controlada
na Fig. 21. Note como a amplitude do campo e a dependéncia da fase sao
menores nesse caso.

Na Fig. 23 apresentamos o niimero de soluc¢oes em cada janela temporal quando
N = 10 niveis. Construimos tal grafico selecionando as cinco primeiras solu¢oes de cada
passo At, e em seguida, propagamos a fun¢ao de onda sucessivamente seguindo a mesma
ordem da respectiva solugao (propaga-se o vetor de estado usando a primeira solu¢ao ao
longo de toda a trajetéria, repetindo o processo para a segunda solugao, sucessivamente).
Observe que existem milhares de solucoes em determinadas regioes, ao passo que em
outros pontos temos algumas dezenas, revelando um amplo espaco de solucoes disponiveis

através do método.

Outra questao pode surgir quando investigamos problemas inversos: Sempre havera
solugdes? A resposta é nao. Embora o espaco seja consideravelmente grande, o controle
pode ser perdido em um ponto arbitrario no tempo. Inicialmente os autores Rabitz, Smit
e Zhu [23] identificaram singularidades no controle da posi¢ao do oscilador, perdendo
completamente o controle depois desse ‘ponto singular’. Devemos nos atentar ao fato
de que a técnica de controle proposta pelos autores assume que o tempo é continuo,
aliado a sofisticados algoritmos de otimizagao (apesar do propagador ser discreto, do
ponto de vista numérico os passos temporais sdo consideravelmente menores). Nos anos
seguintes, H. Rabitz e W. Zhu [37] desenvolveram um procedimento no qual é tomada a
derivada de segunda ordem da equagao que descreve a evolucao temporal do observavel

na representacao de Heisenberg, combinando com a imposicao de uma funcgao auxiliar
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Figura 23 — Numero de solucoes para cada janela temporal considerando 10 niveis. Note
que os picos com maior quantidade de solugbes ocorrem quando dS(t)/dt ~ cte
(compare com o painel (c¢) da Fig. 21), ou seja, nas regioes de maximos e
minimos da funcao. Se a trajetéria S sofrer grandes variagoes, observamos
que as solucoes disponiveis para controlar a dindmica ficam cada vez mais
escassas.

que adapta a trajetéria alvo visando contornar os pontos singulares. Apesar de existirem
observaveis livres de singularidades (como rotores quanticos [137]), é evidente o quao

desafiador pode ser controlar observaveis dependentes da posicao.

Um exemplo do contexto mencionado no paragrafo anterior esta apresentado na
ampliacao presente na Fig. 23, em que exibimos a ampliacao do ntimero de solugoes até
wot &~ 80 para 10 niveis. Como medida de comparacao, para wot > 80 ndo ha controle se
utilizarmos a segunda (2), a quarta (4) ou a quinta (5) solucdo de cada janela. Interpretamos
que dependendo da escolha do propagador em uma dada janela At — associado a algum
valor de campo — nao havera um vetor de estado que conduzira a dindmica do sistema

conforme a trajetéria S(t).

A fim de aumentar o espaco de solugoes em regioes de ruptura (perda do controle),
aplicamos um artificio numérico que amplia substancialmente a chance de encontrarmos
uma ou mais solugbes caso a busca seja interrompida. Primeiramente, definimos um
valor inicial de precisdo para os parametros de campo e fase, 0€ e d¢, respectivamente.
Vasculhamos completamente o espago até atingirmos os valores maximos de cada parametro.
Se eventualmente nao for encontrada nenhuma solucdo que satisfaca a métrica | S(t;) —
(X)(t;) ] < €s(), dividimos por 10 os valores da precisdo e reiniciamos o algoritmo de

busca. Assim, através de um procedimento com precisao dindmica, ampliamos em 100
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Figura 24 — Curvas de momento dipolo elétrico e de energia potencial, cujos parametros
estao descritos na Tab. 2, onde foram extraidos de [138]. Observe o grande
pico do momento dipolo na regidao da distancia de equilibrio. Além disso, o
dipolo estende-se com valores positivos ao longo de toda a ligagdo OH.

Tabela 2 — Parametros do Potencial Morse para o radical OH.

Fonte: [138] OH u.a.
Constante Mecanica Qo 1,189
Posi¢ao de Equilibrio 1,821

Energia de Dissociagao Vo 0,1994
Massa Reduzida my, 1728
Amplitude do dipolo  pg  3,0886
Alcance do dipolo r*  1,1338

vezes a dimensao do espaco de solugoes dos parametros para o campo externo.

3.3.2 Controlando a Molécula de OH

Moléculas diatémicas sao estruturas moleculares muito simples, justamente por
sua composicao conter somente dois atomos. Esse sistema quantico é explorado com
frequéncia devido a acessivel solugao analitica gragas a contribuicao de Phillip Morse
[139]. Selecionamos a molécula de OH (radical hidréxido) tendo em vista suas aplicagoes e
propriedades quimicas ja investigadas [138, 140]. Apresentaremos a seguir os resultados
obtidos para o controle dos 22 estados vibracionais do radical OH, cujo Hamiltoniano esta

exposto em detalhes no Apéndice B, onde substituimos os pardmetros da Tab. 2.

[lustramos as curvas de energia potencial e momento de dipolo elétrico do radical
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OH na Fig. 24, em que indicamos na legenda as respectivas func¢ées. Observe como o
momento de dipolo se extende até regides r &~ 10 u.a., mas seu valor maximo estd localizado
um pouco antes da distancia de equilibrio do radical OH. A diferenca de eletronegatividade
entre os atomos constituintes justifica tal variacdo de intensidade no momento de dipolo,

bem como sua distribui¢do de cargas [141].

Na Fig. 25 exibimos em (a) o campo paramétrico de controle, em (b) a fase em
(¢) a evolugao temporal do valor esperado da posicao (ou distdncia intermolecular dos
dtomos O — H) ( R)(t). As principais varidveis utilizadas para controlar o radical OH
estao indicados a seguir: precisao de degyy = 5,0 X 10~* oscilando dentro da janela
1,3922 < (]%) < 7,4445 u.a.. A janela temporal de controle wygAt = 3,2, menor tempo
de transigao 721 = 33,0114, maior diferenca de energia do sistema AE = 0,19033 u.a.,
precisoes do campo 6€ = 1,0 x 1073 e fase ¢ = 1,25 x 1072, cujo valor maximo da busca
era de E,qx = 1,6 1.a. € @per = 27 w.a., respectivamente. Por fim, determinamos o valor

do pardmetro || = 0,06078.

A funcéao escolhida para representar o valor esperado da posicao (fi)(t) é expressa

como
(R)(t) = 5(t) = Ry 4 rst + r1 sin?(wrat) exp(rst) (3.46)

no qual definimos as constantes Ry = 1,392174 w.a., r; = 0,8 w.a., ro = 7,5 x 107* uw.a. e

rs = 4,0 x 107* u.a., sendo ry 0 menor autovalor do operador posicao.

Seguindo o mesmo procedimento das se¢oes anteriores, no painel (a) da Fig. 25
dividimos a amplitude pela maior diferenca de energia AE = 0,19033 u.a., que nos indicou
a necessidade de 48% de energia para controlar as oscilagoes do radical OH. Expomos
no painel (¢) a trajetéria alvo sobreposta ao resultado do seu controle, onde induzimos
variagoes da distancia internuclear entre os atomos de Oxigénio e Hidrogénio. Nos calculos,
consideramos o momento de dipolo permanente do radical OH no Hamiltoniano total
e calculamos os elementos de matriz do operador de dipolo elétrico com a funcao de
Mecke [142]. Ainda na parte (a), observe o comportamento oscilatério do campo, exibindo
variagoes em sua amplitude principalmente nas regices em que dS(t)/dt (regides entre
os extremos de S), e também acompanhando os pontos de maximo e minimo de S(¢).
Note também que existem solucoes para a fase do laser durante toda a dindmica, mas
ela contribui mais significativamente no intervalo 80 < wyt < 228 e também em torno de
wot =~ 476.

Para finalizar a discussao, falaremos brevemente de alguns trabalhos que nos moti-
varam o estudo da molécula de OH. Ao analisar em uma gama de artigos publicados nos
ultimos anos, Keefer e Vivie-Riedle [143] observaram novas perspectivas de aplicagoes na
area de controle quantico. Um dos exemplos citados foi o controle seletivo de transigoes
vibracionais da ligagdo OH de um reagente alcodlico, proporcionando um aumento de 24%

na taxa de formagao de uretano e poliuretano (polimerizacao) [144]. Um procedimento
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Figura 25 — No painel (a) dispomos o perfil do campo elétrico dividido por AE = 0,19033
u.a., na parte (b) apresentamos a fase. No terceiro painel (¢) temos o controle
do movimento vibracional da molécula de OH, correspondente a distancia
interatomica entre os atomos de Oxigénio e Hidrogénio, seguindo a funcgao
da Eq. (3.46), onde definimos wy = 0,19033. Note que o potencial externo
nao precisa fornecer mais do que 50% de energia para o oscilador descrever a
trajetoria S(t).

semelhante poderia ser implementado através do controle paramétrico por partes visando
aprimorar a taxa de formagao molecular. Para esse caso particular seria necessario de-
terminar as curvas de estrutura eletronica das moléculas de interesse e impor uma nova
trajetoria alvo para a distancia entre os atomos de Oxigénio e Hidrogénio - ou um outro

observavel do sistema - a ponto de induzir a reacao de polimerizagao, por exemplo.

3.3.3 Controle Restrito de Populagao

O controle populacional é amplamente explorado em aplicagoes na area da fisica
atomica e molecular, principalmente através de técnicas espectroscépicas, onde é possivel
prever, manipular e induzir transigdes épticas (assim, variando a populagdo) entre os
autoestados do sistema. Além do mais, existem determinadas aplicacoes em que é necessario
impor um comportamento especifico ndo somente para um certo observavel (O)(t), mas
para dois ou até miltiplos observaveis alvo. Em aplicagoes na area de computacao quantica
isso é muito frequente, por exemplo, ao implementar determinada porta légica, sdo definidos
dois observaveis alvo: excitar a populacao de um qubit (p(l)) e manter a populagao do
outro qubit inalterada (p(®) [145].
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Figura 26 — Em (a) apresentamos as populagoes dos trés primeiros estados do oscilador
harmonico usando a mesma trajetéria controlada na Fig. 21. No painel (b) é o
resultado da restricao sobre a soma dessas trés populagoes, com P+ P+ Py <
0, 10. No terceiro painel (c) estdao as populagoes controladas p; (circulo), po
(quadrado), ps (diamante) com a restri¢cdo presente antes em (b). Repare que
antes da restricao os p,’s chegavam até ~ 0,55 de ocupacao.

Ja em outras aplicagdes o objetivo é transferir a populacdo de um nivel para o
maior estado excitado sem popular os estados intermediarios. A técnica mais utilizada para
reproduzir esse tipo de comportamento é conhecida como STIRAP (Stimulated Raman
Adiabatic Passage) [146]. Basicamente, considerando N = 3 niveis, dois campos de laser
sao langados sobre o sistema com um ordenamento especifico, ou ‘contra-intuitivo’, em que
o primeiro feixe excita somente estados excitados (|2) — |3)) e o segundo feixe acopla os
estados menos energéticos do sistema (|1) — |2)) [147]. Nessas condigdes, toda a populacao
inicial que estava no estado |1) tende a ser transferida diretamente para o estado |3),
enquanto que o nivel |2) fica praticamente inacessivel no processo. Geralmente esse estado

nao populado é chamado de dark state [148].

Logo, restringir a populagao de determinados niveis pode ser 1til dependendo da
aplicacao de interesse. Sendo assim, a fim de demonstrar um resultado analogo aos exemplos
citados, escolhemos o mesmo objetivo de controle S(t) = (z)(t) exposto na Fig. 21 para
N = 10 niveis, impondo restri¢oes sobre os trés primeiros niveis de energia. A justificativa
é que 14 fizemos o controle direto da posicao do oscilador sem impor nenhuma restri¢ao
ou condicao adicional, ao contrario do que apresentamos na Fig. 26. Antes, elencamos
algumas informacoes técnicas: A precisao definida para a trajetoria ¢ de degyy = 5,0 % 1073,

janela temporal de controle wyAt = 0,72, precisoes do campo 66 = 1,0 x 10~ e fase
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d¢ = 1,25 x 1072, cujo valor méaximo da busca era de Emnee = 9 U.a. € Gy = 27 ..,
respectivamente. Perceba que a janela temporal é menor do que a utilizada na Fig. 21,
além disso, demandou-se mais energia do campo externo (algo em torno de 45% da energia

do sistema) para tal finalidade.

Aplicando a restricao de populagao da Secao 3.2.2, torna-se

Z (FT>nl Flm Cgl) exp[—iwlT](AT)ln - P1 +

n,l,m

Z (T Tim cffl) exp[—iwT] (AN — Py +

n,l,m

2
Z (FT)nl Flm C%) exp[—i wlT](AT)gn - P3 é 10_2 . (347)
n,l,m

onde Py + P+ P; < 0,10 (P = |{gk|t4)|?). Seguimos exatamente todos os passos descritos
na Sec. 3.1, com excegao do item (d), pois temos que garantir que a Eq. 3.48 também seja

satisfeita para todo o tempo juntamente a trajetoria (O)(t;) = S;.

Os resultados obtidos estao na Fig. 26. No painel (a) estdo expostas as primeiras
trés populagoes sem nenhuma restricao (as mesmas da Fig. 21). Observe como todos
os p,’s variam na ordem de 0,55 (p; - circulo) ou em média oscilando na faixa dos 0,30
(p2 - quadrado, ps - diamante). Apresentamos no painel (b) a restrigdo da soma dessas
populagoes (nao expomos S(t), mas a trajetéria alvo foi perfeitamente controlada). Em
nenhum instante ultrapassamos o limiar de 0,10 (com erro de 1072) em todo o intervalo
considerado. Em (c) estdo as populagoes de cada nivel sob a restricao da parte (b).
Apesar das rapidas variacoes, os p,’s se alternam entre maximos e minimos sem nenhuma
componente ultrapassar o limite de 0,10. Optamos por nao exibir os graficos de amplitude

e fase pelo fato do perfil qualitativo do campo ser andlogo aos anteriores.

3.3.4 Controle Restrito da Probabilidade na Base do Observavel

Novamente consideramos o problema de N = 10 niveis, mas com uma analise
diferente da sec¢ao anterior. Acabamos de ver uma forma de limitar a probabilidade de
ocupacao de certos niveis de energia. No entanto, levantamos o seguinte questionamento:
E possivel limitar a probabilidade de determinado autoestado na base de posicao? E ainda
conseguirmos controlar S(t)? E de forma surpreendente a resposta é sim, de acordo com

os resultados que seguem.

Antes de exibirmos os exemplos desta secao, seguem algumas informagoes técnicas.
A precisao definida para a trajetéria é de degy = 5 x 1072, janela temporal de controle
woAt = 0, 36, precisdes do campo 6€ = 1,0 x 107* e fase d¢ = 7,85 x 1072, cujo valor

maximo da busca era de &£, = 13,5 w.a. € @per = 27 u.a., respectivamente. Assim como
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no exemplo anterior, observamos uma mudanca na largura da janela temporal e do campo

méaximo também (aqui usamos aproximadamente 65% da energia do sistema).

Se tomarmos a Eq. 3.15 da 3.2.1, que ja esta escrita na base do observavel, temos

, 2
> (TN)s i ) exp[—iwr]| —ps < 1072, (3.48)

m
Im

com algumas manipulac¢oes simples. Implementamos o primeiro teste impondo pg < 0,02
(pe = [(oxl¥r) ).

Os resultados estao expostos na Fig. 27. A escolha do autoestado n = 8 foi baseada
no comportamento do sistema sem restricdo do painel (a), onde expomos somente as
probabilidades que mais contribuem para a dinamica da posi¢ao do oscilador no tempo.
Note que praticamente os termos ps (0¥ = 0,878) e py (0¥ = 1,718) (autovalor
de posicao ol™ na base discreta) é que ‘controlam’ a trajetéria alvo (sempre vamos no
referir a curva (c) da Fig. 21). A proposta foi devidamente satisfeita em (b), e as outras
probabilidades estao no painel (c¢). Aqui ja surge um comportamento diferente do sistema
irrestrito, pois pg (0{” = 1,266) passa a oscilar assumindo valores cada vez maiores
(em wpt ~ 100 atinge quase 0,90) e ainda se alterna com pjy até o término da evolugao.
Naturalmente, esperavamos que outros autoestados assumissem a dinamica dado que
ps tornou-se ‘invisivel’ ou inacessivel ao sistema. Para aumentar sua intuicdo sobre a
situacao, imagine que a posicao do oscilador possa oscilar normalmente de acordo com
a trajetéria S(t), no entanto, a probabilidade de encontrar o sistema em distancias na

ordem de (z)(t) ~ 0,878 nunca sera maior do que 2%.

No intuito de explorar uma situacao diferente, também restringimos os termos ps,
ps € ps, onde fizemos ps + ps + ps < 0,10, conforme a Fig. 27 (d), e em (e) expomos as
probabilidades correspondentes (ap6s o controle). A principal justificativa para a escolha
desses p,,’s é que no painel (a) dessa mesma figura tais termos praticamente nao contribuem
com a dinamica do sistema (com excegao de pg). A expressao utilizada em tal exemplo
estd indicada a seguir

, 2
ST ()5 Dy 2 exp[—iwr]| —ps +
lm
' 2

Z(FT)5lFlmc£fL) exp|—iwT]| —ps +

lym

‘ 2
> (T g Ty €9 exp[—iwyr]| —ps < 1072, (3.49)
lm

Finalizando a discussao, pretendemos buscar uma aplicagdo pratica desse tipo
de abordagem. E comum a manipulacio das populacdes do sistema, mas geralmente as
probabilidades na base de posi¢ao podem exibir qualquer comportamento. Uma anélise

complementar poderia ser estendida para outros observaveis em sistemas com mais graus
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Probabilidade

Figura 27 — Em (@) temos as probabilidades do sistema N = 10 niveis correspondente ao
controle irrestrito da Fig. 21. Em (b) apresentamos o resultado para a restrigao
autoestado pg < 0,02. Em (c¢) estdao os outros p,’s correspondentes ao item
(b). No painel (d) expomos o controle restrito de p3 + ps + ps < 0, 10, seguido
das respectivas probabilidades em (e). Temos p; (trago), ps (trago-ponto),
ps(triangulo), ps(circulo), py (diamante) e piy (estrela). Removemos os termos
pl,s excedentes para melhor visualizagao.

de liberdade, ou simplesmente controlando o mesmo observavel de posicao e restringindo
as probabilidades na base de outro observavel (como momento P, momento angular L,

entre outros). Isso pode ser explorado em trabalhos futuros.

3.3.5 Controle de Minima Dispersao

Vimos até o momento diferentes formas de controlar o valor esperado de um
observavel no tempo, seja de forma irrestrita ou adicionando determinadas condigoes
extras no problema. Nesta secao discutiremos o controle de minima dispersao aplicado a
um qutrit (sistema com N = 3) modelado por trés niveis do oscilador harménico. Antes de
discutir os dados obtidos, definiremos o Hamiltoniano do sistema total com dois campos

de laser, sendo

Ey — Qa0 0
HE — _Qmei(f)m E, _923e*i¢23 (350)
0 —9236i¢23 E3

onde Q. = tpmEnm € assumimos que os termos diagonais do momento de dipolo sao

nulos fi,, = 0, além de desprezar o termo |uy3| = 0. A fungdo que descreve a trajetoria
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Figura 28 — Parametros do campo externo obtidos no controle de minima dispersao com
a amplitude dividida por AE = 8. Nos painéis (a) e (b) estdo as amplitudes
{&12, €53} e nos painéis da parte inferior temos as fases {¢12, g3} em (c) e (d).
Nao exibiremos a fase ¢93 pois ela nao contribui para a evolucao do sistema.
Por fim, utilizamos wy = 8.

S(t) é expressa por
S(t) = sosin(wt + a) exp(—sit) (3.51)

usando as constantes w = 1,0, sg = —0,6, s1 =0,05e a =0, 57.

Seguindo o padrao adotado nas secoes anteriores, seguem as principais informagoes
técnicas. A precisao definida para a trajetéria é de degy = 5 X 1073, janela temporal de
controle wyAt = 0, 32, precisdes do campo 6 = 1,0 x 1072 e fase d¢ = 1,047 x 1072, cujo

valor méximo da busca dos campos foram £2) = 2,5 w.a. (31% da energia) e £23) =35
(12) (23)

N o) = m u.a.. Definimos

a. (44% da energia), e das respectivas fases ¢{}2) = 21 u.a. e ¢
a dispersao numérica minima do valor esperado do observéavel o valor op = 5 x 1072
para toda a trajetéria, com excegao dos pontos criticos de controle (regides onde nao ha

concordancia para os p,’s na Fig. 28).

Os perfis do campo e fase estao na Fig. 28, com os parametros {€12, 23} em (a) e
(b), e abaixo a fase ¢15 em (c). De acordo com (a) o campo varia suavemente até wot =~ 24,
sofrendo algumas variacoes de intensidade a medida que a presenca do segundo campo
(b) se torna necessaria. Na realidade, o segundo campo é mais requisitado no intervalo
25 < wpt < 40, pois fora dessa regido existem apenas alguns picos separadamente. A fase é
relevante ao longo de toda a dindmica, mas oscila sistematicamente entre 20 < wyt < 32,

que seria a ‘interface’ de atuacao de ambos os campos de controle.

Com relacao o procedimento de minimizacao da dispersao no valor esperado,

utilizamos a Eq. (3.32) como condigao extra para o espago de solugoes e ainda atendendo os
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Figura 29 — Em (a) estdo a probabilidade de ocupagao de cada um dos trés niveis do
sistema com dispersdao nula (linha tracejada) com a probabilidade obtida
no controle. Foram aplicados dois campos simultaneamente, onde impomos
o valor da dispersao sendo oo = 0,05. No segundo painel (b) a trajetéria
alvo ¢é controlada com os trés autovalores do observavel indicados nas linhas
tracejadas.

requisitos de S(t). Na Sec. 3.2.3 provamos que para minimizar a dispersao, a probabilidade
na base de posigao precisa fazer com que S(t) fique sempre restrito a dois autovalores
consecutivos, e para o qutrit temos oM = —0,61237, 0@ =0 e 0¥ = —0_ Portanto,
buscamos por um conjunto de pardmetros €, i1, Gnmi1 (n,m = 1,2 onde n < m) para
cada At; tal que o < S(t;) < oY (indice dos autovalores do sistema i = 1, 2),
exatamente o mesmo obtido na Fig. 28. Vemos explicitamente na Fig. 29 as probabilidades
(a), a fungdo da trajetéria alvo (Suwe) da Eq. (3.51) e controlada (Seontroado) €m (b) € as
fases auxiliares ¢y e ¢,_1 da Eq. (3.32) (c).

A fim de comparacao, colocamos em tracejado as probabilidades com dispersao
nula juntamente as probabilidade obtidas pelo método de minimizagao da dispersao. Antes
de tudo, concentre sua atencao até o instante wyt < 16. Existem trés linhas indicando os
autovalores de posicao, entao visualmente percebemos que em toda a evolugao somente
duas componentes estao presentes, seja p; € ps ou ps e p3. Esse é o estado da arte para o
controle de minima dispersao, contudo, ainda é necesssario refinar os algoritmos de busca

para alcancar solugoes melhores.

3.3.6 Sintese do Capitulo

Nesse capitulo apresentamos alguns exemplos de aplicacoes do controle direto a

sistemas com diferentes valores de N, o que nunca havia sido investigado até entao. Fizemos
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uma breve verificagdo do niimero de solugoes em cada janela temporal e sua conexdo com
o comportamento da trajetéria alvo. Em seguida, controlamos a distancia intermolecular
do radical OH, simulando que os atomos constituintes se afastavam gradualmente no
tempo. Aplicamos ao mesmo sistema de dez niveis do oscilador harménico o controle de
restricdo de populacgdo, limitando a soma dos trés primeiros niveis a 10%. Realizamos um
protocolo andlogo para as probabilidades em termos da base do observavel de posicao, ainda
mantendo a soma em 10%. Encerramos o capitulo com o controle de minima dispersao
de um qutrit fornecendo resultados satisfatorios. Futuramente podemos aprimorar os

resultados através de algoritmos mais refinados de busca por melhores solugoes.
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4 CONTROLE PARAMETRICO MISTO

Este capitulo em um primeiro momento descreverd sucessivos aperfeicoamentos
do método misto de controle quantico. Duas propostas matemdticas serdo
apresentadas nas prozimas secoes, sendo a primeira relacionada a independéncia
das varidveis oriundas do controle de 2-niveis efetivos e o uso do dispositivo de
ortonormalizacio de Gram-Schmidt modificado (na forma explicita). Ao final
do capitulo discutiremos os resultados parciais obtidos para trés niveis, onde

confrontaremos as multiplas solucoes encontradas graficamente.

4.1 MODIFICACOES PROPOSTAS

Na presente tese a proposta é mudarmos o método misto para explorarmos proble-
mas fisicos multiniveis e também para aprimorarmos duas etapas do protocolo, a saber:
(1) tornar os pardmetros do problema de 2-niveis efetivos algebricamente independentes
entre si (com solugao analitica), ao contrario do apresentado anteriormente em [40] onde
havia somente uma expressao de controle principal com as varidveis correlacionadas; (i)
construir as matrizes de transformacgao do Hamiltoniano do hiperplano 2D efetivo para
o espago de Hilbert com a dimensao original N através da ortonormalizagao de Gram-
Schmidt na forma explicita. Anteriormente, os autores calculavam os estados ortogonais
numericamente (por exemplo, via eliminagdo gaussiana), mas agora faremos tal processo

com as equagoes originais da técnica, como veremos nas proximas secoes.

4.2 ORTONORMALIZACAO DE GRAM-SCHMIDT

Introduziremos nesta se¢cao um processo amplamente conhecido no campo da
algebra linear, denominado de ortonormalizacao de Gram-Schmidt. Apesar dos sobrenomes

do atuério! dinamarqués Jérgen Pederson Gram e do matematico alemao Erhard Schmidt

L' E o profissional que usa recursos estatisticos para prever o comportamento do mercado financeiro.
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constarem na definicio do método, nenhum deles contribuiu diretamente na criacao da
técnica de ortonormalizacao de vetores. O primeiro utilizou tal método para resolver
problemas de minimos quadrados em sua tese, o segundo estudou determinadas classes de

espagos vetoriais relacionadas a subespacos ortonormais [149, 150].

Poderiamos elencar intimeras aplicagoes na fisica ou matemética do protocolo de
Gram-Schmidt, contudo, um exemplo é suficiente para demonstrar os beneficios tedricos
que tal método pode proporcionar. No estudo do transporte de excitacdo coerente em
caminhantes quanticos de tempo continuo (CTQWs)?, Xin-Ping Xu [151] determinou
as probabilidades de transicao via ortonormalizacao dos autoestados do Hamiltoniano.
Basicamente através do método de Gram-Schmidt foi possivel obter a primeira solugao
analitica envolvendo grafos do tipo estrela, que é de interesse na geracao de revivals

perfeitos dos caminhantes.

4.2.1 Gram-Schmidt Classico e Modificado

Considere o caso onde transformaremos uma base arbitraria {vy, va, vs3,..., v,}
linearmente independente, que pertence a um subespago vetorial no R", em uma base
ortogonal {u;, uy, ug,..., u,} do referido subespago [149]. Para construir tal conjunto
ortogonal, precisamos subtrair de cada base a projegao dos vetores {v,} sobre {u,},
e repetimos esse processo para todas as outras bases do conjunto [152, 153]. Podemos

expressar da seguinte forma

jur) = o), (4.1)
up | v
) = Jwy - il d (42)
IKCHI
(u | vs) (up | vs )
|us ) = Jvs)— | u1) | uz ), (4.3)
IKCHI I
' n—1 w; | vy,
) = o) - o Aol (4.4
j=1 IEZa
sendo a norma || u, || = y/( u, | u, ). Apés determinarmos o conjunto ortogonal {u,},

_ Jun)
Tan 1"

expressoes acima conclui-se que (uy | ug ) = (ug | us ) = (ug | uy ) = 0, refletindo a

podemos obter o conjunto ortonormal fazendo | e, ) Por inspec¢ao visual das

ortogonalidade das bases geradas.

Do ponto de visto algébrico, a ortogonalidade é trivialmente satisfeita, conforme
citado no paragrafo anterior. No entanto, quando implementamos tal algoritmo em um

computador, os vetores {u,} ndo saem perfeitamente ortogonais devido aos sucessivos

2 Em inglés Continuous-Time Quantum Walks.
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erros de arredondamento a medida que a dimensao dos vetores aumenta (R" com n —

grande). Por esse motivo o denominamos método de Gram-Schmidt Classico [152, 154].

Para remover os erros de arredondamento é necessario uma alteragdo no algoritmo,
adicionando sucessivas atualizagoes para cada nova base ortogonalizada. Esse problema
tem sido extensivamente explorado no campo da algebra linear numérica [155], dada a sua
importancia pratica. Agora, temos definitivamente o método de Gram-Schmidt Modificado,
introduzindo resultados com menores erros oriundos da aritmética de precisao finita [156].
Em esséncia temos os mesmos vetores, sobretudo, com a ortogonalidade corrigida. A
modificagdo consiste em produzir conjuntos intermediarios {ugﬁl, uy;zQ, u§23, cee u(j)},
onde cada vetor remanescente é corrigido e usado no préximo membro até o final do

conjunto u;, como vemos a seguir

lur)=|wv), e |U1>=H (4.5)

(1)
u
) = o) = () ), e =12 (16)
g ||
onde | ugo)) = | vy ). A partir desse ponto o protocolo fica evidente, pois
[ug”) = 1) = (w Ju”) [ w )
[ug?) = ) = (un fug?) | ua )
0 0 0 0
= Jug”) = Cun [ ) ) = Cun ||| 0d”) = Con Jag?) [ ) | Ju )
2
u
[ us™ ]
de modo analogo, temos | u§0)> = | v3 ) e também podemos observar que o algoritmo

modificado ja fornece os vetores normalizados. Portanto, a férmula geral do dispositivo de

Gram-Schmidt modificado é expresso por

| ug )

k k-1 k-1 U
ufy = (o) = (e [ ) ) com )= ——hs, (48)
g ]
valido para j =2,3,...,nek=7—1,..., n—1, ou seja, o indice k£ pode assumir todos

os valores inteiros para k < j. O custo computacional desse algoritmo cresce na ordem

O(nk?) de operagoes de ponto flutuante, sendo n a dimensionalidade dos vetores [157].

Além do processo de ortonormalizacdo apresentado nos paragrafos anteriores,
existem outros procedimentos que fornecem de maneira equivalente os mesmos resultados.
Uma técnica simples e amplamente utilizada para tal propdsito é aplicando a eliminagao
gaussiana [152]. Considere uma matriz M cujas linhas sdo os vetores {vy, v, v3,..., v,}.

Se prepararmos a matriz aumentada [ MTM|M ] e transformarmos o produto MM
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em uma matriz triangular superior, no lugar de M teremos as respectivas linhas com
os vetores ortogonais. Em resumo, a ortonormalizagao pode ser feita via reflexoes de
Householder [154], decomposigao de Cholesky [157], etc. Enfim, existe uma gama de
artificios matematicos na literatura disponiveis com essa finalidade. Apds apresentarmos
aqui os principais recursos da algebra linear voltadas para a ortogonalizagdo, iremos

empregar o método de Gram-Schmidt no método misto de controle quéantico.

4.3 ASPECTOS TEORICOS DO METODO MISTO

Considere o Hamiltoniano HSE) de um sistema quantico arbitrario descrito no espago

de Hilbert com N niveis de energia, em termos da base {|¢,)} comn =1,2,..., N e
autovalores €1, 9, ..., &,, tal que HSE) |en) = €nlen), portanto
1 0 0 0
0 1 : 0
O I R B R S T D B R
0 0 0 1

Assumindo que um potencial externo V) atua em um sistema inicialmente nao
perturbado, definimos o Hamiltoniano total H®) = H(SE) + V@ tal que

<€7’l | H(‘S) | é\’n'7,> - gnfsnm + (1 - 5nm) /Unmei Sgn(n_m)(ﬁnm 9 (410)

Com Uy, = Upp > 0, sgn(n —m) o sinal de n —m se n # m e 0 se n = m, onde

0 < Gpm = Pmn < 2. Agora, na forma matricial,

€1 V12 e if12 V13 e VIN e~ ioN
V12 ei(’bl2 €92 V23 e_”’% ... UaN e_’¢2N
HE = | w3 €913 pgq ei¢23 €3 ... gy e iPsN . (4.11)
UIN €PNy €IP2N gy eiPIN EN

Os termos v, podem ser ou nao nulos dependendo das caracteristicas do sistema fisico de

interesse.

4.3.1 Selecionando o Estado Alvo

Determinar os coeficientes que auxiliam no controle do valor esperado é uma das
tarefas de maior importancia nos métodos paramétricos inversos. Nesta secao discutiremos
duas formas de se obter os coeficientes aos quais temos interesse. O primeiro procedimento

¢ mais genérico e tem sido explorado desde os primérdios do método indireto, onde
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analisamos geometricamente as probabilidades que constituem a trajetoria alvo S(t).
Outra abordagem ¢é mais restritiva, onde selecionamos o estado do sistema que satisfaga
a relacio 0,1 < S < o,, ou seja, o valor esperado do observavel deve estar entre dois
autovalores consecutivos em cada instante. Veremos, a seguir, os detalhes de cada um dos

protocolos citados.

4.3.2 Trajetéria S(t) Para Qualquer Autovalor {o,}

Vamos introduzir um operador Hermitiano O que sera o observavel que con-
trolaremos no tempo. Os autovetores | o, ) ¢ os autovalores { 0, } sdo calculados pela
diagonalizagao direta de (0. Suponha que o valor esperado desse observavel possa ser

expresso por uma fungao S(t), no qual

St =(0) (1) = @O 0pE)), (4.12)

Se expandirmos o estado |1(t) ) na base do préprio observavel, obtém-se
St =X palt)on. (113)

com p,(t) = | (0, |¥(t))|*. Além disso, reduziremos um grau de liberdade sem perda de
generalidade, com py(t) = 1 —py(t) — X0 5 pe(t) (k =3, 4,..., N). Vamos denominar os p's
de probabilidades do observavel e qualquer uma dessas componentes esta apropriadamente

normalizada em 0 < p,(¢) < 1. Vamos reescrever a Eq. (4.13) como

S(0) = mt)or + 1= ) - )3 pe(t)] oz + > mlt)or. (4.14)

A partir de agora iniciaremos o procedimento independente do tempo por partes. Propomos
que em cada instante de tempo ¢ conhecemos o valor da funciao S(f) = S. Logo, sempre

existird um p,(f) = p, que vai satisfazer S = ( O ) (). Seguindo tal raciocinio,

N N
S = prog + [1 —p1— Zpk] 09 + Zpkok. (4.15)
k=3 k=3

As multiplas solugdes que mencionamos nas se¢oes introdutorias deste capitulo emergem ao
selecionarmos o conjunto {p,} que resulta em S. Uma forma conveniente de acessarmos tais
solugbes é imaginarmos um hiperespago de pardmetros em termos de {p,}. A principio, o
conceito de hiperespago pode levar a suposicao de que existem infinitas solugoes de controle
em cada instante ¢ = ¢, no entanto, demonstramos graficamente na Fig. 30 que hd uma
regido finita de solugoes com dimensao (N — 1) [40]. Para ilustrarmos como representamos
as probabilidades {p, } do observavel em um espac¢o multidimensional euclideano, isolamos
{p1} na Eq. (4.15), sendo

N on — 09 09 — S
Plzz P+ .
k=3 02 — 01 02 — 01

(4.16)
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(a) (b) (c)

p3 p (plx, p3x, p4x, psx)
A 1\4
p3x | _

o [\ Ip

pl ( plx, p3x, p4x) p3 pl

Figura 30 — Representacao grafica do espago de pardmetros no controle da trajetéria S.Em
‘x’ estdo as coordenadas do conjunto {p, } considerando uma solugao arbitraria
para um sistema de (a) trés, (b) quatro e (c¢) cinco niveis de energia. Note que
para cada situagdo temos uma coordenada a menos, devido a parametrizagao
p2 =1 —p; —...— py. Em (a) podemos observar que para trés niveis as
solugdes encontram-se numa reta dada pelas coordenadas do ponto (p1z, psz)-
Em (b), quando existem quatro niveis é formado um plano em um sistema
tridimensional com uma solugao qualquer na coordenada (p1z, p3z, Paz)- Por
fim, em (c), fizemos uma extrapolagao para cinco niveis onde constitui-se um
hipercubo no espaco quadrimensional de solugoes numa regiao qualquer dada

por (,Olam P33z Pdx, p5x)

Assumindo que N = 3 na Eq. (4.16) e que (p1 + p2 + p3 = 1), temos

03 — 02 +02—S

p1= 3 ; (4.17)
02 — 01 02 — 01

que é explicitamente uma equacgao da reta cujo coeficiente linear esta vinculado ao valor
de S [40] e corresponde exatamente & Fig. 30 (a). Uma solucao qualquer estd representada

no ponto ‘z’ pelo par ordenado (p1,, ps,) no instante t = .

Se escolhermos N = 4 na Eq. (4.16) e usando (p; + p2 + p3 + ps = 1), assim

expressamos,

04 — O 03 — O o—g
pr=——"lpg+ > Zps 4+ 2 ; (4.18)
02 — 01 02 — 01 02 — 01

no qual podemos representar através da equacao do plano uma familia de solu¢oes para
cada S, conforme a Fig. 30 (b). Na posicio ‘z’ estdo as coordenadas (piy, pse, paz) de
uma solugdo possivel obtida no tempo t = £ para evoluir o vetor de estado |¢)(f)), e assim,
satisfazer a trajetéria do observavel S = (1)(f)| O [4(%)) da Eq. (4.12).
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No caso de N =5 com (p1 + p2 + p3 + ps + ps = 1), resulta em

O5 — 02 04 — 02 03 — 02 02—5
pr = pa+ pa+ ps + : (4.19)
02 — 07 02 — 01 02 — 01 02 — 01

nessa situacgao em particular é necessario analisarmos um hipercubo de solugoes, sendo uma
delas as coordenadas do ponto (p1z, pP3z, Paz, Pse) na Fig. 30 (¢). Os exemplos gréficos
mostrados sdo apenas um recurso didatico para exemplificarmos o espaco de solugoes.
Quando aumentamos o niimero de niveis do sistema, fica dificil utilizar tal artificio do
ponto de vista pratico. Felizmente, procedimentos algébricos podem ser usados para tal

construgao.

A férmula geral que descreve o estado |1 (f)) em funcdo do conjunto {p,}, ¢

definido como

[ (1)) = V1 explif,,]| o >+J1—m—]§pk | 02 >+kz_:\/ﬁexp[i9pk]!0k ) - (4.20)

sendo 0,,, 0,,,..., 0, fases arbitrarias a serem escolhidas a posteriori. A Eq. (4.20) é

p1
portanto o estado alvo a ser considerado no método misto.

4.3.3 Trajetéria S(t) no Intervalo o, ; < S <o,

A parte inicial é semelhante ao proposto no inicio desta secao, onde definimos
os autovalores {o0,} e autovetores |o,) provenientes de O, sendo quantidades sempre
conhecidas. No entanto, considerando a Eq. (4.12) para S(t), podemos escrever o valor

esperado como
S(t) = p(t) on—1+ (L = p(t)) on, (4.21)

sabendo que 0 < p(t) < 1, podemos determinar um p(t) — p que satisfaz a trajetéria S
da janela de controle no instante t = ¢, tal que
on — S
p=—"—. (4.22)

Onp — Op—1
A partir desse ponto, ndo é necessario explorar espagos multidimensionais, pois ja temos o
9 Y
peso probabilistico que garante a trajetéria S entre dois autovalores consecutivos em t.

Logo, podemos escrever vetor de estado alvo que forneca um S = (4(£)| O |1h(%)) através

da relacao
0@ = vpexpliti] | onr ) +vT=pexplibs] | o0, ) . (4.23)
com as fases arbitrarias 6, e 0s.

E de interesse para o método misto que o vetor de estado final esteja escrito em

termos das bases do Hamiltoniano nio perturbado, tal que H_? |€n) = €n|en). Sabemos
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S(t) A On1 < Sj < On

O:

>t

cee t G+Ot .-

Figura 31 — Trajetéria S(t) que descreve o valor esperado de um observéavel (O). Observe
que a curva passa por todos os autovalores do observavel, mas sempre estara
restrita & dois autovalores consecutivos. Se compararmos aos elementos {p, }
e os respectivos espagos de solugoes da secao anterior, agora simplesmente
teremos que escolher um tunico p que satisfaga o intervalo o,_; < S < O,
considerando a janela temporal t; < ¢ < t; + dt.

que as bases do observavel O, onde O |0, ) = 0, |0, ), da Eq. (4.23) podem ser escritas

COo1mo
N

N
| Op_1 :Z Dlen) e 10,y =Y a e, ), (4.24)

m=1
se substituirmos tais expressoes na Eq. (4.23), e rearranjarmos o somatério para ambas as

bases, obtemos o vetor de estado alvo

N

WD) =Y {aggD expli 61] /B + a® expli 6] VI — 7 } o). (4.25)

m=1

A fim de detalhar melhor os passos teéricos desenvolvidos nesta se¢ao, apresentamos
as principais informagoes do procedimento na Fig. 31. Observe que a trajetéria S(t) pode
assumir qualquer valor entre 0, < S < oy para todo t. Ou seja, a curva pode passar por
todos os autovalores do observavel, contudo, é evidente na mecanica quantica que o valor
esperado de qualquer operador sempre estara restrito a dois autovalores consecutivos, como
destacado para S na parte central do grafico. Aliado & discretizacio temporal imposta
pelo método de controle misto, calculamos um { p } apropriado que satisfaga a condigao
Op_1 < gj < 0, na janela temporal t, <t < t, + dt.
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Eventualmente, pode surgir certo estranhamento a respeito da auséncia do tipico
operador de evolugao temporal U(t) = exp[—iHt/h] atuando sobre um vetor de estado,
porém, antes destacaremos o ponto chave do que os autores propuseram em [24, 40, 41].
Apresentamos até o momento um procedimento pelo qual descobrimos a superposicao
do vetor de estado que conduz a dindmica do sistema de interesse (veja as Eqs. (4.20) e
(4.25)). O préximo passo seria determinar o perfil do potencial externo em um protocolo de
controle inverso usual. Para tal, consideramos o estado da arte do método misto: o controle
de dois niveis efetivos. Ainda que um problema de N niveis seja dificil de ser controlado,
discutiremos nas proximas segoes a transformacao de N para dois niveis efetivos. Nao se
trata exatamente de dois niveis como se fossem autoestados de um Hamiltoniano de spin
1/2, por exemplo. Na verdade olhamos para um subespago bidimensional (um “plano”) do
espaco de Hilbert do sistema. Tal plano (2-niveis) é composto pelos estados inicial | v; )
e final | ¢y ) da janela de controle. Isso significa que se evoluirmos o sistema a partir de
uma janela temporal para a proxima dentro desse subespago, seremos capazes de gerar
uma combinacao linear de todos os N niveis de energia do sistema real [40], tornando o

mecanismo de controle condicionado & solu¢ao de um problema de dois niveis [24].

4.4 O HIPERPLANO DE DOIS NIVEIS EFETIVOS

Nesta secao exibiremos uma das etapas de maior importancia para o método
paramétrico misto, onde transformaremos o Hamiltoniano original de N niveis para
um problema de 2 niveis efetivo. Logo, a maneira mais apropriada para tal objetivo é
construirmos uma base que faga a transformagao entre as representacoes no espago de
Hilbert. Os estados naturalmente escolhidos sdo: o inicial, quando | (t =t5)) = |1 ) e 0
final, sendo | (¢t = 7)) = |¢f). Ambos estados sdo previamente conhecidos, pois sempre
temos as condicoes iniciais do problema e também sabemos qual é o estado a ser alcancado
em cada passo de controle (ver a Eq.(4.25)). Expandindo-os em termos das bases de Hés),

dado por {| &, )}, temos
(i) =3 cPlen) e lvp)=>cllen), (4.26)

no qual ¢ = ¢,(t9) e ¢¥) = c,(7). A nova base serd obtida via ortonormalizacao de Gram-
Schmidt (se necessario, ver a Segao 4.2). Considere uma base ortonormal intermedidria

{|en)} paran =1, 2, 3,..., N, comegando por
e ) =1]vi). (4.27)

em seguida, escrevemos o elemento | es ) ortogonal a | e; ), e agora temos os elementos

do subespaco que constituem o hiperplano H, expandido em termos dos estados | 1; ) e

| ¥; ), no qual X
|€2>:1_’C|2(0Wi>—|¢f>) (4.28)
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com C' = (9; | ¥y ). Veremos adiante a importancia do coeficiente C' no controle da
trajetoria S(t), apesar de trata-lo apenas como um nimero complexo conhecido neste
momento. Agora o protocolo de Gram-Schmidt?® é invocado para obtermos todas outras

bases ortogonais, por exemplo,
1
les) = ® ®
Vi—1Cc®p — o)

aqui C = (e, | a,, ). O estado | a,, ) pode assumir qualquer uma das bases do Hamilto-

(las) = CP er) = G5 [ e2)) (4.29)

niano Hy { |, )} para satisfazer a condigao de ortogonalidade, dependendo do estado de

controle no instante ¢ = £. Os outros elementos sdo facilmente obtidos pela férmula geral

1 m=n—1
len) = <|an) - > cm |em>> : (4.30)
\/1 _ ym=n-—1 ‘C«T(:)IQ m=1

m=1
Uma vez conhecida a conexao entre {| e, )} e {|e,)} definiremos a base intermediaria no
subespaco H. Veja na Fig. 32 um diagrama exibindo a maneira que conectamos a base
ortogonal nos hiperespagos H e Hs. Antes de avangarmos na discussao, destacaremos
outra caracteristica notavel da ortonormalizacdo de Gram-Schmidt, que é a obtencao de
uma matriz unitaria composta pelas novas bases calculadas. Definiremos ‘I para ser a

respectiva matriz unitaria, tal que

m=N

)= S Tonlen) e lea)= 3 n om) - (4.31)

m

Suponha que H®) atue sobre a base |, ) da Eq. (4.31) e depois multiplicamos um (&, |

pelo lado esquerdo, no qual

p=N m=N
(em | HO 2,) =3 Y ey | TpmHOT),0n [em) - (4.32)
p m
Simplesmente ndo sabemos o resultado da acdo de H®) sobre a base | e, ), mas conhecemos
quais elementos estdo presentes na matriz resultante, ou seja, IH®TI't. Se substituirmos
H®) pela sua forma original, seremos capazes de criar um novo operador H(®) (veremos

em breve a sua relevancia), dado por
H =T(HF + venrt. (4.33)

Nesse momento vamos impor uma condi¢cao fundamental de que o potencial de controle

V() faz com que H® seja escrito como uma estrutura de blocos, em que

H® 0] 0 ... 0
(e) — T _
H (OT A<N—2>)’ © (0 .0 ’ (4.34)
2X(N-2)

Aqui empregamos a ortonormalizacio de Gram-Schmidt classico apenas como demonstragdo, pois
queremos focar na discussao teérica do método misto. A parte computacional foi escrita a partir do
algoritmo modificado visando maior estabilidade e precisdo numérica.

3



Capitulo 4. Controle Paramétrico Misto 91

) HIH,

e) Hiperplano H,

)

e =|¥)

Figura 32 — Diagrama esquemético para as bases {| e, )} no espaco de Hilbert H. O
elemento de base | e; ) coincide com o estado inicial | v; ), de acordo com a Eq.
(4.27), ao passo que | ey ) é outra componente ortogonal (pois ( ey | €1 ) = 0),
formando o espago de 2-niveis efetivos no hiperplano H,. Expandimos essa
base em termos dos estados inicial e final conforme a Eq. (4.28). As bases
remasnescentes {| ez ), | e4 ),...} obedecem o algoritmo de ortonormaliza¢ao
de Gram-Schmidt, e portanto, sdo elementos de H\Ho.

aqui o ()7 significa a operacio de transposicio e O equivale a uma matriz nula de ordem

2 x (N —2), com
HO _ A1 u exp|—id] (4.35)
u expl+ig] A2 ’ '

com a fase ¢, o termo de amplitude u e os elementos da diagonal \;, Ay definidos como
{(u, ¢, M\, Ao) ERe|0< p<2m,u>0, —c0o <\, <00}, e

A1y A3y Ay . N-21
Azq Az Ay oo ANig
AN=D = Aszy Aszo Az ... Ajiss : (4.36)
An-21 Ay-—22 An-23 ... An-an-2

e temos A, € Re (V n). Avisamos que o potencial garantindo (4.34) pode nao ser simples,

mas este é o prego a ser pago pela simplicidade das equagoes finais.

Segundo as expressoes matriciais que apresentamos ao longo da secao, o sistema
de controle é decomposto nos subespagos H = Ho ® Hy_2. O ponto fundamental dessa
proposta tedrica é ter em mente que as bases {| e; ), | e2 )} foram expandidas em termos
dos estados | ¢; ) e | ¥y ), 0 que garante que a evolucao temporal das janelas de controle

estarao sempre restritas ao sistema de 2-niveis efetivos, no entanto, nunca perderemos
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informagao do problema original de N niveis pelo fato dos estados inicial e final serem

uma superposicao linear das bases do Hamiltoniano original.

A pergunta a ser respondida é — como realizamos a evolugdo temporal? Veremos
adiante a importancia em determinar as variaveis u, ¢, A\; e Ay para evoluirmos o sistema
em cada janela de controle. Na préxima secao sera dado um significado para a expressao,

| 5 ) —exp[—;H(” T} | i), (4.37)

onde 7 é largura da janela temporal no intervalo [ty, to + 7] e assumindo que | ¥y ) =

|t =7)).
4.5 CONTROLANDO DOIS NiVEIS EFETIVOS

Apresentaremos nesta segdo a maneira pela qual um sistema de IV niveis é resolvido
efetivamente como um problema de dois niveis [24]. Nosso objetivo é determinar um sistema
de equacoes que descrevera a dindmica temporal do sistema em funcao dos pardmetros
u, ¢, A1 e Ay, onde tais variaveis constituem os elementos da matriz na forma de bloco

H®_ Deduziremos as equacoes de controle a partir de trés passos chave:

(1) Diagonalizagio do Hamiltoniano H® para obter os autovetores {| E; ), | Ey )}

e os autovalores £, e F>.

O resultado da diagonalizacao de H® est4 organizado na primeira secao do Apéndice C.

Abaixo, seguem os autovetores:

|E1> = A1|61>+Bl|62>, (438)
| E2) = As|er)+ Bale), (4.39)
sendo
 (=1)™V2uexp[—ig) . T (=) (A = M)/G
A G D 0O oo V 2 B
onde (n=1, 2)e G = \/4u2 + (A2 — A\1)2, e os autovalores:
B = ;[ Qo+ M) — /202 + (g — A2 ] , (4.41)
By, — ;[ o+ M) + 42 + (g — A2 ] (4.42)

(17) Expandir o estado | ¢; ) em termos das bases {| F, )} e obter os coeficientes
d1 e dg.
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Agora que conhecemos os autovetores de H®), podemos escrever o estado inicial na forma

| i) =[¥(to) ) =di| Ex) +do | E2) . (4.43)

Quando construimos a base que conectaria os subespagos 2 D e N —dimensdes (a matriz
I'), iniciamos com | e; ) = | ¢, ). Se substituirmos tal rela¢do na Eq. (4.43), obtemos

ler) =di | Er) +do | Ep) (4.44)

nesse momento determinaremos os coeficientes d; e dy. Devido & diagonalizacao de H®,
sabemos que os seus autovetores fornecem uma relacao direta entre as bases | £, ) e | e, ).
Se combinarmos as Eqs. (4.38) e (4.39) no lado direto da Eq. (4.44) e depois reagruparmos,

obtemos
‘ €1> = (dlAl + dQAQ) ’ €1 > + (dlBl + ngQ) | €2> s (445)

se multiplicarmos a Eq. (4.45) por um bra ( e; | e depois pelo bra ( es | pela esquerda,

surge um sistema de equagoes linear, onde

1 = dlAl + dQAQ 5 (446)
O - d1B1 —|— d2B2 ; (447)

lembrando que (e |e2) = 0. A solugdo dos coeficientes ¢ trivial, sendo

BQ _Bl

dy = 22 dy— — 4
! A1B2 — AgBl ¢ 2 A1B2 - A2B1

(4.48)

(i7i) Escrever o estado | ¢y ) em termos das bases {| E, )} e deduzir um sistema

de equagdes em fungio das variaveis (u, ¢, A\;, \2)

Primeiramente, apresentamos o estado final no instante ¢ = 7, no qual
i 1
)y =1¢(r))=di exp[—ﬁEl T E1) + da eXp[—ﬁEg T Ey) (4.49)

apenas atuamos o operador de evolugao temporal no estado | ¥(tg) ) da Eq. (4.43) para

chegarmos no | ¢ (7) ). Antes de utilizarmos as expressoes obtidas para d; e ds, retomaremos

os calculos lembrando que | ey ) = 1 Cl;) — . Se manipularmos tal relacao
VioIoR s

a fim de isolar |1s ), e em seguida substituirmos na Eq. (4.49), temos

1 1
Cler) = y1=ICP|e2) = diexpl— By 7]| Ex) + dpexpl—+ By 7] B}, (450)

tragando um caminho semelhante ao item anterior, isto é, combinando as Eqs. (4.38) e
(4.39) no lado direito da Eq. (4.50), chegamos em

Cler) = /1= [CPles) = (dlAlexp[—;LElT]+d2AQexp[—;EgT])|el> (4.51)

{ l
+ (dBiexpl—1 By 7]+ doBrespl— 2 By 7)) [e2) , (4.52)
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ao multiplicarmos a equagao anterior por um ( e; | e depois ( ey | pela esquerda teremos

duas novas expressoes, sendo elas

C = dlAl exp[—%El T] -+ d2A2 eXp[—%EQ T], (453)
—J1-|C] = B exp[—%El T]—i—nggexp[—%Eg 7], (4.54)

se inserirmos as relagdes encontradas para d; e dy nas Eqgs. (4.53) e (4.54), e colocarmos

os termos comuns em evidéncia, temos

— B1B2 A1 7 AQ i
C = (A5, — A2B)) (Blexp[—h& T]— EGXP[_ﬁ& T]) , (4.55)
_ _ 2 _ i B K
1—|C| (A1 By — AsBy) <exp[ hEl 7] — exp| hEz T]) ) (4.56)

Essa ja seria a resposta final se nao estivéssemos interessados em uma expressao que
tivesse explicitamente os pardmetros (u, ¢, A1, Ay). Os célculos algébricos para tal sdo
trabalhosos e nao sdo fundamentais aqui, pois precisaremos dos autovalores dispostos nas
Egs. (4.41) e (4.42) juntamente aos coeficientes A,, e B, expostos na Eq. (4.40). Assim

tais derivagoes sao apresentadas na se¢ao C.2 do Apéndice C. O resultado final é

B AT Gl A~ . [GT
¢ = oo [_2%1 (cos |52) +iG 5 |37 ] ) (4.57)
AT\ | 2u Gt
_1C2 = il — 252 )| 225 sin | —
1—|C] exp [z ( o )] o & sin [25} . (4.58)

Temos Ay = Ay = A1 e G = y/4u? + A\2. Embora tal conjunto de equac¢oes tenha quatro

incognitas, é possivel encontrar uma solucao exata fazendo consideragoes apropriadas.

4.5.1 Solugao dos Parametros no Subespaco 2-D Efetivo

Considere as Eqs. (4.57) e (4.58). A segunda expressio, em especial, deve necessari-
amente ser uma igualdade entre fungoes reais, pois sempre |C ]2 < 1. Consequentemente,

impomos que a parte imaginaria do lado direito deve ser nula, com

Ay Ay 1
_ — - = - . 4.
cos{qﬁ 26/7} 0 = ((;5 2h/7') <n + 2) T (4.59)
Da parte real obtemos* sin { — ’VTT} = (—1)™. Sabemos que a quantidade C' é um nitimero

complexo, logo, é conveniente defini-lo na forma polar C' = c expli ], onde ¢ > 0 e
0 < ¢ < 27. Substituindo tais relagoes nas Eqgs. (4.57) e (4.58), obtemos

cexplig] = (=1) (z cos [%T}—chsm [;ﬂ), (4.60)
1— ez = —(—1)”26?811& [(2;7‘:} (4.61)

4 Observe o nimero complexo i na Eq. (4.58) que ao ser multiplicado pela exponencial complexa

expandida pela férmula de Euler, nos dé i cos[¢p — A\;.7/2h] — sin[¢ — A 7/2R]. Por esse motivo temos
a funcao seno representando a parte real.
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Nesse ponto ja conseguimos simplificar uma das expressoes principais. Agora, decompondo

entre partes reais e imaginarias a Eq. (4.60), chegamos no sistema

¢ cos[y] = =(=1)" = sin[V/a? + 7],

csin[vy] = (=1)"cos[vx2 + 7, (4.62)

VI=e = —(=1)" == sin[va? + ¢,

em que usamos as novas variaveis x = u/(h/7) > 0,y = A_/(2h/T) e vy = + .

Observe que elevando todas as expressoes ao quadrado, veremos que a soma da
primeira com a terceira equacao serd exatamente igual a segunda. Isso significa que uma
das relagoes é redundante, a menos de um sinal apropriado. Agora, combinando a primeira

e a terceira equagao do sistema (4.62), encontramos
xccos|y] =yv1—c?, (4.63)

ap6s simplificacdes. Isolando y do lado direito, elevando tudo ao quadrado, somando z?

em ambos os lados e tomando a raiz quadrada, chegamos em

1 — 2 sin?
x - 02 = /2?2 + y? (4.64)

Se tomarmos o cosseno em ambos os termos da igualdade na Eq. (4.63) e compa-

rarmos com a segunda identidade da Eq. (4.62), obtemos

1 — ¢Zsin?[v]
cos [a: e | &% (4.65)

definindo z = (—1)" ¢ sin[v], onde |z| < 1.

Como estamos trabalhando com equagoes algébricas nao-lineares, devemos tomar
cuidado na definicdo das fungoes trigonométricas inversas, garantindo o maximo de
generalidade para o espaco de solugoes. Desse modo, considere —1 < b < +1 sendo os
principais valores para a func¢ao arccos|b] pertencendo ao intervalo [0, 7], entao cos[a| = b
tem como solugdo a = (—1)* arccos[b]+2m 7 (onde a = 0,1 e m é um inteiro arbitrério).
Logo, se resolvermos a Eq. (4.65) para x, e em seguida isolarmos y na Eq. (4.63) (usando

x), nos fornece

r = \l 1—02[7] ((—1)Cv arccos|z| + 2m7r>, (4.66)

1 — 2 sin?
¢ cos[v]

y = . ((—1)‘l arccos|z| + 2m7r>. (4.67)
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Salientamos que uma das variaveis acima sempre serd positiva, mais especificamente x > 0
(pois u > 0). Observe que (—1)*arccos|z] + 2mm deve ser positivo para que z > 0 e y

tenha o mesmo sinal que cos|[~].

Determinaremos o sinal correto fazendo o seguinte: primeiro elevamos ao quadrado
as Eqgs. (4.66) e (4.67), e em seguida somamos. Por fim, calculamos a raiz quadrada do

resultado, chegando em

Va2 +y? = (—1)%arccos[z] + 2m . (4.68)

Finalmente, usando as Eqgs. (4.66)—(4.68) e ao menos a primeira ou a terceira expressao do

sistema disposto na Eq. (4.62), obtemos

V1 —¢%sin[y] = —(—=1)*(—1)" sin[arccos[z]], (4.69)
mas desde que sinfarccos|z]] = V1 — 22 = /1 — ¢? sin[y], entao
(-1)*=—(-1)"=2mmnm > (—1)"arccos[(—1)" ¢ sin[v]] (4.70)

e daqui concluimos também que o = n + 1.

Agora que temos a solucao do sistema de equagdes podemos retornar as variaveis
originais do Hamiltoniano H®. Sabemos que a varidvel = é diretamente proporcional a
u e a fase é simplesmente v = ¢ + ¢. A solugdo de y corresponde a A\_ = Ay — A\, mas
também conhecemos o valor de A, = Ay + A; usando a Eq. (4.59), que ao serem associadas

nos fornecem

¢ = v—o, (4.71)
u = 1:<h>, (4.72)

T

No— {¢—<n+;>ﬂ—y}<z>, (4.73)
N = {¢—<n+;>ﬂ+y}<i>, (4.74)

onde 7 é o passo temporal en =0, 1, 2, ..., N. De acordo com as defini¢des apresentadas
ao longo dessa segao, o coeficiente C' = (1o | 1)s ) é expresso na forma polar C' = cexp[ip].
Logo, ¢ e ¢ serao sempre quantidades conhecidas, pois 0 < |c¢| = |C| < 1 e ¢ =
arcsin| 8;,[ C/c]], restrita ao intervalo 0 < ¢ < 27. Por fim, o pardmetro que afeta todas
as variaveis das Eqs. (4.71) — (4.74) é v com 0 < v < 27. Os termos x e y também
possuem valores conhecidos, apresentados anteriormente pelas relagoes (4.66) - (4.67),
respectivamente, tal que &« = n+ 1, z = (=1)"¢sin[y] e o nimero m é um inteiro
valido para 2mm > (—1)"arccos[z]. Em sintese, todos os coeficientes e constantes aqui
apresentados evidenciam outra caracteristica fundamental do método misto — as multiplas

solugoes de controle.
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Para ilustrar tais resultados, construimos um conjunto de superficies das multiplas
solugodes associadas ao controle de 2-niveis efetivos, conforme a Fig. 33. Optamos por
analisar diretamente as quantidades u (a esquerda) e A_ = Ay — Ay (& direita) em fungao da
fase 7y, do coeficiente ¢ e dos niimeros n, m (lembrando que z = u/(h/7) ey = A_/(2h/T)).
Renormalizamos todas as curvas em termos das unidades (h/7) e (2h/7) para u e A_,
respectivamente. Separamos os resultados em duas colunas principais, sendo a primeira
uma superficie com todas as solu¢oes paramétricas possiveis e a outra com trés valores
especificos do coeficiente ¢, sendo ¢ = 0,1, ¢ = 0,5 e ¢ = 0,9, escolhidos unicamente
para gerar essas superficies, mas geralmente sao determinados durante o controle. Na
primeira situagao (a) tomamos n = 0 e m = 1, na parte (b) usamos n =0 e m = 2, para
ocaso (¢)n=1em =0 e por fim em (d) usamos n = m = 1. Em sintese, para baixos
valores do parametro c¢ as variaveis u e A_ sao praticamente independentes de v, mantendo
um perfil aproximadamente constante. Em contrapartida, quando ¢ — 1 sdo exibidos
determinados padrdes que variam em funcao de . Note que a amplitude u apresenta um
formato de gaussiana em torno de v = 7/2 e v = 37/2, e nessa mesma regiao, A_ tende
a aumentar de intensidade. Os valores positivos de A_ representam resultados em que
A2 > A1, e quando A_ < 0, temos Ay < A;. Traduzindo para a realidade fisica do problema
de controle, quando Ay > \; estamos excitando opticamente o sistema quantico, induzindo
transicoes para autoestados de maior energia. Quando ocorrem transi¢oes de niveis mais
energéticos para os menos energéticos, consequentemente temos Ay < A;. Avaliando a
influéncia de n e m no sistema, em geral, a medida que o niimero m cresce a amplitude
também aumenta mantendo o mesmo perfil (comparando os diferentes valores de ¢ em
cada caso). Contudo, dada a natureza nao linear das equagoes, para n > 0 e considerando o
espaco de parametros de -, observamos alteracoes tanto na intensidade quanto no formato

das superficies.

Através da andlise desse conjunto de graficos evidenciamos a importancia do
desenvolvimento tedrico exposto até entao. Em suma, a partir do espago de solugoes, cuja
dependéncia dos pardmetros é bem definida, podemos tragar estratégias para selecionar
o melhor conjunto (u, ¢, \;, A2) que controle a trajetéria S(f) em cada janela temporal
to <t <ty + ot.

4.6 AS CONDICOES PARA O CONTROLE TOTAL DE UM SISTEMA DE N NIVEIS

Apoés determinarmos os pardmetros apropriados para o problema de 2-niveis efetivo,
o passo principal para o controle da trajetéria é resolver a Eq. (4.33), onde H(®) tem a forma
de blocos na Eq. (4.34) com os elementos de H® totalmente conhecidos (como descrito na
secao anterior) e AV=2) ¢ uma matriz totalmente arbitréria, logo, seus elementos podem

ser tratados como parametros livres. Ao todo temos (N — 2)? varidveis reais da matriz

AW=2) de ordem (N —2) x (N —2).
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Figura 33 — Espago de solugoes para a amplitude u (a esquerda) e diferenga dos elementos
da diagonal A_ (a direita) em funcao da fase 7, do coeficiente ¢ e dos niimeros
n, m. Renormalizamos todas as curvas em termos das unidades (h/7) e (2h/7)
para u e A_, respectivamente. Em (a) tomamos n = 0 e m = 1, na parte
(b) usamos n =0 e m = 2, para o caso (¢) n =1em =0 e por fim em (d)
usamos n = m = 1. Em geral, observamos que os menores valores para as
varidveis u e A_ ocorrem em todas as superficies quando v = 7, assumindo que

o coeficiente ¢ — 1 indica transi¢oes mais suaves entre estados | 1; ) — [y ).

Vamos parametrizar o potencial externo de controle como V&) = v,,,, exp[i sgn(n —

m) ¢nm] (COm Unm = Umn, 0 S ¢nm

= @Pmn < 2m, e sgn(n — m) sendo o sinal de n —m
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se n # m e 0 se n = m). Naturalmente, considerar um potencial completamente geral
seria totalmente impraticavel para implementagoes concretas (e voltaremos a esta questao
futuramente). No momento vamos discutir apenas a possibilidade teérica de controle para
qualquer sistema de N niveis. Portanto, assumindo um potencial genérico multiparamétrico,

temos N? varidveis reais distintas.
Escrevemos, entao
T = (T HE Ty, Vi = (CVETH,,, (4.75)

no qual os h,,’s possuem valores numéricos especificados e os V,,,’s sao fungoes do

potencial paramétrico original. Assim construimos um sistema linear de equacoes

A= hy+ Vi,
Ao = hag + Voo,

u exp[i qﬁ] = h21 + Vzl,
0 = hwun+Vam, n=>3, m=1,2,
An72m72 = hnm -+ Vnm: n 2 3, m=o9,...,M. (476)

Agora, supondo que nao temos simetrias especiais fazendo algumas das equagoes
acima serem equivalentes, no total temos N (N + 1)/2 equagoes complexas independentes,

relacionando N (N + 1) equagbes reais.

Desta forma, no caso mais geral possivel, temos o excesso de varidveis em relacao
ao niumero total de equagoes no sistema acima contabilizando por § = N? + (N — 2)? —
N (N +1) = N? —5N +4. Note que para N =3, N =4, e N > 5 temos respectivamente,
0=-2,0=0,ed>0. Un sistema de equacoes lineares tem exatamente uma solucao se
0 = 0. Esta subdeterminado se § > 0 e significa que tem mais de uma solugao. Finalmente,
estd sobredeterminado se 0 < 0. Vale mencionar que tal andlise poderia ser aperfeicoada.
Portanto, ainda poderiamos parametrizar o potencial externo de maneira conveniente e
discutir as condigoes de controle quantico, mas tal condi¢ao poderia ser explorada em uma

eventual continuagao da tese.

4.7 IMPLEMENTACAO DO METODO MISTO

Apresentamos até o momento as dedugoes que nos levaram ao novo método de
controle misto, agora muito mais versatil do ponto de vista numérico para problemas
multiniveis e multipotenciais. Visando estruturar como tal protocolo pode ser aplicado
na pratica para resolver um problema de controle, apresentamos a seguir os passos

fundamentais para a implementacao do controle misto para um sistema genérico:

(a) Primeiramente, selecionamos o sistema quéantico que pretendemos controlar

(dtomo, molécula, ponto quéntico, etc) e identificamos as suas principais propriedades,
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como os autovalores de energia ¢,, nimero total de niveis N, periodo de controle® t,,4z,

enfim, um estudo de caso geral para identificar os observaveis relevantes.

(b) Determinamos os respectivos autovalores o,, e autovetores | o, ) do observével
a ser controlado. Depois, escolhemos uma fungao apropriada S(t) para descrever o com-
portamento dindmico do valor esperado (O) (t) desse observavel, pois iremos discretizar

tal trajetéria em intervalos temporais de largura 0t = 7.

(¢) Selecionamos o melhor conjunto {p,}, ou somente {p}, que coincida com
S = (O) (). Esse procedimento pode ser completamente automatizado numericamente ou

analisando o espaco de solugdes ajustando os valores das probabilidades {p,}.

(d) Com os valores de {p,} conhecidos, escrevemos o estado final | ¥ (¢;) ) = | ¥y )
da janela. Assim, conseguimos definir o coeficiente C' = ( ;| ¥y ) = (¢i(tj—1) | ¥r(t;) )-
Isso significa que em cada janela de controle teremos sempre um novo valor para C' até
atingir o tempo total de evolugao. Conhecendo C, dado que na forma polar extraimos c e
¢, podemos determinar os parametros (u, ¢, A;, A2) do problema de dois niveis (apds
escolher v, n, m). Calculando tais pardmetros, construimos a matriz H®) para ser usada

na diagonalizagao inversa, nos procedimentos finais.

(e) Nesse momento ja podemos realizar o procedimento de ortonormalizacao de
Gram-Schmidt, gerando todas as bases {| e, )} para escrevermos a matriz unitaria I,

responsavel pela mudanga de representacao dos espacos de Hilbert 2-D e N-D.

(f) Conhecendo a matriz I e seu conjugado transposto I'T realizamos o procedimento
de diagonalizacao inversa (H(®)),,, = (T H ') + (D VET),,,.. Resolvemos o sistema de
equacgoes via minimos quadrados especificando determinados valores iniciais para a busca
de solugoes. Feito isso, obtemos os pardmetros de controle {v,m,, ®nm}, sendo a amplitude

e fase do sistema original que controlam a trajetéria alvo no instante ¢ = .

(9) Pegamos a solucao obtida e verificamos se ela satisfaz a trajetéria alvo nessa
janela. Se isso nao ocorrer, alteramos o range de busca para ampliar o espaco de solugbes

e repetimos o procedimento do item (f).

(h) Atualizamos o estado inicial da proxima janela de controle para ser o estado
final do passo anterior, isto é, | ©;(¢;) ) = | ¢¥¢(t;41) ). Isso garante que o sistema evoluira
passo a passo, ou seja, sempre de um estado inicial | ¢; ) para o estado final | ¢ ). Por

exemplo, se o sistema propaga de t, — t; entao o estado evoluira de | ¥(tg) ) — | ¥(t1) ).

(1) Repetimos essa sequéncia de operacoes iterativamente até alcangar o periodo

de evolucao temporal completo do valor esperado de interesse.

5 Adotamos em nossas simulacdes que a largura do passo temporal 7 deve ser menor do que o maior

tempo de transicio dos estados do sistema, tal que 7 < 27 /wpm [2].
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Figura 34 — Curvas de momento dipolo elétrico e de energia potencial da molécula de
HF, cujos parametros estao descritos na Tab. 3. O momento dipolo é mais
proeminente na regiao da distdncia de equilibrio. A expressao de u(r) foi
definida no estudo [164].

4.8 RESULTADOS E DISCUSSOES

Moléculas diatomicas sao as estruturas moleculares mais simples quimicamente,
onde os dois 4tomos constituintes podem ser idénticos (homonucleares) ou distintos
(heteronucleares). E um sistema quéntico que vem sendo empregado com frequéncia na
prova de conceitos e modelos tedricos [158], em controle quantico rovibracional [159] e no
estudo das suas propriedades fisico-quimicas [160]. No presente capitulo selecionamos a
molécula de HF (4cido fluoridrico) como objeto de investigagao e controle. Tal estrutura é
conhecida por sua elevada afinidade eletronica e também toxicidade, além da formacao
de intensas pontes de hidrogénio na fase liquida [161]. Uma aplica¢gdo moderna envolve
a emissao de luz laser na faixa do infravermelho (comprimento de onda 2,7 — 2,9 pm),
processo inicialmente desenvolvido por George C. Pimentel na Universidade da Califérnia,
Berkeley, em 1967 [161, 162]. Naturalmente, tal molécula também ja foi explorada na
literatura de controle coerente, como por exemplo, em problemas recentes envolvendo o

controle de reagoes fotoquimicas em baixas temperaturas [5, 163].

[lustramos as curvas de energia potencial e momento de dipolo elétrico da molécula
HF na Fig. 34. O momento de dipolo elétrico (u(r)) corresponde ao célculo da polaridade
liquida molecular, sendo representado pelo produto entre a carga do sistema e a distancia
entre as cargas [165]. Moléculas homonucleares nao exibem momento de dipolo perma-
nente, ao contrario das moléculas heteronucleares. Isso esta associado diretamente com a

distribuicao ndo homogénea de cargas devido a diferenca de eletronegatividade entre os
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Figura 35 — Elementos de matriz do operador momento de dipolo elétrico (m|u(r)|n) para
a molécula de HF. Na barra lateral, o padrao de cores indica a intensidade de
tais elementos de matriz, no qual eliminamos todos os dados menores do que
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Figura 36 — Elementos de matriz do operador posigao (m|r|n) para a molécula de HF.
Na barra lateral, o padrao de cores indica a intensidade de tais elementos de

atomos constituintes, simetria e também com a paridade das fungoes de onda do sistema.

Tal quantidade é importante no controle coerente pelo fato dela intermediar a interagao

do campo eletromagnético externo com o sistema.

Para controlar os niveis vibracionais precisamos conhecer os valores numéricos das

autoenergias {e,} do sistema, bem como os valores do momento de dipolo elétrico de

transicao, a fim de acoplar o campo eletromagnético externo com a molécula. Os dados

de energia estao dispostos na Tab. 4, cujos elementos de matriz foram determinamos
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Figura 37 — Valores absolutos dos elementos de matriz do operador momento de dipolo
em funcao dos niveis vibracionais do acido HF. No painel (a) estao os termos
diagonais, em (b) todas os valores de transicoes permitidas quando i, ,+1,
na parte (c¢) as transi¢oes quando i, ,4+2, € por fim, em (d) os elementos
correspondentes a fi,, ,+3 em funcao de cada nivel vibracional.

via integragao na base de posicao da funcao exposta na Fig. 34, conforme o Apéndice
B. Optamos por expor os elementos do momento de dipolo como uma matriz de cores,
conforme a Fig. 35, onde ¢é possivel identificar o padrao gerado principalmente em torno da
diagonal iniciando em n,m = (1, 1), formado pelos termos fin nt1, finnt2 - - .- Esses termos
representam a amplitude de probabilidade da transicao entre os niveis nen+ 1, n+ 2, e

assim sucessivamente.

Devido a anarmonicidade intrinseca do potencial Morse, a tendéncia é que existam
transi¢oes permitidas entre mais de um nivel consecutivo, o que nao ocorre para o potencial
oscilador harmonico, por exemplo. Dependendo da situacao de controle, é apreciavel que
niveis mais energéticos estejam conectados com niveis menos energéticos, pois isso facilita
no controle seletivo de populagao, onde desejamos ocupar rapidamente os estados excitados
préximos da energia de dissociagdo [166]. Contudo, apesar desses termos serem nao

negligenciaveis, seus valores absolutos sao consideravelmente pequenos.

Na Fig. 37 expomos os valores dos elementos de matriz da molécula de HF em
funcao de cada nivel vibracional do sistema. No painel (a) estao os termos diagonais do
momento de dipolo. Esse resultado corresponde a intensidade do dipolo permanente a
medida que a distancia média do atomo de Hidrogénio aumenta em relagao ao Fluor

para cada nivel vibracional. Nos paineis restantes (b), (¢) e (d) estao todos os valores das
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Tabela 3 — Parametros do Potencial Morse para a molécula de HF [164].

Fonte [164] HF u.a.
Constante Mecanica ap  1,1740
Posicao de Equilibrio To 1,7329

Energia de Dissociacao Vo 0,2250
Massa Reduzida m, 1744,63
Amplitude do dipolo o 0,4535

Alcance do dipolo (o3 /%) r*  3,5355

transi¢coes permitidas quando fi, n11, fnnt2 € fnnts, respectivamente. Observe como os
termos cuja transicao é consecutiva tem um pouco mais do que o dobro da intensidade
dos termos adjacentes. Portanto, na pratica é necessario fornecer proporcionalmente mais

energia através do campo externo para ser possivel induzir transi¢oes para niveis superiores.

Em controle de trajetoria existem diferentes rotas para se atingir o estado alvo
de controle, como por exemplo, no controle do valor esperado da posi¢ao. Suponha que
em um dado instante ¢’ a posi¢do de uma particula qualquer seja (¢ (t')|r | (t)) = ro.
Logo, existem intimeras combinacoes lineares dos autoestados de posi¢ao expandidos em
|1(t')) que resultam em ry. Isso vai de encontro a capacidade de determinadas técnicas
de controle para vasculhar uma gama de solugoes possiveis que acabam por satisfazer o
mesmo objetivo, que é justamente o caso do controle paramétrico por partes exposto nesta
tese. Desse modo, nao precisamos nos preocupar com a intensidade do acoplamento entre
os niveis — embora relevantes em outras aplicacbes — mas sim em encontrar as solugoes

cujo campo elétrico conduza a dindmica do sistema como planejado.

Na Tab. 3, agrupamos os parametros moleculares do HF [164], cujo Hamiltoniano
esta descrito em detalhes no Apéndice B. Na Tab. 4 expomos os valores numéricos dos
autovalores de energia do HF e na Fig. 38 combinamos tal resultado com a curva de energia

potencial.

Tabela 4 — Autovalores de todos os niveis vibracionais. Expomos tais valores juntamente a
curva de potencial na Fig. 38.

Energia u.a.

g1 = 0,0093286 ¢e7 = 0,1058670 ¢e13 = 0,173966 €19 = 0,213624
g9 = 0,0273935 €5 = 0,1191920 €14 = 0,182551 e99 = 0,217468
g3 = 0,0446683 &9 = 0,1317270 ¢e15 = 0,190345 &9 = 0,220523
€4 = 0,0611531 €19 = 0,143472  e16 = 0,197350 99 = 0,222788
g5 = 0,0768479 €11 = 0,154426 ¢e17 = 0,203565 €93 = 0,224262
ge = 0,0917527 19 = 0,164591 €15 = 0,208989 94 = 0,224947

Vamos considerar o Hamiltoniano

HY)

constituido por uma base completa de vinte

e quatro estados para descrever o sistema proposto, sendo escrito em termos do conjunto
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Figura 38 — Curva de energia potencial da molécula de HF juntamente seus 24 autovalores
vibracionais (o eixo positivo foi obtido fazendo V' (r)+Vy = V(1 —exp[—ao(r—
70)])?). Os valores numéricos estdao indicados na Tab. 4. Na equagdo, &,
corresponde a equacao de autovalor em funcao de n, w;, é a frequéncia do
oscilador de Morse, V; é a energia de ligacao da molécula, e por fim, h a
constante de Planck.

{le1), |e2), ..., |€24)}, tais que
0
|51>: 01, ‘52>: 01, ’53>: T, ..., |€24>: 0 . (4.77)
0 0 0 1

Assumindo que um potencial externo V(®) atua sobre a molécula de HF inicialmente

nao perturbado, definimos o Hamiltoniano total H®) = HO(E) + V@, tal que

€1 — V11 V1,2 671¢1’2 s U124 671%724
V1,2 ei(bl’? E9 — V2,2 - U224 e_i¢2’24

e = | e | . , (4.78)
V1,24 giP1.24 V2,24 glP2.24 €94 — V24,24

onde v,,, acomodam o campo externo multiplicado pelo momento de dipolo de transicao
Unm = —Mnm&(t) € os termos diagonais vy, estdo associados o momento de dipolo perma-
nente da molécula. Para manipular o comportamento dindmico da distancia internuclear
precisamos dos elementos de matriz do operador posicao r,,,. Calculamos numericamente
tais valores e os apresentamos na Fig. 36. Informacoes a respeito do procedimento para

determinacao da forma matricial desse operador estao apresentadas no Apéndice B.
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Apresentaremos nas proximas secoes os resultados obtidos para o controle de um
sistema com 24 niveis vibracionais do acido HF. Primeiramente observaremos as oscilagoes
moleculares livres, isto ¢, sem atuagao de um campo externo. Em seguida, exibiremos o
valor esperado controlado da distancia internuclear S(t) = (r) (t) em termos da dindmica
de um pacote de ondas construido a partir dos estados vibracionais controlados, ou seja,

observando a atuacgao do potencial externo sobre a molécula.

4.9 OSCILACOES MOLECULARES LIVRES

Antes de implementarmos o controle da dindmica molecular do HF, investigamos
o comportamento do sistema quando nenhum campo externo é aplicado. Utilizando
os elementos de matriz do operador posicao (exposto na Fig. 36) e o estado inicial

1(0)) = V/0,3|e1) + /0,25e2) +1/0,2[e3) + /0, 15|es) + /0, Ies) (base de Hy {|en)}),

podemos escrever o valor esperado da posi¢ao no tempo como

(r)(t) = @O)]rle@)

N N )
= Z Z C;Cm Tnm e—z(em—en)t ; (479)

n m

onde os ¢,,’s sao os coeficientes de expansao do estado |¢(0)) para N = 5. A dependéncia em
t origina-se da atuagao do operador de evolugao temporal | 1 (t) ) :exp[—z'Hés)t/ Rl| ¥(0) )
e, em seguida, calculando (9 (t)|r|(t)). A conexdo matematica com o método misto
nos faz considerar a igualdade [1(t)) = |¢;) sempre valida. A escolha para esse estado
inicial vem da suposicao de que a molécula livre esteja arbitrariamente em um estado de

superposicao dos cinco primeiros niveis vibracionais antes da implementagao do controle.

Na Fig. 39 expomos o valor esperado da distancia internuclear do HF livre, sem
campo externo. Note que o sistema oscila continuamente, juntamente a formacao de um
padrao de batimentos. O formato do batimento depende do tipo de superposicao que esteja

sendo gerado entre os autoestados do sistema, como por exemplo, do estado [¢)(0)).

Desenhamos uma linha tracejada para indicar a regiao de equilibrio da estrutura,
com 7o = 1, 7329 u.a.. Observe como as oscilagdes tendem a permanecer acima desse limiar,
embora o cruze para intervalos menores do que wyt < 430 e repetindo no intervalo 1400 <
wot < 1940. Outro ponto sao valores maximos e minimos atingidos, sendo 7,,;, ~ 1,53
u.a. € Ipee ~ 2,1 u.a., respectivamente. A principio poderiamos dizer que se trata da
janela de controlabilidade da molécula, contudo, tais valores s6 foram atingidos devido a
escolha do estado inicial. A verdadeira janela de controlabilidade vem dos autovalores do
operador posicao, onde o menor valor é r = 1,2905 u.a. e o maior r?% = 7,1186 w.a.. Na
prética isso significa que podemos controlar a posicdo dentro do range r(V) < (7 )(t) < 4,

conforme sera apresentado nas proximas secoes.
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Figura 39 — Valor esperado da distancia internuclear ( r )(t) associado a disténcia inter-
nuclear da molécula de HF. O padrao de batimentos formado na figura foi
gerado pelo estado de superposicio do inicial [¢(0)) = /0, 3|e1) ++/0, 25|e2) +
V0,2es) + /0, I5]e4) + /0, I|e5). Na linha tracejada estd indicada a posigao
de equilibrio rqg = 1, 7329 u.a. da molécula. Definimos como fator de escala
wo = AE = 0, 21562,

4.10 CONTROLE DE OSCILACOES MOLECULARES

Conforme mencionado nas se¢oes anteriores, finalmente apresentaremos os resul-
tados da posicao controlada da molécula de HF. Ao longo do capitulo expomos como
construimos teoricamente o método misto. Para um melhor entendimento a respeito das
etapas executadas para a obtencao das solugoes de controle, recomendamos novamente a

leitura dos passos descritos na Sec. 4.7.

Primeiramente, apontaremos os principais parametros iniciais do procedimento. O
sistema foi controlado usando t,,,, = 2150, ou seja, o mesmo periodo em que a molécula
oscila livremente (ver Fig. 39). Definimos que cada janela de controle deve ter a largura
woT = 3,2, cuja escolha vem da condi¢ao 7 < 27/(£24 —e1). Além disso, também usamos tal
constante como fator de escala para a evolugao temporal do sistema wy = €94 —¢1 = 0, 21562.

Também determinamos um parametro que depende do momento de dipolo do sistema

Nmaz
n,m=1

a partir da relagao || = > |ttnm |/ Nmaz = 0,04416 u.a., onde N,,,, corresponde ao
numero total de elementos de matriz desse operador. Além disso, eliminamos todos os
termos /i, menores do que 107, Logo, o campo externo pode ser escrito em termos dessas
quantidades, como V = —|f1|€ para determinarmos os valores maximos dos parametros
do campo elétrico apropriado (€ = |fi|Epnas/Ae), assim levamos em conta as variacoes de
intensidade do momento de dipolo elétrico. Para explorar o espaco de soluc¢oes disponiveis

através do método misto, ndo definimos um valor maximo &,,,, para todas as janelas, mas
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atribuimos um valor inicial e aumentamos quando necessario para determinar uma solucgao
— via minimos quadrados — que satisfaca a trajetoria S(t). Definimos a trajetéria alvo de

acordo com a expressao
S(t) = 1o+ 5,0sin(5,0 x 10~ *7t)? exp(—1,0 x 107¢), (4.80)
onde ry = 1,7329 ¢ a distancia internuclear de equilibrio.

Agora falaremos de algumas quantidades que foram discutidas na construcao da
técnica de controle. A primeira delas envolve o coeficiente C' = (1 (t;)[1(t;41)), que associa
os estados inicial e final de cada janela de controle. Esbocamos na Fig. 40 a parte real
desse coeficiente em (a), e os elementos de amplitude u e fase ¢ presentes na matriz do
bloco 2 x 2 (veja a Eq. (4.35)) estdao nos paineis (b) e (¢), respectivamente. Nao expomos

os termos A\; e Ay por nao contribuir para a discussao nesse momento.

O aspecto oscilatério de Re[C] tem uma conexao direta com a taxa de transigao da
trajetoria alvo, e também indiretamente com a largura da janela temporal. Essa dependéncia
com a janela temporal justifica-se pela questao da taxa de transicdo apresentar oscilagoes
mais abruptas para intervalos temporais maiores, afinal, nesse tipo de situacao ¢ demandado
variagoes significativas do potencial externo para satisfazer a trajetéria alvo. Contudo, no
método misto nao podemos impor uma janela temporal demasiadamente pequena, pois o
conjunto de equagdes intermedidrias sdo inversamente proporcionais a 7 (visite as Eqs.
(4.71) e (4.74), o que implica em amplitudes de alta intensidade nas solugoes do campo de

controle.

Conhecendo o comportamento dos pardmetros apresentados nas Figs. 40 (b) e (c),
conseguimos implementar uma transformacao inversa descrita no item (f) da Segdo 4.7 a fim
de obter os parametros do potencial de controle real. Expomos tais parametros na Fig. 41,
ou seja, o perfil de intensidade do campo elétrico em (a) e da fase em (b). Embora o método
misto seja capaz de lidar com multiplos campos de controle simultaneos aplicados ao sistema
e fornecendo solugoes de todos os pardametros inversamente sem grandes complicagoes,
vimos que para a trajetoria alvo escolhida somente um termo do potencial externo foi
suficiente para manipular a molécula de HF e produzir o comportamento almejado. Outro
ponto envolve o conjunto de superficies de solugoes dos pardmetros u, ¢, \; e Ao (ver a
Fig.33). Quando vasculhamos as solugdes de campo, nao vimos melhora significativa em
alterar n, m ou 7. Isso é positivo, pois agiliza o protocolo de controle e é algo que nao era
possivel analisar no método antigo. Retomando a discussao sobre a amplitude do campo, o
valor méximo atingido foi £ 0,36, ou seja, utilizamos aproximadamente 36% da diferenca
total de energia do sistema para controlar o observavel de interesse. Além disso, repare
como as variagoes de intensidade, tanto do campo quanto da fase, sdo mais proeminentes
até wot ~ 860 quando atingimos a maior distancia da posi¢do de equilibrio do potencial
Morse. Apesar de existirem outros picos de € espalhados ao longo de wyt, a solucdo é

aceitavel dada as grandes variagoes espaciais da trajetoria S(t).
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Figura 40 — No painel (a) apresentamos a parte real do coeficiente C' = (¢(¢;)[¥(tj11)), 0s
elementos de amplitude u e fase ¢ que constituem a matriz do bloco 2 x 2
(veja a Eq. (4.35)) estao nos paineis (b) e (c), respectivamente.

Na curva proposta para a posicao do Hidrogénio visamos forcar o afastamento
desse atomo em relacao ao Fluor, mas induzindo o Hidrogénio a executar oscilagoes
harmonicamente tendendo para a posicao de equilibrio ao longo do tempo, conforme a
Fig. 42. Nessa figura estao as curvas alvo e controlada sobrepostas a fim de demonstrar
a qualidade do controle. Também destacamos duas linhas tracejadas indicando a regiao
associada ao menor e maior autovalor do operador posicao, sendo ) = 1,2905 u.a. e
r) = 7.1186 u.a., respectivamente, e também observe que as oscilacdes sempre ficam
restritas entre Ar(™ = 5, 828 u.a.. Na pratica, estamos tirando o sistema do estado de
superposicao inicialmente estacionario — dado o padrao de batimentos — para oscilar
em uma frequéncia totalmente diferente e acessando regides espaciais mais proximas da

dissociagao molecular (principalmente nos primeiros instantes).

4.11 DINAMICA DE UM PACOTE DE ONDAS

Nas sec¢oes anteriores vimos a descricao do sistema, a preparagao do campo externo
e os resultados obtidos para o controle da posicao do HF. Aqui veremos um passo extra,
ou melhor, uma extensao da dinamica do sistema em termos de um pacote de ondas
vibracional que viaja ao longo do potencial Morse. Note que nao exibimos o vetor de estado

quando t = 0, e isso se deve ao fato de termos escolhido intencionalmente um estado inicial
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Figura 41 — Solucao dos parametros de amplitude e fase do campo externo ‘real’ que
controle distancia internuclear da molécula de HF. O termo real se refere
a transformacao dos parametros do subespaco bidimensional efetivo para o
potencial do laser propriamente dito {u.é} — {€. ©}. Vale mencionar aue o
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Figura 42 — Trajetoria alvo (Sue) € controlada (Scontrolado) do valor esperado da distancia
internuclear do dcido HF. As linhas tracejadas indicam a regiao correspondente
ao menor (Y = 1,2905 u.a. e maior autovalor () = 7, 1186 u.a. do operador

posicao.
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referente a um pacote gaussiano.

Antes de apresentar a dindmica do pacote de ondas vamos descrever os passos inter-
mediarios para a construcgao de tal objeto. Primeiramente devemos calcular os coeficientes

de expansao® desse pacote. Isso é feito através da seguinte expressao
- / U(r,0)dr. (4.81)

com a autofungao ,,(r) vibracional (definida no Apéndice B) e a fun¢ao ¥(r,0) que
representa o envelope gaussiano no instante t = 0. Esse envelope é expresso como

1 —(r—z0)2/402 iko(r—x
\IJ(’]"’ 0) = We ( 0)/4 eko( 0) . (482)

onde 0 = 0,1 ¢ a largura a meia altura e xy = rq+ 07 o centro do pacote. Nao consideramos
a dependéncia com o nuimero de onda, portanto ky = 0. Isso significa que inicialmente
o pacote de ondas nao estd em movimento (momento p = hk = 0), o que simplifica a

discussao a respeito da evolugao do pacote de ondas ao longo da secao.

O procedimento de construgao e evolugao do pacote de ondas consistiu em duas
etapas. A fim de determinar os coeficientes de expansao {c,}, primeiramente atribuimos
um certo valor para 0r e mantendo o = 0, 1 sempre fixo. Em seguida, calculamos os {c,}
e verificamos se a soma das probabilidades resulta em >Y=2*|c,|?> = 1, onde obtemos
or = 0,5. Sendo assim, os coeficientes para todos os N = 24 estados vibracionais obtidos
através desse processo estao expostos na Tab. 5. Utilizamos os mesmos coeficientes na

expansao do estado inicial de controle da posi¢ao da molécula de HF [(0)) = SN=2 ¢, |¢,.).

Tabela 5 — Coeficientes de expansao do estado inicial para o pacote de ondas.

Coeficientes

c1 = 0,126993 co = 0,366245 c3 = 0,608028 ¢4 = 0,611788
cs = 0,306037  ¢g = -0,030467 ¢y = -0,098642 cg = 0,008680
cg = 0,032051 c10 = -0,013878 ¢1; = -0,005419 ¢15 = 0,008905
c13 = -0,004401 ¢4 = -0,000084 ¢4 = 0,002089  ¢15 = -0,002196
ci7 = 0,001521 ¢85 = -0,000776 c13 = 0,000230  ¢19 = 0,000086
co1 = -0,000229 9o = 0,000260 93 = -0,000224 o4 = 0,000120

Em geral, expandimos um pacote de ondas a partir do estado de superposicao

N=24 )
= Y cpe=tMe,), (4.83)

6 Obter essa expressao é simples. Sabemos que um coeficiente de expansao qualquer pode ser escrito

como ¢, = (e;,|P(0)), onde |¥) é o vetor de estado do sistema em t = 0. Se inserirmos a relagdo de
completeza em termos da base de posicao I = [ |r)(r’| dr’ nessa expressdo, obtemos exatamente a Eq.
(4.81), pois simplesmente tem-se (1) = (rlek) e U(r,0) = (r|¥(0)).
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e aplicando a relacao de completeza no espago de posicao I = [ |r')(r’| dr’, onde obtemos

=

W(t)) = Z cn X Te =M e) depois multiplicando por (r”|,
N
(r"|w(t)) = Z / et/ 1Y (7 |e,,) di’ , aplicando a definigao 0(r' — ") = ("¢,

N
(r"|w(t)) = Z/ (r' — ") dr' cue” =" (1! |e,)) ,no qual / (r'—=r"ydr' =1, (4.84)

onde usamos V(r',t) = (r'|¥(t)) e a autofuncao do potencial Morse ¢, (r") = (r'|e,,) para

chegar em
N .
=" cpe =y, (1), (4.85)
n=1

por fim, o médulo quadrado da Eq. (4.85) é a densidade de probabilidade de encontrar o

pacote de ondas em uma determinada posi¢ao 7’ e em um instante t, tal que

N
(W )P = > e, (r)e,(r), (4.86)

n,m=1
com as frequéncias de transicdo wy, = (¢, — €,)/h e a simples mudanga de varidveis

=

Para relacionar com os resultados da secao anterior, consideramos todos os coefici-
entes do vetor de estado [¢;) = SN | ¢ (7)|e,) de cada janela temporal ‘7" e substitufmos

na Eq. (4.86) aplicando a transformacio c,e™"* — c¢(f)(7), tal que

¥ (r,7)* = Zld‘éf (1) (), (), (). (4.87)

Na Fig. 43 expomos a densidade de probabilidade do pacote de ondas quando 7 = 0.
Conforme esperado, a curva é perfeitamente uma distribui¢ao gaussiana. Observe que o
maximo de amplitude atinge o valor 4, o que é normal devido a forma que construimos o

pacote de ondas em geral [167, 168].

Agora, assumindo wyT > 0 a dindmica temporal do pacote de ondas esta exposta
na Fig. 44. Observe como inicialmente o pacote sofre um espalhamento nas ‘paredes’ do
potencial Morse nos primeiros 215 instantes de tempo. Em wor ~ 320 é formada uma
regidao em que a probabilidade é praticamente nula do pacote de ondas estar proximo
da posicao de equilibrio da molécula de HF (r ~ 1,7329 u.a.). Note que isso se repete a
cada wyT ~ 320 instantes de tempo, com exce¢ao da regiao 1620 < wor < 2150. O padrao
de cores indica que quanto mais amarelo claro, mais préximo esta do pico da gaussiana
com a densidade de probabilidade ~ 4. Isso significa que nessas regides ocorrem dois
fendmenos possiveis denominados reconstrucao parcial e reconstrucdo total do pacote de

ondas [168, 169, 170]. O termo reconstrucao refere-se a capacidade do pacote de assumir
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Figura 43 — Densidade de probabilidade do pacote de ondas no instante 7 = 0. Adicionamos
também a curva do potencial Morse do acido HF para melhor visualizagao
da regiao em que o centro do pacote esta localizado, conforme indicado por
xTo = To+ OT.

4

2 ¥ (r, T)12

Figura 44 — Evolugao temporal do pacote de ondas vibracional. Assumindo as autofungoes
vibracionais do potencial Morse, podemos afirmar que o padrao formado
corresponde a densidade de probabilidade de determinar a posicao do atomo
de Hidrogénio oscilando no tempo em relagao ao atomo de Flior (na origem).

uma forma idéntica ou muito parecida com o envelope do instante inicial (basicamente a

mesma distribuicao gaussiana da Fig. 43).

Para uma melhor visualizacao do comportamento do sistema, fizemos uma nova
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Figura 45 — Mapa da densidade de probabilidade do pacote de ondas juntamente a traje-
téria do valor esperado da posigao controlado (r)(7).

figura comparando a trajetéria da posi¢ao controlada juntamente com o mapa da densidade
de probabilidade do pacote de ondas, conforme exposto na Fig. 45. Agora o comportamento
do pacote fica evidente, pois basicamente as variagoes da distancia internuclear estao
diretamente associadas a evolugao temporal do pacote de ondas. Repare que nas regices
mais distantes da posicao de equilibrio a probabilidade esta distribuida ao longo da
molécula. Ou seja, préximo da regidao de dissociagdo a funcao de onda vibracional é mais
delocalizada, e consequentemente, o pacote de ondas alarga-se a ponto de considerarmos

que o atomo de Hidrogénio pode estar em qualquer lugar da molécula!

E visando finalizar a discussao dessa se¢ao, observe as regides mais alaranja-
das/amareladas da Fig. 45. Ao contrario do que apontamos no paragrafo anterior, a
medida que o potencial aproxima-se da posicao de equilibrio a tendéncia é uma forte
sobreposicao das fung¢des de onda, bem como um espalhamento consideravel no potencial
(como mencionado anteriormente). Além disso, o deslocamento do pacote de ondas pode
resultar em variagoes do seu momento linear (p) no tempo. Analogamente ao caso cléssico,
nos pontos de ‘retorno’ do oscilador (regides de distdncia minima ou méxima do potencial)
a tendéncia é que o momento da particula diminua — e também se inverta a direcao do
movimento. Por esse motivo observamos maiores valores de densidade de probabilidade
para r &~ 2 u.a., e justamente nessa distancia a interferéncia das funcoes de onda pode ser

construtiva a ponto de reconstituir o pacote de ondas na configuragao inicial.
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4.12 DISCUSSOES DO CAPITULO

No presente capitulo apresentamos o Controle Paramétrico Misto, partindo dos seus
aspectos tedricos mais fundamentais e passando pela sua sofisticada estrutura matemaética.
Em esséncia, conhecendo-se o valor esperado do observavel alvo em uma dada janela
temporal e as probabilidades que satisfazem tal quantidade, podemos mapear a evolucao
do sistema de N —niveis transformando-o em um simples problema bidimensional, e
em funcao de somente quatro variaveis analiticamente determinadas, retornamos para
o espaco N—dimensional de equagdes nao-lineares vinculadas ao problema original. O
resultado oriundo desse conjunto de equagoes contém multiplas solugoes de controle que

sao devidamente verificadas no fim do processo.

Demonstramos a viabilidade da técnica no controle do valor esperado da posicao da
molécula de HF. Em trabalhos anteriores [40], Delben e Luz analisavam os pardmetros do
subespaco bidimensional de forma puramente numérica, e tal limitagao dificultava parcial-
mente na selecdo de melhores resultados. Contribuimos consideravelmente ao método misto
a0 obter expressoes analiticas nessa etapa, conforme exposto na Fig. 33. Quando aplicarmos
o método em problemas mais complexos, envolvendo a determinacao de diferentes campos
de controle, tal mapeamento do espaco de solugoes facilitara na otimizacao dos parametros

do(s) potencial(is) externo(s).

O controle dos N = 24 estados quanticos associados a distancia internuclear do
acido HF abriu a possibilidade de investigacao da dinamica de um pacote de ondas formado
pela combinacao linear das autofungoes do potencial Morse juntamente aos coeficientes de
expansdo c) (1) do estado final associado as janelas de controle. Analisamos diferentes
regioes do potencial cuja densidade de probabilidade estava distribuida de modo localizado
(préximo da distancia de equilibrio) ou delocalizada (regides mais afastadas da distancia de
equilibrio). Identificamos visualmente reconstrugoes parciais e totais do pacote a medida

que o Hidrogénio se aproxima do Fluor.
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5 CONCLUSAO

A proposta essencial deste trabalho consistiu em aplicarmos o protocolo de controle
por partes independente do tempo em duas classes distintas de problemas. Constatamos a
versatilidade do conceito de discretizagao temporal do potencial externo e da trajétoria
alvo na manipulacao de sistemas abertos e sistemas fechados. Com isso, ampliamos ainda
mais as opgoes de aplicabilidade do método ao evidenciar o carater promissor da técnica

em problemas multiniveis ou na preservacao de correlagoes quanticas.

Primeiramente, exploramos o controle de dois qubits em estado X, onde comparamos
a atuacao de diferentes fontes de ruidos e analisamos o efeito da aplicagao do campo
externo no sistema. Mostramos que através do controle paramétrico conseguimos manter
os qubits emaranhados e também com bons niveis de coeréncia na maioria dos exemplos.
Em praticamente todos os graficos exibimos a dindmica dos valores médios de energia
a fim de comparar o estado do sistema com os valores obtidos. Em resumo, notamos
que o controle é perdido quando o sistema tona-se um estado de mistura estatistica,
onde toda a informacao foi perdida para o ambiente, e justamente nessa condi¢do a
energia média dos qubits é nula. Conhecendo tal caracteristica, podemos realizar operacoes
quanticas de interesse enquanto a energia média é diferente de zero. Observamos que
quando adicionamos o ruido AD ao PD, conseguimos mitigar parcialmente a atuacao
do ruido PD sobre o sistema, favorecendo consideravelmente a geragao e manutencao
de emaranhamento — com a presenca do campo externo. Tal associagdo demonstrou-se
benéfica novamente quando controlamos uma trajetéria associada ao emaranhamento, e
como efeito secundério, observamos ainda que valores maiores de coeréncia e negatividade
no sistema, tanto para tempos curtos quanto tempos longos. Além disso, inicialmente
propusemos que ambos os qubits eram idénticos, algo padrao em teoria de informagao
quantica, contudo, demonstramos que no caso de um sistema aberto cujo ambiente esteja
afetando cada qubit de maneira heterogénea, o protocolo de controle ainda é capaz de
manter diferentes niveis de populacdes com grande precisao. Exemplificamos também
como as multiplas solugoes podem ser benéficas para o comportamento do sistema, pois
encontramos resultados consideravelmente melhores quando incluimos o parametro da fase

do laser.
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No que tange o método de controle direto, primeiramente controlamos o valor
esperado da posicao do oscilador harmoénico quantico considerando dois casos — dez e
vinte niveis. Nunca antes esse método havia sido explorado para N > 2. Incluimos uma
verificacdo do niimero de possiveis solu¢oes em cada janela temporal, propagando as cinco
primeiras solugoes e observando o padrao resultante. Vimos que em determinadas regides,
e dependendo do comportamento da trajetoria alvo, poderiam existir milhares de solugoes.
Ja em outras, identificamos algumas dezenas, centenas ou até mesmo nenhuma solucao.
Para contornar tal situacao, dividimos por 10 a precisao numérica dos parametros de
controle a fim de aumentar esse espago, algo que denominamos de precisao dinamica.
No que se refere ao controle do radical OH, propomos uma trajetéria cuja a amplitude
das oscilagoes decrescia gradualmente, mas obviamente delimitada em sua janela de
controlabilidade (autovalores minimos e maximos). Retornando ao sistema de dez niveis do
oscilador harmonico, implementamos o controle de restricao de populac¢ao. Conseguimos
manipular a mesma trajetéria alvo e ainda manter os valores da soma das trés primeiras
populagoes menores ou no maximo iguais a 0,10. Ou seja, ndo permitimos que a populacao
supere 10% da ocupacao dentre esses niveis. Em seguida, fizemos um procedimento analogo
para as probabilidades na base do observavel onde restringimos o terceiro, o quinto e oitavo

autoestado de posicao do sistema, cuja soma também nao ultrapassou os 10%.

Finalizamos o capitulo com o controle de minima dispersao aplicado a um sistema
de trés niveis (do mesmo oscilador). Apesar das probabilidades exibirem variagoes réapidas
em determinados intervalos de tempo, o controle foi totalmente satisfatério. A ideia por
tras do procedimento de minimizagao da varidncia no valor esperado do observavel (que é
o valor médio de um operador) recai novamente na manutencao da trajetéria alvo entre
dois autovalores consecutivos. Na pratica significa que somente duas componentes de
probabilidade do observavel serao utilizadas para satisfazer a trajetéria alvo, alternando-se
entre niveis inferiores e superiores, mas sempre restritos a termos consecutivos. Em alguma
aplicacao futura, tentaremos combinar o protocolo de minimizacao da dispersao juntamente

com o formalismo de matriz densidade aplicado em sistemas abertos.

Em relagdo ao método paramétrico misto, contribuimos essencialmente na analise
e visualizacao do espaco de multiplas solugoes. Em relagao ao método, o uso da ortonor-
malizacao de Gram-Schmidt proporcionou uma maneira direta de associar subespagos de
Hilbert com dimensoes distintas. Ou seja, mapeamos um problema N-dimensional em
outro de 2 niveis efetivos, cuja principal informacao de ‘entrada’ era a taxa de variagao do

estado inicial para o estado final em cada janela de controle.

Outra importante contribuicao desta tese vem justamente na determinacao das
equagoes dinamicas do subespaco de dois niveis efetivos. Tais expressoes foram resolvi-
das analiticamente, e conforme comentado no paragrafo anterior, conseguimos esbogar

graficamente o conjunto de parametros na forma de superficies. Tal espago é muito bem



Capitulo 5. Conclusdo 118

definido, principalmente em relagao aos respectivos valores extremos (maximos e minimos).
Escolhemos a molécula de HF, que possui vinte e quatro niveis, no intuito de controlar o
valor esperado da distancia intermolecular. Conseguimos estabilizar as oscilagdes mole-
culares, inicialmente mandando o atomo de Hidrogénio para regides distantes do Fluor
e depois fazendo-os se aproximarem gradualmente. Em seguida, preparamos um pacote
de ondas com os estados vibracionais do HF a fim de observar a sua dinamica. Vimos
que o pacote de ondas se espalhava por regioes mais afastadas da posi¢ao de equilibrio, e
em distancias menores a probabilidade desse pacote era mais localizada, apesar de sofrer

algumas interferéncias do proprio formato do potencial Morse.

Portanto, os principais resultados almejados para a tese foram devidamente alcan-
cados. Como perspectiva de trabalhos futuros em controle quantico, elencamos alguns

exemplos:

- Caracterizar o quao complexo deve ser o potencial V' para implementar um certo controle

quantico.

- Estudar a viabilidade do controle de N-qubits interagentes e sendo descrito por outras

equagoes mestras.

- Tentar explorar o controle de um sistema com N > 100 niveis.

- Controlar a dinamica de reconstruc¢oes de um pacote de ondas vibracional.
- Aplicar o método paramétrico direto no controle de dissociacao molecular.

- Encontrar maneiras de simplificar a estrutura matematica do método misto.



119

REFERENCIAS

[10]

[11]

Aron Luiz Oliveira dos Santos. Controle quantico paramétrico aplicado a sistemas
de quatro niveis. Master’s thesis, Universidade Federal do Parand - UFPR, 2019.

Jiusandro Kuhn. Controle Paramétrico de Evolucao Quantica. PhD thesis, Universi-
dade Federal do Parana, Curitiba, Parana, 2008.

Brianna R Heazlewood. Quantum-state control and manipulation of paramagnetic
molecules with magnetic fields. Ann. Rev. Phys. Chem., 72:353-373, 2021.

JM Smith, PA Dalgarno, RJ Warburton, AO Govorov, K Karrai, BD Gerardot, and
PM Petroff. Voltage control of the spin dynamics of an exciton in a semiconductor
quantum dot. Phys. Rev. Lett., 94(19):197402, 2005.

Adrien Devolder, Timur Tscherbul, and Paul Brumer. Coherent control of reactive
scattering at low temperatures: Signatures of quantum interference in the differential
cross sections for f+h2 and f+hd. Phys. Rev. A, 102(3):031303, 2020.

R. G. Unanyan, L. P. Yatsenko, K. Bergmann, and B. W. Shore. Population inversion
using laser and quasistatic magnetic field pulses. Opt. Commun., 139:43, 1997.

M. Shapiro and P. Brumer. Laser control of unimolecular decay yields in the presence
of collisions. J. Chem. Phys., 90:6179, 1989.

T. H. Maiman. Stimulated optical radiation in ruby. Nature, 187(4736):493, 1960.

Yan Han and Guifang Li. Coherent optical communication using polarization
multiple-input-multiple-output. Opt. Ezp., 13(19):7527-7534, 2005.

Dipika V Patel and Charles NJ McGhee. Contemporary in vivo confocal microscopy
of the living human cornea using white light and laser scanning techniques: a major
review. Clin. Ezxp. Ophthal., 35(1):71-88, 2007.

L-C Zhang, Hooyar Attar, Mariana Calin, and Jurgen Eckert. Review on manufacture
by selective laser melting and properties of titanium based materials for biomedical
applications. Mat. Tech., 31(2):66-76, 2016.



Referéncias 120

[12]

[13]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[24]

Haibo Zeng, Xi-Wen Du, Subhash C Singh, Sergei A Kulinich, Shikuan Yang,
Jianping He, and Weiping Cai. Nanomaterials via laser ablation /irradiation in liquid:

a review. Adv. Func. Mat., 22(7):1333-1353, 2012.

Hong-Hua Fang, Jie Yang, Jing Feng, Takeshi Yamao, Shu Hotta, and Hong-Bo Sun.
Functional organic single crystals for solid-state laser applications. Las. Phot. Rev.,
8(5):687-715, 2014.

Editorial. Celebrating 60 years of laser. Commun. Phys., 96:3, 2020.

M. E. Corrales, J.Gonzalez-Vazquez, G. Balerdi, [.LR.Soa, R.deNalda, and L. Banares.
Control of ultrafast molecular photodissociation by laser-field-induced potentials.
Nature Chemistry, 6:785 — 790, 2014.

Andrius Baltuska, Th Udem, M Uiberacker, M Hentschel, E_ Goulielmakis, Ch Gohle,
Ronald Holzwarth, VS Yakovlev, A Scrinzi, Th W Hénsch, et al. Attosecond control
of electronic processes by intense light fields. Nature, 421(6923):611-615, 2003.

Moshe Shapiro and Paul Brumer. Principles of the Quantum Control of Molecular
Process. John Wiley Sons INC, 2002.

Konrad Hiitten, Michael Mittermair, Sebastian O Stock, Randolf Beerwerth, Vahe
Shirvanyan, Johann Riemensberger, Andreas Duensing, Rupert Heider, Martin S
Wagner, Alexander Guggenmos, et al. Ultrafast quantum control of ionization
dynamics in krypton. Nat. Comm., 9(1):1-5, 2018.

Birgitta Whaley and Gerard Milburn. Focus on coherent control of complex quantum
systems. J. Phys., 17(10):100202, 2015.

Jiusandro Kuhn. Estudo da dinamica de pacotes de onda em bilhares quanticos.
Master’s thesis, Universidade Federal do Parana - UFPR, Curitiba, Parana, may.
2004.

J.J. Sakurai and Jim Napolitano. Mecanica Quantica Moderna. bookman, Porto
Alegre, 2013.

Christiane P Koch. Controlling open quantum systems: tools, achievements, and
limitations. J. Phys. Cond. Mat., 28(21):213001, 2016.

Wusheng Zhu, Martina Smit, and Herschel Rabitz. Managing singular behavior in
the tracking control of quantum dynamical observables. J. Chem. Phys., 110(4):1905—
1915, 1999.

J. Kuhn and M. G. E. Luz. Piecewise time-independent procedure to control two-level
systems. Phys. Rev., 75(A):053-410, 2007.



Referéncias 121

[25]

[26]

[27]

28]

[30]

[31]

[32]

[34]

G. J. Delben and M. G. E. da Luz. General tracking control of arbitrary n-level
quantum systems using piecewise time-independent potentials. Quan. Inf. Proc.,

15(5):1955-1978, 2016.

P. Brumer and M. Shapiro. Control of unimolecular reactions using coherent light.
Chem. Phys. Lett., 126:541, 1986.

J. Werschnik and E. K. U. Gross. Quantum optimal control theory. Journal Physics
B: Atomic, Molecular and Optical Physics., 40:R175-R211, 10 2007.

W. S. Zhu and H. Rabitz. A rapid monotonically convergent iteration algorithm for
quantum optimal control over the expectation value of a positive definite operator.

J. Chem. Phys., 109:385, 1998.

Tommaso Caneva, Michael Murphy, Tommaso Calarco, Rosario Fazio, Simone
Montangero, Vittorio Giovannetti, and Giuseppe E Santoro. Optimal control at the
quantum speed limit. Phys. Rev. Lett., 103(24):240501, 2009.

A. P. Peirce, M. A. Dahleh, and H. Rabitz. Optimal control of quantum-mechanical
systems: Existence, numerical approximation, and applications. Phys. Rev. A,
37:4950, 1988.

Christian Arenz and Herschel Rabitz. Controlling qubit networks in polynomial
time. Phys. Rev. Lett., 120(22):220503, 2018.

Jair Botina, Herschel Rabitz, and Naseem Rahman. A new approach to molecular
classical optimal control: Application to the reaction hen— hc + n. J. Chem. Phys.,
102(1):226-236, 1995.

Praveen Kumar and Svetlana A. Malinovskaya. Quantum dynamics manipulation
using optimal control theory in the presence of laser field noise. J. Mod. Opt.,
57(14-15):9, august 2010.

Yuzuru Kurosaki, Tak-San Ho, and Herschel Rabitz. The role of dissociation channels
of excited electronic states in quantum optimal control of ozone isomerization: A
three-state dynamical model. Chem. Phys., 469:115-122, 2016.

C. K. Ong, G. M. Huang, T. J. Tarn, and J. W. Clark. Invertibility of quantum-
mechanical control systems. Math. Systems Theory, 17(4):335, 1984.

Peter Gross, Harjinder Singh, Herschel Rabitz, Kenneth Mease, and GM Huang.
Inverse quantum-mechanical control: A means for design and a test of intuition.

Phys. Rev. A, 47(6):4593, 1993.

Wusheng Zhu and Herschel Rabitz. Quantum control design via adaptive tracking.
J. Chem. Phys., 119(7):3619-3625, 2003.



Referéncias 122

[38]

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

[48]

[49]

[50]

Andre G Campos, Denys I Bondar, Renan Cabrera, and Herschel A Rabitz. How
to make distinct dynamical systems appear spectrally identical. Phys. Rev. Lett.,
118(8):083201, 2017.

G. McCaul, C. Orthodoxou, K. Jacobs, G. H. Booth, , and D. I. Bondar. Dri-
ven imposters: Controlling expectations in many-body systems. Phys. Rev. Lett.,
124(18):183201, 2020.

Guilherme Jurkevicz Delben. Controle Paramétrico por Partes de um Sistema
Quantico de N Niveis. PhD thesis, Universidade Federal do Parana - UFPR, 2013.

G. J. Delben and M. G. E. da Luz. General tracking control of arbitrary n-level
quantum systems using piecewise time-independent potentials. Quan. Inf. Proc.,

15(5):1955-1978, 2016.

Katharine W Moore and Herschel Rabitz. Exploring quantum control landscapes:
Topology, features, and optimization scaling. Phys. Rev. A, 84(1):012109, 2011.

Arun Nanduri, Ofer M Shir, Ashley Donovan, Tak-San Ho, and Herschel Rabitz.
Exploring the complexity of quantum control optimization trajectories. Physical
Chemistry Chem. Phys., 17(1):334-347, 2015.

Albert Einstein, Boris Podolsky, and Nathan Rosen. Can quantum-mechanical
description of physical reality be considered complete? Phys. Rev., 47(10):777, 1935.

John S Bell. On the einstein podolsky rosen paradox. Physics Physique Fizika,
1(3):195, 1964.

M. A. Nielsen and I. L. Chuang. Quantum Computation and Quantum Information.
Cambridge University Press, Cambridge, UK, 2000.

Heinz-Peter Breuer, Francesco Petruccione, et al. The theory of open quantum

systems. Oxford University Press on Demand, 2002.

Alain Aspect, Jean Dalibard, and Gérard Roger. Experimental test of bell’s inequa-
lities using time-varying analyzers. Phys. Rev. Lett., 49(25):1804, 1982.

Laszlo Gyongyosi and Sandor Imre. Entanglement access control for the quantum
internet. Quan. Inf. Proc.ing, 18(4):107, 2019.

Kui Hou, Da giang Bao, Cheng jie Zhu, and Ya ping Yang. Controlled teleportation
of an arbitrary two-qubit entanglement in noises environment. Quantum Inf. Process,

18:104, 2019.



Referéncias 123

[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

[56]

[57]

[62]

[63]

Sandeep K Goyal, Subhashish Banerjee, and Sibasish Ghosh. Effect of control
procedures on the evolution of entanglement in open quantum systems. Phys. Rev.

A, 85(1):012327, 2012.

Leandro Aolita, Fernando De Melo, and Luiz Davidovich. Open-system dynamics of
entanglement: a key issues review. Rep. Prog. Phys., 78(4):042001, 2015.

Yuanhao Wang, Ying Li, Zhang-qi Yin, and Bei Zeng. 16-qubit ibm universal
quantum computer can be fully entangled. NPJ Quan. Inf., 4(1):1-6, 2018.

Cédric Bény, Christopher T Chubb, Terry Farrelly, and Tobias J Osborne. Energy
cost of entanglement extraction in complex quantum systems. Nat. Comm., 9(1):1-9,
2018.

M. Ghasemi and M. K. Tavassoly. Dissipative quantum repeater. Quantum Inf.
Process, 18:113, 2019.

Nicolo Accanto, Pablo M De Roque, Marcial Galvan-Sosa, Sotirios Christodoulou,
Iwan Moreels, and Niek F Van Hulst. Rapid and robust control of single quantum

dots. Light: Science € Applications, 6(3):€16239-e16239, 2017.

Fang Gao, Roberto Rey-de Castro, Yaoxiong Wang, Herschel Rabitz, and Feng
Shuang. Identifying a cooperative control mechanism between an applied field and
the environment of open quantum systems. Phys. Rev. A, 93(5):053407, 2016.

Jonas Maziero. A representacao de kraus para a dindmica de sistemas quanticos

abertos. Revista Brasileira de Ensino de Fisica, 38, 2016.

Walter T Strunz. Decoherence in quantum physics. In Coherent Fvolution in Noisy

Environments, pages 199-233. Springer, 2002.

Girish S Agarwal. Quantum statistical theories of spontaneous emission and their

relation to other approaches. Quan. Opt., pages 1-128, 1974.

DO Soares-Pinto, MHY Moussa, J Maziero, ER Deazevedo, TJ Bonagamba,
RM Serra, and LC Céleri. Equivalence between redfield-and master-equation appro-

aches for a time-dependent quantum system and coherence control. Phys. Rev. A,
83(6):062336, 2011.

Philip Pearle. Simple derivation of the lindblad equation. Furo. J. Phys., 33(4):805,
2012.

Constantin Brif, Raj Chakrabarti, and Herschel Rabitz. Control of quantum pheno-

mena: past, present and future. IOP Science, 2010.



Referéncias 124

[64]

[67]

[68]

[69]

[70]

[71]

[72]

[73]

Manzoor Ikram, Fu-li Li, and M Suhail Zubairy. Disentanglement in a two-qubit
system subjected to dissipation environments. Phys. Rev. A, 75(6):062336, 2007.

Bo Jing, Xu-Jie Wang, Yong Yu, Peng-Fei Sun, Yan Jiang, Sheng-Jun Yang, Wen-
Hao Jiang, Xi-Yu Luo, Jun Zhang, Xiao Jiang, et al. Entanglement of three quantum
memories via interference of three single photons. Nature Photonics, 13(3):210-213,
2019.

Bi-Heng Liu, Li Li, Yun-Feng Huang, Chuan-Feng Li, Guang-Can Guo, Elsi-Mari
Laine, Heinz-Peter Breuer, and Jyrki Piilo. Experimental control of the transition
from markovian to non-markovian dynamics of open quantum systems. Nat. Phys.,

7(12):931-934, 2011.
Julio T Barreiro. Environmental effects controlled. Nat. Phys., 7(12):927-928, 2011.

Julio T Barreiro, Markus Miiller, Philipp Schindler, Daniel Nigg, Thomas Monz,
Michael Chwalla, Markus Hennrich, Christian F Roos, Peter Zoller, and Rainer Blatt.
An open-system quantum simulator with trapped ions. Nature, 470(7335):486-491,
2011.

Steve Campbell, Francesco Ciccarello, G Massimo Palma, and Bassano Vac-
chini. System-environment correlations and markovian embedding of quantum
non-markovian dynamics. Phys. Rev. A, 98(1):012142, 2018.

R Lo Franco, Antonio D’Arrigo, Giuseppe Falci, Giuseppe Compagno, and Elisabetta
Paladino. Preserving entanglement and nonlocality in solid-state qubits by dynamical
decoupling. Phys. Rev. B, 90(5):054304, 2014.

E. Paladino, YM. Galperin, G. Falci, and BL. Altshuler. 1/f noise: Implications for
solid-state quantum information. Rev. Mod. Phys., 86(2):361, 2014.

M. H. M. Passos, W. F. Balthazar, A. Z. Khoury, M. Hor-Meyll, L. Davidovich, and
J. A. O. Huguenin. Experimental investigation of environment-induced entanglement
using an all-optical setup. Phys. Rev. A, 97(1):022321, 2018.

Silas R. Beane, David B. Kaplan, Natalie Klco, and Martin J. Savage. Entangle-
ment suppression and emergent symmetries of strong interactions. Phys. Rev. Lett,
122:102001, 2019.

Zhengjun Xi, Yongming Li, and Heng Fan. Quantum coherence and correlations in
quantum system. Sci. Rep., 5(1):1-9, 2015.

ACS Costa, MW Beims, and RM Angelo. Generalized discord, entanglement, einstein—

podolsky-rosen steering, and bell nonlocality in two-qubit systems under (non-)



Referéncias 125

(78]

[79]

[80]

[31]

[82]

[33]

markovian channels: Hierarchy of quantum resources and chronology of deaths and
births. Phys. A: Stat. Mech. App., 461:469-479, 2016.

ARR Carvalho, AJS Reid, and JJ Hope. Controlling entanglement by direct quantum
feedback. Phys. Rev. A, 78(1):012334, 2008.

Sabrina Maniscalco, Francesco Francica, Rosa L Zaffino, Nicola Lo Gullo, and

Francesco Plastina. Protecting entanglement via the quantum zeno effect. Phys.

Rev. Lett., 100(9):090503, 2008.

Y. Lin, J. P. Gaebler, F. Reiter, T. R. Tan, R. Bowler, A. S. Sorensen, D. Leibfried,
, and D. J. Wineland. Dissipative production of a maximally entangled steady state
of two quantum bits. Nature, 504:12801, 2013.

Shyam Shankar, Michael Hatridge, Zaki Leghtas, KM Sliwa, Aniruth Narla, Uri
Vool, Steven M Girvin, Luigi Frunzio, Mazyar Mirrahimi, and Michel H Devoret.
Autonomously stabilized entanglement between two superconducting quantum bits.
Nature, 504(7480):419-422, 2013.

G. H. Aguilar, A. Valdés-Hernandez, L. Davidovich, S. P. Walborn, and P. H. Souto
Ribeiro. Experimental entanglement redistribution under decoherence channels.
Phys. Rev. Lett, 113:240501, 2014.

F. Dolde, V. Bergholm, Y. Wang, I. Jakobi, B. Naydenov, S. Pezzagna, J. Meijer,
F. Jelezko, P. Neumann, T. Schulte-Herbr"uggen, J. Biamonte, and J. Wrachtrup.
High-fidelity spin entanglement using optimal control. Nature Communications,
5:4371, 2014.

C. Gonzalez-Ballestero, E. Moreno, and F. J. Gacia Vidal. Generation, manipulation,
and detection of two qubit entanglement in waveguide qed. Phys. Rev. A, 89:042328,
2014.

W. B. Gao, A. Imamoglu, H. Bernien, and R. Hanson. Coherent manipulation,
measurement and entanglement of individual solid-state spins using optical fields.
Nature Photonics, 5:58, 2015.

Fernando Galve and Eric Lutz. Energy cost and optimal entanglement production
in harmonic chains. Phys. Rev. A, 79(3):032327, 2009.

Giulio Chiribella and Yuxiang Yang. Optimal quantum operations at zero energy
cost. Phys. Rev. A, 96(2):022327, 2017.

William K Wootters. Entanglement of formation of an arbitrary state of two qubits.
Phys. Rev. Lett., 80(10):2245, 1998.



Referéncias 126

[87]

[38]

[39]

[90]

[91]

[92]

[93]

[94]

[98]

Charles H Bennett, Herbert J Bernstein, Sandu Popescu, and Benjamin Schumacher.
Concentrating partial entanglement by local operations. Phys. Rev. A, 53(4):2046,
1996.

Karol Zyczkowski, Pawel Horodecki, Anna Sanpera, and Maciej Lewenstein. Volume
of the set of separable states. Phys. Rev. A, 58(2):883, 1998.

Tillmann Baumgratz, Marcus Cramer, and Martin B Plenio. Quantifying coherence.

Phys. Rev. Lett., 113(14):140401, 2014.

Richard Jozsa. Fidelity for mixed quantum states. J. Mod. Opt., 41(12):2315-2323,
1994.

Ignacio R Sola, Bo Y Chang, Svetlana A Malinovskaya, and Vladimir S Malinovsky.
Quantum control in multilevel systems. In Advances In Atomic, Molecular, and
Optical Physics, volume 67, pages 151-256. Elsevier, 2018.

Clemens Miiller, Jared H Cole, and Jiirgen Lisenfeld. Towards understanding two-

level-systems in amorphous solids: insights from quantum circuits. Rep. Prog. Phys.,

82(12):124501, 2019.

I Medina and FL Semiao. Pulse engineering for population control under dephasing
and dissipation. Phys. Rev. A, 100(1):012103, 2019.

R Tehini, K Hamraoui, and D Sugny. Shaping of the time evolution of field-free
molecular orientation by thz laser pulses. Phys. Rev. A, 99(3):033419, 2019.

Nikolay V Golubev, Victor Despré, and Alexander I Kuleff. Quantum control with
smoothly varying pulses: general theory and application to charge migration. J.
Mod. Opt., 64(10-11):1031-1041, 2017.

Murphy Yuezhen Niu, Sergio Boixo, Vadim N Smelyanskiy, and Hartmut Neven.
Universal quantum control through deep reinforcement learning. NPJ Quan. Inf.,
5(1):1-8, 2019.

Abhinav Kandala, Antonio Mezzacapo, Kristan Temme, Maika Takita, Markus
Brink, Jerry M Chow, and Jay M Gambetta. Hardware-efficient variational quantum
eigensolver for small molecules and quantum magnets. Nature, 549(7671):242-246,
2017.

Marcus Theisen, Francesco Petiziol, Stefano Carretta, Paolo Santini, and Sandro
Wimberger. Superadiabatic driving of a three-level quantum system. Phys. Rev. A,
96(1):013431, 2017.



Referéncias 127

[99]

[100]

[101]

102]

[103]

[104]

[105]

[106]

107]

[108]

[109]

[110]

[111]

[112]

Arne Barfuss, Johannes Kolbl, Lucas Thiel, Jean Teissier, Mark Kasperczyk, and
Patrick Maletinsky. Phase-controlled coherent dynamics of a single spin under
closed-contour interaction. Nat. Phys., 14(11):1087-1091, 2018.

CA Estrada Guerra, D Velasco Villamizar, and Luis GC Rego. Decoherence effects on
quantum control by reverse optimized pulse sequences. Phys. Rev. A, 86(2):023411,
2012.

Isidor 1T Rabi, Sidney Millman, P Kusch, and Jerrold Reinach Zacharias. The
molecular beam resonance method for measuring nuclear magnetic moments. the

magnetic moments of 1i 6 3,1i 7 3 and f 19 9. Phys. Rev., 55(6):526, 1939.

SC Hou, XL Huang, and XX Yi. Suppressing decoherence and improving entangle-
ment by quantum-jump-based feedback control in two-level systems. Phys. Rev. A,
82(1):012336, 2010.

Sai Vinjanampathy and ARP Rau. Generalized x states of n qubits and their
symmetries. Phys. Rev. A, 82(3):032336, 2010.

Davide Girolami and Gerardo Adesso. Quantum discord for general two-qubit states:
analytical progress. Phys. Rev. A, 83(5):052108, 2011.

Zhen-Yu Wang, Jorge Casanova, and Martin B Plenio. Delayed entanglement echo
for individual control of a large number of nuclear spins. Nat. Comm., 8(1):1-8,
2017.

[sidor Isaac Rabi, Norman F Ramsey, and Julian Schwinger. Use of rotating

coordinates in magnetic resonance problems. Rev. Mod. Phys., 26(2):167, 1954.

Murilo Aranha Guimaraes Marcello. Manual de teoria da comunicagao. Triade:
Comunicagio, Cultura e Midia, 5(9), 2017.

Claude E Shannon. A mathematical theory of communication, bell systems technol.
J, 27(3):379-423, 1948.

C. Cohen-Tannoudji, B. Diu, and F. Laloé. Quantum mechanics, volume 1. John
Wiley, New York, 1977.

Raphael Fortes and Gustavo Rigolin. Fighting noise with noise in realistic quantum
teleportation. Phys. Rev. A, 92(1):012338, 2015.

Susanna F Huelga and Martin B Plenio. Vibrations, quanta and biology. Contempo-
rary Physics, 54(4):181-207, 2013.

Guifré Vidal and Reinhard F Werner. Computable measure of entanglement. Phys.
Rev. A, 65(3):032314, 2002.



Referéncias 128

[113]

[114]

[115]

[116]

[117]

[118]

[119]

[120]

[121]

[122]

[123]

[124]

Frank Verstraete, Koenraad Audenaert, Jeroen Dehaene, and Bart De Moor. A
comparison of the entanglement measures negativity and concurrence. Journal of

Physics A: Mathematical and General, 34(47):10327, 2001.

Nicolai Friis, Giuseppe Vitagliano, Mehul Malik, and Marcus Huber. Entanglement
certification from theory to experiment. Nature Reviews Physics, 1(1):72-87, 2019.

Michat Horodecki, Pawel Horodecki, and Ryszard Horodecki. Mixed-state entangle-
ment and distillation: Is there a “bound” entanglement in nature? Phys. Rev. Lett.,
80(24):5239, 1998.

Mark Galassi, Jim Davies, James Theiler, Brian Gough, Gerard Jungman, Patrick
Alken, Michael Booth, and Fabrice Rossi. Gnu scientific library. No. Release, 2,
1996.

Sven M Hein, Franz Schulze, Alexander Carmele, and Andreas Knorr. Entanglement
control in quantum networks by quantum-coherent time-delayed feedback. Phys.
Rev. A, 91(5):052321, 2015.

GJ Delben and MW Beims. Tracking control of two qubit entanglement using
piecewise time-independent method. Physica Scripta, 96(2):025102, 2021.

Ryszard Horodecki, Pawet Horodecki, Michal Horodecki, and Karol Horodecki.
Quantum entanglement. Rev. Mod. Phys., 81:865-942, Jun 2009.

TP Harty, MA Sepiol, DTC Allcock, CJ Ballance, JE Tarlton, and DM Lucas.
High-fidelity trapped-ion quantum logic using near-field microwaves. Phys. Rev.
Lett., 117(14):140501, 2016.

Raymond J Spiteri, Marina Schmidt, Joydip Ghosh, Ehsan Zahedinejad, and Barry C
Sanders. Quantum control for high-fidelity multi-qubit gates. J. Phys., 20(11):113009,
2018.

Peter Kaufmann, Timm F Gloger, Delia Kaufmann, Michael Johanning, and Christof
Wunderlich. High-fidelity preservation of quantum information during trapped-ion
transport. Phys. Rev. Lett., 120(1):010501, 2018.

J Randall, AM Lawrence, SC Webster, S Weidt, NV Vitanov, and WK Hensinger.
Generation of high-fidelity quantum control methods for multilevel systems. Phys.

Rev. A, 98(4):043414, 2018,

ZH Wang, YJ Ji, Yong Li, and DL Zhou. Dissipation and decoherence induced by
collective dephasing in a coupled-qubit system with a common bath. Phys. Rev. A,
91(1):013838, 2015.



Referéncias 129

[125]

[126]

[127]

[128]

[129]

[130]

[131]

[132]

133]

[134]

[135]

[136]

[137]

Peter C Humphreys, Norbert Kalb, Jaco PJ Morits, Raymond N Schouten, Ray-
mond FL Vermeulen, Daniel J Twitchen, Matthew Markham, and Ronald Hanson.

Deterministic delivery of remote entanglement on a quantum network. Nature,
558(7709):268-273, 2018.

Mihir Pant, Hari Krovi, Don Towsley, Leandros Tassiulas, Liang Jiang, Prithwish
Basu, Dirk Englund, and Saikat Guha. Routing entanglement in the quantum
internet. NPJ Quan. Inf., 5(1):1-9, 2019.

Jun Jing, Ting Yu, Chi-Hang Lam, JQ You, and Lian-Ao Wu. Control relaxation
via dephasing: A quantum-state-diffusion study. Phys. Rev. A, 97(1):012104, 2018.

Sebastian Zaiser, Torsten Rendler, Ingmar Jakobi, Thomas Wolf, Sang-Yun Lee,
Samuel Wagner, Ville Bergholm, Thomas Schulte-Herbriiggen, Philipp Neumann,
and Jorg Wrachtrup. Enhancing quantum sensing sensitivity by a quantum memory.
Nat. Comm., 7:12279, 2016.

Wei Zhang, Dong-Sheng Ding, Yu-Bo Sheng, Lan Zhou, Bao-Sen Shi, and Guang-Can
Guo. Quantum secure direct communication with quantum memory. Phys. Reuv.
Lett., 118(22):220501, 2017.

Christiane P Koch. Controlling open quantum systems: tools, achievements, and

limitations. J. Phys. Cond. Mat., 28(21):213001, 2016.

ALO dos Santos and GJ Delben. Tracking quantum control for a two qutrits system
under amplitude damping noise. Phys. A: Stat. Mech. App., 574:126017, 2021.

DW Schlitt and C Stutz. An instructive example of the sudden approximation in
quantum mechanics. American Journal of Physics, 38(1):70-75, 1970.

Paul R Berman. Approximation techniques in time-dependent problems. In Intro-

ductory Quantum Mechanics, pages 593-606. Springer, 2018.

Khosrow Chadan and Pierre C Sabatier. Inverse problems in quantum scattering

theory. Springer Science & Business Media, 2012.

Eugene L Allgower, Kurt Georg, et al. Computational solution of nonlinear systems

of equations, volume 26. American Mathematical Soc., 1990.

Abhinav Jha, Vincent Beltrani, Carey Rosenthal, and Herschel Rabitz. Multiple
solutions in the tracking control of quantum systems. J. Phys. Chem. A, 113(26):7667—
7670, 2009.

Alicia Magann, Tak-San Ho, and Herschel Rabitz. Singularity-free quantum tracking
control of molecular rotor orientation. Phys. Rev. A, 98(4):043429, 2018.



Referéncias 130

[138)]

[139]

[140]

[141]

[142)

[143]

[144]

[145]

[146)

[147]

[148]

149

[150]

Tatsuya Joutsuka, Ward H Thompson, and Damien Laage. Vibrational quantum
decoherence in liquid water. The journal of physical chemistry letters, 7(4):616-621,
2016.

Philip M. Morse. Diatomic molecules according to the wave mechanics. ii. vibrational
levels. Phys. Rev., 34(A):57-64, 1929.

Konstantinos S Kalogerakis, Daniel Matsiev, Philip C Cosby, James A Dodd, Ste-
fano Falcinelli, Jonas Hedin, Alexander A Kutepov, Stefan Noll, Peter A Panka,
Constantin Romanescu, et al. New insights for mesospheric oh: multi-quantum
vibrational relaxation as a driver for non-local thermodynamic equilibrium. In

Annales geophysicae, volume 36, pages 13—24. Copernicus GmbH, 2018.

Peter W. Atkins and Ronald Friedman. Molecular Quantum Mechanics, volume 1.
Oxford, New York, 1999.

R Mecke. Das rotationsschwingungsspektrum des wasserdampfes. i. Zeitschrift fir
Physik, 81(5):313-331, 1933.

Daniel Keefer and Regina de Vivie-Riedle. Pathways to new applications for quantum
control. Accounts of chemical research, 51(9):2279-2286, 2018.

Till Stensitzki, Yang Yang, Valeri Kozich, Ashour A Ahmed, Florian Kossl, Oliver
Kiithn, and Karsten Heyne. Acceleration of a ground-state reaction by selective

femtosecond-infrared-laser-pulse excitation. Nature chemistry, 10(2):126-131, 2018.

Kenji Mishima and Koichi Yamashita. Free-time and fixed end-point multi-target
optimal control theory: Application to quantum computing. Chem. Phys., 379(1-
3):13-22, 2011.

Ditte Mgller. Adiabatic Processes in Quantum Computation. PhD thesis, University
of Aarhus, Denmark, 05 2008.

Bruce W Shore. Picturing stimulated raman adiabatic passage: a stirap tutorial.
Advances in Optics and Photonics, 9(3):563-719, 2017.

R Unanyan, M Fleischhauer, BW Shore, and K Bergmann. Robust creation and
phase-sensitive probing of superposition states via stimulated raman adiabatic
passage (STIRAP) with degenerate dark states. Opt. Comm., 155(1):144-154, 1998.

Howard Anton and Robert C Busby. Algebra linear contempordnea. Bookman
Editora, 2006.

George B Arfken and Hans J Weber. Mathematical methods for physicists, 1999.



Referéncias 131

[151]

[152]

[153]

154]

[155]

[156]

[157]

[158]

[159]

[160]

[161]

[162]

163

[164]

Xin-Ping Xu. Exact analytical results for quantum walks on star graphs. Journal of
Physics A: Mathematical and Theoretical, 42(11):115205, 2009.

Ward Cheney and David Kincaid. Linear algebra: Theory and applications. The
Australian Mathematical Society, 110, 2009.

Ake Bjorck. Numerics of gram-schmidt orthogonalization. Linear Algebra and Its
Applications, 197:297-316, 1994.

Lyle Pursell and SY Trimble. Gram-schmidt orthogonalization by gauss elimination.
The American Mathematical Monthly, 98(6):544-549, 1991.

Lloyd N Trefethen and David Bau III. Numerical linear algebra, volume 50. Siam,
1997.

Akira Imakura and Yusaku Yamamoto. Efficient implementations of the modified
gram-schmidt orthogonalization with a non-standard inner product. Japan Journal
of Industrial and Applied Mathematics, 36(2):619-641, 2019.

Gene H Golub and Charles F Van Loan. Matriz computations, volume 3. JHU press,
2012.

Johannes Hecker Denschlag. A toy model for a diatomic molecule. Physica Scripta,
91(8):083012, 2016.

Yuzuru Kurosaki and Keiichi Yokoyama. Quantum optimal control of the isotope-
selective rovibrational excitation of diatomic molecules. Chem. Phys., 493:183-193,
2017.

Johan F Triana and José Luis Sanz-Vicario. Polar diatomic molecules in optical
cavities: Photon scaling, rotational effects, and comparison with classical fields. J.

Chem. Phys., 154(9):094120, 2021.
ACS Chemistry for Life. Molecule of the week archive: Hydrogen fluoride.

Karl . Kompa and George C Pimentel. Hydrofluoric acid chemical laser. J. Chem.
Phys., 47(2):857-858, 1967.

Meryem Tizniti, Sébastien D Le Picard, Francois Lique, Coralie Berteloite, André
Canosa, Millard H Alexander, and Ilan R Sims. The rate of the f+h2 reaction at
very low temperatures. Nature chemistry, 6(2):141-145, 2014.

JR Stine and DW Noid. Classical treatment of the dissociation of hydrogen fluoride
with one and two infrared lasers. Opt. Comm., 31(2):161-164, 1979.



Referéncias 132

[165]

[166]

[167]

[168]

[169]

[170]

[171]

[172]

[173]

[174]

[175]

[176]

177]

Ira N Levine, Daryle H Busch, and Harrison Shull. Quantum chemistry, volume 6.
Pearson Prentice Hall Upper Saddle River, NJ, 2009.

Emanuel F de Lima and José EM Hornos. The morse oscillator under time-dependent
external fields. J. Chem. Phys., 125(16):164110, 2006.

Péter Foldi, Attila Czirjak, Balazs Molnar, and Mihaly G Benedict. Formation of
schrodinger-cat states in the morse potential: wigner function picture. Opt. Exp.,

10(8):376-381, 2002.

Supriya Chatterjee. On the exact revival of morse oscillator wave packets. J. Math.
Chem., pages 1-11, 2022.

R. W. Robinett. Quantum wave packet revivals. Phys. Rep., 392:1, 2004.

F. F. Guimaraes, F. Gel'mukhanov, A. Cesar, and H. Agren. Quantum wave packet

revivals in ir + x-ray pump-probe spectroscopy. Chem. Phys. Lett., 405:398, 2005.

Walter Pfeifer. The lie algebras su (n). In The Lie Algebras su (N), pages 15-21.
Springer, 2003.

Karl Kraus, Arno Béhm, John D Dollard, and WH Wootters. States, effects, and
operations: fundamental notions of quantum theory. lectures in mathematical physics

at the university of texas at austin. Lecture notes in physics, 190, 1983.

Gabriel Landi. Quantum information and quantum noise. http://www.fmt.if.
usp.br/~gtlandi/courses/lecture-notes_v2-18.pdf, 2019. [Online; accessado
10-Novembro-2021].

Robert Eisberg and Robert Resnick. Quatum phisycs of atoms, molecules, solids,

nuclei and particles. Elsevier, Rio de Janeiro, 1923.

Kimikazu Sugimori, T. Ito, Hidemi Nagao, and K. Nishigawa. Theoretical study
of multiphoton processes in diatomic molecules. International Journal of Quantum
Chemistry, 105(A):596-604, 2005.

Hosung Sun. The morse potential eigenenergy by the analytical transfer matrix

method. Physics Letters A, 338(3-5):309-314, 2005.

Kleber Daum Machado. Fquacoes Diferenciais Aplicadas. Toda palavra, Ponta
Grossa, 2012.


http://www.fmt.if.usp.br/~gtlandi/courses/lecture-notes_v2-18.pdf
http://www.fmt.if.usp.br/~gtlandi/courses/lecture-notes_v2-18.pdf

133

A OPERADORES, MATRIZES E TENSORES

Para controlar a dinamica de um sistema microscopico é necessdrio um
ferramental teorico sofisticado, e tal recurso é devidamente fornecido através da
mecanica quantica. Operadores, matrizes e tensores tornam-se indispensdveis
quando o numero de particulas aumenta, ao aplicarmos um campo de laser
ou quando o sistema interage com um reservatorio. Para um sistema de duas
particulas, realizamos o produto tensorial do espaco de Hilbert correspondente
H = Hi ® Ha, e as matrizes de Pauli auxiliam na descricio desse novo
espaco vetorial ‘aumentado’, como veremos nas prozimas segoes. O formalismo
de matriz densidade € necessdrio quando buscamos analisar as densidades de
probabilidades e coeréncia de um emsamble estatistico, e existem expressoes teis

para obter informacao sobre cada subsistema e as suas correlagoes quanticas.

A.1 MATRIZES DE PAULI E PROPRIEDADES

O objetivo desta secao é apresentar os operadores, e as suas principais propriedades,
utilizados na representacgao de qubits no espaco de Hilbert. Tais operadores sao denominados
matrizes de Pauli, e geralmente sao representados pelas matrizes o,, o, e 0,. As matrizes

de Pauli fazem parte de um grupo especial unitario no SU(2) [171], cujos elementos sao

(1) (2] w2 ()
0 1 1 0 1 0 0 —1

onde oy é a propria matriz identidade. As propriedades sdo apresentadas a seguir:

deto, = -1, (A.2)
Trloy] = 0, (A.3)
[0ay00] = 2iggpeoc, (A4)

{00, 00} = 20a 00, (A.5)
(T,z = —i0,0,0, =0y. (A.6)

onde €4 é 0 simbolo de Levi-Civita!, 6, é a delta de Kronecker? e (k==z,vy, 2).

L O simbolo de Levi-Civita pode adquirir trés valores: €4 = +1 se abc tiver ordem ciclica, €45, = 0 se

a=b,b=coua=cecey.=—1 se abc ndo tiver ordem ciclica.

2 A delta de Kronecker pode ter dois valores: d,p = +1se a =b e d,p = 0 se a # b.
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Outros dois operadores, construidos a partir das matrizes de Pauli o, e o_. Tais
operadores podem representar transigoes em sistemas quanticos, como os processos de
absorc¢ao e emissao de f6tons em problemas de dois estados [47]. Dessa forma, podemos
associd-los aos operadores de Lindblad na equac¢do mestra (veja a Segao 2.3), sendo

expressas por

0 = S(os tio,) = ( ol ) , (A7)

0 0
1 . 0 0
o_ = 5(% —loy) = ( Lo ) . (A.8)

portanto, temos os operadores de levantamento (sinal positivo) e de rebaixamento (sinal
negativo), como apresentado previamente no Cap. 2. As matrizes com indice, M ou @,

sao definidas por

1 0 O 1 0 O
01 0 0 -1 0
Ugl):az@)ao: ) 0;22):00@@: , (A9)
0 0 -1 0 1 0
00 0 -1 0 0 -1
0010 00 0O
00 01 0O 000
(1) (1)
0y =0 ®Qo0g = , 0. =0_R0g= , A.10
R 000 0 0 1000 (A.10)
00 00 01 00
01 00 00 0O
0O 000 1 0 0 O
(2) (2)
oy =09 R0y = , 0 =09®o0_ = , A1l
T 0001 ‘ 0000 (A1)
00 00 0010

note que em todas as Egs. (A.9), (A.10) e (A.11) todo produto tensorial com a identidade
(operador oy = I) a direita pertence ao subsistema (1) e o produto tensorial com a
identidade & esquerda corresponde ao subsistema (?). Tal ordenamento tem origem na

construcao do proprio espago vetorial Hi ® Ho.

A.2 MATRIZ DENSIDADE DE POPULACAO

Nesta secao apresentaremos a forma matricial do operador densidade de populagao
de cada qubit a partir de p(t) = p™M () ® p@(t). Determinando p(t) podemos extrair toda a
informacao do sistema quantico, seja ele isolado ou nao. Os efeitos externos induzidos pelo
ambiente sao contabilizados ao calcular o valor esperado do observavel de interesse, que de

acordo com o formalismo de matriz de densidade é expresso como (O) (t) = Tr[p(t) O].
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Para obter informagao de somente uma parcela do sistema realizamos uma operagao
denominada de trago parcial, definida como p(® = Try[p] (a,b = 1, 2 ou 2, 1). O traco
parcial T'ry é 0 mapeamento do operador p(t) em um espaco vetorial composto pelos
dois qubits H; ® Hy sobre a matriz densidade p™") em H, [46, 47]. Isso significa que
estamos ignorando toda parte correspondente ao subsistema 2 para analisar o subsistema
1, sendo possivel realizar o processo inverso, ou seja, ignorar 1 e determinar 2 fazendo T'ry.

Matematicamente tal relacao é expressa por

p(t) = _Z];lci,j,k,llaﬁ(aj|®|bk><bz|, (A.12)
p(t) = Tralp(t)], (A.13)
= 'zk:lcz;j,maﬁ (a; | (bifbr) (A.14)

pI(t) = Tript)], (A.15)
= Z Cigied | k) (Ou| (ajlai) (A.16)

onde utilizamos T'r,, [ ™) (o ]} = (| a").

Vamos demonstrar a seguir como fazer a composicao da matriz densidade do sistema

em termos do produto tensorial dos subsistemas. Assim, escrevemos

o W p e
P 1) = ee ’ )
P pl)
@ @
(2) _ ee.  Peg
po(t) = (A.18)
(pé? p(2)>
e
pDp2 pp@ php@  p)p2)
1 2 1 2 2 2
o) = PV (1) @ o)1) = plDp2 pp pég)p” plopt2) | (4.19)
PP pDp@ @ o))

pée)pée) P 0sy) pgg)p@) Py PGy
note que os elementos matriciais das Eqs. (A.17) e (A.18) foram misturados devido ao
produto tensorial, conforme a Eq. (A.19). Para implementagdo numérica dessas expressoes,
é conveniente definirmos uma matriz densidade correspondente a um sistema de quatro
niveis, expressa por
P11 P12 P13 P14
p(t) _ P21 P22 P23 P24 . (A.QO)
P31 P32 P33 P34
Pa1 P42 P43 Paa

Resolvendo a equagao mestre para a matriz densidade (veja a Eq. (2.22)) obtemos
todos os elementos matriciais da Eq. (A.20), e em seguida, determinamos as densidades de

populagao de ambos os qubits tomando o trago parcial da matriz da Eq. (A.20).
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Recuperamos a densidade de populacao do qubit 1 fazendo

pD(t) = Try {p(t)] _ [ Pt P2 pi3topau 7 (A.21)
P31+ Pa2 P33+ Paa

igualando com a Eq. (A.17), resulta em

Pl = pu+pm, (A.22)
/02]) = P13+ pa, (A.23)
Pl = Pt paa, (A.24)
Pélg) = P33t Pas- (A.25)

De forma similar, calculando o traco parcial, temos a densidade de populagao do
qubit 2,

+ +
P (1) = Try {p(t)] _ [ Pt psz pr2tpas ’ (A.26)
P21+ pPaz P22+ Paa

e comparando com a Eq. (A.18), temos

P& = pn+pss, (A.27)
/?g;) = P12+ P34, (A.28)
Pé? = P21t pa3, (A.29)
pfg) = pao+ pPag. (A.30)

A razdo para as Eqgs. (A.21) e (A.26) apresentarem somas nos elementos matriciais

torna-se simples ao considerarmos p(t) como uma soma de projetores®

p(t) = pulee)(ee|+pizlee)(eg|+...+palgg) (99| . (A.31)

fazendo o trago parcial do segundo qubit na Eq. (A.31), isto é, aplicando a Eq. (A.12),

obtém-se

pP() = (p+p2)le) (el + (ps+pas)|e) (g] (A.32)
+ (pa1+pa2)|g) (el + (paz +paa) |9) (9],

que ¢ idéntica ao resultado da Eq. (A.26). O processo é analogo para p®(t), portanto, nao

havera demonstracao.

3 Expressdes obtidas a partir das bases [e) = (1 0)T e |g) = (0 1)T.
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A.3 PARAMETRIZACAO DO CAMPO DE CONTROLE

Em um sistema bipartido, que é justamente o caso de dois qubits acoplados, temos
que preparar o campo com algum tipo de parametrizacao para controlar a dindmica do
sistema. Para tal, novamente aplicamos as matrizes de Pauli devido a propriedade de
representar matrizes de rotagao, e segundo o nosso proposito, representara uma dada

polarizacao do campo.

A.3.1 Campo Polarizado em o,

Hc1 - ‘/1 ® UZ‘ 9
0 0 0 e
_ 0 0 o 0 (A.33)
R IR R ) ’
e~ 0 0
ch - Uz ® ‘/2 9
0 0 0 eiP2
0 0 ez (A.34)
= —Qp, )

0 e* 0 0
e”2 0 0 0

Se Qp =Qp, = Qg, € ¢ = Y1 = P2, temos

Hc - Hq + ch 5
0 0 0 —2Q0Re’?
B 0 0 —2Qk cos(p) 0 (A.35)
0 —2Qp cos(yp) 0 0 .
—2Qre™% 0 0 0

A.3.2 Campo Polarizado em o,

H, =Vi®oy,
0 0 0 —ieie
0 0  der 0 (A.36)
= —Qpg, ey )
0 —pe 1 0 0
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HCQ = Uy ® ‘/2 Y
0 0 0 —icie
0 0 der
- _Q .
fi2 0 —iew 0 0
jemiel Q) 0 0

Se Qp = Qgr, = Qgr, ¢ ¢ = 1 = P9, temos

Hc - Hcl + ch )
0 0 0
B 0 0 —2Qprsin(yp)
0 —2Qp sin(yp) 0
—QZ'QRG_W 0

A.3.3 Campo Polarizado em o,

HC1 = ‘/1 ® UZ 9
0 0 —QRlewl
B 0 0 0
—QR1672¢1 0 0
0 QRle_isol 0

Sobre o qubit dois

HCQ =0,® ‘/2 5
0 —QRQGWQ 0
| Qg 0 0
0 0 0
0 0 Qpe

Considerando a soma dos campos de controle, temos

H.=H.,+H,,
0 —QR261¢2 —QRlewl
. —QR2€_Z¢2 0 0
—Qp, el 0 0

0 QR1 e 1 QR2€7Z¢2

QRl ei@1

QRQ 6@'902

QR1 ewl

QR2 6“02

(A.37)

(A.38)

(A.39)

(A.40)

(A41)

(A.42)
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A.4 OPERADORES DE KRAUS E APROXIMACAO DE MARKOV E EQUACAO DE
LINDBLAD

J& vimos nas seg¢oes anteriores a definicdo da matriz densidade p e como escrevé-
la para sistemas bipartidos. A seguir, veremos como determinar as equagoes dindmicas
capazes de descrever o comportamento de um sistema que interaje com um ambiente
markoviano (ou sem meméria) [47]. Para tal, utilizamos a nogao de operagao linear que
preserva o trago, isto é, uma operacao que mapeia uma matriz densidade em outra matriz
densidade garantindo a sua unitariedade, por exemplo. Denominamos essa transformagao

linear especial de mapa ou canal quantico [47].

O mapa mais geral tema forma
P =E(p) =3 MypM[, (A.43)
k

sendo M um conjunto de operadores sob a condicao Y, M,IMk = 1, amplamente conheci-

dos como Operadores de Kraus [172].

A.4.1 Emissao Espontanea - Amplitude damping

Como exemplo, considere um atomo de dois niveis interagindo com o campo

eletromagnético do vacuo. Considere, portanto, as matrizes

(1 o0 (o0 VB
we () e (0) i

com (0 < 3 <1 e assumindo as bases |0) = (1 0)7 e |1) = (0 1)T. Verificando a condigao

MJMO + MlTMl =1, temos
. (10 10 0 0 0 VB
;M’“M’“_ 0\/1—6)(0\/1—5>+(\/B 0)(0 0)

1 0 ) (0 o)
= +

0 1-8 0 3
_ (! 0) (A.45)

como esperado. Agora, vamos assumir uma matriz densidade genérica p e a atuacao do

canal quantico &£, obtendo

p:(ﬂll Plz)’ p/_g(p):(5+/)11(1—5) Plzvl—ﬂ)

_ A.46
Pla P22 PiavVl =0 pa(l—7) (A.46)
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teremos duas situagoes possiveis: se eventualmente 8 = 0 o canal simplesmente nao altera

a matriz densidade com p = p/, caso contrario, se § = 1 entao

(; g) | (A7)

que é simplesmente o estado |0)(0]. Em suma, o canal amplitude damping atua de modo
que independente do estado inicial o mapa sempre tendera ao nivel de menor energia.
Tal efeito corresponde diretamente ao fendmeno de emissao espontanea. Note que os
termos fora da diagonal foram destruidos no processo, com g}, — p124/1 — (6 =1) =0,
que na pratica é a destruicao das coeréncias do estado p. Além disso, as populagoes

P = B+ p1i(1—=75) e phy = pa2(1— ) também sdo amortecidas & medida que  aumenta.

A.4.2 Deducgao do Teorema de Lindblad

A partir dos operadores de Kraus podemos descrever o mapa de um estado inicial
arbitrario py para um estado final qualquer p;. No entanto, estamos interessados em prever
a dinamica do estado p em detalhes, para cada instante de tempo ao longo de toda a sua
evolucao. Para tal, com a finalidade de analisar a atuacao do ambiente sobre o sistema
fisico, empregamos a Equacao de Lindblad (ou equacao mestra) a fim de determinar p(t).
Apresentaremos, a seguir, uma deducao simplificada dessa expressao a partir das notas
de aulas do professor Gabriel T. Landi [173] e fundamentado teoricamente em termos da

obra de Breuer e Petruccione [47].

Considerando a propriedade do semigrupo, que nos permite segmentar um mapa de
t1 até o instante tx na forma E(t1)E(ts)...E(ty), é possivel evoluir um estado quantico em
miultiplos passos infinitesimais como se o mapa tivesse realizado a operagao & (t1+ta+...+tn).

Logo, podemos escrever o estado p como

p(t+ At) = S" My(At) p(t) Mi(At), (A.48)

ressaltando que os operadores My (At) sao necessariamente independentes do tempo. Por
tras desse procedimento buscamos uma relagao do tipo dp/dt = L(p), ou uma forma

diferencial equivalente a
p(t + At) = p(t) + AtL(p(t)), (A.49)

Para construir tal operagao, suponha as seguintes condigoes: (i) se At = 0, entao
ndo ha dindmica, implicando em ¥, M,,(0)pM, = p. (ii) assumindo termos de primeira

ordem em At, é esperado que M(At) = VAt Ly. Propoe-se, assim, duas parametrizagoes

My, = I+ GAt, (A.50)
Mk = Lk\/’ykAt, para ]{3#0, (A51)
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sendo I uma matriz identidade e tanto G quanto Ly operadores quaisquer. Introduzimos a
constante v, > 0 para fins de adimensionalizagdo (neste momento). Devemos avangar nos

calculos que seguem impondo uma condi¢ao de normalizacao, acarretando em

1= MM, = M{M,+ ; MM, (A.52)
k k#0

e substituindo as Eqs. (A.51) e (A.51) na expressao anterior, obtemos

S MIMy = (I+GIA)(T+GAY + ALYy LiLy, (A.53)
k k0
= T+ (G+GHAt+ ALY W LiL, + O(AP), (A.54)
k0

onde todo termo de ordem maior ou igual a O(At?) sera negligenciado a apartir desse
ponto. Nao conseguiremos avancar sem conhecer a forma de G. Logo, o parametrizamos

cOomo

1
G=K—-iH K=Y —i%LLLk : (A.55)
k£0

com K e H hermitianos. Combinando ambas as relagoes, obtém-se
. |
G = —(ZH 4 27kLkLk> , (A.56)
Finalmente é possivel construir os operadores M, e M, ou mais precisamente
tem-se My =1 — At(iH + %ykLLLk). Substituindo tais relagoes na Eq. (A.48) resulta em

p(t+At) = (I + GTA)p(t)(I + GAL) + Aty Li Ly, (A.57)
k#0

com algumas manipulagoes algébricas,

o+ A8 = p(t)+ At (G,o(t) + p(t)GT) + ALY LlLy (A.58)
k40
— olt) — it H,p(t)| + At S o))~ {110 p0)}] . (159

e impondo o limite de que os passos sao infinitesimais At — 0, obtém-se

plt+ 20— plt) _ dp

A At Tar (4.60)

que ¢é a expressao desejada a menos de um diferencial exato, tal como
Ly LipLl — S1iL A61
=5 = i Hp| + 2w | Lup Ly — 5 LiLes g | (A.61)

k0

que ¢ definitivamente a equagdo mestra, ou de modo mais elegante, Gorini-Kossakowski-
Sudarshan-Lindblad (GKSL). Suprimimos o & nos calculos por simplicidade. Salientamos

que os operadores L sao matrizes arbitrarias, ou seja, a relagao é valida para todo sistema
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quantico dentro da aproximacao markoviana. Se qualquer equacao satisfazer tal estrutura,
dizemos que sua dinamica ¢é do tipo C'PT'P - Completely Positive Trace-Preserving, ou

completamente positivo com preservacao de tracgo.

Outra andlise relevante é sobre a fisica por tras dos operadores de Kraus. Note
que My induz transi¢oes abruptas no sistema com certa probabilidade p <— MpM, ,I Em
outras palavras, para um dado intervalo de tempo At ha uma probabilidade consideravel do
sistema permanecer inalterado em seu estado quantico (devido a My), e uma probabilidade
pequena de ocorrer transigoes no sistema (devido a My,). Tal propriedade d& nome aos Ly

que apresentamos anteriormente, simplesmente como operadores de salto [173].
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B SOLUCOES CONHECIDAS DE POTENCIAIS

Alguns potenciais sao de uso recorrente em aplicacoes da mecinica quintica.
Dois exemplos serdo apresentados: o potencial morse e o oscilador harmonico
quantico. Apds expor as suas principais relagoes constitutivas, determinaremos

certos operadores uteis para o desenvolvimento desta tese.

B.1 POTENCIAL MORSE DE UMA MOLECULA DIATOMICA

Existem diferentes maneiras de descrever o comportamento vibracional das molécu-
las diatomicas. A primeira delas depende da resolucdo do Hamiltoniano para um sistema
de muitos corpos (elétrons e prétons), sendo naturalmente a mais complexa [1]. A segunda
forma envolve um procedimento de simplificagao 1til na representacao da interagao de
qualquer molécula (via equagao de Schrodinger), que é obtida através da aproximagao
de Born-Oppenheimer [165]. A consideracao fundamental desse procedimento é separar
os movimentos eletronicos do nuclear, dada a grande diferenca de massa, e também de
velocidades, entre tais quantidades [174]. Isso implica na separac¢ao da funcao de onda
total em um simples produto entre as fungoes de onda eletronica e nuclear, cuja solugao

pode ser obtida separadamente com excelente precisao [165].

Neste trabalho nao estamos interessados nas transicoes eletronicas da molécula
diatémica, somente nas variagoes da distancia de sua componente nuclear. Portanto,
apresentaremos exclusivamente as expressoes que descrevem as oscilagoes dos atomos
constituintes de tal estrutura. Um potencial empirico que tem sido um excelente modelo
para tais varia¢oes de distancia intermolecular é o Potencial Morse [139]. Esse potencial foi
baseado em dados espectroscépicos vibracionais, denotando um comportamento anarmonico
das oscilagoes moleculares. Acima de tudo, o potencial Morse é independente do tipo de
formagao molecular ou ligagdo atomica, sendo um modelo mais genérico possivel para
as oscilagoes anarmonicas associadas as moléculas diatomicas [175, 176]. O oscilador de

Morse é definido por

V(r) = Vo (e 2000 — g emeolr=ro)y (B.1)
cujo Hamiltoniano total pode expresso como
R d2
Hy = + Vo (e7200(r=ro) — g gmaolr=ro)y (B.2)

_Qme
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onde Vj representa a energia de dissociacao, g é equivalente a constante elastica em uma
mola e ry a distancia de equilibrio intermolecular. Utilizamos as solugoes propostas por

Morse para os autovalores e autofuncoes, tais que

1 h?w? 1\?
_ A - B.
En hwy, <n+ 2) 1 <n+ 2) , (B.3)
on(r) = ap \ 2 p—Aem0(r=r0) {2)\67040(7*77“0)}6" [ 26n (2)\67010(7"40)) (B.4)
"= AR, " -

Aqui B, = A—n—1%e X = (2uVo/ad B*)/?, Npoy, = 30 T[28+5]/T[s+1] é a constante de
normalizacdo, wy, = (202Vy/m,)Y? é a frequéncia harménica do oscilador, n =0, 1, ..., N
os niveis vibracionais, m, a massa reduzida dos dtomos que compdem a molécula e L (2)

a funcdo que representa os polindmios associados de Laguerre [177].

B.2 O OSCILADOR HARMONICO QUANTICO

O oscilador harmonico também pode descrever oscilagbes moleculares, mas geral-
mente sua validade é limitada somente para baixas energias. Nao estamos interessados
em nos aprofundar nas mais variadas aplicacoes desse modelo tedrico, somente apresentar
o Hamiltoniano total e suas principais equagoes associadas, tais como os autovalores e
autofungoes correspondentes. Logo, o potencial do oscilador harménico pode ser definifo

como .
V(z) = §mw§x2, (B.5)

cujo Hamiltoniano total é dado por
Hy=———— + —mw,x", (B.6)

no qual w, representa a frequéncia do oscilador e m a massa da particula.

Como mencionado logo acima, a diagonalizacdo do Hamiltoniano da Eq. (B.6) tem

como resutado os autovalores e autofungoes expressos como

1
En = (n + 2) hw, , (B.7)
1 /mw, Mmw, > me, \ /4
Val@) = Q”n!( h )eXp<_ 2h )H”( h x) ’ (B8)
sendo H,(u) os polindémios de Hermite e n = 0,1,2, ... [21].

B.2.1 O Valor Esperado da Posicao

O valor esperado de um observavel é um dos calculos fundamentais em processos
estatisticos em mecénica quantica [109, 21]. O procedimento é simples, pois basta conhecer-

mos as energias do sistema e as respectivas bases do Hamiltoniano nao perturbado. Nosso



APENDICE B. SoLUQOES CONHECIDAS DE POTENCIAIS 145

propoésito é desenvolver uma expressao geral para o valor esperado da posi¢ao, que em
conformidade com a se¢ao anterior, descrevera as variagoes da distancia entre os atomos

constituintes de uma molécula diatomica.

Considere um Hamiltoniano com um potencial arbitrario em fungao da distancia
radial V'(r), e independente do tempo, devidamente diagonalizado. Assumindo a solugao
na forma Hy | €, ) = &, | €, ), escrevemos um vetor de estado dependente do tempo ao atu-
armos o operador de evolugao temporal sobre o estado inicial |1 (t) ) = exp[—iHot/h] |y ).
Se | 1o ) for um estado de superposigiao das bases de Hy, podemos definir o valor esperado
de um observéavel no tempo como (O) (t) = (¥(t) | O|¥(t)).

Supondo que estamos interessados em algum observavel arbitrario em termos da

distancia r. Assim, escrevemos na forma

(0)®) = (L®I01¥(),
_ /_oo<r|w(t)>*o(r)<r|¢(t)>dr, s 0 ofr)

= 2X et [ gy ol vuydr . (B9)

sendo ‘o(r)" o autovalor do observéavel na base de posigao. Também aplicamos a relacao de

completeza no espago de posicoes 1 = [|r) (r| dr e a fungdo de onda do estado inicial
dada pela superposicao |1y ) = X, CmUm(r) com 1y, (1) = (1 ]em ).

A partir da Eq. (B.9) tiramos duas quantidades de grande interesse para o presente
estudo. A primeira envolve os elementos de matriz do observavel r,,,,, sendo

(calrlen) = [~ 0s)rdm(r)dr, (B.10)

e a outra quantidade sao os elementos de matriz do momento de dipolo elétrico fi,m,

el i) [2m) = [~ 630 ) Ginlr) (B.11)

Utilizando as fun¢oes de base apropriadas, tais quantidades sdo completamente

determinadas.

B.2.2 Elementos de Matriz do Operador Momento de Dipolo

O calculo analitico de tais elementos de matriz é relativamente simples, mas nao
estamos interessados em inclui-los neste trabalho. O procedimento envolve integrar as
Egs. (B.10) e (B.11) utilizando as autofungdes apropriadas, por exemplo, para o caso
do sistema modelado pelo potencial Morse empregamos a Eq. (B.4), caso contrario, se
estivermos lidando com o oscilador harménico, aplicamos a Eq. (B.8). Outra alternativa
seria calcular tais elementos de matriz com os operadores de criagao e destruicao, facilitando

consideravelmente o procedimento.
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Por exemplo, a fungao ji = (/2 — vyx)# é uma aproximagao teérica que descreve
o operador momento de dipolo elétrico para o oscilador harmdnico quantico. Tal modelo
ja foi abordado nos trabalhos [23] e [25]. Apresentaremos ao longo do texto a fungao do
momento de dipolo associado a molécula de interesse quando modelada pelo potencial

Morse no capitulo correspondente.

B.3 POTENCIAL DE CONTROLE NA FORMA DIPOLAR

Primeiramente, considere o Hamiltoniano genérico relacionando o sistema nao

perturtbado e o potencial de interagao

E1+ V11 V19 e if12 V13 eTis VIN e N
V12 e"m Eo + Voo V23 e_“z’% ... UaN e_’¢2N

H(E) = V13 el¢13 V23 €Z¢23 €3 + V33 ... Usn e_z¢3N . (BlZ)
UIN €PN oy €02V pay @3N ey 4+ uny

Para associarmos um campo de controle usual com o método paramétrico inverso
por partes, seguiremos os mesmos passos desenvolvidos em trabalhos anteriores [2, 40].
Sendo assim, considere um Hamiltoniano que descreva a interacao de um potencial externo
com um sistema quantico de interesse H®) = HO(E) + qrF', cujos elementos de matriz sao

dados por
(en| HO |em) = €nbpm + q(en|7|m) F com (n,m=1,2,...N), (B.13)

onde empregamos a funcao delta de Kronecker 9,,,. O termo que promove o acoplamento
com o sistema é ¢ (&, |r|ey ), claramente o operador momento de dipolo elétrico da

transicao, e pode ser representado por um nimero complexo D,,,, tal que
Dy = q(en|7|em) F = piyme™ 5" ¢ F=Ee "% (B.14)
das relagoes anteriores chegamos na seguinte igualdade
(en | H |em) = enbum + pram B e~ Ermton), (B.15)
onde redefinimos novas expressoes

Unm = Pom B € Gpm = Eam + OE , (B'16>

justificando, portanto, o forma pela qual escrevemos o Hamiltoniano da Eq. (B.12),

H) =, 8, + Upyy €20 (B.17)

nm

com a generalidade de que v, # 0. Aqui estamos considerando as expressdes mais geréricas
possiveis para o problema de controle quantico na forma dipolar, entretanto, em intimeros

sistemas temos &,,, = 0, além de existirem determinadas transi¢coes proibidas tais que

pij = 0.
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C DETALHAMENTO TEORICO DO METODO MISTO

Apresentaremos neste apéndice os mais variados procedimentos tedricos em-
pregados no aprimoramento do método paramétrico misto. Demonstraremos o
processo de diagonalizacio de Hamiltonianos independentes do tempo de ordem
2 X 2, expressoes algébricas de passos intermedidrios expostos ao longo da tese e

a solugao do sistema de equagoes oriundas do hiperespaco bidimensional efetivo.

C.1 DIAGONALIZACAO DE MATRIZES 2 X 2

A finalidade desta secio é demonstrar a diagonalizacdo de H®) via decomposicao da
matriz da Eq. (C.2) em duas partes, utilizando um procedimento semelhante ao apresentado
no Complemento B;y do Cap. III do livro Cohen - Tannoudji [109]. Para calcularmos os

autovetores { |E1), |F2)} e os autovalores Fy, Fy correspondentes, fazemos
HY|E,) = E,|E,) , (C.1)

e na forma matricial,

H® — ( At ue ) 7 { uz (C.2)

ue? )\, 0<¢<2m

aplicaremos o conceito de meia-soma e meia-diferenca para expressarmos H? = H, + H 3,

dessa forma,

@ = 32 +4) 0 —5(Ma =) we™
0 = ( (A2 + A1) ) + ( w6l L= Ay) ; (C.3)

N | =

por conveniéncia, utilizaremos duas novas variaveis nas proximas manipulagoes, a saber:

Al = ()\2 — )\1) € )\Jr = ()\2 + )\1)

C.1.1 Autovalores de H®

Sabemos de antemao que os autovalores da matriz H, sdo a;2 = Ay/2 , onde

Ha ‘En> = Oy ’En>a
1
H, = 2+ 10 : (C.4)
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e na matriz Hg colocaremos em evidéncia o termo A_/2, tornando-se

Hy == ( -1 (§)e ) . (C.5)

e

Definiremos um novo parametro que serd importante na diagonalizacao, expresso por
tan(d) = —2u /A_. A equacdo de autovalor para Hg, de acordo com a equagdo Hg|E,) =
Bn |Ey), é dada pelo determinante

1y = Ly tan(f) e ¥
det[l 2 5@ 2 lan()e ]:0, (C.6)
3A- tan(f)e A —p
e assim, temos a equacao secular
A2 (14 tan®(0
52— ~ ( +an()):0’ (C.7)

4

cujas raizes fornecem os autovalores 319 = +(A_/2)4/1 + tan?(6). O resultado final de E,,

é trivialmente obtido pela soma de «,, com f,, pois da Eq. (C.1) temos

H® |En> = (Hoc + HB) |En> ) (C'8)
= (o + Ba) [En) , (C.9)
= FE, |En> , (C.lO)

tais expressoes sdo validas devido a relacio de comutacio entre os operadores [H?), H,] =
[H®) Hg] = 0, gerando um conjunto ortonormal de autovetores simultdneos para H, e

Hpg. E assim, a férmula final dos autovalores de H ) para (n =1, 2), é

1 1
E, = 5()\2+>\1)+§(_1)n\/4u2+()‘2_>‘1)27 (C.11)

C.1.2 Autovetores de H®

Metade do problema foi resolvido nos paragrafos anteriores. Apresentaremos nesta

secio o calculo dos autovetores normalizados de H® | a seguir,

|Ey) = Ailei)+ Biles) (C.12)
|E2> = A2 |€1> + B2 |€2> . (013)

Os parametros A,, e B, sdo os coeficientes de expansao de {|E,)}. Tais coeficientes podem

ser determinados através das Egs. (C.1) e (C.11), isto é,

—i¢
ue® A, B, 0 E, B,
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onde (n = 1, 2). As matrizes apresentadas na Eq. (C.14) formam um sistema de equagoes
lineares com duas variaveis a serem determinadas. Como buscamos autoestados normaliza-
dos, utilizaremos a condigao |A,|* + |B,|*> = 1 que é vélida para os dois autoestados de

H®_ Sendo assim,

By — M)A, +ue B, =0
{ ( ) 4n ue , (C.15)

ueA, — (E, — X\2)B, =0
escolhemos a primeira expressao do sistema disposto na Eq. (C.15) para resolver em termos

do coeficiente A,

ue™®
A, = B, 1
o (C.16)
A * + |Ba? = 1, (C.17)

agora sabemos que A, depende linearmente de B,. Agora, demonstraremos os passos
principais que seguimos para alcancar uma expressao final conveniente. Utilizaremos dois

termos que foram definidos na se¢ao anterior, sendo eles, A\_ e A,.

Primeiramente, substituremos a Eq. (C.16) na Eq. (C.17) a fim de obter o coeficiente
B,,, no qual
2

—i¢

B IBE - L (.18)
B2 (Y n _ 1. 1
Bl < (B ) (€.19)

a seguir, um conjunto de expressoes tuteis na deducao do coeficiente B,,:

G = \Jau?+ )2, (C.20)

G? = 4+ N\, (C.21)
A (=1
E,—\ = 2+(2)G, (C.22)

usando tais variaveis e isolando B,,, temos
Ao, (DG
_ 2 T
2 L A, DG
IR

vamos racionalizar a Eq. (C.23) multiplicando e dividindo pelo seu préprio denominador,

obtendo
(A,+(2—1)nc) \/u2+ (A,+(2—1)nc)2

u + (Af+(2—1)"0)2 ’

By,

(C.23)

B, = (C.24)

colocando todos os termos dentro da raiz e abrindo os produtos notaveis, chegamos em

B TAZ+2(-1)"A- G+ G?)
" TR+ +2(-1)"A_ G+ G

(C.25)
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note que no argumento do denominador da Eq. (C.25) surge o termo G? = 4u? + 2.

Rearranjando as expressoes e colocando G? em evidéncia, temos

n 2
1 67 (1 + 5+ g)
B,= |- (C.26)

2 +5e)

o termo que estd no numerador da Eq. (C.26) pode ser escrito visando simplificar o

denominador, isto é,

(12 1+ )

B, = (C.27)
n (71)71)\_ Y
2 (14 502
retornando para as quantidades originais (exceto G), isto é, A\; e A, obtemos
1+ (=1)"(N— A\1)/G
B, = \/ +(=1) (2 2= M)/G (C.28)

Para determinar A,,, substituimos a Eq. (C.28) na Eq. (C.16), tornando-se

ue " L+ (=1)"(h — \)/G
An - ((/\Q*Al) + (1)"G)\/ D) ) (029)
2 2

agora, se colocarmos (—1)" G em evidéncia no denominador de A, e racionalizarmos essa

expressao, chegaremos em

ue L+ (=)A= \)/G
An - ((>\2—>\1) + (—1)”0)\/ 2 ; (CBO)
2 2

para tornar o termo entre parénteses do numerador idéntico ao denominador (aquele fora da
raiz), basta multiplicar e dividir a Eq. (C.30) por (—1)", atentando-se que (—1)"(—1)" = 1,

sendo . TN
ue " (1 S e 1)) (—1)" 2

(16 {1+ G ()7 3,/ Cgem

finalmente, sabendo que 2/4/2 = /2, chegamos na relacio final que procurdvamos

(—1)"/2ue ™
G\/l + (*1)"(6/:\2*>\1) ’

(C.31)

TL:

A, = (C.32)

Os coeficientes de expansio A, e B, dos autoestados de H®, bem como os autovalores
correspondentes, sao idénticos aos encontrados no trabalho [24]. Partindo das expressoes
aqui calculadas, ja poderiamos implementar o método direto, visando controlar o valor
esperado de algum observavel em um sistema de dois niveis, mas nao apresentaremos os

detalhes matematicos seguintes do artigo [24] neste Apéndice.
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C.2 EQUACOES NO SUBESPACO 2-D EFETIVO

Detalharemos nesta segao os passos matematicos que nos levarao as equacoes de
controle do sistema de 2-niveis efetivo. Vamos partir das Eqgs. (4.55) e (4.56), novamente

apresentadas a seguir

_ BlBQ A1 7 A2 i
¢ = —A281)<Bl exp[—5 By 7] = B expl—1 By T]>, (C.33)
BB, { i
1102 = i B i
m (A1Bs — A2B)) (eXP[ hEl 7] —exp| hEQ T]) , (C.34)

evitaremos substituir diretamente as expressoes de A, e B, da Eq. (4.40) para nao
poluirmos visualmente nossos calculos. Ao invés disso, vamos manipular o termo em
evidéncia de ambas as equagoes fornecendo diretamente a resposta, que pode ser verificada

a posteriori pelo leitor. Segue que

BB, = % e A1By— AyBy = —exp[—id] | (C.35)

vamos manter a relacdo G = \/ 4u? + (A2 — A\1)? em todas as etapas. As proximas simplifi-

cacoes sao

—i —i
é: 2ue . &: 2ue | (C.36)
B, A=) —G By (A—M)+G

substituindo tais relagdes nas Eqs. (C.34) e (C.34), obtemos

_ v w( exp[—7Ei 7] exp[—; B 7] > _—
¢ G* A—A)—G  (N—\)+G X (2ue™), (C.37)

JiZ[cp = —Zew(exp[—%El 7] —exp[—;EgT]), (C.38)

a seguir, vamos usar a Eq. (C.11) com (n = 1, 2) para transformar os autovalores F; e Es

nas fungoes exponenciais, especificamente sendo

eXP[_%El T] = eXp[_%()\Q + A1) T]eXp[—i-%G 7], (C.39)
expl—1 By 7] = exp[— (Ao + M) T exp[- G 7], (C.40)

escrevemos dessa forma devido a soma nos FE,’s nos argumentos das fungoes exponenciais,
assim, decompomos em um produto. Note que temos um termo em comum exp[—gz(Ag +

A1) 7]. Colocaremos tal termo em evidéncia para chegarmos na seguinte relagao

2w A7 fexp[+iSE] exp[—i§r]
¢ = —gerliy, ]< A -G A +G ) (C41)

o) = Yo _)‘”( { ~GT}_ [_GT])
W G e exp[—i o7 | exp |+i o7 exp |~y : (C.42)

¢ conveniente utilizarmos A+ = Ay + A\;. Vamos implicitamente fazer o uso das relagoes

trigonométricas de Euler, sendo cos(z) = (exp[iz] 4+ exp[—ix])/2 e sin(z) = (exp[iz] —
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exp|—iz])/2i. Se rearranjarmos as fragoes da Eq. (C.41), usando o minimo multiplo comum

entre elas, chegamos em

A2 AT (G cos {%} + A_isin {%} )

¢ = ey, JVANEE

2. A
VIZICE = Zicexpl—iT ] sin {C;ﬂ (C.44)

se considerarmos que G? = 4u®+ A% | teremos no denominador da Eq. (C.44) \> —G? = 4u?,

(C.43)

que pode ser simplificado pelo mesmo termo presente no numerador. Assim, temos

1 AT Gt , . [GT
C = el exp[—lﬁ ](GCOS [%] +iA_sin {%} > , (C.45)

V1—=1CPP = 2(1;2' ewexp[—i);;:—] sin [;ﬂ : (C.46)

por fim, manipulando as expressoes obtidas para uma melhor visualizagao, obtemos o

sistema de equagoes cuja solugao fornecerd os pardmetros (u, ¢, A, o)

AT Gt A . [GT
¢ = e [‘Z oh 1 (cos 5] +1% s |57 ) (C.47)
, AT\ | 2u . . [GT
1_ 1012 = _ e
1—1C| exp lz( o, )1 o isin o) (C.48)

veremos na proxima secao a solucao desse sistema de equagoes analiticamente, apos a

decomposi¢ao das partes real e imaginaria.
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