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RESUMO

Apresentamos como o Método de Interpolacdao Polinomial de (Joseph Louis)
Lagrange é usado para, a partir de um conjunto de pontos conhecidos, calcular a ordenada
de outros pontos que sejam aderentes ao padrdo de comportamento apresentado por
esses pontos conhecidos ou determinar o polindbmio que melhor represente esse padrao.
Com o intuito de estimular o uso dos recursos computacionais hoje largamente disponiveis
para todos, e agucgar a curiosidade do leitor na aplicacao da matematica para solucionar
problemas do mundo real, apresentamos também formas de aplicacdo deste Método
através da montagem de planilhas de calculo eletrbnicas e do desenvolvimento de
programas de computador, utilizando a linguagem C#. Apresentamos, ainda, as Relagbes
de Girard para ajudar na determinacao do polinémio interpolador e citamos, de forma breve,
como o Método de Newton para determinar raizes de polinbmios pode ser adaptado para
resolver o problema inverso, qual seja, obter a abscissa de outros pontos a partir de suas
ordenadas.

Palavras-chave: Interpolacdo Polinomial de Lagrange, Relacdes de Girard, Planilha
Eletrénica de Calculo, Método de Newton, Métodos Computacionais em C#.



ABSTRACT

We present how the Lagrange’s Polynomial Interpolation Method is applied to, from
a set of known points, find out the ordinate of other points that are adherent to the pattern
defined by the known points or determine the polynomial expression that better represents
this pattern. In order to estimulate the use of the computational resources that are widely
available nowadays for all people and pique the reader curiosity on how to use the mathematic
to solve real problems, we also present how to apply this Method by using electronic
calculation spreadsheets and by developing computational programs using C# language.
In addition, we present the Girard’s Relations that help us to calculate the interpolating
polynomial and we mention how the Newton’s Method, used to calculate the roots of
polynomial expressions, can be adapted to solve the reverse scenario, that is, to calculate
the abscissa of other points given its ordinates.

Keywords: Lagrange’s Polynomial Interpolation, Girard’s Relations, Electronic
Calculation Spreadsheets, Newton’s Method, Computational Methods in C#.
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14

1 INTRODUCAO
1.1 Generalidades

Durante o estudo regular da matematica, e mais particularmente quando estuda
funcdes, o estudante se depara, na grande maioria das vezes, com situacdes em que é
conhecida a fungdo em termos da expresséo y = f(x)'. Essa expressdo estabelece uma
correlacao entre os valores que a variavel x, chamada de variavel independente, pode
assumir (respeitadas as regras de restricdo de dominio, quando existentes) e os respectivos
valores resultantes para a variavel y, chamada de variavel dependente?.

Considerando que geralmente lida-se com fungdées de R — R, ou seja, aquelas
em que a variavel independente assume valores reais que resultam em valores também
reais para a variavel dependente, o que equivale a dizer que o dominio da fungéo (Dy)
€ o0 conjunto dos numeros reais (novamente enfatizando a necessidade de se respeitar
as regras de restricdo de dominio, quando existentes) e o contra-dominio (CD¢) também
€ o conjunto dos numeros reais, ha uma infinidade de valores possiveis para x e, por
conseguinte, também uma infinidade de valores para y (exceto nos casos particulares das
funcdes constantes).

Usando-se a ja previamente conhecida expressao da fungao na forma y = f(x), esta
pode ser encarada como uma espécie de “receita de bolo”, que estabelece os passos a
serem aplicados sobre o “ingrediente” (variavel x) para produzir (calcular) o valor da variavel
y. O fato de o ponto de partida ser um valor (valido, pertencente ao dominio) atribuido a x
para se chegar ao respectivo valor de y € que faz com que a variavel x seja chamada de
independente e a variavel y seja chamada de dependente.

Essa correspondéncia entre as variaveis independente e dependente, x e y, cria
infinitos pares ordenados representados como ( x, ¥y ) e que identificam infinitos pontos
dentro de um plano cartesiano do R? que, uma vez posicionados no plano e ligados,
produzirdo o grafico da funcgéo.

Entretanto, € muito comum, especialmente na area da engenharia, que através
de experimentacdes ou amostragem seja obtido um conjunto de pontos discretos e nhao
continuos que representam o comportamento de uma funcao baseado nesse nimero
limitado de pontos. A partir dessa amostra de pontos, deseja-se conhecer os valores que
esta funcdo assumird em pontos intermediarios ndo mapeados. Essas sao justamente
situagdes que representam um problema inverso do discutido até aqui, qual seja, ha alguns
(ou muitos) pontos, pares ordenados ( x, y ) a partir dos quais deseja-se estabelecer uma

! Express&o genérica para os casos de fungdes de uma variavel independente. As afirmagdes sao validas

também para as fungdes que possuem mais de uma variavel independente.

2 Cabe ressaltar que nao serdo feitas aqui consideragdes acerca das regras que estabelecem quando uma
relagao é, de fato, uma fungao; tampouco serao feitas consideragdes acerca das regras que definem se
esta correspondéncia entre a variavel independente e a variavel dependente ¢é injetora, sobrejetora ou
mesmo bijetora.
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funcéo y = f(x) que satisfaca esses pontos, ou seja, cujo grafico contenha todos estes
pontos.

A esse processo, ou método, de encontrar a expressao de uma fungao a partir de
um conhecido conjunto de pontos, da-se o nome de interpolacao.

Existem diversos métodos de interpolacao.

Um dos métodos de interpolagao bastante conhecido é o de interpolacao linear.
O leitor mais atento podera, neste momento, questionar se uma interpolagéo linear é
apropriada uma vez que nada garante que os pontos conhecidos sejam colineares. Se
o forem, o problema é de facilima resolugcao, bastando tomar dois pontos quaisquer da
colecao de pontos conhecidos e calcular a expressao da reta que passara por aqueles dois
pontos escolhidos e, por conseguinte, por todos os demais pontos da cole¢cdo, uma vez que
séo todos colineares.

Entretanto, no caso em que os pontos conhecidos ndo séo colineares, a interpolagéo
linear consiste em determinar a expressao das retas que ligam dois pontos adjacentes,
fazendo com que o valor que a fungao assumira nos pontos intermediarios seja calculado
com base na reta que une os dois pontos adjacentes conhecidos e que serviram de
extremidade para a determinacao dessa reta.

05

Figura 1 — Exemplo de grafico usando o método da Interpolacéo Linear

Como uma reta também é expressa através de um polindmio, uma interpolagao
linear gerara uma fungéo polinomial que sera expressa em partes, uma vez que para cada
reta unindo dois pontos adjacentes havera uma reta diferente. Ja a interpolagéo polinomial
€ assim chamada porque produz como funcao interpoladora um polinbmio de expressao
Unica.

A Figura 2 a seguir mostra os mesmos sete pontos da Figura 1, porém interpolados
através de um polinémio, e ndo mais por retas.
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05

05

Figura 2 — Exemplo de grafico usando o método da Interpolacédo Polinomial.

Existem varios métodos de Interpolacao Polinomial (Taylor, Hermite, Newton) mas
este trabalho tem por objetivo apresentar o Método de Interpolagéo Polinomial desenvolvido
pelo matematico italo-francés Joseph Louis Lagrange, suas vantagens e desvantagens e,
a partir dele, iniciar e motivar o estudante a construcao de rotinas em forma de algoritmos
que realizam operacdes matematicas sequencialmente como se fossem um programa de
computador. Ainda, serdo apresentados os programas que implementam tais algoritmos.

1.2 Justificativa

Apresentar o Método de Interpolagdao Polinomial de Lagrange como forma de
aproximar através de uma funcao um conjunto de pares ordenados proveniente de uma
tabela ou pesquisa estatistica, e incentivar o leitor, principalmente professores de
matematica e estudantes do Ensino Médio, para o uso de recursos computacionais para
aplicagdo de métodos matematicos.

1.3 Objetivos
1.3.1 Objetivo Geral

Desenvolver uma abordagem pratica que pode servir como material didatico de
apoio aos docentes de Matematica quando tratarem de Funcdes de Uma Variavel, ou
mesmo os de Matematica Computacional, incluindo a construgcéao de algoritmos (e o seu
desenvolvimento em linguagem de programacao) interconectando a teoria com a pratica.

1.3.2 Objetivos Especificos

Para organizar os passos a serem percorridos com a finalidade de atingir o Objetivo
Geral deste trabalho, foram definidos os seguintes Objetivos Especificos:
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1) Apresentar uma rapida contextualizagao historica sobre Lagrange e o seu importante
papel no desenvolvimento da matematica na sua época;

2) Apresentar o Método de Interpolacao Polinomial de Lagrange, apontando cenarios
nos quais o0 método é (ou nao €) aplicavel, desenvolvendo cenarios especificos para
uma quantidade fixa de pontos conhecidos;

3) Desenvolver uma Formula Geral do Método para uma quantidade indefinida de
pontos conhecidos (fundamental para a construcdo de um algoritmo genérico);

4) Desenvolver métodos computacionais usando planilha eletrénica, para célculo da
imagem f(x) de um ponto ndo conhecido a partir de sua abscissa utilizando a Férmula
Geral do Método e para determinacao do Polinbmio Interpolador;

5) Construir o algoritmo que calculara esta imagem (que € um dos objetivos finais do
método em si) utilizando a Formula Geral do Método e o que calculara o polinémio
(e nao a imagem de um ponto dado), a partir da Férmula Geral do Método
convenientemente adaptada;;

6) Programar estes algoritmos em linguagem de programacao (usaremos C#)

7) Mostrar, como estudo adicional sugerido, como o Polinémio Interpolador pode ser
usado para a resolugédo do problema inverso: dada uma imagem f(x), calcular qual o
valor de x correspondente a ela.

1.4 Organizacao do Trabalho

Este trabalho est4 dividido em oito capitulos.

Neste Capitulo 1 sdo apresentados o problema a ser estudado, os objetivos gerais e
especificos a serem atingidos, e 0s passos que serao percorridos para atingi-los.

No Capitulo 2 é apresentado ao leitor um brevissimo relato sobre quem foi Joseph
Louis Lagrange e sua importancia para o desenvolvimento da mateméatica no século XVIII.

No Capitulo 3 é apresentado o Método propriamente dito, sua aplicabilidade e
restricdes, além de seu desenvolvimento algébrico para 2, 3 e n pontos conhecidos, com a
andlise de algumas caracteristicas do polinémio interpolador, inclusive sua unicidade e seu
grau.

No Capitulo 4 sdo apresentadas duas Formas — Direta e Indireta — de utilizacao do
Método com o auxilio de dois exemplos numéricos que também serdo usados nos capitulos
seguintes.

No Capitulo 5 é melhor detalhada a Forma Direta de utilizacdo do Método, onde é
construida uma Planilha Eletronica para sua aplicagao, € escrito um Algoritmo em linguagem
natural (portugués nao-estruturado) e é desenvolvido um Programa de Computador em
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linguagem C#, usando-se os dois exemplos numéricos apresentados no capitulo anterior
para validar essas solugbes desenvolvidas.

No Capitulo 6 é feito o mesmo desenvolvimento que foi feito no capitulo 5, mas
dessa vez para a Forma Indireta, também fazendo uso de Planilha Eletronica, Algoritmo e
Programa em C#.

No Capitulo 7, como sugestdo de estudo adicional, € mostrada a aplicacao do
polinémio interpolador calculado pela Forma Indireta para a resolugéo do problema inverso:
calcular x a partir de uma imagem f(x) dada.

No Capitulo 8, estdo as Consideragdes Finais.
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2 REVISAO DE LITERATURA
2.1 Quem foi Lagrange

Nascido em 25 de janeiro de 1736, na cidade italiana de Turim, Joseph Louis
Lagrange [1](batizado de Giuseppe Luigi Lagrangia), ou simplesmente Lagrange, foi o mais
jovem de onze filhos, tendo sido o Unico que ndo morreu na infancia.

Segundo BOYER [2], Lagrange € geralmente considerado como “0 mais notavel
matematico do século XVIII”, comparavel apenas com Euler®, por conta das importantes
contribuicdes que fez em diversas areas, com destaque para o Calculo Variacional que
resultou na Equacéo de Euler-Lagrange.

Mudou-se de Turim para Berlim em 1766 a convite do Rei Frederico da Prussia,
permanecendo em sua corte até a morte do monarca ocorrida em 1786, quando, entéo, se
mudou para Paris, a convite de Luis XVI, onde integrou a Academia Francesa de Ciéncias.
Apesar da Revolucao Francesa de 1789 ter deposto e guilhotinado diversos membros da
aristocracia francesa, Lagrange néo sofreu qualquer ameaga dos revolucionarios, tendo,
inclusive, recebido honras e distingées até mesmo do Imperador Napoledo Bonaparte anos
depois. Em 1799 foi nomeado senador e, em 1802, adquiriu cidadania francesa apés a sua
terra natal, o Piemonte, ter sido anexada a Franca.

Lecionou na Escola Politécnica a partir de 1794 e participou das discussdes que
culminaram na adoc¢ao das unidades metro e quilograma pela Franca, em 1799.

Faleceu em Paris, em 10 de abril de 1813, somente dois dias apos receber das maos
de Napoledo a Grande Cruz da Ordem Imperial da Reuni&o.*

Ainda, Lagrange foi:

Eleito membro da Academia de Berlim em 02 de setembro de 1756;

Eleito membro da Sociedade Real de Edimburgo em 1790;

 Membro da Sociedade Real britanica;

Eleito Membro da Real Academia de Ciéncias da Suécia em 1806;

Feito Grande Oficial da Legido de Honra por Napoledo em 1808

» Feito Conde do Império por Napoledo em 1808.

3 Leonhard Euler (1707-1783), nascido na Basileia, Suica
4 Para saber sobre a Ordem Imperial da Reuni&o: https:/en.wikipedia.org/wiki/Order_of the_Reunion
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2.2 0O Método de Interpolacao Polinomial de Lagrange
2.2.1 Consideracao Iniciais

O Método de Interpolagao Polinomial de Lagrange, € um assunto tratado em diversos
outros trabalhos dentro e fora do programa do PROFMAT. Como exemplos, destacam-se:

GABETTA JUNIOR [3], apresenta um estudo bastante amplo e interessante sobre a
aproximacao de fungdes por interpolagéo. Apos definir os conceitos de Fungao, Polinémio e
Funcao Polinomial, ele apresenta a Interpolacao Polinomial em seu capitulo 3 e, mais
especificamente na secao 3.2.3, apresenta o Método de Interpolacdo Polinomial de
Lagrange, demonstrando como se chega a Férmula Geral e aplicando alguns exemplos
numéricos para demonstrar sua utilidade. E importante destacar a se¢éo 3.2.4 onde o autor
cita o Fenbmeno de Runge associado a ideia, equivocada, de que quanto maior for a
quantidade de pontos melhor sera a fungao interpolante, e as se¢oes 3.2.5 e 3.2.6 onde
sao feitos comentarios sobre o estudo dos erros que podem surgir ao se fazer a
aproximacao de uma fungdo conhecida através da determinacdo de uma funcéo
interpolante. Este tema, inclusive, estd em destaque no Anexo daquele trabalho onde o
autor explora o Teorema do Erro da Interpolacdo Polinomial a partir do Teorema de Rolle. O
principal objetivo de GABETTA em seu trabalho é tratar o Método de Interpolagéo
Polinomial de Lagrange sob uma perspectiva tedrica algébrica e apresentar o software
GeoGebra como um recurso computacional a ser utilizado para uma abordagem
geométrica do Método.

SILVA [4], apresenta em seu trabalho o Método de Interpolagdo Polinomial de
Lagrange, demonstrando como se chega a Férmula Geral e apresenta um exemplo numérico
aplicando o GeoGebra para plotar o Polinbmio Interpolador e permitir sua compreenséo
geomeétrica. Finalmente, em seu capitulo 5, o autor apresenta sugestoes de estratégias
para a utilizacado deste Método no ensino de modelagem matematica no Ensino Médio.

MARTINS [5], também faz uso do Método de Interpolagao Polinomial de Lagrange
para abordar o tema da modelagem matematica, buscando uma aproximagao entre teoria
e pratica numa tentativa de tornar a matematica mais familiar ao alunos e facilitar sua
aprendizagem.

SILVA [6], apresenta trés métodos para calcular o polinémio interpolador: um sistema
linear com tantas equacdes quantas forem os pontos distintos conhecidos, o Método de
Lagrange - apontado por ele como sendo mais eficiente do que a resolugéo do sistema
de equacgles - e ainda o Método de Newton de Diferencas Divididas. No Capitulo 4 o
autor faz algumas consideracdes interessantes sobre o estudo dos Erros na Interpolagéo e
finalmente, no Capitulo 5, apresenta um proposta didatica para o ensino da interpolagcéo
polinomial em uma turma do Ensino Médio com utilizagdo do GeoGebra.

AMES [7] em seu interessante trabalho também apresenta os Métodos de Sistemas



Capitulo 2. REVISAO DE LITERATURA 21

Lineares, de Lagrange e de Newton para determinacao do polinémio inteprolador, mas
também os Métodos dos Polindmios de Chebyshev e o Método dos Polinbmios de Legendre.
A autora afirma que “... a Forma de Newton ¢ utilizada para a andlise de erro; a Forma
de Lagrange é usada para dedu.,céo de calculo aproximado de area (integral); a Forma
de Legendre é usada para férmulas de quadratura e os Polinbmios de Chebyshev para
integra,cdo numérica®“.

Varios outros trabalhos que tratam do Método de Interpolagdo Polinomial de
Lagrange podem ser encontrados na homepage do PROFMAT na internet®, opgdo
“Dissertacdes”, cujo foco esta nas funcdes envolvidas, no ensino do préprio Método aos
alunos do Ensino Médio ou mesmo na utilizagdo do Método como apoio para o ensino de
funcdes e/ou modelagem matematica.

Entretanto, diferentemente dos autores acima citados, e dos demais trabalhos
disponiveis, este trabalho tem foco em uma Abordagem Computacional buscando néo
apenas apresentar o Método de Lagrange, mas também propde uma forma de
implementa-lo através de planilha eletrénica, algoritmo em linguagem natural (portugués
nao estruturado) e programa em linguagem de computador, além de apresentar duas
abordagens diferentes (direta e indireta) e dois tipos de cenarios a serem resolvidos
(normal e inverso).

Em comum, todos os trabalhos citados afirmam que um Método de Interpolacéo
Polinomial é uma forma de determinar uma funcao polinomial p(x) = y, tal que p(x,) = Yo,
pP(x1) = Y1, P(X2) = Y2, P(X3) = Y3, - .., P(Xn) = ¥n, ONde 0s pares ordenados ( x;, y; ), i=0an,
sao pontos distintos previamente conhecidos e que precisam todos, sem excecao, atender
a regra de relagao definida por p(x).

Como p(x) € uma fungéo polinomial, a sua aparéncia é conhecida®:

p(x) = amX™ + am_1X™ ..+ aix + ag. (2.1)

Naturalmente, surge uma pergunta: e para todo e qualquer conjunto de pontos
distintos, pode-se esperar encontrar um polindmio interpolador? A resposta é sim. MARTINS
[5], apresenta uma demonstracao da existéncia e da unicidade de um polinémio interpolador
através de um sistema linear. Na secao 2.4 mais adiante sera apresentada outra forma de
demonstrar a unicidade deste polinémio interpolador.

Avalie-se o seguinte cenario: uma funcao f que descreve o volume de liquido em
um tanque ao longo do tempo, V = f(t), que esta sendo esvaziado pela base apenas pela
acao da gravidade. Percebe-se facilmente que a taxa de vaz&o diminui ao longo do tempo
uma vez que a massa de liquido fazendo pressao sobre o ponto de vazamento diminui

5 Endereco eletronico do Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional — PROFMAT: https://prof
mat-sbm.org.br/

6 Mais adiante discutiremos qual o grau do polinémio gerado pela Interpolacéo Polinomial.
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ao longo do tempo. Portanto, o grafico desta funcao nédo serd uma reta (posto que a taxa
de vazao nao é constante) e esta funcao sera monoétona e continuamente decrescente,
comportamento este que pode ser apresentado por uma fung¢ao polinomial, desde que
observe-se um intervalo restrito.

Além do mais, considere-se que, por se tratar de uma funcao, é necessario que haja
uma relagao de dependéncia entre y e x de tal forma que a variavel y tem que depender
do valor da variavel x, ndo sendo possivel que situacdes erraticas sejam interpoladas. Por
exemplo, se 0s pontos conhecidos correlacionarem o salario de uma pessoa com a sua
idade, esses pontos podem ser representados dentro de um plano cartesiano com eixos
idade e salario, mas estardo espalhados de forma erratica e este ndo € um cenério onde
uma interpolacao seja aplicavel, pois simplesmente ndo é representavel por uma fungao, ja
que o salario ndo depende da idade da pessoa.

O ponto ao qual se quer chegar é que ndo basta existir um conjunto de pontos
distintos e conhecidos para que seja possivel utilizar uma interpolagéo (seja polinomial ou
nao). Portanto, antes de lancar mao da interpolacao polinomial € necessario analisar em que
contexto o cenario a ser estudado se encontra. No caso do tanque de liquido citado acima,
0 eixo-x é o tempo e o eixo-y € o volume e, portanto, ndo se identifica um comportamento
erratico, mas é necessario ter a certeza de que existe uma relacao de dependéncia direta
entre o volume e o tempo, sem existir qualquer outra variavel interferindo no volume, para
gue se possa haver interesse no uso do método de interpolagao.

No caso particular do exemplo do tanque, uma maneira de validar se o cenario é
apropriado para o uso do método de interpolagdo é usar esses pontos para calcular o
polindbmio interpolador e, caso este polindmio encontrado ndo seja mondtono e decrescente
no intervalo dado (de volume Total no tempo zero até volume Zero no tempo final), entao,
tal cenério do mundo real ndo pode ser estudado atraves de interpolag&o polinomial, pois
um comportamento de ‘sobe e desce’ nao é aceitavel, uma vez que no cenario colocado,
em nenhum momento € possivel haver um aumento de volume.

Pode-se usar o polindmio interpolador para calcular a ordenada de qualquer
abscissa?

Se considerar que os pontos conhecidos delimitam um intervalo [ X, , X, ] dentro
do qual todos os demais pontos sdao encontrados, extrapolar a validade do polinémio
interpolador para fora desse intervalo pode ser um equivoco e pode levar o estudante a erro.
Num cenario do mundo real, por exemplo, ao avaliar o comportamento de uma maquina
a partir de um momento inicial no tempo, até um momento final no tempo, espera-se que
o polinbmio encontrado represente o padrao de comportamento dessa maquina nesse
intervalo de tempo e nada garante que a maquina continuara se comportando neste padrao
apds o término desta avaliagdo. Portanto, o ideal é que a fungéo polinomial obtida através do
método de interpolagao polinomial somente seja usada para determinar o valor aproximado
de y para um valor de x que pertenca ao intervalo compreendido entre 0s pontos extremos,
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que serdao os de menor e maior abscissa, isto porque o cenario que esta sendo avaliado
ocorreu somente neste intervalo da variavel independente e o comportamento da fungao
nao pode ser estendido para além dessas fronteiras. No caso do exemplo da figura 2, este
intervalo é representado pelos pontos de abscissa 0 e abscissa 6. Nao foi a toa que nas
figuras 1 e 2 o gréfico da fungéo esta limitado a esse intervalo. Claro que pode haver casos
em que as circunstancias permitam que essa extrapolacao seja feita sem risco de perda de
confianga, mas esse cenario deve ser usado como excegao € ndo como regra.

O Método de Interpolacao Polinomial de Lagrange aparece em sua obra “Lecons
élémentaires sur les mathematiques” (Aulas de Matematica Elementar, em traducéo livre) [8],
onde o autor discorre sobre varios assuntos ao longo de 5 Capitulos, chamados de “Lectures”
ou Leituras.

RIBNIKQOV [9] em seu livro “A Histéria da Matematica”, afirma que a “influéncia direta
dos problemas das ciéncias naturais exatas no desenvolvimento da Matematica” produziu
ao longo da histéria uma quantidade enorme de teorias, conceitos e métodos. Um exemplo
dessa influéncia que o autor russo cita é visto na obra de Lagrange, mais especificamente
na Leitura V, cujo titulo € “O Emprego de Curvas na Solu¢do de Problemas”, e no qual
afirma: “Esses dois exemplos podem ser suficientes para ilustrar a utilidade do método das
curvas para resolver problemas”.

Nesta Leitura V, Lagrange detalha melhor:

A questao é, de fato, redutivel a descricdo de uma curva que passara por um
certo numero de pontos, sejam esses pontos obtidos por calculo ou construgao ou
mesmo por observagao ou simples experiéncias totalmente independentes uma
das outras. O problema é, na verdade, indeterminado, uma vez que passando
por um certo nimero de pontos pode haver uma infinidade de diferentes curvas,
regulares ou irregulares e que sdo sujeitos a equac¢des ou mesmo tracadas
manualmente. Mas a questao ndo é encontrar uma solugdo qualquer, mas a mais
simples e mais facil.

Portanto, se forem dados apenas dois pontos, a solugdo mais simples sera uma
linha reta ligando esses dois pontos. Se forem dados trés pontos, um arco circular
sera a linha mais simples possivel de ser descrita.

Deve-se observar que, de acordo com o Primeiro Axioma da Incidéncia [10], de
Euclides, dois pontos distintos determinam uma Unica reta, o que ndo impede que se
afirme que por dois pontos distintos podem ser tragadas infinitas curvas. Mas Lagrange
usa os adjetivos simples e facil e, por isso, uma reta é a curva’ utilizada para dois pontos
distintos®.

Lagrange continua:

Mas se o circulo € a curva mais simples de se descrever, ndo o é com relagao
a equacao entre suas abscissas e ordenadas. Deste ponto de vista as curvas
que podem ser consideradas como as mais simples séo aquelas cujas ordenadas
podem ser expressas por uma fungao racional a partir de suas abscissas, e

Nao podemos ignorar o fato de que uma reta € um caso particular de curva, onde a inclinagao é constante.
Por que dois pontos distintos? Porque, em contraposi¢do, podemos ter dois pontos coincidentes (de
mesmas coordenadas) que, na pratica, acabam por determinar um Unico ponto no plano (ou no espago)
pelo qual podemos tragar infinitas retas. Esse rigor matematico é necessario.
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representada pela seguinte equagéo y =a + bx + cx> + dx® +... ,onde y é
a ordenada e x a abscissa. Curvas desse tipo sdo geralmente chamadas de
parabdlicas porque podem ser consideradas como uma generalizagao da pardbola
— uma curva representada pela equagao acima exposta quando possui apenas 0s
trés primeiros termos. Nés ja mostramos o emprego na resolugéo de equagdes
[...] por essa razdo que uma curva desse tipo pode sempre ser usada para passar
por tantos pontos quanto quisermos — sendo necessario, apenas calcular tantos
coeficientes a, b, ¢, ... quantos forem os pontos dados.

Aqui Lagrange da a dica de que, se houver n pontos dados, havera n coeficientes,

inclusive aquele do termo independente ou de grau 0. Isso implica que o grau do polindmio

calculado sera n— 1. Observemos que tal afirmacao é equivalente a dizer que, para n + 1

pontos, o polinémio sera de grau n.

Na continuacao, Lagrange afirma que “Newton foi o primeiro a propor este problema.

O que se segue € a solugao dada por ele”, e faz a demonstracao da solugcao dada por

Newton e que é conhecida como Método de Interpolacéo Polinomial de Newton [11]°.

Na sequéncia, Lagrange faz a seguinte afirmagao sobre a solucdao dada por Newton:

“Mas esta solugéo pode ser simplificada pelas seguintes consideragdes” e comega a expor
seu metodo.

2.3 O Desenvolvimento do Método

O raciocinio de Lagrange foi o seguinte:

Sejam x; , i=0an, (n+ 1) abscissas distintas.

Sejam y; , i = 0 a n, as respectivas imagens de x; , sendo y; = f (x; ).

Portanto, ha (n + 1) pontos previamente definidos, da forma (x;, f(x;)).

Seja p,(x) o polindbmio de grau < n que interpola os (n + 1) pontos dados.

Entao, p,(x) pode ser escrito como uma Combinacéo Linear de (n + 1) polinbmios

de grau n, o que gera:

Pn(x) = YoLo(x) + y1L1(x) + ... + ynLs(x) , onde L;(x) s@o polinémios de grau n.

Mas, se por hipotese, cada um dos (n + 1) pontos resolvem p,(x), entdo pode-se

afirmar que p,(x;) = y;, 0 que significa que

Pa(xi) = YoLo(x;) + yiL1(x:) + ... + yaLn(x;) = yi. (2.2)

Desenvolvendo a Equacgéo (3.1) acima para cada um dos /, de 0 a n, s&o encontrados:

parai=0, pn(x0) = Yolo(X0) + y1L1(X0) + ... + yaln(x0) = ¥o

(2.3)
logo Lo(x0) = 1 e os demais L(x) serdo iguais a 0;

9

Sugestao de Pesquisa: Newton usou um método chamado de Diferengas Divididas.
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para i=1, pn(Xl) = YOLO(XI) + )/ILI(XI) +.T ynLn(Xl) =N

(2.4)
logo L1(x;) = 1 e os demais L(x) serdo iguais a 0;
para i=n s pn(Xn) — _yoLO(Xn) + ylLl(Xn) +...+ ynLn(Xn) =Yn (2 5)
logo L,(x,) = 1 e os demais L(x) serdo iguais a 0. '
Resumindo:
0 sek#i
Lk(X,') = ) (26)
1 sek=i.

Agora, se L(x) é um polindmio de grau n'°, entdo ele tera n raizes e podera ser
escrito na forma fatorada. Ou seja, se r; , i = 1 a n, forem considerados como sendo as
raizes de L(x), entdo:

Lx)=(x—n)(x—n)(x—r)...(x—r). (2.7)
Mas ja é sabido que Ly(x) = 0 para x = X1, X2, .... X,; portanto, xq, X5, .... X, S@0

raizes de Ly(x). Logo,
Lo(x) = (x —x1)(x —x2)(x — x3) ... (x — Xp). (2.8)

Mas é sabido também que Ly(x) = 1 quando x = xo. Entdo, se for colocado um
denominador que seja igual ao numerador quando x = X, , 0 denominador ‘cancelara’ todo
o numerador, resultando em 1.

Portanto,

(x —x1)(x — x2) ... (x — x)
(%0 —x1)(x0 —x2) ... (x0 — xn)

10 [ (x) foi convenientemente escolhido como um polinémio de grau n e coeficiente 1 no termo de grau n.

Lo(x) = (2.9)
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Agora, é possivel verificar se ambas as regras da equacao 2.6 foram satisfeitas:

* se x assumir qualquer valor de x; a x,, um dos fatores do numerador assumird o
valor zero, levando a zero o numerador e, por conseguinte, fazendo Ly (x) ficar zerado,
como esperado; como, neste caso, nenhum fator do denominador vai a zero, ndo ha
qualquer risco de uma indeterminagao ser encontrada'’;

* se x assumir o valor de xo, entdo o numerador ficara igual ao denominador, levando
Lo(x) a assumir o valor 1.

Algum leitor, nesse momento, pode se questionar para que serve, entdo, essa
expressao que assumira 0 ou 1 dependendo do valor de x. A resposta é simples: o valor 0
ou 1 sera atingido nos pontos ja conhecidos (abscissas X a x,,) e levara todo o polindémio
Pn(x) ao valor da ordenada y correspondente. Porém para abscissas de pontos que estejam
fora do conjunto de pontos conhecidos os valores de L;(x) ndo serdo 0 ou 1 (até podem,
eventualmente, sé-10), levando o polinémio p,(x) ao valor da respectiva ordenada que se
quer calcular, processo esse, alias, que representa, justamente, o objetivo de encontrarmos
o polinbmio p,(x) e do préprio método de interpolacédo polinomial: achar a ordenada de
pontos nao conhecidos a partir de suas abscissas.

Uma vez calculado Lq(x), raciocinio analogo pode ser usado para calcular os demais
Ly (x).

Dessa forma encontram-se:

Lo(x) = (%0 —x1)(x0 — x2) ... (x0 — xn) (2.10)
) — (x —x0)(x — x2) ... (X — xn)

L1(x) (x1 —x)(a —x) ... (x1 — x,) (2.11)

Lo(x) = (x —x0)(x — x1) ... (X — Xn_1) 2.12)

(%0 — x1) (X0 — X2) .. (X0 — Xn_1)

" Devemos observar que, para que o denominador possa assumir um valor zerado, é necessario que x0 seja
igual a um dos outros xi, 0 que ndo é possivel uma vez que as raizes precisam ser todas diferentes entre
si. Essa afirmagao é valida dentro do contexto do problema, uma vez que, se tivermos duas raizes iguais,
entdo temos, na verdade, dois pontos iguais no conjunto de pontos conhecidos, o0 que nao faria sentido,
repito, dentro deste contexto. Nesse caso, teriamos um ponto a menos dentro do conjunto e o raciocinio
permanece totalmente valido e coerente considerando este novo conjunto de pontos.




Capitulo 2. REVISAO DE LITERATURA 27

Cada uma dessas expressoes tera n fatores no numerador € no denominador, onde
n é a quantidade de pontos conhecidos, menos 1, ou seja, (n+ 1) —1 = n).

A partir da Equacéo 2.2 e aproveitando os resultados encontrados acima, surge a
seguinte expressao final para P(x), o polinbmio interpolador:

Férmula Geral (FG) do Polinémio Interpolador

o (x=x)(x = x2) (X = xp) (x —x0)(x — x2) ... (x — x,)
P(x) =yo (%0 —x1)(x0 — x2) ... (x0 — Xn) o (x1 —x0)(a — x2) ... (x1 — x,) Tt

(2.13)

2.4 Estudo da Unicidade do Polinémio Interpolador

Uma vez encontrado o polinémio interpolador, surge a necessidade de verificar se
este polinbmio encontrado é o unico polinbmio interpolador ou se é somente um dentre
vdrios polindmios interpoladores existentes. E evidente que conjuntos diferentes de pontos
conhecidos podem levar a um mesmo polindbmio, uma vez que ha infinitos pontos pelos
quais o polinbmio passa; mas a questao é se um mesmo conjunto de pontos conhecidos
pode levar a mais de um polinémio.

O que é preciso provar é:

“Se ha um conjunto de n + 1 pontos (x, y) distintos conhecidos entao existe

um, e somente um, polinémio interpolador de grau < n que passa por todos os n + 1
pontos distintos conhecidos”.

Usando o método da reducdo ao absurdo, parte-se da negacao da tese:

“Existe mais de um polinémio interpolador de grau < n que passa por todos
os n + 1 pontos conhecidos”.

Neste caso, sejam p,(x) e g,(x) dois polindmios de grau < n e que, por serem ambos
interpoladores a partir de um conjunto de n + 1 pontos distintos conhecidos, assumiréao os
mesmos valores para cada um desses n + 1 pontos distintos.

Seja o polindmio s(x) = p,(x) — g.(x). Como ambos os polindmios p e g sdo de grau
< n, o polinémio s também sera de grau < n. Entretanto, se os n + 1 pontos distintos geram
valores idénticos para p e para q, entéo s,(x) = 0 para todos esses n + 1 pontos distintos.
Portanto, esses n + 1 pontos distintos sao raizes de s, o que & um absurdo pois, segundo
ensina LIMA [12], “uma fung¢&o polinomial de grau n ndo pode ter mais do que n raizes”.
Entao, p,(x) = g.(x) e s.(x) € a funcdo polinomial chamada de identicamente nula, pois s, (x)
= 0 para todos os pontos do dominio.
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Assim, fica provada a unicidade do polinémio interpolador.
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3 DESENVOLVIMENTO ALGEBRICO DO METODO DE INTERPOLAGAO POLINOMIAL
DE LAGRANGE

3.1 O Polinémio Interpolador para um Unico Ponto Conhecido

E sabido que por um Gnico ponto é possivel passar infinitas retas.

E sera que o método de interpolacao polinomial de Lagrange € coerente com essa
regra? Como este método se comportara se for considerado apenas um unico ponto?

Se houver, entéo, apenas x, e y,= f(Xp).

Aplicando o método de Lagrange, a partir da Férmula Geral (Equagao 2.13), e
considerando que s6 temos 1 ponto, é possivel afirmar que:

Po(x) = YolLo(x) (3.1)

Ao tentar calcular Ly(x), a partir da Equacéao 2.9, percebe-se que nao existem as
abscissas x;, X», etc e, portanto, 0 numerador ficara igual a zero. Pelo mesmo raciocinio,
chega-se a um denominador também igual a zero.

Entao:

po(x) = yog - INDETERMINAGAO (3.2)

Conclusao: se nao ha como determinar p,(x), entdo qualquer polindbmio serve,
inclusive os de grau 1 (retas), desde que p(xo) = Yo.

Evidentemente, é possivel expandir essa conclusdo para qualquer fungao f(x),
mesmo que nao seja polinomial, desde que f(xy) = ¥

3.2 O Polinémio Interpolador para Dois Pontos Distintos Conhecidos

Pode-se aplicar novamente o método visto acima, agora para determinar o polindmio
interpolador quando ha 2 pontos distintos conhecidos.

Neste caso, existem x, e x;, sendo y,= f(xo) € y1 = f(x1).

Aplicando o método de Lagrange, a partir da Férmula Geral (Equagao 2.13), e
considerando que ha 2 pontos distintos:

p1(x) = YoLo(x) + y1L1(x). (3.3)

Pela Férmula Geral:
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(x —x)
Lo(x) = . 3.4
0( (XO _ Xl) ( )
L) = X=%0) (3.5)
(x1 — x0)
O que gera:

(x=x)  (x=x) _ yelx=x) = nlx=x)

X) = Yo 3.6
pi(x) = YoX = YoX1 — y1X + y1Xo. (3.7)
(X0 — x1)
Agrupando os termos em Xx:
pr(x) = X(Yo —y1) =yt yixo. (3.8)

Xo — X1

Fazendo algumas substituicoes nas expressdes que contém os valores conhecidos
X, € X1, Yo€ Y1, da seguinte forma:

— A
g Yoo _ 2y (3.9)
xo—x1  Ax
b= Y1Xo = YoXu (3.10)
Xo — X1
Retornando a expressao do polinbmio sera encontrada a expressao:
p1(x) = ax + b. (3.11)

Que é a expressao geral de uma reta, que possui grau 1, com a indicando sua
inclinacao (coeficiente angular) e b o coeficiente linear (ponto em que a reta intercepta o
eixo-y)'2.

12 Sugestao: substituir x por xo e trabalhar algebricamente a expressao de pn ; tem que chegar em yo. Isso
também vale para x1, tendo que chegar em y1
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3.3 O Polinémio Interpolador para Trés Pontos Distintos Conhecidos

Desta vez, sera aplicado o método visto acima para determinar o polindmio
interpolador quando ha 3 pontos distintos conhecidos.

Neste caso, existem X, , X; € X, sendo y,= f(xy) , y1 = f(x1) € y» = f(x2).

Aplicando o método de Lagrange, a partir da Férmula Geral (Equagao 2.13), e
considerando que desta vez ha 3 pontos:

P2(x) = YoLo(x) + y1L1(x) + y2L2(x). (3.12)

Pela Férmula Geral:

L) = 60 =) (3.13)
R s 19
La(x) = (E: - XE;__X;)) (3.15)
O que gera:
) — g ) ) | e )ma)

O(Xo - Xl)(Xo - Xz) (X1 - Xo)(Xl - X2) (Xz - Xo)(Xz - X1)

Para facilitar o desenvolvimento algébrico dessa expressao, podem ser aplicadas
desde ja algumas substituicoes, considerando que os denominadores dos trés termos
sao valores constantes, pois ndo trazem a variavel x em sua expressao, mas apenas as
coordenadas dos trés pontos conhecidos: X, , X1 , X2 , Yo, Y1 , Yo:

q=(x0—x1)(x0 — x2). (3.17)

r=(x —x0)(a — x). (3.18)

S = (X2 — Xo)(X2 — Xl). (319)
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Pa(x) = yo MR oy el oy, Coallon) —

(Yors(x?® — xx1 — xx0 + x1%2) + y195(x® — xx9 — xx0 + X0x2) + y2qr(x® — xxo — xx1 + Xox1)
qgrs '

(3.20)

Agrupando os termos em x e separando as fragoes:

) — x?(yors + y19s + y2qr)
qrs
_ xyors(xa 4+ x2) + y195(x0 + Xx2) + y2qr(xo + x1)]
qrs
" Yorsxixa + y1GsxoXz + y2qrxoxi)
qrs

pa(x

(3.21)

Fazendo algumas outras substituicbes nas expressdes que contém os valores
conhecidos X, , X1 , X2 , Yo, Y1, Vo:

5= Yors + y19s + y2qr

(3.22)
qrs
b= Yors(xi +x2) + y195(x0 + x2) + yoqr(x + Xl)_ (3.23)
qrs
c_ Yorsxixa + y19sxoxe + Y2qrxoxs (3.24)
qrs
Retornando a expresséo do polindmio sera encontrada a expresséo:
p2(X) — aX2 + bX + C. (3.25)

Que € a expressao geral de uma parabola, que possui grau 2, com a indicando sua
concavidade e ¢ o coeficiente linear (ponto em que a parabola intercepta o eixo-y)'S.

13 Sugest&o: substituir x por xo e trabalhar algebricamente a expresséo de pn ; tem que chegar em yo. O que
também vale para x1 e x2, tendo que chegar em y1 e y2, respectivamente.
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3.4 Estudo do Grau do Polinémio Interpolador

E possivel perceber que todas as referéncias feitas ao polindmio interpolador até o
momento afirmam que seu grau € MENOR OU IGUAL a n, e nao IGUAL a n.

Nas duas secbes anteriores foi feito um desenvolvimento algébrico partindo da
Formula Geral do método aqui estudado, e foi possivel constatar que quando ha 2 pontos
distintos sera encontrada uma reta (que possui grau 1) e quando ha 3 pontos distintos sera
encontrada uma parabola (que possui grau 2).

Além disso, a Férmula Geral (Equacéao 2.13) apresentada ao final da se¢ao 2.3,
deixa claro que para n + 1 pontos distintos conhecidos, ha n termos no polinémio p, e
que cada um desses termos possui n fatores em seus denominadores e que cada um dos
fatores apresenta a variavel x. Portanto, a julgar por todas essas evidéncias, seria natural
chegar a conclusao de que o polindbmio interpolador possui grau “= n” e nao “< n”.

Entao, por que o grau do polinémio interpolador € “< n”?

Para responder essa pergunta é necessdrio lembrar da afirmagédo de Lagrange
no inicio da apresentacao do seu método: “Mas a questao néo € encontrar uma solugao
qualquer, mas a mais simples e mais facil”.

Lembre-se que se houver 2 pontos distintos é possivel tragar infinitas curvas (nao
retas) que passam por esses dois pontos' (solugbes quaisquer), mas a curva calculada
sera uma reta (solugdo mais simples).

Uma vez definida essa reta, que € a curva mais simples e que passa por esses dois
pontos A e B (veja a figura 3), pode-se escolher sobre ela um terceiro ponto C. Agora ha 3
pontos distintos mas, por serem colineares, a curva mais simples que passa por eles é uma
reta’®. E se for aplicado o Método de Lagrange ele produzira essa mesma reta. Portanto,
nesses casos, apesar de 3 pontos distintos (n + 7 =3 n = 2) o polindmio interpolador sera
de grau 1 (menor que n) e ndo grau 2 (igual a n).

4 Se nao ficou clara essa afirmacéo, imaginemos uma parébola e escolha dois pontos quaisquer e distintos
sobre o seu gréfico e trace uma reta ligando esses dois pontos ou imagine uma parabola de concavidade
invertida, ou mesmo uma fungao polinomial cuja parabola inicialmente descrita seja apenas um pedago, ou
mesmo um arco circular passando por esses dois pontos. Tudo isso sao apenas exemplos para mostrar
que ha, sim, infinitas

15 Até porque ndo poderia jamais ser uma parébola posto que séo colineares. ..
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Figura 3 — Exemplo de 3 pontos distintos que, por serem colineares, serao interpolados através de
uma reta e nao de uma parabola.

Raciocinio analogo pode ser utilizado em qualquer quantidade de pontos sobre uma
mesma reta (por exemplo, se for escolhido um quarto ponto sobre essa reta, o que fara
com que n seja 3, continuar sendo gerada uma reta) ou uma quantidade qualquer n + 1
de pontos distintos que podem estar todos sobre uma mesma curva de grau menor que n
fazendo com que o polinémio interpolador calculado tenho o grau dessa curva e ndo o grau
n que a Formula Geral da a entender que tenha.

No Capitulo seguinte serdo resolvidos alguns exemplos numéricos e tal raciocinio

sera validado.



35

4 DESENVOLVIMENTO NUMERICO DO METODO DE INTERPOLAGAO POLINOMIAL
DE LAGRANGE

Como foi dito anteriormente, o objetivo final de um Método de Interpolagao é permitir
que, a partir de um conjunto limitado de pontos distintos conhecidos, seja possivel determinar
qualquer ponto fora desse conjunto e que guarde relagdo com os ja conhecidos segundo
um comportamento definido a partir deste conjunto de pontos, comportamento este ditado
por uma funcgéao interpoladora.

No caso do Método de Lagrange essa fungéao interpoladora é um polindmio.

Neste capitulo serdo descritas duas abordagens diferentes de uso do Método de
Lagrange, que aqui sdo chamadas de Forma Direta e Forma Indireta.

4.1 Forma Direta para Calculo da Imagem de um Ponto Nao Conhecido

A Forma Direta se d4 quando é usada a Férmula Geral (Equagao 2.13) que foi
apresentada ao final da se¢éo 2.3 na qual sao aplicadas diretamente as coordenadas dos
pontos ja conhecidos e colocado o valor da abscissa do ponto desconhecido diretamente
na variavel x e, assim, o valor de sua ordenada € calculada.

Seguem dois exemplos numéricos para que a aplicacdo da Forma Direta possa ser
entendida:

a) Dois pontos A (5, 4) e B (14, 13) conhecidos, deseja-se calcular a ordenada do
ponto de abscissa 10'6.

Considerando o ponto A como sendo o ponto 0 e o ponto B como sendo o ponto 17
sao feitas as seguintes substituigbes:

x0:5ey0:4.
x1:14ey1:13.

x = 10.
_ ., _ p@0-14) (10-5) _ ,_4 5 _ 16 65 __ 81 __
p(10) =y =45y + By =4 + 135 =0+ =5 =09

Portanto, a ordenada do ponto de abscissa 10 sera 9 quando os dois pontos dados
sao interpolados. De fato, o ponto (10, 9) pertence a reta y = x — 1. S0 os pontos usados
na figura 3.

b) Trés pontos A (0,5, 1,25) , B(1,5,-0,75) e C(4, 3) conhecidos, deseja-se calcular
a ordenada do ponto de abscissa 3'8.

Serao considerados o ponto A como o ponto 0, o ponto B como o ponto 1 e o0 ponto
C como o ponto 2. Observe-se que a escolha de qual ponto sera 0 0,0 1 e 0 2 € irrelevante

6 Para esse exemplo, foi usada a fungéo f(x) = x — 1 & qual ambos os pontos pertencem. Saber a fungéo vai
facilitar a validagao do calculo realizado.

7 Sugestédo de Estudo Adicional: verificar que néo importa qual ponto seré considerado como 0 ou como 1.

'8 Para esse exemplo, foi usada a fungo f(x) = x> — 4x + 3.
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para a obtencéo do resultado esperado.
Assim, realizando as substituigdes adequadas, encontra-se:

xo=0,5ey =1,25.
x1=15ey; =—0,75.
X =4ey, =3.
x = 3.

o (3—1,5)(3—4) (3—0,5)(3—4) (3—0,5)(3—1,5)
p(0) =1, 25(0,5—1,5)(0,5—4) + (-0, 75)(1,5—0,5)(1,5—4) + 3(4—0,5)(4—1,5)'

1 oe (15)(1) (25)(-1) | 2(25)(L5)
P(0) = 1,255 55 + (0. 79) G525 + 3Gs)@s)-

p(O) _ (72,’8575) . 0' 75 + 3% — 71,87573?5,_)625+4,5 =0.

Portanto, a ordenada do ponto de abscissa 3 sera 0 quando os trés pontos dados
s&o interpolados. De fato, o ponto (3, 0) pertence & parabola y = x? — 4x + 3 (figura abaixo).

C
7
A
T f T P T T
-2 0 BE 4 ]
_7 -

Figura 4 — Parabola com os trés pontos distintos A, B e C conhecidos (em azul) e o ponto P a
descobrir (em vermelho)

4.2 Forma Indireta para Calculo da Imagem de um Ponto Nao Conhecido

A Forma Indireta ocorre quando é usada a Férmula Geral (Equacao 2.13)
apresentada ao final da secao 2.3 e nela sao diretamente aplicadas as coordenadas dos
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pontos ja conhecidos e trabalhada algebricamente a expressao resultante até que seja
encontrado o Polindbmio Interpolador p,(x) e, sobre este, a variavel x é substituida pelo valor
da abscissa do ponto desconhecido para, entdo, poder ser calculado o valor de sua
ordenada.

A vantagem da forma indireta € que, quando os pontos conhecidos sao estaticos,
isto é, ndo mudam (pelo menos ndo com bastante frequéncia), a aplicacdo da Férmula
Geral, que é tdo mais trabalhosa algebricamente quanto maior for a quantidade de nimeros
conhecidos, so é feita uma Unica vez, resultando em p,(x) que, por sua vez, € muito mais
facilmente utilizavel para calcular a imagem do(s) ponto(s) desconhecidos. Além disso, como
sera visto mais adiante, ainda neste trabalho, para o problema inverso, a forma indireta tera
qgue ser usada pois sera necessario conhecer a expressao do polindmio interpolador.

Por outro lado, a forma indireta ndo se mostra mais vantajosa frente a direta nos
cenarios em que os pontos conhecidos variam continuamente pois, nestes casos, ambas as
formas sdo semelhantes do ponto de vista do esforgo, sendo que a forma direta se mostra
um pouco mais ‘amigavel’ pois ja se aplica em x o valor da abscissa do ponto desconhecido
e ja se eliminam todas as variaveis do processo.

Aplicando os mesmos exemplos numéricos da sec¢ao anterior, agora na forma
indireta:

a) Dois pontos A (5, 4) e B (14, 13) conhecidos, deseja-se calcular a ordenada do
ponto de abscissa 10.

Chamando A de ponto 0 e B de ponto 1:

X0:56y0:4.
x1:14ey1:13.

_ a(x—14) (x=5) __ ,(x—14) (x=5)
p(x) = 41y T B =49 T 135

p(x) = (—4)(5<—14) + 13(X55) _ —Ax+56+13x—65 __ 9x—9

9 9

p(x) =x—1.

Chega-se a mesma expressao para p(x) ja conhecida como sendo a correta, la da
secao 4.1. Substituindo x por 10 na expressao p(x), € encontrado y = 9, chegando-se ao
mesmo ponto (10 , 9) encontrado na sec¢ao anterior. Importante destacar que, na forma
indireta de calculo, agora que p(x) ja é conhecido, pode-se aplicar a x qualquer valor que se
queira sem que seja necessario refazer célculos.

E interessante comentar que, no caso em que ha dois pontos conhecidos, existe o
método tradicional de se encontrar a expressao da reta que une esses dois pontos:
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_ Ay _ yi—yw __ 13-4 __ = 1.

g ==L =220 — 2= —

Ax X1—X0 14-5

oo

y=ax+b —= y=x+b = b=y—x — b=13-14 — b= -1.
y=x—1.

Evidentemente, chega-se a mesma expressao da reta encontrada pelo Método de
Lagrange. E n&o poderia ser diferente.

b) Trés pontos A (0,5, 1,25) , B (1,5, —0,75) e C (4 , 3) conhecidos, deseja-se
calcular a ordenada do ponto de abscissa 3.
Chamando A de ponto 0, B de ponto 1 e C de ponto 2:

x0:O,56y0:1,25.
x1:1,5ey1:—0,75.
x2:4ey2:3.

o (x—1,5)(x—4) (x—0,5)(x—4) (x—0,5)(x—1,5)
p(x) =1, e 1054 T (-0, 75)(1,5—0,5)(1,5—4) + 3o @15

p(x) = 1,250 | (g 75) 0 05)(x4) | 3“}213553)1 2.

(=1)(=3.5) (1)(=25)
_ 1,25(x?>—5,5x+6) 0,75(x%>—4,5x+2) 3(x?2—2x+40,75)
p(x) = 35 - 25 + 8,75

_ 25(x®-55x+6) |, 1,5(x*>~4,5x+2) | 12(x*—2x+0,75)
p(x)— 7 + 5 + 35 :

_ 12,5(x*—5,5x+6) 10,5(x>—4,5x+2) 12(x?>—2x+0,75)
p(x) = 35 + 35 + 35 '

( ) _ 12,5x%2—68,75x+75+10,5x%—47,25x+214+12x%—24x+9
P\x) = 35 '

p(x) = BEUOH . p(x) = x2 — 4x + 3.

Mais uma vez, como esperado, chega-se a mesma expressao para p(x) ja conhecida
como sendo a correta, 14 da secdo 4.1. Como aconteceu no exemplo anterior, agora que p(x)
ja é conhecido, pode-se aplicar a x qualquer valor que se queira sem que seja necessario
refazer calculos. Substituindo x por 3 na expressao p(x), € encontrado y = 0. Mesmo ponto
(3, 0) encontrado na secao anterior.
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4.3 Retorno ao Estudo do Grau do Polinémio Interpolador

Agora que ja foram estudados dois exemplos numéricos é possivel revalidar o que
foi dito na se¢éo 3.4 sobre o grau do polinémio interpolador poder ser menor que n e nao
precisar ser, obrigatoriamente, igual a n.

Para tanto, sera usada a reta do exemplo (a) da secao anterior.

Como resultado do problema proposto, ja sédo conhecidos trés pontos pertencentes
a reta dada: os dois dados pelo enunciado (A e B) e o terceiro calculado (C).

Usando a forma indireta para calcular p,(x) e tomando esses trés pontos ja
conhecidos, o polinbmio a ser encontrado tem que ser a mesma reta a qual os trés pontos
pertencem e cuja expressao ja é conhecida.

Séao trés os pontos conhecidos: A (5,4) e B (14,13) e C (10, 9). O que se deseja é
achar p,(x).

Chamando A de ponto 0, B de ponto 1 e C de ponto 2, o desenvolvimento sera da
seguinte forma:

X0:5€y0:4.
X1:14e_y1:13.
x2:10ey2:9.

_ 4 (x=14)(x—10) (x—5)(x—10) (x—=5)(x—14)
p(X) - 4-(5—14)(5—10) + 13(14—5)(14—10) + 9(10—5)(10—14)'

1 (x?—24x+140) (x?—15x+50) (x2—19x+70)
p(x) =425 — + 135 + 95—

( ) _ 16(x?—24x+4140)+65(x>—15x+4-50)—81(x?—19x+70)

p\Xx) = 180 :
( x) __ 16x2—384x+2240+65x2—975x+3250—81x24+1539x—5670

pP\x) = 180 .

)(2 X —
p(x) = SHE=E — p(x) =x— 1.

Como esperado, apesar de haver 3 pontos distintos conhecidos, o polinbmio
interpolador tem grau 1 e ndo grau 2'°.

9 Sugestao de Estudo: faca para a letra (b) a mesma verificacéo que foi feita para a letra (a) da secéo 4.
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5 DESENVOLVIMENTO COMPUTACIONAL DO METODO DE INTERPOLAGAO
POLINOMIAL DE LAGRANGE - FORMA DIRETA

O uso do computador nos dias de hoje esta cada vez mais necessario, em
praticamente todas as areas profissionais e na vida pessoal. E muito dificil encontrar
alguém que nao tenha um celular no qual diversos aplicativos sao executados, desde jogos
até acesso as contas bancarias. Também é dificil encontrar alguém que néo tenha um
computador em casa.

Entretanto, nem todo mundo sabe desenvolver programas de computador. Isso
requer um conhecimento técnico especifico e muitos anos de estudo e pratica.

Neste capitulo seréo vistas algumas formas de desenvolver o Método de Lagrange
no computador e tornar o método ainda mais util e pratico.

5.1 Calculo pela Forma Direta Utilizando uma Planilha Eletronica

Para aqueles que nao sabem construir (desenvolver) programas de computador, ha
a opc¢ao de usar uma planilha eletrénica (existem diversas op¢des no mercado, inclusive
gratuitas) para implementar o Método de Lagrange. O mais facil é usar a forma direta para
implementar este célculo.

Neste trabalho sera assumido que o leitor possui conhecimento suficiente de como
uma planilha eletrénica funciona. Assim, nao sera necessario entrar em detalhes
relacionados a ferramenta e sera possivel focar na implementacdo do método em si.

Para comecar, sera utilizado o primeiro cenario criado na se¢ao 4.1.

a) Ha DOIS pontos distintos conhecidos, e sera adotada a forma direta:

Inicialmente, é necessario organizar a forma como os dados conhecidos serdao
dispostos na planilha. Os valores de y serdo colocadas na vertical (como um vetor coluna)
e os valores de x na horizontal e na vertical (numa forma matricial n x n). A matriz é
necessaria pois serédo calculadas as diferengas entre as abscissas, duas a duas, por causa
dos denominadores de L(x). Usando os valores do item (a) da se¢éo 4.1 produz-se:

8

g Valoresde Y Valores de X
0 4,00 X0 1
1 13,00 5,00 14,00
0 2,00
1 14,00

Figura 5 — Armazenamento das Coordenadas dos DOIS Pontos Conhecidos

As células de fundo amarelo sdo aquelas nas quais as coordenadas dos pontos



Capitulo 5. DESENVOLVIMENTO COMPUTACIONAL DO METODO DE INTERPOLACAO POLINOMIAL DE
LAGRANGE - FORMA DIRETA 41

conhecidos precisam ser digitadas. Todas as demais células sé&o calculadas pela planilha
(fundo bege) ou sao fixas (demais células).

A formatacdo da planilha aqui desenvolvida ndo precisa ser necessariamente
seguida, mas ela ja estd sendo montada de forma a receber mais pontos a medida em que
a complexidade aumenta.

Nas células de fundo bege serdo colocados resultados da subtracdo das linhas
versus colunas dos valores de x. Por exemplo, a célula em destaque tera o valor de (x; —

Xo).

Valoresde Y Valores de X
0 4,00 0o |1 |
1 13,00 - | 5,ﬂu! 14,00 I
0 1 5,00 l - |=G11-E12
| 1 | 14,00 - 9,00 -

Figura 6 — Diferencas entre as abcissas dos pontos conhecidos, duas a duas, calculadas em células
da Matriz de Valores de X

Observa-se que as células da diagonal principal da Matriz de Valores de X (células
de fundo bege) ficardo sempre zeradas, pois serao (Xo — Xp) € (X1 — X1).

Necessario também definir um local para que seja possivel informar a abscissa
do ponto desconhecido e, logo abaixo, uma célula onde aparecera o valor da ordenada
calculada (fundo azul escuro).

Informe o valor da abscissa do ponto a ter sua ordenada calculada:
Valor calculade da ordenada do ponto procurado:

Figura 7 — Células para as Coordenadas do Ponto Desconhecido

Finalmente, sao definidas as células onde ficarao os resultados dos célculos dos
L;. Como havera tantos L; quanto pontos, os L; serdo colocados na horizontal. Abaixo, é
mostrada a planilha com a férmula de L, ja preenchida:
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2 Informe o valor da abscissa do ponto a ter sua ordenada calculada: I I
3 Valor calculado da ordenada do ponto procu radn:_
4

5 WValores de Li

6 0o | 1
7 (12-G11)/(F13)

] Valoresde Y Valores de X
™ o 4,00 X0 l 1
il 1 13,00 5,00 1 14,00 |
2 0 5,00 | E l 9,00
iE 1 1400[- 900l - |
[ | | |
14

Figura 8 — Vetor Linha onde serao calculados Ly(x) e L;(x)

Células usadas no calculo de Ly(x):

* 12 = Onde ¢ informada a abscissa x do ponto desconhecido, cuja ordenada y se
deseja calcular;

G11 = Onde estara o valor de Xy ;

F13 = Célula calculada como sendo (xp — x1);

. _ (I2-G11) _ (x—x1) __ .
F7 = F13~  — (Xofxll) = Lo;

* Analogamente, G7 = L;.

A Célula I3 recebera a formula para o calculo da ordenada procurada usando os
valores de Ly e L; calculados em F7 e G7 respectivamente.

Informe o valor da abscissa do ponto a ter sua ordenada calculada:
Valor calculado da ordenada do ponto procurado:

Figura 9 — Célula onde aparecera o Valor da Ordenada do Ponto Desconhecido

Células usadas no calculo de y:
* B10=yoe B11 =y,

« F7 = Ly e G7 = L; (conforme ja visto na Figura 8);
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« I3=B10x F7+ B11 % G7 = yoLo + y1L1 = p(x) = y.

Apos a realizagao de todos esses passos, a planilha esta pronta. Necessario, agora,
testa-la.

Teste 1: informar a abscissa do primeiro Ponto Conhecido. Se for colocado em 12 o
valor de Xy, a célula I3 tem que retornar y,.

2 Informe o valor da abscissa do ponto a ter sua ordenada calculada: 5
3 Valor calculado da ordenada do ponto procurado:
4|
5 | Valores de Li
6 0 1
7 1,00 =
3
9 Valoresde Y Valores de X
™ o 4,00 x0 | 1
11 1 13,00 2,00 14,00
2 0 5,00 = 9,00
13 1 14,00 - 9,00 -
14

Figura 10 — Teste 1 - Usando a Abscissa do Primeiro Ponto Conhecido

E importante notar que quando a abscissa do primeiro ponto conhecido (x,) é
informada na célula 12, a planilha encontra o valor 1 para L, (célula F7) e o valor 0 para L;
(célula G7), o que se mostra totalmente coerente com o que foi visto na Equacéo 2.6.

Tendo sido encontrada a ordenada esperada o Teste 1 pode ser considerado como
bem sucedido.

Teste 2: informar a abscissa do segundo Ponto Conhecido. Se for colocado em 12 o
valor de xi, a célula I3 tem que retornar y;.
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2 Informe o valor da abscissa do ponto a ter sua ordenada calculada:

3 Valor calculado da ordenada do ponto procurado:

4

3 Valores de Li

& 0 1

7 - 1,00

8

g9 Valoresde Y Valores de X

i o 4,00 0o | 1

11 1 13,00 5,00 14,00
2 0 5,00 - 9,00
3 1 14,00 - 9,00 -

14

Figura 11 — Teste 2 - Usando a Abscissa do Segundo Ponto Conhecido

Analogamente ao Teste 1, é possivel notar que, desta vez, quando a abscissa do
segundo ponto conhecido (x;) € informado na célula 12, a planilha encontra o valor 0 para
Lo (célula F7) e o valor 1 para L, (célula G7), como era esperado que ocorresse.

Tendo sido encontrada a ordenada esperada o Teste 2 pode ser considerado como
bem sucedido.

Teste 3: informar a abscissa do Ponto Desconhecido. Se for colocado em 12 o
valor da abscissa do ponto desconhecido (x = 70), a célula I3 tem que retornar o valor da
ordenada calculada na sec¢ao 4.1 (y = 9).
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2 Informe o valor da abscissa do ponto a ter sua ordenada calculada: 10
3 Valor calculado da ordenada do ponto procurado:
4
5 Valores de Li
& 0 1
i 0,44 0,56
8
9 Valores de ¥ Valores de X
] o 4,00 x | 1
11 [ 13,00 5,00 14,00
2 0 5,00 = 9,00
13 1 14,00 - 9,00 - |

Figura 12 — Teste 3 - Usando a Abscissa do Ponto Desconhecido

Tendo sido encontrada a ordenada esperada o Teste 3 pode ser considerado como
bem sucedido.

Agora o cenario a ser tratado sera aquele em que ha trés pontos distintos conhecidos.

b) H4 TRES pontos distintos conhecidos, e sera adotada a forma direta:

N&o sera necessario construir uma nova planilha para este novo cenario, bastando
fazer algumas adaptacdes na planilha feita para o item anterior. Como agora hé trés valores
para y e trés valores para x, a estrutura ja criada deve ser ampliada para que passe a
conter as coordenadas do terceiro ponto. Usando os valores do item (b) da secéo 4.1 a
planilha ficara assim:

ValoresdeY Valoresde X
1,25 o 1 2
1 |- 0,75 0,50 1,50 4,00
2 3,00 o 0,50 - 1,00 3,50
1 1,50 - 1,00 - 2,50
2 4,00 - 3,50 - 2,20 -

Figura 13 — Armazenamento das Coordenadas dos TRES Pontos Conhecidos

A Matriz das Diferengas também ja foi atualizada. Destaque para a Diagonal Principal
que, como ja comentado anteriomente, deve sempre conter zeros.
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O Vetor Linha para calculo e armazenamento dos L;(x) também foi ampliado para
conter mais uma coluna, para o L;(x).

Valores de Li
0 1 2
1,00 - -

Figura 14 — Vetor Linha ampliado para conter L;(x)
Agora, a planilha ja se encontra adaptada e sera preciso testa-la usando os trés
pontos ja conhecidos e o ponto a ser calculado.

Teste 1: informar a abscissa do primeiro Ponto Conhecido. Se for colocado em 12 o
valor de Xy, a célula I3 tem que retornar yp.

2 Informe o valor da abscissa do ponto a ter sua ordenada calculada: 0.5
3 Valor calculado da ordenada do ponto procurado:
4
5 Valores de Li
6 | 0 1 2
7 1,00 - -
)
9 | Valoresde Y Valoresde X
10 gy 1,25 0 1 2
y 1 |- 0,75 0,50 1,50 4,00
2 3,00 0 0,50 - 1,00 3,50
13| 1 1,50 - 1,00 - 2,50
14 2 4,00 - 3,50 - 2,50 - |

Figura 15 — Teste 1 - Usando a Abscissa do Primeiro Ponto Conhecido

Mais uma vez, deve-se observar que quando a abscissa do primeiro ponto conhecido
(Xo) € informada na célula 12, a planilha encontra o valor 1 para L, (célula F7) e o valor 0
para L, e L, (células G7 e H7, respectivamente).

Tendo sido encontrada a ordenada esperada o Teste 1 pode ser considerado como
bem sucedido.
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Teste 2: informar a abscissa do segundo Ponto Conhecido. Se for colocado em 12 o
valor de xy, a célula I3 tem que retornar y;.

E_ Informe o valor da abscissa do ponto a ter sua ordenada calculada: 15
3 | Valor calculado da ordenada do ponto procurado:
4
5 Valores de Li
6 0 1 2
7 - 1,00 -

8

9 Valores de Y Valores de X

10 ] 1,25 0 1 2
pl 1 |- 0,75 0,50 1,50 4,00
12 i) 3,00 0 0,50 - 1,00 3,50
13| 1 1,50 - 1,00 - 2,50
14| 2 400 - 350 - 2,50 - |

Figura 16 — Teste 2 - Usando a Abscissa do Segundo Ponto Conhecido

Dessa vez, como esperado, a planilha encontra o valor 1 para L; (célula G7) e o
valor 0 para Ly e L, (células F7 e H7, respectivamente).

Tendo sido encontrada a ordenada esperada o Teste 2 pode ser considerado como
bem sucedido.

Teste 3: informar a abscissa do terceiro Ponto Conhecido. Se for colocado em 12 o
valor de x», a célula I3 tem que retornar y,.
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bem sucedido.

Informe o valor da abscissa do ponto a ter sua ordenada calculada:

Agora, o valor de Ly=L;=0 € o valor de L,=1.

Valor calculado da ordenada do ponto procurado:
Valores de Li

0 1 2

= = 1,00
Valoresde Y Valores de X

1,25 0 1 2
0,75 0,50 1,50 4,00
3,00 0,50 = 1,00 3,50
1,50 - 1,00 = 2,50

400 - 350 - 250 -

Figura 17 — Teste 3 - Usando a Abscissa do Terceiro Ponto Conhecido

Tendo sido encontrada a ordenada esperada o Teste 3 pode ser considerado como

Teste 4: informar a abscissa do Ponto Desconhecido. Se for colocado em 12 o valor

da abscissa do ponto desconhecido (x = 3), a célula I3 tem que retornar o valor da ordenada

calculada na segéo 4.1 (y = 0).

Informe o valor da abscissa do ponto a ter sua ordenada calculada:

3 Valor calculado da ordenada do ponto procurado:

4

5 Valores de Li

& 0 1 2

7 = 0,43 1,00 0,43

2

9 Valoresde Y Valores de X

10 1,25 0 1 2

11 0,75 0,50 1,50 4,00
2 3,00 0,50 = 1,00 3,50

12 1,50 - 1,00 = 2,50

14 400 - 3,50 - 2,50 - |

Figura 18 — Teste 4 - Usando a Abscissa do Ponto Desconhecido
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Tendo sido encontrada a ordenada esperada o Teste 4 pode ser considerado como
bem sucedido.

Apéds ser demonstrada a forma de adaptagao da planilha do caso (a) onde havia
apenas dois pontos conhecidos, para o caso (b) com trés pontos conhecidos, é possivel
perceber que é facil adaptar a planilha aqui construida para cenarios com mais de trés
pontos conhecidos; para isso, basta realizar os seguintes procedimentos:

1) Ampliar a matriz de Valores de x aumentando a quantidade de linhas e de colunas até
atingir a quantidade de pontos distintos conhecidos; preencher os valores de cada x
nos cabecalhos horizontal e vertical da matriz (linha 11 e coluna E, respectivamente);
e, por fim, ajustar os calculos das células da matriz. Importante lembrar que a
Diagonal Principal dessa Matriz tem que ficar sempre zerada;

2) Ampliar o vetor-coluna de valores de y, aumentando a quantidade de linhas até
atingir a quantidade de pontos distintos conhecidos e preencher o vetor com os
valores de cada y;

3) Ampliar o vetor-linha de valores de L;, aumentando a quantidade de colunas até
atingir a quantidade de pontos distintos conhecidos e atualizar as férmulas da linha
7 para que cada L; seja adequadamente calculado?.

5.2 A Formula Geral Escrita em Formato Iterativo

A primeira vista, pode-se pensar que para desenvolver um programa de computador
que facga todos os calculos feitos pela planilha eletrénica é necessario construir uma estrutura
idéntica aquela construida na planilha, mas ndo é bem assim que se faz.

Evidentemente a légica aplicada a um programa tem que seguir o Método de
Lagrange e produzir basicamente os mesmos resultados da planilha, mas a forma de
construcao é um tanto diferente.

Idealmente, um programa deve ter uma légica otimizada e iterativa, o que significa
que nao se pode calcular cada elemento da planilha de forma isolada, ocupando uma linha
de cédigo para cada elemento. E necessario buscar uma forma de criar lagos de repeticdo
em que, a cada ciclo, um elemento seja calculado. Essa técnica torna o programa mais
enxuto, com menos linhas.

Para que tal abordagem seja possivel € preciso identificar padrées de repeticao que
0 método a ser programado possui e, a partir desses padrdes, programar os comandos a
serem colocados dentro do lago a ser repetido.

20 Sugestao: experimente forgar o valor 1 para a diagonal principal da matriz de Valores de x e veja como
o calculo de Li se torna um pouco mais facil de ser feito, pois ndo precisaria eliminar o fator zero do
denominador, pois ele se tornaria 1, valor este que, por ser o Elemento Neutro da Multiplicagdo, nao afeta
o resultado.
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O raciocinio aqui seguido tera como ponto de partida a equacgéo 2.2, mostrada na
secédo 2.3:

Pn(xi) = YoLo(xi) + y1L1(x;) + ... 4+ yaLln(X;) = yi.

E evidente o fato de que p,(x) é calculado através de um somatério, onde cada
parcela apresenta um indice para y que é o mesmo indice de L.
Entéo, essa equacgéo pode ser reescrita na forma de um somatério:

po(xi) = > YieLi(x;). (5.1)
k=0

E possivel perceber que o somatdrio é um lago de repeticdo, onde o(s) indice(s)
varia(m) para determinacéo de cada parcela a ser somada. Neste caso ha apenas um indice
variando (k) de 0 a n.

Agora, observando-se as equacoes 2.10, 2.11 e 2.12 mostradas na sec¢ado 2.3:

Lo(X) _ (x=x1)(x=x2)...(x—=xn)

T (x0—x1)(x0—x2)...(x0—xn)

L]_(X) _ (x=x0)(x—=x2)...(x—xn)

T (a—x)(xa—x2)...(x1—xn)

Ln(X) — (x—x0)(x=x1)...(x—=xn—1)

(xn—x1)(¥n—x2)...(Xn—Xn—1) *

E evidente o fato de que L,(x) é calculado através de uma razdo de dois produtérios.
No numerador aparecem todos os elementos (x — x) , desde que o indice k nao seja igual
ao indice de L(x). J& no denominador, cada fator apresenta o x de mesmo indice de L(x)
e, a semelhanca do numerador, estao presentes todos os elementos (x, — x, ), desde que
o indice k ndo seja igual ao indice de L(x). Portanto, como o comportamento dos indices
do produtério do numerador é bastante semelhante ao do produtério do denominador, é
possivel considera-lo como um Unico produtério ao invés de trata-lo como uma razao de
produtérios. Assim, resulta a seguinte expressao para L,(x):

L(x)= ]I =) (52)

ok X =)

Da mesma forma como afirmado para o somatdrio, o produtdrio também é um lago
de repeticdo, onde o(s) indice(s) varia(m) para determinagéao de cada fator a ser multiplicado.
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Neste caso ha dois indices (k e j) sendo que k € 0 mesmo indice usado no somatorio e j €
um indice exclusivo do produtério. Além disso, existe um critério de exclusao, pois j tem que
ser diferente de k. Este critério de exclusdo determina que, a medida em que os indices
vao variando, sempre que j for igual a k, este fator deve ser desconsiderado no calculo do
produto final. Um outro ponto interessante de ser destacado é que, como o produtério tem
como um dos indices aquele ja usado no somatério, fica claro que o lago de repeticao do
somatorio sera o “lagco de fora” e o lago de repeticao do produtdrio sera o “lago de dentro”.
Ou seja, € necessario primeiro variar o indice k e, para cada k, variar o indice |.

Acoplando a Equacéao 5.2 para dentro da Equacéao 5.1, surge uma equacao mais
completa:

o) =S | 11 £=2). 53)

j=0.j#k

Surge, assim, um jeito iterativo de calcular, pela Forma Direta, a ordenada de um
ponto desconhecido a partir de um conjunto de pontos distintos conhecidos, usando o
Método de Interpolacdo Polinomial de Lagrange.

5.3 O Algoritmo que Implementa os Lacos de Repeticao

A partir da identificacdo de como implementar o método de forma iterativa usando
estruturas que representam lagos de repeticao, € possivel traduzir estas estruturas em
comandos de computador para que a maquina possa fazer os célculos sempre que for
necessario.

Para tanto é necessario construir um programa que executara esses lagos, mas,
inicialmente, e por questdes didaticas, sera escrito primeiro um algoritmo em portugués que,
depois, sera traduzido para uma linguagem de programagao.

Um algoritmo é, basicamente, uma estrutura légica que define as tarefas que
precisam ser realizadas (por um ser humano, manualmente, ou pelo programa de
computador) e a ordem em que serao realizadas, para que o resultado desejado seja
produzido. O algoritmo a ser desenvolvido aqui tera os seguintes passos (observe o quanto
a planilha eletrénica montada anteriormente servira de guia na montagem do algoritmo):

» Passo 1 - Definir quantos pontos distintos sdo conhecidos. Isto €, definir quanto sera
n + 1. Tendo o valor de n + 1, evidentemente sera conhecido o valor de n;

» Passo 2 — Definir as coordenadas destes n + 1 pontos conhecidos e armazena-las
em dois vetores, um para as abscissas e outro para as ordenadas, cujo primeiro
valor estara na ocorréncia 0, 0 segundo na ocorréncia 1, e assim sucessivamente;
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- (e@)
- (e1)
- (e1)
- (02)
- (02)
- (@2)
- (@3)
- (e3)
- (04)
- (e4)
- (05)
- (05)
- (@5)
- (e6)
- (e6)
- (06)
- (06)
- (06)
- (@6)
- (@6)
- (07)
- (07)
- (e7)
- (08)
- (99)

Passo 3 — Receber a abscissa do ponto desconhecido;

Passo 4 — Abrir um laco de repeticdo que vai variar o indice k do somatério (o lagco
de fora citado acima), desde 0 até n;

Passo 5 — Dentro do primeiro lago, abrir um segundo lago de repeticao (o laco de
dentro que citado acima) que vai variar o indice do produtério, chamado de j, desde
0 até n;

Passo 6 — Para cada ciclo do lago de dentro, se os indices j e k forem diferentes,
calcular (x —x;) e (xi — x;) e a razdo entre eles, multiplicando essa razdo pelo produto
parcial que estara acumulado até a iteracao anterior e ir para o proximo ciclo; caso i
e j sejam iguais, nao efetuar calculo algum e ir para o préximo ciclo;

Passo 7 — ApOs 0 esgotamento dos ciclos do lago de dentro, multiplicar o produto
final calculado pela variavel y do indice k, somar este produto final a soma parcial
que estara acumulada até a iteracdo anterior, e ir para o proximo ciclo do lago de
fora;

Passo 8 — Apds o esgotamento dos ciclos do lago de fora, o valor de P,(x), que é o
valor da ordenada do ponto desconhecido de abscissa x, estara calculado e podera
ser mostrado.

Abaixo é mostrado tal algoritmo desenvolvido com base nos passos acima descritos:

=#®x Inicio do Algoritmo ***
Informar quantos pontos distintos sdo conhecidos -> Qtd
Calcular n = Qtd - 1
Informar as coordenadas de todos os pontos distintos conhecidos
Armazenar no VetorX as Abscissas dos pontes conhecidos (serdo n + 1 ocorréncias, de © a n)
Armazenar no VetorY as Ordenadas dos pontos conhecidos (serdo n + 1 ocorréncias, de @ a n)
Informar a Abscissa do ponto desconhecido -> X
A Ordenada serd calculada na varidvel Y, que deverd, no inicio do programa, receber o valor @
IndiceK recebe o valor @
Enguanto IndiceK for menor ou igual a n, faca:
Varidvel L recebe 1
Indicel] recebe o valor @
Enquanto Indicel for menor ou igual a n, faca:
Se IndiceK diferente de Indicej
Calcular Numerador = ( X - VetorX[ocorréncia = IndiceK] )
Calcular Denominador = ( VetorX[ocorréncia = IndiceK] - VetorX[ocorréncia = Indicel] )
Calcular L = L * Numerador / Denominador
Fim do Se
Ir para o prdximo Indicel
Fim do Laco de dentro
Calcular ¥ = Y + VetorY[ocorréncia = IndiceK] * L
Ir para o prdximo IndiceK
Fim do lago de fora
Mostrar o wvalor de Y {(que é a ordenada do ponto desconhecido)
==x% Fim do Algoritmo ***

Figura 19 — Algoritmo em Linguagem Natural para Implementa¢ao da Forma Direta

Algumas observacgoes importantes a respeito do algoritmo apresentado, para uma

melhor compreensao:
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» Entre parénteses, a esquerda de cada linha, foi colocada a indicagéo do passo (dos
descritos acima) ao qual cada linha se refere;

» Para que seja possivel focar no que é realmente importante na légica proposta, nao
estdo sendo considerados os passos para fazer as iteracdes com o0 usuario para
montagem dos vetores X e Y. Quando for montado o programa esses vetores ja
estardo pré-preenchidos, precisando que o seu conteldo seja alterado a cada novo
cenario a ser validado;

- E importante observar que esta légica independe de quantos sdo os pontos distintos
conhecidos, uma vez que os lagos vao de 0 a n, sendo n obtido no passo 01;

« As linhas dos lagos (representados pela palavra “Enquanto”) vao variando o indice
até que seja ‘menor ou igual a n’. O mesmo efeito seria obtido se fosse ‘menor que n

+ 1.

Como o algoritmo ndo esta escrito em portugués nao estruturado, ele nao pode
ser considerado como um programa de computador. Mas, exatamente por ter sido escrito
em portugués, ele facilita o entendimento da estrutura l6gica que precisa ser seguida para
desempenhar a tarefa e obter o resultado desejado.

A préxima tarefa é transcrever esse algoritmo do portugués para uma linguagem que
possa ser interpretada pelo computador.

5.4 O Programa que Implementa os Lacos de Repeticao

A ‘traducao’ de um algoritmo em portugués para um programa de computador é
uma tarefa tdo simples quanto a clareza e abrangéncia do algoritmo. Neste caso aqui, a
implementacao sera simples, porque o algoritmo esta tao detalhado que, praticamente,
apenas uma traducao quase literal sera necessaria.

A linguagem utilizada neste trabalho é C# (1&-se CSharp). E preciso que se diga que
a escolha da linguagem a ser utilizada depende muito do gosto e conhecimento pessoal do
programador e das ferramentas disponiveis no seu ambiente de desenvolvimento.

Como o foco deste trabalho ndo é ensinar ao leitor as técnicas de programacao ou
mesmo os comandos da linguagem escolhida e sua sintaxe, ndo sera produzido um passo a
passo da construcado do programa, pois isto ja esta suficientemente explicado no algoritmo.
Mas para uma melhor compreensao da l6gica desenvolvida, a direita de cada comando foi
colocado um comentario “/* .... */” mostrando a qual passo do algoritmo aquela linha de
cédigo corresponde.

Seguindo o que foi comentado na segunda observacao ao final da se¢cédo anterior,
0 programa ja estara preparado para a execugao do problema apresentado na letra (a)
da secédo 4.1: dois pontos distintos conhecidos, (5, 4) e (14, 13). Percebe-se isso pelas
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linhas de cddigo mostradas abaixo em que é possivel ver o conteudo dos vetores VetorX
e VetorY ja preenchidos. Observe-se que o campo Qtd também precisa ser preenchido
com a quantidade de pontos conhecidos cujas coordenadas serao preenchidas nos vetores
citados:

it Ot

[1 VetorX =
[1 VetorY

Figura 20 — Vetores das Coordenadas X e Y ja preenchidos com os DOIS pontos conhecidos

O programa completo estd mostrado abaixo:

[1 VetorX
[1 VetorY

for (int IndiceK = 8; IndiceH <= n; IndiceK++)
{
L=1;
for (int IndiceJ = 8; Indiced <= n; Indicel++)

if (IndiceK != IndiceJ)
{
Numerador = X - VetorX[Indi H
Denominador = VetorX[IndiceH] - VetorX[IndiceJ];
L #= (Numerador / Denominador);
1
}

Y += VetorY[IndiceK] = L;
3

MriteLine("Res
.ReadKey();

Figura 21 — Cédigo-Fonte do Programa de Implementacao da Forma Direta

Apesar de néo ter sido implementada a légica de interacdo com o usuario para carga
dos vetores de coordenadas dos pontos conhecidos, a interagdo para que seja informada a
abscissa do ponto desconhecido foi feita. Entdo, basta agora testar o programa, usando
novamente os cenarios da secao 4.1.

a) Ha DOIS pontos distintos conhecidos, e sera adotada a forma direta:

Teste 1: informar a abscissa do primeiro Ponto Conhecido. Se for informado o valor
de Xp, 0 programa tem que retornar o valor de yj.
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Informe a abscissa do ponto desejado:

Figura 22 — O programa pede que o usuario informa a abscissa do ponto cuja ordenada deve ser
calculada

Informando-se o valor da abscissa do primeiro Ponto Conhecido e o programa gera
o resultado 4, conforme esperado:

Informe a abscissa do ponto desejado:

Resultado: 4

Figura 23 — Resultado do Teste 1 - Primeiro Ponto Conhecido

Tendo sido encontrada a ordenada esperada o Teste 1 pode ser considerado como
bem sucedido.

Teste 2: informar a abscissa do segundo Ponto Conhecido. Se for informado o valor
de x;, 0 programa tem que retornar o valor de y;.

Informe a abscissa do ponto desejado:
14

Resultado: 13

Figura 24 — Resultado do Teste 2 - Segundo Ponto Conhecido

Tendo sido encontrada a ordenada esperada o Teste 2 pode ser considerado como
bem sucedido.

Teste 3: informar a abscissa do Ponto Desconhecido.

Informe a abscissa do ponto desejado:
18

Resultado: 9

Figura 25 — Resultado do Teste 3 - Ponto Desconhecido

b) H&4 TRES pontos distintos conhecidos, e sera usada a forma direta:
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Antes de executar os testes deste novo cenario, € necessario alterar o programa para
que, desta vez, os vetores de coordenadas dos pontos conhecidos estejam preenchidos
com as coordenadas dos trés pontos distintos conhecidos, (0,5, 1,25), (1,5, -0,75) e (4,
3). Observe-se que o campo Qtd também foi modificado, dizendo ao programa que ha trés
pontos carregados nos vetores de coordenadas:

Figura 26 — Vetores das Coordenadas X e Y ja preenchidos com os TRES pontos conhecidos

O resto do programa permanecera exatamente o mesmo. Portanto, se for
implementado um processo interativo para que o usuario informe as coordenadas dos
pontos conhecidos, sejam quantos forem, o programa funcionara, pois a légica se apoiara
nas informacades iniciais dadas pelo usuario (ou, nesse caso, previamente preenchidas).

Teste 1: informar a abscissa do primeiro Ponto Conhecido. Se for informado o valor
de Xxp, 0 programa tem que retornar o valor de yp.

Informe a ab a do ponto desejado:

2,5

lesultado:

Figura 27 — Resultado do Teste 1 - Primeiro Ponto Conhecido

Tendo sido encontrada a ordenada esperada o Teste 1 pode ser considerado como

bem sucedido.

Teste 2: informar a abscissa do segundo Ponto Conhecido. Se for informado o valor
de xi, 0 programa tem que retornar o valor de ;.

Informe a absc a do ponto desejado:
1,5

Resultado:

Figura 28 — Resultado do Teste 2 - Segundo Ponto Conhecido
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Tendo sido encontrada a ordenada esperada o Teste 2 pode ser considerado como

bem sucedido.

Teste 3: informar a abscissa do terceiro Ponto Conhecido. Se foi informado o valor

de x,, 0 programa tem que retornar o valor de y».

Informe a abscissa do ponto
4

Resultado: 3

Figura 29 — Resultado do Teste 3 - Terceiro Ponto Conhecido

Tendo sido encontrada a ordenada esperada o Teste 3 pode ser considerado como

bem sucedido.

Teste 4: informar a abscissa do Ponto Desconhecido.

Resultado: ©

Figura 30 — Resultado do Teste 4 - Ponto Desconhecido
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6 DESENVOLVIMENTO COMPUTACIONAL DO METODO DE INTERPOLAGAO
POLINOMIAL DE LAGRANGE - FORMA INDIRETA

Como visto antes, neste trabalho foram apresentadas as formas Direta e Indireta
para calcular a ordenada de um ponto desconhecido a partir de sua abscissa, usando o
Método de Lagrange.

Na Forma Direta foi usada a formula do Método para, aplicando as coordenadas dos
pontos distintos conhecidos e a abscissa do ponto desconhecido, ser obtida a ordenada
procurada.

Na Forma Indireta foi usada a férmula do Método para, aplicando as coordenadas
dos pontos distintos conhecidos, ser obtido o polinbmio interpolador e, a este, foi aplicada a
abscissa do ponto desconhecido para ser obtida a sua ordenada. Dessa forma, ganha-se
tempo quando ha varios pontos desconhecidos a serem calculados uma vez que se faz a
aplicacao da férmula do Método uma unica vez e, depois, basta usar o polindmio quantas
vezes forem necessarias.

Na Forma Indireta, portanto, o objetivo € calcular os coeficientes de cada termo
em x do polinébmio interpolador p,(x); entretanto, ndo foi apresentada uma férmula para
calculo desses coeficientes. Logo, o primeiro passo necessario é justamente deduzir esta
formula para, somente entao, poder implementar os céalculos de cada coeficiente usando
uma planilha eletrénica e um programa de computador.

6.1 Determinacdao de uma Formula para Calculo dos Coeficientes do Polinémio
Interpolador

Analisando as equacodes 2.10, 2.11 e 2.12 descritas na secéo 2.3 percebe-se que
o denominador de cada Ln(x) é calculavel a partir das abscissas dos pontos conhecidos
(com a abscissa x,, participando de todos os fatores sendo subtraida de todas as demais
abscissas, num total de n fatores e ndo n + 1), pois a variavel x ndo € usada no denominador.

A partir dessa observacao, analisando a equacéo 2.2 descrita na se¢ao 2.3, e
considerando que o numerador de cada L,(x) € um polinémio de grau n*' é possivel
reescrever a equagao 2.2 da seguinte forma:

p(x) = ly)—ZNo(x) + é—llNl(x) TR [y)—"n/vn(x). (6.1)

Onde D; é o denominador de L;(x) e N;(x) € o numerador de L;(x), que € um polinbmio
em x de grau n.
Cada N;(x) sera da seguinte forma:

21 Ln(x) tem grau IGUAL a n e nao MENOR OU IGUAL a n.
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N,'(X) = OLan + Ol(n_]_)X(n_l) + -+ a1 X + ap. (62)

Cada coeficiente o de Ni(x) deve ser multiplicado pelo seu respectivo ( yi/ Di) e 0s
coeficientes de p, (x) serao determinados pelo somatério de cada uma dessas multiplicagdes
agrupadas em termos de mesmo grau.

Algebricamente, a ideia € a seguinte:

No(X) = a,,x” + a(n—l)X(nil) 4+ agx + o
Ni(x) = BnX" 4 Bn-1yx\™ D + - 4+ B1x + Bo
Na(x) = ¥nx" + ’Y(nf1)X(”_1) + o FMxX+ %

Entao, agrupando os coeficientes pelo graus dos respectivos termos:

pn(X) = (g_ooan + g_llﬁn + -+ ﬁwn) Xn+

- (&an_l + %ﬁn—l ot ﬁwn_1> x4
1

Do D (6.3)
+--+

Yo n Yn
+ (Doao+ Dlﬁo+ + ano).

Conclusao: se for possivel definir uma forma de calcular cada um dos coeficientes
de cada um dos numeradores sera possivel definir os coeficientes de p,(x).
Agora, fazendo uma avaliacao isolada de Ny(x):

No(x) = (x — x1)(x — x2) ... (x — xy)-

No(x) = apx™ + a(n,l)x(”_l) + -+ ox + ag.

Percebe-se que este polindbmio é expresso pelo produto de n fatores na forma (x —
X;) e, portanto, as n raizes deste polinémio sé&o x;, i = 1a n.

E possivel seguir raciocinio analogo para todos os demais numeradores N,(x),
apenas tomando o cuidado de que a abscissa que ficara de fora dos fatores € justamente a
abscissa de mesmo indice que o polindmio do numerador (x,). Por exemplo, na expressao
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de Ny(x), ndo aparece Xy, ha expressao de N, (x), ndo aparece xi, ha expressao de N,(x),
Nao aparece x,, e assim por diante, até que na expressao de N, (x), nao aparece x,,. Por
isso € que o grau de N, (x) é IGUAL a n, pois sempre havera um dos n + 1 pontos distintos
conhecidos ficando de fora.

O préximo passo seria trabalhar algebricamente sobre a expressao de Ny(x)
efetuando as varias multiplicacdes distributivas com o objetivo de encontrar uma expressao
completa deste polindmio e tentar achar nessa expressao um padrao que possa auxiliar a
calcular cada um dos n + 1 coeficientes. Mas nao é preciso gastar tempo fazendo isso,
porque as Relacdes de Girard?® [13] [14] [15] ja ddo a resposta necessaria para este
problema.

Assim, a partir dessas relagdes, é possivel afirmar:

a, = 1, porque, por definicao do Método, todos os L(x) possuem coeficiente do
termo de maior grau igual a 1, para facilitar os calculos.

o = (=1)"8"(xy + x4+ - + Xp).

o = (1) (xyx2 + x1x3 + - - + Xp—1X,) , QUe € a soma dos produtos das
raizes, agrupadas duas a duas.

o3 = (—1)""8"(x1x0x3 + X1X2X3 + * - - + Xp_2Xa_1Xn) , qUE € @ soma dos produtos

das raizes, agrupadas trés a trés.
o = (—1)""8"x1x:x3 . .. X, , quUe € 0 produto de todas as raizes.
A partir desse raciocinio, sera possivel automatizar o processo.

6.2 Calculo pela Forma Indireta Utilizando uma Planilha Eletrénica

Novamente, o desenvolvimento a ser feito comecgara pelo o primeiro cenario usado
na secao 4.1.

a) Ha DOIS pontos distintos conhecidos, e sera usada a forma indireta:

Inicialmente, é necessario organizar a forma como os dados conhecidos serao
dispostos na planilha. Nao sera possivel partir da mesma planilha usada no Capitulo 5
tendo em vista que os calculos a serem desenvolvidos sdo bem diferentes. Dessa vez, os
valores de x e os valores de y serdo colocados na vertical (como vetores coluna). Usando
os valores do item (a) da se¢ao 4.1 sera produzido:

22 Girard, Albert. (1595 — 1632), foi um brilhante matematico francés que fez diversas e importantes
contribuicbes para o avango da matematica, especialmente na area da algebra. Foi o primeiro a usar os
termos sin, cos e tan para as fungdes trigonométricas. O resultado dos seus estudos acerca da regra de
formagao dos coeficientes dos termos de um polindbmio a partir da soma e dos produtos das raizes é o que
usaremos neste trabalho.
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5
B n X fix)
7 0 5 4
8 1 14 13
9

Figura 31 — Armazenamento das Coordenadas dos DOIS Pontos Conhecidos

Seguindo 0 mesmo padrao das planilhas do Capitulo 5, as células de fundo amarelo
sao aquelas nas quais as informacdes devem ser inseridas. Todas as demais sao calculadas
pela planilha (fundo bege) ou sao fixas (demais células).

A formatagédo da planilha que esta sendo desenvolvida aqui ndo precisa ser
necessariamente seguida, mas ela ja esta sendo montada de forma a receber mais pontos
a medida em que aumenta a complexidade dos cenarios.

Em um quadro a direita, seguindo as mesmas linhas do indice dos pontos conhecidos,
sera calculado cada denominador D, e cada coeficiente ( v, /D, ) de acordo com as formulas
vistas na secéo 6.1. Neste caso em que ha apenas dois pontos, Dy = (xo — x1) € D; =

(x1 — Xo)-

5

3 n X fx) Dn Yn f Dn

i 0 5 4 -0|- pAdaaaaaaaaAaa
8 1 14 13 9 et IE LI
9 ~

Figura 32 — Inclusao de Quadro para Calculosde D, e (y,/D,)

Observe-se que muitas casas decimais estdo sendo usadas para que nao seja
perdida precisdao, mas isso fica a critério de cada um. Sera visto mais tarde que uma
quantidade de casas decimais muito grande pode produzir alguns “desconfortos”.

Em seguida, em um outro quadro ainda mais para direita, serdo calculados os
coeficientes do Numerador N,, sempre lembrando que, por definicdo, o coeficiente do
termo de maior grau sera sempre 1.

Neste caso em que h& apenas dois pontos, o coeficiente de grau 0 de N, sera o
préprio x; (com sinal trocado, pois o grau do polinbmio € 1 e o grau do coeficiente que esta
sendo calculado é 0, logo, (—1)'7% = —1) e o coeficiente de grau 0 de N; sera o proprio x,
(com sinal trocado, pelo mesmo motivo ja exposto). Isso vem das Relacoes de Girard, que
indica que o coeficiente do termo de grau 0 sera o produto de todas as raizes e cada N,
aqui possui apenas uma raiz que € o outro x). Assim:
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Coeficientes Nn
ﬂ n X fix) Dn Yn f Dn Graul | Grau0

0 5 4 |- P 1 -14

1 14 13 9 lidiiiiiasasasssl 1 -5

|

Figura 33 — Inclusao de Quadro para Calculos dos Coeficientes de N,

Este quadro recém incluido tera todos os coeficientes a,, € B,.
O préximo passo é multiplicar cada um desses coeficientes «,, e B, pelo respectivo
# e isto tem que ser feito para cada indice (dado pela linha) e para cada grau em separado.
n
Necessario perceber que o que esta sendo feito aqui é construir, pouco a pouco, cada
elemento que esta na Equacgéao 6.3.

Coeficientes Nn Coeficiente de cada Termo
Dn ¥n f Dn Graul | Grau0 Grau 1 Grau 0
-0|- B T 1 -14 -0,4434343484248 | §,2222222222232
9 1, 2i8ioiiiio0l 1 -5 1444444444 -7,222232323

Figura 34 — Inclusédo de Quadro para Multiplicar os Coeficientes por (y, /D, )

Finalmente, o ultimo passo é somar todos os coeficientes encontrados que se refiram
ao mesmo grau. Basta, entao, implementar uma soma na vertical deste ultimo quadro
inserido.

Esta linha onde ficardo os somatorios, contera os Coeficientes Finais de p,(x) e é a
resposta final que se busca com a forma indireta, uma vez que eles indicardo a expressao
do polindbmio intepolador.

Coeficientes Nn Coeficiente de cada Termo
Grau 1 Grau 0 Grau 1 Grau 0
1 -14 - 0,444 (/2223333333332
1 -5 1444444444 -7 22223207
Coeficientes Finais ==> 1 -1 |

Figura 35 — Linha de Somatorio que Traz os Coeficientes Finais de p,(x)

O resultado final, indica que o coeficiente do termo de grau 1 é 1 e o coeficiente do
termo de grau 0 é — 1, o que produz p,(x) = x — 1, que é a resposta ja conhecida para
este cenario.

O principal objetivo da forma indireta € achar a expressao do polindmio interpolador,
o que foi atingido. A partir desse resultado, evidentemente é possivel aplicar o valor de
abscissa de um ponto desconhecido, aplicar-lhe a poténcia correspondente a cada grau e
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multiplicar os respectivos coeficientes, gerando como resultado final, o valor da ordenada
deste ponto desconhecido.

Para tanto, basta serem incluidas duas linhas, como feito na planilha do Capitulo
anterior, para que seja possivel ao usuario informar a abscissa do ponto desconhecido e
receber a ordenada como resultado.

Neste cenario, entdo, o célculo da ordenada do ponto desconhecido se dara
simplesmente multiplicando sua abscissa por 1 e subtraindo a quantidade 1.

Abaixo, planilha completa ja com as linhas das coordenadas do ponto desconhecido:
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b) H& TRES pontos distintos conhecidos e sera usada a forma indireta:

A planilha que acabou de ser montada para o item anterior sera ligeiramente
modificada para que trate um terceiro ponto conhecido. Como agora ha trés valores para y
e trés valores para x, a estrutura ja criada sera ampliada para que passe a conter o terceiro
valor das coordenadas.

Além disso, o grau de N,, também aumentara e sera necessario adaptar a planilha
para esse novo cenario. Os valores do item (b) da secao 4.1 ja serdo colocados.

Foi adicionada uma nova linha, para o novo ponto e modificadas as férmulas dos
Denominadores, que passam a ter dois fatores cada um:

n X f(x) Dn Yn /Dn

0 0,5 1,25 3.5 0,3571428571429
1 1,5 -0,75 -2.5 0,3000000000000
2 4 3 8,75 0,3428571428571

DO = (x0 - x1)*(x0 - x2)
D1 = (x1 - x0)*(x1 - x2)
D2 = (x2 - x0)*(x2 - x1)

Figura 37 — Planilha com Uma Linha a Mais. O denominador D passa a ter DOIS fatores.

Os coeficientes também sao ajustados ganhando uma coluna a mais cada um, por
conta do aumento de grau do polinémio L,(x), que passa de grau 1 para grau 2 com a adi¢cao
de mais um ponto conhecido. Os célculos também precisam ser modificados para atender
as Relagdes de Girard. No Grau 0 fica o produto das abscissas, sempre desconsiderando
a do proprio indice (por exemplo, grau 0 de Ny sera x;*x,) € no Grau 2 fica a soma das
abscissas, sempre desconsiderando a do proprio indice (por exemplo, grau 1 de N; sera xq
+ X5). Neste caso, o coeficiente do grau 0 nao ficara com sinal trocado, pois como o grau
do polinémio é 2 e o grau do coeficiente que esta sendo calculado é 0, (—1)>° =1,eo0
coeficiente do grau 1 ficara com o sinal trocado pelos mesmos motivos, pois (—1)*! = —1.
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Coeficiente de Nn
Coeficientes Nn multiplicado por Yn / Dn
Grau 2 | Grau1l Grau 0 Grau 2 Grau 1l Grau 0
1 -5,5 B 0,3571428571429 (- 1,9642857142857 2,1428571428571
1 -4.5 2 0,3000000000000 (- 1,3500000000000 0,6000000000000
1 -2 0,75 0,3428571428571 |- 0,6857142857143 0,2571428571429

Coeficientes Finais ==> 1,0000000000000 (- 4,0000000000000 3,0000000000000

Figura 38 — Matrizes de Coeficientes Modificadas para mais um Ponto Conhecido e mais um Grau no
Polinémio Interpolador

Aplicados os calculos para este cenario especifico da letra (b) da secéo 4.1, a linha
de Coeficientes Finais indica que p,(x) = x*> — 4x + 3, que é a resposta ja conhecida para
este cenario.

Como ja dito, o calculo da ordenada do ponto desconhecido se dara simplesmente
elevando sua abscissa ao grau indicado, multiplicando os coeficientes respectivamente e
depois somando tudo.

Ainda que néo seja necessario, uma vez que o principal objetivo aqui era estabelecer
a expressao de p,(x), o que foi atingido com sucesso, foi feita a validagao da planilha para
os trés pontos conhecidos e para o ponto desconhecido:

Informe o valor da abscissa do ponto a ter sua ordenada calculada: 0,5000

Valor calculado da ordenada do ponto procurado:

Figura 39 — Teste 1 - Usando a Abscissa do Primeiro Ponto Conhecido

| Informe o valor da abscissa do ponto a ter sua ordenada calculada: 1,

| Valor calculado da ordenada do ponto procurado:

Figura 40 — Teste 2 - Usando a Abscissa do Segundo Ponto Conhecido

Informe o valor da abscissa do ponto a ter sua ordenada calculada: L0000

Valor calculado da ordenada do ponto procurado: 3,0000
Figura 41 — Teste 3 - Usando a Abscissa do Terceiro Ponto Conhecido
Informe o valor da abscissa do ponto a ter sua ordenada calculada: 3,0000

Valor calculade da ordenada do ponto procurado:

Figura 42 — Teste 4 - Usando a Abscissa do Ponto Desconhecido

A sequir, a planilha completa:
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Na sequéncia, para demonstrar como as coisas realmente se fecham, e que o que
esta sendo desenvolvido aqui é consistente, é possivel verificar como essa planilha de trés
pontos conhecidos se comportara se nela for cadastrado aquele cenario em que ha trés
pontos conhecidos e colineares. Ja foi visto que o Método de Lagrange acaba anulando
o termo de grau 2 e o polinémio permanece sendo uma fung¢ao de grau 1.

Se a planilha estiver correta, o coeficiente de maior grau tera que ser anulado.

Preenchendo a matriz de coordenadas (fundo amarelo) com os valores dos trés
pontos colineares, a planilha produzira como resultado:

Informe o valor da abscissa do ponto a ter sua ordenada calculada: 3,0000
Valor calculado da ordenada do ponto procurado:
Coeficiente de Nn
Coefici MNn multiplicado por ¥n / Dn

n X Fix) Dn Y¥n / Dn Grau2| Graul Grau 0 Grau 2 Grau 1 Grau 0
1] 5 4 45 0, 08BBRRERERRED 1 -24 140 0,08BBERERERRA0 |- 2,1333333333333 | 12,44444444444944
1 14 fl) 36 0,3611111111111 1 -15 50 0,3611111111111 |- 54166666666667 | 18,0555555555556
2 10 9 -20(- 0,4500000000000 1 -19 70 - 0,4500000000000 | 8,5500000000000 (- 31,5000000000000

Coeficientes Finais ==» 1,0000000000000 |- 1 0000000000000

Figura 44 — Teste com TRES Pontos Conhecidos, porém Colineares

E importante notar que o grau 2 acabou ficando com coeficiente nulo e os coeficientes
de grau 1 e 0 foram corretamente calculados, ainda resultando em p,(x) = x — 1, que é a
resposta ja conhecida.

6.3 A Formula Geral Escrita em Formato Iterativo

Neste caso da Forma Indireta, enxergar a iteratividade e os lagos de repeticao pode
ser um pouco mais dificil, pois desta vez a formula ndo da uma indicagédo muito clara. Mas,
usando a planilha eletrénica como guia, fica facil perceber que cada linha segue um célculo
gue se repete (com algumas adaptacdes); entao, € possivel considerar que cada linha pode
ser um laco de repeticao. Dentro de cada linha estdo as colunas dos graus e cada grau
também segue um calculo que se repete (com algumas adaptagdes); entao, é possivel
considerar que cada coluna indicativa do grau pode ser um lago de repeticao.

Portanto, ndo ha uma férmula geral melhor do que a que ja foi encontrada e é a partir
desta que sera construido o algoritmo da Forma Indireta.

6.4 O Algoritmo que Implementa os Lacos de Repeticao

A montagem de um algoritmo para a forma indireta de calculo é uma tarefa bem
mais complicada do que a montagem do algoritmo anterior. Isso porque as Relacdes
de Girard mostram que os coeficientes sdo calculados por somatérios de produtos de
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raizes agrupadas e cada agrupamento contera uma quantidade diferente de elementos.
Por exemplo, o coeficiente do termo de grau 0 é dado pelo produto de todas as raizes do
polinémio (este € facil) mas o coeficiente do termo de grau 1 € dado pela soma dos produtos
das raizes combinadas em grupos de n — 1 raizes; o de grau 2 usa produtos das raizes
combinadas em grupos de n — 2 raizes; e assim por diante.

Uma maneira mais facil de fazer este calculo seria colocar tantos lagos de repeticao,
um dentro do outro, quantas forem as raizes combinadas. Entretanto, isso levaria a um
programa com uma légica nao genérica.

Segue um exemplo pratico das Relagdes de Girard para um polinbmio qualquer
(sem considerar aqui o sinal): se as raizes forem a, b, ¢ e d, o grau 0 tera coeficiente abcd;
o grau 1 tera coeficiente (abc + abd + acd + bcd), com quatro parcelas, cada parcela
composta por um produto de 3 fatores e quatro raizes combinadas trés a trés, gerando
quatro combinacgdes (dai quatro parcelas); o grau 2, tera coeficiente (ab + ac + ad + bc +
bd + cd); o grau 3, tera coeficiente (a + b + ¢ + d); ja 0 grau 4, como ja visto anteriormente,
tera, por definicao, coeficiente 1.

Para achar essas combinagdes no caso do grau 1 é necessario variar o primeiro
fator de a até b, o segundo fator de b até c e o terceiro fator de ¢ até d, impondo trés lagos,
um dentro do outro. Ja para o grau 2 seriam dois lagos. Portanto, uma quantidade indefinida
(ndo infinita) de raizes exigiria a existéncia de um algoritmo diferente para cada quantidade,
0 que € inviavel, pois nao é genérico.

Entdo, o objetivo aqui é encontrar um algoritmo que seja Unico, genérico, que
contemple qualquer cenario, ndo importa quantos sejam os pontos conhecidos.

O algoritmo construido, e mostrado mais adiante, se baseia em quatro ideias béasicas:

1) A quantidade de pontos distintos conhecidos sera definida pelo usuério e,
portanto, ndo sera fixa;

2) A quantidade de pontos a serem agrupados a cada lago de repeti¢cao sera controlada
por uma variavel chamada lteracao e a quantidade de iteracbes sera definida pelo
grau que esta sendo calculado no ciclo corrente, dentro do lago;

3) Havera um vetor de controle de dimensao n — 1, onde serdo guardados os indices
de cada X; usado a cada iteracao;

4) Nao participa do grupo de fatores a serem usados no agrupamento o X; da linha (ou
indice) que esta sendo calculado. Ou seja, no célculo dos coeficientes da linha 0, o
Xo ndo sera usado (e, portanto, ndo podera contar como uma iteracao).

Exemplo pratico para tentar esclarecer: considerando-se o cenario no qual ha 5
pontos conhecidos, no calculo de cada coeficiente s6 poderdo ser usados 4 desses 5 pontos
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conhecidos (é regra do método). Inicializa-se o vetor de controle com o conteudo [0, 1, 2, 3,
4]. Quando for calculado o coeficiente do grau 1, da linha 1, havera grupos de 3 variaveis
(regra dada pelas Relagdes de Girard), sendo o primeiro grupo Xp X2 X3 (ndo sera Xo X1 X>,
pois é necessario ignorar X, uma vez que esta sendo calculada a linha 1) e o dltimo sera
X>X3X,. Entao, serd necessario variar o primeiro fator do indice 0 até o indice 2 (pulando o
1), 0 segundo fator do indice 2 até o indice 3 e o terceiro fator do indice 3 até o indice 4%3.

Assim ndo serdo necessarios varios lagos de repeticao, dentro de varios outros lacos
de repeticdo: basta um lago onde serao evoluidos os indices das variaveis dentro do vetor
de controle, sempre considerando a quantidade de iteracdes; esta quantidade de iteracdes
sera sempre a quantidade de pontos conhecidos, menos o grau a ser calculado, menos um

(este 'menos um’ é a variavel a ser descartada). No exemplo pratico acima, ha 5 pontos
conhecidos e esta sendo calculado o grau 1, logo, a quantidade de iteragdes sera 5—1—1
= 3, que € justamente a quantidade de fatores de cada grupo a ser usado no calculo do
coeficiente daquele grau 1. Se o grau for 0, todas as variaveis serdo usadas, que sao 5,
exceto a referente a linha sendo calculada. Entéo, sera 5-0—-1 =4.

No algoritmo apresentado abaixo, destaca-se:

» Passos 1 a 9 — representam a iteragdo com o usuario para determinar a quantidade
de pontos conhecidos e suas coordenadas, a criacdo dos vetores onde serao
armazenadas essas coordenadas, a criagao do vetor de controle e a matriz onde
ficardo armazenados os coeficientes a medida em que sao calculados;

» Passos 10 e 11 — marcam os lagos principais para céalculo dos coeficientes de cada
linha e, para cada linha, o de cada grau;

» Passos 12 a 14 — define a quantidade de iteragdes e inicializa o vetor de controle
para aquele laco;

» Passos 15 a 19 — representam o lagco mais interno para calculo de cada coeficiente
da linha e grau correntes, onde é aplicada a l6gica de evolugao dos indices dentro
do vetor de controle para definicdo dos agrupamentos;

+ Passo 20 — armazena na matriz de coeficientes (na planilha representada pela matriz
“Coeficientes de N,) o coeficiente que acabou de ser calculado e aplica a ele a
regra de sinal;

» Passo 21 — é o fim do lago principal de dentro (grau);

» Passo 22 — ao final do laco principal de dentro, o algoritmo tera chegado ao
coeficiente de grau n;

23 De fato, 0s grupos serdo:XoX> X3z , XoXoXs , XoX3Xs € XoX3X,. J& que (‘3‘) =4
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» Passo 23 — calcula D,. Ja que ele é unico para cada linha, ndo variando a cada grau,
ele é calculado apds o fim do lago principal de dentro (grau) e antes de ir para a
préxima linha;

» Passo 24 — fim do lago principal de fora (linha). Quando a ldgica ja tiver passado por
todos os graus de todas as linhas, a matriz de coeficientes estara completamente
preenchida, assim como o vetor D,;

» Passos 25 a 31 —calcula “Y,, /D, ” para cada linha e o multiplica por cada coeficiente
da matriz de coeficientes, armazenando na propria matriz o resultado de cada uma
dessas multiplicagcdes (na planilha representada pela matriz “Coeficientes de N,
multiplicado por Y,/ D,”);

» Passos 32 a 37 — lagos para somar os coeficientes calculados encontrando o
coeficiente final de cada grau, que ficardo armazenados num vetor final; no passo
36 ja calcula o valor parcial de Y (ordenada do ponto desconhecido cuja abscissa foi
informada pelo usuario nos primeiros passos) a medida que o coeficiente de cada
termo de P, (x) é calculado;

» Passos 38 e 39 — mostram os resultados finais, apresentando o polinémio
interpolador P, (x) calculado e o valor de Y.

E importante observar que, na vida real, nos casos em que for usada a forma indireta,
a execucgao de toda essa légica de calculo dos coeficientes sera feita uma Unica vez para
cada artefato (“maquina”) e o polinbmio calculado sera armazenado em algum repositério
(arquivo de dados) para que, quando houver a necessidade de calcular a ordenada de um
novo ponto x desconhecido para o mesmo artefato, cujo padrédo de comportamento ainda é
adequadamente representado por este polindmio ja calculado e armazenado, basta acessar
o repositério, buscar a expressao de p,(x) e aplicar o valor de x na sua expressao para
encontrar o respectivo y = p(x). Em outras palavras, e como ja dito anteriormente mais
acima neste trabalho, se ndo houver mudancga no conjunto de pontos distintos conhecidos, o
polindmio interpolador j& estara calculado e armazenado e ndo havera qualquer necessidade
de se refazer o seu calculo.

Essa é uma das principais vantagens da Forma Indireta de utilizagdo do Método de
Interpolag@o Polinomial de Lagrange.

Abaixo, o algoritmo em linguagem natural (portugés nao estruturado):
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- (@@) *+** Inicio do Algoritmo *++*

- {(81) Informar quantos pontos distintos sdo conbecidos -» Qtd

- (8l1) Calcular IndexlLim = Qtd - 1 que & o Limite do Indexador dos Lagos de Repeticdo

- (82) Informar as coordenadas de Lodos o5 pontos distintos conhecidos

- (82) Armazenar nd Vetord as Abscissas dos pontos conhecidos (Serdo n + 1 ocorréncias, de @ a n)
= (82) Armazenar no VeltoryY as Ordensdas dos pontos conhecidos (serdo n + 1 ocorréncias, de & a n)
- (83) Informar a Abscissa do ponto desconbecido -» X

- (83) A Ordenada serd calculada na variavel ¥, gque deverd, nd inicio do programa, receber o valor @
- (8d) Criar Vetor para Armazensmento dos Cdlcuwlos Intermedidrios Dng Yin/Dn

- (85) {ria Matriz dos Coeticientes dos Polindmios Intermedidrios

- (@6) Cria Vetor para Coeficientes de Pnx)

- (87) {ria Vetor para Controle dos Fatores para Calculo dos Joeficientes do Grau (Girard)

- (@E) Criar Diversas Varidvelis para Controles dos Lagos de Repelicio

- (#9) {ria Varidveis para Caloulos Intermediarios

- {18) Indice da Linha recebe o valor &

- {18) Enguanto Linha for menor ou igueal a n (Indice Limite)

- (11} Indice do Grau recebe o valor @

- (11} Enguanto Grau for menor gue n (Indice Limite)

- {12) Calculo de Fator de Dn (apenas <& Linha for diterente de Grau)

- (13) Define quantos Fatores haverd no cosficlente do Graw atwal

- (14) Inicializa Vetor de Controle para Calculo do (oeficiente do Grau Atwal
- (15} Repita até Sair, para Calculo do Cosficiente do Grau

- (16) Repetir tantar vezes guantos fatores existir no Joeficiente do Grau
- {17} Boumular © Produto de MNi, desde gue MNi ndo seja o da Linha atwal
- [(1E) Ajustar o Vetor de Jontrole para Préxima Combinaddo

- {19) 5& o Vetor de Controle tiver chegado a0 Maximo, sair do Looping

- {15} Fim do Repita

- (28) Salva o (oeficientes do Grau calculado no Vetor de Coeficientes para a Linha atval
- [28) Considerar o sinal em funcido das Relacdes de Girard

- [(21) Ir para o Prioximo Grau

- {21) Fim do Laco de Dentro {Grau)

- [22) fo final do Lago de Dentro o Grawe serd n, cujo oseficiente & sempre 1

- (23) Calcula Fator para Calculo do Dn da Linha Atesal & Armazena

- (24} Ir para a2 Prdoxima Linha

- (24) Fim do La(s de Fora {(Linha)

- Meste Ponto todos os Dn e Coeficlentes Mn estio calculados e Armazenados
- {25) Indice de Linha recebs o valor &

- {25) Enguanto Linha for menor ou igual gque o (Indice Limite)

- [26) Calcula Yo ¢/ Dn

- (27) Indice de Grauw recebe o valor @

- {27) Enguanto Grau for menor ou igeal gue n (Indice Limite)

- (2B) Multiplica ¥n / Dn pelo Costiciente do Grau Atsal da Linha Atsal {salvo em {(28))
- [(25) Ir para o Proxime Grau

- (29) Fim do Laco de Grau

- (38) Ir para a Proxima Linha

- {31) Fim do Laco de Linha

- Meste Ponto todos of Coeticientes estdo calculados para cada linha, bastando agora somd-los por grau
- {32) Indice de Grau recebe o valor @

- {32) Enguanto Grau for menor ou igual que n (Indice Limite)

- [33) Indice de Linha recebe o valor &

- (33) Enguanto Linha for menor ou igual gue n (Indice Limite)

- (34) Acumula o Coeticiente do Grau Atwal da Linha Atwal

- [35) Ir para & Préxima Linha

- (35) Fim do Laco de Linha

- [36) Calcula ¥ parcial consideramndo o Graue atual e seu coeficiente fimal ja caloulado

- {37) Ir para o Proxims GRau

- (37) Fim do Laco de Grau

- Meste Ponto todos os Coeficientes Finmais estdo calculados para cada Grau e Y estd caloulado
- (3E&) Mostrar o Polindmio

- (35) Mostrar o Valor de ¥

- (559) **** Fim do Algoritmo *eee

Figura 45 — Algoritmo em Linguagem Natural para Implementacao da Forma Indireta

As observacdes feitas na se¢ao 5.3 referentes ao algoritmo da Forma Direta também
sao validos para este algoritmo, portanto, € desnecessario repeti-los aqui.

6.5 O Programa que Implementa os Lacos de Repeticao

Abaixo, € mostrado o programa que implementa o algoritmo acima descrito para
célculo dos coeficientes do polinémio interpolador. Num primeiro momento, ele ja estara
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com os vetores de coordenadas preenchidos com os valores dos Pontos Conhecidos do
item (a) da secao 4.1:

int Qtd = 2;
int IndexLim = Qtd -

e.WriteLine("I
ontoC C

,] Coef =
[1 CoefFinal
VetorC = ne

int m, j, k, Gr Iteracao, Diferenca;

Soma, Produto, DN;

Figura 46 — Parte Inicial do Programa - Definicdo das Variaveis - Vetores de Coordenadas preenchidos
com as Coordenadas dos DOIS Pontos Conhecidos

Como feito nos outros casos neste trabalho, o programa desenvolvido sera testado
aplicando-se a ele as coordenadas dos pontos ja conhecidos. Os coeficientes calculados e
apresentados no resultado final para o polinbmio p,(x) tém que ser idénticos aos coeficientes
que ja sao conhecidos.
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; n == IndexLim; n++)
DN =

for (Grau = 8; Grau < IndexLim; Grau++)
{
if (Grau != n) DN #= (VetorX[n] - VetorX[Graul);

Iteracae = IndexLim - Grau;
for (int i = 8; i <= IndexLim; i++) VeterC[i] = i;

Soma = @;
while (tru
{
Produto =
Despreza =

for (int i = 8; i <= Iteracao — 1; i++)
{

Produto #= VetorX[VetorC[i]];

if (VetorC[i] == n) Despreza =
}

if (!Despreza) Soma += Produto;
j = Iteracao - 1;

while (j »= @)
{
VetarC[j] += 1;
if (VetorC[j] > IndexLim - Diferenca)
{
j—=1;
Diferenca += 1;

1se

for (k = j + 1; k <= Tteracaos - 1; k++)
VetorC[k] = VetorC[k - 1] + 1;
break;

}

if (VetorC[e] > Qtd - Iteracao) break;

Coef[n, Grau] = Soma * Math.Pow( -1

, IndexLim - Grau) ;
1

Coef[n, Grau] = 1;

if (Grau != n) DN #= (VetorX[n] - VetorX[Graul);

VetorDn[n] = DN;

Figura 47 — Parte Intermediaria do Programa - Logica para Calculo dos Dn
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for (int i = 8; i <= IndexLim; i++)

{

VetorDn[i] = VetorY[i] / VetorDn[il;

for (int t = 8; t <= IndexLim; t++)
Coef[i, t] #= VetorDn[i];

le.Write("Pn(X) = ");
r (Grau = 8; Grau <= IndexLim; Grau++)

CoefFinal[Grau] = @;
for (n = 8; n IndexLim; n++)
CanFFlna Grau] += CueF[n Grau];
if (Grau != 8) Console.Write(" + ");
Y += CoefFinal[Grau] #* Math. Dow(! hrauL

Lle.Write(CoefFinal[Grau] + "X"" + Grau);

.ReadKey();
MriteLine();
WriteLina();
riteline(
riteline(
riteline(
.ReadKey();

Figura 48 — Parte Final do Programa - Légica para Calculo dos Coeficientes Parcias e Finais e
Exposicao dos Resultados em Tela

Com o programa ja pronto, ele seréa testado, aplicando-lhe os cenarios ja conhecidos.
Teste 1: informar a abscissa do Primeiro Ponto Conhecido:

Informe a

Figura 49 — Resultado do Teste 1 - Primeiro Ponto Conhecido

Teste 1 bem sucedido, pois o programa retornou o polinbmio e a ordenada esperados.

Teste 2: informar a abscissa do Segundo Ponto Conhecido:
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Figura 50 — Resultado do Teste 2 - Segundo Ponto Conhecido
Teste 2 bem sucedido, pois 0 programa retornou o polindmio e a ordenada esperados.

Teste 3: informar a abscissa do Ponto desconhecido:

Informe a abscis
18

Figura 51 — Resultado do Teste 3 - Ponto Desconhecido

Teste 3 bem sucedido, pois 0 programa retornou o polindmio e a ordenada esperados.

Mantendo o corpo principal do programa e alterando somente a parte inicial, onde
sao preenchidos os vetores com as coordenadas dos pontos conhecidos, para os dados do
item (b) da secdo 4.1, o programa alterado ficara sendo:
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int Qtd = 3;

int IndexLim = Qtd - 1;
[1 vetorX = { 8.5 ,
[1 vetorY = { 1.2

e.WriteLine("Inf a do ponto d

Pont ReadLine();

ert. ToDouble(PontoChar);

Soma, Produto, DN;

Figura 52 — Parte Inicial do Programa - Definicdo das Variaveis - Vetores de Coordenadas preenchidos
com as Coordenadas dos TRES Pontos Conhecidos

Teste 1: informar a abscissa do Primeiro Ponto Conhecido:

a do ponto desejado:

Figura 53 — Resultado do Teste 1 - Primeiro Ponto Conhecido

Teste 1 bem sucedido, pois o0 programa retornou o polindmio e a ordenada esperados.

Teste 2: informar a abscissa do Segundo Ponto Conhecido:

Informe a abscissa do ponto desejac

Figura 54 — Resultado do Teste 2 - Segundo Ponto Conhecido

Teste 2 bem sucedido, pois 0 programa retornou o polinbmio e a ordenada esperados.
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Teste 3: informar a abscissa do Terceiro Ponto Conhecido:

Informe

Figura 55 — Resultado do Teste 3 - Terceiro Ponto Conhecido
Teste 3 bem sucedido, pois o0 programa retornou o polindmio e a ordenada esperados.

Teste 4: informar a abscissa do Ponto Desconhecido:

Informe a abscissa do ponto desejado:

3

Figura 56 — Resultado do Teste 4 - Ponto Desconhecido

Teste 4 bem sucedido, pois 0 programa retornou o polindmio e a ordenada esperados.

Por ultimo, o programa sera testado aplicando-lhe os trés pontos colineares usados
nos testes anteriores. Mais uma vez, espera-se encontrar um polinémio de grau 1, ja que
séo colineares, como ja foi visto anteriormente.

Abaixo a parte inicial do programa com os vetores de coordenadas preenchido com
os dois pontos conhecidos do item (a) da secéo 4.1 e ainda as coordenadas do ponto extra
(10,9).

int Qtd = 3;
nt Indexlim = Qtd - 1;
1 VetorX = { 85
le[] Vetor¥ = { 84 | 13 , @9 };

, 14, 18 };

Figura 57 — Vetores de Coordenadas Preenchidos com TRES Pontos Colineares
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Executando o programa, informando uma abscissa qualquer igual a 20:

Informe a abscissa do ponto desejac

Pn{X)

Figura 58 — Teste com TRES Pontos Conhecidos, porém Colineares

O coeficiente de grau 2 é calculado pelo programa (ja que ele recebeu 3 pontos)
mas acabou resultando em zero, conforme esperado, e o polinémio final acabou sendo o
esperado: p,(x) = x — 1.

6.6 Validacao Final

Até aqui tanto as planilhas quanto os programas foram testados com os mesmos
cenarios: DOIS pontos distintos conhecidos, TRES pontos distintos conhecidos e nao
colineares, e TRES pontos distintos conhecidos e colineares.

Para concluir esse estudo, sera proposta a execug¢ao de um teste final para validar
tudo o que foi visto até agora, utilizando-se um raciocinio no caminho contrario do que foi
seguido até o momento, qual seja, criar aleatoriamente um polinémio de um grau qualquer,
identificar tantos pontos quantos necessarios com base no grau do polinémio escolhido
e ver se 0 programa construido, a partir deste conjunto de dados conhecidos, chega a
expresséo do polindmio original escolhido calculando corretamente os coeficientes.

Foi escolhido para esse teste o seguinte polinbmio t(x) de grau 4:

t(x) = x* —2,33x> — 6,25x% + 3,5x + 1, 5.

Se sera usado um polinémio de grau 4, entdo é necessario formar um conjunto de
CINCO pontos conhecidos. Escolhidos os pontos, a funcéao foi plotada no GeoGebra onde o
gréafico abaixo foi produzido, destacados os 5 pontos conhecidos escolhidos: A (-2 , 4,14),
B(-1,-492),C(1,-258),D(2,-19,14) e E (3, —26,16).
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As

=10 4
—-15 4

D
—20

-25 1 E

=30 1

Figura 59 — (t(x)=x* — 2,33x3 — 6, 25x? + 3, 5x + 1,5 plotada via GeoGebra

Aplicando as coordenadas desses CINCO pontos conhecidos no programa, a parte
inicial fica assim alterada:

Qtd = 5;
IndexLim = Qtd - 1;

[Jvetorx={-2,-1,1, 32 };
[] VetorY = { 4.14 , -4.92 , -2.58 , ~26.16 };

Figura 60 — Vetores de Coordenadas preenchido com os CINCO Pontos Conhecidos

E como resultado da sua execucgao, para um ponto desconhecido de abscissa na
origem:
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Figura 61 — Resultado do Teste | de Validacao Final

Exatamente o mesmo polindbmio escolhido ao acaso. Obtém-se desta execucao as
coordenadas de mais um ponto desta funcéo: o ponto de abscissa ZERO tem ordenada 1,5.
Aplicando as coordenadas deste ponto adicional no programa:

int Qtd = 6;

int IndexLim = Qtd — 1;

d [1 vetorX = { -2
ible[] VetorY = { 4.14 |

Figura 62 — Vetores de Coordenadas preenchido com SEIS Pontos Conhecidos

E como resultado da sua execugao, com esse ponto adicional que sabe-se pertencer
ao mesmo polinémio de grau 4, foi encontrado um polinémio de grau 5, conforme pode ser
visto abaixo:

Figura 63 — Resultado do Teste Il de Validacao Final

Mas esperava-se um polinémio de grau 4.

Entretanto, deve-se observar que o coeficiente do termo de quinto grau é
-2,7755x10~%7, ou seja, tdo proximo a ZERO que pode ser considerado ZERO. Isto se deve
a questdes de precisdo das variaveis do programa (conforme ja comentado mais acima,
isso poderia gerar algum desconforto), criadas como sendo do tipo Double, ou seja,
precisao Dupla, e que armazenam uma quantidade enorme de casas decimais. Os demais
coeficientes estdo idénticos a execugao anterior e, portanto, este teste pode ser
considerado bem-sucedido.

Adicionalmente, vale comentar que, para os casos em que se utiliza interpolacao
com polinémios de ordem elevada, pode ocorrer o Fendmeno de Runge, descoberto pelo
matematico alemao Carl Runge, e que propde que polinbmios de ordem elevada sdo, em
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geral, pouco recomendaveis para a interpolacao. Para maiores detalhes sobre o Fenémeno
de Runge, veja [16] e [3].
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7 ESTUDO ADICIONAL - O PROBLEMA INVERSO: CALCULAR A ABSCISSA A
PARTIR DA ORDENADA

Até este ponto foi mostrada a utilizacdo do Método de Interpolacao Polinomial de
Lagrange para identificar a ordenada de um ponto desconhecido a partir de um conjunto
de n + 1 pontos conhecidos. Entretanto, no mundo real, nem sempre o problema que se
apresenta é desta forma: a partir da abscissa, se obtém a ordenada.

Pode-se imaginar o seguinte cenario: durante o processo de testagem de uma
maquina nova, o operador afere a temperatura da maquina a cada hora durante o dia
inteiro e esses pares ordenados (tempo, temperatura) sdo considerados como sendo 0s
n + 1 pontos conhecidos. Ao desenvolver 0 método de Lagrange, pela forma indireta, o
engenheiro sabera qual o polindmio que melhor expressa a evolugdo da temperatura ao
longo do tempo de uso desta maquina. Entretanto, existe um limite de seguranca para a
temperatura que a maquina pode alcancar a partir da qual seus componentes internos
podem ser danificados. Entdo, o engenheiro precisa saber em que tempo (abscissa) a
maquina atinge 85% da temperatura limite (ordenada) pois este € o momento em que o
sistema de arrefecimento precisa ser acionado (claro que, certamente, ha a possibilidade de
instalar sensores térmicos que darao start no sistema de arrefecimento, mas o que se busca
neste cenario proposto é a oportunidade de aplicar os estudos feitos). Portanto, ao invés de
a abscissa ser conhecida e o objetivo ser calcular a respectiva ordenada, apresenta-se o
problema inverso: uma ordenada para a qual se deseja conhecer a respectiva abscissa.

Inverter o par ordenado, usando a temperatura como eixo-x € 0 tempo como eixo-y
nao € possivel, pois o resultado ndo seria uma funcédo, uma vez que a temperatura varia
ao longo do tempo e haveria mais de uma imagem para uma mesma abscissa, 0 que
descaracterizaria tal relagdo como sendo uma funcao. Em termos matematicos formais,
o tipo de funcéo polinomial que geralmente encontramos numa interpolacao polinomial,
aquelas que “sobem e descem”, ndo é bijetora e, portanto, ndo é inversivel®*.

A solucao aqui é aplicar o método de “Tentativa e Erro”, também chamado de “Método
Aproximativo” ou mesmo “Algoritmo Aproximativo”. Esse método consiste basicamente em
calcular a ordenada de abscissas diferentes e a cada calculo avaliar se esta ordenada
se aproxima da ordenada-alvo considerando-se uma margem de erro aceitavel. Deve-se
buscar reduzir gradativamente a diferencga entre as abscissas a medida em que a ordenada
calculada vai se aproximando da ordenada-alvo.

7.1 Método Aproximativo com uma Vizinhanca Definida

24 Nao podemos afirmar que toda funcéo polinomial ndo é inversivel. Por exemplo, uma fungéo polinomial de
primeiro grau é inversivel. A fungéo f(x) = x3 é polinomial e ¢ inversivel.
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Quando se sabe mais ou menos em torno de qual abscissa se encontra a ordenada-
alvo, este método deve ser iniciado por esta abscissa.
Exemplo de um passo a passo:

» Usa-se a abscissa X; como ponto de partida. Calcula-se sua ordenada como sendo
Y1, e verifica-se que € MENOR que a ordenada-alvo;

+ Soma-se a abscissa X; um intervalo t. Entdo, calcula-se a ordenada da abscissa X,
que é X; +t, e encontra-se Y5;

— Se Y, for MAIOR que a ordenada-alvo, entdo a abscissa que atinge a
ordenada-alvo estara no intervalo (X;, X,). Neste caso calcula-se uma nova
abscissa X3 = X, - t (reduzindo a abscissa anterior do incremento t), que esta
no intervalo (Xy, X,), e calcula-se sua ordenada;

— Se Y, for MENOR que a ordenada-alvo e MAIOR que Y1, entéo ela esta se
aproximando da ordenada-alvo e, neste caso, calcula-se uma nova abscissa
X3 = X, +t, somando o incremento t, e calcula-se sua ordenada;

— Se Y, for MENOR que a ordenada-alvo e MENOR que Y1, entdo ela esta se
afastando da ordenada-alvo e, neste caso, calcula-se uma nova abscissa X3=
X1 —t, subtraindo o incremento t, e calcula-se sua ordenada;

» Repete-se esse processo até que exatamente a ordenada-alvo seja alcangada ou
até que seja alcancada uma ordenada tao proxima a ordenada-alvo quanto seja
desejavel (a depender da margem de erro considerada como aceitavel).

Algumas considerac¢des importantes acerca desse método:

« Uma escolha ruim para o ponto de partida pode ser muito prejudicial e levar a
um esforco maior para encontrar o ponto desejado, pois ha que se considerar a
possibilidade de haver varios pontos que atingem a ordenada-alvo dentro de um
mesmo intervalo X; +t;

* A partir do estabelecimento de um intervalo (X, , X,, + t) onde estara a ordenada-alvo,
se a reducdo do intervalo t a cada iteragcao for no sentido de dividi-lo por 2, (para
t/2), este processo € conhecido por “Pesquisa Binaria” e traz uma eficiéncia maior
ao processo, otimizando-o. Essa técnica é largamente utilizada em programacéao de
computador;

» Por se tratar de uma fungao polinomial que apresenta um comportamento “sobe-
e-desce” pode haver mais de uma abscissa que atinge a ordenada-alvo. Portanto,
estabelecer uma Unica vizinhanca pode deixar de fora outras abscissas que também
atingiriam a ordenada-alvo.



Capitulo 7. ESTUDO ADICIONAL - O PROBLEMA INVERSO: CALCULAR A ABSCISSA A PARTIR DA
ORDENADA 85

7.2 Método Aproximativo com uma Vizinhang¢a Definida

Quando nao se sabe em torno de qual abscissa se encontra a ordenada-alvo, ndo ha
alternativa sendo iniciar a pesquisa pela abscissa da extremidade do intervalo de validade
do polinémio interpolador, caminhando na dire¢do da outra extremidade, calculando-se e
testando-se o comportamento das respectivas ordenadas para que seja(m) identificado(s)
o(s) intervalo(s) no(s) qual(is) a ordenada-alvo esta localizada. Neste caso, o0 passo-a-passo
€ basicamente o mesmo.

Vale comentar que pode-se usar a derivada primeira para encontrar pontos de
maximo e minimo locais o que pode ajudar a definir vizinhangas, mas como isso ndo é
objeto deste trabalho, fica a cargo do leitor pesquisar, caso tenha curiosidade a respeito.

7.3 O Método de Newton

Newton criou um método aproximativo para, de forma bastante eficiente, calcular
as raizes de um polinémio. Este método parte de um ponto x; que se sabe estar proximo
de uma raiz e vai sucessivamente calculando o proximo ponto x(,_1) pela formula abaixo,
aplicada repetitivamente:

Onde p'(x,) é a derivada primeira de p(x,).

O limite da sequéncia formada por x;, x», X3, . ..., X, calculados a partir da formula
acima € uma raiz de p(x). Este algoritmo apresenta uma convergéncia muito rapida para
a identificagao da raiz do polinémio. Entretanto, vale a pena comentar que ha casos em
que, dependendo do ponto x; inicial escolhido o Método de Newton pode levar a um looping
infinito que faz com que nao se chegue a identificacdo de uma raiz valida para o polinémio
estudado. Qualquer algortimo a ser construido para implementagéao do Método de Newton
precisa ser capaz de identificar tais situacoes e trata-las quando surgirem.

Para finalizar, busca-se esclarecer abaixo duas questées que podem ter surgido
para o leitor mais atento:

(1) A derivada de uma fungéo polinomial da forma

p(x) = apx" + an_1x"1 4+ a, ox"2 + - 4 ax® + a1x + ag
sera da forma

p'(x) =na,x"t+(n—1)a,_1x" 2+ (n—2)a, ox" 3>+ -+ 2ax* + a
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sendo que a regra é muito simples: para cada termo da expressao do polinémio,
0 expoente original ‘desce’ multiplicando o termo e o expoente original € reduzido de 1
unidade. Como resultado disso, o grau cai de uma unidade e o termo independente do
polinémio é eliminado (importente lembrar que este termo possui x com expoente zerado, e,
pela regra, o 0 desce multiplicando o xq e, por isso, o termo naturalmente desaparece).

(2) Até entao, este capitulo falava de identificar a abscissa cuja ordenada é igual a
(ou muito préximo de) uma ordenada-alvo. Mas este método de Newton serve para calcular
as raizes de um polinémio e, portanto, ndo tem relagdo com o problema original. Na
verdade, tem tudo a ver. Se for chamado de €2 o valor da ordenada-alvo, e se for realizada
uma translagao vertical de p(x) no valor de —2, um novo polindmio g(x) é obtido cujas
raizes serao os pontos que atingem a ordenada €2 em p(x) (veja figura abaixo, plotada pelo
software GeoGebra, versao web disponivel na internet):

1
n‘gf 15

O f(x) = x®+2x-3

O g(x) = xX*+2x—-3-5 :
@ A=(25) : A
Root(g) :
O
— B =(-4,0) C
5
O —c=(20 :
+ | Inpu

Figura 64 — Translacao Vertical para uso do Método de Newton na Resolucao do Problema Inverso

O ponto A (2, 5) pertence a f(x) (em verde), com ordenada 5.

Se a funcéo f(x) for transladada verticalmente para baixo em 5 unidades, sera obtida
uma nova fungéo g(x) (em azul), onde g(x) = f(x) — 5 que tem o ponto de abscissa 2 como
uma das raizes (ponto C na figura). Portanto, com uma pequena e engenhosa adaptacao,
€ possivel usar o Método de Newton para determinagao de raizes de polinbmios, para a
resolucéo do problema inverso.
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A partir de um conjunto de pontos conhecidos e/ou observados, o Método de
Interpolagédo Polinomial de Lagrange oferece uma maneira de estabelecer um padrao de
comportamento, descrito através de uma funcao polinomial, que pode ser usado para inferir
outros pontos que sejam aderentes ao padrao estabelecido. Tal Método pode ser usado de
duas formas, neste trabalho batizadas de Direta e Indireta. Na Direta, é usada a formula
geral do método e aplica-se o valor da abscissa do ponto desconhecido diretamente (dai o
nome) na variavel independente para obter o valor da respectiva ordenada; na Indireta,
antes de aplicar o valor da abscissa do ponto desconhecido a variavel independente x,
desenvolve-se algebricamente a féormula geral com o objetivo de obter o polinbmio
propriamente dito (ou, na verdade, os coeficientes de cada termo) para, somente entéo,
aplicar o valor da abscissa do ponto desconhecido para obter o valor da respectiva
ordenada.

Cada uma dessas duas formas possui suas vantagens e desvantagens, e foi visto
que a forma direta € mais Util quando ha uma variagao frequente nos pontos desconhecidos
e que a forma indireta € mais 0til justamente quando os pontos desconhecidos ndo mudam
e entdo o polinbmio é calculado uma Unica vez para, depois, sua expressao ser usada
sempre que for necessério calcular a ordenada de um ponto desconhecido.

Foram apresentadas também as Relacbes de Girard, ainda que de forma néo
profunda uma vez que nado é o tema central deste trabalho mas apenas uma ferramenta
extremamente Util para que os coeficientes do polinémio interpolador possam ser calculados
de forma iterativa e rapida.

Foi visto também como os recursos computacionais podem ser utilizados para
reduzir o tempo gasto nesses célculos e eliminar os riscos de se obter resultados
equivocados por erro humano no processo. Evidentemente, quando ha poucos pontos
conhecidos o risco de erro humano é menor, mas em cenarios com dezenas ou mesmo
centenas de pontos, a possibilidade de fazer o célculo a mao é inimaginavel e o recurso
computacional é fundamental. Entretanto, muitas vezes a percepcéo que as pessoas de
fora da area da computacao tém sobre os métodos computacionais e a programacgao de
computadores lhes da a impressao de ser algo inatingivel e que exige um esforgo muito
grande. Este trabalho tentou desmistificar um pouco isso, mostrando que, mesmo que o
estudante nao saiba programar, a planilha eletrénica, normalmente mais facil de operar,
pode servir como ferramenta muito Util para a implementacao de um método computacional.
De qualquer forma, a apresentacéo de algoritmos escritos em linguagem natural (portugués
nao estruturado) tem por objetivo facilitar a compreensdo da logica do programa
desenvolvido, principalmente para os leitores pouco familiarizados com a programacao de
computadores.

Ao final, como sugestao de estudos adicionais, foram feitos comentarios sobre a
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utilidade da forma indireta de aplicacdo do Método de Lagrange para resolver o problema
inverso, qual seja, obter a abscissa de um ponto desconhecido a partir de sua ordenada.
Na auséncia de uma férmula para resolver esse problema inverso de forma objetiva e
direta, foi apresentado o processo de aproximacao, que consiste em escolher uma abscissa
como ponto de partida e calcular sua ordenada e, a partir deste resultado, e adotando
critérios adequados, escolher uma nova abscissa cuja ordenada é calculada, repetindo tal
processo até que a ordenada calculada atinja a ordenada-alvo. As vezes, ndo é possivel
atingir exatamente a ordenada-alvo e, em outras vezes, muitas itera¢cdes sdo necessarias
para atingi-la e o processo acaba levando muito tempo; nesses casos, 0 usuario pode
estabelecer um critério de parada baseado no quao préximo a ordenada calculada esta
da ordenada-alvo, quando entao o lago de repeticao é interrompido e a ultima abscissa
obtida é considerada como resposta para o problema inverso. Foi, ainda, apresentado o
Método de Newton, que € do tipo aproximativo, criado para determinar as raizes de um
polinémio, e como ele pode ser facilmente adaptado para a solugéo do problema inverso de
uma maneira mais eficiente, uma vez que tal método converge de forma muito mais rapida,
ao ponto desejado.

Considera-se que todos os dez Objetivos Especificos descritos na sub-se¢ao 1.3.2
foram plenamente atingidos, um a um, ao longo dos sete capitulos deste trabalho, na certeza
de que, assim, o Objetivo Geral também foi atingido.

Almeja-se que este trabalho seja util tanto ao professor de matematica quanto ao
professor de informatica, considerando-se aqui uma interdisciplinaridade existente entre o
estudo da matematica, mais especialmente métodos de calculo que envolvem processos
repetitivos, como € o caso do Método de Lagrange, e o estudo de informética com a
aplicacao de planilhas eletrénicas ou mesmo de programacao de computadores. Para o
aluno, em especial, deseja-se que este trabalho tenha estimulado sua curiosidade em
relacdo a possibilidade do uso da matematica para resolver problemas e, ainda, a
necessidade de adentrar o mundo computacional para agilizar e otimizar o tempo
despendido no processo de calculo, deixando que a maquina faga o “trabalho bracal” para
que o tempo possa ser utilizada pelo ser humano para o “trabalho intelectual”.

Como estudos futuros, foi sugerido um estudo sobre a construcdo de modelos
computacionais que implementem o processo aproximativo usando tanto o Método de
Newton quanto um Método de Pesquisa Binaria, fazendo um estudo comparativo de
performance e convergéncia. Outra frente para estudo futuro e continuidade deste trabalho
seria a construgao dos passos de iteragdo entre o usuario e o programa, que nao foram
codificados nos programas aqui desenvolvidos, inclusive usando interfaces padrao GUI
(Graphic User Interface), acoplando ambas as abordagens (direta e indireta) em uma unica
solugéo, com possibilidade de plotagem do Polinémio Interpolador no Plano Cartesiano e
dos pontos envolvidos no problema.
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