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R E S U M O

Uma das estratégias para resolver problemas de otimização com restrições através de 
métodos de penalidade externa faz uso de funções de penalidade não diferenciáveis, o que 
lim ita o uso de eficientes algoritmos suaves para resolver os subproblemas. Em vista desta 
dificuldade, técnicas de suavizar vêm sendo amplamente propostas na literatura. Neste 
trabalho, estudamos a teoria de métodos de penalidade externa, m ostrando suas princi­
pais propriedades e discutindo a dicotomia entre funções de penalidade exata e suaves. 
Trazemos de forma unificada resultados e métodos baseados em funções que suavizam e 
aproximam um a função de penalidade exata. Por fim, apresentamos resultados numéricos 
de comparação do desempenho computacional dos métodos estudados na resolução de 
problemas da biblioteca CUTEst.

P a lav ra s-ch av e : Métodos de penalidade externa, Função de penalidade exata, Função 
de penalidade suavizada, Experimentos numéricos



A B S T R A C T

One of the strategies to solve constrained optimization problems through external penalty 
methods utilizes non-differentiable penalty functions, which limits the use of efficient 
smooth algorithms to solve the subproblems. In light of this difficulty, a great number 
of smoothing techniques have been proposed in the literature. In this work, we study 
the theory of exterior penalty methods. We show their main properties and discuss the 
dichotomy between exact and smooth penalty functions. We present on a unified manner 
results and methods based on functions tha t smooth and approximate an exact penalty 
function. Finally, we present numerical results comparing the computational performance 
of the studied methods on the resolution of problems from the CUTEst library.

K ey w o rd s: Exterior penalty methods, Exact penalty function, Smoothed penalty function, 
Numerical experiments.
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Introdução

Inúmeras aplicações em diferentes áreas como engenharias, setor energético, transporte, 
economia e inteligência artificial recaem em problemas de otimização. Para resolver um 
problema dessa natureza, considerado difícil, vários métodos têm  como filosofia substituí- 
lo por um a sequência de problemas mais fáceis. Como por exemplo, o método de Newton 
para um sistema de equações não lineares, em que um a solução é aproximada resolvendo-se 
sucessivos sistemas de equações lineares.

Outros exemplos são as abordagens de Lagrangiano Aumentado, Programação Qua­
drática Sequencial e métodos de penalidade interna ou externa [3, 15, 22 , 23, 26] que 
transform am  um problema de otimização com restrições em um a sequência de problemas 
irrestritos ou com restrições apenas lineares ou quadráticas.

Neste trabalho, estamos particularm ente interessados nos métodos de função de pena­
lidade externa para resolver problemas de otimização com restrições de desigualdade

minimizar f {x )  (1)

sujeito a Q í ( x )  <  0 , i = l , . . . , m .

em que / , gi : E™ —> E , i =  1 ,m , são funções suaves. Esses métodos, também cha­
mados simplesmente de métodos de penalidade, consideram um a sequência de problemas 
mais fáceis que consistem na minimização irrestrita  de um a função penalizada. Tal função 
é definida pela soma da função objetivo do problema original e um termo de penalização 
da inviabilidade. Este termo consiste no produto de um parâm etro de penalidade, que é 
acrescido a cada novo problema, por um a função de penalidade, fixada para todos os pro­
blemas mais fáceis. Desta forma, distintas escolhas desta função nos fornecem diferentes 
métodos de penalidade.

Uma das mais clássicas é a função de penalidade exata í \  ou simplesmente penalidade 
exata, que foi introduzida por Zangwill [40]. Esta função é uma medida de inviabilidade 
obtida pela composição da norma da soma com a função max{0 , •} aplicada às restrições. 
Zangwill mostrou um im portante resultado relativo ao método de penalidade í \ .  se o 
problema original é convexo e o problema irrestrito tem  um minimizador local, então 
um a solução deste problema, com um parâm etro de penalidade suficientemente grande, 
é também um a solução para o problema com restrições. Todas as funções de penalidade



com essa propriedade são chamadas de exatas [12, 31].
Por outro lado, a função objetivo do problema de penalidade exata não é suave, visto 

que a máximo carece de diferenciabilidade na origem. Do ponto de vista computacional, 
isto lim ita o uso de eh ei entes algoritmos de minimização, tais como os métodos quase- 
Newton, na resolução dos problemas irrestritos. Uma forma de superar esta dificuldade 
consiste em suavizar a função máximo. Em particular, na área de otimização o quadrado 
dessa função é amplamente utilizado em vista da sua simplicidade. Tal suavização, no 
contexto de métodos de penalidade, resulta na função Í 2 também chamada penalidade 
quadrática.

No entanto, esse novo método de penalidade é assintótico, no sentido que não há como 
garantir que um a solução do problema irrestrito seja de fato um a solução do problema 
original. Um dos problemas relacionados a isto, é que as funções penalizadas tornam-se 
cada vez mais mal condicionadas, à medida que o parâm etro de penalidade hca muito 
grande [15, 23, 34],

Diante dessas dificuldades, diversos autores introduziram  famílias de funções que, além 
de suavizar, aproximam a função máximo (veja por exemplo, Bertsekas [3], Zang [13], 
Gonzaga e Castillo [10], e Pinar e Zenios [32]). Em geral, tais famílias podem ser expressas 
através de um a única função definida em E  x E + , na qual a segunda variável determina 
a precisão da aproximação. Neste trabalho, nos referimos a esta suavização como função 
de aproximação suaue.

Deste modo, um novo método para resolver o problema com restrições é obtido, no 
qual os problemas considerados mais fáceis são irrestritos e suaves, cuja função objetivo 
é construída substituindo a função máximo pela função de aproximação suave com um 
parâm etro de aproximação fixado. Assim, quanto mais próximo de zero o parâm etro de 
suavização estiver, menor serã o erro de aproximação entre as funções penalizadas exata e 
suavizadas e, portanto, espera-se que um a solução do problema de penalidade suavizado 
esteja mais próxima de ser uma solução do problema difícil (1) .

Tendo em vista a discussão apresentada e que um número considerável de métodos 
que suavizam um a função de penalidade exata foram propostos nas últimas duas décadas 
[7, 20, 35, 38, 39], apresentamos neste trabalho um estudo, tanto  do ponto de vista teórico 
como computacional, de métodos de penalidade, em especial dos métodos de penalização 
exata e algumas de suas suavizações. Para isto, organizamos este trabalho em quatro 
capítulos.

No Capítulo 1, motivamos e definimos o método de penalidade e provamos sua con­
vergência global. Em seguida, definimos funções de penalidade de interesse neste trabalho 
e mostramos que algumas delas satisfazem uma estimativa local de inviabilidade conhecida 
como condição de error bound. Na Seção 1.3, trazemos um a estimativa local para a taxa 
de convergência do método de penalidade. Em especial, definimos função de penalidade 
exata e provamos que métodos de penalidade diferenciáveis não são exatos.
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O Capítulo 2 apresenta um a discussão mais detalhada dos métodos de penalidade 
exata [37] e suave [22], Na Seção 2 .1 , trazemos condições necessárias e suficientes e esten­
demos resultados apresentados em [15] para penalização exata. Na Seção 2 .2 , mostramos 
formalmente que as condições apresentadas em [22] de fato podem ser utilizadas para 
construir funções de penalidade suaves, para as quais os multiplicadores de Lagrange são 
muito bem aproximados. Por fim, ilustramos o mal condicionamento dos problemas de 
penalidade quadrática.

O Capítulo 3 é dedicado aos métodos com funções de aproximação suave. Apresen­
tamos de forma unificada os resultados e algoritmos encontrados nos trabalhos [20, 35, 
38, 39]. Para este objetivo, estabelecemos condições gerais de modo que qualquer função 
satisfazendo tais condições herde esses resultados. Uma teoria de funções de aproximação 
suave para penalização exata, em espaços mais gerais do que E™, é também apresentada 
em [9].

Por fim, no Capítulo 4 são discutidos resultados numéricos da resolução de problemas 
de otimização com restrições de desigualdade coletados da coleção CUTEst [11] pelos 
algoritmos implementados na linguagem de programação JULIA. Comparamos o desem­
penho do algoritmo de penalidade com as funções exata e quadrática, e dos métodos de 
suavização com as funções apresentadas em [20, 35, 38, 39]. Os resultados numéricos são 
apresentados no formato de tabela no Apêndice A.
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Capítulo 1 

M étodos de penalidade

O objetivo deste capítulo é estudar métodos de penalidade para o problema geral de 
otimização com restrições de desigualdade dado em (1). Para isto, denotamos o conjunto 
viável desse problema por

X  := {x  G E™ | Q í ( x )  < 0 , z = l , . . . ,  m },

o qual é fechado, visto que as funções gi, i =  1 , . . .  ,m , são contínuas, e é assumido ser 
não vazio.

Vamos inicialmente introduzir esses métodos em uma abordagem geral, sem especi­
ficar a função de penalidade. Em seguida, na Seção 1.2, apresentamos alguns exemplos 
clássicos de funções de penalidade e discutimos algumas propriedades. Por fim, na Seção 
1.3, abordamos aspectos da taxa de convergência dos métodos de penalidade que satisfa­
zem um a estimativa local de inviabilidade e definimos penalização exata. As referências 
utilizadas na construção deste capítulo são [1, 14, 15, 22, 23, 33, 34],

1.1 O m étodo

Nesta seção, motivamos e definimos o método de penalidade para o problema (1). Além 
de discutir propriedades dos problemas de penalidade, provaremos sob algumas hipóteses 
sua convergência global. Ademais, fazemos algumas considerações sobre o quão restritivas 
são essas hipóteses e discutimos brevemente alternativas propostas pela literatura.

1.1.1 O p rob lem a de p en alid ade

Começamos esta seção introduzindo um a função que penaliza violações das restrições do 
problema (1), isto é, um a função P  : E™ —>• E + contínua tal que para todo x  G E™

P(x)  =  0, se, e somente se, x  E X.  (1.1)

4



Uma função P  definida como em (1.1) é chamada de funçao de penalidade para o problema 

( ! ) •
Dada P  um a função de penalidade, definimos um a família de funções {(pc}c€R+, tal 

que para cada parâmetro de penalidade c E E + , um a f unção  penalizada  é obtida como 
segue

fficix) := f {x )  +  cP{x)

Observe que fixado c > 0, a função penalizada aparece como um a perturbação da 
função objetivo do problema original, visto que se um ponto i e R n é inviável, o termo 
cP( x ) >  0 penaliza a função objetivo de (1). Por outro lado, em pontos tais que x  E X , 

temos que cP( x ) =  0 e portanto nenhuma penalidade é exercida, e consequentemente 
= f (x ) .  De imediato, temos os seguintes resultados.

P ro p o s iç ã o  1.1. Considere uma função de penalidade P  e um ponto x  E X . Então, para 
qualquer c > 0 fixado,

inf{<pc(x) | x  E E™} < f ( x ) .  (1.2)

Além disso, se para algum c > 0 a função tpc é limitada inferiormente, então o problema 
(1) é limitado inferiormente e <pc é limitada inferiormente para qualquer O c .

Proua. A primeira afirmação decorre da condição (1.1) visto que

i n í {pc(x) | x  E E™} < ipc(x) = f ( x )  +  cP(x) = f (x) .

Suponha agora que tpc é lim itada inferiormente para algum c > 0. Então da últim a 
relação segue que o problema (1) é limitado inferiormente, além disso para qualquer c > c 
vale que

AÁX) = f ( x ) +  cP(x) < f ( x )  +  cP(x) = ifc(x),

o que prova a últim a afirmação, visto que tpc é lim itada inferiormente por hipótese. ■ 
Em particular, o resultado acima m ostra que qualquer minimizador da função penali­

zada fornece um limitante inferior para o problema original.
Considere então o problema de penalidade, um problema irrestrito que depende do 

parâm etro de penalidade c > 0 e da variável x  E E™, dado por

(Pc) minimizar ipc(x) = f ( x )  +  cP(x ) 

sujeito a x  E E™.

Vamos discutir algumas relações entre a família de problemas de penalidade (Pc) e o 
problema (1). Com este intuito assumimos que o problema de penalidade sempre tem 
solução. No final da presente seção, discutimos brevemente essa suposição.
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H ip ó te se  1. Seja P  uma funçao de penalidade. Para cada c > 0 dado, existe um ponto 
x(c) G E™ tal que

x(c) G argmin{(/?c(x) | x  G E™}. (1.3)

Sob a hipótese acima, vemos que se x(c) é viável para o problema com restrições então 
P(x(c))  =  0, o que junto com a Proposição 1.1 m ostra que

para todo x  G X , ou seja, x(c) é tam bém  uma solução de (1).
Infelizmente, as soluções de (Pc) não pertencem a X  em geral. Na verdade, como sugere 

a nomenclatura “método de penalidade externa” , as soluções do problema de penalidade 
normalmente são externas ao conjunto viável do problema com restrições.

Sendo assim, a estratégia para melhorar a viabilidade de x(c) é baseada no seguinte 
raciocínio descrito em [22]: à medida que c aumenta, o custo da violação das restrições 
do problema (1) torna-se mais caro. Assim, espera-se que soluções do problema de pena­
lidade se aproximem cada vez mais do conjunto viável e um ponto de acumulação de uma 
sequência de soluções dos problemas de penalidade resolva o problema original.

Antes de formalizarmos o efeito descrito acima e o método, vamos analisar em um 
simples problema de otimização o comportamento das funções / ,  P  e tp em soluções do 
problema de penalidade, quando c cresce ilimitadamente.

E x em p lo  1.1. Considere o problema de otimização em E  com uma restrição de desigual­
dade

Este problema tem uma única solução x* = — 1, (X  =  (—oo, —l]j, com valor ótimo

Afirmamos que essa funçao satisfaz a condição (1.1) que a caracteriza como uma funçao 
de penalidade para o problema (1.5). De fato, note que

f(x(c))  = <pc(x(c)) = m m p c(x) < f ( x )x£Kn
(1.4)

m inimizar f ( x )  = x 2 

sujeito a g(x) = x  +  1 <  0 . (1.5)

x  G X  = {x  G E  | g{x) < 0} se, e somente se, x  +  1 <  0,

donde segue que x  G X  se, e somente se, P(x)  = 0.
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Considere agora a fam üia de problemas de penalidade,

/ \ O C c 'i Om inimizar <pc(x) :=  x  +  -  m a x ji  +  1, 0 } .

sujeito a x  E R™.

Fixado c > 0, a função penalizada é convexa e diferenciável. Portanto, um minimizador 
x(c ) de pç satisfaz

0 =  V<pc(x(c)) =  2 x(c)  +  cmax{x(c) +  1,0}.

Logo x(c ) =  —c/ ( 2 +  c) ^  X . Além disso, para quaisquer c > c > 0, vale que

2 2 
n u o )  = <  ( 2 T +  =  P W a ) ) -

Ou seja, conforme c cresce o valor da penalidade decresce, e a distância da solução x(c) 
até a solução do problema original x* fica cada vez menor, pois

2 2
Ix(c) — x*\ = --------<   =  Ix(c) — x*\.
1 w  1 2 + c  2 + c  l w  1

Em  particular, dada uma sequência (<+) C E + tal que <+ —> + oo ; definindo x k =  x(ck), 
vemos que

lim P { x k) = lim ——-—— ^ 0  e lim x k = x*.
k ^ - o o  k ^ - o o  ( 2  - | -  Cfc) k —yoo

Por outro lado, à medida que o parâmetro de penalidade cresce, as funções f  e <pc também  
crescem

c c e? é?
'MUc))  = > 2 ^  =  f U U c »  e M c ) )  = J ^ r 2 > =  / M c ) ) .

A Figura 1.1 mostra os minimizadores x k das funções <pCk, para k = 1,2,3,  nos quais 
os parâmetros de penalidade satisfazem C\ <  c2 < c3. Nessa figura podemos observar que o 
ponto x 3 está mais próximo da solução x* do que x 2 e x 1. O mesmo ocorre para <pC3(x3) e 
f ( x 3) que tem valores objetivos piores em relação a <pCk(xk) e f ( x k), para k = 1, 2 , porém  
estão mais próximos do mínimo ótimo f (x*) = 1. Em  particular, vemos que as imagens 
das funções penalizadas e da função objetivo do problema restrito coincidem à esquerda 
da linha tracejada, onde qualquer ordenada é viável para o problema (1.5), enquanto que 
x l , x 2 e x 3 são inviáveis para o problema original.

O b serv ação  1.2. Em  especial, o exemplo acima mostra que em geral as soluções dos 
problemas penalizados são pontos inviáveis para o problema original. Uma importante
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Figura 1.1: Ilustração do comportamento das soluções dos problemas de penalidade.

exceção é dada pela penalizaçüo exata, na qual uma solução do problema (1) pode ser
recuperada com um valor de parâmetro c suficientemente grande, porém finito. Discuti­
remos com mais detalhes a penalização exata na Seção 1.3 e Seção 2 .1 . Em  antecipação, 
no Exemplo í . \  mostramos que uma solução do problema (1.5) pode ser obtida resolvendo 
um único problema de penalidade ao utilizarmos uma função de penalidade exata.

No Exemplo 1.1 vimos que se o parâm etro de penalidade aum enta a inviabilidade de 
a/e) e as imagens de /  e <pc nesse ponto tornam-se mais próximas do mínimo do problema 
com restrições. A seguir mostramos que essas propriedades são mantidas para qualquer 
função de penalidade utilizada. A demonstração que apresentamos: ê baseada em [15, 
Prop. 4.3.4].

L em a  1.3. Seja P  : R” —> R + uma função de penalidade. Então a,s seguintes afirmações 
são verdadeiras para todo c >  õ >  0 :

P(x(cj)  < P(x(c )); (1.6)

f{x(c))  > fíxí<-)): (1.7)

<pc(x(c)) > ifc(x(c)). (1.8)
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Prova. Sejam c,c E R + com c < c. Como os pontos x(c) e x(c) são minimizadores globais 
das funções penalizadas tpc e tpc respectivamente, segue que

f ( x ( c )) +  c P( x ( c )) >  f ( x ( c )) +  cP(x(c)) ,  (1.9)

f ( x ( c )) +  c P( x ( c )) >  f (x(c))  +  cP(x(c)) .  (1-10)

Subtraindo (1.10) de (1.9) e depois simplificando, obtemos

(c — c)(P(x(c)) — P(x(c))) > 0.

Logo, P(x(c)) > P(x(c))  pois c > c o que prova (1.6). A relação (1.7) é im ediata das 
relações (1.6) e (1.9).

Finalmente, note que como x(c) é minimizador da função e 0 <  c < c, temos

Pc(x(c)) < <Pc(x(c)) = f (x(c))  + cP(x(c))  < f (x(c))  + cP(x(c))  = <pc(x(c)),

donde segue a relação (1.8) . ■

1.1 .2  O a lgoritm o de p en a lid ad e e su a  con vergên cia  g lobal

A relação (1.4) garante que o valor ótimo do problema original é limitado inferiormente 
pelo valor ótimo da função penalizada para qualquer c > 0. Em adição, o Lema 1.3 mostra
que um melhor lim itante inferior pode ser obtido à medida que o peso de penalidade é
aumentado. Essa discussão é traduzida em termos matemáticos pela relação

sup ipc(x(c)) = lim <£ck(xk) < f* (1-11)c€R+ cfc-s-+oo

em que /*  denota o valor ótimo de (1) e x(ck) = x h. A pergunta natural que surge é se 
o valor ótimo do problema (1) é atingido no limite acima. Veremos no Teorema 1.5 que 
sob a hipótese da sequência (x k) possuir um ponto de acumulação a resposta é afirmativa. 
Ainda mais, qualquer ponto de acumulação de (x k) é um a solução de (1) . Antes, vamos 
formalizar em termos algorítmicos a discussão feita atê então, isto é, vamos definir um 
algoritmo de penalidade básico para obter um minimizador do problema (1) , conforme 
encontrado em [15, 22, 23].

A lg o ritm o  1.1. Método de função de penalidade básico

DADO: c 0 >  0 

P a r a  k = 0 , 1 , 2 , . . .
C a l c u l e  x k e  a rg m in {(p Cfc(x) | x  e  E™}

E s c o l h a  ck+i > ck 
k = k +  1
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O b serv ação  1.4. M artinez e Santos [23] observam que é aconselhável que x k~l seja 
utilizado como ponto inicial do método aplicado para m inimizar a função <pCfc(-)- E  que, 
em geral, a atualização do parâmetro Ck é feita escolhendo Co =  1 e Ck =  lOc^-i. Ou 
ainda, considerando a estratégia de tomar c0 muito grande (por exemplo, 1024j  e resolver 
um único problema de penalidade, o que nem sempre funciona segundo os autores.

O teorema a seguir se baseia em resultados estabelecidos na literatura [15, 22, 23, 34] 
sobre o algoritmo de penalidade.

T e o re m a  1.5. Seja (x k) uma sequência gerada pelo Algoritmo 1.1 e suponha que Ck —>■ oo. 
Então,

(i) A função de penalidade converge para zero ao longo da sequência (xk), isto é,
P ( x k) —>• 0. Em  particular, qualquer ponto de acumulação de (x k) é viável para
o problema (1) .

iji) O problema (1) é limitado inferiormente e se x* & E™ é um ponto de acumulação 
de (xk), então x* é uma solução de (1) e

lim p Ck(xk) = f(x*).  (1.12)
k—yoo

Prova. Pelo Lema 1.3, a sequência (tpCfc(:rfc)) é não decrescente. Além disso, para quaisquer 
I c G l N e x G X ,  temos

<úco(x°) < Ack(xk) < <úck(x) = f ( x ) .  (1.13)

Portanto, ((pCfe(xfc)) também é lim itada e consequentemente convergente, digamos,

Pck(xk) ->• <p* =  sup{ p Ck(xk) I k E IN}. (1.14)

Por outro lado, novamente usando o Lema 1.3, temos que a sequência (f ( x k)) tam bém  é
monótona. Mais ainda,

f (x° )  < f ( x k) < f ( x k) +  ckP{ x k) =  p Ck(xk) < <p*, (1.15)

o que nos fornece
0 <  ckP ( x k) < ( / ?* -  f (x°) .

Dividindo por Ck e passando o limite, obtemos (z).
Para iji), note primeiro que a limitação de (1) segue diretamente de (1.13). Suponha 

agora que x* G E™ é um ponto de acumulação de (x k), digamos, x k —>■ x* com fC C IN 
um conjunto infinito. Pelo que provamos em (z), temos x* E X .  Portanto, usando (1.13)
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e (1.15), concluímos que

f ( x k) <  p Ck(xk) < f ( x *)>

o que resulta em <p* = f (x*),  provando (1.12). Finalmente, passando o limite em (1.13), 
obtemos

f (x*) = p* < f ( x )

para todo x  E X , o que m ostra que x* é um a solução de (1). ■
O Lema 1.3 garante que a sequência (tpCfc (xkf) é monótona, o que junto com a limitação 

por /* dada em (1.11) implica na existência do limite. Uma questão que está em aberto 
é se vale a igualdade na relação em (1.11) sem a hipótese de existência de ponto de 
acumulação da sequência (x k).

Observe ainda que a limitação do problema restrito decorre da limitação do problema 
irrestrito para algum c > 0. Mas a recíproca não é verdadeira, como m ostra o próximo 
exemplo.

E x em p lo  1.2. Considere o problema de otimização dado por

m inim izar f ( x )  = —x 2 

sujeito a g\(x) = x  — 1 <  0 ,

92(x) = —x  < 0 .

Observe que o conjunto viável do problema acima é compacto X  =  [0,1], portanto esse 
problema é limitado. Por outro lado, considerando a função de penalidade P  : E  —> E  
definida como

P (x ) =  max{0, Çj(x)},
i= 1

vemos que para qualquer c > 0 a funçao penalizada, dada por

Pc(x) = f ( x )  +  cP(x) = <

—x 2 0 < x  <  1,

—x 2 +  c(x — 1) X > 1,

—x 2 — cx x  < 0 ,

é ilimitada inferiormente. Portanto, os problemas de penalidade sao sempre ilimitados.

Em particular, o exemplo acima m ostra que o método de penalidade pode ser ine­
ficiente se a Hipótese 1 não é satisfeita, visto que minimizadores globais do problema 
irrestrito podem não existir.
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1.1 .3  O utras considerações

Destacamos que a convergência global do método de penalidade é assegurada sob a 
Hipótese 1. Entretanto, Izmailov e Solodov [15] salientam que exceto nos casos em que 
as funções penalizadas são convexas ou coercivas, não há como calcular soluções globais 
(pelo menos em geral). Por outro lado, Luenberger e Ye [22] relatam  que não é necessário 
obter um minimizador exato da função penalizada a cada iteração do Algoritmo 1: se um 
minimizador aproximado do problema de penalidade é obtido, isto é,

X k(xk) <  min p Ck( x ) + £ ,x£Kn

então é possível m ostrar que qualquer ponto de acumulação x  da sequência (x k) é viável 
para o problema original e

f ( x ) + £  < f(x*),

com x* um minimizador ótimo de (1). Generalizando esta discussão, apresentamos a 
seguir um algoritmo de penalidade relaxado para resolver o problema (1). A condição 
im posta na Hipótese 1 é relaxada para

H ip ó te se  2. Existe c, > 0 tal que in f{p fix )  \ x  £ IR™} > — oo.

Note que devido à Proposição 1.1, <pc é lim itada inferiormente para qualquer Co >  c, o 
que garante a boa definição do algoritmo abaixo.

A lg o ritm o  1.2. Método de penalidade relaxado

DADOS: c 0 >  c, £ 0 >  0 

P a r a  k =  0 , 1 , 2 , . . .
C a l c u l e  x k £ E™ | ipCk(xk) < in f{<pCk(x) \ x  £ E™} +  ek 
E s c o lh a  ck+i > ck e 0 <  ek+i < ek 
k = k +  1

Estabelecemos no próximo teorema a convergência do Algoritmo 1.2 .

T e o re m a  1.6. Suponha que a Hipótese 2 é satisfeita, considere uma sequência (x k) gerada 
pelo Algoritmo 1.2 com ck —> oo e defina ê := lim ek . Então,fc—)>oo

(z) O problema (1) é limitado inferiormente.

iii) Se x  e R "  é um ponto de acumulação de (x k) e /* =  in f{ /(x ) | x  £ X } ,  então x  é 
viável para o problema (1) e

f* < f ( x )  < /* +  ê.

12



(iii) No contexto do item anterior, se ê = 0, entao x  é urna solução de (1) e /* é um  
ponto de acumulação da sequência (ipCk(xk) ) .

Prova. Considere z E X  arbitrário. Então,

<Pc0(x°) -  e0 < inf{í/?C0(Y) | x  E E™} <  <pCo(z) = f ( z ) ,

provando (z).
Para iii), considere k E IN fixado. Dado x  E X  temos

f ( x k) < f ( x k) + ckP ( x k)

=  Pck{x k)

< in f{ p Ck{x) I x  E E™} +  £k

< tpCk (x) +  £k 

= f { x ) + £ k.

Consequentemente,

f { x k) <  p Ck{xk) < f * + £ k <  f * +  £o, (1-16)

em que /* =  in f{ /(x ) | x  E X } .  Portanto, para todo k E IN temos que

0 < c kP ( x k) <  / * + £ o -  f ( x k). (1.17)

Por outro lado, como x  é um ponto de acumulação de (x k), existe um conjunto infinito 
/C C IN tal que x k —>■ x. Assim, dividindo (1.17) por ck e passando o limite sob a 
subsequência, obtemos P(x)  = 0 , provando a primeira afirmação de (n).  Agora, note que 
(1.16) implica f ( x k) <  /* +  £k, o que imediatamente resulta

/* <  f { x )  < f * + £ ,

concluindo a prova de (ii).
Finalmente, note que a primeira afirmação de (iii) segue diretamente de (ii). Além 

disso, de (1.16) decorre
f ( x k) < p Ck(xk) < f * + £ k.

Passando o limite na expressão acima sob a subsequência convergente, obtemos que 
ipCk(xk) —>■ /*, concluindo a prova. ■

Uma outra alternativa para enfraquecer a exigência da Hipótese 1 é modificar a função 
de penalidade. Ao invés de considerarmos o problema de penalidade um problema irres­
trito, poderíamos incluir na função de penalidade apenas restrições que são difíceis de 
lidar, enquanto que restrições simples, tais como restrições de caixa, poderiam ser m anti­
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das intactas. Assim, o problema de penalidade tom aria a forma

minimizar f ( x )  +  cP(x) ,  x  G X 0, (1-18)

em que P  : E™ —> R + é um a função contínua satisfazendo P(x)  =  0, se e somente se, 
x  E X 0 com I d o  em que Xq.

Uma das principais vantagens da configuração acima é que a Hipótese 1 pode ser 
enfraquecida. Por exemplo que X 0 seja um conjunto compacto. Como discutido em 
[1], essa é um a hipótese pouco restritiva na maioria dos casos práticos, um a vez que as 
variáveis geralmente estão limitadas inferiormente e superiormente. Os resultados que fo­
ram  apresentados nesta seção permanecem válidos sob a configuração (1.18). Entretanto, 
as demostrações requerem mais detalhes que omitimos neste trabalho, mas podem ser 
encontradas em [1, 34],

1.2 Funções de penalidade

Apresentamos agora exemplos de funções de penalidade que serão im portantes para a 
discussão das próximas seções. Em seguida trazemos algumas definições e mostramos que 
algumas funções de penalidade satisfazem um a estimativa local de inviabilidade conhecida 
como condição de error bound.

1.2.1 E xem p los

Considere a função auxiliar

[•]+ : R  “̂ R +

t H>[f] + =  max{0 ,f}.

Utilizando a função [•]+ podemos dizer se um ponto é, ou não, viável para o problema 
(1) , visto que

[9i(x )\+ =  0, Vi =  1 , . . . ,  m , se, e somente se, x  G X .

Portanto, temos um a caracterização do conjunto viável X  que nos permite definir 
diversas funções de penalidade para o problema (1) como vemos a seguir.

A  fu n ção  de  p e n a lid a d e  e x a ta  í \

Uma das mais clássicas funções de penalidade da literatura, conhecida como função de 
penalidade exata í \  ou simplesmente penalidade exata foi introduzida por Zangwill [40],
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a qual é definida conio

4 W  := 5 ^ ^ ^ +  =  II [5'W]+Ul’ (L19)
i= 1

em que denota o vetor em E m cuja z-ésima entrada é dada por [gí{;x)\+.
Observamos que a função de penalidade í \  já  foi introduzida no Exemplo 1.2 e o termo 

"exala" é devido à propriedade de poder obter um minimizador do problema original via 
o método de penalidade em que P  =  £t.. Essa discussão será feita com mais detalhes nas 
Seções 1.3 e 2 .1.

U n  Í 9 i ( x ) ]  +

Figura 1.2 : Representação da função [<&(•)]+•

Normalmente pontos ótimos para  um problema de otimização com restrições são tais 
que alguma das restrições é ativa, isto é, gi(x) =  0 para algum i e  {1 , . . . ,  m}, e como 
ilustrado na Figura 1.2 a função de penalidade exata não é diferenciável nesses pontos.

A  fu n ção  de  p e n a lid a d e  £2

Uma forma de superar a falta de diferenciabilidade da função í \  é suavizar a função 

auxiliar [-]+ utilizando a função t H» -([í]+ )2-
Considere então a função de penalidade suave fg, também chamada de penalidade 

quadrática,
m 1 1

c w  =  p w * ! .  ( i .2o)
t i w w

Essa função já  foi apresentada no Exemplo 1.1. Alguns autores como [1, 15, 23] definem 
a função de penalidade quadrática sem a constante 1/2. Neste trabalho, seguimos a
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definição dada em [22, 34] que permite eliminar a  constante ao calcularmos a derivada

Na Figura 1.3 é comparada a penalização im posta pela função max{0, •} (representada 
em azul) e a suavizaçãõ max{0, -}2 (representada em vermelho) em pontos X G K®' tais que 

\gi(x)\ < 1/2. Note que diferentemente de [</»(•)] + > a função ( [á/í(•)]+ )2 ê suave em pontos 
x  G que possuem alguma restrição ativa. Observe ainda, que em um  ponto x  X  
para o qual g U )  >  0 , o valor de penalidade imposta pela função suavizada é menor do 
que a dada pela função não suave, isto á? [gi{x)) + > ([(/í(^)]+)2-

n

Figura 1.3: Comparação entre o valor de penalidade das funções [-]+ e ([•]+)"

U m a  fam ília  de  funções de  p e n a lid a d e

Mais geralmente, considerando r  >  0 e s > 0 ambos positivos podemos definir a seguinte 
função de penalidade

1
p (x ) :=  -

0 = 1

E m  particular, se r  =  s = 1 a função de penalidade í \  é obtida, enquanto que consi­
derando r = s = 2 recuperamos a função de penalidade f2- Destacamos ainda, as funções 
de penalidade í p obtidas considerando r  =  p  e s =  1

1

4 (*) =
p u

!>

I
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Em particular, se p > 1 a função £p(x) =  - |l  [s,Or )] + llp> em que || • ||p é a norma p  em Rm.
P

Outras funções de penalidade podem ser definidas. Por exemplo, [22, Exe. 2] analisa 
um a classe de funções de penalidade dada por x  e-> x TYx,  com T e  Rraxra um a matriz
definida positiva. Uma classe mais geral de funções de penalidade é também considerada
em [22, 23] dada por P(x)  = fi([g(x)]+) em que fi é tal que P  é contínua e satisfaz a 
condição (1.1) que a caracteriza como uma função de penalidade.

1.2 .2  U m a estim a tiv a  loca l de inv iab ilidade

O principal resultado que apresentamos nesta subseção diz respeito a um a estimativa local 
de inviabilidade conhecida como condição error bound [24], Esta propriedade desempe­
nha um im portante papel em derivar relações de dualidade, na análise de sensibilidade/ 
estabilidade, nas estimativas de limite de erro e taxa de convergência de métodos computa­
cionais [36]. Tal resultado será utilizado na próxima seção para estabelecermos um a taxa 
de convergência dos métodos de penalidade. Antes, algumas definições são importantes. 
As primeiras delas dizem respeito a condições de qualificação das restrições.

D efin ição  1.7. Dizemos que x* E X  satisfaz a condição de qualificação de Mangasarian- 
Fromovitz (MFCQ), quando existe d E R™ tal que

Vgf ix*)Td < 0 V i E I(x*)  : = { i  =  l , . . . , m  gfix*) =  0}. (1-21)

Uma definição equivalente para MFCQ, obtida usando o Teorema das Alternativas, é 
a seguinte: A única solução (x ,p)  g R " x  RQ com r =  |/(x * ) |; do sistema

m
Y  ^ V g t (x*) = 0 Pí > 0 V í e I ( x * )  (1.22)

iei(x*)

é a solução nula (veja [14, Proposição 4-1.3]).

E conhecido que se um minimizador local x* E X  do problema (1) satisfaz alguma 
condição de qualificação (CQ), por exemplo MFCQ, então existe um multiplicador p* E 

R™ tal que

m
v f{x * )  +  Y ^ A ^ g ^ ^ )  =  o ,  ( i . 23 )

i= 1
Qi(x*)p* = 0, i =  1 , . . . ,  m. (1-24)

As condições (1.23) e (1.24) juntas são conhecidas como condições K K T  (Karush-Kuhn- 
Tucker), o ponto x* é dito um ponto K K T, (x*, p*) é chamado de par K KT, e a condição 
(1.24) é chamada de condição de complementaridade. Para mais detalhes recomendamos 
[14, 33],
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Uma propriedade interessante de MFCQ é que esta CQ é preservada localmente, con­
forme vemos no próximo resultado.

P ro p o s iç ã o  1.8. Suponha que x* E X  satisfaz MFCQ. Então existe 5 > 0 tal que MFCQ  
é satisfeita em qualquer ponto x  E B ( x * , 8) C\X.

Proua. Suponha que |/(x*)| <  m . Sejam I  = { 1, . . .  , m } \ I ( x * )  e 7  =  maiz{gi{x*) \ i G /} . 
Assim,

9%(x*) <  7 <  0

para todo i E L  A continuidade de g e o fato de /  ser finito garantem  que existe 8 > 0
ta l que Çi(x) <  0 para todos x  E B( x* , 8) C\ X  e i E L  (Isto pode ser visto notando que
para cada i E I  existe um 8i > 0 ta l que Çi(x) <  0 para todo x  E B(x*,  8f) fl X .  Basta 
então tom ar ó =  min{ãj | i E / } ) .  Portanto, I (x)  C { 1 , . . .  , m }  \  I  =  I(x*) para todo 
x  E B ( x* , 8) fl X .  Por outro lado, se |/(x*)| =  m  é claro que I (x)  C I(x*).

Agora, como x* satisfaz MFCQ, existe d E MC ta l que Xgí(x*)Td <  0 para todo
i E I{x*). Definindo f3 = m ax{V gi(x*)Td \ i E I(x*)}  e Q : E™ —> M por Q(x) = Vgi (x)Td,
temos que

< /3 <  0

para todo i E I(x*).  Usando o mesmo argumento anterior, reduzindo 8 se necessário, 
podemos concluir que

Xgí (x)Td = (i(x) < 0

para todos x  E B( x* ,8) fl X  e i E I (x)  C I(x*).  Isto significa que qualquer ponto em 
B ( x * , 8) fl X  satisfaz MFCQ. ■

O utra condição de qualificação que será im portante no desenvolvimento deste traba­
lho, é mais restritiva do que a condição de MFCQ, no sentido de que menos problemas 
satisfazem essa CQ, mas garante a unicidade do multiplicador p  ta l que (x ,p)  é um par 
KKT.

D efin ição  1.9. Um ponto x* E X  satisfaz a condição de independência linear (LICQ) se 
0 conjunto

{ Xg t(x*) | * G I(x*)}

é linearmente independente.

Para estabelecermos a condição de error bound vamos precisar de dois lemas técnicos 
nos quais consideramos a norma Euclidiana. O primeiro lema é baseado em [21, Cor. 4] e 
m ostra que um a função continuamente diferenciável é uniformemente diferenciáuel.

L em a 1.10. Sejam f  : E™ —> E  uma função continuamente diferenciáuel e x E  E™. Dado 
e > 0 existe 8 > 0 tal que

lf(z) -  €{y) -  VC(y)T(^ - y )I <  e\\x -  y\\
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para quaisquer x, y E B(x ,  8). Em  particular,

V £(y)T(a: ~ v ) <  e\\x -  V || +  Í{x) -  £{y). (1.25)

Proua. Dado e > 0 considere 8 > 0 tal que

I |VÉ( * ) - V£( ã 0 l | < !

para todo x  E B ( x , 8). Assim,

HVÉOr) -  V£(y) II <  | |ve(x) -  VÉ(ãí)|| +  ||V£(x) -  V£(y) ll <  e

para quaisquer x , y  E B(x ,  8).
Agora, fixado y E B(x ,  8), defina h : E™ —> R por h(x) = £(x) — XÇ(y)Tx. Assim,

\\vh(x)\\ = \ \ v a x ) - v a y ) \ \ < s

para todo x  E B ( x , 8). Portanto, denotando d = x  — y, usando o fato de que

y  +  9d =  (1 — 9)y +  9x E B(x,  8) 

e o teorema do valor médio, obtemos

lf(z) - £ ( y )  ~  V£(y)T( x - y ) |  =  \ h ( x ) - h ( y ) \
= \Vh(y + 9d)Td\

< e \ \ x - y \ \ ,

sendo que a desigualdade segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz. Finalmente, (1.25) 
é obtido utilizando a desigualdade triangular. ■

Para o próximo lema, fixado x  E IR™, considere o problema

minimizar \\x — x\\ , s
" " (1.26)

sujeito a g{x) < 0 ,

o qual sempre tem  solução, já  que o seu conjunto viável X  é fechado e || • || é um a função
coerciva. Note que se x  E X , então i é a  solução do problema com valor ótimo igual a
zero. Por outro lado, se x  ^  X ,  então a função objetivo deste problema é diferenciável 
em qualquer solução ãq e, se um a condição de qualificação for satisfeita, vale a relação de 
KKT

Y di^9i{x*) = 0 (1.27)
r tn  ___ rtn

>k >Xj

Ila:* — adi11 11 íei (xt )

para algum y  E
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L em a 1.11. Suponha que x* E X  satisfaz MFCQ. Então existem 6, M  > 0 tais que dado 
x  E B ( x * , 8) \  X ,  qualquer solução x* do problema correspondente (1.26) cumpre MFCQ  
e qualquer multiplicador associado p E R™ satisfaz ||pj| <  M .

Prova. Por contradição, suponha que o resultado não seja válido. Então existem sequências 
(xk) C Rra \  X  e (xk) C X  tais que \\xk — x*\\ < l / k ,  x k é um a solução de (1.26) com 
x  = x k e x k ou deixa de cumprir MFCQ ou cumpre a qualificação mas algum multiplicador 
associado p k C R™ é tal que \\pk \\ > k. Como

||z* -  X*\\ < \\xk -  x k \\ +  \\xk -  x*\\ < \\x* -  x k \\ +  \\xk -  x*\\ < \ ,
k

assim a Proposição 1.8 garante que x k satisfaz MFCQ para todo k E IN suficientemente 
grande, logo devemos ter pela hipótese de contradição que \\pk \\ —>■ oo. Sem perda de 
generalidade, assumimos que

uk

p i í
em que p E R™ é um vetor unitário. Além disto, como I ( x k) C I(x*) temos que p k =  0 
para todo i E I(x*) — I { x k), disto e de (1.27) segue que

EE.k _ iy>k   iy>k   iy>k
r \  X  F  —  / F \  <Xj

I I rpk   ry>k I I ' “ . . .  . . ^ ___ ry*f\
,1, *Áj *Áj  *Áj li

" * " í e p x C  " * " í£i(x*)

Dividindo ambos os lados por \\pk \\ e tomando o limite quando k oo, obtemos

Y  PiVgi{x*) = 0 ,
iei(x*)

o que implica em p  =  0 pela condição de MFCQ (1.22) , gerando um a contradição com
\\p\\ =  1. ■

Estamos agora em condições de provar o resultado mais im portante desta seção: sob 
a condição de Mangasarian-Fromovitz um a estimativa local de inviabilidade pode ser 
obtida. Esta estimativa é conhecida como condição de error bound [24],

T e o re m a  1.12. Suponha que x* E X  satisfaz a condição de MFCQ. Então existem  
constantes M  > 0 e 6 > 0 tais que

dis t (x,X) <  M  max {[^(4:)]+} (1-28)
i£l(x*)

para todo x  E B( x* , 8).

Prova. Sejam 8\ , M \  > 0 cumprindo as condições do Lema 1.11. Aplicando o Lema 1.10
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p a r a  0 <  e <  1 / ( M i m ) ,  segue q u e  e x is te  á2 >  0 ta l  que

v gí{y)T{x - y ) <  e\\x -  y\\ +  gi{x) -  gí{y) (1.29)

para quaisquer x , y  G £>(:r*,á2) e i G I(x*).
Defina 8 =  m in{ái,á2}/2 e tome x  G B ( x * , 8) arbitrário. Caso x  G X ,  a relação 

(1.28) é trivial. Suponha então x  G B ( x * , 8) \ X .  Pelo Lema 1.11, qualquer solução 
x* do problema correspondente (1.26) cumpre MFCQ e qualquer multiplicador associado 
fi G R™ satisfaz ||p,|| <  M\.  Além disso,

||ãq — rc* || <  ||ú* — ú|| +  ||ú — x*|| <  ||x* — ú|| +  ||ú — x*|| < 2 8  < 82-

Por outro lado, como /(ú*) C I(x*),  temos

/V»   /V» /V»   /V»

y ^  /liVgi(x^) = T—-— -7  +  /ítV f t( r ,)  =  0 .
'  rf‘   rf‘ '/V»   /V» /V»   /V»

1 11 iei( x*) 11 h íei (xt )

A ssim , d e  ( 1 . 2 9 )  e o fa to  de  q u e  / q < 7 i ( : z * )  =  0  p a r a  to d o  i G  I ( x * ) ,  v is to  q u e  / ( a q )  C  I ( x * ) ,  

o b tem o s

\\x — aq|| =  (x — X*)T X
llx -  £*11

=  y ^  ^ 9 í ( ^ * ) T ( ^  -  %* )
iei(x*)

< y 2  K£\\x - x 4  +  ^  Hi(gi(x) -  gi(x*))
iÇzI(x*) iÇzI(x*)

= y ^  k 4 x - x 4  +  ^  HiQiix)
iÇzI(x*) iÇzI(x*)

< y 2  m i£ \ \ ^ - ^* \ \  + y 2  m i\.9í(x)\+
iÇzI(x*) iÇzI(x*)

< m M i e \ \ x  — ãq || +  rriMi  m a x  {[(y,í ( ^ ) ] + } ,
i£l(x*)

sen d o  q u e  n a  p e n ú l t im a  d e s ig u a ld a d e  u sam o s  o fa to  de que /q  <  ||q || <  M x. P o r ta n to ,

(1 — rr iMie)  ||ú  — ãq || <  rriMi  m a x  {[(y,í(^ )] + } ,
i£l(x*)

d o n d e  segue que

d i s t ( x ,X )  =  ||x* — x\\ < M  m a x  {[#»(;£)]+},
iei(x*)

„ m M i
p a r a  M  = ---------- —— > 0 .  ■

1 — m M i£
D o T eo rem a  1 . 1 2  p o d e m o s  d e r iv a r  u m a  e s t im a tiv a  lo ca l p a r a  a  in v ia b ilid a d e  d as  

fu n çõ es í v q u e  se rá  de  g ra n d e  u t i l id a d e  n a  S eção  1 . 3  p a r a  o b te rm o s  u m a  e s t im a tiv a  de 

co n v e rg ên c ia  p a r a  o m é to d o  de p e n a lid a d e  í v .
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C o ro lá rio  1.13. Sob as hipóteses do Teorema 1.12, existem constantes Mp > 0  e ep > 0 
tais que

\ m v í v{x)1Ip p > 1,
d i s t ( x , X ) < {  P PK J 1 ’

y M p £p(x) p <  1.

para todo x  G B(x*,ep).

Prova. Pelo Teorema 1.12 existem constantes M ,e  > 0 tais que

dist ( x , X )  < M  max {[&(:£)]+} <  M\\[g(x)] + \\co.
iei(x*)

Da relação acima e a da equivalência entre normas em Rm, para cada função í p em que 
p > 1, existe uma constante M p > 0 tal que

dist ( x , X )  < Mp\\[g(x)\ + \\p = Mp £p(x )1/p,

para todo x  G B(x*,ep) com ep = e.
Para p < 1 observe que a função [<yç(-)]+ é contínua e [Qí(x*)\+ = 0. Então existe 

e > 0 tal que e < e e se x  G B(x*,e)  então [Qí(x)\+ < 1 para todo i =  1 
Consequentemente,

m  M  m

dist ( x , X )  < M^ 2[ g i ( x ) ] + < —  ^2([gí(x)]+)p = M£p(x), 
í=i P í=i

para todo x  G B(x*,ep), tomando ep = e e Mp =  M  segue o resultado desejado. ■

1.3 Taxa de convergência

Nesta seção discutimos um a estimativa local da taxa de convergência dos métodos de 
penalidade dada em [15]. Esta taxa de convergência é estabelecida em relação a valores da 
função objetivo, para os quais uma estimativa local da violação de viabilidade é conhecida, 
isto é:

H ip ó te se  3. Existem uma vizinhança U de uma solução dada do problema (1) e cons­
tantes v  > 0 e M  > 0 tais que

dist ( x , X )  < M  (P(x) )v (1.30)

para todo x  G U .

Observe que a relação (1.30) garante que a distância entre um ponto dado x  G U e o
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conjunto viável X  é lim itada pela medida da violação im posta pela função de penalidade
em x.

No Teorema 1.5 mostramos que qualquer ponto de acumulação de um a sequência 
gerada pelo Algoritmo 1.1 , converge para um minimizador global do problema com res­
trições. Entretanto, do ponto de vista computacional, mais geralmente, é esperado que 
o algoritmo gere soluções locais aproximadas. Tendo isto em vista, o teorema a seguir 
estabelece um a estimativa de taxa de convergência do método de penalidade para o caso 
em que os minimizadores convergem para um a solução local de (1). Em especial, esse 
resultado m ostra algumas situações em que a convergência é finita.

T e o re m a  1.14. [15, Teo. 4-3.12]. Seja f  Lipschitz contínua em urna uizinhança U de 
x* com constante Lipschitz L > 0. Suponha que x* é uma solução local do problema (1) 
e que a função de penalidade P  satisfaz a Hipótese 3 para algum u > 0 e M  > 0. Se as 
sequências (Ck) C R + e (x k) C R™ satisfazem para todo k E IN,

Em  particular, se x* é um minimizador local estrito para (1), entao x k =  x*. 

Proua. Seja k E IN. Da hipótese e do fato que x* E X ,  segue que

' Lck ( x k ) < ipCk(x*), ck ->■ +oo, e x k - E  x* (1.31)

entao, para todo k suficientemente grande as seguintes afirmações sao uálidas:

{]) Se v < 1, entao

(1.32)

e

(1.33)

iii) Se v  >  1, entao

f { x k) = f (x*)  e x k E X.

(1.34)

Vamos m ostrar a afirmação (i). Note que da relação (1.34) e da Hipótese 3 temos que

(1.35)
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para todo x k G U.
Como X  é um conjunto fechado, existe a projeção de x k sobre X  (do fato que X  é 

fechado garantimos a existência da projeção, mas não podemos garantir a unicidade sem 
a hipótese de X  ser convexo). Assim, associe para cada x k um vetor de projeção z k G X .

Por hipótese a sequência (x k) converge para x*, consequentemente (z k) também con­
verge para x*, então para k suficientemente grande temos que z k G U fl X , donde com a 
hipótese de que /  é Lipschitz contínua em U e o ponto x* é um minimizador local obtemos

f{x*) -  f ( x k) < f ( z k) -  f ( x k) < L \\zk -  x %  = L  dist (x k, X ). (1.36)

Logo, juntando (1.35) e (1.36) obtemos

/ ( * • ) - / ( * ‘ ) > c t ( í 2i h C Q ) lfr {U 7)

- H  L M  )  ■ (L38)

Considere agora o conjunto de índices J  := {k  G N | f ( x k) ^  De (1.35) e da
definição de J  segue que

f ( x k) <  f (x*),  

para todo k G J. Reescrevendo (1.38) temos

> (/(;r.) _ > o. (i.39)
C-k

para todo k G J  suficientemente grande. Por outro lado, se k £ J  temos que f ( x k) — 
f (x*)  = 0. Disto, da relação (1.39) e o fato de v  <  1 segue a afirmação (1.32) para todo 
k suficientemente grande.

Para mostrarmos a afirmação (1.33), note que por (1.36) e (1.37), temos

dist (xk , X ) L  >  f (x*) -  f { x k) >  cfc ^ dlSt ^  ,

portanto para v < 1 segue que

( L M \ v/{l~v) ( L M l/v Y Kl~v) 1 , k v .
M [  -----------  =    >  dist (xk, X) .

V Cfc )  \ c k

Finalmente, se v  >  1 então (1 — u) /u  < 0 e como (1.39) também é m antida para v >  1, 
temos que f (x*) — f ( x k) não converge para zero. Consequentemente, o lado esquerdo de 
(1.39) também não converge para zero. Mas note que se J  fosse um conjunto infinito 
a sequência (l/c*,) convergiria para zero devido a (1.31), logo teríamos um a contradição
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com (1.39). Portanto J  é finito. Desta maneira, para k suficientemente grande,

f ( x k) = f (x*)  e x k G X.

Além disso, se x* é um a solução local estrita  de (1), então a últim a relação fornece 
que x k = x*. m

Em particular o item (ii) do teorema acima implica na existência de um parâm etro de 
penalidade em que uma solução do problema de penalidade é também um a solução local 
exata do problema com restrições, como estabelece o resultado a seguir.

C o ro lá rio  1.15. [15, Cor. 4-3.13]. Sob as hipóteses do Teorema 1.35, suponha que x* é 
uma solução local estrita de (1) e v  > 1. Então existe c* > 0 tal que para todo c > c* o 
ponto x* é um minimizador local estrito do problema de penalidade (Pc).

Prova. Suponha por contradição que para cada k E IN, existam cg, >  k e x k ^  x* de modo 
que

x k ^ x *  e p Ck(xk) < Tck{x *) (L4°)

visto que x* não é minimizador local estrito de <pCk(')-
Como Ck —> oo e vale (1.40), o item (ii) do Teorema 1.14 implica que x k = x* para k 

suficientemente grande, o que gera uma contradição, e donde segue o resultado. ■
Dada a convergência global do Algoritmo 1.1, qualquer sequência gerada por esse 

algoritmo que possui um ponto de acumulação, satisfaz a hipótese (1.31) do teorema 
acima. Além disto, vemos que a diminuição de valores de v  < 1 leva a um a taxa de 
convergência mais lenta do método de penalidade. Enquanto que, para valores de v  > 1 
a convergência é finita.

E x em p lo  1.3. Vimos no Corolário 1.13 que sob a condição de MFCQ, as funções de 
penalidade í v satisfazem uma estimativa local da violação de viabilidade como a dada em 
(1.30). Logo, as seguintes estimativas de taxa de convergência dos métodos de penalidade 
í v são válidas de acordo com o Teorema 1.13:

(i) Para p > 1 temos v  =  l / p  < 1, neste caso

0 <  f (x*)  -  f ( x k) < /( } e dist (x k, X ) < Mp /( } •

Note que quanto mais próximo p está de 1 melhor é a taxa de convergência para o 
correspondente método de penalidade í v , mas com a diminuição de p a diferencia- 
bilidade da função í p torna-se pior.

(ii) Já para p < 1 temos v  =  1. Portanto, a convergência é finita para qualquer método 
de penalidade í v em que p < 1. Em  particular, se x* é um minimizador local
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estrito do problema (1), então x* é um minimizador local estrito de <pc(') Vara c > 
c* E E + suficientemente grande, porém finito, pelo Corolário 1.15. Uma função de 
penalidade com essa propriedade é dita exata [1, 15, 22].

Note que para a função de penalidade ser chamada de exata, condições sobre o conjunto 
viável X ,  como MFCQ, e sobre a função objetivo de (1), como a condição de Lipschitz 
contínua, são requeridas.

D efin ição  1.16. [12, Def. 3.1] Uma função de penalidade P  é dita exata para o problema 
(1) se existe um c* > 0 tal que para todo c >  c*, um minimizador global (local) do problema
de penalidade (Pc) é também um minimizador global (local) de (1).

Fazemos agora um a m odesta comparação entre o método de penalidade £2 e o método
de penalidade exata l \ .  Para isso, consideramos novamente o problema de otimização
dado no Exemplo 1.1 em que foi utilizada a função de penalidade quadrática.

E x em p lo  1.4. Considere 0 problema de otimização em  E

minimizar f ( x )  = x 2 

sujeito a g(x) = x  < —1. (1-41)

Lembremos que x* = —1 é 0 único miniminizador de ( l . j l )  e este ponto satisfaz a 
condição LICQ, uisto que Xg(x*) = 1, portanto satisfaz MFCQ. Em  particular x* é 
um ponto K K T  com um único multiplicador de Lagrange associado p* =  2.

Considere a função de penalidade exata £\. Vamos mostrar que se c > c* =  2 então 0

ponto x* é minimizador global do problema

m in im i za r  <pc(x) := x 2 +  c[x +  1]+ (1-42)

sujei to a x  E E.

Reescrevendo a função penalizada <pc, temos

Íx 2 +  c (x  +  1) se x  > —1 ,

x  caso contrário,

logo x(c)  =  —c /2  para c < 2  e x ( c ) =  — 1 para c > 2.

Observe que \p*\ é um limitante inferior para a penalização exata, no sentido que para 
c > \p*\ 0 problema com restrições ( l . j 2) é transformado de form a equivalente em um 
problema irrestrito, ou seja, um minimizador global de ( l . j 2) é também um minimizador 
global de ( l . j l ) , valendo também a recíproca. Tal equivalência entre os problemas restrito 
e irrestritos de penalidade pode ser observada na Figura l . j , que entre outras coisas,
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Figura 1,4:: Comportamento das funções penalizadas para o problema (1 . 11) em que os 
parâm etros de penalidade sâo c\ =  1.5, c-2 =  2 e 0$ =  2.5, e k >  2 . A curva tracejada 
representa o gráfico de /  em pontos inviáveis do problema original.

mostra que para 02, 0-3 > 2 os mínímizadores das funções penalizadas são viáveis e portanto 
coincidem com 0 m inimizador do problema restrito.

Quando considerada a função de penalidade Q obtivemos que para todo c > 0 as 
soluções dos problemas penalizados eram inviáveis para o problema original. Ao passo 
que para a função de penalidade í \ ,  foi suficiente que c > 2 para que um a solução do 
problema original fosse obtida minimizando a função penalizada í \ .

O b serv ação  1.17. Ao considerarmos um método de função de penalidade exata, 0 pro­
blema (1)  pode ser transformado em um único problema irrestrito equivalente, sob condições 
razoáveis (veja a Seção 2A ) para um valor de c suficientemente grande, porém finito. Em  
outras palavras, não é necessário que c cresça ilimitadamente para que uma solução do 
problema com restrições seja obtida pelo método de penalidade.

Por outro lado, desde que a função de penalidade seja diferenciável e o minimizador de
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(1) não anule o gradiente da função objetivo /  (o que não ocorre em geral), um a solução 
do problema de penalidade não pode resultar em um a solução do problema original, seja 
esta solução local ou global [34], como mostramos a seguir.

P ro p o s iç ã o  1.18. Seja P  urna função de penalidade diferenciável. Suponha que x* é 
uma solução local do problema (1) tal que V f ( x* )  ^  0. Então, para todo c >  0 o ponto 
x* não é um minimizador local do problema de penalidade (Pc)-

Prova. Suponha que a conclusão dessa proposição seja falsa. Então existe um c* > 0 tal 
que o ponto x* é um minimizador local de <pc*(')- Assim, pela condição necessária de 
otimalidade de primeira ordem

0 =  V<pc* (x*) = V f ( x* )  +  c* VP(x*) .  (1.43)

Por outro lado, como x* E X  segue que P(x*)  =  0 <  P(x)  para todo x  E R™. 
Consequentemente x* também é um minimizador da função P,  e assim V P (i* ) =  0. 
Disto e de (1.43) segue que 0 =  Vf (x*) ,  o que é um a contradição. Portanto, x* não é 
um a solução local do problema de penalidade. ■

A últim a proposição m ostra que um a função de penalidade diferenciável não alcança 
um minimizador de (1) , dado que um minimizador de um problema com restrições não 
é um ponto estacionário da função objetivo desse problema em geral. Consequentemente 
o parâm etro de penalidade deve crescer ilimitadamente para que um a solução de (1) 
possa ser obtida. Em oposição, métodos de penalidade exatos podem recuperar uma 
solução de (1) com um número finito de iterações, ao custo da não diferenciabilidade dos 
subproblemas de penalidade como vemos por contra-positiva da Proposição 1.18. Diante 
disso, no próximo capítulo estudaremos os métodos de penalidade funções exatas e suaves 
separadamente .



Capítulo 2 

Penalização exata e suave

Até o momento estudamos os métodos de penalidade externa sem especificar necessaria­
mente a função de penalidade. Na Seção 1.3 mostramos que existem métodos de penali­
dade que possuem convergência finita sob hipóteses razoáveis. Em particular, vimos no 
Exemplo 1.3 que as funções de penalidade í v com p < 1 recuperam uma solução exata do 
problema original resolvendo um número finito de problemas de penalidade, essas funções 
são exatas, porém não são suaves. Ainda mais, a Proposição 1.18 m ostra que nenhuma 
função de penalidade diferenciável recupera um minimizador do problema (1) se este não 
for um ponto estacionário da função objetivo desse problema. Logo, é necessário que P  
seja não diferenciável para que seja exata.

Diante disso, neste capítulo estudamos os métodos de penalidade exatos e suaves. 
Primeiro vamos definir um a classe de funções de penalidade que sob certas condições 
são exatas. Discutiremos algumas condições suficientes para penalização exata e uma 
condição necessária. Já  na Seção 2.2, vamos m ostrar que um  multiplicador de Lagrange 
associado a um a solução do problema com restrições pode ser obtido através do método 
de penalidade suave. Ademais, ilustramos como o mal condicionamento do problema de 
penalidade aum enta à medida que o parâm etro de penalidade cresce.

2.1 M étodo de penalidade exata

O caso mais “satisfatório” de penalização exata transform a um problema com restrições 
em um  problema equivalente sem restrições para um parâm etro de penalidade suficiente­
mente grande. Mais especificamente, existe um lim itante inferior c* > 0 tal que

x* G argm in{/(x) | x  G X }  -<=>- x* G argmin{(pc(x) | x  G E™} fi X, 

para todo O c * .
Alguns dos resultados que veremos nesta seção mostram que o limitante inferior c*, que 

transform a o problema original em um problema de penalidade equivalente, é conhecido
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(teoricamente). As principais referências utilizadas nesta seção são [15, 37].

2.1 .1  O p rob lem a de p en alid ade ex a ta

Trazemos nesta subseção definições e resultados necessários para discutirmos condições 
necessárias e suficientes para penalização exata.

D efin ição  2.1. [37] Seja a : Rm —> R uma função conuexa tal que <r(0) =  0. Dizemos 
que a é uma função de distância forte, se existe uma constante positiua á >  0 tal que

v(y )>õ\ \ y \ \ i  (2 .1)

para todo y E Rm.

Dada um a função de distância forte, definimos a função de penalidade

P(x)  = a([g(x)]+), (2.2)

em que [<jf(:z)]+ denota o vetor em R™ cuja Aêsima entrada é [gí(x)\+. Note que P  é de 
fato um a função de penalidade para o problema (1) , pois da convexidade de a em Rm 
segue sua continuidade e, além disso, se x  E X  então [<jf(:z)] + =  0, consequentemente

P (x ) =  (j([g(x)]+) = a ( 0) =  0 .

Por outro lado, se x ^  X  então da condição (2.1), obtemos

P { x ) =  a{\g{x)]+) > í ||b (x )]  + ||i >  0.

A classe de funções de penalidade definida em (2 .2) é chamada de exata em [37]. 
Veremos na Subseção 2 .1.2 que estas funções recuperaram  um minimizador do problema 
(1) se esse problema satisfaz certas condições, ou seja, mostraremos essas funções de fato 
são exatas conforme a Definição 1.16.

E x em p lo  2.1. A função de penalidade é2 não satisfaz a condição (2.1). Para vermos 
isto, observe que a função

R m 5  v »  M v) =  h v \ \ l  =
i =  1

e tal que gb(0) =  0 e £2(2 ) = íf([g(x )]+)■ Entretanto, para qualquer 8 > 0 dado, temos que 
0 vetor ys = (8, 0 , . . . ,  0) G R m satisfaz

i ' ( m )  = - / < 62 = s\\m h-
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Por outro lado, || • ||i satisfaz (2.1) com 5 =  1 e, portanto, a funçao

h ( x )  = ||b (x )]+ ||i

pertence à classe de funções de penalidade exatas (2 .2) .

Dada um a função de penalidade definida em (2.2), associamos o problema de penali­
dade

(Pi) minimizar ipc(x) := f ( x )  +  c P( x ) 

sujeito a i e ” “

em que P(x)  =  <7([<jf(:z)]+) para alguma função de distância forte sigma.
Uma vez que a função de penalidade é exata, a Proposição 1.18 garante que essa função 

não é suave, e consequentemente a função objetivo do problema de penalidade também 
não o é. Em [34, Teo. 6.9] é mostrado que para P  = í \  vale que

l i  í\g(z  +  td)\+ ) -  e, ( [ < , ( ; ) ] + )  =  £  [VgÁz)Td]+ =  | | | V í . ( 2 ) ^ + | |  +  ,

Í-S-0+ t *—'
i e i ( z )

para todo z E X .  Mais geralmente podemos estabelecer seguinte resultado.

L em a  2.2. Seja a  uma função de distância forte. Dados z  E X  e d E R™ considere a 
função $  : R ++ —> E  definida como

m  :=

e o vetor X g i ( z ) Td E em que

a([g(z + td)]+) -  a([g(z)]+)

rr i Vqi{z)Td s e i E l ( z ) ,
( V g i (z)Td)t := \ 1

0 s e i  I(z) .

Então, para qualquer sequência (tk) C R ++ tal que t k —> 0, a sequência ($ ( ífc)) é limitada. 
Em  particular, se K  C IN é um conjunto infinito tal que ($ ( tk ))^ é convergente, então

0 <  lim $ ( í fc) <  a([XgI (z)Td]+). (2.3)
K—̂ oo, /cE/C

Prova. Seja z E X  e (tk) C R +  uma sequência satisfazendo as hipóteses do lema. Suponha 
que i ÇÈ I(z).  Pela continuidade de Çi existe 8d > 0 tal que Çi(z + td) <  0 se |í| <  8d, em 
particular, existe um ko(d) tal que se k > ko(d) então

gi(z + t kd) <  0 ,

t
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o que implica

\gí{z +  t kd ) \ + =  o (2.4)

Por outro lado, se i £ /(z )  então Çi(z) =  0, e como z G X  e as funções Çi são 
diferenciáveis, existem e > 0 e  um a função Oi : B(0,e)  —> E  definida por

Oiitk) =  g i ( z  +  t kd ) -  t kV g í ( z ) T d

ta l que Oi(tk ) / t k —> 0 quando t k —>• 0. Portanto

\9 i {z  +  t kd)}+ =  [t kV g i ( z ) d  +  o* (4 ) ] +■ (2.5)

Juntando (2.4) e (2.5), obtemos

[g(z  +  t kd)}+ =  [ t k V g ^ z f d  +  o j ( 4 ) ] + (2 .6 )

em  q u e  o i ( t k ) G é d efin id o  com o

('Ol{tk))i
Oi(tk) s e i  e  I ( z ) ,

0 se i <£ I ( z ) .

Agora, utilizando a viabilidade de z G X ,  (2.6) e a convexidade de a, obtemos

a{[g{z +  t kd)}+) -  <r{\g{z)\+) = a{[g{z +  t kd)}+)

=  cr([tkV g i ( z ) Td +  o /(ífc)]+)

<  t ka V g i { z ) d +
T i  i ° i ( t k)

4 +

+  (1 -  t k ) a ( 0),

para todo k  suficientemente grande. Dividindo ambos os lados da desigualdade acima por 
t k e usando que <r(0 ) =  0 , segue que

^  a (Í9 (z +  tkd))+ ) -  a(\g(z)\+) 
$ ( 4 )  = ------------------------ : ----------------------------<  v

t k
V g i ( z )  d

T i  . O i i t k )

4 +

(2.7)

Finalmente, como a função a ([•]+) é contínua obtemos

V #/(z)Tdlim a
k^tOO

\ T  i , O i i t k )

4 +

=  ^([V ^/(z)Td]+),

donde segue que (d1 (4) )  é lim itada superiormente. A limitação inferior decorre da viabi-
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lidade de z já  que

0  <  ° { [ 9 i z  +  =  $ ( ( * ) .
tk

Portanto ($(£*,)) é limitada.
Seja K  C IN um conjunto infinito tal que ($ ( ífc)) é convergente. Assim, passando o 

limite em (2.7) sob a subsequência convergente, obtemos

0 <  lim $ ( í fc) <  a([V ^/(z)Td]+),
K—rOO, rCfc/v-

o que completa a demonstração. ■
O lema anterior será im portante para derivarmos um a condição necessária para pena- 

lização exata, como veremos na próxima subseção.

2.1 .2  C ond ições necessárias e con d ições su ficien tes

De acordo com a Definição 1.16, um a função de penalidade é exata para o problema 
com restrições, se uma solução do problema de penalidade é tam bém  um a solução do 
problema (1). Para isto, o minimizador da função penalizada deve ser viável para o 
problema original. Assim, para mostrarmos que uma função é exata para o problema com 
restrições, verificamos que um minimizador global (local) desse problema é também um 
minimizador global (local) de (Pi) para algum c* > 0 .

O primeiro resultado que apresentamos nesta seção, revela um a im portante condição 
para a existência de penalização exata. Tal resultado é apresentado em [15, Teo. 4.3.15] 
para a função de penalidade exata í \ .  Aqui, estendemos parte deste resultado para a 
classe de funções de penalidade definida em (2 .2) seguindo a mesma linha de demonstração 
utilizada em [15].

T e o re m a  2.3. Seja P  urna função de penalidade exata definida em (2.2). Suponha que 
existam x* E X  e c* > 0 tais que x* é um minimizador local de <pc* em E™. Então x* é 
uma solução local de (1) e satisfaz as condições K K T. Em  particular, se a ( j  =  || • ||i e 
x* satisfaz LICQ, então c* > ||p.*||oo, com p* o multiplicador de Lagrange correspondente 
a x*.

Prova. Seja d E E™. Como x* é minimizador local de <pc* e viável para (1), existe e > 0 
ta l que, para todo x  E B( x* , e) fl X ,

f (x*) = pcfix*) < p c*(x) = f ( x ) ,

isto é, x* é um minimizador local de (1). Em particular, existe uma sequência (tk) C E + 
tal que tk —> 0 e

0 <  Pc* (x* +  t kd) -  <pc* (x*)
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para todo fc G IN, donde segue que

o <  f (x* + t kd) - f ( x * )
t k

f (x*  +  t kd) -  f (x*)  
t k

a([g(x* +  t kd)}+) -  a([g(x*)]+)
t k

c*  [ $ ( i fc) ] . ( 2 . 8 )

Do Lema 2.2, a sequência ($(£*,)) é limitada, assim, passando o limite em (2.8) utilizando 
um a subsequência se necessário, obtemos do lim itante superior dado em (2.3) e o fato que 
/  é diferenciável,

0 <  V f { x * ) Td +  c*(j{[Vg i {x*)Td}+). (2.9)

Em particular, se d G L x {x*) =  {d G M.m \ Vgi(x*)Td <  0 , i  E I(x*)},  temos

V f ( x * ) Td > 0 .

Portanto, o vetor d* = 0 G E™ é uma solução do problema de programação linear

minimizar V f ( x*)Td 

sujeito a Vgi(x*)Td < 0, i G I(x*).  (2-10)

Visto que as restrições do problema (2.10) são lineares, as condições de KKT são satisfeitas
em d*. Logo, existe jd G R!J_, com r  =  | /(x*)| ,  tal que

V / ( x * ) +  Y ,  ^ V ^ (x * )  =  0, (2 .11)
iei(x*)

pois I(x*) = I(d*). Definindo g* G R™ como g* =  0 se % ^  I(x*)  e g* =  ^  se % G I(x*),  
segue que

g*i9i {x* )  =  0 , i =  l  ( 2 . 12 )

Portanto (2.11) e (2.12) implicam que (x*,g*) é um par KKT para (1).
Suponha agora que <r(-) =  || • ||i e que x* satisfaz LICQ e que P  =  í \ .  Então

£  U .y ,M x ' )Td = - V / ( x * ) Td
iei(x*)

< cV ([V 9 /(x-)Td]+)

=  C" Y ,  [ v » . ( x * ) T d ] + ,  ( 2 - 13)

iei(x*)

onde na primeira igualdade utilizamos (2 .11) , enquanto que a desigualdade é devida a
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relação (2.9). Assim, de LICQ temos que para todo q  =  ( q , . . .  , q )  G l r , com r  =  |/(x*)| 
o sistema linear

Vgfix*) d = vi} % E I(x*)

tem  um a solução d E R™. Disto e de (2.13), segue que

t  *
V j  H j = Y í1iVi = Y tÂ9Áx*)Td

iÇzI(x*) iÇzI(x*)

<c* Y  Ngf i x*)Td}+ = c* Y  t

< c* Y  N  =  c*IMIi-
iei(x*)

Da relação acima e do fato que ,, concluímos

íleo = swp{/iTvI I ||u /||i =  1} =  sup l ^ T T D T  I vi  G
\\vi 1

< c*

onde na primeira igualdade utilizamos a definição de norma dual. ■
Devemos observar que sem a exigência de um a condição de qualificação das restrições, 

um minimizador de um problema de otimização com restrições pode não ser um ponto 
KKT, veja por exemplo [33, Exem. 7.32], Entretanto, o resultado anterior m ostra que as 
condições de KKT são satisfeitas no caso de penalização exata sem que um a CQ sob o 
conjunto X  seja exigida.

Vamos obter agora condições para que um minimizador do problema original seja 
tam bém  um minimizador do problema de penalidade. O primeiro teorema que apre­
sentamos exige que um minimizador local do problema com restrições satisfaz condições 
suficientes de otimalidade de segunda ordem. Por completude, apresentamos a demons­
tração dada em [37]. O utra hipótese de segunda ordem utilizada para estabelecer pena­
lização exata é dada por V 2xxL(x*, fi*) ser definida positiva no cone de direções criticas, 
L x (x*) fi {V /(x*)}± , a qual pode ser encontrada em [15, Teo. 4.3.18].

T e o re m a  2.4. [37, Teo. 10.6.1] Seja P  definida em (2.2). Suponha que x* é um m ini­
mizador local do problema (1) tal que o par K K T  (x*,p*) satisfaz a condição suficiente 
de otimalidade de segunda ordem

dTX 2xxL(x* , n*)d  > 0 , V 0 f i d E  L x (x*) = {d E | dr X gi(x*) <  0 , i E  I(x*)}

(neste caso x* é um minimizador local estrito do problema com restrições). Entao se

v

*

r
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c >  0 é tal que

Sc>  II^Hoo, (2.14)

o ponto x* é um minimizador local estrito do problema (P \ ).

Prova. Suponha que a conclusão do teorema seja falsa. Então, para cada k E IN existem 
sequências (x k) C R™, (ck) C R + tais que ck > k, x k y  x*, x k —> x* e

Pck{xk) < Pckix *) = (2-1-5)

onde a igualdade decorre de x* E X .  Assim, usando a definição de a  e (2.15), temos

f ( x k) +  Ck(ô£i(xk)) < f ( x k) +  cka([g(xk)]+) = p Ck{xk) <  f(x*).  (2.16)

Escrevendo
x k = x* +  t kdk

em que

ê  =  K  I  K l  e tk = l l x k - x ‘ U > 0 ,  (2.17)
I I ^  ^

podemos assumir sem perda de generalidade que dk d 0. Vamos m ostrar que 
d E L x {x*).

Como (x*,p*) é um par KKT para o problema (1), temos que V xL(x*, p*) =  0 e 
p*g(x*) =  0, i =  1, , m.  Disto e da expansão de Taylor segue que

■*^ooYi(xk) = (òck - \ \n*\ \00) í l (xk) + V xI (-* ^(Óck -  \\p* || oo)-êl(x ) = (ôck -  I I ^ I U K ! ^ )  +  V xL(x* ,p*y  (x k -  x*)
m

=  (Sck -  ||)U*llco)^(arfc) +  f ( x k) +  ^ p * g i ( x k) -  f ( x * )
í=i

-  l t l ( d k)TV l L ( X , k -)dk -  o(tl). (2.18)

Reescrevendo (2.18) e utilizando (2.16) obtemos

rri

(ôck -  ||p*||coKi(xfc) =  f ( x k) -  f (x*)  +  ôck £i(xk) -  Y  (ll^lloo[9i (xk)]+ -  p*gi(xk))
i =  1

-  y i ( d ‘ )Tv L x (x -.,< * )d ‘ -  o (tü

< - y Í ( d ‘ )TV L i( ;r - . / ,* )d ‘ -  o(tí). (2.19)
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Como (ôck — ll/x*lloo) >  0, a relação (2.19) resulta em

o <  í,(»*) < - ( & *  -  I i / T i u r 1 C íi(< i‘ )TvLx(x-,M*)<i‘ + o(tl)) . (2 .20 )

Dividindo ambos os lados de (2.20) por í fc, temos

o < < _ ( fc t -  IImIU)-1 ( i ( d ‘ )TVLi(;r* ./,-)d‘ +  ° W )  h- (2.21)

As sequências dk —> d, tk —> 0 e (ôck — H/A lloo) -1  —> 0 , logo o termo do lado direito de
(2.21) converge para zero quanto k —> oo. Portanto,

o =  um  M A  =  l im  j r  M A 1 ± .
k—¥oo tb —yoo '  J tbi= 1

Do fato que [gí(xk)\+ >  0 para todo i =  1, . . .  ,m,  segue que

lim  =  o \/ i =  1 m .  (2.22)
fc^oo tk

Da diferenciabilidade de gi, para i =  1 , . . . ,  m,  e da viabilidade de x* temos

W f r f  =  Mm W ) 1*  =  Mm 9' j j  ~ 9i{f 1 =  lim (2.23)fc—s- oo k—s-oo \\X — (T*|| fc—s- oo tk

Usando que Qí(xk) < [gí(xk)] + , para todo i =  1, . . .  ,m,  (2.22) e (2.23), obtemos

Vgi(x*)Td < 0

para todo i =  1 , . . . ,  m ,  o que implica que d E Lx(x*).  Assim, pela hipótese de condição 
suficiente de segunda ordem, obtemos que

dTX 2xxL(x*, p*)d > 0. (2.24)

Por outro lado, da relação (2.19) decorre

0 >  lim
fc— CO

1- íF V izU:x'-X)d.

o que é um contradição com (2.24). ■
A seguinte proposição é consequência do Teorema 1.14 e do Corolário 1.15 e estabelece 

penalização exata sob a suposição de MFCQ.

P ro p o s iç ã o  2.5. Seja x* E X  um minirriizador local estrito do problema (1). Suponha 
que f  é Lipschitz contínua em uma uizinhança U de x* com constante Lipshitz L > 0.
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Suponha também que x* cumpre MFCQ. Entao qualquer funçao de penalidade definida 
em (2 .2) é exata.

Prova. Seja P  um a função de penalidade dada em (2.2). Vamos m ostrar que essa função 
satisfaz a estimativa local de inviabilidade (1.30) para algum v  >  1. De fato, do Corolário 
1.13, existe £\ > 0 tal que

dist ( x , X )  < Mi£i(x)  

para todo x  E U := B ( x , e i). Assim a relação (2.1) implica que

dist ( x , X )  < Mi í f i x )  < M i 6~1a([g(x)\+). (2.25)

Tomando v =  1, decorre de (2.25) que P  satisfaz as hipóteses do Corolário 1.15., donde
segue o resultado enunciado. ■

Para estabelecermos o próximo resultado precisamos de um lema auxiliar apresentando 
em [15, Prop. 4.3.16] para a função de penalidade í \ .

L em a 2.6. Seja P  uma função de penalidade definida em (2.2). Então

L( x , p)  < f ( x )  + ô^W/aWooPix) (2.26)

para quaisquer e p E R™.

Prova. Sejam x  G R™ e p E R™. Então,

m m  m

J 2 pí9í (x ) < ^ S i [ g Á x )\+ < Ml oo 5 > ( * ) ] +
i =  1 i =  1 i =  1

=  l l h l | o o | | [ ^ ) ] + | | 1

< S - l \ \p\UP(x),

em que na primeira desigualdade utilizamos que pi > 0 e na últim a desigualdade a 
Definição 2.1. Portanto,

m

L(x, p) = f {x)  +  Si9Á%) < f (x)  +  á“ 1 ll^llcoP^)
i =  1

n  Tu>mp a r a  to d o  (x ,p)  g R " x

O b serv ação  2 .7 (p e n a lid a d e  e d u a lid a d e ) .  Uma das consequências do Lema 2.6, relaci­
ona os problema de penalidade com o problema dual de Lagrange dado por

(D) maximizar 9(p)

sujeito a p E R™



em que 9 : R™ —x R U {—00} é a funçao dual, definida por

ic€ R n

O problema dual possui interessantes propriedades, que entre elas, podemos citar que a 
função dual é côncava, e que para qualquer par (x ,p)  E X  xR™, sempre temos que 9(p) < 
f ( x ) .  Ainda mais, se conseguimos calcular x^* E R™ de modo que 9(p*) = L (x l_t*, p*), 
então este ponto resolve a seguinte perturbação do problema original (1) :

m inimizar f ( x )  

sujeito a gfix) < gfix^*), i E { 1 , . . . ,  m  \ p* > 0}.

Em  particular, se x E X  e g f i x^ jp*  =  0, para i =  1 então x r e s o l v e  0

problema original e f (x^*) = 9(p*). Além disto, (x^*,p*) é um par K K T  para 0 problema 

( ! ) ■

Mais geralmente, não podemos garantir que uma solução do problema (1) seja obtida 
resolvendo 0 problema dual, sem condições adequadas de convexidade sob esse problema. 
Por outro lado, 0 Teorema 1.5 mostra que, se a sequência (x k) é tal que x k =  x(ck) e 
Ck —>■ + oo ; uma solução ótima do problema original é recuperada.

Vamos relacionar os valores ótimos do problema dual e do problema de penalidade. 
Para isto, suponha que os problemas (1), (P \ ) e (D) possuem valores ótimos 
respectivamente. Para cada p E R™ considere c = <5—11|/t/1|00 • Então pelo Lema 2.6, segue 
que para todo x  E R™,

L( x , p )  < tpc{x)

assim,

W  =  ijaL L (x ’^  -  = (Pc(x(c)).a;€Rn a;€Rn

Como 5 é fixo, decorre da última relação que

0* =  sup 9(p) < sup ipc(x(c)) = sup (pc{x{cfi = (/?*,
juGRIf1 juGRIf1 c> O

portanto
/ *  -  0 *  >  / *  -  tp *  >  0 .

O lado esquerdo da desigualdade acima é chamado de gap de dualidade. Ela mostra que 
a diferença entre 0 valor ótimo de (1) e do problema (P \ ) é sempre menor ou igual ao 
valor de gap de dualidade. Consequentemente, se 0 gap é zero então </?* =  /*.

Para mais detalhes e propriedades sobre dualidade lagrangiana veja [6, 16, 17], e para 
um estudo geométrico sobre 0 gap de dualidade [18].

Mostramos agora o caso mais satisfatório de penalização exata, no sentido que sob as
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hipóteses desse resultado um a solução global do problema com restrições pode ser obtida 
resolvendo problemas irrestritos. A demonstração que apresentamos é novamente uma 
extensão da apresentada em [15, Teo. 4.3.17].

T e o re m a  2.8. [Penalização exata no caso convexo] Suponha que f  e Qi, i =  1 
são funções convexas, e que x* é um minimizador do problema (1) e p* um vetor de 
multiplicador de Lagrange. Se P  é uma função de penalidade como definida em (2.2), 
então para todo c > 0 tal que cô > ||p*||oo, o ponto x* é um minimizador de (Pi).

Prova. Como (x*, p*) é um par KKT, temos que

V xL(x*,p*) = V/ (x*)  +  0u*)Tg \ x *) =  0.

A função L(-,p*) é convexa, visto que f  e gi, i = 1, . . .  , m  são convexas, assim a relação 
acima m ostra que x* também é um a solução do problema

minimizar L(x,  p*),  sujeito a x  E E™,

ou seja,

L(x*, p*) < L(x,  p*), V x G (2.27)T l

Por outro lado, x* G X  satisfaz junto com p* a condição de complementariedade, o 
que implica que para qualquer c > 0

p c(x*) = f (x*)  + cP(x*) = f (x*)
m

= f(x*)  + ^ S * í 9 i ( x *)
i =  1

= L(x*,p*).  (2.28)

Juntando (2.28) e (2.27) obtemos

<Pc(x*) =  L (x *, p*) < L(x,p*)

para todo i 6 i "
Seja c >  c* := <5—1 ||/v.*||oo- Da relação acima e do Lema 2.6 temos

ipc(x*) < L(x,  p*) < f ( x )  +  c*P(x) <  f ( x )  +  cP(x) = p c{x),

para todo i 6 i "  Portanto, x* é um minimizador global de <pc para todo c >  c*. m 
O diagrama na Figura 2.1 m ostra um a síntese dos resultados apresentados nesta seção 

com as seguintes abreviações:
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•  CQ: Condição de qualificação MFCQ.

•  Min. local estrito: Minimizador estrito do problema (1).

•  Min. local: Minimizador local do problema (1).

•  Penalidade E xata Min. local: Minimizador local da função de penalização :exata.

•  Penalidade Exata Min. local estrito: Minimizador estrito da função de penalização 
exata.

•  KKT2: Condição suficiente de segunda ordem do Teorema 2.4.

CQ

t
P ena lidade exa ta  

M in. local estrito

KKT2

Figura 2 . 1 :  Relações entre funções de penalização exata e o problema ( 1 ) .

Por fim, observamos que os resultados desta seção explicitam um lim itante inferior 
para o parâm etro de penalidade exata. Este é obtido por meio dos multiplicadores de 
Lagrange, os quais infelizmente,: não são conhecidos em geral. Se c for muito pequeno, a 
função penalizada pode ser ilim itada inferiormente. Por outro lado, se c for muito grande, 
surgem problemas de mal-condicionamento [23]. Além disto, mesmo que as funções /  e 
§i, i =  1 , . . . , m ,  sejam suaves, a função de penalização exata é não diferenciável em pontos 
em que a restrição é ativa, o que demanda métodos de otimização não suaves para resolver 
os subproblemas de penalidade (Pi).

2.2 M é to d o  de p e n a lid a d e  suave

Diferentemente do método de penalidade exata em que a função penalizada não é dife­
renciável, o método de penalidade suave possibilita o uso de algoritmos continuamente
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diferenciáveis na minimização de (pc( j ,  como os métodos quase-Newton. Um resultado 
interessante que veremos nesta seção, m ostra que os multiplicadores de Lagrange para o 
problema (1) são muito bem aproximados por este método. As principais referências para 
a construção desta seção são [1, 22, 34],

2.2 .1  C onstru in d o  funções suaves

Mesmo quando g é um a função suave, a função [<?(•)]+ não é suave se o problema (1) é
viável. Apesar disto, ao considerarmos a composição de || • \\\ com [<?(•)] + , obtemos que a
função

\M- ) )+\\l

é suave. Mais geralmente, Luenberger e Ye [22] afirmam  que sob determinadas condições 
acerca de fi : Bm —> B, a composição V’([â,(')]+) c uma função de penalidade suave e
fornecem uma fórmula para o cálculo do gradiente. O que vamos fazer nesta subseção,
mais especificamente no Teorema 2.9, é formalizar esse resultado.

T e o re m a  2.9. Seja fi : Bm —> B uma função diferenciáuel satisfazendo

t/j(y) > 0 para todo y G Bm; (2.29)

fi(y) =  0 se, e somente se, y =  0; (2.30)
dif

Se b G Bm é tal que bi =  0, entao ——(6) =  0. (2-31)
%

Então a função P  : E™ —> E + dada por

P(x)  = fi([g(x)]+) 

é uma função de penalidade diferenciáuel. Além disso,

V P ( I )  =  9'(;i-)TV</>([9(x)]+) =  | ç | | ( [ 9 (x)]+) V 9i(x). (2.32)

Em  particular, se fi é suave então P  é suave.

Prova. Vemos imediatamente que as condições (2.29) e (2.30) garantem  que P  é uma
função de penalidade. Considere agora a G E™ arbitrário e defina

b = [g(a)]+ gE™, A  = g'(a) G E mxra e B  = fi'(b) = Vf i (b)T G E lxm.

Dadas (u k) C B " \  {0}, (vk) C Bm \  {0}, com u k —> 0 e vk —> 0, a diferenciabilidade de g
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e tp nos fornece

g (a +  u k) — g (a) — A u k tj)(b +  vk) — tj)(b) — B v k 
->• 0 e —-------- —r~ —--------------- ► 0 .

tir

Tome um a sequência arbitrária (uk) c R n \  {0} com u k —>■ 0 e defina

v k =[g(a + u k)]+ -[g(a) ]+ e 7 *
U -

tir

Denotando

(2.33)

J+ =  {* I >  °}> =  (* I <  ° l  e =  {* | gi(a) = 0},

afirmamos que ryk —> 0 para i E I + e que a sequência ( j k) é lim itada se i E /_  U Io. De 
fato, para i E I + e k  E IN suficientemente grande temos

k gi{a + u k) -  g i { a ) - V g i { a ) Tu k 
7i = ------------------ r - r r ----------------------> 0 .\uk \\

Por outro lad o , se * G então

—Vgí(a)Tuk
l i

para todo k E IN suficientemente grande. Finalmente, para i E Io temos 

- V g t (a)Tu k
II uk

-, se k  E { k  E IN I gi(a +  u  ) < 0} ,

gi(a +  u k) -  gi(a) -  V g i (a)Tu k 
\\uk \\

se k  E { k  E IN I Qifa +  u k) > 0}.

Uma consequência im ediata da afirmação que acabamos de provar é que a sequência 

é limitada. Provaremos agora a diferenciabilidade de P  e a relação (2.32). Para

isto vamos considerar dois casos.

v
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Caso 1: /Ci =  {k  G IN | v k =  0} é infinito. Neste caso, em vista de (2.33), temos 

P(a  +  u k) -  P( a ) -  B A u k ip([g(a +  u k)}+) -  ip([g(a)]+) -  B A u k

M  = M
rtp{b +  vk) — rtp{b) — B A u k

= M
=  B y k

=  E ^ ( 1 ) 7 C « ,  (2.34)
é í  s -! / i

note que utilizamos a condição (2.31) para obter (2.34).
Caso 2: IC2 =  {fc € IN | v k ^  0} é infinito. Novamente usando (2.33) temos

P(a  +  uk) -  P (a ) -  B A u k _  ip([g(a +  uk)]+) -  ip([g(a)]+) -  B A u k
| t í fc || | | t í fc ||

rtp{b +  v k) — rtp{b) — B A u k
| | t í f c ||

rtp{b +  v k) — rtp{b) — B v k + B{ vk — A u k)
\ \ u k \\

Assim,

P(a  +  u k) — P(a) — B A u k rip(b +  vk) — rip(b) — B v k \\vk \\
B y

k
| | t í fc || | | n fc || | | t ( fc ||

= <Hb + S ) - m - B v ^  + £ 3 l

\\v  \\ \\u  \\ v y i

utilizando (2.31) em (2.35) obtemos

P(a  +  u k) -  P (a ) -  B A u k ip([g(a +  u k)}+) -  ip([g(a)]+) -  B A u k
| | t í fc || | | t í fc ||

rtp{b + vk) — rtp{b) — B v k \\vk \\ i k
IM I \\uk \\ “ j' dy%

^ jb  + vk) - ip(b)  -  B v k \\vk \\ | y ^ d i p
117A II II?AII '  /)?/• *|nfc|| llrAII ^  dy,,1 11 11 11 ieI+ y,

Portanto, P  é diferenciável e o seu gradiente é dado por (2.32). Além disso, se ^  é suave, 
decorre imediatamente da suavidade de g e da continuidade de [•]+ que a derivada da 
função de penalidade é contínua. ■

Do Teorema 2.9 obtemos um a forma de construir funções de penalidade suaves como
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definido a seguir.

D efin ição  2.10. Dada tf : E m —> E  uma função suaue satisfazendo (2.29)- (2.31) defini­
mos a função de penalidade suaue

P(x)  := tf([g(x)]+). (2.36)

Para um a função de penalidade definida como acima, considere o problema de pena­
lidade

(P2) minimizar ipc(x) := f ( x )  +  ctf([g(x)\+) 

sujeito a x  E E™.

E x em p lo  2.2. Sabemos que a função de penalidade £2 definida em (1.20) é suaue. Veja­
mos que a função tf : E m —>• E + dada por

1 1 m
M v) = ijWyWl =

i= 1

satisfaz a condição (2.31). De fato, temos que

dtf
——(6) =  bi =  0 se, e somente se, bi =  0 . 
dVi

Como (2.29)- (2.30) são imediatas, segue que Í 2 pertence a classe de funções dada em
(2.36), e pela fórmula (2.32) para 0 vetor gradiente, este é expresso por

m
v e 2(x) = 5 ^ ( l# ( ;r)]+)v &(;r)>

i= 1

para qualquer x  E E™.

2.2 .2  M u ltip licad ores de Lagrange e o m al con d icion am en to

O resultado que apresentamos a seguir, m ostra que uma sequencia convergente para um 
multiplicador de Lagrange pode ser construída quando utilizado um método de penalidade 
suave. Em [34, Teo.6.7], ta l resultado é demonstrado com a hipótese de condição de 
qualificação de Robinson, enquanto que [23, Teo.10.2.5] utiliza a hipótese de LICQ, ambos 
para o caso particular P  = í 2. A prova que apresentamos se baseia nessas duas referencias. 
Cabe destacar, que esse resultado considerando P  como definida em (2.36) é enunciado 
sem demonstração em [22],

T e o re m a  2.11. Seja P  dada pela Definição 2.10. Considere (x k) uma sequência gerada
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pelo método de penalidade e a sequência

^ : = c ^ ( [ S( i fc)]+) e r .  (2.37)

Suponha que (x k) converge para uma solução x* de (1). Suponha também que x* satisfaz 
LICQ. Então (pk) é limitada e qualquer ponto de acumulação p* é um multiplicador de 
Lagrange associado a x* .

Prova. Considere k G IN fixado. Como x k é um minimizador global de (P2), temos da 
condição necessária de otimalidade de primeira ordem que

0 =  V p Ck(xk) = V f ( x k) +  ckV P ( x k).

Juntando a relação acima, (2.32) e a definição de p k, obtemos

0 =  V f ( x k) +  rl, / i x k )l Y r i g i x k ) .) = V f ( x k) +  g'(xk)Tp k, (2.38)

Vamos m ostrar que a sequência (pk) é limitada. Por contradição, suponha que existe 
um conjunto infinito de índices K. C IN, tal que \\pk \\ —>■ 00 com \\pk \\ ^  0. Para cada 
k G fé defina

i i ^ i r

Por construção, a sequência (p k) é limitada. Logo, existe um a subsequência convergente 
cujo limite denotamos por jj, ^  0 .

Agora, dividindo ambos os lados de (2.38) por \\pk \\, observando que (x k) converge 
para x* e, pois /  e g são suaves, passando o limite sobre a subsequência convergente, 
obtemos

0 =  lim
k̂ fOO, kÇzK-

V f ( x k) , k T k 
- ^ \ r r  + g \ x k)Tp k = g'{x*)Tp. (2.39)

Note que, se i ^  I(x*) C { 1 , . . . ,  m }  então gi(xk) —> Çi(x*) < 0, logo para k suficientemente 
grande temos gí(xk) < 0, para todo i ^  I(x*).  Portanto [gí(xk)]+ =  0, o que junto com a 
condição (2.31) resulta em

= 0 ,

consequentemente, /q =  0 para todo i ÇÈ I(x*).  Assim, podemos reescrever (2.39) como

0 = g'(x*)Tp =  PiVgÁx*)- (2.40)
iei(x*)

Donde segue por LICQ que fií = 0 para i G I(x*).  Logo p  =  0, o que é um a contradição. 
Portanto (p k) é limitada.
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Suponha agora que \ik —>■ g* = ( g i , . . .  , g m) para algum conjunto infinito de índices 
K  C IN. Então, de (2.38) e a suavidades das funções /  e g, temos

0 =  lim \ V f ( x k) +  g'(xk)Tg k 1 =  V f ( x * )  +  g \x * )Tg*. (2.41)
fc—s-oo, kelC

Usando novamente que se i ÇÈ I(x*)  então gi(xk) <  0, para k suficientemente grande, 
obtemos

9. ( V > ?  =  c*9i (*‘ ) f U [ » ( x ‘ )]+) =  0 .
à V i

Passando o limite sobre a subsequência convergente, obtemos

gi(x*)ni = 0 ,

para todo i ^  I(x*).  Portanto Pí = 0 para i ^  I(x*).  Levando isso em conta na relação 
(2.41), obtemos

0 = V f ( x * ) +  Y ,  ViVgiix*)- (2-42)
i e i ( x* )

Por outro lado, o ponto x* é um minimizador de (1) e satisfaz LICQ, então existe um 
multiplicador À =  (A i,. . . ,  Xm) G R™ tal que

0 = V f ( x * ) +  Â ( x * ) ,  (2.43)
i e i ( x* )

e Xigi(x*) = 0 para todo i = 1 , . . .  ,m . Usando (2.42) e (2.43), temos

m m

í4V ft(.r* )=  V  A.Vfttr*),
i£zl(x*) i£zl(x*)

mas, como o conjunto {V gí(x*)}iei(x*) é linearmente independente decorre que fi* = Xí 
para i E I(x*),  donde segue o resultado desejado. ■

A resolução dos problema (P2) tornam-se cada vez mais complicadas para parâmetros 
de penalidade muito grandes, visto que as matrizes Hessianas das funções penalizadas 
tornam-se cada vez mais mal condicionadas [22, Lema 1], como ilustramos no próximo 
exemplo.

E x em p lo  2.3. Considere o problema de minimização em R 2 dado por

minimizar f ( x )  = - x \  + _  l )2 (2.44)

sujeito a g(x) = 1 — X\ <  0 .

O ponto x* = (1 ,1) é a única solução de ( 2 . j j ) . Note que x* é um ponto K K T  para o
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problema acima com g* =  1. De fato, temos que

V /(x )
X\

x 2 -  1
e Vg(x)

- 1

0

Assim,

V f ( x * ) + g * V g ( x * )
1 - 1 ’ 0 "

+ 1 =

0 0 0

e portanto (x*,g) é um par K K T  para o problema (2-44) ■
Considere a função de penalidade í 2. Então, dado c > 0, o problema de penalidade 

(P2) toma a forma

minimizar g c{x) := zjjNi +  (x 2 ~  l ) 2) +  ^ ([ l — x i \+)2 

sujeito a x  e  R 2.

Como a função penalizada é convexa, para calcular um minimizador x (c ) de <pc, basta 
determinar os pontos tais que Vipc(x(c)) =  0 , o que nos fornece

x(c)
1 +  c

Em  particular, dada uma sequência (c/-) C M+ com Ck —>■ oo, segue que x k =  x(ck) —> x*. 
Além disso, {V(/(x*)} é linearmente independente, então pelo Teorema 2 .11, existe uma 
sequência de vetores (pk) C R convergindo para g*,

Tk = ck[g(xk) l
Ck

1 +  Cfc
->• 1.

A m atriz Hessiana de <gc em x(c) é dada por

V 2xxp c(x(c)) =
1 +  c 0 

0 1

com autovalores associados Ai =  (1 +  c) e À2 =  1 com respectivos autovetores (1 , 0) e 
(0 , 1). Agora, 0 índice de condicionamento da matriz acima é dado por

^ 1 1 4 -
X c  =  v  =  1  + c -

Logo Xc + 0 0  quando c —>■ + 00 , donde segue que 0 problema de penalidade torna-se mais 
difícil de resolver, uma vez que a Hessiana torna-se arbitrariamente mal condicionada 
próximo de um minimizador de (1). Na Figura 2.2 ilustramos esse efeito. Aumentando 
c =  1 para c = 90 as curvas de nível das funções penalizadas tornaram-se mais íngremes na

c
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direção do autovetor (1 , 0). É  conhecido também que a taxa de convergência do algoritmo

Figura 2.2: Curvas de nível da função penalizada Í 2 do Exemplo 2.2 para c =  1 (esquerda) 
e c =  90 (direita).

de máxima descida é mais lenta para valores grandes de \ c ,  veja por exemplo [3j].

Além das dificuldades de mal condicionamento ilustradas pelo exemplo acima, Birgin 
e M artínez [5] argumentam que se o parâm etro de penalidade é muito grande, um ponto 
próximo a uma solução do problema original com pequeno valor de inviabilidade, pode ser 
considerado pior do que um ponto quase viável com um valor pobre de funções objetivo 
que pode estar longe da solução ótima do problema com restrições.

Uma estratégia para amenizar as dificuldades relacionadas ao mal condicionamento e 
à não suavidade da função de penalizada, é considerar uma família de funções suaves que 
aproxima um a função de penalidade exata. Esse é o assunto que discutiremos no próximo 
capítulo.
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Capítulo 3

Funções de aproximação suave

Na Seção 2.1 mostramos que sob certas hipóteses (por exemplo a Proposição 2.5) uma 
solução do problema original é recuperada pelo método de penalidade exata. Entretanto, 
os subproblemas de penalidade são não suaves. Por outro lado, apesar da função de 
penalidade £2 suavizar a função £\, a Proposição 1.18 garante que essa função não é exata 
e, como ilustrado no Exemplo 2.3 da Seção 2.2, a matriz Hessiana da função penalizada 
torna-se mal condicionada para parâm etros de penalidade muito grandes.

Diante dessas dificuldades, neste capítulo estudamos métodos de minimização cujos 
subproblemas são suaves e aproximam o problema de penalidade exata, o que é alcançado 
considerando um a família de funções suaves que aproxima a função máximo. Exemplos 
de tais métodos podem ser encontrados em [20, 35, 38, 39]. O que fazemos neste capítulo 
é apresentar de um a forma unificada esses métodos e resultados que relacionam minimi- 
zadores dos problemas suavizados com minimizadores dos problemas de penalidade exata 
e do problema com restrições.

3.1 D efin ições e propriedades

Neste capítulo utilizamos a notação de [20, 35, 38, 39] para a função [•]+ =: p(-) e consi­
deramos a família de problemas de penalidade obtidos através da função penalidade £\, 
isto é,

m
(Pi) minimizar <pc(x) = f ( x )  +  c ^ ^ p ( g i ( x ) )

i= 1
sujeito a x  G  R ™ .

O b serv ação  3.1. Lembremos que i \  é exata visto que pertence a classe de funções de 
penalidade (2 .2) .

Vamos considerar em nossa análise funções que além de serem suaves também aproxi­
mam a função p(-).
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D efin ição  3.2. Dizemos que rj : R x R + —> R é uma funçao de aproximaçao suave para 
a função p ( j ,  se

(i) a função r](-,e) é suave para qualquer £ > 0 .

(ii) Existem a > 0 e b > 0 tais que

—b £ <p ( t )  — r]( t ,£)<a£,  (3.1)

para todo (t,e) e R x  R + .

O lema seguinte estabelece que um a função definida como acima converge uniforme­
mente para p ( j  quando e —> 0+ . Sua demonstração segue imediatamente do item (ii), 
um a vez que (3.1) não depende de t.

L em a 3.3. Seja rj : R x R + —x R uma função como na Definição 3.2. Então

lim rj(-,£) =  p ( j .
£—S-0 +

Seja rj um a função de aproximação suave. Para cada c > 0 e e > 0 definimos a função 
de suavização p c>e : R™ —> R dada por

m
<Pc,e(x) := f ( x )  + c^2r i (gi (x) , e) .  (3.2)

i= 1

Observe que devido a condição (z) da Definição 3.2, a função acima é suave para qualquer 
(c, e) E R ++ x R++. Além disto, como p(t) = i](t, 0) para todo t e  R, segue que

m
<2 c,o(x) = f ( x )  +  c ^2 p ( g i ( x ) )  = £i(x),  Vx e  R™.

i= 1

Vamos obter agora um erro pontual de aproximação entre a função í \  e as funções 
p c,e(') e verificar que, de fato, a função definida em (3.2) além de suavizar <pc(-)> tanibém 
a aproxima pontualmente.

L em a  3.4. Fixe e > 0. Então para todo (x,c)  e R “ x R + a seguinte relação é satisfeita

—c m b e  < p c(x) — Pc,e(x) <  c m a e ,  

onde m  é o número de funções de restrição do problema (1) .
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Prova. Dado e > 0, para todo (x,c)  g R " x  E + temos que

(
m  \  /  m

f {x )  +  c Y ^ p ( g í ( x ))J -  y { x )  + c'^2 'n{gi{x),£)

m
= CY ^  (PÍ9i(x)) -  ri(gi(x),e) ) .  

i= 1

Logo, da relação (3.1) obtemos o resultado requerido. ■
Como consequência do Lema 3.4, para todo c E E + a função ipc(-,e) converge unifor­

memente para a função <pc(-) quando e —> 0 , visto que a estimativa de erro fornecida pelo 
Lema 3.4 não depende do ponto x. Um exemplo particular desse resultado, ou seja para
um a função rj dada, pode ser encontrado em [39, Lema 2],

T e o re m a  3.5. Seja rj : E  x E + —>• E  uma função de aproximação suave e tpC)£ : E™ —>• E  
a função definida em (3.2) a partir de rj. Então,

lim  <pc, e ( - )  =  Cc(-)- (3-3)£—S-0+

Prova. Dado e >  0 tome 8 = e /(c m m a x { a ,6}). Assim, pelo Lema 3.4 temos que, para 
todo £ < 8 ,

IPc,e(%) — | <  c m e m a x { a ,6 }  <  e

para todo x  E E™. Portanto, ipc>£ converge uniformemente para <pc. m
Motivados pelas relações estabelecidas, definimos um a suavização do problema de

penalização exata (Pi), obtido minimizando a função definida em (3.2), isto ê,

m

(SPe) minimizar <pc,e(x) = f ( x )  +  c E V(9i(x),e)
i= 1

sujeito a x  E E™.

Tendo em vista que a função <pc , e ( - )  aproxima arbitrariam ente a função de penalização 
exata <pc('), Pel° Teorema 3.5, espera-se que os minimizadores da função suavizada aproxi­
mem um minimizador do problema original, sem que o parâm etro de penalidade torne-se 
muito grande.

3.2 R elações entre as soluções dos problem as

Como um a solução de (SPe) se relaciona com um a solução do problema (P i) e do problema 
(1)? Nosso objetivo na presente seção é estabelecer tais relações.

Comecemos m ostrando que o erro pontual estabelecido no Lema 3.4 é preservado en­
tre soluções do problema suavizado e do problema de penalidade exata. Tal resultado é
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análogo ao presente, por exemplo, em [20, Teorema 2.4] para a função suavizada consi­
derada pelos autores, o qual estabelecemos a seguir para qualquer função de suavização 
definida como em (3.2).

T e o re m a  3.6. Sejam c, £ > 0. Considere x* uma solução do problema (P\) e x £ uma 
solução do problema (SP£). Então

—c m b e  < <pc(x*) — Pc,s{x£) < c m a e .

Proua. Como x* é um a solução de (Pi) e x £ um a solução de (SPe), temos que

ipc(x*) -  <Pc,e(x*) < Pc{x*) -  Pc,e{Xe) < Pc{x£) ~  Pc,e{^e)-

Aplicando o Lema 3.4 nos dois extremos da relação acima, obtemos

—c m b e  < <pc(x*) — Pc,s{x£) < c m a e ,

donde segue o resultado desejado. ■
O próximo teorema estende para as funções de aproximação suave o resultado presente 

em [39, Corolário 1], o qual estabelece relações entre minimizadores do problema (SPe) e 
soluções do problema (P \ ), mais especificamente, um a solução do problema de penalidade 
exata pode ser aproximada por um a sequência de soluções dos problemas de penalidade 
suavizados.

T e o re m a  3.7. Seja (ek) C M+ uma sequência conuergente para zero. Suponha que para 
algum c > 0, x k G E™ e uma solução de (SP£) em que eu =  £, para todo k G IN. Então 
qualquer ponto de acumulação x  da sequência (x k) é uma solução de (Pi).

Proua. Como x k é um a solução de (SPe), segue que

Pc,sk(xk) < Pc,ek(x), (3.4)

para quaisquer x  E MS e k E IN.
Considere /C C IN um conjunto infinito de índices em que x k x. Do Lema 3.4 temos

que
p c(xk) ~  c m a e k < p c,ek{xk) < p c(xk) +  c m b e k.

KlPassando o limite sobre a subsequência convergente e usando que ek —> 0, obtemos



Usando a últim a relação e (3.4), concluímos que

<Pc(x) = lim v c,ek(x ) <  , Um v c,£k(x) = <pc(x),
/e—> - o c ,/ e G / C  k —too, / c E / C

para todo x  E E™. Portanto, x  é uma solução para (Pl). ■

D efin ição  3.8. [39, Definição 2] Um ponto x  E E™ é chamado t-viável para o problema 
(1) se satisfaz gfix) < e, para todo i =  1 ,m .

O último resultado desta seção generaliza [20, Teorema 2.4.] e nos m ostra que um 
minimizador de (SPe) que é e-viável para (1) está tam bém  próximo de ser um a solução 
para o problema (1).

T e o re m a  3.9. Para algum c > 0 fixado, suponha que o ponto x* é uma solução do 
problema (P\) e x £ é uma solução do problema (SP£). Se x* E X  (portanto x* é uma 
solução de (1) ) e x £ é e-uiáuel para (1) , então x £ é uma solução aproximada para o 
problema (1) , no sentido de que

—c m e  (a +  b) < f (x*)  — f ( x £) < c m e  (a +  b +  1). (3.5)

Proua. Note que pfigfix*)) =  0 para todo i =  1 , . . .  ,m,  pois x* E X .  Logo, do Teorema 
3.6, temos que

- c m b e  < tpc(x*) -  <pc,£(x£) = f (x*) -  ^ f ( x £) +  c ^  r/igfixfi, e)^  < c m a e .  

Rearranjando a últim a expressão, obtemos

m m
—c m b e  +  c E ri(gi(x£),e) < f (x*)  -  f { x £) < cE rj(gi(x£), e) +  c m a e .  (3.6)

i= 1 i= 1

Note que do item (ii) da Definição 3.2 temos que para i = 1 , . . . ,  m,

be +  p(gi(x£)) > rj(gi(x£),e) > pigf ixf i)  -  a e.

Por outro lado, x £ é e-viável para o problema (1), ou seja, gfixfi) < e, consequentemente
0 <  p(gi(x£)) <  e, para todo i =  1 , . . .  ,m.  Disso e da Definição 3.2 segue que

—ae < r](gi(x£),e) < (b +  l)e,

para todo i =  1 , . . . ,  m.  Logo,

m
—c m a e  < c rj(gi(x£),e) < c m  (b +  1) e. (3.7)

i= 1
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Juntando (3.6) com (3.7) obtemos a relação (3.5) o que completa a demonstração. ■

O b se rv ação  3.10. Algumas implicações e observações acerca dos resultados apresentados 
nessa seção.

(i) Em  muitos casos melhores límítantes inferiores e superiores para a relação (3.5) em 
que 0 <  t < £ podem ser obtidos utilizando a definição de r)(-,e), como veremos nos 
exemplos da Seção 3.4.

(ii) Suponha que um parâmetro c* é tal que uma solução de (Pf) seja também viável para 
o problema (1). Então, o Teorema 3.1 mostra que essa solução pode ser aproximada 
arbitrariamente por meio do cálculo de minimizadores de (SP£) em que £k =  £ e

£k 0 .

(Ui) Note que o fato da função de penalidade í \  ser exata nos garante que as hipóteses 
do Teorema 3.9 podem ser cumpridas, visto que, neste caso, é possível obter x* G X  
minimizador de (P\) o qual é também uma solução para o problema original. Além  
disto, se um ponto x £ é e-viável para o problema com restrições, então x £ é também  
uma solução aproximada deste problema.

Portanto, os resultados desta seção sugerem que podemos aproximar um a solução (1) 
por soluções de (SPe), ao considerarmos sequências

(cfc) C R + crescente e (efi) C M+ decrescente

Isto é o que da origem ao método de penalidade suavizado que discutimos na próxima 
seção.

3.3 A lgoritm o de penalidade suavizado

Consideramos nessa seção um  algoritmo para encontrar minimizadores de problemas com 
restrições de desigualdade, em que a cada iteração é calculado um minimizador da função 
de penalidade suavizada. Antes de formalizarmos esse algoritmo, trazemos um a hipótese 
comum no contexto de métodos de penalidade suavizados e fazemos alguns comentários 
sobre tal hipótese.

H ip ó te se  4. Existem c > 0 e e > 0 tais que para quaisquer c G [c, +oo) e e G (0, e],

argm in{p^ f i x ) }  0 .
xeRn ’

Primeiramente, observe que a hipótese acima tem  como objetivo assegurar a boa 
definição do algoritmo, pois esse exige o cálculo de minimizadores da função <pc,e(-) a
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cada iteração. Assim, precisamos que </7 ,e(-) seja lim itada inferiormente para todo c >  c 
e e >  e > 0 . O resultado seguinte m ostra que para isso ocorra é suficiente que existam 
c > 0 e e > 0  tais que <Pc,e(-) seja limita.

P ro p o s iç ã o  3.11. Se <Pc,e{•) é limitada inferiormente, então para quaisquer c > c e £ < e, 
<pc,e(') é limitada inferiormente.

Proua. Seja x  E E™. Pelo Lema 3.4 temos que

onde a  =  c m b e  +  c m a e .  Logo, a limitação inferior de <pc,e(-) segue da limitação de

A seguir, apresentamos o algoritmo de penalidade suavizado.

A lg o ritm o  3.1. Algoritmo de penalidade suauizado

DADOS: £ q > 0,co >  0,/3 >  1,0 <  7 <  1
F a ç a  k = 0
R e p i t a

Calcule x k E argmin{(pCfc)£fc(:r) | x  E E™}

S e  Qi(xk) <  0 para todo i =  1 , . . . ,  m
pare com x k uma solução aproximada de (1)

S e n ã o

Cfc+i /3cfc, £fc+1
k = k +  1

O b serv ação  3.12. Algumas obseruações acerca do Algoritmo 3.1.

{i) Para calcular x k a cada iteração, podemos utilizar algoritmos suaves de minimização 
irrestrita. Alguns autores [20, 35, 38, 39] sugerem o uso de métodos quase-Newton 
usando a cada nova iteração o iterando anterior como ponto inicial.

iii) Nos resultados seguintes, a suposição feita em [20] será importante: a sequência 
(.x k) é gerada pelo Algoritmo 3.1 com o parâmetros 7  e f3 satisfazendo

Pc,e{x) < c m b e  + Pcix)

< c m b e  +  ipc(x)

< c m b e  +  c m a e  +  ipCt£(x).

Donde segue que,

inf{(pc,e{x) I x  E E™} — a  < m í{'pc>e(x) \ x  E E™},

■

7/3 <  1. (3.8)
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Note que, neste caso, se o algoritmo nao atinge o critério de parada, entao

Sk+iCk+i =  c0£0(7 /3)fc

e consequentemente, £k+\Ck+\ —> 0 quando k —>• oo, pela suposição (3.8).

O resultado abaixo m ostra que o Algoritmo 3.1 é globalmente convergente.

T e o re m a  3.13. Suponha que o Algoritmo 3.1 com 7/3 <  1 gere uma sequência infinita 
(.x k) C R™. Se x* é um ponto de acumulação de (xk), então x* é uma solução do problema 

( ! ) ■

Baseado em resultados da literatura, por exemplo [20, Teorema 3.1], apresentamos um 
resultado mais geral do que o teorema acima. Esse consiste do cálculo de minimizadores 
aproximados da função p c,£(-), isto é,

Ack,ek ( x h) < Ack,sk(x ) +  lk , V x  G R ra.

Assim, se lk —> l > 0 então um ponto de acumulação da sequência (x k) é tam bém  uma
solução aproximada do problema original. Além disso, se lk —>• 0, então esse ponto de
acumulação será um a solução do problema (1) .

T e o re m a  3.14. Sejam (ck), (ek) C R + e (lk) C R +; (x k) C R™ sequências satisfazendo

(i) Ceai >  cfc e e k+i < e k Vfc G IN;

(ii) ck £k —> 0 e lk —> /;

(Ui) tpCkíek(xk) < mí{<pCkt£k(x) | x  G R™} +  lk, Wk G IN.

Se x* é um ponto de acumulação de (xk), então x* G X  e satisfaz

f ( x * ) < f ( x )  + l, é/x G X.  (3.9)

Além disso, se l = 0 então x* é uma solução do problema (1) .

Prova. Como x* é um ponto de acumulação de (x k), existe um conjunto infinito K  C IN
tal que x k —>■ x*. Vamos m ostrar que x* é viável para o problema (1). Para isto, suponha
por contradição que x* ^  X .  Então existem i0 G { 1 , . . . ,  m }  e w > 0  tais que

9í0(x*) >u j >  0.

Como £k 0 e gio é contínua, existe um conjunto infinito X \  C /C ta l que

g io( x k ) > u  >  £ k (3.10)
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para todo k E 1C\. Assim, da relação (3.10) e do Lema 3.4 segue que

f ( x k) +  ck{u -  ek m a )  < f { x k) +  ck(gio(xk) -  ek m a )

= f (xk) +  ck(p(9i0(xk )) ~  £kma)
m

< f ( x k) +  ck ^ 2 'p(gi(xk )) — ck ek m a
i= 1

=  tpCk{xh) -  ck £k m a

< <Pck,ek(xk )> (3-11)

em que a primeira igualdade e a segunda desigualdade são devidas a gí0(xk) = p(gí0(xk))
e p(-) > 0 , respectivamente.

Por outro lado, para todo k G IN, x k é um minimizador aproximado de (pCfc;£fc(-), o que 
juntando com o Lema 3.4 resulta em

Vck,sk (xk ) - l k <  Pck,ek (x ) < Pck (x ) + c k £k m  b, Mx G E™.

Em particular, para i G l  temos <pCk{,x ) =  f ( x ), portanto

LPck,ek(xh) ~  h  < f ( x ) +  ck £k mb,  V i G l ,  fc G IN. (3.12)

Agora, juntando (3.11) e (3.12) obtemos

f ( x k) +  ck{uj — £k m a ) <  lk +  f ( x )  +  ck £k mb,  Vfc G /Ci, 

consequentemente, para quaisquer k E K,\ e x  E X  temos

Ckuj < l k + f ( x )  -  f ( x k) +  cfc £k m(a  +  6),

Dado que lk —>■ l ,ck£k G  0 e f ( x k) —)• f (x*),  temos que o lado direito da relação acima
Kié limitado, enquanto que o lado esquerdo é ilimitado superiormente, pois ckuj -4 +oo,

enquanto que o lado esquerdo é ilimitado superiormente, o que gera um a contradição.
Portanto, x* E X .

Resta m ostrar que x* satisfaz (3.9). Do Lema 3.4 temos que

f ( x k) -  ck£k m a  < <pCk(xk) -  ck £k m a  < p Ckt£k(xh), Wk E K.  (3.13)

Usando a definição de x k e o Lema 3.4 novamente, obtemos que

Vc k ,skX x k ) -  h <  P c k ,ek (x ) <  Pc k (x ) +  Ck £ k m b  =  f ( x )  +  Ck £ k m b ,  (3.14)
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ACpara todo x  E X  e k E /C. Agora, juntando (3.13), (3.14) e o fato que lk l , ck£k y 0, 
segue que

f ( x * ) =  lim [f{xk) -  ckek m a\ < lim [f(x) + ck£k m b  + lk] = f ( x )  + l,
fc—) > o o , & E A C  fc—)> c o , & E A C

para todo x  E X . Portanto x* é um a solução aproximada de (1). Em particular, se l =  0 
então x* é um a solução do problema original. ■

Note que, no teorema acima, se lk =  0 para todo k E IN e as sequências ck e ek 
são atualizadas como no Algoritmo 3.1, então recuperamos o Teorema 3.13. Por outro 
lado, se lk > 0 , o cálculo de minimizadores aproximados do problema de penalidade 
suavizado pode resultar em um a solução aproximada do problema original. Ainda mais, 
se a imprecisão do cálculo dos minimizadores globais é diminuída a cada iteração, de 
modo que lk —> 0 , um ponto de acumulação gerado por esse algoritmo é uma solução do 
problema original.

Em particular, temos que se a função objetivo do problema (1) é coerciva, a existência 
de um ponto de acumulação pode ser garantida se (tpCkíek(xk)) é lim itada como m ostra o 
próximo resultado.

T e o re m a  3.15. Suponha que f  é uma função coerciua. Seja (x k) C R™ uma sequência 
gerada satisfazendo as hipóteses (i) — (Hi) do Teorema 3.1 f . Se a sequência ((pCfc;£fc(xfc)) 
é limitada então (x k) é limitada e qualquer ponto de acumulação x* é uma solução apro­
ximada de (1). Em  particular, se lk —> 0 então x* é uma solução de (1).

Proua. Usando que f ( x k) < f ( x k) +  ck Ym=iPÍ9í(xk )) =  Tck(xk) para todo k E IN e o 
Lema 3.4, temos

f ( x k) -  ck m a e k < p Ck(xk) -  ck m a e k < ipCkí£k(xk), (3.15)

para todo k E IN.
Por hipótese a sequência ((pCfc;£fc(xfc)) é limitada, assim existe L > 0 tal que L > 

<pCkíek(xk) para todo k E IN. Juntando isto com (3.15), obtemos

L > p Ck,ek(xk) > f ( x k) -  ck m a e k,

para todo k E IN. Donde segue que (x k) é limitada, pois caso contrário, poderíamos
ACobter um conjunto infinito fC C IN de modo que ||xfc|| —> oo, o que pela coercividade de /  

resultaria
f ( x k) — ck m a e k —>■ +oo

pois ckek —>■ 0. Portanto (x k) é lim itada e pelo Teorema 3.14 qualquer ponto de acu­
mulação x* da sequência (x k) é um a solução aproximada do problema (1). Em particular, 
se lk —> 0 então x* é uma solução (1) . ■
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Note que ao considerarmos a hipótese de coercividade da função objetivo no problema 
de penalidade

obtemos que esse problema sempre é limitado inferiormente para qualquer c >  0. Conse­
quentemente, as iterações do Algoritmo 1.2 estariam  bem definidas para  qualquer função 
de penalidade, Assim, um ponto de acumulação de um a sequência gerada por esse algo­
ritmo seria, pelo menos, um a solução aproximada do problema original (Teorema 1.6).

3.4 E xem plos  de  ap ro x im ação  suave

A seguir apresentamos exemplos de suavizaçôes da literatura que satisfazem a Definição 
3.2. Em especial, os resultados vistos nas Seções 3.1 — 3.3 são válidos para essas funções.

Note que esta função assume valores negativos para t <  0 e, como pode ser visto na Figura
3.1, quanto menor o valor do parâm etro de aproximação, menor é o erro de aproximação 
entre essas funções. Vejamos que a função % é de fato um a função de aproximação suave.

m inim izar{/(x) +  c.P(x) [ Jr G IR”}

Função 1 ( [20])

Seja //| : E  X E + —>• E  definida Como

t — - s e  tl£ I >  0 .

t < 0

////
- 0.2  -  ^

- 0.3  i ____ i_________ i_________ i_________i_________ i_________i_________ i
- 0.05 0.00  0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30- 0.10

t

Figura 3.1: Comportamento da função /?i(*,£) e p(-).
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Para cada e >  0 fixado, temos que

2e — - e ê l £ t < 0 ,
Ei{t) :=p(t )  -  ri!(t,e) = < x 2

- e e  tl£ t > 0 .

3
A função E\  é decrescente no intervalo (—oo,0), pois E\(t )  =  <  0> para t <  0.
Analogamente, vemos que E x é decrescente em (0 , +oo). Além disto,

lim EAt )  =  - e  e lim E\(t )  =  2e,
t—S-0+ 2 í—>—oo

o que resulta em

2 A E\{t) < 2e, se t < 0 e 0 <  E\{t) < - e ,  se t > 0.

Portanto, para todo í e K ,

0 <  p(t) — r]i(t,e) < 2e.

Logo, rji satisfaz o item (ii) da Definição 3.2 com b = 0 e a = 2. Para o item (i), vamos 
calcular o limite fundamental dessa função pela esquerda e direita de zero. Temos que

.. t - l / 2 e ~ t/£ + l /2e  1 .. 1 f l - e e t/s\  1 1 . .  3
lim ----------------------------=  1 +  lim - e  (   ) =  1 H—  ln(e) =  -

í—>o+ t  í—>o+ 2 t 2 2

3

‘ò/2eet/£ -  2e + l /2e  n. 3 / e ^ - l N  3 
lim ----------------------------- =  lim - e

í->o- t í->o- 2 \  t J 2

Consequentemente, rji é derivável no ponto zero, além disto,

3
d
5 O i(v - ) ) H 2 i

-e*/£ t < 0

1 +  -e -* /£ t > 0 ,

assim rji satisfaz as condições (z) e (ii). Portanto, rji é uma função de aproximação suave 
para p(-).

e
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Função 2 ( [7, 19])

O utra função que consideramos : R x R + —¥ R é definida como

m (t,e) = <

0 t < 0 , 
t 2

0

t - 1  t > s .

E sta  é utilizada mais recentemente em |7] para derivar um algoritmo de subgradiente 
primal-dual. Já  em [19] um a variante dessa função é utilizada para desenvolver um al­
goritmo de penalidade suavizado, o qual aproxima o m étodo de penalidade exata l p com
p < 1.

Note que, diferentemente de /q que assume valores negativos, a função //2 é não negativa 
em R, isto pode ser observado na  Figura 3.2 que ilustra a aproximação da função 
de p(-), a medida que s  se aproxima de zero.

Vamos estimar analiticamente o erro de aproximação. Considere e > 0 fixado, então

E2(t.) p(t) -  q2(t,£)

0
t 2

t < 0 ,

t  0  < t , < £
2e ~

£

1 2  ( > í '

t

Figura 3.2: Comportamento de % (-,e) ep(-).

d
Temos que E 2 é crescente em (0 . ). visto que. — E 2(t) =  1 — í / e > 0  neste intervalo.

a t
Donde segue que

0 <  E 2{t) <
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para i G (—oo, 0) U (e ,+ 00). Portanto

0 < p ( t )  -  ife(t.e) < (3.17)

Logo ì}2 satisfaz (3.1) com b =  0 e a =  1/2. De forma analoga a ?q, podemos m ostrar que 

e~) é suave.

Função 3 ( [39])

Seja ìf| : E  x E + —> E + dada por

t <  0 ,

0 <  t  < £, (3.18)
£2 4s

t  +  — ------  £ < t.
21 3 -

A Figura 3.3 m ostra que quanto menor o valor de s, menor é também o erro de apro­
ximação. Dado e > 0 temos que

Figura 3.3: Comportamento de %:(<,£) e p(-).

0 t < 0

t — 0 <  t
G s 2 .

4e £
£ < t.

¥ 21

Como a função £3  é crescente para t G [0, + 00), segue que

4
0 <p{t )  -  í?â#,a) <  - s .

ü
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Logo, rjs satisfaz a condição (ii) da Definição 3.2. Ainda, podemos m ostrar que r]3 é suave 
e que a sua derivada é dada por

0
t 2

t < 0 ,

Vs( t ,£ )  =  { ^  0 < t < e ,

1 ------  £ < t.
. 212

Portanto, rj3 é uma função de aproximação suave. Ainda mais, essa função é duas vezes 
diferenciável com a segunda derivada dada por

* 7 3  ( * )  =  <

0 t  <  0 ,

0 <  t < £,
I2 '

Para ta l que que g i (x )  < e,  temos que a matriz Hessiana da função suavizada é

m m

V 2^ c A x ) = V 2/(x) + c ^ r ] lAgi{x),£)Vgi{x)Vgi{x)T + c ^ r ] l3{gi{x),£)V2gi{x)
i=l i=l

V 2/(.r) +  V 9i(.r)V9i(x)T +
Qi{xf

íei+
x,  , „

e * ■ 2e 2

L(x,g)  +  J Ç  g ,{ x ) V g,(x)T,

onde //j c([^(^)]+)
2e2

e /+  =  {* G { 1 , . . .  , m }  | ^ (a r)  >  0}.

Observe que, para /q  e f i i / g ^ x ), z G / + serem limitadas, digamos por u  >  0, é 
necessário que Q í ( x )  <  ( 2 o j £ 2 ) / c .  Mas, ta l condição não pode ser garantida em geral. 
Além disso, a ilimitação desses termos pode levar ao mal condicionamento da Hessiana. 
De fato, considerando o problema de otimização convexo do Exemplo 2.3 temos que a 
função penalizada suavizada é

<Pc,e(x ) =  \ { x i +  (x 2 ~  ! ) 2) +  c m i 1 ~  x i , e ) .

Em pontos x  que são e-viáveis para esse problema, temos

v V c ;£ O)
1 H— -(aq +  l) 0 

£z
0 1

2
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Logo, o número de condicionamento da matriz acima é

Xc,e(x ) 1 ! y l-n  ' !)•£z

e2 , ,Se para algum uj >  0 temos que +  1) <  íu-C  VA: G IN, então a matriz acima é
Ck

sempre bem condicionada. Caso contrário, V 2tpm eĥ ck) tom a-se arbitrariam ente mal 
condicionada, a medida que e cjT1 tendem  a zero.

Função 4 ( [38])

A últim a função de suavizaçâo que trazemos neste trabalho é denotada por /q : R x R f -y 
E  e definida utilizando o número de restrições Qi do problema original, dado por m , e o 
parâm etro de penalidade c como segue:

//,{/• í 10e3

t +
3e2

5 m 2c2t

t < 0 ,
£

o <  t < — ,
m c

•'! £
——  i  > — .
2 ///r m c

A Figura 3.4 m ostra que o param etro de penalidade c também comporta-se como 
um param etro de suavizaçâo para a função definida acima, já  que conforme c aumenta, 
o gráfico de ^ ( í ,  e) aproxima-se mais de p(t). O mesmo efeito pode ser verificado se o 
número de restrições m  é muito grande, ou ainda, se diminuímos £ como ilustrado na 
Figura 3.5.

e = 1 , m =  10

Figura 3.4: Comportamento de em relação a  c.
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Vamos estimar um erro de aproximação entre perq. Para e e c  fixados, temos

0 t < 0 ,

E 4(t) = p (t) - rq4(t,£) = t -
m scHA £

0 < t <  — , 
mc

£
t > ---- .

f 2m c  5m 2c2t m c

10e3 
3e 3e

Se 0 <  t < —  então a derivada de £4  é positiva, um a vez que 
mc

2 / m c \ 3 o _
-  -  l — 1 í 3 >  1 ------>  0 .—E 4(t) =  1 r . 

dt w  5 V e

Consequentemente, 0 <  E^it) < (9 /10)em c, e como

2
5

d 3e2
dt 5m 2c2t 2

> 0 , t > — , 
mc

segue que 9/10 <  E^it) < 3£/2mc. Essa análise m ostra que

3e
0 <  p{t) — p4(f, e) <

2 mc

Portanto, p4 satisfaz a Definição 3.2 para a =  3 /2£ m c  e b =  0.
Ainda é possível m ostrar que a primeira e segunda derivada de 773 são dadas, reespec- 

tivamente, por

v'Át,e) = <

0
2 m 3c3t 3

t < 0 ,
£

5e3

1 -

3e
5 m 2c2t2

0 < t <  — , e rfiit) = { 
mc

t > — ,mc

0
6 m 3c3t 2

5 4
6e

 ̂5m 2c2t 3

t <  0 ,
£

0 < t <  — ,

mc
t > — . 

mc

Assim,

V p c>£(x) = V /(ar) + c ^ 2 q '4(gi(x),£)Vgi(x)
i= 1

V V c,£(^) =  V 2/(:r) +  C Y  v ” {gi{x),£)Vgi{x)Vgi{x)T +  c Y  v ' Á 9 i { x ) ,  e)V 2^ (x )
i=l i=l

Em particular, se gí{x) < — , para todo z G { 1 , . . . ,  m},  então
mc

2 c4m 3
V 2ç?C)£(x) =  V 2/(x )  +  5g3 Y  [39i {xfVQi{x)VQi{x)T +  g i { x f v 2gi{x)]

íei+

e
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onde I + = {i E { 1 ,. . .  , ro} \ gi(x) > 0}. Reescrevendo a  fòrmula acima, temos

•3 H ì

iei+

2 /7?3 c4 ,
onde f.ii

5e3

V 2pcA'x) = V f , , . //) • V  — gAx)V gi(x)
7 T  cm (x )

Novamente,: temos que V (/?c,e(-) pode tornar-se arbitrariam ente mal condicionada, se 
//.; e fi: não forem limitadas. Por exemplo, considerando novamente o problema

c =  5, m  = 10

Figura 3.5: Comportamento de ?q(-,e) e p(-),

convexo do Exemplo 2.3, vemos que se g(x) < s jm c  então

V 2^ e ( x )  = l +  g ( l - M )2 0

0 1

Logo, o número de condicionamento dessa m atriz é

6r4
Xc,e =  1 +  ^ ( 1 - * #

Assim, se existe a  >  0 ial que (1 — x^) <  a/(s^/2/c |)  para todo k E IN, temos que 
V 2* W ^ )  ê sempre bem condicionada,: caso contrário o mal condicionamento é crescente 
a medida que k cresce.

N esta capítulo foram estabelecidas condições para obtermos uma função que aproxima 
e suaviza p(-). A partir disso, determinamos relações entre soluções do problema (SPe) 
com soluções de (Pi) e de ( f ) . Em particular, vimos que um a solução do problema com 
restrições pode ser aproximada resolvendo o problema (SPe) (Teorema 3.7). Além disso, 
um algoritmo para minimizar (1) com uma abordagem de penalidade foi definido e sua 
convergência global provada, no sentido de que se a  sequência gerada pelo algoritmo
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possui um ponto de acumulação, esse ponto é um a solução de (1). Por fim, mostramos 
que diversas funções da literatura satisfazem as condições impostas para ser uma função 
de aproximação suave.
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Capítulo 4 

Experim entos numéricos

Em [19, 20, 38, 39] são apresentados testes numéricos realizados com os algoritmos de 
penalidade é i,é 2 e algoritmos de suavização, para um conjunto de problemas-teste na 
linguagem de programação MATLAB. A partir dos resultados obtidos é observado que o 
algoritmo proposto produz bons resultados para problemas de otimização com restrições. 
Tendo isto em vista, nesta seção comparamos o desempenho dos algoritmos estudados 
por meio de testes numéricos na linguagem de programação Julia, na resolução de todos 
os 51 problemas com restrições de desigualdade da coleção CUTEst [11] da forma

minimizar f {x )  (4-1)

sujeito a Q í ( x )  <  0 ,  i  =  1, . . . ,  m,  

x  e  Rra

com / ,  Çi : R™ —>• R funções duas vezes diferenciáveis em que 0 < m , n  < 100.
Os problemas foram coletados por meio do pacote CUTEst.jl [28]. Para acessá-los 

e integrá-los à linguagem de programação Julia, utilizamos o pacote NLPModelslpopt.jl 
[29].

4.1 A lgoritm os e critérios de parada

0  critério para declararmos parada dos Algoritmos 1.1 e 3.1 considerados nos Capítulos
1 e 3, respectivamente, dependem unicamente da viabilidade do iterando x k+l. Nos expe­
rimentos numéricos utilizamos o critério de parada de tolerância para a viabilidade igual 
a e =  10“6, isto é,

I l b ( ^ +1) ] + I G < 1 0 - 6. (4.2)

Se o critério (4.2) é atingido, paramos a execução do algoritmo e declaramos convergência. 
Neste caso, identificamos esse resultado com a f l a g  de saída do algoritmo igual a “V” .
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Tal critério de tolerância para a viabilidade também é utilizada nos trabalhos [19, 20, 38, 
39]. Além de (4.2), utilizamos um segundo critério de parada para os algoritmos, o qual 
exige a redução da inviabilidade relativa ao ponto inicial, ou seja,

||[<?{.r*+p]+ |U  <  10-6 ||[</{-r°)]+ |U . (4.3)

Se o critério acima é atingido, paramos a execução e atribuímos a flag  de saída do 
algoritmo igual a “V” .

Entretanto, os algoritmos podem não atingir o critério (4.2) ou (4.3) e, consequente­
mente, não parar, ou ainda o parâm etro de penalidade pode vir a se tornar muito grande 
e provocar erros numéricos. Assim, consideramos alguns critérios de interrupção com 
insucesso dos algoritmos com as respectivas FLAGs de saída: Lirnitante superior para o 
parâmetro de penalidade,

ck+ 1 >  102Ô FLAG =  Q. (4 .4)

Lirnitante superior para o tempo de execução em segundos:

max_tempo =  600, FLAG =  T. (4.5)

O critério (4.4) tem  como objetivo evitar erros numéricos, visto que na linguagem de 
programação Julia são retornados valores negativos para valores maiores ou iguais a 1026. 
Enquanto que (4.5) visa impedir que os algoritmos parem por insucesso na resolução dos 
subproblemas. Mas, se este critério de parada é atingido, isto é devido à dificuldade em 
calcular um minimizador para os subproblemas. A execução dos algoritmos também é 
interrom pida se algum erro numérico é identificado, tais como q  <  0 ou x ) =  N a N ,  
para algum i =  1 , . . . ,  n, ou valores funcionais muito grandes como \ f ( x k+1)\ > 10100 ou 
| / ( x fc+1])| =  oo. Em quaisquer desses casos é atribuído à FLAG de saída do algoritmo o 
valor “E” .

Levando em consideração os critérios de parada, o algoritmo de penalidade com as 
funções í \  (p =  1) e (p = 2) assume a forma descrita abaixo.

A lg o ritm o  4.1 . Algoritmo de penalidade

DADOS: x ° G W 1, c0 >  0, f3 > 1, e >  0, p  G {1, 2} e r  G {1, || [â,(^°)]+ ||oo} 

k = 0 

R e p i ta

{ m
f ( x ) +  — max{0, gj{x)}p \ x  G R™

S e  II ^ ( x ^ 1) ] ^ ^  <  e r  

pare com sucesso
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S e n a o  
defina c^^-i

Se ocorre (4-4) ou (4-5) ou algum erro numérico  

pare com insucesso 

S e n ã o  
k =  k  +  1

O Algoritmo de Suavização 3.1 com as funções r/j, j  =  1, 2 , 3, 4, descritas na Seção 3.4 
tom a a forma abaixo.

A lg o ritm o  4.2 . A lgor itm o  de suavização

D ad o s: x° e  R™, Co > 0,/3 > 1, £q > 0, 0 <  7  < 1, e > 0, j  G {1,2, 3, 4} e 
T £ { 1, I M B U I U  
k =  0 
R e p i ta

C a l c u l e  x k+l e  argmin | / ( t )  +  VÁ9i(x),£k) I x  e  Rra|

Se II <  e
pare com sucesso 

S e n ã o
defina e

Se ocorre (4-4) ou (4-5) ou algum erro numérico  

pare com insucesso 

S e n ã o  
k =  k  +  1

Os algoritmos acima foram implementados na linguagem de programação Julia, com 
base nas infraestruturas JuliaSmoothOptimizers [27] e Optim  [25]. Os trabalhos [19, 20, 
38, 39] sugerem o uso de algoritmos do tipo quase-Newton e do iterando anterior como 
ponto inicial para a resolução dos subproblemas dos algoritmos de suavização. Assim, 
foi seguida essa sugestão, adotando-se o método BFGS disponível no pacote Optim para 
os algoritmos de suavização e de penalidade £2- Para a resolução dos subproblemas do 
algoritmo de penalidade G, utilizamos o método Nelder-Mead, também disponível no 
pacote Optim.

A seguir, são descritos os parâm etros iniciais para a execução de cada um dos algorit­
mos.

4.1 .1  P arâm etros in iciais

Nos experimentos numéricos apresentados para os algoritmos propostos em [19, 20, 38, 
39], em cada problema testado, são utilizados um ou mais conjuntos de parâmetros de

71



entrada {c0, e0, (3,7 }. Em nossos experimentos, utilizamos os conjuntos de parâmetros 
trazidos na referência que a introduziu. Mais especificamente, fixado um dos critérios de 
parada (4.2) ou (4.3) para o Algoritmo 3.1 com as funções rji, 772, 73, dn testamos todos os 
conjuntos de parâm etros utilizados nos experimentos numéricos de [19], [20], [38] e [39], 
respectivamente. Na Tabela 4.1 são mostrados esses parâmetros. A notação “Algj_r” 
significa que o Algoritmo 4.2 é considerado com a função rjj e o conjunto de parâmetros 
descritos na linha r.

£0 7 Co P £0 7 Co p
Algl_l 0.1 0.1 10 3 Alg3_l 0.1 0.01 100 2
A lgl_2 1 0.1 5 2 Alg3_2 0.1 0.01 1 2
Algl_3 1 0.01 100 2 Alg3_3 0.1 0.01 10 10
Algl_4 0.1 0.1 1000 2 Alg3_4 0.1 0.1 100 2
Algl_5 0.1 0.01 100 5 Alg3_5 1 0.5 1 2
Alg2_l 0.01 0.01 1 2 Alg4_l 1 0.5 1 2
Alg2_2 0.001 0.001 2 10 Alg4_2 0.1 0.01 10 10
Alg2_3 0.1 0.1 5 3 Alg4_3 0.1 0.01 1 2
Alg2_4 0.0001 0.001 2 10 Alg4_4 0.1 0.01 1000 2

- - - - - Alg4_5 0.1 0.1 100 2

Tabela 4.1: Conjunto de parâm etros para os algoritmos de suavização.

Para os algoritmos de penalidade, utilizamos todos os pares de parâmetros (co,/3) 
obtidos na Tabela 4.1, além do par (1,10) sugerido em [23], como descritos na Tabela
4.2. A notação “ép_r” significa que o Algoritmo 4.1 é considerado com a função í v e o 
conjunto de parâmetros descritos na linha r  da tabela.

Co p Alg Co p
£AA 100 2 £2-2 100 2
n _2 1 2 £2-2 1 2
n_3 10 10 £2_3 10 10
í \ a 10 3 £2A 10 3
n_5 1000 2 £2-5 1000 2
n _6 2 10 £2-6 2 10
£1-7 5 2 £2-7 5 2
n _8 5 3 £2_8 5 3
£13 100 5 £2JJ 100 5

£1-10 1 10 £2A0 1 10

Tabela 4.2: Conjunto de parâm etros dos algoritmos de penalidade.

4.2 M etodologia  de com paração

Como para cada critério de parada (4.2) e (4.3) são testadas 19 instâncias do algoritmo 
de suavização e 20 instâncias do algoritmo de penalidade, os testes numéricos foram
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realizados em duas etapas. A primeira etapa consiste da escolha de parâm etros entre os 
descritos nas Tabelas 4.1 e 4.2 que fornece o melhor desempenho para cada algoritmo. Em 
seguida, foi comparado o desempenho de todos os algoritmos com seu respectivo conjunto 
de parâmetros. Em ambas as etapas foram considerados todos os 51 problemas-testes.

Para a análise dos resultados, foram utilizados os mesmos critérios comparativos entre 
as soluções nas duas etapas. Dado um problema na forma (4.1), seja /* o valor de função 
encontrado pelo algoritmo i e / min o menor valor de função encontrado por todos os 
algoritmos cuja solução é viável. Declaramos que o algoritmo encontrou uma solução 
para este problema se a condição sugerida em [4] é verificada, isto é, se a solução é viável 
e satisfaz

n ^  °-0L (4-6)m ax{l, | / min|}

Em seguida, analisamos os resultados através de gráficos de perfis de desempenho
[8] em relação ao tempo computacional, gerados por meio do pacote SolverBenchmark.jl
[30]. Utilizamos um critério de empate para o tempo computacional, sugerido em [2], 
Mais especificamente, consideramos que um algoritmo é o mais eficiente se encontrou 
uma solução para o problema e o seu tempo de execução não ultrapassou em 5% do tempo 
do mais rápido. Assim, um algoritmo é tido como o mais robusto quando resolve o maior 
número de problemas-teste entre os algoritmos comparados.

4.3 R esu ltados num éricos

Nesta seção trazemos os resultados numéricos obtidos com os critérios de parada (4.2) 
(Subseção 4.3.1) e (4.3) (Subseção 4.3.2). Em cada subseção exibimos os gráficos de perfor­
mance prohle e identificamos o conjunto de parâmetros que ofereceu o melhor desempenho 
computacional para cada um dos algoritmos. Em seguida, comparamos o desempenhos 
dos seis algoritmos com o conjunto de parâm etros selecionados na etapa anterior. Por 
hm, trazemos algumas observações gerais sobre o desempenhos dos algoritmos com os 
dois critérios de parada.

Adotamos a notação £1 e £2 para nos referirmos ao Algoritmo 4.1 com p  =  1 e p  =  2 , 
respectivamente, e Algj para o Algoritmo 4.2 com a função de suavização r/j, para j  = 
1 , 2 ,3 ,4 .

4.3 .1  R esu lta d o s ob tid os com  o critério  de parada (4 .2 )

Os resultados que descrevemos nesta seção levam em consideração o critério de parada
(4.2) e os critérios comparativos entre as soluções descritos na Seção 4.2.
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Seleção dos c o n ju n to s  de p a râ m e tro s

Nosso presente interesse é selecionar um conjunto de parâm etros iniciais para cada um 
dos algoritmos da Seção 4.1. Assim, apresentamos os resultados dos testes numéricos 
em gráficos de perfil de desempenho nas Figuras 4 ,1-4.4 e determinamos o conjunto de 
parâm etros em que cada um dos algoritmos apresentaram  o melhor desempenho compu­
tacional.

A Figura 4.1 m ostra que o algoritmo de penalidade com a função t \  teve maior robustez 
com o segundo par de param etros (1, 2), o qual é também um dos mais eficientes, como 
pode-se ver no gráfico da direita. Já  a Figura 4.2 mostra que o algoritmo (2  10, ou seja o 
algoritmo de penalidade £2 com o par de parâm etros (1, 10), foi o mais robusto e eficiente. 
Logo, £1-2 e £2-10 foram as instancias selecionadas para os algoritmos de penalidade £\ e 
£% para a segunda fase de experimentos numéricos.

0.4

0.3

0.2

0.1

00

: u f - d ?

j

0.05 0.10 0.15
Parâmetro t - escala loaarítm ica de base 2

Figura 4.1: Perfil de desempenho do Algoritmo 4.1 com o critério de parada (4.2) e a 
função de penalidade £1, em relação ao tempo computacional.

Na Figura 4.3 são apresentados os resultados para os algoritmos de suavizaç-ão com 
a função ?q (à esquerda) e i/, (à direita). Temos que Algl apresentou o seu melhor 
desempenho com o primeiro conjunto de parametros {0 .1, 0 .1,10,3}, visto que resolveu 
tres vezes mais problemas com essa instancia do algoritmo do que com as outras instancias 
testadas para a função çq. Já  os resultados obtidos para Alg2, mostram que esse algoritmo 
foi mais eficiente com o quarto conjunto de param etros, ou seja, {0 .0001 , 0 .001 , 2 , 10}, 
porém, essa instância do algoritmo é a que apresenta menor robustez. Enquanto que 
o primeiro conjunto de parametros, dado por {0 .01 , 0 .01 , 1, 2}, é o  qual o algoritmo de 
suavizaç-ão com i}2 teve sua maior robustez e também o segundo mais eficiente. Portanto, 
adotamos o Algl_l e o Alg2_l para a segunda etapa de testes numéricos.

Na Figura 4.4 apresentamos os resultados obtidos para o algoritmo de suavização com
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Figura 4.2: Perfil de desempenho do Algoritmo 4.1 com o critério de parada (4.2) e a 
função de penalidade t 2(, em relação ao tempo computacional.

Figura 4.3: Perfil de desempenho do Algoritmo 4.2 com o critério de parada (4.2) e as 
funções de suavização ijrj e •//•_>. em relação ao tempo computacional.

as funções % (gráfico da esquerda) f  //1 (gráfico da direita). Estes evidenciam o nielhor 
desempenho desses algoritmos com os parâm etros %  =  0 .1 ,7  =  0.01, c0 =  1 e (3 = 2 , 
correspondente ao segundo e. terceiro conjunto de param etros descritos na Tabela 4.1. 
Portanto, esses foram os parametros adotados pa ia  a segunda, etapa para o Algoritmo 4.2 
com as funções %  e //,.

Em decorrência da análise acima, a Tabela 4.3 m ostra os parametros selecionados para 
a comparação entre os algoritmos.
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Figura 4.4: Perfil de desempenho do Algoritmo 4.2 com o critério de parada (4.2) e as 
funções de suavização i]s e ?/,. em relação ao tempo computacional.

£0 7 Co 0
a - - 1 2
£2 - - 1 10

Algl 0.1 0.1 10 3
Alg2 0.001 0.001 1 2
Alg3 0.1 0.01 1 2
Alg4 0.1 0.01 1 2

Tabela 4,3: Parâm etros iniciais selecionados para  os algoritmos com o critério de parada
(4.2). ' "

C o m p a ra ç ã o  e n tre  os a lg o ritm o s

Apresentamos agora os resultados obtidos na comparação de desempenho computacional 
entre, os algoritmos de penalidade e. de. suavização com os parâm etros descritos na Tabela 
4.3 para os 51 problemas-teste da coleção CUTEst.

Na Tabela 4.4 é apresentada a taxa de robustez e e fic iê n c ia  atingida por cada um 
dos seis algoritmos. O algoritmo de penalidade £\ é o mais eficiente, resolvendo 35,29% 
dos problemas com o menor tempo, seguido pelo algoritmo de suavização com //•_> o qual 
resolveu 25.49% problemas. Esse algoritmo é tam bém  o mais robusto, atingido 76.47% de 
problemas resolvidos, a mesma robustez apresentada pelo algoritmo de penalidade |g,. Já 
os algoritmos de suavização com as funções ?fg e //t resolveram 37 e 38 de 51 problemas, 
respectivamente.

Em consonância com qs resultados apresentados na Tabela 4.4, o gráfico da esquerda 
da Figura 4.5 m ostra que o algoritmo de suavização com f  õ algoritmo de penalidade £2 

são os mais robustos, sendo que Alg2 exigiu menos tempo computacional para resolver o 
mesmo número de problemas, além de ser o segundo mais eficiente, perdendo apenas para 
o algoritmo de penalidade £\, que foi o mais eficiente em 18 de 51 problemas. O gráfico
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Robustez Eficiência
ü 56,86% 35,29%
£2 76,47% 11,76 %

Algl 29,41% 7,84 %
Alg2 76,47% 25,49%
Alg3 72,54% 7,84%
Algl 74,51% 3,92%

Tabela 4.4: Robustez e eficiência dos 6 algoritmos com o critério de parada (4.2)

St direita representa o perfil de desempenho dos mesmos algoritmos desconsiderando o 
critério (4.6), ou seja, aceitando que um algoritmo resolveu um problema simplesmente 
se sua FLAG de saída é de sucesso (V). Neste gráfico, observamos que os algoritmos de 
suavização com ffjt e de penalidade % foram os mais rápidos para atingir a tolerancia 
para a viabilidade em 39 e 35 dos 51 problemas-testes, respectivamente. Em contraste, 
o gráfico da esquerda m ostra que esses dois algoritmos foram os que apresentaram  o pior 
desempenho quando se leva em consideração o critério í 1.6). Isto m ostra a im portância 
de se adotar um critério de análise de qualidade da solução obtida pelos algoritmos como 
(4.6).

Figura 4.5: Perfil de desempenho de todos os algoritmos com o critério de parada (4.2) e 
os conjuntos de parâm etros selecionados, em relação ao tempo computacional. A figura 
da esquerda leva em consideração o critério (4.6), enquanto a da direita, não.

Na Tabela 4.5 é apresentado o número de vezes que os algoritmos atingiram  cada 
um a das FLAGs de Saída. O algoritmo de penalidade í% foi o que atingiu o critério de 
viabilidade o maior número de vezes, 41 dos 51 problemas. Enquanto que o algoritmo 
com a função % foi o que menos vezes atingiu esse critério, totalizando 35 problemas, mas 
note que em 25 deles o algoritmo £% foi o mais eficiente. Observamos que os algoritmos, 
f n  f i  e fga foram interrompidos por erros computacionais. Enquanto que em pelo menos 5
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V O T E
£1 35 5 0 11
£2 41 10 0 0

Algl 38 13 0 0
Alg2 39 11 0 1
Alga 38 12 1 0
Alg4 39 11 0 1

T a b e la  4.5: F l a Gs d e  s a íd a  dos 6 a lg o ritm o s  co m  o c r ité r io  (4.2)

problemas, todos os algoritmos tiveram sua execução interrom pida devido ao parâm etro 
de penalidade ser superior a IO20.

4 .3 .2  R esu lta d o s ob tid os com  o critério  de parada (4 .3 )

Os resultados que descrevemos nessa subseção seguir levam em consideração o critério de 
parada (4.3) e os critérios comparativos entre as soluções descritos na Seção 4.2.

Seleção  dos c o n ju n to s  d e  p a râ m e tro s

Apresentamos nesta seção os resultados dos testes numéricos em gráficos de perfil de 
desempenho nas Figuras 4.6-4.9 e determinamos um conjunto de param etros que oferece 
o melhor desempenho computacional para cada um dos seis algoritmos.,

Figura 4.6: Perfil de desempenho do Algoritmo 4.1 com o critério de parada (4.3) e a 
função de penalidade £\, em relação ao tempo computacional.

A Figura 4.6 m ostra o gráfico de perfil de desempenho para o algoritmo de penalidade 
í \ .  Dentre os parametros comparados, esse algoritmo resolveu o maior número de proble­
mas com a instância tl_2, isto é, Co =  1 e /5 =  2. Já  a Figura 4.7 m ostra gráfico de perfil 
de desempenho com respeito ao algoritmo de penalidade 1%. Esse algoritmo apresentou
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maior robustez com o par de parâmetros c0 =  5 e /5 =  2 (£2-7), visto que essa instância do 
algoritmo foi a que resolveu o maior número de problemas dentre os parâmetros compa­
rados. Portanto, £1-2 e £2-7 são as instancias selecionadas para a segunda fase de testes 
numéricos.

Figura 4.7: Perfil de desempenho do Algoritmo 4.1 com o critério de parada (4.3) e a 
função de penalidade £2, em relação ao tempo computacional.

Figura 4.8: Perfil de desempenho do Algoritmo 4.2 com o critério de parada (4.3) e as 
funções de suavizaç-ão e ffa, #®i relação ao tempo computacional.

Na Figura 4.8 são mostrados os gráficos de perfil de desempenho para o algoritmo 
de suavizaçâo com as funções tj\ (gráhco a esquerda) e %  (gráhco a direita). Dentre os 
parâm etros comparados para /q. o Algl_l é o mais eficiente e robusto. Enquanto que, 
Alg2_l é a instancia que apresentou a maior robustez para Portanto, (0.1, 0.1,10,3) 
e (0 .01 , 0 .01 , 1, 2), são os conjuntos de parâm etros selecionados para o algoritmo de sua- 
vização com ip  e fjs, respectivamente.
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A Figura 4.9 apresenta os gráficos de perfil de desempenho para o algoritmo de sua- 
vização com a função (a esquerda) e ?/4 (a direita). Observamos que as instâncias Alg3_2 
e Ala 1 3 são as mais robustas e eficientes, dentre os parâm etros comparados. Portanto, 
{0 .1 , 0 .01 , 1, 2 } é o conjunto de parâm etros selecionado para o algoritmo de suavização 
com as funções ij3 e 7/4.

Figura 1.9: Perfil de desempenho do Algoritmo 4.2 com o critério de parada (4.3) e as 
funções de suavização % e ?/4, em relação ao tempo computacional.

C o m p a ra ç ã o  e n tre  os a lg o ritm o s

Trazemos agora os resultados computacionais obtidos para os seis: algoritmos estudados, 
com os conjuntos de parâm etros selecionados na subseção anterior, que estão descritos na 
Tabela 4.6

£0 7 cq 0
a - - 1 2

m - - 10 10
Algl 0 .1 0 .1 10 3
Alg2 0 . 0 1 0 . 01 1 2
Alg3 0 .1 0 . 01 1 2
Alg4 0 .1 0 . 01 1 2

Tabela 4.6: Parâm etros iniciais selecionados para os algoritmos com o critério de parada
(4.3) '

A Figura 4.10 m ostra os gráficos de perfil de desempenho em relação ao tempo com­
putacional para resolver os problemas-testé,

O algoritmo de penalidade £\ foi o mais eficiente, resolvendo 31, 37% dos problemas 
com o melhor tempo. Já  o algoritmo de suavização com se manteve o mais robusto, 
alcançando a taxa de 66 , 66% de problemas resolvidos. Enquanto que os algoritmos de
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suavização com as funções ífj e resolveram 64, 70% dos problemas, ou seja, um problema 
a menos do que o algoritmo mais robusto, com este critério de parada, o algoritmo de 
penalidade £2 foi o quarto mais robusto, resolvendo 60, 78% dos problemas.

Tempo '  fmin Tempo - flag de saída

Figura 4.10: Perfil de desempenho de todos os algoritmos com o critério de parada (4.3) 
e os conjuntos de param etros selecionados, em relação ao tem po computacional. A figura 
da esquerda leva em consideração o critério (4,6), enquanto a da direita, não.

Robustez Eficiência
11 54.90% 31,37%
£2 60,78% 15,68%

Algl 31,37% 15,68 %
Alg2 66 ,66% 19,60%
Alg.3 64,70% 11,76%
Alg4 64,70% 17,60%

Tabela 4.7: Robustez e eficiência dos 6 algoritmos mais viabilidade com o critério de 
parada (4.3)

A Tabela 4.8 apresenta a quantidade de vezes que ós algoritmos atingiram  cada uma 
das Flags de saída e a viabilidade. O algoritmo i 2 foi o que m ais vezes atingiu o critério de 
parada, totalizando 41 problemas, seguido pelos algoritmos de suavização %, 773,774 com 
39 problemas. Note que nenhum dos algoritmos foram interrompidos por tempo Computa­
cional. Entretanto, com exceção do método de penalidade %, mais de 19% dos problemas 
tiveram sua execução interrom pida devido ao param etro de penalidade se tornar superior 
a IO20,

4 .3 .3  C om entários gerais

Os resultados presentes nas subseções anteriores mostram que os algoritmos com o critério 
de parada (4.2) resolveram mais problemas-teste do que com o critério { 1.3). com exceção
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V C T E Viab
11 35 5 0 11 28
£2 41 10 0 0 31

Algl 38 13 0 0 37
Alg2 39 11 0 1 34
Alg3 39 12 0 0 34
Alg4 39 11 0 1 34

Tabela 4.8: Número de problemas-teste que atingiram  a tolerância para viabilidade e as 
FLAGs de saída para os 6 algoritmos com o critério de parada (4.3).

do algoritmo de suavização com rji, o qual apresentou um melhor desempenho com o 
critério de parada (4.3). Por outro lado, o algoritmo de penalidade í 2 foi °  quarto mais 
robusto com (4.3), enquanto que com critério de parada de viabilidade resolveu o mesmo 
número de problemas de rj2, sendo o algoritmo mais robusto conforme podemos ver nas 
Tabelas 4.4 e 4.7.

Observamos nos Apêndice A  que 9 dos 51 problemas não atingiram  nenhum dos dois 
critérios de parada testados, CB2, CB3, EXPFITA, GIGOMEZ2, GIGOMEZ3, HS268, 
HS29, S268, SPIRAL. O que significa que nem a viabilidade, nem um a redução da invi­
abilidade do primeiro iterando foram obtidas para esses problemas-teste em nenhum dos 
algoritmos, fazendo com que o parâm etro de penalidade atingisse um valor superior a 
IO20 ou apresentasse erros computacionais (como é o caso do algoritmo de penalidade í \ )  
levando ao insucesso da resolução do problema-teste.

Em ambos os critérios de parada, o algoritmo de suavização com r\2 foi o mais robusto 
e o algoritmo de penalidade exata í \  foi o mais eficiente. Por outro lado, o algoritmo 
de penalidade í 2 está entre os mais robustos, mas é pouco eficiente. Os algoritmos de 
suavização com as funções rj3 e 774 também apresentaram  um desempenho computacional 
semelhante ao da função rj2, diferindo por no máximo dois problemas não resolvidos.

Na Tabela 4.9 são mostradas informações relativas aos problemas não resolvidos. A 
segunda coluna m ostra o tipo de função objetivo do problema. O termo “mais geral” , 
significa que o tipo de função objetivo é mais geral do que funções do tipo: a soma 
de quadrados, quadrática, linear e constante. Na terceira coluna é apresentado o tipo 
da restrição mais complexa que o problema envolve. Neste caso, o termo “mais geral” 
significa que a restrição mais complexa é mais geral do que quaisquer um dos tipos de 
restrições abaixo:

• as únicas restrições do problema são variáveis fixas,

• as únicas restrições do problema são os limites das variáveis,

• as restrições do problema representam a matriz de adjacência de um a rede (linear),

• as restrições do problema são lineares,
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•  as restrições do problema são quadráticas.

Além das informações dos problemas-testes apresentadas na Tabela 4.9, enfatizamos 
que esses problemas são classificados como acadêmicos, isto é, problemas criados por 
pesquisadores para testar o desempenho de algoritmos.

problema função objetivo restrição mais geral n m
CB2 linear mais geral 3 3
CB3 linear mais geral 3 3

EXPFITA mais geral linear 5 22
GIGOMEZ2 linear mais geral 3 3
GIGOMEZ3 linear mais geral 3 3

HS268 quadrática linear 5 5
HS29 mais geral quadrática 3 1
S268 quadrática linear 5 5

SPIRAL linear mais geral 3 2

Tabela 4.9: Descrição dos problemas não resolvidos por nenhum dos algoritmos.

Por hm, os resultados presentes neste capítulo indicam a necessidade de controlar o 
parâm etro de penalidade, visto que em cerca de 20% dos problemas-teste, em 5 algorit­
mos (com exceção possivelmente de í \ )  c tornou-se arbitrariam ente grande. Além disto, 
obtivemos insucesso na resolução dos subproblemas em 9 problemas-teste em todos os 6 

algoritmos. Assim, um a possibilidade para trabalhos futuros seria testar outros algoritmos 
na resolução dos subproblemas.
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Conclusões

Neste trabalho foi estudado a teoria de métodos de penalidade para o problema geral 
de otimização com restrições de desigualdade. Discutimos a dicotomia entre métodos de 
penalidade suaves e métodos de penalidade exata e estendemos resultados já  conhecidos 
na literatura. Apresentamos de forma unificada suavizações para o método de penalidade 
exata í \ .  Também, derivamos condições suficientes para obter um a função de suavização 
e, como consequência, um algoritmo globalmente convergente para o problema com res­
trições.

Ademais, foi comparado o desempenho computacional dos algoritmos estudados na re­
solução dos problemas da biblioteca CUTEst [11]. Observamos que, três dos quatro algo­
ritmos de suavização tiveram um melhor desempenho computacional do que os algoritmos 
de penalidade í \  e O- Sendo que em muitos problemas-teste o parâm etro de penalidade 
tornou-se muito grande, ocasionando a falha do algoritmo. Diante dessa dificuldade, uma 
das possibilidades para trabalhos futuros seria considerar diferentes parâmetros de pena­
lidade para cada um a das restrições, o que pode ser conveniente pela possível diferença 
de escala entre as restrições. O utra possibilidade seria utilizar estratégias de restauração 
inexata, visando melhorar a viabilidade do ponto obtido a cada iteração e evitar que o 
parâm etro de penalidade torne-se muito grande.
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Apêndice A

Resultados numéricos: comparação 
entre os algoritmos

Neste apêndice apresentamos em tabelas os resultados numéricos obtidos com os critérios 
de parada (4.2) e (4.3) que foram utilizados na geração dos gráficos de perfil de desempenho 
mostrados nas Figuras 4.5 e 4.10, respectivamente. As colunas “s” e “tem po” indicam a 
flag de saída e o tempo gasto na execução de cada algoritmo, respectivamente. O símbolo 
oo (ou —oo), nas referidas tabelas, significam que f ( x k) ou ||[â,(^fc)]+||oo é superior a e710 

(inferior a —e710). Se a condição (4.6) é satisfeita, os resultados são destacados em negrito.

A .l  R esu ltados com  o critério de parada (4 .2 )

problema alg n m s /(A1) llb(*fc)]+lloo tempo k
CB2 A lgl 3 3 C l.OOe+OO l.OOe+OO 4.26e—02 39

Alg2 3 3 C l.OOe+OO l.OOe+OO 7.46e—02 64
Alg3 3 3 c l.OOe+OO l.OOe+OO 6.71e—02 64
Alg4 3 3 c l.OOe+OO l.OOe+OO 2.33e—02 64

£1 3 3 E —4.89e+133 oo 3.36e—03 1
£2 3 3 c l.OOe+OO l.OOe+OO 1.08e—02 14

CB3 A lgl 3 3 c l.OOe+OO l.OOe+OO 4.04e—02 39
Alg2 3 3 c l.OOe+OO l.OOe+OO 7.64e—02 64
Alg3 3 3 c l.OOe+OO l.OOe+OO 6.10e—02 64
Alg4 3 3 c l.OOe+OO l.OOe+OO 3.78e—02 64

£1 3 3 E —4.89e+133 oo 3.76e—03 1
£2 3 3 c l.OOe+OO l.OOe+OO 1.27e—02 14

CHACONN1 A lgl 3 3 V 2.29e+00 O.OOe+OO 2.59e—03 1
Alg2 3 3 V 1 .95e+00 O.OOe+OO 3.0 6 e—01 3
Alg3 3 3 V 1 .95e+00 O.OOe+OO 1.26e+ 00 4
A lg4 3 3 V 1 .95e+00 O.OOe+OO 3.0 6 e—01 3

£1 3 3 V 1 .95e+00 O.OOe+OO 8.1 8 e—04 1
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problema alg n m s l l b ( * fc) ]+l loo tempo k

12 3 3 V 1 .95e+00 0 .00e+ 00 9 .0 0 e—01 5
CHACONN2 A lgl 3 3 V 2.37e+00 0.00e+00 1.68e—03 1

Alg2 3 3 V 2.00e+ 00 0 .00e+ 00 7 .10e—03 3
Alg3 3 3 V 2.00e+ 00 1 .83e—07 1 .18e—02 3
A lg4 3 3 V 2.00e+ 00 0 .00e+ 00 5 .2 4 e—03 3

11 3 3 V 2.00e+ 00 4 .62e—10 9 .1 2 e—04 1
12 3 3 V 2.00e+ 00 0 .00e+ 00 1.I l e —02 5

CONGIGMZ A lgl 3 5 c -6 .54e+26 0.00e+00 4.63e—02 39
Alg2 3 5 V - 2 .6 1 e + 0 8 0 .00e+ 00 1 .54e—02 5
Alg3 3 5 V -4 .00e+01 0.00e+00 2.84e—03 2
Alg4 3 5 V -1 .08e+02 0.00e+00 8.02e—03 4

il 3 5 E -4.62e+155 oo 1.56e—02 2
t2 3 5 c 1.18e+00 9.27e+00 1.27e—02 14

DEMYMALO A lgl 3 3 V -2 .62e+00 0.00e+00 1.49e—03 1
Alg2 3 3 V - 3 .0 0 e + 0 0 0 .00e+ 00 5 .4 7 e—03 3
Alg3 3 3 V - 3 .0 0 e + 0 0 0 .00e+ 00 5 .I l e —03 3
A lg4 3 3 V - 3 .0 0 e + 0 0 0 .00e+ 00 3 .4 4 e—03 3

il 3 3 V - 3 .0 0 e + 0 0 0 .00e+ 00 6 .6 9 e—04 1
£2 3 3 V - 3 .0 0 e + 0 0 1 .06e—07 3 .0 6 e—03 4

DIPIGRI A lg l r 4 V 6.81e+ 02 0 .00e+ 00 6 .3 3 e—03 1
Alg2 r 4 V 6.81e+ 02 0 .00e+ 00 4 .38e+ 00 3
Alg3 r 4 V 6.81e+ 02 0 .00e+ 00 3 .72e+ 00 3
A lg4 r 4 V 6.81e+ 02 0 .00e+ 00 3 .24e+ 00 3

£1 r 4 V 6.81e+ 02 0 .00e+ 00 1 .49e—02 3
£2 r 4 V 6.81e+ 02 0 .00e+ 00 2 .29e+ 00 4

EXPFITA A lgl 5 22 c 1.08e+04 1.00e+00 8.72e+01 39
Alg2 5 22 c 1.67e+03 1.00e+00 2.21e+02 64
Alg3 5 22 c 2.60e+00 1.00e+00 1.58e+02 64
Alg4 5 22 c 5.54e+00 1.00e+00 1.44e+02 64

il 5 22 c 1.30e+43 5.34e+23 2.62e+00 64
i2 5 22 c 3.67e+02 1.00e+00 4.08e+01 14

GIGOMEZ1 A lgl 3 3 V 1.35e+00 0.00e+00 4.53e—03 2
Alg2 3 3 V - 7 .5 4 e + 0 0 0 .00e+ 00 1 .98e—02 2
Alg3 3 3 V - 7 .5 4 e + 0 0 0 .00e+ 00 2 .4 9 e—03 2
A lg4 3 3 V - 7 .5 4 e + 0 0 0 .00e+ 00 1 .53e—03 2

il 3 3 E — 1.46e+267 oo 6.36e—03 2
i2 3 3 V 1.39e+00 0.00e+00 1.34e—03 3

GIGOMEZ2 A lgl 3 3 c 2.00e+00 2.00e+00 5.82e—02 39
Alg2 3 3 c 2.00e+00 2.00e+00 5.55e—02 64
Alg3 3 3 c 2.00e+00 2.00e+00 7.29e—02 64
Alg4 3 3 c 2.00e+00 2.00e+00 2.60e—02 64

il 3 3 E -9.55e+133 oo 3.45e—03 1
i2 3 3 c 2.00e+00 2.00e+00 8.66e—03 14

GIGOMEZ3 A lgl 3 3 c 2.00e+00 2.00e+00 4.60e—02 39
Alg2 3 3 c 2.00e+00 2.00e+00 5.60e—02 64
Alg3 3 3 c 2.00e+00 2.00e+00 7.23e—02 64
Alg4 3 3 c 2.00e+00 2.00e+00 2.73e—02 64

il 3 3 E -9.55e+133 oo 3.69e—03 1
i2 3 3 c 2.00e+00 2.00e+00 8.31e—03 14

G OFFIN A lgl 51 50 V 6.83e—01 0.00e+00 6.00e+02 1
Alg2 51 50 T 5.50e—04 1.98e—05 1.20e+03 3

Alg3 51 50 V 1.85e—03 0 .00e+ 00 1 .20e+ 03 3
A lg4 51 50 V 3.49e—04 0 .00e+ 00 1 .20e+ 03 2

il 51 50 V 6.74e+01 0.00e+00 1.94e+00 8
12 51 50 V 8.76e—03 0 .00e+ 00 6 .00e+ 02 4

HAIFAS A lgl 13 9 V — 6.78e—02 0.00e+00 7.89e—02 1
Alg2 13 9 V — 4 .50e—01 0 .00e+ 00 1.28e+01 3
Alg3 13 9 V — 4 .50e—01 0 .00e+ 00 2 .73e+01 4
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problema alg n m s l l b ( * fc) ]+l loo tempo k
A lg4 13 9 V —4.49e—01 O.OOe+OO 3.19e+01 4

11 13 9 V — 4 .50e—01 1 .57e—07 9 .5 8 e—03 1
£2 13 9 V — 4 .49e—01 7 .59e—07 3 .04e+01 6

HALDMADS A lgl 6 42 V 6.47e—01 O.OOe+OO 3.07e—01 1
Alg2 6 42 V 2.18e—04 O.OOe+OO 5.32e+01 3
Alg3 6 42 V 2.52e—04 8 .29e—08 1 .26e+ 02 4
A lg4 6 42 V 1.35e—04 O.OOe+OO 8.05e+01 3

i l 6 42 V 1.93e—02 O.OOe+OO 2.62e—01 3
t2 6 42 V 2.29e+00 O.OOe+OO 5.89e—01 5

H S10 A lg l 2 1 V - 2 .0 0 e + 0 1 O.OOe+OO 4.5 7 e—02 1
Alg2 2 1 V - 2 .0 0 e + 0 1 O.OOe+OO 3.7 2 e—02 1
Alg3 2 1 V - 2 .0 0 e + 0 1 O.OOe+OO 4.4 3 e—02 1
A lg4 2 1 V - 2 .0 0 e + 0 1 O.OOe+OO 3.0 2 e—02 1

i l 2 1 E -6 .72e+227 oc 2.08e—03 1
12 2 1 V - 2 .0 0 e + 0 1 O.OOe+OO 5.2 6 e—02 2

H S100 A lg l r 4 V 1 .64e+02 O.OOe+OO 1.34e—02 1
Alg2 r 4 V 1 .63e+02 O.OOe+OO 6 .24e+ 00 4
Alg3 r 4 V 1 .63e+02 O.OOe+OO 7.20e+ 00 4
A lg4 r 4 V 1 .63e+02 O.OOe+OO 5 .88e+ 00 4

i l r 4 V 1 .63e+02 6 .62e—07 9 .3 1 e—03 3
£2 r 4 V 1 .63e+02 O.OOe+OO 2 .63e+ 00 4

HSIOOMOD A lg l r 4 V 2.40e+ 02 O.OOe+OO 2.6 0 e—02 1
Alg2 r 4 V 2.41e+ 02 O.OOe+OO 8 .81e+ 00 4
Alg3 r 4 V 2.40e+ 02 O.OOe+OO l. lO e + O l 3
A lg4 r 4 V 2.41e+ 02 O.OOe+OO 1.03e+01 4

£1 r 4 V 2.40e+ 02 O.OOe+OO 1.54e—02 3
£2 r 4 V 2.42e+ 02 7 .89e—08 2 .06e+01 8

HS11 A lg l 2 1 V - 2 .5 0 e + 0 1 O.OOe+OO 9.7 0 e—05 1
Alg2 2 1 V - 2 .5 0 e + 0 1 O.OOe+OO 8.4 9 e—05 1
Alg3 2 1 V - 2 .5 0 e + 0 1 O.OOe+OO 9.8 9 e—05 1
A lg4 2 1 V - 2 .5 0 e + 0 1 O.OOe+OO 1.04e—04 1

£1 2 1 V - 2 .5 0 e + 0 1 O.OOe+OO 1.05e—04 1
£2 2 1 V - 2 .5 0 e + 0 1 O.OOe+OO 1.03e—04

H S113 A lg l 10 8 V - 3 .1 0 e + 0 1 O.OOe+OO 7.62e—02 1
Alg2 10 8 V - 3 .1 0 e + 0 1 O.OOe+OO 5.3 1 e—02 1
Alg3 10 8 V - 3 .1 0 e + 0 1 O.OOe+OO 6.8 8 e—02 1
A lg4 10 8 V - 3 .1 0 e + 0 1 O.OOe+OO 4.7 9 e—02 1

£1 10 8 V - 3 .1 0 e + 0 1 O.OOe+OO 8.1 6 e—03 1
£2 10 8 V - 3 .1 0 e + 0 1 O.OOe+OO 1.42e—01

H S12 A lg l 2 1 V - 1 .2 2 e + 0 2 O.OOe+OO 1.17e—04 1
Alg2 2 1 V - 1 .2 2 e + 0 2 O.OOe+OO 1.08e—04 1
Alg3 2 1 V - 1 .2 2 e + 0 2 O.OOe+OO 1.14e—04 1
A lg4 2 1 V - 1 .2 2 e + 0 2 O.OOe+OO 1.36e—04 1

£1 2 1 V - 1 .2 2 e + 0 2 O.OOe+OO 1.44e—04 1
£2 2 1 V - 1 .2 2 e + 0 2 O.OOe+OO 8.3 0 e—05

H S22 A lg l 2 2 V 2.29e—07 O.OOe+OO 1.90e—04 1
Alg2 2 2 V 1.97e—31 O.OOe+OO 1.20e—04 1
Alg3 2 2 V 6.52e—21 O.OOe+OO 9.l i e —05 1
A lg4 2 2 V 7.85e—24 O.OOe+OO 1.14e—04 1

£1 2 2 V 4.97e—10 O.OOe+OO 1.45e—04 1
£2 2 2 V 1.97e—31 O.OOe+OO 8.l i e —05 2

HS268 A lgl 5 5 c 7.88e+05 1.85e+01 3.01e+01 39
Alg2 5 5 c 3.05e+05 2.20e+01 4.06e+01 64
Alg3 5 5 c 1.49e+05 2.70e+01 4.31e+01 64
Alg4 5 5 c 6.85e+04 2.64e+01 5.22e+01 64

£1 5 5 c 1.86e+37 3.66e+18 1.18e+00 64
£2 5 5 c 7.15e+04 1.45e+01 4.37e—01 14

HS29 A lgl 3 1 c 4.56e—02 4.70e+01 2.25e—02 39
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problema alg n m s l l b ( * fc) ]+l loo tempo k

Alg2 3 1 C 4.56e—02 4.70e+01 3.47e—02 64
Alg3 3 1 C 4.56e—02 4.70e+01 3.66e—02 64
A lgl 3 1 c -l.OOe+OO 4.10e+01 2.18e—02 64

£1 3 1 c — oc O.OOe+OO 3.52e—03 64
12 3 1 V - 2 .0 3 e + 0 1 O.OOe+OO 5.7 1 e—03 12

H S43 A lg l 4 3 V — 7.99e+01 O.OOe+OO 4.5 7 e—02 1
Alg2 4 3 V - 7 .9 9 e + 0 1 O.OOe+OO 3.8 0 e—02 1
Alg3 4 3 V - 7 .9 9 e + 0 1 O.OOe+OO 4.4 1 e—02 1
A lg4 4 3 V - 7 .9 9 e + 0 1 O.OOe+OO 3.0 8 e—02 1

il 4 3 V - 7 .9 9 e + 0 1 O.OOe+OO 9.9 0 e—04 1
£2 4 3 V - 7 .9 9 e + 0 1 O.OOe+OO 4.9 2 e—02

HS88 A lgl 2 1 V 1.76e—01 O.OOe+OO 1.70e—02 1
Alg2 2 1 V 1.36e—23 O.OOe+OO 2.8 0 e—03 1
Alg3 2 1 V 1.36e—23 O.OOe+OO 3.4 7 e—03 1
A lg4 2 1 V 1.36e—23 O.OOe+OO 2.3 0 e—03 1

£1 2 1 V 7.75e—09 O.OOe+OO 7.15e—03 1
£2 2 1 V 1.36e—23 O.OOe+OO 2.6 0 e—03

HS89 A lgl 3 1 V 1.76e—01 O.OOe+OO 4.19e—02 1
Alg2 3 1 V 2.04e—23 O.OOe+OO 5.9 0 e—03 1
Alg3 3 1 V 2.04e—23 O.OOe+OO 5.9 2 e—03 1
A lg4 3 1 V 2.04e—23 O.OOe+OO 7.14e—03 1

£1 3 1 V 3.08e—09 O.OOe+OO 2.0 8 e—02 1
12 3 1 V 2.04e—23 O.OOe+OO 5.3 4 e—03

HS90 A lgl 4 1 V 1.76e—01 O.OOe+OO 8.74e—02 1
Alg2 4 1 V 2.72e—23 O.OOe+OO 1.03e—02 1
Alg3 4 1 V 2.72e—23 O.OOe+OO 1.28e—02 1
A lg4 4 1 V 2.72e—23 O.OOe+OO 1.25e—02 1

11 4 1 V 4.17e—09 O.OOe+OO 4.7 1 e—02 1
12 4 1 V 2.72e—23 O.OOe+OO 9.7 6 e—03

HS91 A lgl 5 1 V 1.76e—01 O.OOe+OO 1.56e—01 1
Alg2 5 1 V 3.41e—23 O.OOe+OO 1.72e—02 1
Alg3 5 1 V 3.41e—23 O.OOe+OO 2.0 3 e—02 1
A lg4 5 1 V 3.41e—23 O.OOe+OO 1.27e—02 1

11 5 1 V 8.04e—09 O.OOe+OO 1.12e—01 1
12 5 1 V 3.41e—23 O.OOe+OO 1.32e—02

HS92 A lgl 6 1 V 1.76e—01 O.OOe+OO 3.17e—01 1
Alg2 6 1 V 4.09e—23 O.OOe+OO 3.7 6 e—02 1
Alg3 6 1 V 4.09e—23 O.OOe+OO 2.8 0 e—02 1
A lg4 6 1 V 4.09e—23 O.OOe+OO 4.4 3 e—02 1

11 6 1 V 1.13e—08 O.OOe+OO 1.89e—01 1
12 6 1 V 4.09e—23 O.OOe+OO 2.2 6 e—02 2

KIW CRESC A lgl 3 2 V 3.27e—01 O.OOe+OO 1.29e—03 1
Alg2 3 2 V 5.26e—06 O.OOe+OO 7.78e—01 3
Alg3 3 2 V 4.71e—06 O.OOe+OO 1.81e+ 00 4
A lg4 3 2 V 3.87e—06 O.OOe+OO 7.18e—01 3

11 3 2 V — 6 .39e—08 1 .38e—07 9 .6 0 e—04 1
12 3 2 V 5.94e—06 O.OOe+OO 1.27e+ 00 5

MADSEN A lgl 3 6 c -1 .08e+98 O.OOe+OO 3.12e—01 39
Alg2 3 6 c -1 .27e+157 O.OOe+OO 3.35e—02 64
Alg3 3 6 c -2 .20e+154 O.OOe+OO 3.50e—02 64
Alg4 3 6 c — 1.21e+164 O.OOe+OO 3.07e—02 64

£1 3 6 c 1.65e+287 2.26e+289 7.48e—01 64
12 3 6 V - 5 .5 9 e + 1 9 O.OOe+OO 1.83e—02 2

M AKELAl A lgl 3 2 V -1 .08e+00 O.OOe+OO 7.66e—04 1
Alg2 3 2 V - 1 .4 1 e + 0 0 O.OOe+OO 1.83e—03 3
Alg3 3 2 V - 1 .4 1 e + 0 0 O.OOe+OO 2.5 6 e—03 4
A lg4 3 2 V - 1 .4 1 e + 0 0 O.OOe+OO 2.4 7 e—03 3

11 3 2 V - 1 .4 1 e + 0 0 3 .56e—08 7 .12e—04 1
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problema alg n m s l l b ( * fc) ]+l loo tempo k
12 3 2 V - 1 .4 1 e + 0 0 0 .00e+ 00 2 .5 3 e—03 5

MAKELA2 A lgl 3 3 V 7.53e+00 0.00e+00 1.69e—03 1
Alg2 3 3 V 7 .20e+00 0 .00e+ 00 1 .06e+ 00 3
Alg3 3 3 V 7 .21e+00 0 .00e+ 00 1 .60e+ 00 4
A lg4 3 3 V 7 .21e+00 0 .00e+ 00 1 .01e+ 00 3

i l 3 3 V 7 .20e+00 0 .00e+ 00 2 .5 8 e—03 2
12 3 3 V 7 .21e+00 0 .00e+ 00 7 .27e—01 5

MAKELA3 A lgl 21 20 V 5.70e—01 0.00e+00 3.67e—01 1
Alg2 21 20 V 4.25e—06 0 .00e+ 00 4 .83e+01 3
Alg3 21 20 V 1.56e—06 0 .00e+ 00 4 .0 3 e—01 3
A lg4 21 20 V 5.72e—06 0 .00e+ 00 3 .91e+01 3

i l 21 20 V 3.33e—01 0.00e+00 4.00e—02 2
12 21 20 V 2.58e—06 0 .00e+ 00 1 .14e+ 00 4

MAKELA4 A lgl 21 40 V 6.40e—01 0.00e+00 6.35e—01 1
Alg2 21 40 V 5.53e—07 0 .00e+ 00 7 .63e—01 2
Alg3 21 40 V — 6 .66e—07 6 .67e—07 1 .14e+ 02 3
A lg4 21 40 V 5.57e—06 0 .00e+ 00 1 .90e+ 02 3

i l 21 40 V 2.47e—01 0.00e+00 1.03e—01 2
12 21 40 V 3.59e—06 0 .00e+ 00 8 .30e+01 4

M IFFLIN l A lgl 3 2 V — 6.60e—01 0.00e+00 6.63e—04 1
Alg2 3 2 V - 1 .0 0 e + 0 0 0 .00e+ 00 2 .0 3 e—03 3
Alg3 3 2 V - 1 .0 0 e + 0 0 0 .00e+ 00 4 .8 1 e—03 4
A lg4 3 2 V - 1 .0 0 e + 0 0 0 .00e+ 00 1 .80e—03 3

i l 3 2 V - 1 .0 0 e + 0 0 1 .10e—07 5 .1 8 e—04 1
12 3 2 V - 1 .0 0 e + 0 0 0 .00e+ 00 2 .2 3 e—03 5

MIFFLIN2 A lgl 3 2 V — 7.03e—01 0.00e+00 8.87e—04 1
Alg2 3 2 V - 1 .0 0 e + 0 0 0 .00e+ 00 6 .7 5 e—03 3
Alg3 3 2 V - 1 .0 0 e + 0 0 0 .00e+ 00 4 .0 3 e—03 4
A lg4 3 2 V - 1 .0 0 e + 0 0 0 .00e+ 00 5.O le—03 3

i l 3 2 V - 1 .0 0 e + 0 0 1 .56e—07 7 .36e—04 1
12 3 2 V - 1 .0 0 e + 0 0 0 .00e+ 00 3 .7 8 e—03 5

M I N M A X B D A lg l 5 20 V 1 .16e+02 0 .00e+ 00 1 .61e—01 1
Alg2 5 20 V 1 .16e+02 0 .00e+ 00 3 .33e+01 3
Alg3 5 20 V 1 .16e+02 0 .00e+ 00 1.96e+01 3
A lg4 5 20 V 1 .16e+02 0 .00e+ 00 1.74e+01 2

i l 5 20 V 1.19e+02 0.00e+00 3.70e—02 2
12 5 20 V 1 .16e+02 0 .00e+ 00 1.33e+01 4

MINMAXRB A lgl 3 4 c -7 .93e+163 0.00e+00 8.31e—02 39
Alg2 3 4 E NaN NaN 5.75e—03 1
Alg3 3 4 c -3 .96e+155 0.00e+00 1.29e—02 64
Alg4 3 4 E NaN NaN 7.38e—03 1

i l 3 4 E NaN NaN 1.92e—01 34
12 3 4 V - 5 .7 4 e + 0 4 0 .00e+ 00 7 .69e—01 2

PENTAGON A lgl 6 15 V 8.36e—02 0.00e+00 1.52e—02 1
Alg2 6 15 V 1.37e—04 0 .00e+ 00 9 .67e+ 00 2
Alg3 6 15 V 1.38e—04 0 .00e+ 00 1.56e+01 4
A lg4 6 15 V 1.44e—04 0 .00e+ 00 2 .14e+01 3

i l 6 15 V 2.76e—04 0 .00e+ 00 9 .9 5 e—03 1
12 6 15 V 1.37e—04 0 .00e+ 00 7 .68e+ 00 3

PO LA R I A lgl 3 2 V 3.06e+00 0.00e+00 1.53e—03 1
Alg2 3 2 V 2.72e+ 00 0 .00e+ 00 3 .5 7 e—03 3
Alg3 3 2 V 2.72e+ 00 0 .00e+ 00 3 .3 0 e—03 3
A lg4 3 2 V 2.72e+ 00 0 .00e+ 00 5 .4 8 e—03 3

i l 3 2 V 2.72e+ 00 3 .20e—08 6 .2 7 e—04 1
12 3 2 V 2.72e+ 00 0 .00e+ 00 7 .75e—03 5

P O L A K 2 A lg l 11 2 V 5.49e+01 0 .00e+ 00 1 .49e—02 1
Alg2 11 2 V 5.46e+01 0 .00e+ 00 6 .5 3 e—03 2
Alg3 11 2 V 5.46e+01 0 .00e+ 00 8 .6 6 e—03 3
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problema alg n m s l l b ( * fc) ]+l loo tempo k
A lg4 11 2 V 5.46e+01 0 .00e+ 00 2 .1 8 e—02 3

11 11 2 V 5.46e+01 0 .00e+ 00 9 .5 7 e—03 3
12 11 2 V 5.46e+01 0 .00e+ 00 1 .09e—02 4

POLAK3 A lgl 12 10 V 6.30e+00 0.00e+00 7.27e—01 1
Alg2 12 10 V 5.94e+ 00 0 .00e+ 00 6 .80e+01 3
Alg3 12 10 V 5.94e+ 00 0 .00e+ 00 9 .20e+01 4
A lg4 12 10 V 5.93e+ 00 0 .00e+ 00 5 .56e+01 3

11 12 10 V 5.95e+ 00 0 .00e+ 00 1 .25e—01 2
12 12 10 V 5.93e+ 00 0 .00e+ 00 1 .51e+ 00 4

POLAK4 A lgl 3 3 V 3.40e—01 0.00e+00 1.84e—01 1
Alg2 3 3 V 2.07e—05 0 .00e+ 00 1 .65e+ 00 3
Alg3 3 3 V 2.05e—05 0 .00e+ 00 2 .58e+ 00 4
A lg4 3 3 V 1.98e—05 0 .00e+ 00 1 .29e+ 00 3

11 3 3 V 1.53e—07 8 .88e—08 6 .0 8 e—01 2
12 3 3 V 2.22e—05 0 .00e+ 00 2 .81e+ 00 5

P O L A K 5 A lg l 3 2 V 5.03e+01 0 .00e+ 00 7 .44e—03 1
Alg2 3 2 V 5.00e+01 0 .00e+ 00 1 .61e—02 2
Alg3 3 2 V 5.00e+01 0 .00e+ 00 1 .06e—02 3
A lg4 3 2 V 5.00e+01 0 .00e+ 00 1 .75e—02 3

11 3 2 V 5.00e+01 1 .99e—08 3 .0 2 e—03 2
12 3 2 V 5.00e+01 0 .00e+ 00 1 .54e—02 4

P O L A K 6 A lg l 5 4 V - 4 .3 6 e + 0 1 0 .00e+ 00 1 .28e—02 1
Alg2 5 4 V - 4 .4 0 e + 0 1 0 .00e+ 00 2 .21e+ 00 3
Alg3 5 4 V - 4 .4 0 e + 0 1 0 .00e+ 00 2 .62e+ 00 3
A lg4 5 4 V - 4 .4 0 e + 0 1 0 .00e+ 00 3 .70e+ 00 3

i l 5 4 V -1 .78e+01 0.00e+00 4.14e—03 1
£2 5 4 V - 4 .4 0 e + 0 1 0 .00e+ 00 1 .79e+ 00 4

R O S E N M M X A lg l 5 4 V - 4 .3 6 e + 0 1 0 .00e+ 00 9 .9 5 e—03 1
Alg2 5 4 V - 4 .4 0 e + 0 1 0 .00e+ 00 1 .96e+ 00 3
Alg3 5 4 V - 4 .4 0 e + 0 1 0 .00e+ 00 2 .33e+ 00 3
A lg4 5 4 V - 4 .4 0 e + 0 1 0 .00e+ 00 1 .99e+ 00 3

£1 5 4 V - 4 .4 0 e + 0 1 7 .71e—08 1 .22e—02 2
£2 5 4 V - 4 .3 9 e + 0 1 0 .00e+ 00 2 .85e+ 00 5

S268 A lgl 5 5 c 7.88e+05 1.85e+01 3.06e+01 39
Alg2 5 5 c 3.05e+05 2.20e+01 4.14e+01 64
Alg3 5 5 c 1.49e+05 2.70e+01 5.13e+01 64
Alg4 5 5 c 6.85e+04 2.64e+01 3.92e+01 64

£1 5 5 c 1.86e+37 3.66e+18 9.97e—01 64
£2 5 5 c 7.15e+04 1.45e+01 3.73e—01 14

S N A K E A lg l 2 2 V 1 .00e+00 0 .00e+ 00 9 .1 2 e—04 1
Alg2 2 2 V 1 .00e+00 0 .00e+ 00 7 .70e—04 1
Alg3 2 2 V 1 .00e+00 0 .00e+ 00 7 .58e—04 1
A lg4 2 2 V 1 .00e+00 0 .00e+ 00 1 .24e—03 1

£1 2 2 E oo NaN 1.87e—02 4
£2 2 2 V 1 .00e+00 0 .00e+ 00 5 .8 4 e—04 2

SPIRAL A lgl 3 2 c 1.00e+00 8.75e—01 8.57e—02 39
Alg2 3 2 c 1.00e+00 8.75e—01 7.39e—02 64
Alg3 3 2 c 1.00e+00 8.75e—01 8.12e—02 64
Alg4 3 2 c 1.00e+00 8.75e—01 2.66e—02 64

£1 3 2 E -2.18e+154 NaN 4.Ole—02 3
£2 3 2 c 1.00e+00 8.75e—01 1.18e—02 14

W OM FLET A lgl 3 3 c -5 .05e+114 0.00e+00 6.23e—02 39
Alg2 3 3 c -3 .61e+160 0.00e+00 1.16e—02 64
Alg3 3 3 c -2 .22e+158 0.00e+00 2.46e—02 64
Alg4 3 3 c -3 .76e+174 0.00e+00 9.73e—03 64

£1 3 3 E NaN NaN 1.12e—01 30
£2 3 3 c -2 .28e+23 0.00e+00 1.37e—02 14
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A .2 R esu ltados com  o critério de parada (4 .3 )

problem a alg n m  s f(xk) || [<?(rcfc )] + 1| oo tem po k
CB2 A lgl 3 3 C l.OOe+OO l.OOe+OO 3.06e—02 39

Alg2 3 3 C l.OOe+OO l.OOe+OO 5.04e—02 64
Alg3 3 3 C l.OOe+OO l.OOe+OO 4.95e—02 64
Alg4 3 3 C l.OOe+OO l.OOe+OO 2.80e—02 64

£1 3 3 E —4.89e+133 oo 3.86e—03 1
£2 3 3 C l.OOe+OO l.OOe+OO 1.23e—02 14

CB3 A lgl 3 3 C l.OOe+OO l.OOe+OO 3.10e—02 39
Alg2 3 3 c l.OOe+OO l.OOe+OO 6.43e—02 64
Alg3 3 3 c l.OOe+OO l.OOe+OO 5.49e—02 64
Alg4 3 3 c l.OOe+OO l.OOe+OO 2.60e—02 64

£1 3 3 E —4.89e+133 oo 4.10e—03 1
£2 3 3 c l.OOe+OO l.OOe+OO 1.19e—02 14

CHACONN1 A lgl 3 3 V 2.29e+00 O.OOe+OO 1.49e—03 1
Alg2 3 3 V 1 .95e+00 O.OOe+OO 2.6 1 e—01 3
Alg3 3 3 V 1 .95e+00 O.OOe+OO 8.2 7 e—01 4
A lg4 3 3 V 1 .95e+00 O.OOe+OO 2.6 0 e—01 3

£1 3 3 V 1 .95e+00 O.OOe+OO 9.9 1 e—04 1
12 3 3 V 1 .95e+00 O.OOe+OO 1.14e+ 00 5

CHACONN2 A lgl 3 3 V 2.37e+00 O.OOe+OO 1.05e—03 1
Alg2 3 3 V 2.00e+ 00 O.OOe+OO 5.7 1 e—03 3
Alg3 3 3 V 2.00e+ 00 1 .83e—07 8 .1 3 e—03 3
A lg4 3 3 V 2.00e+ 00 O.OOe+OO 4.6 7 e—03 3

£1 3 3 V 2.00e+ 00 4 .62e—10 7 .14e—04 1
£2 3 3 V 2.00e+ 00 O.OOe+OO 1.31e—02 5

CONGIGMZ A lgl 3 5 c — 6.54e+26 O.OOe+OO 4.87e—02 39
Alg2 3 5 V — 2 .61e+ 08 O.OOe+OO 1.19e—02 5
Alg3 3 5 V —4.00e+01 O.OOe+OO 3.19e—03 2
Alg4 3 5 V — 1.08e+02 O.OOe+OO 6.30e—03 4

£1 3 5 E —4.62e+155 oo 1.36e—02 2
£2 3 5 c 1.18e+00 9.27e+00 3.14e—02 14

DEMYMALO A lgl 3 3 V — 2.62e+00 O.OOe+OO 9.04e—04 1
Alg2 3 3 V — 3 .00e+ 00 O.OOe+OO 4.3 8 e—03 3
Alg3 3 3 V — 3 .00e+ 00 O.OOe+OO 3.1 6 e—03 3
A lg4 3 3 V — 3 .00e+ 00 O.OOe+OO 2.9 7 e—03 3

£1 3 3 V — 3 .00e+ 00 O.OOe+OO 6.2 6 e—04 1
£2 3 3 V — 3 .00e+ 00 1 .06e—07 4 .l i e —03 4

DIPIGRI A lg l r 4 V 6.81e+ 02 O.OOe+OO 3.9 9 e—03 1
Alg2 r 4 V 6.81e+ 02 O.OOe+OO 3 .52e+ 00 3
Alg3 r 4 V 6.81e+ 02 O.OOe+OO 2 .40e+ 00 3
A lg4 r 4 V 6.81e+ 02 O.OOe+OO 2 .96e+ 00 3

£1 r 4 V 6.81e+ 02 O.OOe+OO 1.73e—02 3
£2 r 4 V 6.81e+ 02 O.OOe+OO 2 .21e+ 00 4

EXPFITA A lgl 5 22 c 1.08e+04 l.OOe+OO 6.08e+01 39
Alg2 5 22 c 1.67e+03 l.OOe+OO 1.97e+02 64
Alg3 5 22 c 2.60e+00 l.OOe+OO 1.12e+02 64
Alg4 5 22 c 5.54e+00 l.OOe+OO 1.55e+02 64

£1 5 22 c 1.30e+43 5.34e+23 2.97e+00 64
£2 5 22 c 3.67e+02 l.OOe+OO 4.08e+01 14

GIGOMEZ1 A lgl 3 3 V 1.35e+00 O.OOe+OO 2.29e—03 2
Alg2 3 3 V — 7 .54e+00 O.OOe+OO 2.4 3 e—03 2
Alg3 3 3 V — 7 .54e+00 O.OOe+OO 2.3 8 e—03 2
A lg4 3 3 V — 7 .54e+00 O.OOe+OO 2.1 9 e—03 2

£1 3 3 E — 1.46e+267 oo 6.94e—03 2
£2 3 3 V 1.39e+00 O.OOe+OO 3.70e—03 3

GIGOMEZ2 A lgl 3 3 c 2.00e+00 2.00e+00 3.07e—02 39
C ontinua na p róx im a página
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problema alg n m s l l b O fc) ] +l l co tempo k
Alg2 3 3 C 2.00e+00 2.00e+00 5.07e—02 64
Alg3 3 3 C 2.00e+00 2.00e+00 4.89e—02 64
Alg-l 3 3 c 2.00e+00 2.00e+00 2.58e—02 64

£1 3 3 E -9.55e+133 oo 3.87e—03 1
£2 3 3 C 2.00e+00 2.00e+00 1.88e—02 14

GIGOMEZ3 A lgl 3 3 c 2.00e+00 2.00e+00 3.08e—02 39
Alg2 3 3 c 2.00e+00 2.00e+00 5.00e—02 64
Alg3 3 3 c 2.00e+00 2.00e+00 4.88e—02 64
Alg4 3 3 c 2.00e+00 2.00e+00 3.10e—02 64

£1 3 3 E -9.55e+133 oo 4.Ole—03 1
£2 3 3 c 2.00e+00 2.00e+00 1.30e—02 14

G OFFIN A lgl 51 50 V 6.86e—01 O.OOe+OO 6.00e+02 1
Alg2 51 50 V 4.06e—04 O.OOe+OO 1.20e+ 03 2
Alg3 51 50 T 2.09e—03 9.07e—04 1.20e+03 3

A lg4 51 50 V 4.27e—04 O.OOe+OO 1.20e+ 03 2
£1 51 50 V 6.74e+01 O.OOe+OO 1.93e+00 8
£2 51 50 V 8.76e—03 O.OOe+OO 6 .00e+ 02 4

HAIFAS A lgl 13 9 V — 6.78e—02 O.OOe+OO 5.02e—02 1
Alg2 13 9 V — 4 .50e—01 O.OOe+OO 1.05e+01 3
Alg3 13 9 V — 4 .50e—01 O.OOe+OO 1.86e+01 4
A lg4 13 9 V — 4 .49e—01 O.OOe+OO 2.91e+01 4

£1 13 9 V — 4 .50e—01 1 .57e—07 1.O le—02 1
£2 13 9 V — 4 .49e—01 7 .59e—07 3 .21e+01 6

HALDMADS A lgl 6 42 V 6.47e—01 O.OOe+OO 2.15e—01 1
Alg2 6 42 V 2.18e—04 O.OOe+OO 4.85e+01 3
Alg3 6 42 V 2.52e—04 8 .29e—08 8 .48e+01 4
A lg4 6 42 V 1.35e—04 O.OOe+OO 8.33e+01 3

£1 6 42 V 1.93e—02 O.OOe+OO 2.55e—01 3
£2 6 42 V 2.29e+00 O.OOe+OO 5.61e—01 5

H S10 A lg l 2 1 V - 2 .0 0 e + 0 1 O.OOe+OO 3.0 0 e—02 1
Alg2 2 1 V - 2 .0 0 e + 0 1 O.OOe+OO 3.0 6 e—02 1
Alg3 2 1 V - 2 .0 0 e + 0 1 O.OOe+OO 3.0 2 e—02 1
A lg4 2 1 V - 2 .0 0 e + 0 1 O.OOe+OO 4.8 7 e—02 1

£1 2 1 E -6.72e+227 oo 1.87e—03 1
£2 2 1 V - 2 .0 0 e + 0 1 O.OOe+OO 3.1 4 e—02 2

HS100 A lg l r 4 V 1 .64e+02 O.OOe+OO 8.3 1 e—03 1
Alg2 r 4 V 1 .63e+02 O.OOe+OO 5 .27e+ 00 4
Alg3 r 4 V 1 .63e+02 O.OOe+OO 4 .83e+ 00 4
A lg4 r 4 V 1 .63e+02 O.OOe+OO 5 .22e+ 00 4

£1 r 4 V 1 .63e+02 6 .62e—07 l.OOe—02 3
£2 r 4 V 1 .63e+02 O.OOe+OO 2 .89e+ 00 4

HSIOOMOD A lg l r 4 V 2.40e+ 02 O.OOe+OO 1.73e—02 1
Alg2 r 4 V 2.41e+ 02 O.OOe+OO 7.48e+ 00 4
Alg3 r 4 V 2.40e+ 02 O.OOe+OO 7.42e+ 00 3
A lg4 r 4 V 2.41e+ 02 O.OOe+OO 6 .74e+ 00 4

£1 r 4 V 2.40e+ 02 O.OOe+OO 1.35e—02 3
£2 r 4 V 2.42e+ 02 7 .89e—08 1.84e+01 8

HS11 A lg l 2 1 V - 2 .5 0 e + 0 1 O.OOe+OO 7.39e—05 1
Alg2 2 1 V - 2 .5 0 e + 0 1 O.OOe+OO 6.3 9 e—05 1
Alg3 2 1 V - 2 .5 0 e + 0 1 O.OOe+OO 6.7 9 e—05 1
A lg4 2 1 V - 2 .5 0 e + 0 1 O.OOe+OO 8.3 0 e—05 1

£1 2 1 V - 2 .5 0 e + 0 1 O.OOe+OO 1.72e—04 1
£2 2 1 V - 2 .5 0 e + 0 1 O.OOe+OO 7.58e—05

HS113 A lg l 10 8 V - 3 .1 0 e + 0 1 O.OOe+OO 5.2 6 e—02 1
Alg2 10 8 V - 3 .1 0 e + 0 1 O.OOe+OO 4.1 4 e—02 1
Alg3 10 8 V - 3 .1 0 e + 0 1 O.OOe+OO 4.1 3 e—02 1
A lg4 10 8 V - 3 .1 0 e + 0 1 O.OOe+OO 4.9 4 e—02 1

£1 10 8 V - 3 .1 0 e + 0 1 O.OOe+OO 7.30e—03 1
C o n tin u a  n a  p r ó x im a  p á g in a
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12 10 8 V - 3 .1 0 e + 0 1 O.OOe+OO 9.3 2 e—02 2

H S12 A lg l 2 1 V - 1 .2 2 e + 0 2 O.OOe+OO 9.O le—05 1
Alg2 2 1 V - 1 .2 2 c + 0 2 O.OOc+OO 8.3 2 c—05 1
Alg3 2 1 V - 1 .2 2 e + 0 2 O.OOe+OO 9.5 1 e—05 1
A lg4 2 1 V - 1 .2 2 e + 0 2 O.OOe+OO 1.21e—04 1

11 2 1 V - 1 .2 2 e + 0 2 O.OOe+OO 1.48e—04 1
12 2 1 V - 1 .2 2 e + 0 2 O.OOe+OO 1.03e—04

H S22 A lg l 2 2 V 2.29e—07 O.OOe+OO 1.30e—04 1
Alg2 2 2 V 1.97e—31 O.OOe+OO 1.06e—04 1
Alg3 2 2 V 6.52e—21 O.OOe+OO 8.8 0 e—05 1
A lg4 2 2 V 7.85e—24 O.OOe+OO 8.4 9 e—05 1

11 2 2 V 4.97e—10 O.OOe+OO 1.30e—04 1
12 2 2 V 1.97e—31 O.OOe+OO 8.3 9 e—05 2

HS268 A lgl 5 5 c 7.88e+05 1.85e+01 2.01e+01 39
Alg2 5 5 c 3.05e+05 2.20e+01 3.46e+01 64
Alg3 5 5 c 1.49e+05 2.70e+01 3.53e+01 64
Alg4 5 5 c 6.85e+04 2.64e+01 3.39e+01 64

i l 5 5 c 1.86e+37 3.66e+18 1.13e+00 64
t2 5 5 c 7.15e+04 1.45e+01 4.06e—01 14

HS29 A lgl 3 1 c 4.56e—02 4.70e+01 1.93e—02 39
Alg2 3 1 c 4.56e—02 4.70e+01 3.09e—02 64
Alg3 3 1 c 4.56e—02 4.70e+01 6.08e—02 64
Alg4 3 1 c -l.OOe+OO 4.10e+01 1.75e—02 64

i l 3 1 c — oc O.OOe+OO 2.86e—03 64
12 3 1 V - 2 .0 3 e + 0 1 O.OOe+OO 5.5 5 e—03 12

H S43 A lg l 4 3 V - 7 .9 9 e + 0 1 O.OOe+OO 3.0 9 e—02 1
Alg2 4 3 V - 7 .9 9 e + 0 1 O.OOe+OO 3.1 2 e—02 1
Alg3 4 3 V - 7 .9 9 e + 0 1 O.OOe+OO 3.0 8 e—02 1
A lg4 4 3 V - 7 .9 9 e + 0 1 O.OOe+OO 3.0 9 e—02 1

i l 4 3 V - 7 .9 9 e + 0 1 O.OOe+OO 7.22e—04 1
£2 4 3 V - 7 .9 9 e + 0 1 O.OOe+OO 3.4 8 e—02

HS88 A lgl 2 1 V 1.76e—01 O.OOe+OO 1.12e—02 1
Alg2 2 1 V 1.36e—23 O.OOe+OO 2.3 1 e—03 1
Alg3 2 1 V 1.36e—23 O.OOe+OO 2.3 1 e—03 1
A lg4 2 1 V 1.36e—23 O.OOe+OO 2.2 3 e—03 1

£1 2 1 V 7.75e—09 O.OOe+OO 6.8 4 e—03 1
£2 2 1 V 1.36e—23 O.OOe+OO 2.6 7 e—03

HS89 A lgl 3 1 V 1.76e—01 O.OOe+OO 2.77e—02 1
Alg2 3 1 V 2.04e—23 O.OOe+OO 4.7 1 e—03 1
Alg3 3 1 V 2.04e—23 O.OOe+OO 4.8 8 e—03 1
A lg4 3 1 V 2.04e—23 O.OOe+OO 4.6 9 e—03 1

£1 3 1 V 3.08e—09 O.OOe+OO 2.0 9 e—02 1
£2 3 1 V 2.04e—23 O.OOe+OO 5.3 4 e—03

HS90 A lgl 4 1 V 1.76e—01 O.OOe+OO 5.74e—02 1
Alg2 4 1 V 2.72e—23 O.OOe+OO 8.1 3 e—03 1
Alg3 4 1 V 2.72e—23 O.OOe+OO 8.1 7 e—03 1
A lg4 4 1 V 2.72e—23 O.OOe+OO 9.4 9 e—03 1

£1 4 1 V 4.17e—09 O.OOe+OO 4.5 0 e—02 1
£2 4 1 V 2.72e—23 O.OOe+OO 1.03e—02

HS91 A lgl 5 1 V 1.76e—01 O.OOe+OO 1.03e—01 1
Alg2 5 1 V 3.41e—23 O.OOe+OO 1.39e—02 1
Alg3 5 1 V 3.41e—23 O.OOe+OO 1.27e—02 1
A lg4 5 1 V 3.41e—23 O.OOe+OO 1.61e—02 1

£1 5 1 V 8.04e—09 O.OOe+OO 8.7 3 e—02 1
£2 5 1 V 3.41e—23 O.OOe+OO 1.57e—02

HS92 A lgl 6 1 V 1.76e—01 O.OOe+OO 2.10e—01 1
Alg2 6 1 V 4.09e—23 O.OOe+OO 2.1 5 e—02 1
Alg3 6 1 V 4.09e—23 O.OOe+OO 2.1 4 e—02 1

C o n tin u a  n a  p r ó x im a  p á g in a
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problema alg n m s l l b ( * fc) ]+l loo tempo k
A lg4 6 1 V 4.09e—23 0 .00e+ 00 2 .1 3 e—02 1

i l 6 1 V 1.13e—08 0 .00e+ 00 1 .57e—01 1
12 6 1 V 4.09e—23 0 .00e+ 00 2 .4 9 e—02 2

KIW CRESC A lgl 3 2 V 3.27e—01 0.00e+00 6.90e—04 1
Alg2 3 2 V 5.26e—06 0 .00e+ 00 6 .1 4 e—01 3
Alg3 3 2 V 4.71e—06 0 .00e+ 00 1 .17e+ 00 4
A lg4 3 2 V 3.87e—06 0 .00e+ 00 6 .4 2 e—01 3

11 3 2 V — 6 .39e—08 1 .38e—07 9 .7 9 e—04 1
12 3 2 V 5.94e—06 0 .00e+ 00 1 .34e+ 00 5

MADSEN A lgl 3 6 c -1 .08e+98 0.00e+00 2.06e—01 39
Alg2 3 6 c — 1.27e+157 0.00e+00 5.82e—02 64
Alg3 3 6 c -2 .20e+154 0.00e+00 2.78e—02 64
Alg4 3 6 c -1 .21e+164 0.00e+00 2.79e—02 64

i l 3 6 c 1.65e+287 2.26e+289 7.02e—01 64
12 3 6 V - 5 .5 9 e + 1 9 0 .00e+ 00 1 .45e—02 2

M AKELAl A lgl 3 2 V -1 .08e+00 0.00e+00 5.26e—04 1
Alg2 3 2 V - 1 .4 1 e + 0 0 0 .00e+ 00 1 .50e—03 3
Alg3 3 2 V - 1 .4 1 e + 0 0 0 .00e+ 00 1 .96e—03 4
A lg4 3 2 V - 1 .4 1 e + 0 0 0 .00e+ 00 1 .75e—03 3

i l 3 2 V - 1 .4 1 e + 0 0 3 .56e—08 3 .5 4 e—04 1
12 3 2 V - 1 .4 1 e + 0 0 0 .00e+ 00 2 .5 3 e—03 5

MAKELA2 A lgl 3 3 V 7.53e+00 0.00e+00 1.10e—03 1
Alg2 3 3 V 7 .20e+00 0 .00e+ 00 8 .4 1 e—01 3
Alg3 3 3 V 7 .21e+00 0 .00e+ 00 1 .02e+ 00 4
A lg4 3 3 V 7 .21e+00 0 .00e+ 00 9 .1 6 e—01 3

i l 3 3 V 7 .20e+00 0 .00e+ 00 1 .66e—03 2
12 3 3 V 7 .21e+00 0 .00e+ 00 7 .03e—01 5

MAKELA3 A lgl 21 20 V 5.70e—01 0.00e+00 2.31e—01 1
Alg2 21 20 V 4.25e—06 0 .00e+ 00 4 .25e+01 3
Alg3 21 20 V 1.56e—06 0 .00e+ 00 2 .7 2 e—01 3
A lg4 21 20 V 5.72e—06 0 .00e+ 00 3 .84e+01 3

i l 21 20 V 3.33e—01 0.00e+00 4.22e—02 2
12 21 20 V 2.58e—06 0 .00e+ 00 1 .07e+ 00 4

MAKELA4 A lgl 21 40 V 6.40e—01 0.00e+00 4.30e—01 1
Alg2 21 40 V 5.53e—07 0 .00e+ 00 6 .4 0 e—01 2
Alg3 21 40 V — 6 .66e—07 6 .67e—07 9 .61e+01 3
A lg4 21 40 V 5.57e—06 0 .00e+ 00 1 .29e+ 02 3

i l 21 40 V 2.47e—01 0.00e+00 1.Ole—01 2
12 21 40 V 3.59e—06 0 .00e+ 00 8 .38e+01 4

MIFFLIN1 A lgl 3 2 V — 6.60e—01 0.00e+00 4.00e—04 1
Alg2 3 2 V - 1 .0 0 e + 0 0 0 .00e+ 00 1 .59e—03 3
Alg3 3 2 V - 1 .0 0 e + 0 0 0 .00e+ 00 1 .68e—03 4
A lg4 3 2 V - 1 .0 0 e + 0 0 0 .00e+ 00 1 .40e—03 3

i l 3 2 V - 1 .0 0 e + 0 0 1 .10e—07 5 .1 2 e—04 1
12 3 2 V - 1 .0 0 e + 0 0 0 .00e+ 00 1 .78e—03 5

MIFFLIN2 A lgl 3 2 V — 7.03e—01 0.00e+00 6.14e—04 1
Alg2 3 2 V - 1 .0 0 e + 0 0 0 .00e+ 00 5 .0 0 e—03 3
Alg3 3 2 V - 1 .0 0 e + 0 0 0 .00e+ 00 2 .5 7 e—03 4
A lg4 3 2 V - 1 .0 0 e + 0 0 0 .00e+ 00 4 .4 2 e—03 3

i l 3 2 V - 1 .0 0 e + 0 0 1 .56e—07 7 .28e—04 1
12 3 2 V - 1 .0 0 e + 0 0 0 .00e+ 00 4 .0 7 e—03 5

M I N M A X B D A lg l 5 20 V 1 .16e+02 0 .00e+ 00 1 .03e—01 1
Alg2 5 20 V 1 .16e+02 0 .00e+ 00 2 .79e+01 3
Alg3 5 20 V 1 .16e+02 0 .00e+ 00 1.33e+01 3
A lg4 5 20 V 1 .16e+02 0 .00e+ 00 1.72e+01 2

i l 5 20 V 1.19e+02 0.00e+00 5.50e—02 2
12 5 20 V 1 .16e+02 0 .00e+ 00 1.42e+01 4

MINMAXRB A lgl 3 4 c -7 .93e+163 0.00e+00 4.25e—02 39
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Alg2 3 4 E NaN NaN 5.15e—03 1
Alg3 3 4 C -3.96e+155 0.00e+00 1.68e—02 64
Alg4 3 4 E NaN NaN 5.37e—03 1

i l 3 4 E NaN NaN 1.46e—01 34
12 3 4 V - 5 .7 4 e + 0 4 0 .00e+ 00 8 .1 7 e—01 2

PENTAGON A lgl 6 15 V 8.36e—02 0.00e+00 9.76e—03 1
Alg2 6 15 V 1.37e—04 0 .00e+ 00 8 .06e+ 00 2
Alg3 6 15 V 1.38e—04 0 .00e+ 00 1.34e+01 4
A lg4 6 15 V 1.44e—04 0 .00e+ 00 1.42e+01 3

£1 6 15 V 2.76e—04 0 .00e+ 00 8 .2 4 e—03 1
£2 6 15 V 1.37e—04 0 .00e+ 00 7 .52e+ 00 3

PO LA R I A lgl 3 2 V 3.06e+00 0.00e+00 1.00e—03 1
Alg2 3 2 V 2.72e+ 00 0 .00e+ 00 2 .4 6 e—03 3
Alg3 3 2 V 2.72e+ 00 0 .00e+ 00 5 .0 8 e—03 3
A lg4 3 2 V 2.72e+ 00 0 .00e+ 00 1 .98e—03 3

£1 3 2 V 2.72e+ 00 3 .20e—08 5 .3 1 e—04 1
£2 3 2 V 2.72e+ 00 0 .00e+ 00 4 .2 3 e—03 5

P O L A K 2 A lg l 11 2 V 5.49e+01 0 .00e+ 00 6 .9 9 e—03 1
Alg2 11 2 V 5.46e+01 0 .00e+ 00 5 .1 6 e—03 2
Alg3 11 2 V 5.46e+01 0 .00e+ 00 7 .91e—03 3
A lg4 11 2 V 5.46e+01 0 .00e+ 00 7 .80e—03 3

£1 11 2 V 5.46e+01 0 .00e+ 00 7 .31e—03 3
£2 11 2 V 5.46e+01 0 .00e+ 00 1 .20e—02 4

POLAK3 A lgl 12 10 V 6.30e+00 0.00e+00 4.92e—01 1
Alg2 12 10 V 5.94e+ 00 0 .00e+ 00 6 .08e+01 3
Alg3 12 10 V 5.94e+ 00 0 .00e+ 00 6 .26e+01 4
A lg4 12 10 V 5.93e+ 00 0 .00e+ 00 5 .29e+01 3

£1 12 10 V 5.95e+ 00 0 .00e+ 00 1 .43e—01 2
£2 12 10 V 5.93e+ 00 0 .00e+ 00 1 .63e+ 00 4

POLAK4 A lgl 3 3 V 3.40e—01 0.00e+00 1.33e—01 1
Alg2 3 3 V 2.07e—05 0 .00e+ 00 1 .32e+ 00 3
Alg3 3 3 V 2.05e—05 0 .00e+ 00 1 .72e+ 00 4
A lg4 3 3 V 1.98e—05 0 .00e+ 00 1 .17e+ 00 3

£1 3 3 V 1.53e—07 8 .88e—08 5 .I l e —02 2
£2 3 3 V 2.22e—05 0 .00e+ 00 1 .74e+ 00 5

P O L A K 5 A lg l 3 2 V 5.03e+01 0 .00e+ 00 4 .8 7 e—03 1
Alg2 3 2 V 5.00e+01 0 .00e+ 00 1 .08e—02 2
Alg3 3 2 V 5.00e+01 0 .00e+ 00 8 .5 0 e—03 3
A lg4 3 2 V 5.00e+01 0 .00e+ 00 2 .4 4 e—02 3

£1 3 2 V 5.00e+01 1 .99e—08 4 .9 2 e—03 2
£2 3 2 V 5.00e+01 0 .00e+ 00 1 .53e—02 4

P O L A K 6 A lg l 5 4 V - 4 .3 6 e + 0 1 0 .00e+ 00 8 .5 9 e—03 1
Alg2 5 4 V - 4 .4 0 e + 0 1 0 .00e+ 00 1 .86e+ 00 3
Alg3 5 4 V - 4 .4 0 e + 0 1 0 .00e+ 00 1 .85e+ 00 3
A lg4 5 4 V - 4 .4 0 e + 0 1 0 .00e+ 00 2 .43e+ 00 3

i l 5 4 V — 1.78e+01 0.00e+00 4.04e—03 1
£2 5 4 V - 4 .4 0 e + 0 1 0 .00e+ 00 1 .52e+ 00 4

R O S E N M M X A lg l 5 4 V - 4 .3 6 e + 0 1 0 .00e+ 00 3 .0 8 e—03 1
Alg2 5 4 V - 4 .4 0 e + 0 1 0 .00e+ 00 1 .82e+ 00 3
Alg3 5 4 V - 4 .4 0 e + 0 1 0 .00e+ 00 1 .49e+ 00 3
A lg4 5 4 V - 4 .4 0 e + 0 1 0 .00e+ 00 1 .78e+ 00 3

£1 5 4 V - 4 .4 0 e + 0 1 7 .71e—08 6 .4 7 e—03 2
£2 5 4 V - 4 .3 9 e + 0 1 0 .00e+ 00 2 .58e+ 00 5

S268 A lgl 5 5 c 7.88e+05 1.85e+01 2.01e+01 39
Alg2 5 5 c 3.05e+05 2.20e+01 3.48e+01 64
Alg3 5 5 c 1.49e+05 2.70e+01 3.43e+01 64
Alg4 5 5 c 6.85e+04 2.64e+01 3.51e+01 64

i l 5 5 c 1.86e+37 3.66e+18 l . l le + 0 0 64
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i2 5 5 C 7.15e+04 1.45e+01 4.94e—01 14
S N A K E A lg l 2 2 V 1 .00e+00 0 .00e+ 00 1 .09e—03 1

Alg2 2 2 V 1 .00e+00 0 .00e+ 00 1.l i e —03 1
Alg3 2 2 V 1 .00e+00 0 .00e+ 00 1.O le—03 1
A lg4 2 2 V 1 .00e+00 0 .00e+ 00 1 .16e—03 1

il 2 2 E oc NaN 1.67e—02 4
12 2 2 V 1 .00e+00 0 .00e+ 00 9 .8 1 e—04 2

SPIRAL A lgl 3 2 c 1.00e+00 8.75e—01 3.69e—02 39
Alg2 3 2 c 1.00e+00 8.75e—01 8.31e—02 64
Alg3 3 2 c 1.00e+00 8.75e—01 5.91e—02 64
Alg4 3 2 c 1.00e+00 8.75e—01 2.96e—02 64

il 3 2 E -2.18e+154 NaN 2.68e—02 3
i2 3 2 c 1.00e+00 8.75e—01 1.33e—02 14

W OM FLET A lgl 3 3 c -5 .05e+114 0.00e+00 2.61e—02 39
Alg2 3 3 c -3 .61e+160 0.00e+00 1.72e—02 64
Alg3 3 3 c -2 .22e+158 0.00e+00 2.00e—02 64
Alg4 3 3 c -3 .76e+174 0.00e+00 1.54e—02 64

il 3 3 E NaN NaN 1.18e—01 30
i2 3 3 c -2 .28e+23 0.00e+00 2.54e—02 14

1 0 0


