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RESUMO

Uma das estratégias para resolver problemas de otimizacao com restri¢coes através de
métodos de penalidade externa faz uso de funcoes de penalidade nao diferenciaveis, o que
limita o uso de eficientes algoritmos suaves para resolver os subproblemas. Em vista desta
dificuldade, técnicas de suavizar vem sendo amplamente propostas na literatura. Neste
trabalho, estudamos a teoria de métodos de penalidade externa, mostrando suas princi-
pais propriedades e discutindo a dicotomia entre funcoes de penalidade exata e suaves.
Trazemos de forma unificada resultados e métodos baseados em funcgoes que suavizam e
aproximam uma funcao de penalidade exata. Por fim, apresentamos resultados numéricos
de comparacao do desempenho computacional dos métodos estudados na resolu¢ao de
problemas da biblioteca CUTEst.

Palavras-chave: M¢todos de penalidade externa, Funcao de penalidade exata, Funcao

de penalidade suavizada, Experimentos numéricos



ABSTRACT

One of the strategies to solve constrained optimization problems through external penalty
methods utilizes non-differentiable penalty functions, which limits the use of efficient
smooth algorithms to solve the subproblems. In light of this difficulty, a great number
of smoothing techniques have been proposed in the literature. In this work, we study
the theory of exterior penalty methods. We show their main properties and discuss the
dichotomy between exact and smooth penalty functions. We present on a unified manner
results and methods based on functions that smooth and approximate an exact penalty
function. Finally, we present numerical results comparing the computational performance
of the studied methods on the resolution of problems from the CUTEst library.

Keywords: FExterior penalty methods, Eract penalty function, Smoothed penalty function,

Numerical experiments.
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Introducao

Intimeras aplicacoes em diferentes dreas como engenharias, setor energético, transporte,
economia e inteligencia artificial recaem em problemas de otimizag¢ao. Para resolver um
problema dessa natureza, considerado dificil, varios métodos tem como filosofia substitui-
lo por uma sequencia de problemas mais fdceis. Como por exemplo, o método de Newton
para um sistema de equagoes nao lineares, em que uma solucao é aproximada resolvendo-se
sucessivos sistemas de equacoes lineares.

Outros exemplos s@o as abordagens de Lagrangiano Aumentado, Programacao Qua-
drética Sequencial e métodos de penalidade interna ou externa [3, 15, 22, 23, 26| que
transformam um problema de otimizacao com restricoes em uma sequéncia de problemas
irrestritos ou com restricoes apenas lineares ou quadraticas.

Neste trabalho, estamos particularmente interessados nos métodos de funcao de pena-

lidade externa para resolver problemas de otimizac¢ao com restri¢oes de desigualdade

minimizar f(x) (1)

sujeito a g;(x) <0, i=1,...,m.

em que f,g; : R* > R, 1 = 1,...,m, sao funcdes suaves. Esses métodos, também cha-
mados simplesmente de métodos de penalidade, consideram uma sequéncia de problemas
mais fdceis que consistem na minimizacao irrestrita de uma funcao penalizada. Tal funcao
é definida pela soma da funcao objetivo do problema original e um termo de penalizacao
da inviabilidade. Este termo consiste no produto de um parametro de penalidade, que é
acrescido a cada novo problema, por uma funcao de penalidade, fixada para todos os pro-
blemas mais faceis. Desta forma, distintas escolhas desta fun¢ao nos fornecem diferentes
métodos de penalidade.

Uma das mais classicas é a funcao de penalidade exata ¢, ou simplesmente penalidade
exata, que foi introduzida por Zangwill [40]. Esta fun¢io é uma medida de inviabilidade
obtida pela composi¢io da norma da soma com a fun¢ao max{0, -} aplicada as restrigoes.
Zangwill mostrou um importante resultado relativo ao método de penalidade ¢;: se o
problema original é convexo e o problema irrestrito tem um minimizador local, entao
uma soluc¢ao deste problema, com um parametro de penalidade suficientemente grande,

é também uma solucao para o problema com restri¢oes. Todas as funcoes de penalidade



com essa propriedade sdo chamadas de exatas [12, 31].

Por outro lado, a funcao objetivo do problema de penalidade exata nao é suave, visto
que a maximo carece de diferenciabilidade na origem. Do ponto de vista computacional,
isto limita o uso de eficientes algoritmos de minimizacao, tais como os métodos quase-
Newton, na resolucao dos problemas irrestritos. Uma forma de superar esta dificuldade
consiste em suavizar a fun¢ao maximo. Em particular, na area de otimizacao o quadrado
dessa funcao é amplamente utilizado em vista da sua simplicidade. Tal suavizacdo, no
contexto de métodos de penalidade, resulta na funcao ¢; também chamada penalidade
quadratica.

No entanto, esse novo método de penalidade é assintético, no sentido que nao ha como
garantir que uma solu¢ao do problema irrestrito seja de fato uma solu¢ao do problema
original. Um dos problemas relacionados a isto, é que as fun¢oes penalizadas tornam-se
cada vez mais mal condicionadas, a medida que o parametro de penalidade fica muito
grande [15, 23, 34].

Diante dessas dificuldades, diversos autores introduziram familias de func¢oes que, além
de suavizar, aproximam a func¢ado méximo (veja por exemplo, Bertsekas (3|, Zang [13],
Gonzaga e Castillo [10], e Pinar e Zenios [32]). Em geral, tais familias podem ser expressas
através de uma unica funcao definida em R x R, na qual a segunda variavel determina
a precisao da aproximacao. Neste trabalho, nos referimos a esta suavizacao como funcao
de aproximacao Suave.

Deste modo, um novo método para resolver o problema com restricoes é obtido, no
qual os problemas considerados mais faceis sao irrestritos e suaves, cuja funcao objetivo
é construida substituindo a funcdo maximo pela funcao de aproximacao suave com um
parametro de aproximacao fixado. Assim, quanto mais préximo de zero o pardmetro de
suavizagao estiver, menor serd o erro de aproximacao entre as funcoes penalizadas exata e
suavizadas e, portanto, espera-se que uma solucao do problema de penalidade suavizado
esteja mais préxima de ser uma solu¢do do problema dificil (1).

Tendo em vista a discussao apresentada e que um nimero consideravel de métodos
que suavizam uma funcao de penalidade exata foram propostos nas dltimas duas décadas
|7, 20, 35, 38, 39|, apresentamos neste trabalho um estudo, tanto do ponto de vista tedérico
como computacional, de métodos de penalidade, em especial dos métodos de penalizacao
exata e algumas de suas suavizacoes. Para isto, organizamos este trabalho em quatro
capitulos.

No Capitulo 1, motivamos e definimos o método de penalidade e provamos sua con-
vergencia global. Em seguida, definimos fungoes de penalidade de interesse neste trabalho
e mostramos que algumas delas satisfazem uma estimativa local de inviabilidade conhecida
como condi¢ao de error bound. Na Secao 1.3, trazemos uma estimativa local para a taxa
de convergencia do método de penalidade. Em especial, definimos funcao de penalidade

exata e provamos que métodos de penalidade diferencidveis nao sao exatos.



O Capitulo 2 apresenta uma discussao mais detalhada dos métodos de penalidade
exata [37] e suave [22]. Na Secao 2.1, trazemos condigoes necessdrias e suficientes e esten-
demos resultados apresentados em [15] para penalizacao exata. Na Sec¢do 2.2, mostramos
formalmente que as condigoes apresentadas em [22] de fato podem ser utilizadas para
construir funcoes de penalidade suaves, para as quais os multiplicadores de Lagrange sao
muito bem aproximados. Por fim, ilustramos o mal condicionamento dos problemas de
penalidade quadratica.

O Capitulo 3 é dedicado aos métodos com fungoes de aproximagao suave. Apresen-
tamos de forma unificada os resultados e algoritmos encontrados nos trabalhos [20, 35,
38, 39]. Para este objetivo, estabelecemos condigdes gerais de modo que qualquer fungao
satisfazendo tais condi¢oes herde esses resultados. Uma teoria de fungoes de aproximacao
suave para penalizacdo exata, em espacos mais gerais do que R”, é também apresentada
em [9].

Por fim, no Capitulo 4 sao discutidos resultados numéricos da resolucao de problemas
de otimizagdo com restrigoes de desigualdade coletados da cole¢aio CUTEst [11] pelos
algoritmos implementados na linguagem de programacao JULIA. Comparamos o desem-
penho do algoritmo de penalidade com as funcoes exata e quadratica, e dos métodos de
suavizagdo com as fungoes apresentadas em [20, 35, 38, 39]. Os resultados numéricos sao

apresentados no formato de tabela no Apendice A.



Capitulo 1

Métodos de penalidade

O objetivo deste capitulo é estudar métodos de penalidade para o problema geral de
otimizagao com restrigdes de desigualdade dado em (1). Para isto, denotamos o conjunto

vidvel desse problema por
X ={zeR"|gxr)<0,i=1,...,m},

o qual é fechado, visto que as funcoes ¢;, + = 1,...,m, sdo continuas, e é assumido ser
nao vazio.

Vamos inicialmente introduzir esses métodos em uma abordagem geral, sem especi-
ficar a funcao de penalidade. Em seguida, na Secao 1.2, apresentamos alguns exemplos
classicos de funcoes de penalidade e discutimos algumas propriedades. Por fim, na Secao
1.3, abordamos aspectos da taxa de convergencia dos métodos de penalidade que satisfa-
zem uma estimativa local de inviabilidade e definimos penalizacao exata. As referéncias

utilizadas na construcao deste capitulo sao [1, 14, 15, 22, 23, 33, 34].

1.1 O método

Nesta se¢@o, motivamos e definimos o método de penalidade para o problema (1). Além
de discutir propriedades dos problemas de penalidade, provaremos sob algumas hipéteses
sua convergencia global. Ademais, fazemos algumas consideragoes sobre o quao restritivas

sao essas hipoteses e discutimos brevemente alternativas propostas pela literatura.

1.1.1 O problema de penalidade

Comecamos esta secao introduzindo uma funcao que penaliza violacoes das restricoes do

problema (1), isto é, uma fungao P : R” — R, continua tal que para todo x € R”

P(x) =0, se, e somente se, x € X. (1.1)



Uma funcao P definida como em (1.1) é chamada de funcao de penalidade para o problema
(1).

Dada P uma fun¢ao de penalidade, definimos uma familia de funces {¢c}eer, , tal
que para cada parametro de penalidade ¢ € Ry, uma funcao penalizada é obtida como
segue

R" 3z — @.(x) = f(x) + cP(x)

Observe que fixado ¢ > 0, a funcao penalizada aparece como uma perturbacao da
funcao objetivo do problema original, visto que se um ponto x € R" é inviavel, o termo
cP(x) > 0 penaliza a func¢éo objetivo de (1). Por outro lado, em pontos tais que x € X,
temos que cP(x) = 0 e portanto nenhuma penalidade é exercida, e consequentemente

we(x) = f(x). De imediato, temos os seguintes resultados.

Proposicao 1.1. Considere uma funcao de penalidade P e um ponto x € X. Entao, para

qualquer ¢ > 0 fizado,
inf{p.(x) |z € R"} < f(x). (1.2)

Além disso, se para algum ¢ > 0 a funcao p: € limitada inferiormente, entao o problema

(1) é limitado inferiormente e @. € limitada inferiormente para qualquer ¢ > c.

Prova. A primeira afirmacao decorre da condigao (1.1) visto que
inf{gc(z) | x € R"} < @e(x) = [(2) + cP(x) = f(2).

Suponha agora que @; é limitada inferiormente para algum ¢ > 0. Entao da ltima
relac@o segue que o problema (1) é limitado inferiormente, além disso para qualquer ¢ > ¢

vale que
pa(x) = f(x) + cP(x) < f(z) + cP(x) = ¢c(),

o que prova a Ultima afirmacao, visto que z € limitada inferiormente por hipdtese. [
Em particular, o resultado acima mostra que qualquer minimizador da funcao penali-
zada fornece um limitante inferior para o problema original.
Considere entao o problema de penalidade, um problema irrestrito que depende do

parametro de penalidade ¢ > 0 e da variavel x € R”, dado por

(P.) minimizar ¢.(x) = f(x) + cP(x)

sujeito a r € R".

Vamos discutir algumas relagoes entre a familia de problemas de penalidade (F.) e o
problema (1). Com este intuito assumimos que o problema de penalidade sempre tem

solucao. No final da presente secao, discutimos brevemente essa suposicao.



Hipétese 1. Seja P uma funcao de penalidade. Para cada ¢ > 0 dado, existe um ponto
x(c) € R” tal que

x(c) € argmin{p.(z) | x € R"}. (1.3)

Sob a hipétese acima, vemos que se x(c) é vidvel para o problema com restri¢oes entao

P(z(c)) = 0, o que junto com a Proposi¢ao 1.1 mostra que

Fla(e)) = we(w(c)) = min ¢.(7) < f(2), (1.4)
para todo x € X, ou seja, x(c) é também uma soluc¢ao de (1).

Infelizmente, as solugdes de (F,.) ndo pertencem a X em geral. Na verdade, como sugere
a nomenclatura “método de penalidade externa”, as solugoes do problema de penalidade
normalmente sao externas ao conjunto viavel do problema com restri¢oes.

Sendo assim, a estratégia para melhorar a viabilidade de x(c) é baseada no seguinte
raciocinio descrito em [22|: a medida que ¢ aumenta, o custo da violagao das restrigoes
do problema (1) torna-se mais caro. Assim, espera-se que solugoes do problema de pena-
lidade se aproximem cada vez mais do conjunto vidvel e um ponto de acumulacao de uma
sequencia de solugoes dos problemas de penalidade resolva o problema original.

Antes de formalizarmos o efeito descrito acima e o método, vamos analisar em um
simples problema de otimizacao o comportamento das funcoes f, P e ¢ em solugoes do

problema de penalidade, quando ¢ cresce ilimitadamente.

Exemplo 1.1. Considere o problema de otimizacao em R com uma restricao de desigual-
dade

minimizar f(x) = z*

z+1<0. (1.5)

sujeito a g(x)
Este problema tem uma unica solucao x* = —1, (X = (—o0,—1]), com valor étimo

Jat) = 1.

Considere P: R — Ry a funcao suave definida como
1 2
P(x) = imax{x + 1,0}~

Afirmamos que essa funcao satisfaz a condicao (1.1) que a caracteriza como uma fun¢ao

de penalidade para o problema (1.5). De fato, note que
re X ={xeR|glr) <0} se esomente se, v+ 1 <0,

donde seque que x € X se, e somente se, P(x) = 0.



Considere agora a familia de problemas de penalidade,

minimizar p.(x) == x* + gmax{x + 1,0}

sujeito a x € R™.

Fizado ¢ > 0, a funcao penalizada € convexa e diferencidvel. Portanto, um minimizador

x(c) de @, satisfaz
0= Vy.(x(c)) = 2x(c) + cmax{x(c) + 1,0}.

Logo x(c) = —c/(2+ ¢) ¢ X. Além disso, para quaisquer ¢ > ¢ > 0, vale que

2 2
212 " 21op

P(z(c)) = = P(z(c)).
Ou seja, conforme ¢ cresce o valor da penalidade decresce, e a distancia da solugao x(c)

até a solugao do problema original x* fica cada vez menor, pois

2 - 2
24¢ 24¢

|2(c) — 27| = |z(c) — 7).
Em particular, dada uma sequéncia (c;) C Ry tal que ¢, — +oo, definindo 2* = x(cp),
Vemos que

2 k

lim P(z*) = lim ———— =0 e limx

R
k—oo k—oo (2 + Ck)2 k—oo -

Por outro lado, a medida que o parametro de penalidade cresce, as funcoes [ e . também

CTrescenm

c ¢ c? c?

welwle)) = 5o > gy —we@@) e S = 5m > G g

= [(x(c))-

A Figura 1.1 mostra os minimizadores x* das funcoes e para k =1,2,3, nos quais
0s parametros de penalidade satisfazem c; < ¢y < c3. Nessa figura podemos observar que o
ponto x* estd mais prérimo da solucao x* do que 2 e x'. O mesmo ocorre para p.,(x*) e
f(x®) que tem valores objetivos piores em relagio a @, (x*) e f(x¥), para k = 1,2, porém
estao mais proximos do minimo étimo f(x*) = 1. Em particular, vemos que as imagens
das funcoes penalizadas e da funcao objetivo do problema restrito coincidem a esquerda
da linha tracejada, onde qualquer ordenada é vidvel para o problema (1.5), enquanto que

b, 2? e x® sao invidveis para o problema original.

Observacao 1.2. Em especial, o exemplo acima mostra que em geral as solucoes dos

problemas penalizados sao pontos invidveis para o problema original. Uma importante
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Figura 1.1: ITlustracao do comportamento das solucoes dos problemas de penalidade.

excecao € dada pela penalizacao exata, na qual uma solugcao do problema (1) pode ser
recuperada com um valor de parametro ¢ suficientemente grande, porém finito. Discuti-
remos com mais detalhes a penalizacao exata na Secao 1.3 e Secao 2.1. Em antecipacao,
no Exemplo 1.4 mostramos que uma solucao do problema (1.5) pode ser obtida resolvendo

um unico problema de penalidade ao utilizarmos uma funcao de penalidade exata.

No Exemplo 1.1 vimos que se o parametro de penalidade aumenta a inviabilidade de
x(c) e as imagens de f e p. nesse ponto tornam-se mais préximas do minimo do problema
com restricdes. A seguir mostramos que essas propriedades sdo mantidas para qualquer
fun¢do de penalidade utilizada. A demonstracdo que apresentamos é baseada em [15,
Prop. 4.3.4].

Lema 1.3. Seja P: R™ — R uma funcao de penalidade. Entao as sequintes afirmacoes

sao verdadeiras para todo ¢ > ¢ > 0:

P(x(c)) < P(x(c)); 1.6
f@(e) = [(x(0)); 1.7
pe(x(c)) 2 pe(x(C)). (1.8)

oo



Prova. Sejam ¢, ¢ € Ry com ¢ < ¢. Como os pontos x(c) e x(c) sdo minimizadores globais

das fungoes penalizadas ¢, e s respectivamente, segue que

(x(c)) + ¢ P(x(c)), (1.9)
+ ¢ P(x(c)). (1.10)

Subtraindo (1.10) de (1.9) e depois simplificando, obtemos
(c—o)(P(x(c)) — Px(c) = 0.

Logo, P(x(c)) > P(x(c)) pois ¢ > ¢ o que prova (1.6). A relagio (1.7) é imediata das
relagoes (1.6) e (1.9).

Finalmente, note que como x(c¢) é minimizador da fun¢ao ¢z e 0 < ¢ < ¢, temos

e(()) < wel(c)) = f(x(c)) + e Plx(e)) < [lx(c)) + e Px(c) = pelz(c),

donde segue a relagao (1.8). m

1.1.2 O algoritmo de penalidade e sua convergéncia global

A relagao (1.4) garante que o valor étimo do problema original é limitado inferiormente
pelo valor 6timo da funcao penalizada para qualquer ¢ > 0. Em adic¢ao, o Lema 1.3 mostra
que um melhor limitante inferior pode ser obtido a medida que o peso de penalidade é

aumentado. Essa discussao é traduzida em termos matematicos pela relacao

Sup pefr(e)) = I e, (@*) < (1.11)
em que f* denota o valor 6timo de (1) e x(cx) = x¥. A pergunta natural que surge é se
o valor 6timo do problema (1) é atingido no limite acima. Veremos no Teorema 1.5 que
sob a hipétese da sequéncia (2*) possuir um ponto de acumulacio a resposta é afirmativa.
Ainda mais, qualquer ponto de acumulacao de (z*) é uma solucao de (1). Antes, vamos
formalizar em termos algoritmicos a discussao feita até entdo, isto é, vamos definir um
algoritmo de penalidade bdsico para obter um minimizador do problema (1), conforme
encontrado em [15, 22, 23].

Algoritmo 1.1. Método de funcao de penalidade bdsico

DADO: ¢ > 0

PArRA £ =10,1,2,...
CALCULE z* € argmin{¢g,, () | * € R"}
ESCOLHA c¢p41 > ¢
k=Fk+1



Observagao 1.4. Martinez e Santos [23] observam que é aconselhdvel que x*~! seja
utilizado como ponto inicial do método aplicado para minimizar a funcao ., (-). F que,
em geral, a atualizacao do parametro cx € feita escolhendo co = 1 e ¢ = 10ck—1. Ou
ainda, considerando a estratégia de tomar cy muito grande (por exemplo, 10**) e resolver

um unico problema de penalidade, o que nem sempre funciona sequndo 0s autores.

O teorema a seguir se baseia em resultados estabelecidos na literatura [15, 22, 23, 34]

sobre o algoritmo de penalidade.

Teorema 1.5. Seja (x*) uma sequéncia gerada pelo Algoritmo 1.1 e suponha que ¢, — co.

Entao,

(i) A funcio de penalidade converge para zero ao longo da sequéncia (x*), isto é,
P(x*) — 0. Em particular, qualquer ponto de acumulacio de (x*) é vidvel para

o problema (1).

(#1) O problema (1) € limitado inferiormente e se x* € R™ é um ponto de acumulacao

de (z%), entdo x* é uma solucdio de (1) e

lim ., (2F) = f(z*). (1.12)

k—o0

Prova. Pelo Lema 1.3, a sequencia (gpck (xk)) é nao decrescente. Além disso, para quaisquer

kelNexe X, temos
e (1) < e, (%) < 0 () = flw). (1.13)
Portanto, (gpck (xk)) também ¢é limitada e consequentemente convergente, digamos,
e (2) = 90 — sup{ip, (%) | k € N}, (1.14)

Por outro lado, novamente usando o Lema 1.3, temos que a sequéncia ( f(xk)) também é

mondtona. Mais ainda,
F@®) < f(a*) < fa?) + e P(ah) = o (o) < g, (1.15)

o que nos fornece
0< ckP(xk) <, — f(z%).

Dividindo por ¢, e passando o limite, obtemos ().
Para (i), note primeiro que a limitagdo de (1) segue diretamente de (1.13). Suponha
agora que x* € R™ é um ponto de acumulacio de (z*), digamos, x* K 2 com K ¢ IN

um conjunto infinito. Pelo que provamos em (i), temos x* € X. Portanto, usando (1.13)

10



e (1.15), concluimos que
@) < o (@) < o),

o que resulta em ¢* = f(x*), provando (1.12). Finalmente, passando o limite em (1.13),

obtemos
@) =" < flx)

para todo x € X, o que mostra que z* é uma soluc¢ao de (1). [
O Lema 1.3 garante que a sequéncia (gpck (xk)) é mondtona, o que junto com a limitacao
por f* dada em (1.11) implica na existéncia do limite. Uma questao que esta em aberto
¢ se vale a igualdade na relagdo em (1.11) sem a hipdtese de existéncia de ponto de
acumulacao da sequéncia (z¥).
Observe ainda que a limitacao do problema restrito decorre da limitacao do problema
irrestrito para algum ¢ > 0. Mas a reciproca nao é verdadeira, como mostra o préximo

exemplo.

Exemplo 1.2. Considere o problema de otimizacao dado por

minimizar f(x) = —x*
sujeito a g1(xr) = x — 1 <0,
go(x) = —x < 0.

Observe que o conjunto vidvel do problema acima é compacto X = |0, 1], portanto esse
problema € limitado. Por outro lado, considerando a funcao de penalidade P : R — R

definida como
2
P(ZC) - ZmaX{O,gi(x)},
=1

vemos que para qualquer ¢ > 0 a funcao penalizada, dada por

—x? 0<z<1,
polr) = flx) +cP(x) = —a? te(x —1) x> 1,
—x% —cx r <0,

¢ ilimitada inferiormente. Portanto, os problemas de penalidade sao sempre ilimitados.

Em particular, o exemplo acima mostra que o método de penalidade pode ser ine-
ficiente se a Hipdtese 1 nao é satisfeita, visto que minimizadores globais do problema

irrestrito podem nao existir.

11



1.1.3 Outras consideracgoes

Destacamos que a convergencia global do método de penalidade é assegurada sob a
Hipétese 1. Entretanto, Izmailov e Solodov [15] salientam que exceto nos casos em que
as funcbes penalizadas sdo convexas ou coercivas, nao ha como calcular soluges globais
(pelo menos em geral). Por outro lado, Luenberger e Ye [22] relatam que nao é necessario
obter um minimizador exato da funcao penalizada a cada iteracao do Algoritmo 1: se um
minimizador aproximado do problema de penalidade é obtido, isto é,
o (%) < min ., () + e,
zER™
entdo ¢ possivel mostrar que qualquer ponto de acumulacio Z da sequéncia (2*) é vidvel

para o problema original e
J(@) +e < fla),

com x* um minimizador 6timo de (1). Generalizando esta discuss@o, apresentamos a
seguir um algoritmo de penalidade relaxado para resolver o problema (1). A condigio

imposta na Hipdtese 1 é relaxada para
Hipétese 2. Existe ¢ > 0 tal que inf{yz(z) | x € R*} > —c0.

Note que devido a Proposicao 1.1, ¢, é limitada inferiormente para qualquer ¢y > ¢, o

que garante a boa definicao do algoritmo abaixo.
Algoritmo 1.2. Método de penalidade relazado

DADOS: ¢y > ¢, g >0

PArRA £ =10,1,2,...
CALCULE % € R" | ., (z*) < inf{ep., (v) | x € R"} + &
ESCOLHA cpy1 > cp e 0 < epqq < e
k=Fk+1

Estabelecemos no préximo teorema a convergéncia do Algoritmo 1.2.

Teorema 1.6. Suponha que a Hipétese 2 € satisfeita, considere uma sequéncia (x*) gerada

pelo Algoritmo 1.2 com ¢ — o0 e defina € = klim cr. Entao,
—00
(1) O problema (1) é limitado inferiormente.

(it) Se x € R™ é um ponto de acumulagdo de (2*) e f, = inf{f(x) | x € X}, entdao  é

vidvel para o problema (1) e

S < (@) < fute

12



(#i1) No contexto do item anterior, se € = 0, entao T é uma solucao de (1) e f, é um

ponto de acumulacao da sequéncia (gpck (xk))

Prova. Considere z € X arbitrdrio. Entao,

Peo(2") — 0 < inf{ipe, () | 7 € R} < ey (2) = f(2),

provando (7).

Para (i7), considere k € IN fixado. Dado € X temos

F@®) < f@®) + e P(a)
= @ ()
<inf{y. () |z € R"} + ¢,
< e, (T) + e
= f(z) + eg.

Consequentemente,
J(@*) < e (aF) < fo + e < fo + e, (1.16)

em que f, = inf{f(z) | x € X}. Portanto, para todo k € IN temos que
0 < P (™) < fo +e0— fzh). (1.17)

Por outro lado, como z é um ponto de acumulacio de (z¥), existe um conjunto infinito
K c NN tal que z¥ Xz Assim, dividindo (1.17) por ¢ e passando o limite sob a
subsequéncia, obtemos P(x) = 0, provando a primeira afirmacao de (i7). Agora, note que

(1.16) implica f(z*) < f. + &x, 0 que imediatamente resulta

Jo < @) < fit€,

concluindo a prova de (ii).
Finalmente, note que a primeira afirmacao de (i7i) segue diretamente de (i7). Além
disso, de (1.16) decorre

f@*) <o (2%) < fu + &

Passando o limite na expressao acima sob a subsequencia convergente, obtemos que
De, () 5 f+, concluindo a prova. n

Uma outra alternativa para enfraquecer a exigencia da Hipdtese 1 é modificar a funcao
de penalidade. Ao invés de considerarmos o problema de penalidade um problema irres-
trito, poderiamos incluir na funcao de penalidade apenas restricoes que sao dificeis de

lidar, enquanto que restri¢coes simples, tais como restri¢oes de caixa, poderiam ser manti-

13



das intactas. Assim, o problema de penalidade tomaria a forma
minimizar f(x) +cP(x), x € Xo, (1.18)

em que P : R® — R, é uma funcio contfnua satisfazendo P(x) = 0, se e somente se,
x € Xg com X C Xy em que Xj.

Uma das principais vantagens da configuracao acima é que a Hipdtese 1 pode ser
enfraquecida. Por exemplo que Xy seja um conjunto compacto. Como discutido em
[1], essa é uma hipdtese pouco restritiva na maioria dos casos praticos, uma vez que as
variaveis geralmente estao limitadas inferiormente e superiormente. Os resultados que fo-
ram apresentados nesta se¢ao permanecem validos sob a configuragao (1.18). Entretanto,
as demostracoes requerem mais detalhes que omitimos neste trabalho, mas podem ser

encontradas em [1, 34].

1.2 Funcoes de penalidade

Apresentamos agora exemplos de fungoes de penalidade que serdo importantes para a
discussao das préximas secoes. Em seguida trazemos algumas defini¢oes e mostramos que
algumas fungoes de penalidade satisfazem uma estimativa local de inviabilidade conhecida

como condicao de error bound.
1.2.1 Exemplos
Considere a fungao auxiliar

[ R =Ry
t —[t]; = max{0,t}.

Utilizando a fun¢ao ||, podemos dizer se um ponto é, ou nao, viavel para o problema

(1), visto que
lgi(z)]y =0, Vi=1,...,m, se, esomente se, x € X.

Portanto, temos uma caracterizacao do conjunto vidvel X que nos permite definir

diversas fun¢oes de penalidade para o problema (1) como vemos a seguir.

A funcao de penalidade exata ¢;

Uma das mais classicas fungoes de penalidade da literatura, conhecida como funcao de

penalidade exata ¢1 ou simplesmente penalidade exata foi introduzida por Zangwill [40],
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a qual é definida como

m

a(x) = lgd@)])s = Nlg@)) s, (1.19)

i=1

em que [g(x)]y denota o vetor em R™ cuja i-ésima entrada é dada por [g;(x)],.

Observamos que a funcao de penalidade ¢; ja foi introduzida no Exemplo 1.2 e o termo
“exata” é devido a propriedade de poder obter um minimizador do problema original via
o método de penalidade em que P = ¢;. Essa discussao sera feita com mais detalhes nas
Secoes 1.3 e 2.1.

R™ [9,(2)] ,
T ~
S 9@ >0
\\
R R
N\ e
9,(&) <0\ ™\
\\
\\\
N
: 9,(%)
g9(%) 0 9,2)

Figura 1.2: Representacdo da funcao [g;(-)] -

Normalmente pontos étimos para um problema de otimizacao com restrigoes sao tais
que alguma das restrigoes é ativa, isto é, g;(x) = 0 para algum i € {1,...,m}, e como

ilustrado na Figura 1.2 a funcao de penalidade exata nao é diferencidvel nesses pontos.

A funcao de penalidade ¢,

Uma forma de superar a falta de diferenciabilidade da funcao ¢; é suavizar a funcao
1
auxiliar []; utilizando a fungao ¢ — 5([t]+)2.
Considere entao a funcao de penalidade suave ¢5, também chamada de penalidade

quadrdtica,

lg:(@)]5 = %II[Q(%)MI%- (1.20)

b | =

Glm) = Z

=1
Essa fungao ja foi apresentada no Exemplo 1.1. Alguns autores como [1, 15, 23] definem

a funcdo de penalidade quadratica sem a constante 1/2. Neste trabalho, seguimos a
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defini¢do dada em [22, 34| que permite eliminar a constante ao calcularmos a derivada

0o 5 (5007) = s

Na Figura 1.3 é comparada a penalizagio imposta pela fun¢ao max{0, -} (representada
em azul) e a suavizagao max{0, - }? (representada em vermelho) em pontos x € R” tais que
lgi(x)] < 1/2. Note que diferentemente de [¢;(-)] 1, a funcao ([g:(-)];)? é suave em pontos
x € R” que possuem alguma restri¢do ativa. Observe ainda, que em um ponto z ¢ X
para o qual g;(z) > 0, o valor de penalidade imposta pela fungao suavizada é menor do

que a dada pela fungao nao suave, isto é, [¢:(7)]; > ([g:(x)] )2

y=[g,(2)]

g < U 4 ‘3; [ilg}_(\;]:]l . ]_’

g9,(x)
g9.(%) 0 g(2)

Figura 1.3: Comparacio entre o valor de penalidade das funcdes []; e ([],)>.

Uma familia de funcoes de penalidade

Mais geralmente, considerando r > 0 e s > 0 ambos positivos podemos definir a seguinte

fungao de penalidade

P() = <Z<[gz-<x>]+>7"> .

i=1

Em particular, se r = s = 1 a funcao de penalidade ¢; é obtida, enquanto que consi-
derando r = s = 2 recuperamos a funcao de penalidade ¢,. Destacamos ainda, as fun¢oes
de penalidade ¢, obtidas considerando r =pe s =1

1 & »
bp(x) = ];Z([gi(x)h) :

i=1
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Em particular, se p > 1 a fungao £,(x) = —||[g(x)] ][}, em que || - ||, ¢ a norma p em R™.

1
]gll
Outras fungoes de penalidade podem ser definidas. Por exemplo, [22, Exe. 2] analisa
uma classe de funcoes de penalidade dada por x — 2z, com [' € R™™ uma matriz
definida positiva. Uma classe mais geral de funcoes de penalidade é também considerada
em [22, 23| dada por P(x) = ¥([g(x)]) em que ¢ é tal que P é continua e satisfaz a

condic¢ao (1.1) que a caracteriza como uma fungdo de penalidade.

1.2.2 TUma estimativa local de inviabilidade

O principal resultado que apresentamos nesta subsecao diz respeito a uma estimativa local
de inviabilidade conhecida como condicao error bound [24]. Esta propriedade desempe-
nha um importante papel em derivar relagoes de dualidade, na anélise de sensibilidade/
estabilidade, nas estimativas de limite de erro e taxa de convergéncia de métodos computa-
cionais [36]. Tal resultado serd utilizado na préxima segfo para estabelecermos uma taxa
de convergéncia dos métodos de penalidade. Antes, algumas defini¢des sdo importantes.

As primeiras delas dizem respeito a condig¢oes de qualificagao das restrigoes.

Definicao 1.7. Dizemos que x* € X satisfaz a condicao de qualificacao de Mangasarian-
Fromovitz (MFCQ), quando eziste d € R™ tal que

Vola)Td <0 YViel(x*)={i=1,...,m|glz*) =0} (1.21)

Uma definicao equivalente para MFCQ, obtida usando o Teorema das Alternativas, é

a sequinte: A unica solucao (x,u) € R* X R", com r = |[I(z*)|, do sistema

wVg(x*)y =0 p; >0 Viel(z") (1.22)
1€l (x*)
¢ a solucao nula (veja [14, Proposicao 4.1.5]).

E conhecido que se um minimizador local * € X do problema (1) satisfaz alguma
condicao de qualificacao (CQ), por exemplo MFCQ, entdo existe um multiplicador u* €
R™ tal que

V@) Y uValat) =0, (1.23)
i1
gi(x )i =0,i=1,...,m. (1.24)

As condigbes (1.23) e (1.24) juntas sdo conhecidas como condicoes KKT (Karush-Kuhn-
Tucker), o ponto x* é dito um ponto KKT, (x*, i*) é chamado de par KKT, e a condigao
(1.24) é chamada de condicao de complementaridade. Para mais detalhes recomendamos
(14, 33].
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Uma propriedade interessante de MFCQ é que esta C(Q) é preservada localmente, con-

forme vemos no préoximo resultado.

Proposicao 1.8. Suponha que x* € X satisfaz MFCQ. Entao existe 6 > 0 tal que MFCQ)
¢ satisfeita em qualquer ponto x € B(x*,6) N X.

Prova. Suponha que |I(x*)| < m. Sejam I = {1,... ,m}\I(z*) e v = max{g;(x*) | i € I}.
Assim,

gi(x*) <y <0

para todo i € I. A continuidade de ¢ e o fato de I ser finito garantem que existe § > 0
tal que g;(x) < 0 para todos x € B(z*,0) N X e i € I. (Isto pode ser visto notando que
para cada ¢ € [ existe um §; > 0 tal que g;(xr) < 0 para todo z € B(x*,d;) N X. Basta
entdo tomar 6 = min{d; | i € I}). Portanto, I(x) C {1,...,m} \ I = I(z*) para todo
x € B(x*,d) N X. Por outro lado, se |I(x*)| = m é claro que I(x) C I(x*).

Agora, como x* satisfaz MFCQ), existe d € R"™ tal que Vg;(2*)Td < 0 para todo
i € I(x*). Definindo 8 = max{Vg;(2*)Td | i € I{x*)} e {; : R” — R por (;(x) = Vgi(x)'d,
temos que

Gy < B <0

para todo ¢ € I(z*). Usando o mesmo argumento anterior, reduzindo ¢ se necessério,

podemos concluir que
Vi()'d = () <0

para todos x € B(x*,6) N X e i € I(x) C I(x*). Isto significa que qualquer ponto em
B(x*,6) N X satisfaz MFCQ. ]

Outra condicao de qualificacao que serd importante no desenvolvimento deste traba-
lho, é mais restritiva do que a condicao de MFCQ, no sentido de que menos problemas

satisfazem essa CQ), mas garante a unicidade do multiplicador u tal que (z, ) é um par
KKT.

Definigao 1.9. Um ponto x* € X satisfaz a condicao de independéncia linear (LICQ) se

o conjunto
{Vgila®) | i € I(27)}

¢ linearmente independente.

Para estabelecermos a condi¢ao de error bound vamos precisar de dois lemas técnicos
nos quais consideramos a norma Euclidiana. O primeiro lema é baseado em [21, Cor. 4] e

mostra que uma funcao continuamente diferenciavel é uniformemente diferencidvel.

Lema 1.10. Sejam £ : R® — R uma funcao continuamente diferencidvel e x € R™. Dado

e >0 existe 6 > 0 tal que

[€(x) — &(y) = VEW) (@ — )l < el — g
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para quaisquer x,y € B(x,0). Fm particular,

Ve (@ —y) <ela -yl +&(x) - (y). (1.25)
Prova. Dado € > 0 considere ¢ > 0 tal que

IVE(x) = VE()] <

| ™

para todo x € B(x,d). Assim,

IVE(x) = VEW) < IVE(x) = VE@)I| + IVE(@) — VEW)] < e

para quaisquer x,y € B(Z,4).
Agora, fixado y € B(z,0), defina h: R® — R por h(z) = £(x) — VE(y)Tx. Assim,

IVh(z)|| = [VE(x) = VE(y)ll < e

para todo x € B(x,d). Portanto, denotando d = x — y, usando o fato de que
y+60d=(1—-0)y+6xe B(z,o)

e o teorema do valor médio, obtemos

§(x) = &(y) = VEW) (v — )| = [h(z) = h(y)]
—  |Vh(y + 6d)7d|
< ez =yl

sendo que a desigualdade segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz. Finalmente, (1.25)

é obtido utilizando a desigualdade triangular. [

Para o préoximo lema, fixado x € R™, considere o problema
minimizar |x — Z||

o (1.26)
sujeito a  g(x) <0,

o qual sempre tem solucéo, ja que o seu conjunto vidvel X é fechado e || - || é uma fung¢ao
coerciva. Note que se z € X, entao x € a solucao do problema com valor 6timo igual a
zero. Por outro lado, se ¥ ¢ X, entdo a fungio objetivo deste problema é diferencidvel

em qualquer solucao z, e, se uma condicao de qualificacao for satisfeita, vale a relacao de
KKT
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Lema 1.11. Suponha que x* € X satisfaz MFCQ. Entao existem 0, M > 0 tais que dado
x € B(x*,0)\ X, qualquer solucao x. do problema correspondente (1.26) cumpre MFCQ
e qualquer multiplicador associado p € R satisfaz ||pu]| < M.

Prova. Por contradicao, suponha que o resultado nao seja valido. Entao existem sequeéncias
(zF) C R*"\ X e (%) C X tais que ||z* — 2*| < 1/k, ¥ é uma solucio de (1.26) com

k

7 = 7% e ¥ ou deixa de cumprir MFCQ) ou cumpre a qualificacdo mas algum multiplicador

associado p* C R é tal que ||p*|| > k. Como

|75 — || < [l77 = @] + 2° — 27| < [l = 2*| + 2" - 2] < T
assim a Proposicdo 1.8 garante que z¥ satisfaz MFCQ para todo k& € IN suficientemente
grande, logo devemos ter pela hipétese de contradicio que ||*|| — oco. Sem perda de

generalidade, assumimos que
k

= 1,
Il

em que 4 € R é um vetor unitdrio. Além disto, como I(z¥) C I(x*) temos que pf = 0

para todo ¢ € I(x*) — I(z¥), disto e de (1.27) segue que

k

. =

k —k _ —k
+ Z va%(ff):er Z 115V gi ().

i€I(zh) i€l(z*)

x x
0= T ——
[

Dividindo ambos os lados por ||| e tomando o limite quando k — oo, obtemos

Y wVgia*) =0,

1€l(x*)

o que implica em g = 0 pela condi¢do de MFCQ (1.22), gerando uma contradi¢do com

el = 1. m
Estamos agora em condic¢oes de provar o resultado mais importante desta secao: sob

a condicao de Mangasarian-Fromovitz uma estimativa local de inviabilidade pode ser

obtida. Esta estimativa é conhecida como condicao de error bound [24].

Teorema 1.12. Suponha que x* € X satisfaz a condicao de MFCQ. Entao existem
constantes M > 0 e 6 > 0 tais que

dist(z, X) < Miggg){[gi(f)h} (1.28)

para todo x € B(x*,0).

Prova. Sejam 61, My > 0 cumprindo as condi¢oes do Lema 1.11. Aplicando o Lema 1.10
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para 0 < e < 1/(Mym), segue que existe d, > 0 tal que

Vo) (x—y) <ellz -yl + g:(x) — g:(y) (1.29)

para quaisquer x,y € B(x*,d2) e i € I(x*).

Defina § = min{d;,d2}/2 e tome & € B(z*,¢) arbitrdrio. Caso ¥ € X, a relacdo
(1.28) é trivial. Suponha entdo z € B(z*,0) \ X. Pelo Lema 1.11, qualquer soluc¢ao
Z4 do problema correspondente (1.26) cumpre MFCQ e qualquer multiplicador associado
p € R satisfaz ||| < M. Além disso,

1z = 2| < |z — 2| + [z — 2% < fla* — 2] + [Jz — 27 <20 < 6.

Por outro lado, como [(z,) C I{x*), temos

G T, — T
+ 1V i) = ——— + iV gi(z.) = 0.
||x*—$|| Z ||$* — 7| 2

i€l(x i€I(Z+)

Assim, de (1.29) e o fato de que p;9;(7,) = 0 para todo i € I(z*), visto que I(z,) C I(x*),

obtemos 7
le—a) = (@—@)
|z — w*ll
- Z szgz $* $ - f*)
1€l (x*)
< > pEli-wd b Y ple@) - gi(3)
i€l(xz*) i€l(z*)
i€l(xz*) i€l{x*)
< Z Me||x — Z.|| + Z Migi(2)] +
el(z*) iel(z*)

< mMe||z — z,| + mM, max, {lgi(x)l+ 1,

sendo que na penultima desigualdade usamos o fato de que u; < ||u|| < M;. Portanto,

(L=mMi)[z = 2. < mM max {{g:(z)] 1},

donde segue que
dist(z, X) = [z, — | < M rr}gx>{[gi($)]+},
iel(z*

li
ara M = —— > (. ]
P 1-— liff
Do Teorema 1.12 podemos derivar uma estimativa local para a inviabilidade das
funcoes ¢, que serd de grande utilidade na Secao 1.3 para obtermos uma estimativa de

convergencia para o método de penalidade £,,.
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Corolario 1.13. Sob as hipdteses do Teorema 1.12, existem constantes M, >0 e, >0

tais que

M, L,(x)Y? p>1,

dist (x, X) <
M, 0,(x) p <1

para todo x € B(x*,e,).

Prova. Pelo Teorema 1.12 existem constantes M, e > 0 tais que
dist (z, X) < M@,ggﬂgﬂ%(%)]ﬁ < Mllg(@)]+loo-

Da relacao acima e a da equivalencia entre normas em R™, para cada funcao ¢, em que

p > 1, existe uma constante M, > 0 tal que
dist (2, X) < Mp|l[g()] ]I, = M, €,()"77,

para todo x € B(x* ¢,) com ¢, = €.
Para p < 1 observe que a funcdo [g;(-)]; é continua e [g;(z*)]; = 0. Entdo existe
g€ > 0 tal que € < € esex € B(x*¢e) entdo [g(x)]y < 1 para todo i = 1,...,m.

Consequentemente,

dist (2,X) < MY [l < 2Dl = Mey(o)

i=1

para todo x € B(x*,¢,), tomando ¢, = ¢ e M, = M segue o resultado desejado. n

1.3 Taxa de convergéncia

Nesta segao discutimos uma estimativa local da taxa de convergencia dos métodos de
penalidade dada em [15]. Esta taxa de convergéncia é estabelecida em relagao a valores da
funcao objetivo, para os quais uma estimativa local da violacao de viabilidade é conhecida,

isto é:

Hipétese 3. Eristem uma vizinhanca U de uma solucao dada do problema (1) e cons-

tantes v >0 e M > 0 tais que
dist (x, X) < M (P(x))" (1.30)

para todo x € U.

Observe que a relagao (1.30) garante que a distancia entre um ponto dado x € U e o
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conjunto viavel X é limitada pela medida da violacao imposta pela funcao de penalidade
em .

No Teorema 1.5 mostramos que qualquer ponto de acumulacdo de uma sequéencia
gerada pelo Algoritmo 1.1, converge para um minimizador global do problema com res-
trigoes. Entretanto, do ponto de vista computacional, mais geralmente, é esperado que
o algoritmo gere solugoes locais aproximadas. Tendo isto em vista, o teorema a seguir
estabelece uma estimativa de taxa de convergencia do método de penalidade para o caso
em que os minimizadores convergem para uma solugao local de (1). Em especial, esse

resultado mostra algumas situacoes em que a convergencia € finita.

Teorema 1.14. [15, Teo. 4.3.12]. Seja [ Lipschitz continua em wma vizinhanca U de
x* com constante Lipschitz L > 0. Suponha que x* é uma solucao local do problema (1)
e que a funcao de penalidade P satisfaz a Hipdtese 3 para algum v >0 e M > 0. Se as
sequéncias (cp) C Ry e (2¥) C R™ satisfazem para todo k € IN,

gock(xk) < @e (), cx— +oo, e F = 2t (1.31)

entao, para todo k suficientemente grande as sequintes afirmacoes sao vdilidas:

(1) Sev <1, entao

LM 1/v v/(1-v)
Q) , (1.32)

Ck

ogfuﬂ—fu%g(

LM v/(1-v)
) . (1.33)

dist (2¥, X) <M <—
Ck

(11) Sev > 1, entao
f@) = fx*) e 2" e X.
k

Em particular, se x* é um minimizador local estrito para (1), entao x* = x*.

Prova. Seja k € IN. Da hipdtese e do fato que x* € X, segue que

e (%) < e, (2) = fla?). (1.34)

Vamos mostrar a afirmacao (7). Note que da relagdo (1.34) e da Hipdtese 3 temos que

(1.35)

dist (2%, X)\ "
M

ﬂﬂnw@@ﬂﬂﬂHcMMﬂZf@ﬂ+%<
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para todo z* € U.

Como X ¢ um conjunto fechado, existe a projecao de z* sobre X (do fato que X é
fechado garantimos a existéncia da projecao, mas nao podemos garantir a unicidade sem
a hipétese de X ser convexo). Assim, associe para cada z* um vetor de projecao ¥ € X.

Por hipétese a sequéncia (z*) converge para z*, consequentemente (z) também con-
verge para x*, entdo para k suficientemente grande temos que ¥ € U N X, donde com a

hipétese de que f é Lipschitz continua em U e o ponto 2* é um minimizador local obtemos
fla®) = f@*) < F5) = f@®) < D" = a*) = L dist (2, X). (1.36)

Logo, juntando (1.35) e (1.36) obtemos

. k 1/v
dist (x ,X)) (137)

) = 5@ 2 o (P

> e <W> UV. (1.38)

Considere agora o conjunto de fndices J := {k € N | f(2*) # f(z*)}. De (1.35) e da
definicao de J segue que

fa) < fla),

para todo k € J. Reescrevendo (1.38) temos

1/v
(LA
&3

> 0, (1.39)

para todo k € J suficientemente grande. Por outro lado, se k ¢ J temos que f(x*) —
f(x*) = 0. Disto, da relagao (1.39) e o fato de v < 1 segue a afirmacao (1.32) para todo
k suficientemente grande.

Para mostrarmos a afirmacao (1.33), note que por (1.36) e (1.37), temos

dist (xk,X)>1/V

dist (2%, X)L > f(2*) — f(z") > ¢ < i

portanto para v < 1 segue que

v/(1-v) 1/ ¥/ (1=v)

LM LM

M <—> = < > > dist (2%, X).
Cp Ck

Finalmente, se v > 1 entao (1—v)/r < 0 e como (1.39) também é mantida para v > 1,
temos que f(2*) — f(z¥) ndo converge para zero. Consequentemente, o lado esquerdo de
(1.39) também nao converge para zero. Mas note que se .J fosse um conjunto infinito

a sequencia (1/c,) convergiria para zero devido a (1.31), logo terfamos uma contradigao
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com (1.39). Portanto J é finito. Desta maneira, para k suficientemente grande,

f@®) = flz*) e 2Fe X

Além disso, se x* é uma solugao local estrita de (1), entdo a ultima relagao fornece
que ¥ = 2*. [
Em particular o item (i7) do teorema acima implica na existéncia de um parametro de
penalidade em que uma solucao do problema de penalidade é também uma solucao local

exata do problema com restri¢oes, como estabelece o resultado a seguir.

Corolario 1.15. [15, Cor. 4.5.13]. Sob as hipdteses do Teorema 1.35, suponha que x* é
uma solucao local estrita de (1) e v > 1. Entao existe ¢* > 0 tal que para todo ¢ > c* o

ponto x* € um minimizador local estrito do problema de penalidade (F.).

Prova. Suponha por contradicio que para cada k € IN, existam ¢, > k e 2% # 2* de modo

que

ot e o) < o) (1.40)

visto que x* ndo é minimizador local estrito de ¢, (-).

k — z* para k

Como ¢ — oo e vale (1.40), o item (27) do Teorema 1.14 implica que x
suficientemente grande, o que gera uma contradi¢ao, e donde segue o resultado. [ ]
Dada a convergencia global do Algoritmo 1.1, qualquer sequéncia gerada por esse
algoritmo que possui um ponto de acumulacio, satisfaz a hipdtese (1.31) do teorema
acima. Além disto, vemos que a diminui¢ao de valores de v < 1 leva a uma taxa de
convergencia mais lenta do método de penalidade. Enquanto que, para valores de v > 1

a convergencia ¢ finita.

Exemplo 1.3. Vimos no Coroldario 1.13 que sob a condicao de MFCQ, as funcoes de
penalidade ¢, satisfazem uma estimativa local da violagcao de viabilidade como a dada em
(1.30). Logo, as sequintes estimativas de taxa de convergéncia dos métodos de penalidade

¢, sao vdlidas de acordo com o Teorema 1.13:

(1) Parap>1 temosv=1/p <1, neste caso

ogﬂﬁwﬁuﬂg(gﬁﬁﬁmwnezmwu%mgﬂg(

Ck

LMp 1/(p—1)
Cp ’

Note que quanto mais prozimo p esta de 1 melhor € a taxa de convergéncia para o
correspondente método de penalidade €,, mas com a diminuicao de p a diferencia-

bilidade da funcao ¢, torna-se pior.

(#1) Jd para p < 1 temos v = 1. Portanto, a convergéncia € finita para qualquer método

de penalidade €, em que p < 1. Em particular, se x* é um minimizador local
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estrito do problema (1), entao x* é um minimizador local estrito de @.(-) para c >
c* € R, suficientemente grande, porém finito, pelo Corolirio 1.15. Uma funcdao de

penalidade com essa propriedade € dita exata [1, 15, 22].

Note que para a funcao de penalidade ser chamada de exata, condi¢oes sobre o conjunto
vidvel X, como MFCQ, e sobre a fun¢ao objetivo de (1), como a condi¢ao de Lipschitz

continua, sao requeridas.

Definigao 1.16. [12, Def. 3.1] Uma funcao de penalidade P é dita exata para o problema
(1) se existe um c* > 0 tal que para todo ¢ > c*, um minimizador global (local) do problema

de penalidade (F.) é também um minimizador global (local) de (1).

Fazemos agora uma modesta comparacao entre o método de penalidade ¢ e 0 método
de penalidade exata ¢;. Para isso, consideramos novamente o problema de otimizacao

dado no Exemplo 1.1 em que foi utilizada a funcao de penalidade quadrética.
Exemplo 1.4. Considere o problema de otimizacao em R

minimizar f(x) = z°

sugeito a g(x) = x < —1. (1.41)

Lembremos que x* = —1 € o dnico miniminizador de (1.41) e este ponto satisfaz a
condicao LICQ, visto que Vg(x*)

um ponto KK'T com um unico multiplicador de Lagrange associado p* = 2.

1, portanto satisfaz MFCQ. Em particular x* €

Considere a funcao de penalidade exata ¢1. Vamos mostrar que se ¢ > c* = 2 entao o

ponto x* € minimizador global do problema

minimizar o (x) = 2 + clz + 1] (1.42)

sujeito a x € R.
Reescrevendo a funcao penalizada o., temos

?+celr+1) sex>-—1,
900($) -

x? caso contrdrio,
logo x(c) = —c/2 para ¢ < 2 e x(c) = —1 para ¢ > 2.

Observe que |p*| € um limitante inferior para a penalizacao exata, no sentido que para
c > |u*| o problema com restricoes (1.42) € transformado de forma equivalente em um
problema irrestrito, ou seja, um minimizador global de (1.42) é também um minimizador
global de (1.41), valendo também a reciproca. Tal equivaléncia entre os problemas restrito

e irrestritos de penalidade pode ser observada na Figura 1.4, que entre outras coisas,
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Figura 1.4: Comportamento das fungbes penalizadas para o problema (1.41) em que os
parametros de penalidade sdo ¢y = 1.5, co =2 e cz3 = 2.5, e k > 2. A curva tracejada
representa o grafico de f em pontos invidveis do problema original.

mostra que para ¢z, cs > 2 0s minimizadores das funcoes penalizadas sao vidveis e portanto

coincidem com o minimizador do problema restrito.

Quando considerada a funcao de penalidade ¢, obtivemos que para todo ¢ > 0 as
solugbes dos problemas penalizados eram invidveis para o problema original. Ao passo
que para a funcao de penalidade ¢;, foi suficiente que ¢ > 2 para que uma solucao do

problema original fosse obtida minimizando a funcao penalizada ¢;.

Observagao 1.17. Ao considerarmos um método de funcao de penalidade exata, o pro-
blema (1) pode ser transformado em um unico problema irrestrito equivalente, sob condigoes
razodveis (veja a Secao 2.1) para um valor de ¢ suficientemente grande, porém finito. Em
outras palavras, nao é necessdrio que c cresca ilimitadamente para que uma solucao do

problema com restricoes seja obtida pelo método de penalidade.

Por outro lado, desde que a funcao de penalidade seja diferenciavel e o minimizador de
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(1) ndo anule o gradiente da fungao objetivo f (o que ndo ocorre em geral), uma solugao
do problema de penalidade nao pode resultar em uma solucdo do problema original, seja

esta solugao local ou global [34], como mostramos a seguir.

Proposicao 1.18. Seja P uma funcao de penalidade diferencidvel. Suponha que x* €
uma solucao local do problema (1) tal que V f(x*) # 0. Entao, para todo ¢ > 0 o ponto

x* nao € um minimizador local do problema de penalidade (F,).

Prova. Suponha que a conclusao dessa proposicao seja falsa. Entao existe um ¢* > 0 tal
que o ponto z* é um minimizador local de @.+(-). Assim, pela condigdo necessaria de

otimalidade de primeira ordem
0=V (x*)=Vf(x*)+  VP(x"). (1.43)

Por outro lado, como x* € X segue que P(x*) = 0 < P(x) para todo x € R™.
Consequentemente z* também é um minimizador da fungao P, e assim VP(x*) = 0.
Disto e de (1.43) segue que 0 = V f(x*), o que é uma contradigao. Portanto, x* nao é
uma solucao local do problema de penalidade. [

A dltima proposi¢ao mostra que uma funcao de penalidade diferencidavel nao alcanga
um minimizador de (1), dado que um minimizador de um problema com restri¢oes nao
é um ponto estacionario da fungao objetivo desse problema em geral. Consequentemente
o parametro de penalidade deve crescer ilimitadamente para que uma solucio de (1)
possa ser obtida. Em oposicao, métodos de penalidade exatos podem recuperar uma
solucdo de (1) com um ntmero finito de iteragoes, ao custo da nao diferenciabilidade dos
subproblemas de penalidade como vemos por contra-positiva da Proposicao 1.18. Diante
disso, no préximo capitulo estudaremos os métodos de penalidade funcoes exatas e suaves

separadamente .
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Capitulo 2
Penalizacao exata e suave

Até o momento estudamos os métodos de penalidade externa sem especificar necessaria-
mente a funcao de penalidade. Na Secao 1.3 mostramos que existem métodos de penali-
dade que possuem convergencia finita sob hipdteses razodveis. Em particular, vimos no
Exemplo 1.3 que as fungoes de penalidade ¢, com p < 1 recuperam uma solucao exata do
problema original resolvendo um ntmero finito de problemas de penalidade, essas fungoes
s@io exatas, porém nao sao suaves. Ainda mais, a Proposi¢ao 1.18 mostra que nenhuma
func@o de penalidade diferencidvel recupera um minimizador do problema (1) se este ndo
for um ponto estacionédrio da funcdo objetivo desse problema. Logo, é necessario que P
seja nao diferenciavel para que seja exata.

Diante disso, neste capitulo estudamos os métodos de penalidade exatos e suaves.
Primeiro vamos definir uma classe de funcoes de penalidade que sob certas condi¢oes
sao exatas. Discutiremos algumas condicoes suficientes para penalizacao exata e uma
condicao necessaria. Ja na Secao 2.2, vamos mostrar que um multiplicador de Lagrange
associado a uma solucao do problema com restri¢oes pode ser obtido através do método
de penalidade suave. Ademais, ilustramos como o mal condicionamento do problema de

penalidade aumenta a medida que o parametro de penalidade cresce.

2.1 Método de penalidade exata

O caso mais “satisfatério” de penalizacao exata transforma um problema com restricoes
em um problema equivalente sem restricoes para um parametro de penalidade suficiente-

mente grande. Mais especificamente, existe um limitante inferior ¢* > 0 tal que
¥ € argmin{f(z) | x € X} <= 2" € argmin{y.(z) | r e R"} N X,

para todo ¢ > c*.
Alguns dos resultados que veremos nesta se¢ao mostram que o limitante inferior ¢*, que

transforma o problema original em um problema de penalidade equivalente, é conhecido
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(teoricamente). As principais referéncias utilizadas nesta segao sao [15, 37].

2.1.1 O problema de penalidade exata

Trazemos nesta subsecao definicoes e resultados necessdrios para discutirmos condi¢oes

necessarias e suficientes para penalizacao exata.

Definigao 2.1. /37] Seja o : R™ — R uma funcao convexa tal que o(0) = 0. Dizemos

que o € uma funcao de distancia forte, se existe uma constante positiva & > 0 tal que

a(y) = dllylh (2.1)

para todo y € R™.

Dada uma funcao de distancia forte, definimos a funcao de penalidade

Plx) = o(lg(x)]1), (2.2)

em que [g(x)]; denota o vetor em R cuja i-ésima entrada é [g;(x)]+. Note que P ¢ de
fato uma funcdo de penalidade para o problema (1), pois da convexidade de ¢ em R™

segue sua continuidade e, além disso, se x € X entao [g(x)]; = 0, consequentemente

Por outro lado, se x ¢ X entdo da condigao (2.1), obtemos

Px) = o(lg(@)ly) = olllg)]y [l > 0.

A classe de fungbes de penalidade definida em (2.2) é chamada de ezata em [37].
Veremos na Subsecao 2.1.2 que estas fungoes recuperaram um minimizador do problema
(1) se esse problema satisfaz certas condigoes, ou seja, mostraremos essas fungoes de fato

sao exatas conforme a Defini¢ao 1.16.

Exemplo 2.1. A funcao de penalidade €5 nao satisfaz a condicao (2.1). Para vermos

isto, observe que a funcao
m 1 2 1 = 2
R™ 3y ¢(y) = 5lvlE =5 D ui
i=1

¢ tal que ¥ (0) = 0 e bo(x) = Y(|g(x)] ). Entretanto, para qualquer 6 > 0 dado, temos que
o vetor ys = (0,0,...,0) € R™ satisfaz

1
P (ys) = 552 < 8% = Blys |-
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Por outro lado, | - ||1 satisfaz (2.1) com § = 1 e, portanto, a funcao

G(x) = [llg(x)]4 [

pertence o classe de fungoes de penalidade exatas (2.2).

Dada uma funcéo de penalidade definida em (2.2), associamos o problema de penali-
dade

(Py) minimizar ¢.(z) := f(x) + cP(x)

sujeito a r € R”,

em que P(x) = o(|g(x)],) para alguma fun¢ao de distancia forte sigma.
Uma vez que a funcao de penalidade é exata, a Proposicao 1.18 garante que essa funcao
nao é suave, e consequentemente a funcao objetivo do problema de penalidade também

nao o é. Em [34, Teo. 6.9] é mostrado que para P = ¢; vale que

o G096 D1 = € ([9(2)])

t—0+ 14

= 3" Vgl Tdly = 1V ge=)"d]

1€l(z)
para todo z € X. Mais geralmente podemos estabelecer seguinte resultado.

Lema 2.2. Seja 0 uma funcao de distancia forte. Dados z € X e d € R™ considere a

funcao ® : R, — R definida como

(1) : oflg(z + td)]+t) - 0([9(Z)]+))

e o vetor Vgr(z)Td € R™ em que

V() Td seicl(z),
0 sei ¢ I(z).

(Vgi(2)"d)i =

Entao, para qualquer sequéncia (tx) C Ry tal que t, — 0, a sequéncia (P(ty)) € limitada.

Em particular, se I C IN € um conjunto infinito tal que (P(tx)), € convergente, entao

0< lim &) < o([Vagr(z)Td),). (2.3)

T k—oo,keK

Prova. Seja z € X e (t;) C R, uma sequéncia satisfazendo as hipéteses do lema. Suponha
que ¢ ¢ 1(z). Pela continuidade de g; existe 64 > 0 tal que g;(z + td) < 0 se [t| < b4, em

particular, existe um ko(d) tal que se k > ko(d) entao
gi(z + tpd) <0,
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o que implica
lg:(z + ted)| = 0. (2.4)

Por outro lado, se i € I(z) entdo g;(z) = 0, e como z € X e as fungdes g¢; s@o

diferencidveis, existem ¢ > 0 e uma funcao o; : B(0,) — R definida por
0s(tr) = gi(z + ted) — 1V g (2)Td
tal que o;(tg)/tx — 0 quando tx — 0. Portanto
l9i(2 + trd)]+ = [t:Vai(2)Td + 0,(te) - (2.5)
Juntando (2.4) e (2.5), obtemos

l9(z + ted)] = [tV gr(z)"d + or(te)]+ (2.6)

em que o7(tx) € R™ é definido como

(0r(te)s = oi(ty) se Z e I(z),
0 sei ¢ I(z).

Agora, utilizando a viabilidade de z € X, (2.6) e a convexidade de o, obtemos

o(lg(z + ted)]+) — o ([9(z)]4) = o(lg(z + ted)]+)
= o([txVgr(z)Td + or(ts)]y)

< tyo ({ng(z)TcH %Z’“)} +> + (1 = t2)a(0),

para todo k suficientemente grande. Dividindo ambos os lados da desigualdade acima por

tr e usando que o(0) = 0, segue que

D(ty) o(lg(z +ted)]1) — o(lg(2)]+) <o qvgl(z)TCH M} > e
N

tk tk
Finalmente, como a fungao o([-];) é continua obtemos

lim o <{Vg1(z)Td i #} +> — o([Var(2)"d)),

k—o0 k

donde segue que (P(t)) é limitada superiormente. A limitagao inferior decorre da viabi-
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lidade de z ja que
k

Portanto (®(t)) é limitada.
Seja K C IN um conjunto infinito tal que (®(t)) é convergente. Assim, passando o

limite em (2.7) sob a subsequéncia convergente, obtemos

< i < T
0= lim_ ot < o[ Vor(=)d])
o que completa a demonstracao. [
O lema anterior sera importante para derivarmos uma condi¢ao necessaria para pena-

lizacdo exata, como veremos na préxima subsecao.

2.1.2 Condicoes necessarias e condigoes suficientes

De acordo com a Definicao 1.16, uma funcao de penalidade é exata para o problema
com restricoes, se uma solucao do problema de penalidade é também uma solucao do
problema (1). Para isto, o minimizador da func¢do penalizada deve ser vidvel para o
problema original. Assim, para mostrarmos que uma funcao é exata para o problema com
restrigoes, verificamos que um minimizador global (local) desse problema é também um
minimizador global (local) de (P;) para algum c¢* > 0.

O primeiro resultado que apresentamos nesta secao, revela uma importante condicao
para a existéncia de penalizago exata. Tal resultado é apresentado em [15, Teo. 4.3.15]
para a funcao de penalidade exata ¢;. Aqui, estendemos parte deste resultado para a
classe de fungoes de penalidade definida em (2.2) seguindo a mesma linha de demonstragao

utilizada em [15].

Teorema 2.3. Seja P uma funcao de penalidade exata definida em (2.2). Suponha que
existam x* € X e c* > 0 tais que x* € um minimizador local de p.~ em R™. Entao x* é
uma solucao local de (1) e satisfaz as condicoes KKT. Em particular, se o(-) = | - |1 e
x* satisfaz LICQ, entao c* > ||i*]|e, com u* o multiplicador de Lagrange correspondente

ax*.
Prova. Seja d € R”. Como x* é minimizador local de . e vidvel para (1), existe € > 0
tal que, para todo x € B(z*,¢) N X,

F@*) = e (x%) < e (@) = f(2),

isto é, £* é um minimizador local de (1). Em particular, existe uma sequeéncia (t;) C R

tal que tx — O e
0 < e (2" + ted) — pes (27)
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para todo k € IN, donde segue que

S+ td) = ) Tollgle” + td)]y) — o(lge®)]y)

0< i +c e
_fEr t’“i) —JE) | [ (t5)] . (2.8)

Do Lema 2.2, a sequéncia (®(tg)) é limitada, assim, passando o limite em (2.8) utilizando
uma subsequéncia se necessdrio, obtemos do limitante superior dado em (2.3) e o fato que

f é diferencidvel,
0< V@) d+co([Vyr(')dy). (2.9)
Em particular, se d € Ly (z*) = {d € R™ | Vg;(x*)Td < 0,i € I(x*)}, temos
ViHTd>o.
Portanto, o vetor d* = 0 € R” é uma solucao do problema de programacao linear

minimizar V f(z*)7d

sujeito a Vg;(z*)7d <0, i € I(x*). (2.10)

Visto que as restri¢oes do problema (2.10) sao lineares, as condigoes de KK'T sao satisfeitas

em d*. Logo, existe i € R, com r = [I(z*)], tal que

Vi) + > mVal) =0, (2.11)
)

1€l (x*

pois I(x*) = I(d*). Definindo p* € R como pf = 0se i ¢ I(z*) e pj = fi; se 1 € I(x*),

segue que
prgi(e*y =0, i=1,...,m. (2.12)

Portanto (2.11) e (2.12) implicam que (z*, ) é um par KKT para (1).
Suponha agora que o(-) = || - |1 e que x* satisfaz LICQ e que P = ¢;. Entao

Y Vg d= V") d

1€l(x*)

< o([Vara')'dly)
= Y Vo)l (2.13)

1€l(x*)

onde na primeira igualdade utilizamos (2.11), enquanto que a desigualdade é devida a
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relacdo (2.9). Assim, de LICQ temos que para todo vy = (vy,...,v,) € R" com r = |I(x*)]

o sistema linear
Vo(a)Td = v, iel(x)
tem uma solugao d € R™. Disto e de (2.13), segue que

? }: Z /’szli Z /’szgl

1€l (x*) i€l (x*)
<o 3 Vgl =3 oy
1€l (x*) 1€l (x*)
Z |vi| = ¢ rlfs.
1€l(x

Da relagao acima e do fato que ||*]|co = ||t||00, concluimos

oo —sup{iTos | Jorlls = 1} am{ nn'”ew} <

onde na primeira igualdade utilizamos a definicao de norma dual. [

Devemos observar que sem a exigencia de uma condicao de qualificacao das restricoes,
um minimizador de um problema de otimizac¢ao com restri¢does pode nao ser um ponto
KKT, veja por exemplo [33, Exem. 7.32]. Entretanto, o resultado anterior mostra que as
condicoes de KKT sao satisfeitas no caso de penalizacao exata sem que uma CQ sob o
conjunto X seja exigida.

Vamos obter agora condicoes para que um minimizador do problema original seja
também um minimizador do problema de penalidade. O primeiro teorema que apre-
sentamos exige que um minimizador local do problema com restri¢oes satisfaz condi¢oes
suficientes de otimalidade de segunda ordem. Por completude, apresentamos a demons-
tragao dada em [37]. Outra hipétese de segunda ordem utilizada para estabelecer pena-
lizagao exata é dada por V2 L(x*,u*) ser definida positiva no cone de diregoes criticas,
Lx(x*)yN{Vf(z*)}*, a qual pode ser encontrada em [15, Teo. 4.3.18].

Teorema 2.4. /37, Teo. 10.6.1] Seja P definida em (2.2). Suponha que x* ¢é wm mini-
mizador local do problema (1) tal que o par KKT (x*, u*) satisfaz a condicao suficiente

de otimalidade de seqgunda ordem
d'V2 L(x*, 1)d >0, YO0#£de Lx(z*) = {deR™|d"Vg(z*) <0,ic Iz},

(neste caso x* é um minimizador local estrito do problema com restricoes). Entao se
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c>0 ¢ tal que
5 > |1 oo (2.14)

o ponto x* é um minimizador local estrito do problema (Pr).

Prova. Suponha que a conclusao do teorema seja falsa. Entao, para cada k € IN existem

sequencias (2%) C R™, (¢p) C Ry tais que ¢ > k, o8 # 2%, 28 — 2% e

e (") < e, (a7) = flah), (2.15)

onde a igualdade decorre de z* € X. Assim, usando a definigdo de o e (2.15), temos

F@®) + an(@ () < f@@b) + aa(lg(e®)]r) = o, (@) < fl2"), (2.16)

Escrevendo
2 = 2" + 1 d"

em que

l2F =2 e tp= |2 -2 >0, (2.17)

podemos assumir sem perda de generalidade que d* — d # 0. Vamos mostrar que

de Lx(l'*)
Como (z*,u*) é um par KKT para o problema (1), temos que V,L(z* p*) = 0 e
prg(x*) =0,i=1,...,m. Disto e da expansao de Taylor segue que

(Ben — [ o) a(a®) = (Bex — " )2 (") 1 VoL (o, 5T @ — 2)
= (0ck — |1 o) r (2 ) + Zu,gz z*)
- %ti(dk)TVimLu*, i) — o(i2). (2.18)

Reescrevendo (2.18) e utilizando (2.16) obtemos

ek~ I Io)a ) = FH) = ) + 8t = (I o)) = pinla)
— SR, Lt i — o)

1
< —B(dV2 L 1) — o(8d). (2.19)
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Como (dcp — ||t*]|so) > 0, a relagao (2.19) resulta em
1
< 0 < o Il (GRETLLE W Fo) . )

Dividindo ambos os lados de (2.20) por ¢, temos

)

1($k)

22

1 1z
02 8 < e~ ) (@ VLG A Y e

k

As sequéncias d* — d, tp — 0 e (dcp — ||it*]|o)™t — 0, logo o termo do lado direito de

(2.21) converge para zero quanto k — oo. Portanto,

(), sl

0= lim = lim
k—o0 tk k—o0 P tk
Do fato que [g;(x*)]; > 0 para todo i = 1,...,m, segue que
(ke
fm GO oy (2.22)
k—oo tk
Da diferenciabilidade de ¢;, para i =1,...,m, e da viabilidade de z* temos
Vi(z)7d = lim Vgi(z*)7d* = lim gilr") —gile") - 0ula) (2.23)
Ji hroo 1 kmoo |2k —at||  koee tp '

Usando que ¢;(2*) < [¢g:(2%)]4, para todo i = 1,...,m, (2.22) e (2.23), obtemos

para todo i = 1,...,m, o que implica que d € Lx(x*). Assim, pela hipdtese de condigao

suficiente de segunda ordem, obtemos que
d'V2 L(x*, u*)d > 0. (2.24)

Por outro lado, da relagao (2.19) decorre

: L T2 o gk, OR) L roe T
02> lim _(d ) szL(x 1 )d + 2 = -d szL(x » M )d7
k—co | 2 tk 2
o que é um contradi¢do com (2.24). n

A seguinte proposicao é consequéncia do Teorema 1.14 e do Corolario 1.15 e estabelece

penalizacao exata sob a suposicao de MFCQ.

Proposicao 2.5. Seja z* € X um minimizador local estrito do problema (1). Suponha

que f € Lipschitz continua em uma vizinhanca U de x* com constante Lipshitz L > 0.
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Suponha também que x* cumpre MFCQ. Entao qualquer funcao de penalidade definida
em (2.2) € exata.

Prova. Seja P uma funcéo de penalidade dada em (2.2). Vamos mostrar que essa funcao
satisfaz a estimativa local de inviabilidade (1.30) para algum v > 1. De fato, do Corolario

1.13, existe €1 > 0 tal que
dist (z, X)) < Myl (x)

para todo x € U := B(x,e1). Assim a relacao (2.1) implica que
dist (z, X) < Myt1(x) < Mo~ to(lg()],). (2.25)

Tomando v = 1, decorre de (2.25) que P satisfaz as hipéteses do Corolério 1.15., donde
segue o resultado enunciado. [ ]
Para estabelecermos o proximo resultado precisamos de um lema auxiliar apresentando

em [15, Prop. 4.3.16] para a fun¢ao de penalidade ¢;.

Lema 2.6. Seja P uma funcao de penalidade definida em (2.2). Entao
L, p0) < f(x) + 07 ulloo P) (2.26)

para quaisquer v € R" e p € R

Prova. Sejam x € R" e p € R, Entao,

Zuigi(w) < Zuz’[gi(w)h < lelloo Z[gz'(w)h
= llellselllg )]y [l
< 07l Pla).

em que na primeira desigualdade utilizamos que p; > 0 e na ultima desigualdade a

Defini¢ao 2.1. Portanto,

L, p) = f(x) + ngi@) < f(x) + 07 [l P)

para todo (z, ) € R® x R n

Observagao 2.7 (penalidade e dualidade). Uma das consequéncias do Lema 2.6, relaci-

ona 0s problema de penalidade com o problema dual de Lagrange dado por

(D) maximizar 0(u)

sugeito a p € R
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em que 0 : R — R U {—o0} ¢ a funcdo dual, definida por

O(p) = inf L{x,p).

zER™

O problema dual possui interessantes propriedades, que entre elas, podemos citar que a
Juncao dual é concava, e que para qualquer par (x, 1) € X xR, sempre temos que 0(p) <
f(x). Ainda mais, se conseguimos calcular x,~ € R" de modo que 0(u*) = L(x,», 1*),

entao este ponto resolve a sequinte perturbacao do problema original (1):

minimizar f(x)

sugeito a gi(x) < gi(xy), 1€ {l,...,m|u; >0}

Em particular, se x,» € X e g(xp )l = 0, para ¢ = 1,...,m, entao x, resolve o
problema original e f(x,+) = 0(u*). Além disto, (x,+,1*) € um par KKT para o problema
(1).

Mais geralmente, nao podemos garantir que uma solucao do problema (1) seja obtida
resolvendo o problema dual, sem condicoes adequadas de convexidade sob esse problema.

F— a(c) e

Por outro lado, o Teorema 1.5 mostra que, se a sequéncia (x*) é tal que x
cr — +00, uma solucao otima do problema original € recuperada.

Vamos relacionar os valores étimos do problema dual e do problema de penalidade.
Para isto, suponha que os problemas (1), (P1) e (D) possuem valores 6timos [y, os, Ox,
respectivamente. Para cada pn € R considere ¢ = 67| ul|o. Entao pelo Lema 2.6, seque

que para todo x € R”,
Lz, 1) < pe(x)

assim,

O(u) = inf Lz, p) < nf gelr) = pe(r(c)).

Como 0 € fizo, decorre da ultima relacao que

0y = sup 0(u) < sup we(x(c)) = sup pe(x(c)) = s,
PERT PERT >0

portanto

O lado esquerdo da desigualdade acima é chamado de gap de dualidade. Ela mostra que
a diferenca entre o valor dtimo de (1) e do problema (Py) € sempre menor ou igual ao
valor de gap de dualidade. Consequentemente, se o gap € zero entao ., = fy.

Para mais detalhes e propriedades sobre dualidade lagrangiana veja [6, 16, 17], e para

um estudo geométrico sobre o gap de dualidade [18].

Mostramos agora o caso mais satisfatério de penalizacao exata, no sentido que sob as
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hipéteses desse resultado uma solucao global do problema com restricoes pode ser obtida
resolvendo problemas irrestritos. A demonstracao que apresentamos é novamente uma

extensao da apresentada em [15, Teo. 4.3.17].

Teorema 2.8. [Penalizacdo exata no caso convexo/ Suponha que [ e g, 1 = 1,....m
sao funcoes convexas, e que x* € um minimizador do problema (1) e p* um vetor de
multiplicador de Lagrange. Se P é uma funcao de penalidade como definida em (2.2),

entao para todo ¢ > 0 tal que cd > ||p*]| 0o, 0 ponto x* € um minimizador de (Py).

Prova. Como (z*, 1*) é um par KKT, temos que
Vo L(a*, p*) = V(") + (") g (z*) = 0.

A funcdo L(-, u*) é convexa, visto que f e g;, ¢ = 1,...,m sfo convexas, assim a relagio

acima mostra que r* também é uma solu¢ao do problema
minimizar L(z,u*), sujeitoa x € R”,
ou seja,
Lz* 1*) < L(x,u*), VxeR™ (2.27)

Por outro lado, x* € X satisfaz junto com p* a condicao de complementariedade, o

que implica que para qualquer ¢ > 0
pela”) = f(a") + cP(a") = f(7)
= f(z") + Xm: 11 gs(x*)
=1
= L(x", u*). (2.28)
Juntando (2.28) e (2.27) obtemos

pela’) = L™, p*) < L(x, pn*)

para todo x € R™.

Seja ¢ > ¢* = 7||*| . Da relagio acima e do Lema 2.6 temos
pela’) < Lz, p) < f(x) + " Plx) < f(z) + cP(x) = pe(x),

para todo x € R”. Portanto, z* ¢ um minimizador global de ¢, para todo ¢ > ¢*. [
O diagrama na Figura 2.1 mostra uma sintese dos resultados apresentados nesta secao

com as seguintes abreviagoes:
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e CQ: Condicao de qualificacao MFCQ.

e Min. local estrito: Minimizador estrito do problema (1).

e Min. local: Minimizador local do problema (1).

e Penalidade Exata Min. local: Minimizador local da func¢ao de penalizacao exata.

e Penalidade Exata Min. local estrito: Minimizador estrito da funcao de penalizacao

exata.

e KKT2: Condicao suficiente de segunda ordem do Teorema 2.4.

cQ
KKT
N \
Min. local Penalidade Exata
estrito Min. [0CA| —~li— Min. local

Penalidade exata
Min. local estrito

e /

Figura 2.1: Relagbes entre fungoes de penalizacio exata e o problema (1).

Por fim, observamos que os resultados desta secao explicitam um limitante inferior
para o parametro de penalidade exata. Este é obtido por meio dos multiplicadores de
Lagrange, os quais infelizmente, nao sao conhecidos em geral. Se ¢ for muito pequeno, a
funcao penalizada pode ser ilimitada inferiormente. Por outro lado, se ¢ for muito grande,
surgem problemas de mal-condicionamento [23]. Além disto, mesmo que as fungoes [ e
gi, 1 = 1,...,m, sejam suaves, a funcao de penalizacao exata é nao diferenciavel em pontos
em que a restricao é ativa, o que demanda métodos de otimizacao nao suaves para resolver

os subproblemas de penalidade (P).

2.2 Método de penalidade suave

Diferentemente do método de penalidade exata em que a funcao penalizada nao é dife-

renciavel, o método de penalidade suave possibilita o uso de algoritmos continuamente
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diferencidveis na minimizacao de p.(-), como os métodos quase-Newton. Um resultado
interessante que veremos nesta secao, mostra que os multiplicadores de Lagrange para o
problema (1) sdo muito bem aproximados por este método. As principais referencias para

a construcao desta secao sao [1, 22, 34].

2.2.1 Construindo funcoes suaves

Mesmo quando g é uma fungdo suave, a funcdo [¢(-)]; nao é suave se o problema (1) é
vidvel. Apesar disto, ao considerarmos a composicao de || - |2 com [¢(+)] |, obtemos que a
funcao

g C)1+12

¢é suave. Mais geralmente, Luenberger e Ye (22| afirmam que sob determinadas condigoes
acerca de ¢ : R™ — R, a composicao ¥([g(-)]) é uma fungdo de penalidade suave e
fornecem uma férmula para o calculo do gradiente. O que vamos fazer nesta subsecao,

mais especificamente no Teorema 2.9, é formalizar esse resultado.

Teorema 2.9. Seja ¢ : R™ — R uma funcao diferenciavel satisfazendo

Y(y) > 0 para todo y € R™,; (2.29)
Y(y) = 0 se, e somente se, y = 0; (2.30)
Se b € R™ € tal que b; =0, entao g;b (b) = 0. (2.31)
Entao a funcao P:R® — R, dada por
P(x) = ([g(x)]+)
¢ uma funcao de penalidade diferencidvel. Além disso,
1A o i
VP() = ¢ @'V (o)) =) . (lo(@)]+) V(). (2.32)

Em particular, se v é suave entao P € suave.

Prova. Vemos imediatamente que as condigoes (2.29) e (2.30) garantem que P é uma

funcao de penalidade. Considere agora a € R™ arbitrario e defina
b=[g(a)]L €R™, A=g(a) eR™" e B=1q/(b)= V()" eR>™

Dadas (u*) C R™\ {0}, (v¥) C R™\ {0}, com u* — 0 e v¥ — 0, a diferenciabilidade de g
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e 1) nos fornece

gla+u*) — gla) — AuF L0 e (b + vF) —p(b) — Bk o,

] lo*]

Tome uma sequéncia arbitrdria (u*) € R™\ {0} com u* — 0 e defina

o = lgla + )y — lg(@), e v”‘u—j‘f‘ (2.33)

Denotando

Iy ={i| gi(a) >0}, I_={i|gla) <0} e Ioy={i]gfla)=0},

afirmamos que v¥ — 0 para i € I e que a sequéncia (+¥) é limitada se i € I_ U I5. De
fato, para ¢t € I e k € IN suficientemente grande temos

v gila+u®) — gi(a) — Vgi(a)TuF

v = — 0.
[l

Por outro lado, se ¢ € I_, entao

v —Vygi(a)'uF
' ]l

para todo k € IN suficientemente grande. Finalmente, para ¢ € I, temos

T (T R
%, se k € {ke IN| gi(a +u*) <0},
k __
i ' By _ NP LET
gila + u”) 7|$|)| Vgla) W e {k e IN | g:(a +u*) > 0}.

Uma consequéncia imediata da afirmacao que acabamos de provar é que a sequéncia

k
<||U k”) ¢ limitada. Provaremos agora a diferenciabilidade de P e a relacao (2.32). Para
u

isto vamos considerar dois casos.
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Caso 1: Ky = {k € IN | v* = 0} ¢ infinito. Neste caso, em vista de (2.33), temos

Plat u*) = Pla) = BAW* — ¢(lgla+u®)|y) —¢(lg(a)ls) — BAU

[[uk| a [[uk|
B (b + Uk) — () — BAu*
[[uk|
L
- W, (2.34)
‘ 8%’
i€l

note que utilizamos a condi¢ao (2.31) para obter (2.34).
Caso 2: Ky = {k € IN | v* # 0} ¢ infinito. Novamente usando (2.33) temos

P(a+u*) — P(a) — BAu*  ¢([g(a+u*)]4) — ¢([g(a)ly) — BAU

[[u¥ | a [[u¥ |
B (b -+ Uk) —(b) — BAuF
[l
b+ k) = (b) — BoF + Bk — Auk)
B [l '

Assim,

Pla +uk) — P(a) — BAu® (b + %) — 4 (b) — B ||v*

= +
] 1] ]

b+ 0N) = pb) = Bt ot =00
_ o
1] i 2; 5y Oy (2:39)

nyk

utilizando (2.31) em (2.35) obtemos

Plat ) = P@) — BAw (lgla+ b)) — o (lgl@)y) — BAu
] ]
G o) —p(0) — B ] SN0,
- T ] 2 By, O

(bt — g0 — B o] o x
- o] ] 2 gy, Pt 0

el

Portanto, P ¢é diferencidvel e o seu gradiente é dado por (2.32). Além disso, se ¢ é suave,
decorre imediatamente da suavidade de g e da continuidade de ||, que a derivada da
funcao de penalidade é continua. [

Do Teorema 2.9 obtemos uma forma de construir funcoes de penalidade suaves como
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definido a seguir.

Definigao 2.10. Dada ¢ : R™ — R uma funcao suave satisfazendo (2.29)-(2.31) defini-

mos a funcao de penalidade suave

Pla) = (lg(x)]1)- (2.36)

Para uma funcao de penalidade definida como acima, considere o problema de pena-
lidade

(F2)  minimizar () := f(z) + cp((g(x)]1)

sujeito a r € R".

Exemplo 2.2. Sabemos que a funcao de penalidade €5 definida em (1.20) € suave. Veja-
mos que a funcao v : R™ — R dada por

1 1 &
U(y) = 5”9”3 ) ZQZQ;
=1

satisfaz a condicao (2.81). De fato, temos que

Y

(b) = b; = 0 se, e somente se, b; = 0.

Como (2.29)-(2.30) sao imediatas, seque que €y pertence a classe de funcoes dada em

(2.36), e pela férmula (2.32) para o vetor gradiente, este € expresso por

m

Vies(x) = Y ([g:(0)] 1) Vaalx),

i=1

para qualquer x € R™.

2.2.2 Multiplicadores de Lagrange e o mal condicionamento

O resultado que apresentamos a seguir, mostra que uma sequencia convergente para um
multiplicador de Lagrange pode ser construida quando utilizado um método de penalidade
suave. Em [34, Teo.6.7|, tal resultado é demonstrado com a hipétese de condi¢io de
qualificagdo de Robinson, enquanto que [23, Teo.10.2.5] utiliza a hipétese de LICQ, ambos
para o caso particular P = £5. A prova que apresentamos se baseia nessas duas referencias.
Cabe destacar, que esse resultado considerando P como definida em (2.36) é enunciado

sem demonstragio em [22].

Teorema 2.11. Seja P dada pela Definicio 2.10. Considere (%) uma sequéncia gerada
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pelo método de penalidade e a sequéncia
p = V(o)) € R™ (2.37)

Suponha que (2¥) converge para uma solucio x* de (1). Suponha também que x* satisfaz
LICQ. Entdao (p*) € limitada e qualquer ponto de acumulacio p* é wm multiplicador de

Lagrange associado a x*.

k

Prova. Considere k € IN fixado. Como x" é um minimizador global de (F), temos da

condicao necessaria de otimalidade de primeira ordem que
0 = Vi, (2%) = V f(2*) + e VP(z5).
Juntando a relacdo acima, (2.32) e a definicio de p*, obtemos
0= V") + cg (") Vi ([gah)]4) = V(") + g ()4t (2.38)

Vamos mostrar que a sequéncia (1*) é limitada. Por contradigao, suponha que existe
um conjunto infinito de fndices K C IN, tal que ||u”|| 5 o com ||| # 0. Para cada

k € K defina .
k. Y

ekl

Por construcao, a sequéncia (i*) é limitada. Logo, existe uma subsequéncia convergente
cujo limite denotamos por i1 # 0.
Agora, dividindo ambos os lados de (2.38) por ||i*|, observando que (2*) converge

para x* e, pois f e g sao suaves, passando o limite sobre a subsequencia convergente,

obtemos
\V/ k
k—oo, kel | |||
Note que, sei ¢ I{x*) C {1,...,m} entdo g;(x*) — ¢:(x*) < 0, logo para k suficientemente

grande temos ¢;(2*) < 0, para todo i ¢ I{x*). Portanto [g;(2*)]; = 0, o que junto com a

condigao (2.31) resulta em

9y
3, 1o

8

) =0,

consequentemente, i; = 0 para todo 7 ¢ I(x*). Assim, podemos reescrever (2.39) como

0=g' @) 'n=> Vg (2.40)

1€l (z*)

Donde segue por LICQ que j1; = 0 para ¢ € I{z*). Logo t = 0, o que é uma contradigio.

Portanto (p*) é limitada.

46



Suponha agora que u* 5 w* = (p1,- .., m) para algum conjunto infinito de indices
K C IN. Entéo, de (2.38) e a suavidades das fungdes f e g, temos

0= lim [Vf(")+ ¢ @) u"] =V ) +g @) " (2.41)

k—o0, keX
Usando novamente que se i ¢ I(z*) entdo ¢;(2*) < 0, para k suficientemente grande,

go(a* k= ckgxxk)g—i([g(xkﬂn 0.

obtemos

Passando o limite sobre a subsequéncia convergente, obtemos

gi(x* s = 0,

para todo i ¢ I(x*). Portanto p; = 0 para i ¢ I(z*). Levando isso em conta na rela¢ao
(2.41), obtemos

0=V/f@)+ > mVal*). (2.42)

1€l(x*)

Por outro lado, o ponto x* é um minimizador de (1) e satisfaz LICQ, entao existe um
multiplicador A = (A1,..., An) € R tal que

0=Vfa)+ > AV, (2.43)

1€l (x*)

e \gi(x*) = 0 para todo ¢ = 1,...,m. Usando (2.42) e (2.43), temos

Z 1 Vg (x Z AiVgi(x"),

1€l (x*) 1€l (x*)

mas, como o conjunto {Vgi(x*)}ierz+) ¢ linearmente independente decorre que i = A
para i € I(x*), donde segue o resultado desejado. n

A resolugao dos problema (FP,) tornam-se cada vez mais complicadas para parametros
de penalidade muito grandes, visto que as matrizes Hessianas das fungoes penalizadas
tornam-se cada vez mais mal condicionadas |22, Lema 1|, como ilustramos no préximo

exemplo.

Exemplo 2.3. Considere o problema de minimizacao em R? dado por

1 1
minimizar f(x) = ix% + 5(3:2 —1)2 (2.44)

sujeito a g(x) =1 —x1 < 0.

O ponto x* = (1,1) € a unica solucao de (2.44). Note que x* é um ponto KKT para o
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problema acima com p* = 1. De fato, temos que

wm[ xl ] ¢ wm[‘l].

1’2—1 0

T L

e portanto (x*, 1) € um par KKT para o problema (2.44).

Assim,

Vf®) +u'Vy(r*) =

Considere a funcao de penalidade ¢5. Entao, dado ¢ > 0, o problema de penalidade

(P) toma a forma

o 1 c
minimizar p.(x) = 5(3:% + (2 — 1)) + 5([1 —x1]4)?

sujeito a x € R

Como a funcao penalizada € convexa, para calcular wm minimizador x(c) de p., basta

determinar os pontos tais que Vp.(x(c)) =0, o que nos fornece

x(c)<1jc,1>.

Em particular, dada uma sequéncia (cp) C Ry com ¢ — 00, seque que x

F—a(cp) — a*.

Além disso, {Vg(x*)} € linearmente independente, entao pelo Teorema 2.11, existe uma

sequéncia de vetores (u*) C R convergindo para ¥,

k k Ck
- — 1
= g,
A matriz Hessiana de p. em x(c) € dada por
I14+c¢ 0
Vim AT\C)) = )
patey— |10 ]

com autovalores associados \y = (1 +¢) e Ay = 1 com respectivos autovetores (1,0) e

(0,1). Agora, o indice de condicionamento da matriz acima € dado por

Logo x. — +00 quando ¢ — 400, donde seque que o problema de penalidade torna-se mais
dificil de resolver, uma vez que a Hessiana torna-se arbitrariamente mal condicionada
proximo de um minimizador de (1). Na Figura 2.2 ilustramos esse efeito. Aumentando

c =1 para c = 90 as curvas de nivel das funcoes penalizadas tornaram-se mais ingremes na
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direcao do autovetor (1,0). E conhecido também que a taxa de convergéncia do algoritmo

25 | 25 |
20 20 |
15 1.5
h |
g 1o g 10
0.5 | 05 |
0.0 | 0.0 |
_05 1 1 1 1 1 _05 1 1 1 1 1
-0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
I, Iy

Figura 2.2: Curvas de nivel da fungao penalizada ¢, do Exemplo 2.2 para ¢ = 1 (esquerda)
e ¢ = 90 (direita).

de mdzima descida é mais lenta para valores grandes de x., veja por exemplo [34)].

Além das dificuldades de mal condicionamento ilustradas pelo exemplo acima, Birgin
e Martinez [5] argumentam que se o parametro de penalidade é muito grande, um ponto
proximo a uma solucao do problema original com pequeno valor de inviabilidade, pode ser
considerado pior do que um ponto quase vidvel com um valor pobre de fungoes objetivo
que pode estar longe da solucao 6tima do problema com restri¢oes.

Uma estratégia para amenizar as dificuldades relacionadas ao mal condicionamento e
a nao suavidade da funcao de penalizada, é considerar uma familia de funcoes suaves que
aproxima uma funcao de penalidade exata. Esse é o assunto que discutiremos no préximo

capitulo.
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Capitulo 3
Funcoes de aproximacao suave

Na Se¢ao 2.1 mostramos que sob certas hipdteses (por exemplo a Proposi¢do 2.5) uma
solucao do problema original é recuperada pelo método de penalidade exata. Entretanto,
os subproblemas de penalidade sdo nao suaves. Por outro lado, apesar da funcao de
penalidade ¢5 suavizar a funcao ¢, a Proposicao 1.18 garante que essa funcao nao € exata
e, como ilustrado no Exemplo 2.3 da Secao 2.2, a matriz Hessiana da funcao penalizada
torna-se mal condicionada para parametros de penalidade muito grandes.

Diante dessas dificuldades, neste capitulo estudamos métodos de minimizac¢ao cujos
subproblemas sao suaves e aproximam o problema de penalidade exata, o que é alcancado
considerando uma familia de fung¢oes suaves que aproxima a funcao maximo. Exemplos
de tais métodos podem ser encontrados em |20, 35, 38, 39]. O que fazemos neste capitulo
é apresentar de uma forma unificada esses métodos e resultados que relacionam minimi-
zadores dos problemas suavizados com minimizadores dos problemas de penalidade exata

e do problema com restrigoes.

3.1 Definicoes e propriedades

Neste capitulo utilizamos a notagao de [20, 35, 38, 39] para a fung¢ao ||, =: p(-) e consi-
deramos a familia de problemas de penalidade obtidos através da funcao penalidade ¢,

isto é,
(Py) minimizar @.(x) = f(z) + ch(gi(x))
i=1
sujeito a xr € R".

Observacao 3.1. Lembremos que ¢1 € exata visto que pertence a classe de funcoes de
penalidade (2.2).
Vamos considerar em nossa andlise fungoes que além de serem suaves também aproxi-

mam a fungao p(-).
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Definicao 3.2. Dizemos que n: R x Ry, — R € uma funcao de aprozimacao suave para

a funcao p(-), se
(1) a funcao n(-, &) € suave para qualquer € > 0.

(11) Existem a >0 e b > 0 tais que
—be < p(t) — n(t,e) < ae, (3.1)

para todo (t,e) € R x Ry.

O lema seguinte estabelece que uma funcao definida como acima converge uniforme-
mente para p(-) quando ¢ — 0*. Sua demonstragio segue imediatamente do item (i),

uma vez que (3.1) ndo depende de t.

Lema 3.3. Sejan: R xRy — R uma funcao como na Definicao 3.2. Entao

lim n(-, ) = p().

e—0t

Seja n uma funcao de aproximacao suave. Para cada ¢ > 0 e ¢ > 0 definimos a funcao

de suavizacao ¢.. : R" — R dada por

Peelr) = [(@) + Y nlgix),e). (3.2)
i=1
Observe que devido a condic¢ao (i) da Defini¢ao 3.2, a fun¢ao acima é suave para qualquer

(c,e) € Ryy x Ry . Além disto, como p(t) = n(t,0) para todo t € R, segue que

Peolr) = flr) + CZp(gi(x)) —{(x), Yz eR™

Vamos obter agora um erro pontual de aproximacao entre a funcao ¢; e as fungoes
@ee(+) e verificar que, de fato, a fun¢éo definida em (3.2) além de suavizar ¢.(-), também

a aproxima pontualmente.

Lema 3.4. Fize ¢ > 0. Entao para todo (x,c) € R” x Ry a sequinte relacao € satisfeita
—cmbe < @ () — pe(r) <cmae,

onde m € o niumero de fungoes de restricao do problema (1).
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Prova. Dado ¢ > 0, para todo (x,c) € R” x R, temos que

Pe(®) = pee(r) = <f(x) + Czp(gi(ﬂf))) - <f(x) + CZW(%(%)@))
= CZ (p(gi(x)) = n(gs(), €)) -

Logo, da rela¢ao (3.1) obtemos o resultado requerido. [

Como consequencia do Lema 3.4, para todo ¢ € Ry a func¢éo ¢.(, ) converge unifor-
memente para a funcdo ¢.(-) quando € — 0, visto que a estimativa de erro fornecida pelo
Lema 3.4 nao depende do ponto x. Um exemplo particular desse resultado, ou seja para

uma funcao n dada, pode ser encontrado em [39, Lema 2|.

Teorema 3.5. Seja n: R xRy — R uma funcao de aprozimacao suave e .. : R® =+ R
a funcao definida em (3.2) a partir de n. Entao,

e—0t

Prova. Dado ¢ > 0 tome 6 = ¢/(¢cmmax{a,b}). Assim, pelo Lema 3.4 temos que, para
todo € < 9,
|@ce(x) — po(x)] < cmemax{a,b} < e

para todo x € R”. Portanto, ¢.. converge uniformemente para (.. ]
Motivados pelas relacoes estabelecidas, definimos uma suavizagao do problema de

penalizagao exata (P;), obtido minimizando a func¢do definida em (3.2), isto é,

(SP.) minimizar ¢..(z) = f(x)+cZn(gi(x),5)

sujeito a r € R".

Tendo em vista que a fungfo ¢..(-) aproxima arbitrariamente a fun¢ao de penalizagao
exata @.(-), pelo Teorema 3.5, espera-se que os minimizadores da fungao suavizada aproxi-
mem um minimizador do problema original, sem que o parametro de penalidade torne-se

muito grande.

3.2 Relacoes entre as solugoes dos problemas

Como uma solugao de (SP,) se relaciona com uma solugao do problema (P;) e do problema
(1)? Nosso objetivo na presente segao ¢é estabelecer tais relagoes.
Comecemos mostrando que o erro pontual estabelecido no Lema 3.4 é preservado en-

tre solugoes do problema suavizado e do problema de penalidade exata. Tal resultado é
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andlogo ao presente, por exemplo, em [20, Teorema 2.4] para a fun¢io suavizada consi-
derada pelos autores, o qual estabelecemos a seguir para qualquer funcao de suavizacao

definida como em (3.2).

Teorema 3.6. Sejam ¢, > 0. Considere x* uma solugao do problema (Py) e x. uma

solucao do problema (SP.). Entao
—cmbe < (") — Yo (T:) < cmae.

Prova. Como z* é uma soluc¢éo de (P;) e x. uma solucao de (SP.), temos que
Pe(@") = pe(t7) < @e(r”) = ee(Ts) < 0e(:) = @ee(T2).
Aplicando o Lema 3.4 nos dois extremos da relagao acima, obtemos
—cmbe < (") — pee(T:) < cmas,

donde segue o resultado desejado. [

O préximo teorema estende para as fungoes de aproximacao suave o resultado presente
em [39, Coroldrio 1], o qual estabelece relagoes entre minimizadores do problema (SP.) e
solugoes do problema ( Py ), mais especificamente, uma solugao do problema de penalidade
exata pode ser aproximada por uma sequencia de solucoes dos problemas de penalidade

suavizados.

Teorema 3.7. Seja (e) C Ry uma sequéncia convergente para zero. Suponha que para
algum ¢ > 0, 2* € R™ € uma solucio de (SP.) em que cx = ¢, para todo k € IN. Entao

qualquer ponto de acumulacio T da sequéncia (x¥) é uma solugdo de (Py).

k

Prova. Como z* é uma solugao de (SP.), segue que

e () < pee, (2), (3.4)

para quaisquer x € R" e k € IN.
Considere K C IN um conjunto infinito de fndices em que z* K % Do Lema 3.4 temos
que

v (2") —ecmas, < gocygk(xk) < pe(2®) + embey.

. . K,
Passando o limite sobre a subsequencia convergente e usando que €, — 0, obtemos

. By _
k—)g%elc Pe,ep, (2%) = ().
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Usando a tltima relagdo e (3.4), concluimos que

oy . ky < : _
pel@) = lim o es (27) < im e (1) = gel@),

para todo x € R”. Portanto, T é uma solugao para (). m

Definigao 3.8. [39, Definicao 2/ Um ponto x € R™ € chamado e-vidvel para o problema
(1) se satisfaz g;(x) < ¢, para todoi=1,...,m.

O dltimo resultado desta segdo generaliza [20, Teorema 2.4.] e nos mostra que um
minimizador de (SP.) que é e-vidvel para (1) estd também préximo de ser uma soluc¢ao

para o problema (1).

Teorema 3.9. Para algum c¢ > 0 fivzado, suponha que o ponto x* € uma solucao do
problema (P1) e . € uma solucao do problema (SP.). Se x* € X (portanto x* € uma
solucao de (1)) e x. é e-vidvel para (1), entao T. é uma solucao aproximada para o

problema (1), no sentido de que
—cme(a+b) < f(a*)— f(z:)) <cme(a+b+1). (3.5)

Prova. Note que p(g;(x*)) = 0 para todo i = 1,...,m, pois * € X. Logo, do Teorema

3.6, temos que
—cmbe < @ (x7) — e (Te) = f(2¥) — <f($6) + Czn(gi($s)a5)> < cmac.
=1
Rearranjando a ltima expressao, obtemos

m

—embe +e Y n((a),9) < f@) — f@) < €Y nlgla) ) +emaz. (36)

i=1 i=1

Note que do item (ii) da Defini¢do 3.2 temos que para i = 1,...,m,

be + plgi(we)) 2 n(gs(x=),€) 2 plgal:)) — ae.

Por outro lado, x. é e-vidvel para o problema (1), ou seja, g;(z.) < €, consequentemente

0 < p(gi(z.)) < e, para todoi=1,...,m. Disso e da Defini¢ao 3.2 segue que
—ae <n(gi(z.),€) < (b+1)e,

para todot=1,..., m. Logo,

—cmae < cZn(gi(a?E),s) <cm((b+1)e. (3.7)

i=1
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Juntando (3.6) com (3.7) obtemos a relagdo (3.5) o que completa a demonstragao. n

Observagao 3.10. Algumas implicacoes e observacoes acerca dos resultados apresentados

Nnessa SeCqo.

(1) Em muitos casos melhores limitantes inferiores e superiores para a relagao (3.5) em
que 0 < t < € podem ser obtidos utilizando a definicao de n(-,€), como veremos nos

exemplos da Secao 3.4.

(71) Suponha que um parametro c* € tal que uma solucao de (Py) seja também vidvel para
o problema (1). Entao, o Teorema 3.7 mostra que essa solucdo pode ser aprozimada
arbitrariamente por meio do cdlculo de minimizadores de (SP.) em que ¢, = € ¢

g — 0.

(7i1) Note que o fato da funcao de penalidade €1 ser exata nos garante que as hipdteses
do Teorema 3.9 podem ser cumpridas, visto que, neste caso, ¢é possivel obter x* € X
minimizador de (Py) o qual é também uma solucao para o problema original. Além
disto, se um ponto . € e-vidvel para o problema com restricoes, entao T, € também

uma solucao aproximada deste problema.

Portanto, os resultados desta se¢ao sugerem que podemos aproximar uma solugao (1)

por solugdes de (SP.), ao considerarmos sequéncias
(cx) CR,  crescente e (gp) C R, decrescente

Isto é o que da origem ao método de penalidade suavizado que discutimos na préxima

secao.

3.3 Algoritmo de penalidade suavizado

Consideramos nessa secao um algoritmo para encontrar minimizadores de problemas com
restricoes de desigualdade, em que a cada iteracao é calculado um minimizador da funcao
de penalidade suavizada. Antes de formalizarmos esse algoritmo, trazemos uma hipétese
comum no contexto de métodos de penalidade suavizados e fazemos alguns comentarios

sobre tal hipdtese.

Hipdtese 4. Ezistem ¢ > 0 e € > 0 tais que para quaisquer ¢ € [¢,+oo) e € € (0,£],

argmin{ep..(x)} # 0.
rER™

Primeiramente, observe que a hipdtese acima tem como objetivo assegurar a boa

defini¢do do algoritmo, pois esse exige o calculo de minimizadores da fun¢do ¢..(-) a
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cada iteracdo. Assim, precisamos que ¢..(-) seja limitada inferiormente para todo ¢ > ¢
ec > &> 0. O resultado seguinte mostra que para isso ocorra é suficiente que existam

¢>0e¢& >0 tais que pzz(-) seja limita.

Proposicao 3.11. Se pz(-) € limitada inferiormente, entdo para quaisquerc > ¢ ec < &,

©ee(+) € imitada inferiormente.

Prova. Seja x € R". Pelo Lema 3.4 temos que

<cmbé+cmae+ ¢ ().

Donde segue que,
inf{p,(x) | x € R"} —a <inf{p..(z) |z € R"},

onde o« = ¢mbé + ecmae. Logo, a limita¢do inferior de . .(-) segue da limitagdo de
e (). [

A seguir, apresentamos o algoritmo de penalidade suavizado.
Algoritmo 3.1. Algoritmo de penalidade suavizado

DADOS: g9 > 0,c0 >0,6>1,0<v <1
Faca k=0
REPITA
Calcule z* € argmin{y,, ., (¥) | * € R"}
SE ¢:(2%) < 0 para todoi = 1,...,m
pare com x* uma solugio aproximada de (1)
SENAO
Chr1 = BCr, €1 = ek
k=k+1

Observagao 3.12. Algumas observacoes acerca do Algoritmo 3.1.

(i) Para calcular 2 a cada iteracdo, podemos utilizar algoritmos suaves de minimizacao
irrestrita. Alguns autores [20, 35, 38, 39] sugerem o uso de métodos quase-Newton

usando a cada nova iteracao o iterando anterior como ponto inicial.

(71) Nos resultados sequintes, a suposicao feita em [20] serd importante: a sequéncia

(a%) € gerada pelo Algoritmo 3.1 com o pardametros v e 3 satisfazendo

vB < 1. (3.8)
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Note que, neste caso, se o algoritmo nao atinge o critério de parada, entao

Ek+1Ck+1 — 0050(75)k

e consequentemente, €py1cer1 — 0 quando k — oo, pela suposicao (3.8).
O resultado abaixo mostra que o Algoritmo 3.1 é globalmente convergente.

Teorema 3.13. Suponha que o Algoritmo 3.1 com v < 1 gere uma sequéncia infinita

(%) C R™. Sex* é um ponto de acumulacio de (x¥), entio x* é uma solugcdo do problema

(1).

Baseado em resultados da literatura, por exemplo [20, Teorema 3.1|, apresentamos um
resultado mais geral do que o teorema acima. Fsse consiste do célculo de minimizadores

aproximados da fungao p..(-), isto é,
Pepen (@) < 0oy (1) + 1, Yz R,

Assim, se [, — [ > 0 ent@o um ponto de acumulagao da sequéncia (xk) é também uma
solu¢do aproximada do problema original. Além disso, se [ — 0, entdo esse ponto de

acumulagao serd uma solugao do problema (1).

Teorema 3.14. Sejam (cr), (ex) C Ry e (Ix) C Ry, (2F) C R™ sequéncias satisfazendo

(Z) Cht1 > Cr € Epp1 < Ek Vk € H\I;
(ZZ) cer — 0 e lk — l;

(i19) e, o, (7%) <inf{ipe, o (x) | 0 € R™} + 1, Vk € IN.
Se x* € um ponto de acumulagio de (z¥), entao x* € X e satisfaz
flx*) < flxe)y+1, VreX. (3.9)

Além disso, se l =0 entao x* € uma solugao do problema (1).

Prova. Como x* é um ponto de acumulacio de (2*), existe um conjunto infinito X C IN
tal que x* K& 2*. Vamos mostrar que x* é viavel para o problema (1). Para isto, suponha

por contradi¢do que x* ¢ X. Entdo existem ip € {1,...,m} e w > 0 tais que
Gio (%) > w > 0.
Como ¢ — 0 e ¢;, é continua, existe um conjunto infinito Xy C K tal que
Gio (TF) > w > g, (3.10)
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para todo k € K. Assim, da relagdo (3.10) e do Lema 3.4 segue que

F@*) + ex(w —exma) < f(2*) + exlgio(2%) — exma)
= f(@*) + eu(p(gio (")) — €. ma)

< flx +Ckngz ) —crepma

= gock(xk) —CcLEpma

< Pepen (xk))

em que a primeira igualdade e a segunda desigualdade sdo devidas a g¢;,(z"*)

e p(-) > 0, respectivamente.

(3.11)

= p(gio ("))

Por outro lado, para todo k € IN, z¥ ¢ um minimizador aproximado de ¢, ., (), o que

juntando com o Lema 3.4 resulta em
eper (T) = I < e (1) < 00 () + crepmb, Vo € R™
Em particular, para x € X temos ¢, (x) = f(x), portanto
ooy (T — 1 < f(2) +cpermb, Vre X kel
Agora, juntando (3.11) e (3.12) obtemos
f@®) + cp(w —epma) <l + f(x) + cpeemb, Vk € Ky,
consequentemente, para quaisquer k € Ky e x € X temos

crw < Uy + f(x) — f(2®) + creem(a + ),

(3.12)

Dado que Iy — I, cper — 0 e f(2F) o= f(x*), temos que o lado direito da relagio acima

¢ limitado, enquanto que o lado esquerdo é ilimitado superiormente, pois cyw — 400,

enquanto que o lado esquerdo ¢ ilimitado superiormente, o que gera uma contradicao.

Portanto, z* € X.

Resta mostrar que x* satisfaz (3.9). Do Lema 3.4 temos que
f@) —crerma < o (2%) — crerma < g o (2F), Yk €K
Usando a definicio de ¥ e o Lema 3.4 novamente, obtemos que

Perer (@) = e < e, (1) < 9o, (2) + ckeemb = f(x) + ceermb,

o8

(3.13)

(3.14)



para todo z € X e k € K. Agora, juntando (3.13), (3.14) e o fato que lp — I, cpep Lt 0,

segue que

f(z*) = kﬁg{f}CeK[f(xk) — cxepmal < k_)lolﬁelc[f(%) +eermb ] = f(z) +1,

para todo x € X. Portanto x* é uma solu¢ao aproximada de (1). Em particular, se [ = 0
entao x* é uma solugao do problema original. [

Note que, no teorema acima, se [ = 0 para todo & € IN e as sequéncias ¢, e €
s@o atualizadas como no Algoritmo 3.1, entao recuperamos o Teorema 3.13. Por outro
lado, se I, > 0, o cdlculo de minimizadores aproximados do problema de penalidade
suavizado pode resultar em uma solugao aproximada do problema original. Ainda mais,
se a imprecisao do calculo dos minimizadores globais é diminuida a cada iteracdo, de
modo que [ — 0, um ponto de acumulacao gerado por esse algoritmo é uma solucao do
problema original.

Em particular, temos que se a fungao objetivo do problema (1) é coerciva, a existéncia
de um ponto de acumulacio pode ser garantida se (i, -, (2¥)) é limitada como mostra o

proximo resultado.

Teorema 3.15. Suponha que f € uma funcio coerciva. Seja (x*) C R™ uma sequéncia
gerada satisfazendo as hipdteses (1) — (i) do Teorema 3.14. Se a sequéncia (e, -, (2%))
¢ limitada entao (%) € limitada e qualquer ponto de acumulagcdo x* é uma solugao apro-

ximada de (1). Em particular, se l, — 0 entao x* € uma solugdao de (1).

Prova. Usando que f(x*) < f(x*) + e Yoi p(9i(2¥)) = e, (2%) para todo k € IN e o

Lema 3.4, temos
J@*) = ecxmacy, < o (2%) — cpmasy, < o, o, (25), (3.15)

para todo k € IN.
Por hipétese a sequéncia (900k,5k (xk)) é limitada, assim existe L > 0 tal que L >

Pep.p (2F) para todo k € IN. Juntando isto com (3.15), obtemos
L> Spckygk('xk) > f($k) — CL M GEE,

para todo k € IN. Donde segue que (z¥) é limitada, pois caso contrério, poderfamos
obter um conjunto infinito X € IN de modo que ||2*|| 5 00, 0 que pela coercividade de f
resultaria

f(z®) — cemacy 5 oo

poIs Crey X 0. Portanto (x¥) é limitada e pelo Teorema 3.14 qualquer ponto de acu-
mulacio x* da sequéncia (2*) é uma solucao aproximada do problema (1). Em particular,

se [y — 0 entdo x* é uma solugao (1). n
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Note que ao considerarmos a hipétese de coercividade da funcao objetivo no problema
de penalidade
minimizar{ f (z) + cP(z) | x € R"}

obtemos que esse problema sempre ¢é limitado inferiormente para qualquer ¢ > 0. Conse-
quentemente, as iteracoes do Algoritmo 1.2 estariam bem definidas para qualquer funcao
de penalidade. Assim, um ponto de acumulacao de uma sequéncia gerada por esse algo-

ritmo seria, pelo menos, uma solu¢éo aproximada do problema original (Teorema 1.6).

3.4 Exemplos de aproximacao suave

A seguir apresentamos exemplos de suavizagoes da literatura que satisfazem a Definicao

3.2. Em especial, os resultados vistos nas Sec¢oes 3.1 — 3.3 sao validos para essas funcoes.

Funcao 1 ([20])

Seja n; : R x Ry — R definida como

3
—eplE B L

mit,e) =492 4 (3.16)
A ise_t/g t> 0.

Note que esta fungao assume valores negativos para t < 0 e, como pode ser visto na Figura
3.1, quanto menor o valor do parametro de aproximacao, menor é o erro de aproximacao

entre essas fungoes. Vejamos que a funcao 7, € de fato uma funcao de aproximacao suave.

0.3 _
=== .01
—y=p1) _-
-~
0.1 - P
P
00— — = o 2 _ =
-~ -~
-~ ~
- 2 .l
—-0.1 T e B
—_ #e
b -
-
-
-0.2 - -
~
g
-
—03 . - . . . . . . )
-0.10 —0.05 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30
(4

Figura 3.1: Comportamento da funcao (-, ¢) e p(-).
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Para cada ¢ > 0 fixado, temos que
E\(t) = p(t) =m(t.e) =41 2

3
A funcdo F) é decrescente no intervalo (—oo,0), pois Ei(t) = ——¢*/* < 0, para t < 0.

Analogamente, vemos que £ é decrescente em (0, +oc). Além disto,

1
lim Ey(t) = 5 lim Fy(t) = 2,

t—0t t——00

o que resulta em

1
< FEi(t) <2, set<0 e O§E1(t)§§5, se t > 0.

[N

Portanto, para todo ¢t € R,
0<p(t)—m(te) < 2e.

Logo, m; satisfaz o item (i7) da Defini¢ao 3.2 com b = 0 e a = 2. Para o item (), vamos

calcular o limite fundamental dessa funcao pela esquerda e direita de zero. Temos que

1
:1+—ln(e):§

li =1+ lim —
1m + him —¢ . 5 5

t—0t t t—0t 2

t—1/2e75 +1/2e 1(1—sdﬁ>

t—0— t t—0— 2

t/5_2 1/2 t/s_l
lim 3/2ee e+ 1/2¢ ~ lim §5 <e > 3

Consequentemente, 1y é derivavel no ponto zero, além disto,

éet/g t <0,
2

d
—(m(t,e)) = 1
di 1+§eﬂe t>0,

assim 7, satisfaz as condigoes (i) e (i7). Portanto, n; ¢ uma fun¢io de aproximagao suave

para p(-).
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Fungao 2 ([7, 19])

Outra funcao que consideramos 73 : R x R} — R é definida como

0 t<0,
2

ng(t,éf): — O<t§€,
2e

t8t>5
5 4

Esta é utilizada mais recentemente em [7] para derivar um algoritmo de subgradiente
primal-dual. J4 em [19] uma variante dessa funcéo é utilizada para desenvolver um al-
goritmo de penalidade suavizado, o qual aproxima o método de penalidade exata ¢, com
o= .

Note que, diferentemente de n; que assume valores negativos, a funcao 1, € nao negativa
em R, isto pode ser observado na Figura 3.2 que ilustra a aproximagao da funcao n(-, )
de p(+), a medida que € se aproxima de zero.

Vamos estimar analiticamente o erro de aproximacao. Considere ¢ > 0 fixado, entao

0 t <0,
t2
&@%:mﬂ—mw@::t—5-0<t§s
c ) t>¢
5 .
0.20
o6 [——Y¥= 712(757 0.1)
0.14 - __y:n2(t?0'01) //'
—y=pn1) L
0.12 o
=
<, 010 7
>4
0.08
0.06
0.04 -
0.02 =
0.00
-0.05 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

Figura 3.2: Comportamento de na(-,€) e p(-).

d
Temos que Fy é crescente em (0,¢), visto que %Eg(t) = 1 — t/e > 0 neste intervalo.
Donde segue que

0< By(t) < %
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para t € (—oo,0) U (e, +00). Portanto

0 < p(t) —mlt,e) < . (3.17)

b | ™

Logo 1y satisfaz (3.1) com b = 0 e a = 1/2. De forma andloga a 1;, podemos mostrar que

n2(+,€) é suave.

Funcao 3 ([39])

Sejans : R x Ry — R, dada por

0 t <0,
t3
?73(t,8) = @ <t £ B (318)
t+62 i &5
2t 3 -

A Figura 3.3 mostra que quanto menor o valor de €, menor é também o erro de apro-

ximagao. Dado € > 0 temos que

0.20

018 - | —y=mn.t0.5)

o6 |—— Y= "73(tv 01)

oaal |7 YT 173(t, 0.01)
—y=x1)

0.12

0.10

0.08

0.06

0.04

0 t <0,
t3
Bs(t) == p(t) — ms(l, ) = t—5=2 E S LS A
4e g2 < s
3 2t -

Como a fungdo Fjs é crescente para t € [0, +00), segue que

(< pli}— malf, 8] <

4
=L
3
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Logo, ns satisfaz a condi¢@o (i) da Defini¢ao 3.2. Ainda, podemos mostrar que 7z é suave

e que a sua derivada é dada por

0 t <0,
t2
né(t,éf): ﬁ 0<t<e,
2
£
1_2_t2 e <t.

Portanto, 3 é uma funcao de aproximacao suave. Ainda mais, essa funcao é duas vezes

diferenciavel com a segunda derivada dada por

0 t<0,
t

i) =45 0=t<e
62
g <y
t_S £ 1.

Para x € R” tal que que ¢;(x) < e, temos que a matriz Hessiana da fun¢ao suavizada é

Ves(r) =V +CZ773 9:(x),£)V gi(2)V gi +CZ773 g:(x), &)V gi()
2 gz ( )
7V iely gZ(x) + 2e2 (l’)
=Lz, ) +Zg (M’)ng( 2)Vgi(x)",
onde uiWGA{ZE {1,...,m} | gi(x) > 0}.

Observe que, para p; e p;/g:(x ), i € I, serem limitadas, digamos por w > 0, é
necessario que g;(r) < (2we?)/c. Mas, tal condigao nio pode ser garantida em geral.
Além disso, a ilimitacao desses termos pode levar ao mal condicionamento da Hessiana.
De fato, considerando o problema de otimizacao convexo do Exemplo 2.3 temos que a
fungao penalizada suavizada é

Pee(r) = (xf + (20 — 1)2) + C?73(1 — 551,5)-

b | =

Em pontos x que sdo e-vidveis para esse problema, temos

V2900,5 (r) =

c
0 1|
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Logo, o nimero de condicionamento da matriz acima é

@
XC75($) =1+ 8—2(1’1 ~+ 1).
2
Se para algum w > 0 temos que (2% + 1) < w—., Vk € IN, entdo a matriz acima é
a

sempre bem condicionada. Caso contrdrio, Vg, ., (x*) torna-se arbitrariamente mal

condicionada, a medida que & e ¢, tendem a zero.

Funcao 4 ([38])

A 1dltima fungao de suavizacao que trazemos neste trabalho é denotada por ny : RxR, —
R e definida utilizando o nimero de restri¢oes g; do problema original, dado por m, e o

parametro de penalidade ¢ como segue:

0 t <0,
m3c3tt g
e 0<t< —
mite) 10e3 - mc’
B o 35 i €
5m2c2t  2me ~ mc

A Figura 3.4 mostra que o parametro de penalidade ¢ também comporta-se como
um parametro de suavizacao para a funcao definida acima, ja que conforme ¢ aumenta,
o grafico de n4(t, ) aproxima-se mais de p(t). O mesmo efeito pode ser verificado se o
nimero de restricoes m é muito grande, ou ainda, se diminuimos ¢ como ilustrado na

Figura 3.5.

e=1,m=10

0.20 -

0.18 -

0.16 -

0.14 -

0.10

0.08

0.06 -

0.04 -

0.02 -

0.00

-0.05 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

Figura 3.4: Comportamento de (-, ) em relagéo a c.
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Vamos estimar um erro de aproximagao entre pen,. Para ¢ e ¢ fixados, temos

0 t <0,
m3c3tt £
B — — —{t—- — 0<t < —
3e 3e? £
— t> —.
2me  Sm2cit ~ me

£ ~ . , .-
Se 0 <t < — entao a derivada de Ej é positiva, uma vez que
mc

d 2 rmeN3 2
—EL(t :1——(—) B>1-=>0.
dt (1) 5\ ¢ =" 5

Consequentemente, 0 < F4(t) < (9/10)e m ¢, e como

d 3
- Bm2c2t?

>0, t>

£
me’

segue que 9/10 < F,(t) < 3¢/2me. Essa andlise mostra que

3e

0 <p)—nlt < —.

Portanto, 7, satisfaz a Defini¢do 3.2 para a = 3/2smce b= 0.
Ainda é possivel mostrar que a primeira e segunda derivada de 73 sdo dadas, reespec-

tivamente, por

0 £ <0, 0 <0,
2m3cit? £ 6m3cit? &
' - 0<t<— 1(t) = 0<t<—
774(1:78) 583 ) — — mc? € 774 (t) 553 — — mc)
3e € 6 €
- t> — t > —.
5m2c2t? ~ mc 5m2c2t3 mc
Assim,
Vee(x) = V@) +e¢d_ni(g(r),e) V()
i—1
e
Vee() = )+ Z W (9:(x), )V i (2)Vgi() + > (i), e)V2gs(x).
i—1
Em particular, se g;(x) < i, para todo ¢ € {1,...,m}, entdo
me

2ctm3
Hed

> [30:(2)* Vi) Vgs(2)" + gi(2)*V2gi()] .

i€l

V290075($) - V2f(l’) +
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onde I, = {i e {l,...,m} | g;(x) > 0}. Reescrevendo a férmula acima, temos

SV a) V(o)

V2 0ee() =V, Liz, 1) + )

i€l

2m3ct
o
Novamente, temos que V2¢..(-) pode tornar-se arbitrariamente mal condicionada, se
(p bl

onde p; =

i € pi/gi(x) ndo forem limitadas. Por exemplo, considerando novamente o problema

c=5m=10
0.20

0.18 —y= dt)
016 |— —Y= 174(t, 0.5)
omal |—— Y= 774(ta 0.1)

— —y=mn,(£0.01)

0.12

0.10

—0.05 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

Figura 3.5: Comportamento de n4(-,¢) e p(-),

convexo do Exemplo 2.3, vemos que se g(x) < g/mc entao

6ct 5
V2S005(x): 1"‘@(1_1.1) 0

0 1

Logo, o nimero de condicionamento dessa matriz é

6t
Yoz =1+ —-=[l— x1)2.

5e?

Assim, se existe w > 0 tal que (1 — 2%) < w(szm/ci) para todo k € IN, temos que
V20, ¢, (2%) é sempre bem condicionada, caso contrdrio o mal condicionamento é crescente
a medida que k cresce.

Nesta capitulo foram estabelecidas condi¢oes para obtermos uma funcao que aproxima
e suaviza p(-). A partir disso, determinamos relagdes entre solu¢oes do problema (SP.)
com solugoes de (P;) e de (1). Em particular, vimos que uma solugdo do problema com
restrigdes pode ser aproximada resolvendo o problema (SP.) (Teorema 3.7). Além disso,
um algoritmo para minimizar (1) com uma abordagem de penalidade foi definido e sua

convergencia global provada, no sentido de que se a sequéncia gerada pelo algoritmo
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possui um ponto de acumulagao, esse ponto é uma solu¢ao de (1). Por fim, mostramos
que diversas funcoes da literatura satisfazem as condigoes impostas para ser uma funcao

de aproximacao suave.

68



Capitulo 4
Experimentos numeéricos

Em [19, 20, 38, 39| sdo apresentados testes numéricos realizados com os algoritmos de
penalidade ¢, ¢, e algoritmos de suavizacao, para um conjunto de problemas-teste na
linguagem de programacao MATLAB. A partir dos resultados obtidos é observado que o
algoritmo proposto produz bons resultados para problemas de otimizacao com restri¢oes.
Tendo isto em vista, nesta secao comparamos o desempenho dos algoritmos estudados
por meio de testes numéricos na linguagem de programacao Julia, na resolucao de todos

os 51 problemas com restrigoes de desigualdade da colegao CUTEst [11] da forma

minimizar f(x) (4.1)
sujeito a g;(x) <0,i=1,...,m,

xr € R".

com f,g; : R® — R fungoes duas vezes diferenciaveis em que 0 < m,n < 100.

Os problemas foram coletados por meio do pacote CUTEst.jl [28]. Para acessd-los
e integré-los a linguagem de programacao Julia, utilizamos o pacote NLPModelslpopt.jl
[29].

4.1 Algoritmos e critérios de parada

O critério para declararmos parada dos Algoritmos 1.1 e 3.1 considerados nos Capitulos
1 e 3, respectivamente, dependem unicamente da viabilidade do iterando 2*+'. Nos expe-
rimentos numéricos utilizamos o critério de parada de tolerancia para a viabilidade igual

ac=107% isto ¢,
Ilg(z* )] oo < 107°. (4.2)

Se o critério (4.2) é atingido, paramos a execugao do algoritmo e declaramos convergencia.

Neste caso, identificamos esse resultado com a FLAG de saida do algoritmo igual a “V”.
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Tal critério de tolerancia para a viabilidade também ¢ utilizada nos trabalhos [19, 20, 38,
39]. Além de (4.2), utilizamos um segundo critério de parada para os algoritmos, o qual

exige a reducao da inviabilidade relativa ao ponto inicial, ou seja,

g™ D]l < 10789 (@) 4 lloe- (4.3)

Se o critério acima é atingido, paramos a execucao e atribuimos a FLAG de saida do
algoritmo igual a “V”.

Entretanto, os algoritmos podem nao atingir o critério (4.2) ou (4.3) e, consequente-
mente, ndo parar, ou ainda o parametro de penalidade pode vir a se tornar muito grande
e provocar erros numéricos. Assim, consideramos alguns critérios de interrup¢do com
insucesso dos algoritmos com as respectivas FLAGs de salda: Limitante superior para o

parametro de penalidade,
A > 10, FLAG = C; (4.4)
Limitante superior para o tempo de execucao em sequndos:
max_tempo = 600, FLAG = T. (4.5)

O critério (4.4) tem como objetivo evitar erros numéricos, visto que na linguagem de
programacao Julia sdo retornados valores negativos para valores maiores ou iguais a 10%.
Enquanto que (4.5) visa impedir que os algoritmos parem por insucesso na resolu¢ao dos
subproblemas. Mas, se este critério de parada é atingido, isto é devido a dificuldade em
calcular um minimizador para os subproblemas. A execugao dos algoritmos também é
interrompida se algum erro numérico é identificado, tais como &, < 0 ou ¥ = NaN,
para algum ¢ = 1,...,n, ou valores funcionais muito grandes como | f(z*"!)| > 101 ou
| f(z*1)] = co. Em quaisquer desses casos é atribuido & FLAG de safda do algoritmo o
valor “E”.

Levando em consideracao os critérios de parada, o algoritmo de penalidade com as

fungoes £1(p = 1) e €a(p = 2) assume a forma descrita abaixo.
Algoritmo 4.1. Algoritmo de penalidade

DaADOS: 2 € R”, ¢ > 0,8>1,¢>0,pe {1,2} et € {1, ||[g(x")] |l }
k=0
REPITA

CALCULE 2*! € argmin {f(x) + C—kz max{0, g;(x)}¥ | x € R”}
Pi=
SE [[lg(@* )] ||, < e

pare com Sucesso
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SENAO
defina cy1 = Beg
SE ocorre (4.4) ou (4.5) ou algum erro numérico
pare com insucesso
SENAO
k=k+1

O Algoritmo de Suavizagao 3.1 com as fungbes n;, j = 1,2, 3, 4, descritas na Se¢ao 3.4

toma a forma abaixo.
Algoritmo 4.2. Algoritmo de suavizacao

DADOS: 2 €R”, ¢ > 0,>1,60>0,0<v<1,¢>0,j€{1,2,3,4} ¢
7€ {1 o))}

k=20

REPITA

CALCULE 2*! € argmin {f(x) + an(gi(x),sk) |z € Rn}
i1

e ot . < ¢
pare com SUCeSSo
SENAO
defina cpy1 = Bek € €1 = Yek
SE ocorre (4.4) ou (4.5) ou algum erro numérico
pare com insucesso
SENAO
k=k+1

Os algoritmos acima foram implementados na linguagem de programacao Julia, com
base nas infraestruturas JuliaSmoothOptimizers [27] e Optim [25]. Os trabalhos [19, 20,
38, 39| sugerem o uso de algoritmos do tipo quase-Newton e do iterando anterior como
ponto inicial para a resolugao dos subproblemas dos algoritmos de suavizacdo. Assim,
foi seguida essa sugestao, adotando-se o método BFGS disponivel no pacote Optim para
os algoritmos de suavizacao e de penalidade ¢,. Para a resolucao dos subproblemas do
algoritmo de penalidade ¢, utilizamos o método Nelder-Mead, também disponivel no
pacote Optim.

A seguir, sdo descritos os parametros iniciais para a execugao de cada um dos algorit-

maos.

4.1.1 Parametros iniciais

Nos experimentos numéricos apresentados para os algoritmos propostos em [19, 20, 38,

39], em cada problema testado, sdo utilizados um ou mais conjuntos de parametros de
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entrada {cg, o, 5,7} Em nossos experimentos, utilizamos os conjuntos de parametros
trazidos na referencia que a introduziu. Mais especificamente, fixado um dos critérios de
parada (4.2) ou (4.3) para o Algoritmo 3.1 com as fungoes 11, 72, 3, N4, testamos todos os
conjuntos de parametros utilizados nos experimentos numéricos de [19], [20], [38] e [39],
respectivamente. Na Tabela 4.1 sdo mostrados esses parametros. A notacao “Algj_r”
significa que o Algoritmo 4.2 é considerado com a func¢ao n; e o conjunto de parametros

descritos na linha 7.

€0 Y co f g0 co B

Algl.l 0.1 0.1 10 3 [Alg3.l 0.1 0.01 100 2
Algl_2 1 0.1 5 2 [Alg32 01 0.01 1 2
Algl_3 1 001 100 2 |Alg33 0.1 001 10 10
Algl4 0.1 0.1 1000 2 | Alg34 0.1 01 100 2
Algl.5 0.1 001 100 5 |Alg3s 1 05 1 2
Alg2.1 001  0.01 1 2 [Algdl 1 05 1 2
Alg2.2  0.001 0.001 2 10| Algd2 0.1 001 10 10
Alg2.3 0.1 0.1 5 3 [Alg43 01 0.01 1 2
Alg2.4 0.0001 0.001 2 10| Algd4 0.1 0.01 1000 2
- - - - - [ Alg45 01 01 100 2

Tabela 4.1: Conjunto de parametros para os algoritmos de suavizacao.

Para os algoritmos de penalidade, utilizamos todos os pares de parametros (co, )
obtidos na Tabela 4.1, além do par (1,10) sugerido em [23], como descritos na Tabela
4.2. A notagao “fp_r” significa que o Algoritmo 4.1 é considerado com a fun¢ao ¢, e o

conjunto de parametros descritos na linha r da tabela.

co Pl Alg c B
/1.1 100 2 | 22 100 2
1.2 1 2 ] 022 1 2
1.3 10 10| ¢2.3 10 0
/1.4 10 3] 624 10 3
1.5 1000 2 | 2.5 1000 2
1.6 2 10| ¢2.6 2
T ) 2| 027 5 2
18 ) 3| 028 ) 3

)

—_

—_

0

19 100 5 | €229 100
/110 1 10 | 2_10 1 10

Tabela 4.2: Conjunto de parametros dos algoritmos de penalidade.

4.2 Metodologia de comparacao

Como para cada critério de parada (4.2) e (4.3) sado testadas 19 instancias do algoritmo

de suavizacao e 20 instancias do algoritmo de penalidade, os testes numéricos foram
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realizados em duas etapas. A primeira etapa consiste da escolha de parametros entre os
descritos nas Tabelas 4.1 e 4.2 que fornece o melhor desempenho para cada algoritmo. Em
seguida, foi comparado o desempenho de todos os algoritmos com seu respectivo conjunto
de parametros. Em ambas as etapas foram considerados todos os 51 problemas-testes.
Para a andlise dos resultados, foram utilizados os mesmos critérios comparativos entre
as solugoes nas duas etapas. Dado um problema na forma (4.1), seja [ o valor de fun¢ao
encontrado pelo algoritmo i e fi,;, 0 menor valor de funcao encontrado por todos os
algoritmos cuja solucao é vidvel. Declaramos que o algoritmo encontrou uma solucao
para este problema se a condi¢ao sugerida em [4] é verificada, isto é, se a solugao é vidvel

e satisfaz

fz'* - fmin
(Ll < 0.01. (4.6)

Em seguida, analisamos os resultados através de graficos de perfis de desempenho
[8] em relacdo ao tempo computacional, gerados por meio do pacote SolverBenchmark.jl
[30]. Utilizamos um critério de empate para o tempo computacional, sugerido em [2].
Mais especificamente, consideramos que um algoritmo é o mais eficiente se encontrou
uma solucao para o problema e o seu tempo de execucao nao ultrapassou em 5% do tempo
do mais rapido. Assim, um algoritmo ¢ tido como o mais robusto quando resolve o maior

nimero de problemas-teste entre os algoritmos comparados.

4.3 Resultados numéricos

Nesta se¢do trazemos os resultados numéricos obtidos com os critérios de parada (4.2)
(Subsegao 4.3.1) e (4.3) (Subsecao 4.3.2). Em cada subseco exibimos os gréficos de perfor-
mance profile e identificamos o conjunto de parametros que ofereceu o melhor desempenho
computacional para cada um dos algoritmos. Fm seguida, comparamos o desempenhos
dos seis algoritmos com o conjunto de parametros selecionados na etapa anterior. Por
fim, trazemos algumas observacoes gerais sobre o desempenhos dos algoritmos com os
dois critérios de parada.

Adotamos a notagao £1 e £2 para nos referirmos ao Algoritmo 4.1 com p=1¢ p= 2,
respectivamente, e Algj para o Algoritmo 4.2 com a funcao de suavizagao n;, para j =
1,2,3,4.

4.3.1 Resultados obtidos com o critério de parada (4.2)

Os resultados que descrevemos nesta secao levam em consideracao o critério de parada

(4.2) e os critérios comparativos entre as solugoes descritos na Secao 4.2.
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Selecao dos conjuntos de parametros

Nosso presente interesse € selecionar um conjunto de parametros iniciais para cada um
dos algoritmos da Secao 4.1. Assim, apresentamos os resultados dos testes numéricos
em graficos de perfil de desempenho nas Figuras 4.1-4.4 e determinamos o conjunto de
parametros em que cada um dos algoritmos apresentaram o melhor desempenho compu-
tacional.

A Figura 4.1 mostra que o algoritmo de penalidade com a funcéo ¢; teve maior robustez
com o segundo par de parametros (1,2), o qual é também um dos mais eficientes, como
pode-se ver no grafico da direita. J4 a Figura 4.2 mostra que o algoritmo ¢2_10, ou seja o
algoritmo de penalidade ¢3 com o par de parametros (1, 10), foi o mais robusto e eficiente.
Logo, ¢1_2 e £2_10 foram as instancias selecionadas para os algoritmos de penalidade ¢; e

/5 para a segunda fase de experimentos numéricos.

u.S
n1
1.00 n2
n_s
sl 1 I 0.4
—= 15
-—= 11_6
0.75 w17
—ns
— no 0.3 s
f1 10 ’ . ,'_A sl
0.50 ' | == W _ i;_T
. : I
e - ! i TT o
‘ 0.2 o s s s s s M--V-T-,.V-
| R S
0.1 r_JJ
0.
1 2 3 4 800 0.05 0.10 0.15
Parametro T - escala logaritmica de base 2 Parametro T - escala logaritmica de base 2

Figura 4.1: Perfil de desempenho do Algoritmo 4.1 com o critério de parada (4.2) e a
funcao de penalidade ¢;, em relacao ao tempo computacional.

Na Figura 4.3 sao apresentados os resultados para os algoritmos de suavizacao com
a funcdo n; (a esquerda) e 1, (a direita). Temos que Algl apresentou o seu melhor
desempenho com o primeiro conjunto de parametros {0.1,0.1, 10,3}, visto que resolveu
tres vezes mais problemas com essa instancia do algoritmo do que com as outras instancias
testadas para a func@o n;. Ja os resultados obtidos para Alg2, mostram que esse algoritmo
foi mais eficiente com o quarto conjunto de parametros, ou seja, {0.0001,0.001, 2,10},
porém, essa instancia do algoritmo é a que apresenta menor robustez. Enquanto que
o primeiro conjunto de parametros, dado por {0.01,0.01, 1,2}, é o qual o algoritmo de
suavizacao com 7, teve sua maior robustez e também o segundo mais eficiente. Portanto,
adotamos o Algl_1 e o Alg2_1 para a segunda etapa de testes numéricos.

Na Figura 4.4 apresentamos os resultados obtidos para o algoritmo de suavizacao com
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Figura 4.2: Perfil de desempenho do Algoritmo 4.1 com o critério de parada (4.2) e a
funcao de penalidade ¢5, em relacao ao tempo computacional.
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Figura 4.3: Perfil de desempenho do Algoritmo 4.2 com o critério de parada (4.2) e as
fungoes de suavizacao 1y e 1, em relacao ao tempo computacional.

as fungoes 13 (grafico da esquerda) e ny (gréfico da direita). Estes evidenciam o melhor
desempenho desses algoritmos com os parametros ¢y = 0.1,7 = 0.0l,¢p = 1 e § = 2,
correspondente ao segundo e terceiro conjunto de parametros descritos na Tabela 4.1.
Portanto, esses foram os parametros adotados para a segunda etapa para o Algoritmo 4.2
com as fungoes 7z e 1.

Em decorréncia da analise acima, a Tabela 4.3 mostra os parametros selecionados para

a comparacao entre os algoritmos.
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Figura 4.4: Perfil de desempenho do Algoritmo 4.2 com o critério de parada (4.2) e as
fungoes de suavizacao nz e 7y, em relacao ao tempo computacional.

£0 y co B

1 : - 1 3
02 . -1 10
Algl 01 01 10 3
Alg2 0.001 0.001 1 2
Alg3 01 001 1 2
Alg4 01 001 1 2

Tabela 4.3: Parametros iniciais selecionados para os algoritmos com o critério de parada
(4.2).

Comparacao entre os algoritmos

Apresentamos agora os resultados obtidos na comparacao de desempenho computacional
entre os algoritmos de penalidade e de suavizacao com os parametros descritos na Tabela
4.3 para os 51 problemas-teste da colecao CUTESst.

Na Tabela 4.4 é apresentada a taxa de robustez e eficiencia atingida por cada um
dos seis algoritmos. O algoritmo de penalidade ¢, é o mais eficiente, resolvendo 35, 29%
dos problemas com o menor tempo, seguido pelo algoritmo de suavizacao com 7, o qual
resolveu 25.49% problemas. Esse algoritmo é também o mais robusto, atingido 76.47% de
problemas resolvidos, a mesma robustez apresentada pelo algoritmo de penalidade ¢;. Ja
os algoritmos de suavizacao com as funcoes 7; e 1y resolveram 37 e 38 de 51 problemas,
respectivamente.

Em consonancia com os resultados apresentados na Tabela 4.4, o grafico da esquerda
da Figura 4.5 mostra que o algoritmo de suavizacao com 1, e o algoritmo de penalidade ¢
s@o 08 mais robustos, sendo que Alg2 exigiu menos tempo computacional para resolver o
mesmo nimero de problemas, além de ser o segundo mais eficiente, perdendo apenas para

o algoritmo de penalidade ¢, que foi o mais eficiente em 18 de 51 problemas. O grafico
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Robustez Eficiencia
/1 56,86% 35,29%
02 76,47% 11,76 %
Algl  2941% 7,84 %
Alg2 76 47% 25,49%
Alg3d  72,54% 7,84%
Algd  7451% 3,92%

Tabela 4.4: Robustez e eficiencia dos 6 algoritmos com o critério de parada (4.2)

a direita representa o perfil de desempenho dos mesmos algoritmos desconsiderando o
critério (4.6), ou seja, aceitando que um algoritmo resolveu um problema simplesmente
se sua FLAG de saida é de sucesso (V). Neste gréfico, observamos que os algoritmos de
suavizacao com 1, e de penalidade ¢; foram os mais rédpidos para atingir a tolerancia
para a viabilidade em 39 e 35 dos 51 problemas-testes, respectivamente. Em contraste,
o grafico da esquerda mostra que esses dois algoritmos foram os que apresentaram o pior
desempenho quando se leva em consideracgdo o critério (4.6). Isto mostra a importancia
de se adotar um critério de anélise de qualidade da solucao obtida pelos algoritmos como
(4.6).
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13 '_,rlj_r/j — .
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| i — Alg3
f . Alg4
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Parametro T - escala logaritmica de base 2 Parametro T - escala logaritmica de base 2

Figura 4.5: Perfil de desempenho de todos os algoritmos com o critério de parada (4.2) e
os conjuntos de parametros selecionados, em relacdo ao tempo computacional. A figura
da esquerda leva em consideracéo o critério (4.6), enquanto a da direita, nao.

Na Tabela 4.5 é apresentado o nimero de vezes que os algoritmos atingiram cada
uma das FLAGs de saida. O algoritmo de penalidade ¢; foi o que atingiu o critério de
viabilidade o maior nimero de vezes, 41 dos 51 problemas. Enquanto que o algoritmo
com a funcao ¢; foi o que menos vezes atingiu esse critério, totalizando 35 problemas, mas
note que em 25 deles o algoritmo ¢; foi o mais eficiente. Observamos que os algoritmos,

41,12 e ny foram interrompidos por erros computacionais. Enquanto que em pelo menos 5
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V C T E
71 35 5 0 11
2 41 10 0 0
Algl 38 13 0 O
Alg2 39 11 0 1
Alg3 38 12 1 0
Algd 39 11 0 1

Tabela 4.5: FLAGs de safda dos 6 algoritmos com o critério (4.2)

problemas, todos os algoritmos tiveram sua execucao interrompida devido ao parametro

de penalidade ser superior a 10%°.

4.3.2 Resultados obtidos com o critério de parada (4.3)

Os resultados que descrevemos nessa subsecao seguir levam em consideracao o critério de
parada (4.3) e os critérios comparativos entre as solugdes descritos na Secao 4.2.
Selecao dos conjuntos de parametros

Apresentamos nesta sec@o os resultados dos testes numéricos em graficos de perfil de
desempenho nas Figuras 4.6-4.9 e determinamos um conjunto de parametros que oferece

o melhor desempenho computacional para cada um dos seis algoritmos.
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Figura 4.6: Perfil de desempenho do Algoritmo 4.1 com o critério de parada (4.3) e a
funcao de penalidade ¢1, em relacao ao tempo computacional.

A Figura 4.6 mostra o grafico de perfil de desempenho para o algoritmo de penalidade
¢,. Dentre os parametros comparados, esse algoritmo resolveu o maior nimero de proble-
mas com a instancia ¢1_2, isto é, ¢ = 1 e § = 2. Ja a Figura 4.7 mostra grafico de perfil

de desempenho com respeito ao algoritmo de penalidade ¢;. Esse algoritmo apresentou
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maior robustez com o par de parametros ¢ = 5 e § = 2 (£2_7), visto que essa instancia do
algoritmo foi a que resolveu o maior niimero de problemas dentre os parametros compa-
rados. Portanto, £1_2 e £2_7 sao as instancias selecionadas para a segunda fase de testes

numéricos.

1.00

B e ——————— Tl'h' ';TJ__L';' et
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0.
0 1 2 3 4 5 6 8.00 0.05 0.10 0.15
Parametro T - escala logaritmica de base 2 Parametro T - escala logaritmica de base 2

Figura 4.7: Perfil de desempenho do Algoritmo 4.1 com o critério de parada (4.3) e a
funcao de penalidade ¢5, em relacao ao tempo computacional.
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Figura 4.8: Perfil de desempenho do Algoritmo 4.2 com o critério de parada (4.3) e as
funcoes de suavizacao n; e 12, em relacao ao tempo computacional.

Na Figura 4.8 sao mostrados os graficos de perfil de desempenho para o algoritmo
de suavizagdo com as fungdes 1 (grafico a esquerda) e 1y (grafico a direita). Dentre os
parametros comparados para 7y, o Algl_1 é o mais eficiente e robusto. Enquanto que,
Alg2_1 ¢ a instancia que apresentou a maior robustez para 7,. Portanto, (0.1,0.1, 10, 3)
e (0.01,0.01, 1, 2), sdo os conjuntos de parametros selecionados para o algoritmo de sua-

vizagao com 1), e 7)2, respectivamente.
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A Figura 4.9 apresenta os graficos de perfil de desempenho para o algoritmo de sua-
vizagao com a fungao ns (a esquerda) e 1y (a direita). Observamos que as instancias Alg3_2
e Alg4_3 sdo as mais robustas e eficientes, dentre os parametros comparados. Portanto,
{0.1,0.01, 1,2} é o conjunto de parametros selecionado para o algoritmo de suavizacao

com as funcoes 73 e n4.
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Figura 4.9: Perfil de desempenho do Algoritmo 4.2 com o critério de parada (4.3) e as
funcoes de suavizacao ns e 1y, em relacao ao tempo computacional.

Comparacao entre os algoritmos

Trazemos agora os resultados computacionais obtidos para os seis algoritmos estudados,
com os conjuntos de parametros selecionados na subsecao anterior, que estao descritos na
Tabela 4.6

€0 i co f

/1 - - 1 2

2 - - 10 10

Algl 0.1 0.1 10 3
Alg2 0.01 0.01 1 2
2

2

Alg3 0.1 001 1
Algd 0.1 001 1

Tabela 4.6: Parametros iniciais selecionados para os algoritmos com o critério de parada
(4.3)

A Figura 4.10 mostra os graficos de perfil de desempenho em relacdo ao tempo com-
putacional para resolver os problemas-teste.

O algoritmo de penalidade #¢; foi o mais eficiente, resolvendo 31, 37% dos problemas
com o melhor tempo. J4 o algoritmo de suavizacao com 7, se manteve o mais robusto,

alcancando a taxa de 66,66% de problemas resolvidos. Enquanto que os algoritmos de
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suavizagao com as fungoes nsz e 14 resolveram 64, 70% dos problemas, ou seja, um problema
a menos do que o algoritmo mais robusto, com este critério de parada, o algoritmo de

penalidade ¢5 foi o quarto mais robusto, resolvendo 60, 78% dos problemas.
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Figura 4.10: Perfil de desempenho de todos os algoritmos com o critério de parada (4.3)
e os conjuntos de parametros selecionados, em rela¢io ao tempo computacional. A figura
da esquerda leva em consideracao o critério (4.6), enquanto a da direita, nao.

Robustez Eficiencia
/1 54.90% 31,37%
02 60,78% 15,68%
Algl  31,3™% 15,68 %
Alg2  66,66% 19,60%
Alg3d  64,70% 11,76%
Algd  64,70% 17,60%

Tabela 4.7: Robustez e eficiencia dos 6 algoritmos mais viabilidade com o critério de
parada (4.3)

A Tabela 4.8 apresenta a quantidade de vezes que os algoritmos atingiram cada uma
das Flags de saida e a viabilidade. O algoritmo #; foi o que mais vezes atingiu o critério de
parada, totalizando 41 problemas, seguido pelos algoritmos de suavizacao 1, 13, 74 com
39 problemas. Note que nenhum dos algoritmos foram interrompidos por tempo computa-
cional. Entretanto, com exce¢ido do método de penalidade ¢;, mais de 19% dos problemas
tiveram sua execucao interrompida devido ao parametro de penalidade se tornar superior

g, T0P9,

4.3.3 Comentarios gerais

Os resultados presentes nas subsecoes anteriores mostram que os algoritmos com o critério

de parada (4.2) resolveram mais problemas-teste do que com o critério (4.3), com exce¢ao
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V. C T E Viab
/1 35 5 0 11 28
2 41 10 0 0 31
Algl 38 13 0 0 37
Alg2 39 11 0 1 34
Alg3 39 12 0 0 34
Algd 39 11 0 1 34

Tabela 4.8: Numero de problemas-teste que atingiram a tolerancia para viabilidade e as
FLACs de saida para os 6 algoritmos com o critério de parada (4.3).

do algoritmo de suavizacao com 7, o qual apresentou um melhor desempenho com o
critério de parada (4.3). Por outro lado, o algoritmo de penalidade ¢; foi o quarto mais
robusto com (4.3), enquanto que com critério de parada de viabilidade resolveu o mesmo
nimero de problemas de 7, sendo o algoritmo mais robusto conforme podemos ver nas
Tabelas 4.4 e 4.7.

Observamos nos Apéndice A que 9 dos 51 problemas nao atingiram nenhum dos dois
critérios de parada testados, CB2, CB3, EXPFITA, GIGOMEZ2, GIGOMEZ3, HS268,
HS29, S268, SPIRAL. O que significa que nem a viabilidade, nem uma reducéo da invi-
abilidade do primeiro iterando foram obtidas para esses problemas-teste em nenhum dos
algoritmos, fazendo com que o parametro de penalidade atingisse um valor superior a
10% ou apresentasse erros computacionais (como é o caso do algoritmo de penalidade ¢)
levando ao insucesso da resolucao do problema-teste.

Em ambos os critérios de parada, o algoritmo de suavizacao com 1, foi o mais robusto
e o algoritmo de penalidade exata ¢; foi o mais eficiente. Por outro lado, o algoritmo
de penalidade ¢, estd entre os mais robustos, mas é pouco eficiente. Os algoritmos de
suavizacao com as funcoes 73 e ny também apresentaram um desempenho computacional
semelhante ao da funcao 1,, diferindo por no méximo dois problemas nao resolvidos.

Na Tabela 4.9 sdo mostradas informagoes relativas aos problemas nao resolvidos. A
segunda coluna mostra o tipo de funcao objetivo do problema. O termo “mais geral”,
significa que o tipo de funcao objetivo é mais geral do que func¢oes do tipo: a soma
de quadrados, quadrdtica, linear e constante. Na terceira coluna é apresentado o tipo
da restricao mais complexa que o problema envolve. Neste caso, o termo “mais geral”
significa que a restricao mais complexa é mais geral do que quaisquer um dos tipos de

restricoes abaixo:
e as Unicas restricoes do problema sao variaveis fixas,
e as Unicas restricoes do problema sao os limites das variaveis,
e as restrigoes do problema representam a matriz de adjacéncia de uma rede (linear),

e as restricoes do problema sao lineares,
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e as restricoes do problema sao quadraticas.

Além das informagoes dos problemas-testes apresentadas na Tabela 4.9, enfatizamos
que esses problemas sao classificados como académicos, isto é, problemas criados por

pesquisadores para testar o desempenho de algoritmos.

problema  funcao objetivo restricao mais geral n m
CB2 linear mais geral 3 3
CB3 linear mais geral 3 3
EXPFITA mais geral linear 5 22
GIGOMEZ2 linear mais geral 3 3
GIGOMEZ3 linear mais geral 3 3
HS268 quadratica linear 5 5
HS29 mais geral quadrética 3 1
5268 quadrética linear 5 5

SPIRAL linear mais geral 3 2

Tabela 4.9: Descricao dos problemas nao resolvidos por nenhum dos algoritmos.

Por fim, os resultados presentes neste capitulo indicam a necessidade de controlar o
parametro de penalidade, visto que em cerca de 20% dos problemas-teste, em 5 algorit-
mos (com exce¢ao possivelmente de ¢1) ¢ tornou-se arbitrariamente grande. Além disto,
obtivemos insucesso na resolucao dos subproblemas em 9 problemas-teste em todos os 6
algoritmos. Assim, uma possibilidade para trabalhos futuros seria testar outros algoritmos

na resolucao dos subproblemas.
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Conclusoes

Neste trabalho foi estudado a teoria de métodos de penalidade para o problema geral
de otimizacao com restri¢oes de desigualdade. Discutimos a dicotomia entre métodos de
penalidade suaves e métodos de penalidade exata e estendemos resultados ja conhecidos
na literatura. Apresentamos de forma unificada suaviza¢oes para o método de penalidade
exata ¢1. Também, derivamos condicoes suficientes para obter uma funcao de suavizacao
e, como consequéencia, um algoritmo globalmente convergente para o problema com res-

trigoes.

Ademais, foi comparado o desempenho computacional dos algoritmos estudados na re-
solucdo dos problemas da biblioteca CUTEst [11]. Observamos que, trés dos quatro algo-
ritmos de suavizacao tiveram um melhor desempenho computacional do que os algoritmos
de penalidade ¢ e ¢5. Sendo que em muitos problemas-teste o parametro de penalidade
tornou-se muito grande, ocasionando a falha do algoritmo. Diante dessa dificuldade, uma
das possibilidades para trabalhos futuros seria considerar diferentes parametros de pena-
lidade para cada uma das restricoes, o que pode ser conveniente pela possivel diferenca
de escala entre as restrigoes. Outra possibilidade seria utilizar estratégias de restauracao
inexata, visando melhorar a viabilidade do ponto obtido a cada iteracdo e evitar que o

parametro de penalidade torne-se muito grande.
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Apeéndice A

Resultados numéricos: comparacao

entre os algoritmos

Neste apendice apresentamos em tabelas os resultados numéricos obtidos com os critérios

de parada (4.2) e (4.3) que foram utilizados na geragao dos graficos de perfil de desempenho

mostrados nas Figuras 4.5 e 4.10, respectivamente. As colunas “s” e “tempo” indicam a

flag de saida e o tempo gasto na execucao de cada algoritmo, respectivamente. O simbolo
oo (ou —oo), nas referidas tabelas, significam que f(2*) ou ||[g(2*)] ||eo ¢ superior a e7°

710)

(inferior a —e™'”). Se a condigao (4.6) é satisfeita, os resultados sdo destacados em negrito.

A.1 Resultados com o critério de parada (4.2)

problema alg n m s FE® Mg@H] 1 oo tempo  k
CB2 Algl 3 3 C 1.00e+4-00 1.00e+00  4.26e—02 39
Alg2 3 3 C 1.00e+4-00 1.00e+00 7.46e—02 64

Alg3 3 3 C 1.00e+4-00 1.00e+00 6.71le—02 64

Alga 3 3 C 1.00e+4-00 1.00e+00  2.33e—02 64

1 3 3 E —4.8%+133 oo 3.36e—03 1

£2 3 3 C 1.00e+4-00 1.00e+00 1.08e—02 14

CB3 Algl 3 3 C 1.00e+4-00 1.00e+00 4.04e—02 39
Alg2 3 3 C 1.00e+4-00 1.00e+00 7.64e—02 64

Alg3 3 3 C 1.00e+4-00 1.00e+00 6.10e—02 64

Alga 3 3 C 1.00e+4-00 1.00e+00 3.78e—02 64

1 3 3 E —4.8%+133 oo 3.76e—03 1

£2 3 3 C 1.00e+4-00 1.00e+00 1.27e—02 14

CHACONN1 Algl 3 3 V 2.29e+4-00 0.00e+00  2.59e—03 1
Alg2 3 3 V 1.95e+00 0.00e+00 3.06e—01 3

Alg3 3 3 V 1.95e+00 0.00e+00 1.26e400 4

Alga 3 3 V 1.95e+00 0.00e+00 3.06e—01 3

£ 3 3V 1.95e+00 0.00e+00 8.18e—04 1

Continua na préxima pagina
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problema alg n m s FE® Mg@H] 1 oo tempo  k

£2 3 3V 1.95e+00 0.00e+00 9.00e—01 5

CHACONN2 Algl 3 3 V 2.37e+4-00 0.00e+00 1.68e—03 1
Alg2 3 3 V 2.00e+-00 0.00e+00 7.10e—03 3

Alg3 3 3 V 2.00e+-00 1.83e—07 1.18e—02 3

Alga 3 3 V 2.00e+-00 0.00e+00 5.24e—03 3

£ 3 3V 2.00e+-00 4.62e—10 9.12e—-04 1

£2 3 3V 2.00e+-00 0.00e+00 1.11e-02 5

CONGIGMZ Algl 3 5 C —6.54e+26 0.00e+00 4.63e—02 39
Alg2 3 5 V —-261e+08 0.00e+00 1.54e—02 5

Alg3 3 5 V.  —4.00e401 0.00e+00  2.84e—03 2

Algd 3 5 V.  —1.08e+402 0.00e+00  8.02¢e—03 4

1 3 5 E —4.62e+155 oo 1.56e—02 2

£2 3 5 C 1.18e+4-00 9.27e+00 1.27¢e—02 14

DEMYMALO Algl 3 3 V  —2.62e+00 0.00e+00 1.49e—03 1
Alg2 3 3 V —-3.00e+00 0.00e+00 5.47¢e—03 3

Alg3 3 3 V —-3.00e+00 0.00e+00 5.11e—03 3

Alga 3 3 V —-3.00e+00 0.00e+00 3.44e—-03 3

£1 3 3 V -—-3.00e+00 0.00e+00 6.69e—04 1

£2 3 3 V -—-3.00e+00 1.06e—07 3.06e—03 4

DIPIGRI Algl 7 4 V 6.81e+4-02 0.00e+00 6.33e—03 1
Alg2 7 4V 6.81e+4-02 0.00e+00 4.38¢+400 3

Alg3 7 4 V 6.81e+4-02 0.00e+00 3.72e400 3

Alga 7 4 V 6.81e+4-02 0.00e+00 3.24e400 3

£ 7 4V 6.81e+4-02 0.00e+00 1.49e-02 3

2 7 4V 6.81e+4-02 0.00e+00 2.29e¢400 4

EXPFITA Algl 5 22 C 1.08e+4-04 1.00e+00  8.72e4+01 39
Alg2 5 22 C 1.67e+403 1.00e+00 2.21e402 64

Alg3 5 22 C 2.60e+4-00 1.00e+00 1.58e+02 64

Algd 5 22 C 5.54e+4-00 1.00e+00 1.44e402 64

1 5 22 C 1.30e+43 5.34e+23  2.62¢e+00 64

£2 5 22 C 3.67e+02 1.00e+00 4.08e+01 14

GIGOMEZ1 Algl 3 3 V 1.35e+4-00 0.00e+00  4.53e—03 2
Alg2 3 3 V —-7.54e+00 0.00e+00 1.98e—-02 2

Alg3 3 3 V —-7.54e+00 0.00e+00 2.49e—-03 2

Alga 3 3 V —-7.54e+00 0.00e+00 1.53e—03 2

1 3 3 E —1.46e4267 oo 6.36e—03 2

£2 3 3V 1.39¢+4-00 0.00e+00 1.34e—03 3

GIGOMEZ2 Algl 3 3 C 2.00e+4-00 2.00e+00  5.82e—02 39
Alg2 3 3 C 2.00e+4-00 2.00e+00  5.55e—02 64

Alg3 3 3 C 2.00e+4-00 2.00e+00  7.29¢e—02 64

Alga 3 3 C 2.00e+4-00 2.00e+00  2.60e—02 64

1 3 3 E —9.55e+133 oo 3.45e—03 1

£2 3 3 C 2.00e+4-00 2.00e+00 8.66e—03 14

GIGOMEZ3 Algl 3 3 C 2.00e+4-00 2.00e+00  4.60e—02 39
Alg2 3 3 C 2.00e+4-00 2.00e+00  5.60e—02 64

Alg3 3 3 C 2.00e+4-00 2.00e+00  7.23e—02 64

Alga 3 3 C 2.00e+4-00 2.00e+00  2.73e—02 64

1 3 3 E —9.55e+133 oo 3.69e—03 1

£2 3 3 C 2.00e+4-00 2.00e+00 8.31le—03 14

GOFFIN Algl 51 50 V 6.83e—01 0.00e+00  6.00e+02 1
Alg2 51 50 T 5.50e—04 1.98e—05 1.20e+03 3

Alg3 51 50 V 1.85e—03 0.00e+00 1.20e+403 3

Alg4a 51 50 V 3.49e-04 0.00e+00 1.20e+403 2

f1 51 50 V 6.74e-+01 0.00e+00 1.94e+00 8

£2 51 50 V 8.76e—03 0.00e+00 6.00e402 4

HAIFAS Algl 13 9 V  —6.78e—02 0.00e+00  7.89e—02 1
Alg2 13 9 V —4.50e-01 0.00e+00 1.28e+401 3

Alg3 13 9 V —4.50e-01 0.00e+00 2.73e401 4

Continua na préxima pagina
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problema alg n m s FE® Mg@H] 1 oo tempo  k
Algda 13 9 V —4.49e-01 0.00e+00 3.19e401 4

£1 13 9 V —450e-01 1.57e—07 9.58e—03 1

£2 13 9 V —4.49e-01 7.59e—07 3.04e401 6
HALDMADS Algl 6 42 V 6.47e—01 0.00e+00  3.07e—01 1
Alg2 6 42 V 2.18e—-04 0.00e+00 5.32e¢401 3

Alg3 6 42 V 2.52e—-04 8.29e—08 1.26e402 4

Algd 6 42 V 1.35e—04 0.00e+00 8.05e401 3

1 6 42V 1.93e—02 0.00e+00  2.62¢e—01 3

2 6 42V 2.29e+4-00 0.00e+00  5.89e—01 5

HS10 Algl 2 1 V —-2.00e+01 0.00e+00 4.57e—02 1
Alg2 2 1 V —-2.00e+01 0.00e+00 3.72e—02 1

Algd 2 1 V —-2.00e+01 0.00e+00 4.43e—02 1

Alga 2 1 V —-2.00e+01 0.00e+00 3.02e—02 1

1 2 1 E —6.72e4227 oo 2.08e—03 1

£2 2 1 V —-200e+01 0.00e+00 5.26e—02 2

HS100 Algl 7 4 V 1.64e02 0.00e+00 1.34e—02 1
Alg2 7 4V 1.63e+02 0.00e+00 6.24e400 4

Alg3 7 4 V 1.63e+02 0.00e+00 7.20e400 4

Alga 7 4 V 1.63e+02 0.00e+00 5.88e400 4

£ 7 4V 1.63e+02 6.62e—07 9.31e-03 3

2 7 4V 1.63e+02 0.00e+00 2.63e400 4
HS100MOD Algl 7 4 V 2.40e+-02 0.00e+00 2.60e—02 1
Alg2 7 4V 2.41e+402 0.00e+00 8.81e400 4

Alg3 7 4 V 2.40e+-02 0.00e+00 1.10e+401 3

Alga 7 4 V 2.41e+402 0.00e+00 1.03e401 4

£ 7 4V 2.40e+-02 0.00e+00 1.54e—02 3

2 7 4V 2.42e+-02 7.89e—08 2.06e+01 8

HS11 Algl 2 1 V —-250e+01 0.00e+00 9.70e—-05 1
Alg2 2 1 V —-250e+01 0.00e+00 8.49e—-05 1

Algd 2 1 V —-250e+01 0.00e+00 9.89e—-05 1

Alga 2 1 V —-250e+01 0.00e+00 1.04e—04 1

£1 2 1 V —-250e+01 0.00e+00 1.05e—04 1

£2 2 1 V —-250e+01 0.00e+00 1.03e—04 2

HS113 Algl 10 8 V —-3.10e+01 0.00e+00 7.62e—02 1
Alg2 10 8 V —-3.10e+01 0.00e+00 5.31e—02 1

Alg3 10 8 V —-3.10e+01 0.00e+00 6.88¢e—02 1

Algda 10 8 V —-3.10e+01 0.00e+00 4.79e—-02 1

£1 10 8 V —-3.10e+01 0.00e+00 8.16e—03 1

£2 10 8 V —-3.10e+01 0.00e+00 1.42e—01 2

HS12 Algl 2 1 V —-1.22e402 0.00e+00 1.17e—04 1
Alg2 2 1 V —-1.22e¢+02 0.00e+00 1.08e—04 1

Algd 2 1 V —-1.22e+02 0.00e+00 1.14e—-04 1

Alga 2 1 V —-1.22e¢+02 0.00e+00 1.36e—04 1

£ 2 1 V —1.22e402 0.00e+00 1.44e—04 1

£2 2 1 V —1.22e402 0.00e+00 8.30e—05 2

HS22 Algl 2 2V 2.29e-07 0.00e+00 1.90e—-04 1
Alg2 2 2V 1.97e—31 0.00e+00 1.20e—04 1

Algd 2 2 V 6.52e—21 0.00e+00 9.11e-05 1

Alga 2 2 V 7.85e—24 0.00e+00 1.14e—-04 1

£an 2 2V 4.97e—10 0.00e+00 1.45¢e—04 1

02 2 2V 1.97e—31 0.00e+00 8.11le—05 2

HS268 Algl 5 5 C 7.88e-+05 1.85e+01  3.01le401 39
Alg2 5 5 C 3.05e+05 2.20e+01 4.06e+01 64

Alg3 5 5 C 1.49e+4-05 2.70e+01 4.31le+01 64

Algd 5 5 C 6.85e+4-04 2.64e+01 5.22¢+01 64

1 5 5 C 1.86e+4-37 3.66e+18 1.18e+00 64

£2 5 5 C 7.15e4-04 1.45e+01 4.37e—01 14

HS29 Algl 3 1 C 4.56e—02 4.70e4-01  2.25e—02 39
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Alg2 3 1 C 4.56e—02 4.70e4-01  3.47e—02 64

Alg3 3 1 C 4.56e—02 4.70e401  3.66e—02 64

Algl 3 1 C —1.00e+00 1.10e+01  2.18e—02 61

1 3 1 ¢C —0o0 0.00e+00  3.52¢e—03 64

£2 3 1 V —-203e401 0.00e+00 5.71e—03 12

HS43 Algl 4 3 V —-7.99e+01 0.00e+00 4.57e—02 1
Alg2 4 3 V —-7.99e+01 0.00e+00 3.80e—02 1
Alg3 4 3 V —-7.99e+01 0.00e+00 4.41e—-02 1
Alga 4 3 V —-7.99e+01 0.00e+00 3.08e—02 1

1 4 3 V —-799e401 0.00e+00 9.90e—-04 1

£2 4 3 V —-799e401 0.00e+00 4.92e—-02 2

HS88 Algl 2 1 V 1.76e—01 0.00e+00 1.70e—02 1
Alg2 2 1 V 1.36e—23 0.00e+00 2.80e—03 1
Alg3 2 1 V 1.36e—23 0.00e+00 3.47e—03 1
Alga 2 1 V 1.36e—23 0.00e+00 2.30e—03 1

£ 2 1V 7.75e—09 0.00e+00 7.15e—03 1

2 2 1V 1.36e—23 0.00e+00 2.60e—03 2

HS89 Algl 3 1 V 1.76e—01 0.00e+00 4.19e—-02 1
Alg2 3 1 V 2.04e—-23 0.00e+00 5.90e—-03 1
Alg3 3 1 V 2.04e—-23 0.00e+00 5.92e—03 1
Alga 3 1 V 2.04e—-23 0.00e+00 7.14e—03 1

£ 3 1V 3.08e—09 0.00e+00 2.08e—02 1

£2 3 1V 2.04e—-23 0.00e+00 5.34e—03 2

HS90 Algl 4 1 V 1.76e—01 0.00e+00 8.74e—02 1
Alg2 4 1 V 2.72e—23 0.00e+00 1.03e—02 1
Alg3 4 1 V 2.72e—23 0.00e+00 1.28e—02 1
Algda 4 1 V 2.72e—23 0.00e+00 1.25e—02 1

£ 4 1V 4.17e—09 0.00e+00 4.71e—02 1

2 4 1V 2.72e—23 0.00e+00 9.76e—03 2

HS91 Algl 5 1 V 1.76e—01 0.00e+00  1.56e—01 1
Alg2 5 1 V 3.41e—-23 0.00e+00 1.72e—02 1
Alg3 5 1 V 3.41e—-23 0.00e+00 2.03e—02 1
Alga 5 1 V 3.41e—-23 0.00e+00 1.27e—02 1

£ 5 1V 8.04e—-09 0.00e+00 1.12e—01 1

£2 5 1V 3.41e—-23 0.00e+00 1.32e—02 2

HS92 Algl 6 1 V 1.76e—01 0.00e+00  3.17e—01 1
Alg2 6 1 V 4.09e—23 0.00e+00 3.76e—02 1
Alg3 6 1 V 4.09e—23 0.00e+00 2.80e—-02 1
Algda 6 1 V 4.09e—23 0.00e+00 4.43e—02 1

£ 6 1V 1.13e—08 0.00e+00 1.89e¢e—-01 1

£2 6 1V 4.09e—23 0.00e+00 2.26e—02 2
KIWCRESC Algl 3 2 V 3.27e—01 0.00e+00  1.29e—03 1
Alg2 3 2 V 5.26e—06 0.00e+00 7.78e—01 3
Alg3 3 2 V 4.71e—06 0.00e+00 1.81e400 4
Alga 3 2 V 3.87e—06 0.00e+00 7.18e—01 3

£1 3 2 V -6.39e-08 1.38e—07 9.60e—04 1

£2 3 2V 5.94e—06 0.00e+00 1.27e400 5
MADSEN Algl 3 6 C —1.08e498 0.00e+00  3.12e—01 39
Alg2 3 6 C —1.2Te+157 0.00e+00  3.35e—02 64

Alg3 3 6 C —2.20e+154 0.00e+00  3.50e—02 64

Algd 3 6 C —1.2le+164 0.00e+00  3.07e—02 64

1 3 6 C 1.65e+4-287 2.26e+289 7.48e—01 64

£2 3 6 V -559e+19 0.00e+00 1.83e—02 2
MAKELA1 Algl 3 2 V  —1.08e400 0.00e+00  7.66e—04 1
Alg2 3 2 V —-1.41e+00 0.00e+00 1.83e—03 3
Alg3 3 2 V —-1.41e+00 0.00e+00 2.56e—03 4
Alga 3 2 V —1.41e+00 0.00e+00 2.47e-03 3

1 3 2 V -—141e+400 3.56e—08 7.12e—04 1
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£2 3 2 V -—141e+400 0.00e+00 2.53e—03 5

MAKELA2 Algl 3 3 V 7.53e+4-00 0.00e+00  1.69e—03 1
Alg2 3 3 V 7.20e00 0.00e+00 1.06e400 3

Alg3 3 3 V 7.21e+00 0.00e+00 1.60e+400 4

Alga 3 3 V 7.21e+00 0.00e+00 1.01e400 3

£ 3 3V 7.20e00 0.00e+00 2.58e—03 2

£2 3 3V 7.21e+00 0.00e+00 7.27e—01 5

MAKELA3 Algl 21 20 V 5.70e—01 0.00e+00  3.67e—01 1
Alg2 21 20 V 4.25e—06 0.00e+00 4.83e401 3

Alg3 21 20 V 1.56e—06 0.00e+00 4.03e—01 3

Algd 21 20 V 5.72e—06 0.00e+00 3.91e+401 3

£1 21 20 V 3.33e—01 0.00e+00  4.00e—02 2

£2 21 20 V 2.58e—06 0.00e+00 1.14e400 4

MAKELA4 Algl 21 40 V 6.40e—01 0.00e+00  6.35e—01 1
Alg2 21 40 V 5.53e—07 0.00e+00 7.63e—01 2

Alg3 21 40 V —-6.66e—07 6.67e—07 1.14e402 3

Algd 21 40 V 5.57e—06 0.00e+00 1.90e+402 3

£1 21 40 V 2.47e—01 0.00e+00 1.03e—01 2

£2 21 40 V 3.59e—-06 0.00e+00 8.30e+401 4

MIFFLIN1T  Algl 3 2 V  —6.60e—01 0.00e+00  6.63e—04 1
Alg2 3 2 V —-1.00e+00 0.00e+00 2.03e—03 3

Alg3 3 2 V —-1.00e+00 0.00e+00 4.81e—03 4

Alga 3 2 V —-1.00e+00 0.00e+00 1.80e—03 3

£1 3 2 V -—1.00e+00 1.10e—07 5.18e—04 1

£2 3 2 V —-1.00e+00 0.00e+00 2.23e—03 5

MIFFLIN2 Algl 3 2 V —7.03e-01 0.00e+00 8.87e—04 1
Alg2 3 2 V —-1.00e+00 0.00e+00 6.75¢e—03 3

Alg3 3 2 V —-1.00e+00 0.00e+00 4.03e—03 4

Alga 3 2 V —-1.00e+00 0.00e+00 5.01e—-03 3

£1 3 2 V -—1.00e+00 1.56e—07 7.36e—04 1

£2 3 2 V —-1.00e+00 0.00e+00 3.78e—03 5
MINMAXBD Algl 5 20 V 1.16e+02 0.00e+00 1.61le—01 1
Alg2 5 20 V 1.16e+02 0.00e+00 3.33e401 3

Alg3 5 20 V 1.16e+02 0.00e+00 1.96e+401 3

Algd 5 20 V 1.16e+02 0.00e+00 1.74e401 2

1 5 20 V 1.19e+4-02 0.00e+00  3.70e—02 2

£2 5 20 V 1.16e+02 0.00e+00 1.33e401 4

MINMAXRB Algl 3 4 C —7.93e+163 0.00e+00  8.31e—02 39
Alg2 3 4 E NaN NaN 5.75e—03 1

Alg3 3 4 C -—3.96e+155 0.00e+00  1.29¢e—02 64

Algd 3 4 E NaN NaN 7.38¢e—03 1

1 3 4 E NaN NaN  1.92e—01 34

£2 3 4 V -574e404 0.00e+00 7.69e—01 2

PENTAGON Algl 6 15 V 8.36e—02 0.00e+00 1.52e—02 1
Alg2 6 15 V 1.37e—04 0.00e+00 9.67e400 2

Alg3 6 15 V 1.38e—04 0.00e+00 1.56e+401 4

Algda 6 15 V 1.44e—04 0.00e+00 2.14e+401 3

£ 6 15 V 2.76e—04 0.00e+00 9.95e—03 1

£2 6 15 V 1.37e—04 0.00e+00 7.68e400 3

POLAK1 Algl 3 2V 3.06e+4-00 0.00e+00 1.53e—03 1
Alg2 3 2 V 2.72e+4-00 0.00e+00 3.57¢e—03 3

Alg3 3 2 V 2.72e+4-00 0.00e+00 3.30e—03 3

Alga 3 2 V 2.72e+4-00 0.00e+00 5.48e—03 3

£ 3 2V 2.72e+4-00 3.20e—08 6.27e—04 1

£2 3 2V 2.72e+4-00 0.00e+00 7.75e—03 5

POLAK2 Algl 11 2 V 5.49e+401 0.00e+00 1.49e—-02 1
Alg2 11 2 V 5.46e+101 0.00e+00 6.53e—03 2

Algd 11 2 V 5.46e+101 0.00e+00 8.66e—03 3
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Algda 11 2 V 5.46e+101 0.00e+00 2.18e—02 3

£ 11 2V 5.46e+101 0.00e+00 9.57¢e—03 3

£2 11 2V 5.46e+101 0.00e+00 1.09e-02 4

POLAK3 Algl 12 10 V 6.30e+4-00 0.00e+00  7.27e—01 1
Alg2 12 10 V 5.94e+-00 0.00e+00 6.80e401 3

Alg3 12 10 V 5.94e+-00 0.00e+00 9.20e+401 4

Algda 12 10 V 5.93e+-00 0.00e+00 5.56e401 3

£ 12 10 V 5.95e+4-00 0.00e+00 1.25e—01 2

£2 12 10 V 5.93e+-00 0.00e+00 1.51e400 4

POLAK4 Algl 3 3 V 3.40e—01 0.00e+00  1.84e—01 1
Alg2 3 3 V 2.07e—-05 0.00e+00 1.65e400 3

Alg3 3 3 V 2.05e—-05 0.00e+00 2.58e+400 4

Alga 3 3 V 1.98e—05 0.00e+00 1.29¢400 3

£ 3 3V 1.53e—07 8.88e—08 6.08e—01 2

£2 3 3V 2.22e—-05 0.00e+00 2.81e400 5

POLAKS5 Algl 3 2 V 5.03e+01 0.00e+00 7.44e—03 1
Alg2 3 2 V 5.00e+01 0.00e+00 1.61le—02 2

Alg3 3 2 V 5.00e+01 0.00e+00 1.06e—02 3

Alga 3 2 V 5.00e+01 0.00e+00 1.75e—02 3

£ 3 2V 5.00e+01 1.99e—08 3.02¢e—-03 2

£2 3 2V 5.00e+01 0.00e+00 1.54e—-02 4

POLAK6 Algl 5 4 V —4.36e+401 0.00e+00 1.28e—02 1
Alg2 5 4 V —4.40e+01 0.00e+00 2.21e+400 3

Alg3 5 4 V —4.40e+01 0.00e+00 2.62e400 3

Alga 5 4 V —4.40e+01 0.00e+00 3.70e400 3

1 5 4 V —1.78+01 0.00e+00 4.14e—03 1

£2 5 4 V —440e+01 0.00e+00 1.79e400 4
ROSENMMX Algl 5 4 V —4.36e+401 0.00e+00 9.95e—03 1
Alg2 5 4 V —4.40e+01 0.00e+00 1.96e+400 3

Alg3 5 4 V —4.40e+01 0.00e+00 2.33e400 3

Alga 5 4 V —4.40e+01 0.00e+00 1.99e¢+400 3

£1 5 4 V —440e+01 7.71e—08 1.22e—-02 2

£2 5 4 V —439e401 0.00e+00 2.85e400 5

S268 Algl 5 5 C 7.88e-+05 1.85e+01  3.06e4+01 39
Alg2 5 5 C 3.05e+05 2.20e+01 4.14e+01 64

Alg3 5 5 C 1.49e+4-05 2.70e+01 5.13e+01 64

Algd 5 5 C 6.85e+4-04 2.64e+01  3.92¢+01 64

1 5 5 C 1.86e+4-37 3.66e+18 9.97e—01 64

£2 5 5 C 7.15e4-04 1.45e+01 3.73e—01 14

SNAKE Algl 2 2 V 1.00e+00 0.00e+00 9.12e—04 1
Alg2 2 2V 1.00e+00 0.00e+00 7.70e—04 1

Algd 2 2 V 1.00e+00 0.00e+00 7.58e—04 1

Alga 2 2 V 1.00e+00 0.00e+00 1.24e—03 1

a 2 2 E oo NaN 1.87e—02 4

02 2 2V 1.00e+00 0.00e+00 5.84e—04 2

SPIRAL Algl 3 2 C 1.00e+4-00 8.75e—01 8.57e—02 39
Alg2 3 2 C 1.00e+4-00 8.75e—01 7.39e—02 64

Alg3 3 2 C 1.00e+4-00 8.75e—01 8.12¢e—02 64

Algd 3 2 C 1.00e+4-00 8.75e—01 2.66e—02 64

1 3 2 E —2.18e+154 NaN  4.0le—02 3

2 3 2 C 1.00e+4-00 8.75e—01 1.18e—02 14
WOMFLET Algl 3 3 C —5.05e+114 0.00e+00  6.23e—02 39
Alg2 3 3 C -—3.6le+160 0.00e+00 1.16e—02 64

Alg3 3 3 C —2.22e+158 0.00e+00  2.46e—02 64

Algd 3 3 C —-3.76e+174 0.00e+00  9.73e—03 64

a1 3 3 E NaN NaN 1.12e—01 30

2 3 3 C  —228e423 0.00e+00 1.37e—02 14
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A.2 Resultados com o critério de parada (4.3)

problema alg n m s FE® Mg@H] 1 oo tempo  k
CB2 Algl 3 3 C 1.00e+4-00 1.00e+00  3.06e—02 39

Alg2 3 3 C 1.00e+4-00 1.00e+00 5.04e—02 64

Alg3 3 3 C 1.00e+4-00 1.00e+00 4.95e—02 64

Alga 3 3 C 1.00e+4-00 1.00e+00  2.80e—02 64

1 3 3 E —4.8%+133 oo 3.86e—03 1

£2 3 3 C 1.00e+4-00 1.00e+00 1.23e—02 14

CB3 Algl 3 3 C 1.00e+4-00 1.00e+00  3.10e—02 39

Alg2 3 3 C 1.00e+4-00 1.00e+00 6.43e—02 64

Alg3 3 3 C 1.00e+4-00 1.00e+00  5.49e—02 64

Alga 3 3 C 1.00e+4-00 1.00e+00  2.60e—02 64

1 3 3 E —4.8%+133 oo 4.10e—-03 1

£2 3 3 C 1.00e+4-00 1.00e+00 1.19e—02 14

CHACONN1 Algl 3 3 V 2.29e+4-00 0.00e+00 1.49e—03 1
Alg2 3 3 V 1.95e+00 0.00e+00 2.61le—01 3

Alg3 3 3 V 1.95e+00 0.00e+00 8.27e—01 4

Alga 3 3 V 1.95e+00 0.00e+00 2.60e—01 3

£ 3 3V 1.95e+00 0.00e+00 9.91e—-04 1

£2 3 3V 1.95e+00 0.00e+00 1.14e400 5

CHACONN2 Algl 3 3 V 2.37e+4-00 0.00e+00 1.05e—03 1
Alg2 3 3 V 2.00e+-00 0.00e+00 5.71e—03 3

Alg3 3 3 V 2.00e+-00 1.83e—07 8.13e—03 3

Alga 3 3 V 2.00e+-00 0.00e+00 4.67¢e—03 3

£ 3 3V 2.00e+-00 4.62e—10 7.14e—-04 1

£2 3 3V 2.00e+-00 0.00e+00 1.31e-02 5

CONGIGMZ Algl 3 5 C —6.54e+26 0.00e+00  4.87e—02 39
Alg2 3 5 V —-261e+08 0.00e+00 1.19e-02 5

Alg3 3 5 V.  —4.00e401 0.00e+00  3.19e—03 2

Algd 3 5 V.  —1.08e+402 0.00e+00  6.30e—03 4

1 3 5 E —4.62e+155 oo 1.36e—02 2

£2 3 5 C 1.18e+4-00 9.27e+00 3.14e—02 14

DEMYMALO Algl 3 3 V  —2.62e+00 0.00e+00  9.04e—-04 1
Alg2 3 3 V —-3.00e+00 0.00e+00 4.38¢e—03 3

Alg3 3 3 V —-3.00e+00 0.00e+00 3.16e—03 3

Alga 3 3 V —-3.00e+00 0.00e+00 2.97e—03 3

£1 3 3 V -—-3.00e+00 0.00e+00 6.26e—04 1

£2 3 3 V -—-3.00e+00 1.06e—07 4.11e—03 4

DIPIGRI Algl 7 4 V 6.81e+4-02 0.00e+00 3.99e—-03 1
Alg2 7 4V 6.81e+4-02 0.00e+00 3.52e¢+400 3

Alg3 7 4 V 6.81e+4-02 0.00e+00 2.40e+400 3

Alga 7 4 V 6.81e+4-02 0.00e+00 2.96e+400 3

£ 7 4V 6.81e+4-02 0.00e+00 1.73e—02 3

2 7 4V 6.81e+4-02 0.00e+00 2.21e400 4

EXPFITA Algl 5 22 C 1.08e+4-04 1.00e+00  6.08e401 39
Alg2 5 22 C 1.67e+403 1.00e+00 1.97e4+02 64

Alg3 5 22 C 2.60e+4-00 1.00e+00 1.12e4+02 64

Algd 5 22 C 5.54e+4-00 1.00e+00  1.55e4+02 64

1 5 22 C 1.30e+43 5.34e+23  2.97¢+00 64

£2 5 22 C 3.67e+02 1.00e+00 4.08e+01 14

GIGOMEZ1 Algl 3 3 V 1.35e+4-00 0.00e+00  2.29e—03 2
Alg2 3 3 V —-7.54e+00 0.00e+00 2.43e—03 2

Alg3 3 3 V —-7.54e+00 0.00e+00 2.38e—03 2

Alga 3 3 V —-7.54e+00 0.00e+00 2.19e—-03 2

1 3 3 E —1.46e4267 oo 6.94e—03 2

£2 3 3V 1.39¢+4-00 0.00e+00  3.70e—03 3

GIGOMEZ2 Algl 3 3 C 2.00e+4-00 2.00e+00  3.07e—02 39
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Alg2 3 3 C 2.00e+4-00 2.00e+00  5.07e—02 64

Alg3 3 3 C 2.00e+4-00 2.00e+00  4.89¢e—02 64

Algl 3 3 C 2.00e4-00 2.00e400 2.58e—02 61

1 3 3 E —9.55e+133 oo 3.87e—03 1

£2 3 3 C 2.00e+4-00 2.00e+00 1.88¢e—02 14
GIGOMEZ3 Algl 3 3 C 2.00e+4-00 2.00e+00  3.08e—02 39
Alg2 3 3 C 2.00e+4-00 2.00e+00  5.00e—02 64

Alg3 3 3 C 2.00e+4-00 2.00e+00 4.88¢e—02 64

Alga 3 3 C 2.00e+4-00 2.00e+00  3.10e—02 64

1 3 3 E —9.55e+133 oo 4.0le—03 1

£2 3 3 C 2.00e+4-00 2.00e+00 1.30e—02 14

GOFFIN Algl 51 50 V 6.86e—01 0.00e+00  6.00e+02 1
Alg2 51 50 V 4.06e—04 0.00e+00 1.20e+403 2

Alg3 51 50 T 2.09e—03 9.07e—04 1.20e+03 3

Alg4a 51 50 V 4.27e—04 0.00e+00 1.20e+403 2

f1 51 50 V 6.74e-+01 0.00e+00  1.93e+00 8

£2 51 50 V 8.76e—03 0.00e+00 6.00e402 4

HAIFAS Algl 13 9 V  —6.78e—02 0.00e+00  5.02e—02 1
Alg2 13 9 V —4.50e-01 0.00e+00 1.05e+401 3

Alg3 13 9 V —4.50e-01 0.00e+00 1.86e401 4

Algda 13 9 V —4.49e-01 0.00e+00 2.91e401 4

£1 13 9 V —450e-01 1.57e—07 1.01le—02 1

£2 13 9 V —449e-01 7.59e—07 3.21e+01 6
HALDMADS Algl 6 42 V 6.47e—01 0.00e+00  2.15e—01 1
Alg2 6 42 V 2.18e—-04 0.00e+00 4.85e401 3

Alg3 6 42 V 2.52e—-04 8.29e—08 8.48e401 4

Algd 6 42 V 1.35e—04 0.00e+00 8.33e401 3

1 6 42V 1.93e—02 0.00e+00  2.55¢e—01 3

2 6 42V 2.29e+4-00 0.00e+00 5.6le—01 5

HS10 Algl 2 1 V —-2.00e+01 0.00e+00 3.00e—-02 1
Alg2 2 1 V —-2.00e+01 0.00e+00 3.06e—02 1

Algd 2 1 V —-2.00e+01 0.00e+00 3.02e—02 1

Alga 2 1 V —-2.00e+01 0.00e+00 4.87e—02 1

1 2 1 E —6.72e4227 oo 1.87e—03 1

£2 2 1 V —-200e+01 0.00e+00 3.14e—-02 2

HS100 Algl 7 4 V 1.64e02 0.00e+00 8.31e—03 1
Alg2 7 4V 1.63e+02 0.00e+00 5.27e400 4

Alg3 7 4 V 1.63e+02 0.00e+00 4.83e400 4

Alga 7 4 V 1.63e+02 0.00e+00 5.22e¢400 4

£ 7 4V 1.63e+02 6.62e—07 1.00e—02 3

2 7 4V 1.63e+02 0.00e+00 2.89e+400 4
HS100MOD Algl 7 4 V 2.40e+-02 0.00e+00 1.73e—02 1
Alg2 7 4V 2.41e+402 0.00e+00 7.48e+400 4

Alg3 7 4 V 2.40e+-02 0.00e+00 7.42e400 3

Alga 7 4 V 2.41e+402 0.00e+00 6.74e400 4

£ 7 4V 2.40e+-02 0.00e+00 1.35e—02 3

2 7 4V 2.42e+-02 7.89e—08 1.84e+01 8

HS11 Algl 2 1 V —-250e+01 0.00e+00 7.39e—05 1
Alg2 2 1 V —-250e+01 0.00e+00 6.39e—05 1

Algd 2 1 V —-250e+01 0.00e+00 6.79e—05 1

Alga 2 1 V —-250e+01 0.00e+00 8.30e—-05 1

£1 2 1 V —-250e+01 0.00e+00 1.72e—04 1

£2 2 1 V —-250e+01 0.00e+00 7.58e—05 2

HS113 Algl 10 8 V —-3.10e+01 0.00e+00 5.26e—02 1
Alg2 10 8 V —-3.10e+01 0.00e+00 4.14e—-02 1

Alg3 10 8 V —-3.10e+01 0.00e+00 4.13e—02 1

Algda 10 8 V —-3.10e+01 0.00e+00 4.94e—-02 1

£1 10 8 V —-3.10e+01 0.00e+00 7.30e—03 1
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£2 10 8 V —-3.10e+01 0.00e+00 9.32e—-02 2

HS12 Algl 2 1 V —-1.22e402 0.00e+00 9.0le-05 1
Alg2 2 1 V —-1.22¢4+02 0.00c+00 8.32¢—05 1
Algd 2 1 V —-1.22e+02 0.00e+00 9.51e—05 1
Alga 2 1 V —-1.22e¢+02 0.00e+00 1.21e—04 1

£ 2 1 V —1.22e402 0.00e+00 1.48e—04 1

£2 2 1 V —1.22e402 0.00e+00 1.03e—04 2

HS22 Algl 2 2V 2.29e-07 0.00e+00 1.30e—04 1
Alg2 2 2V 1.97e—31 0.00e+00 1.06e—04 1
Algd 2 2 V 6.52e—21 0.00e+00 8.80e—05 1
Alga 2 2 V 7.85e—24 0.00e+00 8.49e—-05 1

£an 2 2V 4.97e—10 0.00e+00 1.30e—04 1

02 2 2V 1.97e—31 0.00e+00 8.39e—-05 2

HS268 Algl 5 5 C 7.88e-+05 1.85e+01  2.0le401 39
Alg2 5 5 C 3.05e+05 2.20e+01  3.46e+01 64

Alg3 5 5 C 1.49e+4-05 2.70e+01  3.53e+01 64

Algd 5 5 C 6.85e+4-04 2.64e+01  3.39e+01 64

1 5 5 C 1.86e+4-37 3.66e+18 1.13e+00 64

£2 5 5 C 7.15e4-04 1.45e+01 4.06e—01 14

HS29 Algl 3 1 C 4.56e—02 4.70e401  1.93e—02 39
Alg2 3 1 C 4.56e—02 4.70e401  3.09e—02 64

Alg3 3 1 C 4.56e—02 4.70e401  6.08e—02 64

Algd 3 1 C —1.00e400 4.10e4-01  1.75e—02 64

1 3 1 ¢C —0o0 0.00e+00  2.86e—03 64

£2 3 1 V —-203e401 0.00e+00 5.55e—03 12

HS43 Algl 4 3 V —-7.99e+01 0.00e+00 3.09e—-02 1
Alg2 4 3 V —-7.99e+01 0.00e+00 3.12e—02 1
Alg3 4 3 V —-7.99e+01 0.00e+00 3.08e—02 1
Alga 4 3 V —-7.99e+01 0.00e+00 3.09e—-02 1

1 4 3 V —-799e401 0.00e+00 7.22e—04 1

£2 4 3 V —-799e401 0.00e+00 3.48e—02 2

HS88 Algl 2 1 V 1.76e—01 0.00e+00 1.12e—02 1
Alg2 2 1 V 1.36e—23 0.00e+00 2.31e—03 1
Alg3 2 1 V 1.36e—23 0.00e+00 2.31e—03 1
Alga 2 1 V 1.36e—23 0.00e+00 2.23e—03 1

£ 2 1V 7.75e—09 0.00e+00 6.84e—03 1

2 2 1V 1.36e—23 0.00e+00 2.67e—03 2

HS89 Algl 3 1 V 1.76e—01 0.00e+00  2.77e—02 1
Alg2 3 1 V 2.04e—-23 0.00e+00 4.71e—03 1
Alg3 3 1 V 2.04e—-23 0.00e+00 4.88¢—03 1
Alga 3 1 V 2.04e—-23 0.00e+00 4.69e—03 1

£ 3 1V 3.08e—09 0.00e+00 2.09e—-02 1

£2 3 1V 2.04e—-23 0.00e+00 5.34e—03 2

HS90 Algl 4 1 V 1.76e—01 0.00e+00  5.74e—02 1
Alg2 4 1 V 2.72e—23 0.00e+00 8.13e—03 1
Alg3 4 1 V 2.72e—23 0.00e+00 8.17e—03 1
Algda 4 1 V 2.72e—23 0.00e+00 9.49e—-03 1

£ 4 1V 4.17e—09 0.00e+00 4.50e—02 1

2 4 1V 2.72e—23 0.00e+00 1.03e—02 2

HS91 Algl 5 1 V 1.76e—01 0.00e+00  1.03e—01 1
Alg2 5 1 V 3.41e—-23 0.00e+00 1.39e—-02 1
Alg3 5 1 V 3.41e—-23 0.00e+00 1.27e—02 1
Alga 5 1 V 3.41e—-23 0.00e+00 1.61le—02 1

£ 5 1V 8.04e—-09 0.00e+00 8.73e—02 1

£2 5 1V 3.41e—-23 0.00e+00 1.57e—02 2

HS92 Algl 6 1 V 1.76e—01 0.00e+00  2.10e—01 1
Alg2 6 1 V 4.09e—23 0.00e+00 2.15e—-02 1
Alg3 6 1 V 4.09e—23 0.00e+00 2.14e—-02 1
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Algda 6 1 V 4.09e—23 0.00e+00 2.13e—02 1

£ 6 1V 1.13e—08 0.00e+00 1.57e—01 1

£2 6 1V 4.09e—23 0.00e+00 2.49e-02 2

KIWCRESC Algl 3 2 V 3.27e—01 0.00e+00  6.90e—04 1
Alg2 3 2 V 5.26e—06 0.00e+00 6.14e—01 3

Alg3 3 2 V 4.71e—06 0.00e+00 1.17e400 4

Alga 3 2 V 3.87e—06 0.00e+00 6.42e—01 3

£1 3 2 V -6.39e-08 1.38e—07 9.79e—-04 1

£2 3 2V 5.94e—06 0.00e+00 1.34e400 5

MADSEN Algl 3 6 C —1.08e498 0.00e+00  2.06e—01 39
Alg2 3 6 C —1.2Te+157 0.00e+00  5.82e—02 64

Alg3 3 6 C —2.20e+154 0.00e+00  2.78e—02 64

Algd 3 6 C —1.2le+164 0.00e+00  2.79e—02 64

1 3 6 C 1.65e+4-287 2.26e+289 7.02e—01 64

£2 3 6 V -559e+19 0.00e+00 1.45e—-02 2

MAKELA1 Algl 3 2 V  —1.08e400 0.00e+00  5.26e—04 1
Alg2 3 2 V —-1.41e+00 0.00e+00 1.50e—03 3

Alg3 3 2 V —-1.41e+00 0.00e+00 1.96e—03 4

Alga 3 2 V —1.41e+00 0.00e+00 1.75e—03 3

1 3 2 V -—141e+400 3.56e—08 3.54e—04 1

£2 3 2 V -—141e+400 0.00e+00 2.53e—03 5

MAKELA2 Algl 3 3 V 7.53e+4-00 0.00e+00 1.10e—03 1
Alg2 3 3 V 7.20e00 0.00e+00 8.41e—01 3

Alg3 3 3 V 7.21e+00 0.00e+00 1.02e+400 4

Alga 3 3 V 7.21e+00 0.00e+00 9.16e—01 3

£ 3 3V 7.20e00 0.00e+00 1.66e—03 2

£2 3 3V 7.21e+00 0.00e+00 7.03e—01 5

MAKELA3 Algl 21 20 V 5.70e—01 0.00e+00  2.31e—01 1
Alg2 21 20 V 4.25e—06 0.00e+00 4.25e¢401 3

Alg3 21 20 V 1.56e—06 0.00e+00 2.72¢e—01 3

Algd 21 20 V 5.72e—06 0.00e+00 3.84e401 3

£1 21 20 V 3.33e—01 0.00e+00  4.22e—02 2

£2 21 20 V 2.58e—06 0.00e+00 1.07e400 4

MAKELA4 Algl 21 40 V 6.40e—01 0.00e+00  4.30e—01 1
Alg2 21 40 V 5.53e—07 0.00e+00 6.40e—-01 2

Alg3 21 40 V —-6.66e—07 6.67e—07 9.61le401 3

Algd 21 40 V 5.57e—06 0.00e+00 1.29e402 3

£1 21 40 V 2.47e—01 0.00e+00 1.0le—01 2

£2 21 40 V 3.59e—-06 0.00e+00 8.38e401 4

MIFFLIN1T  Algl 3 2 V  —6.60e—01 0.00e+00  4.00e—04 1
Alg2 3 2 V —-1.00e+00 0.00e+00 1.59e—03 3

Alg3 3 2 V —-1.00e+00 0.00e+00 1.68e—03 4

Alga 3 2 V —-1.00e+00 0.00e+00 1.40e—-03 3

£1 3 2 V -—1.00e+00 1.10e—07 5.12e—-04 1

£2 3 2 V —-1.00e+00 0.00e+00 1.78e—03 5

MIFFLIN2 Algl 3 2 V —7.03e-01 0.00e+00 6.14e—04 1
Alg2 3 2 V —-1.00e+00 0.00e+00 5.00e—03 3

Alg3 3 2 V —-1.00e+00 0.00e+00 2.57e—03 4

Alga 3 2 V —-1.00e+00 0.00e+00 4.42e—03 3

£1 3 2 V -—1.00e+00 1.56e—07 7.28e—04 1

£2 3 2 V —-1.00e+00 0.00e+00 4.07¢e—03 5
MINMAXBD Algl 5 20 V 1.16e+02 0.00e+00 1.03e—01 1
Alg2 5 20 V 1.16e+02 0.00e+00 2.79e+401 3

Alg3 5 20 V 1.16e+02 0.00e+00 1.33e401 3

Algd 5 20 V 1.16e+02 0.00e+00 1.72e401 2

1 5 20 V 1.19e+4-02 0.00e+00  5.50e—02 2

£2 5 20 V 1.16e+02 0.00e+00 1.42e401 4

MINMAXRB Algl 3 4 C —7.93e+163 0.00e+00  4.25e—02 39
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Alg2 3 4 E NaN NaN 5.15e—-03 1

Alg3 3 4 C -—3.96e+155 0.00e+00 1.68e—02 64

Algd 3 4 E NaN NaN  5.37e—03 1

1 3 4 E NaN NaN  1.46e—01 34

£2 3 4 V -574e404 0.00e+00 8.17e—01 2
PENTAGON Algl 6 15 V 8.36e—02 0.00e+00  9.76e—03 1
Alg2 6 15 V 1.37e—04 0.00e+00 8.06e400 2

Alg3 6 15 V 1.38e—04 0.00e+00 1.34e401 4

Algda 6 15 V 1.44e—04 0.00e+00 1.42e401 3

£ 6 15 V 2.76e—04 0.00e+00 8.24e—03 1

£2 6 15 V 1.37e—04 0.00e+00 7.52e+400 3

POLAK1 Algl 3 2V 3.06e+4-00 0.00e+00  1.00e—03 1
Alg2 3 2 V 2.72e+4-00 0.00e+00 2.46e—03 3

Alg3 3 2 V 2.72e+4-00 0.00e+00 5.08¢e—03 3

Alga 3 2 V 2.72e+4-00 0.00e+00 1.98e—03 3

£ 3 2V 2.72e+4-00 3.20e—08 5.31le—04 1

£2 3 2V 2.72e+4-00 0.00e+00 4.23e—03 5

POLAK2 Algl 11 2 V 5.49e+401 0.00e+00 6.99e—03 1
Alg2 11 2 V 5.46e+101 0.00e+00 5.16e—03 2

Algd 11 2 V 5.46e+101 0.00e+00 7.91e-03 3

Algda 11 2 V 5.46e+101 0.00e+00 7.80e—03 3

£ 11 2V 5.46e+101 0.00e+00 7.31e—03 3

£2 11 2V 5.46e+101 0.00e+00 1.20e—-02 4

POLAK3 Algl 12 10 V 6.30e+4-00 0.00e+00  4.92e—01 1
Alg2 12 10 V 5.94e+-00 0.00e+00 6.08e401 3

Alg3 12 10 V 5.94e+-00 0.00e+00 6.26e401 4

Algda 12 10 V 5.93e+-00 0.00e+00 5.29e¢401 3

£ 12 10 V 5.95e+4-00 0.00e+00 1.43e—01 2

£2 12 10 V 5.93e+-00 0.00e+00 1.63e400 4

POLAK4 Algl 3 3 V 3.40e—01 0.00e+00  1.33e—01 1
Alg2 3 3 V 2.07e—-05 0.00e+00 1.32e¢400 3

Alg3 3 3 V 2.05e—-05 0.00e+00 1.72e400 4

Alga 3 3 V 1.98e—05 0.00e+00 1.17e+400 3

£ 3 3V 1.53e—07 8.88e—08 5.11e-02 2

£2 3 3V 2.22e—-05 0.00e+00 1.74e400 5

POLAKS5 Algl 3 2 V 5.03e+01 0.00e+00 4.87¢e—03 1
Alg2 3 2 V 5.00e+01 0.00e+00 1.08e—02 2

Alg3 3 2 V 5.00e+01 0.00e+00 8.50e—03 3

Alga 3 2 V 5.00e+01 0.00e+00 2.44e—-02 3

£ 3 2V 5.00e+01 1.99e—08 4.92¢e—-03 2

£2 3 2V 5.00e+01 0.00e+00 1.53e—02 4

POLAK6 Algl 5 4 V —4.36e+401 0.00e+00 8.59e—03 1
Alg2 5 4 V —4.40e+01 0.00e+00 1.86e400 3

Alg3 5 4 V —4.40e+01 0.00e+00 1.85e400 3

Alga 5 4 V —4.40e+01 0.00e+00 2.43e+400 3

1 5 4 V —1.78+01 0.00e+00 4.04e—03 1

£2 5 4 V —440e+01 0.00e+00 1.52e+400 4
ROSENMMX Algl 5 4 V —4.36e+401 0.00e+00 3.08¢e—03 1
Alg2 5 4 V —4.40e+01 0.00e+00 1.82e¢400 3

Alg3 5 4 V —4.40e+01 0.00e+00 1.49e+400 3

Alga 5 4 V —4.40e+01 0.00e+00 1.78e+400 3

£1 5 4 V —440e+01 7.71e—08 6.47e—-03 2

£2 5 4 V —439e401 0.00e+00 2.58e+400 5

S268 Algl 5 5 C 7.88e-+05 1.85e+01  2.0le401 39
Alg2 5 5 C 3.05e+05 2.20e+01  3.48e+01 64

Alg3 5 5 C 1.49e+4-05 2.70e+01 3.43e+01 64

Algd 5 5 C 6.85e+4-04 2.64e+01 3.51e+01 64

1 5 5 C 1.86e+4-37 3.66e+18 1.11e+00 64
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£2 5 5 C 7.15e4-04 1.45e+01 4.94e—01 14

SNAKE Algl 2 2 V 1.00e+00 0.00e+00 1.09e—03 1
Alg2 2 2V 1.00e+00 0.00e+00 1.11e-03 1

Algd 2 2 V 1.00e+00 0.00e+00 1.01e—03 1

Alga 2 2 V 1.00e+00 0.00e+00 1.16e—03 1

a 2 2 E oo NaN 1.67e—02 4

02 2 2V 1.00e+00 0.00e+00 9.81le—04 2

SPIRAL Algl 3 2 C 1.00e+4-00 8.75e—01  3.69e—02 39
Alg2 3 2 C 1.00e+4-00 8.75e—01 8.3le—02 64

Alg3 3 2 C 1.00e+4-00 8.75e—01 5.91e—02 64

Algd 3 2 C 1.00e+4-00 8.75e—01 2.96e—02 64

1 3 2 E —2.18e+154 NaN  2.68e—02 3

2 3 2 C 1.00e+4-00 8.75e—01 1.33e—02 14
WOMFLET Algl 3 3 C —5.05e+114 0.00e+00  2.61le—02 39
Alg2 3 3 C -—3.6le+160 0.00e+00 1.72e—02 64

Alg3 3 3 C —2.22e+158 0.00e+00  2.00e—02 64

Algd 3 3 C —-3.76e+174 0.00e+00 1.54e—02 64

a1 3 3 E NaN NaN 1.18e—01 30

2 3 3 C  —228e423 0.00e+00  2.54e—02 14
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