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RESUMO

Sistemas que apresentam comportamento cadtico s3o caracterizados especialmente pela sen-
sibilidade as condi¢des iniciais. Um sistema cujo comportamento cadtico tem sido bastante
explorado na literatura é o péndulo duplo, que é usado tanto como laboratério tedrico quanto
como modelo para o estudo de fenémenos ndo lineares. Neste trabalho, exploramos alguns
resultados da literatura recente acerca da variabilidade do caos no péndulo duplo devido a seus
parametros fisicos, tais como a massa e o comprimento do péndulo. Construimos um modelo
de péndulo generalizado para N pontos de massa, a fim de analisar as propriedades cadticas
que distinguem ou aparecem em comum em péndulos simples e duplos. Além disso, mostramos
como variagdes de escala sobre as massas e comprimentos dos péndulos implicam em variagdes
dos expoentes de Lyapunov, de modo que o sistema analisado € sensivel também a variagdes na
sua estrutura fisica, independentemente das condicdes iniciais. Por fim, exploramos a dindmica
de acoplamento do péndulo duplo comparando-a com a de um péndulo simples.

Palavras-chave: Caos. Péndulo Duplo. Expoentes de Lyapunov.



ABSTRACT

Systems that exhibit chaotic behavior are characterized especially by sensitivity to initial
conditions. A system whose chaotic behavior has been widely explored in the literature is the
double pendulum, which is used both a theoretical laboratory and a model for the study of
nonlinear phenomena. In this work, we explore some results from the recent literature about
the variability of chaos in the double pendulum due to its physical parameters, such as mass
and length of the pendulum. We construct a generalized pendulum model for N mass points
to analyze the chaotic properties that distinguish or appear in common in single and double
pendulums. Furthermore, we show how scale variations on masses and lengths of the pendulums
imply variations in the Lyapunov exponents, so that the analyzed system is also sensitive to
variations in its physical structure, regardless of the initial conditions. Lastly, we explore the
coupling dynamics of the double pendulum comparing him with a single pendulum.

Keywords: Chaos. Double Pendulum. Lyapunov exponents.
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1 INTRODUCAO
1.1 EVOLUCAO DO ESTUDO DO CAOS

Em 1885, o andncio de uma competicdo organizada pelo matematico sueco Mittag-
Leffler (1846-1927) para o aniversério de 60 anos do rei Oscar Il, que ocorreria em 21 de janeiro
de 1889, movimentou a comunidade de matematicos em torno dos quatro problemas propostos
pelo torneio (PRAZERES, 2010). Dentre as questdes, que envolviam o avango no estudo
de séries e na compreensdo da teoria das equag¢des diferenciais, um problema de mecanica
celeste ligado ao estudo da estabilidade do sistema solar atraiu o interesse do matematico
Henri Poincaré (1854-1912) (POINCARE, 1890).

Apesar de vencer o torneio, o fato que mais chamou a atencao da comunidade
matematica é a existéncia de um erro no trabalho de Poincaré, que foi apontado por Lars
Edvard Phragmén (1863-1937), revisor dos trabalhos do evento, e que, a partir de sua correg3o,
deu origem a primeira evidéncia de alta complexidade no conjunto de trajetdrias que surgem
do problema dos 3 corpos, bem como forneceu a primeira descricio matematica do que é
atualmente conhecido como sensibilidade as condigdes iniciais (PRAZERES, 2010).

Anos mais tarde, com o desenvolvimento da computacdo e sua aplicabilidade a
problemas de simulacdo, um artigo intitulado Deterministic Nonperiodic Flow publicado por
Edward Norton Lorenz (1917-2008) em 1963, forneceu evidéncias de como a sensibilidade as
condicoes iniciais, bem como a existéncia de atratores, sugerida por Poincaré, eram propriedades
intrinsecas de alguns sistemas dindmicos nao lineares e, além disso, que mesmo equagdes simples
poderiam produzir trajetérias complexas (AUBIN; DALMEDICO, 2002).

Desde ent3o, diversos estudos sobre estes tipos de sistemas surgiram em diferentes
contextos de modelagem, tais como o mapa logistico (MAY, 1976) e os batimentos cardiacos
(CALVAO, 2014) na biologia, o préprio modelo de Lorenz para a meteorologia, que foi ampla-
mente analisado e generalizado (LU; CHENG; CHENG, 2004), bem como modelos mecanicos
tais como o péndulo duplo (YU; BI, 1998) e triplo (AWREJCEWICZ; KUDRA; WASILEWSKI,
2007), que sdo Uteis tanto para a modelagem de alguns sistemas vibratérios, quanto como
"laboratdrio tedrico” para o desenvolvimento de novas ferramentas de andlise da dindmica n3o
linear (CALVAO, 2014).

Recentemente, alguns trabalhos tém verificado que o comportamento cadtico de um
péndulo duplo é afetado ndo sé por suas caracteristicas dindmicas, tais como a ndo linearidade,
mas também pelas caracteristicas fisicas que definem a estrutura do sistema. Gupta, Bansal
e Singh (2014) estudaram numericamente um péndulo duplo sujeito a variagcdes de massa e
comprimento, para uma mesma condicao inicial, evidenciando a dependéncia dos expoentes de
Lyapunov com a estrutura fisica do sistema e obtendo trajetdrias periddicas, quase-periddicas
ou cadticas. Em um trabalho semelhante, Safitri, Nusantara e Chandra (2020) mostraram a
mesma dependéncia com relacdo as caracteristicas fisicas e, além disso, argumentaram que

em todas as simulacdes analisadas, valores maiores para a razio entre as massas 6 = (%)
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estavam associados a érbitas que se afastavam mais rapidamente, dado duas condices iniciais
proximas. Do ponto de vista numérico, é possivel encontrar até mesmo uma dependéncia entre
o padrao cadtico e o passo de integracao com precisdo finita em simulagdes computacionais
(WILD, 2019).

Estes trabalhos, no entanto, se baseiam em uma analise essencialmente computacional
para verificar a presenca deste tipo de influéncia das caracteristicas fisicas no comportamento
caotico de péndulos duplos, o que abre espaco para novas pesquisas que visem compreender, de

maneira mais abrangente, as propriedades e possiveis generalizacGes deste tipo de fendmeno.

1.2 OBJETIVOS

1.2.1 OBJETIVO GERAL

Estudar a origem fisica e dindmica do comportamento cadtico em péndulos.

1.2.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

e Construir uma conexado entre a dindmica de um péndulo duplo e um péndulo simples,
obtendo consequéncias desta conexao;

e Estudar o comportamento caético de um péndulo duplo e compara-lo com o comporta-
mento de um péndulo simples, com relacao a suas caracteristicas fisicas e dindmicas;

e Buscar generalizagOes para a dependéncia do comportamento cadtico em péndulos com

relacdo as caracteristicas fisicas apresentada pela literatura.

1.3 JUSTIFICATIVA

A dindmica nao linear de péndulos tem sido extensivamente explorada, de um lado
como forma de introduzir o estudo da mecénica analitica (LEMOS, 2007; LANDAU; LIFCHITZ,
2002), devido a facil interpretacdo das varidveis do sistema e a possibilidade de comparar
facilmente a formulacdo newtoniana com a formulacdo lagrangiana da mecanica, e por outro
lado com sua aplicagdo a modelagem de estruturas vibrantes, bem como, principalmente, seu
comportamento cadtico (CALVAO, 2014; AWREJCEWICZ; KUDRA; WASILEWSKI, 2007).

No entanto, ainda que seja bem conhecido que as propriedades cadticas deste tipo
de sistema estdo ligadas a n3o linearidade, associada a alta sensibilidade as condi¢des iniciais,
ainda é dificil estabelecer exatamente os limites nos quais os sistemas evoluem para regimes
cadticos, e como as propriedades fisicas dos sistemas analisados contribuem para o aumento da
complexidade.

Assim, o estabelecimento de novas abordagens ao problema é essencial para estender
o ferramental tedrico disponivel para o estudo da dindmica de sistemas n3o lineares, bem como
compreender com maior clareza a natureza cadtica destes sistemas e, a partir disto, ampliar o

horizonte de aplicagdes deste tipo de sistema na modelagem de fendmenos vibratdrios.
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2 REVISAO TEORICA
2.1 MECANICA LAGRANGIANA

Em uma grande quantidade de sistemas mecanicos, as posicdes e velocidades dependem
de relagbes geométricas ou cinematicas que restringem as possiveis configuracoes do sistema.
Estas restricoes podem ser entendidas como relacdes funcionais e, dado que s3o de ordem
cinematica, antecedem a construcdo da dindmica do sistema de tal modo que as equagdes de

movimento precisam levar em conta os vinculos estabelecidos (LEMOS, 2007).

2.1.1 VINCULOS HOLONOMOS

Dado um sistema mecanico com N particulas e k vinculos da forma:

fl(Tl,...,TN,t) = 0
: (1)

fk(T’l,...,TN,t) =0

onde r; = (x;,y;,2;) define o vetor posi¢do da i-ésima particula, é possivel introduzir um ndmero

n de coordenadas generalizadas' de modo que:

r, = Ti(ql,...,qn,t), = 1,...,N (2)

onde n = 3N — k define a quantidade de coordenadas que podem ser tomadas como
independentes entre si, a partir dos vinculos entre as 3N coordenadas (x1,y1,21)...(TN,Yn,2N)-
Assim, construir a dindmica do sistema a partir da parametrizagdo (2), modelando a evolugdo
das coordenadas independentes ¢,...,q,, permite evitar a necessidade de lidar diretamente com
os vinculos de (1), ainda que os satisfaga. Vinculos que tem a forma de (1) sdo chamados
holdnomos, ao passo que se os vinculos do sistema ndo puderem ser escritos nesta forma, entao
sao chamados de ndo-holénomos.

A formulacdo da mecanica capaz de modelar a evolucao do sistema a partir das
coordenadas independentes é chamada de mecéanica lagrangiana que, em contraste com a
formulagdo newtoniana, nao lida com vinculos diretamente e é construida a partir de um
formalismo escalar (LANDAU; LIFCHITZ, 2002; LEMOS, 2007).

2.1.2 EQUACOES DE LAGRANGE

A formulacao da mecénica a partir de um principio variacional, a saber, o Principio de
Hamilton, é tal que constitui a férmula mais geral da lei de movimento de sistemas mecanicos
(LANDAU; LIFCHITZ, 2002). Dado um conjunto de coordenadas generalizadas (¢1,q2,-.-,q,) €

10 conjunto (q1,q2,...,qn) € dito ser um conjunto de coordenadas generalizadas se o vetor posicdo de cada
particula do sistema é determinado univocamente por este conjunto em cada instante de tempo e, além disso,
que os vinculos do sistema s3o identicamente satisfeitos se expressos em termos destas coordenadas (LEMOS,
2007).



13

suas respectivas velocidades generalizadas (G1,¢a,...,q,), 0 principio de Hamilton afirma que a

trajetdria real do sistema entre os instantes ¢, e t5 é aquela que minimiza a integral:

t2
S = / Z(Qlaq.lanuq.%‘"aQHaq.nﬂf)dt
t1

onde .Z = Z(q1,41,92,G2,---,qn,Gn,t) € chamada funcdo lagrangiana associada ao sistema, e S
é chamada integral de agdo (LANDAU; LIFCHITZ, 2002). Para que .% satisfaca o principio de
Hamilton, é necessério que:

08 4o
dg;  dt 9g;

=0,i=123,..n (3)

que sao chamadas Equacoes de Lagrange, e fornecem as equa¢des de movimento para cada
uma das coordenadas ¢; (LEMOS, 2007). Além disso, definindo:

L=T-U (4)

onde T' = T(q1,42,-.-,Gn) € a energia cinética e U = U(q1,q2,.--,qn) @ energia potencial do

sistema, tem-se que:

08 U
d¢;  Og;
) 102 dor

dt d; — dt g
de modo que as equagdes de Lagrange reproduzem, em sentido andlogo, a segunda lei de
Newton, na medida em que identificam o gradiente de um potencial generalizado com uma quan-
tidade andloga a taxa de variagio do momento chamada, portanto, de momento generalizado

(LANDAU; LIFCHITZ, 2002):
oU  daT

_a%’ B an‘i.

Assim, o problema de determinar as equa¢des de movimento associadas ao conjunto

de particulas de um sistema fisico, na mecanica lagrangiana, se resume a escolher um conjunto
de coordenadas generalizadas e, a partir dele, determinar as energias cinética e potencial do
sistema para utilizar as equacdes dadas por (3) e (4) a fim de obter equa¢des diferenciais de

segunda ordem associadas a cada coordenada g;.

2.2 SISTEMAS DINAMICOS CONTINUOS

2.2.1 CARACTERIZACAO

Dada a equacao diferencial:

dx_

E - f <X7t> ) (5)

2A motivacdo para esta definicio da funcdo lagrangiana esta relacionada ao Principio de d'Alembert. O
leitor, interessado em um detalhamento desta construcdo, pode consultar LEMOS, p. 19-24, (2007).
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tem-se que x € RY ¢ chamado vetor de estado, e f : 2 — RY, ¥ C RN x R, é um campo
vetorial definido em 32, denominado campo de velocidades.

O espaco formado por F : x1 X ... X x é chamado espaco de fases, e dado um vetor
de estado x (%), a integragdo da equagdo (5) resulta em uma drbita em E que inicia em t = t,
onde x (ty) é chamado condi¢cdo inicial do sistema. Esta 6rbita é, portanto, caracteristicamente
determinada por f (x,t), de modo que se f (x,t) = A(t)x, com A(t) € My«n(R), entdo o
sistema é chamado linear. Além disso, se A depender do vetor de estado, isto é, se A = A (x,t),
entdo o sistema é chamado ndo linear (AGUIRRE, 2021).

2.2.2 EXPOENTES DE LYAPUNOV

A propriedade de sensibilidade as condi¢des iniciais, apesar de ser bastante evidente e
produzir resultados notaveis no espaco de fases, necessita de uma formalizacao nao ambigua que
permita caracterizar quao cadtico é o sistema analisado. Tendo isso em vista, os expoentes de
Lyapunov sdo "grandezas que medem a divergéncia exponencial de trajetdrias vizinhas ao longo
de uma certa dire¢do no espago de estados do sistema” (DUARTE, 2009, p. 57), e constituem
a principal ferramenta para determinar se um sistema apresenta ou nao comportamento cadtico
(ABARBANEL, 1995).

Dadas duas condi¢des iniciais proximas no espago de fase x(to) e y(to) = x(to) +9(to),

assumindo que a variacao inicial evolua exponencialmente no tempo, tem-se que:

Lol = lly(t) = x(@®)l = llato)l| e

onde |.|| é a norma euclidiana. Isto leva a definicdo do expoente de Lyapunov:

A=lim lim %m(”‘s(’f)”), (6)

500 [[8(t0)[| =0 10 (o)l

que permite analisar como duas drbitas arbitrariamente préximas, inicialmente, evoluem no

tempo, de modo que:
e )\ > 0 — Cadtico;
e )\ =0 — Conservativo;
e )\ < (0 — Dissipativo.
A partir desta definicao, em geral, é dificil obter o valor do expoente de Lyapunov
caracteristico de um sistema. Por isso, se o interesse consiste somente em determinar se o
sistema é ou n3o cadtico, é conveniente calcular apenas o maior expoente de Lyapunov por

métodos numéricos, para o qual a média:

L (@I o, it =t
o= 57325 (fatgt) =0+ v

fornece uma estimativa para o maior dos expoentes de Lyapunov no intervalo [ty,t] discretizado
em N + 1 partes. (MONTEIRO, 2006).
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2.3 FUNCOES HOMOGENEAS

O estudo de transformacdes de escala em modelos fisicos pode ser feito avaliando o
comportamento de uma fun¢cdo quando fazemos uma transformacao de proporcionalidade nas
varidveis independentes, de modo a obter informac3o a respeito de como, genericamente, o
tamanho do sistema influencia na sua dindmica.

Um conjunto de fun¢des bem comportadas e com grande aplicagdo no estudo de

transformacoes de escala sdo as fungoes homogéneas, que satisfazem a seguinte defini¢do:

Definicao 1. Uma fungdo f : R" — R € dita homogénea de grau k se existe um k € R tal

que, para todo o > 0:
flax) = a” f(x),

com x = (x1,...,x,).

Teorema 1 (Teorema de Euler). Se f : R" — R € uma fungdo diferencidvel e homogénea de

grau k, entdo:

> e < 0. ©)
Demonstragdo. Se f é homogénea de grau k, entdo pela Definicao 1:

flax) = a* f(x),

para algum k& € R. Diferenciando ambos os lados em relacdo a « e definindo u; = axy,...,u, =

Xy,

df <~ 0f dui = Of g k-l
da — Ou,; O — Buixl = ke f(),

que, quando avaliada em a = 1, resulta em (8) (LEMOS, 2007). O
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3 METODOLOGIA

A metodologia do trabalho consiste em uma pesquisa tedrica e computacional para
a construcao de um modelo de péndulo generalizado, denominado péndulo N-uplo, a partir
do qual é possivel analisar as semelhancas e diferencas entre alguns tipos de péndulos, em
especial, com relacdo ao péndulo simples e duplo. O foco desta analise se baseia em obter as
equacdes de movimento generalizadas e verificar como os pardmetros fisicos do sistema (massa
e comprimento de fio) influenciam na trajetéria de cada tipo de péndulo. Além disso, uma
vez conectadas as equacoes de movimento para o péndulo simples e duplo, a segunda parte
do trabalho consiste em buscar as condi¢coes nas quais o movimento de um péndulo duplo é
redutivel ou préximo ao movimento de um péndulo simples.

Para obter a evolucdo das trajetérias, devido a impossibilidade do tratamento analitico
das equagoes de movimento, uma abordagem numérica sera empregada permitindo a visualizacdo

geométrica das séries temporais e expoentes de Lyapunov dos sistemas (Ver Apéndice).

3.1 CONECTANDO AS EQUACOES DE MOVIMENTO

Uma maneira de visualizar simultaneamente as propriedades dindmicas de diferentes
tipos de péndulos, tais como o péndulo simples e o péndulo duplo, consiste em construir
as equagbes de movimento para um péndulo generalizado, isto é, construir um conjunto de
equacoes dependentes de um pardmetro N de tal maneira que escolher N = 1 implica obter
uma equacao de movimento para um péndulo simples e para N = 2 obtém-se as equacdes de
movimento de um péndulo duplo. De maneira geral, N indica a quantidade de massas pontuais

do péndulo analisado. A Figura (1) ilustra esse tipo de sistema:

FIGURA 1 — Estrutura de um péndulo N-uplo.

X

Fonte: O autor (2022).
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As coordenadas de cada massa pontual no referencial adotado sdo:

{xi = 22:1 lk sin ((bk) (9)

Yi = 2 k1 lr 08 (¢r)
onde [}, é o comprimento e ¢, o angulo associado a cada massa pontual. Utilizando a equacao

(4), a lagrangiana do sistema é dada por:

N
L=>T,-U, (10)
i=1
onde:
T, = L, (22 + ;2
b= tmy (2% + 4°) | (11)
Ui = —m;gy;
Logo:

N i 2
L = 2; m; % (; Iy, cos (¢r,) ¢k> ( Z I sin (¢r) k) +yg Z I, cos (¢x)
1= =1

Obter a equagdo de movimento para alguma varidvel ¢; consiste em satisfazer a
equagdo (3), onde:

. 2
a¢ Z (7@25 % (Z I cos (¢r) ¢k> ( Z . sin (9r) ¢ k) 9 Z li cos (%)
J i=1 J k=1

em que, para ¢ < j, vemos que a derivada com respeito a ¢; serd nula, de modo que:

0z = Zml [Z — 1l sin (¢;) cos (¢r) b + Uil sin (éy) cos (¢;) ¢;0r — gl sin (gbj)]

k=1
= Zml {lelk¢j¢k sin ((bk — ¢])} — ngl] sin ((%) (12)
i=j k=1

Agora, obtendo:

2

N i 2
J =1 J k=1

que implica, com a mesma andlise para i < j, em:

0. N i '
87&- = Zmz [(Z I, cos (¢r) @ )l cos (¢;) + (Z Iy sin (¢r,) @ )lj sm(@)]
— Z m; Zl lkgbk COS ¢k)
i=j
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Por fim, obtém-se:

d0s N : d /.
Eﬁ_gb] = ;nglﬂka <¢k COS (¢J _¢k)>
N ;
= Zmz Z Ll |:¢k cos (¢; — dr) + (¢k2 - ¢g¢k) sin (¢; — ¢k)] . (13)
= k=1

Desta maneira, a equagao de movimento para ¢; é obtida substituindo as equagdes

(13) e (12) em (3), da qual resulta, agrupando os somatdrios e simplificando:

N i
Z m; {Z Lilk [¢k cos (¢ — dx) + ¢k2 sin (¢, — ¢k’)] + gljsin <¢j)} =0
i=j k=1

onde, chamando:

P ;= Z Lily, |:¢k cos (¢; — o) + ékQ sin (¢; — ¢k)} ,
=1

pode—se escrever:

N
> mi [Py + glysin (¢;)] =0, (14)
i=j

que fornece, para j = 1,...,N, as equagdes de movimento do sistema.

3.2 VARIACOES DE ESCALA

3.2.1 MASSA DOS PENDULOS

Uma propriedade bastante evidente da equacdo (14) é a linearidade com relaggo as
massas m;. Deste modo, considere um conjunto de N fungdes I'; : U = R, j =1,...,N, com
U C RV xR, tal que:

Lj(mt) = Z m; [P + gljsin (¢;)] = 0, (15)

em = (m;,...mny).
Teorema 2. Seja a um numero real positivo. Assim:
Fj (am,t) =0«< Fj (m,t) =0.
Ou seja, as equagdes de movimento para o conjunto de massas am e m sdo equivalentes.

Demonstracdo. (=) Pela equagdo (15), tem-se que:

0=T;(amit) = (am;) [P + gljsin (¢;)] = a Y m; [Pr; + gljsin (6;)] = olj (m,t)

=7 =7



19

Assim, como a > 0, segue que I'; (m,t) = 0.
(<) Novamente pela equagdo (15):
N

0=T;(mt)=> m[P;+ gl;sin(¢;)]

que, multiplicando ambos os lados por «, resulta:

N N
0=al;(mt)=ad m[P;+glsin(é;)] = (am;) [P + gljsin (¢;)] =T, (am,t)

]

Isso significa que a 6rbita no espago de fases x(t) = (qﬁl(t),...7¢N(t),q31(t),...,(ﬁN(t))
é invariante sob esta mudanca de escala, levando a uma simetria também no célculo dos
expoentes de Lyapunov. Sendo assim, considerando o P.V.l (Problema de Valor Inicial):
Iij(mt)=0,j=1,.N.
x(to) = (¢1(t0) -, @n(t0),01(t0),. -, (t0)) - (16)
d(m,to) = (0g,--,05™)
e definindo \,,qz : €2 — R com Q C ]RiN, dada por:
1 ) t
Amae(mM) = lim  lim - In (M) , (17)
t—00 [|6(m,to)||—0 T |0 (m, to)]|
em que d(m, t) calcula a diferenga, no espaco de fases, entre as érbitas x(m,t) e y(m,t) =
x(m,t) +d(m,t), obtém-se uma generalizagdo da equagdo (6) onde se pode avaliar como as
Orbitas e, consequentemente, os expoentes de Lyapunov, mudam com uma variacao de escala

nas massas a partir de uma mesma condicao inicial.
Teorema 3. \,,,.(m) é uma funcdo homogénea de grau 0.

Demonstracdo. Note que, como o Teorema 2 implica a equivaléncia das equacdes de movi-
mento para uma transformagdo de escala nas massas, entdo o P.V.l (16) obtém os mesmos

vetores de estado para I';(m,t) = 0 e I';(am,t) = 0 em cada instante de tempo. Logo:
d(m,t) =y(myit) —x(m,t) = y(am,t) — x(am,t) = §(am,t)

Ent3o:

Amaz(M) = lim  lim 1ln (M)

=00 lo(mao) 20 ¢\ [|6 (m,to)

~ bm m EIH(M)

t=00 ||§(am,to) [0 ¢ |0 (am )]
= Anaz(am).
Portanto, basta escrever:
Amaz(am) = a®Apae (M),

]

INesta notac3o, as dependéncias em m foram explicitadas devido a variacio das funcdes ¢1,...,¢n com m
a medida que escolhemos m em I';(m,t).
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3.2.2 COMPRIMENTO DOS PENDULOS

Um estudo analitico do comportamento das solu¢des para variagdes nos comprimentos
dos péndulos ¢ significativamente mais dificil, especialmente pelo produto [;l;, em F; ;. A
propriedade de homogeneidade, como verificada anteriormente, ja ndo é mais aplicavel. Apesar

disso, é possivel definir um conjunto de fungdes ¥, : ) — R, onde () C RiN x Ry, tal que:

N
Ui(1t) = mi [Py + glysin (¢)] = 0 (18)
i=j
com | = (Iy,...,Ix). Assim, definindo A\ : A = R, com A C ]RiN, uma analise parecida com

dada pela equagdo (17) pode ser feita considerando:

. R SR TN (R
N =1 1 - In (e :
Anaa(l) = lim | Mmm 3 1n <||5('¢0)” )

onde § (1,t) calcula a distancia, no espago de fases, para as 6rbitas obtidas a partir da evolugdo
do P.V.I:
U,(t)=0,7=1,.,N.
x(to) = (¢1(to),--,on (t0),01(t0);--, O (t0))
5(|,t0) - (5&,,(581\[)

Para facilitar a notagdo, as equagdes (17) e (19) serdo denotadas por:

)\max<m) = )\:;nlax
Amaz(') = )\Imax

quando os dominios €2 e A n3o forem especificados.

3.3 FORMATO MATRICIAL

Para analisar as propriedades dinamicas, especialmente relacionadas ao acoplamento
das equagdes para cada ¢;, e facilitar a implementagcdo computacional, é conveniente escrever

o sistema formado por (14) em um formato matricial. Para fazé-lo, considere:

N N
Z m; P, ; = — Z migl; sin (¢;)
i=j i=j

que desenvolvendo temos:

N ) N 7
D> bilkducos (65— 6) = = 3~ | S miiludisin (65 = gu) | + gl sin (6;).
i=j k=1 g =7 Lk=l

Ukj

(20)
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Além disso:

7+1

ZmZZUk] = m]ZUkj —l—mJHZU;ﬁ + .. —i—mNZakj
i=j
= (Z mi> (Z akj) < Z ml> Ojy15 + .-+ ZmZJNJ
i=j k=1

1=j+1
Nomeando:
N
Ma = E m;,
=
tem-se
N )
g m; g orj = Mo+ ...+ Mo + M 10415 + Mjy20j419; + ... + Myonj,
i=j k=1

onde, fazendo:

orj = 1; lkgbk cos (¢; — Px) = Pk;éﬁk,

pode-se, de forma compacta, escrever:
ZWZ% ZMMMCM > M. (21)
=7 v=j+1

A partir das equagdes (20) e (21), o sistema (14) pode ser representado matricialmente

sob a forma:
Mo = F (22)

em que & = (61,60 O) e

o annj> n>j

+miglysin () -

N i
Fp=-Y [Z milslide sin (65 — )

=5 Lk=1
A implementacao numérica, portanto, envolve integrar as equacdes de movimento

fazendo:
d=M1F.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

Os primeiros resultados envolvem o célculo dos expoentes de Lyapunov considerando
as propriedades expostas no capitulo anterior. Uma vez que as equac¢des de movimento foram
formuladas de maneira generalizada, foram analisados os casos para o péndulo simples e duplo

em uma abordagem comparativa.

4.1 VARIACOES DE MASSA

O primeiro fato curioso a respeito do Teorema 3 é que o parametro varidvel que
produz a homogeneidade nos expoentes de Lyapunov é a massa do péndulo. No entanto, para o
caso em que N = 1, a equag¢ao de movimento é a equagao do péndulo simples, que independe
da massa. A independéncia das massas no péndulo simples pode ser vista como um caso
particular de uma lei de independéncia mais geral, uma vez que se m = (my,...,my) é tal que

my = ...=my =m,m > 0, entdo para qualquer j = 1,...,N:

N N
Lj(mit)=mY [P+ glisin(¢;)] = 0= [P+ glysin (¢;)] = 0.
i=j i=j
Logo, como o péndulo simples possui apenas uma massa m;, sempre é o caso em que todas as

m

massas do sistema sao iguais, e a drbita independe da massa. Além disso, como a fungdo A" .

é homogénea de grau zero, o Teorema 8 implica (supondo que A é diferenciavel):
oy
—Cmaz = (), 23
omy (23)

e, para satisfazer a equagdo (23) para todo my, tem-se que:

AN =¢, ceR,

max

o que concorda com o fato de que, dada a independéncia da massa, o péndulo simples nao
deve ter seu padrao caédtico afetado por variagdes de escala neste parametro.
O caso N = 2, por outro lado, ja é significativamente mais complexo. Neste caso, o

Teorema 8 implica:

8/\211(13: m a/\maxm o O
87711 ! 8m2 2T

para a qual a solu¢cao geral pode ser escrita como:
M=o (). 4
em que ¢ : R — R é uma fungio diferenciavel arbitraria (LEMOS, 2007).

Como citado anteriormente (p. 10), Safitri, Nusantara e Chandra (2020) verificaram
numericamente que, no caso por eles analisado, maiores valores da razido § = <%> estavam
relacionados a dérbitas mais rapidamente divergentes. Nao é possivel garantir que, para todo
P.V.1, seja o caso que ¢(0) seja crescente, dada a solu¢do geral. No entanto, é possivel expressar
um fato mais geral a respeito do péndulo duplo, a saber, de que drbitas cadticas podem ser
obtidas igualmente para pares grandes ou pequenos de m; e my, dependendo apenas da razao

entre as massas.
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4.1.1 INFLUENCIA EM RESULTADOS EXPERIMENTAIS

A variabilidade nos expoentes de Lyapunov obtida para o péndulo duplo possui uma
implicacao importante também do ponto de vista experimental. De fato, como diferentes
valores de massa est3o associados a diferentes valores para os expoentes de Lyapunov, entao

dada uma medida experimental:

mlzmliAml
TﬁQZinAmQ’

existe um intervalo [m; — Amy,mq + Amy| X [mg — Amg,ms + Ams] no qual a fungdo (24)
pode variar.

Considere, por exemplo, o caso:

TABELA 1 — Parametros para simulacao numérica do P.V.l com variacao das massas.

Parametro Valor

mh 140,005 kg

Mo 140,005 kg

ll Im

lg Im

le(t(]) % rad

¢2(t0) 2% rad

¢1(to) 0 rad/s

¢a(to) 0 rad/s
d(to,m1,my) | 1%(¢1, P2,01, 2)

Fonte: O autor (2022)

associado a I'y (my,ma,t) = 0 e I'y (my,ma,t) = 0, em um intervalo [to,t] = [0 5,10 s]. A
Figura (2) mostra a variacdo dos expoentes de Lyapunov com a massa', enquanto a Figura (3)

compara a série temporal para ¢;(t) calculado para dois valores distintos de massa:

10 gréfico foi obtido calculando uma versdo numérica da equagdo (17) a partir da equagdo (7).



24

FIGURA 2 — Griéfico da fungdo Aaq (m1,ms2).
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Fonte: O autor (2022)

FIGURA 3 — Série temporal de ¢;(t) calculado para m; = 1 kg e m; = 1,005 kg.

25 T T T T T T T T T
e m1=1
2r| m, =1.005

15

¢, (rad)

Tempo (s)

Fonte: O autor (2022)

Sendo assim, é possivel concluir que, mesmo para condi¢des experimentais idénticas,

o erro experimental inerente a um aparelho de medida de massa é suficiente para originar

divergéncias significativas nas trajetérias, devido as possiveis variacOes deste parametro no

intervalo de incerteza. Além disso, como todos os expoentes de Lyapunov foram obtidos

analisando as mesmas condi¢des iniciais de posicao e velocidade, segue-se que a sensibilidade
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evidenciada se deve unicamente a variacao das massas do péndulo, de modo que o sistema é
sensivel ndo somente as condig¢des iniciais, mas também com relagdo as caracteristicas que
definem a estrutura do péndulo.

Note que, como o péndulo simples nao esta sujeito a este tipo de variabilidade de
padrao cadtico em funcao da massa, a dependéncia com relacdo ao conjunto de massas m no
péndulo duplo constitui uma fonte de divergéncia extra em comparacao ao péndulo simples.
Esta divergéncia, assim como os expoentes de Lyapunov, cresce exponencialmente uma vez que
dados Az (M) A (M*) € Q, com m # am* e A\, (M) > A0, (M*), entdo as distancias

no espaco de fase evoluem de modo que:

[0 (mt) 110 (m,to)]| X"
16 (e t) [ (|0 (mto) || Xm0
onde [|d (m,tg)]| = ||6 (m*to)]|, pois todos os expoentes de Lyapunov foram obtidos a partir

da mesma condic3o inicial. Logo:
16 (mt)]| = [|6 (m*t)]| P m=AmOlt,

Este ultimo resultado nos permite ter uma intuicdo a respeito do significado da
variabilidade de um pardmetro fisico, tal como a massa, e como ele se distingue da sensibilidade
as condigdes iniciais. Enquanto a sensibilidade as condi¢Ges iniciais nos fornece a magnitude
da distancia no espaco de fase de duas trajetdrias inicialmente préximas, a variabilidade dos
parametros fisicos nos permite avaliar como as distancias no espaco de fase evoluem, uma em

relacdo a outra, a partir das mesmas condi¢des iniciais.

4.2 VARIACAO DO COMPRIMENTO DO PENDULO

Com relagao ao comprimento dos péndulos, a andlise de alguns casos limite permite
obter alguma informacdo a respeito da evolucdo dos expoentes de Lyapunov a medida que
lj — 0 ou lj — OQ.

Para o caso N =1, a fung¢do ¥, (l,t) implica:

wl = —lg sin (¢1) s (25)
1
onde él = w1. Note que:
< Fsin(g) < 7,
Iy Iy Iy
de modo que, tomando:
lim —Z < lim — 9 §in (1) < lim g,
oo 1 l1500 1 lsoo U1

tem-se que limy, o w1 = w1™ = 0. Além disso, considere duas condi¢des iniciais:

(¢1(to),w1(to)) = (¢o,wo)

. (26)
(¢ (to)wi(to)) = (d0,wp)
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O caso limite acima implica, para as condi¢des iniciais de (26), que:

wi?(t) = wo; ¢°(t) = ¢o + wot
{W’l"o(t) = wpi 92 (t) = ¢ +wit
A fim de simplificar a analise, as simulacoes serao feitas considerando o caso em que as
velocidades iniciais sdo nulas, de modo que a medida que [; cresce, as fun¢des ¢ (t) e ¢ (t)

tendem as constantes ¢, e ¢;. Neste caso particular, é interessante avaliar o que acontece com

a equagdo (19), pois:

1 [V 0r0) — o) + Wi (t) - wie(0)?

Amag(l = 00) = lim I liln>1H " \/
—00 ||§(to,l1)||— ’ 2
: (P0 — ¢4)” + (wo — wp)
o (o — 0)°
= lim lim —In|-—F——
t—00 ||6(to,l1)[|—0 T (Qf)o - ¢6)2
= 0.

Assim, por exemplo, para os parametros:

TABELA 2 — Pardmetros para simulacdo numérica de \! com N = 1.

max

Parametro | Valor
¢1 (to) 2% rad
o1(to) 0 rad/s

5<t0,l1) 1%(¢17¢1>
Fonte: O autor (2022)

considerando a integragdo, a partir da fungdo W (I;,t) = my [P 1+ glysin(¢1)] = 0, em um

intervalo [t,t] = [0 5,10 s|, a Figura (4) mostra a evolugdo da fungdo Ap,q:(l1):

FIGURA 4 — Grafico da fun¢do A, (/1) para N = 1.
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Fonte: O autor (2022)
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Nesta simulagdo, [; varia no intervalo [1 m,1000 m|, mas é possivel intuir o que
acontece para [; — 0, onde uma divergéncia aparece fazendo os expoentes de Lyapunov
crescerem rapidamente. Além disso, existe um rapido decaimento dos expoentes de Lyapunov a
medida de [; cresce, exceto pela regido em torno do ponto 100 m para o qual a fung¢ao cresce
levemente, cuja origem nao pode ser determinada a partir das ferramentas aqui analisadas.

Para N = 2, novamente, o caso é significativamente mais complexo. Mais do que isso,
para a analise da variabilidade nos comprimentos dos péndulos é dificil até mesmo identificar
simetrias, tal como feito anteriormente para a variabilidade das massas. Por esta razdo, apenas
um estudo de caso sera considerado de modo a comparar os valores de expoentes de Lyapunov

do péndulo duplo com o resultado anterior. Sendo assim, considerando os parametros:

TABELA 3 — Parametros para simulacdo numérica de Al com N = 2.

maxr

Parametro | Valor

my 1 kg
Mo 1 kg
¢1(t0) 2% rad
qbg(to) g rad
o1(to) 0 rad/s

oa(to) 0 rad/s

(5(t0,l1,l2) 1%(¢17 ¢27¢17 ¢2)
Fonte: O autor (2022)

A Figura (5) mostra o grafico de A\,,q.(l1,l2) para os pardmetros da Tabela (3):

FIGURA 5 — Grafico da fun¢do Ayuq.(l1,l2) para N = 2.

T

, (m)

1, (m)

Fonte: O autor (2022)

Novamente, valores menores para o comprimento dos péndulos implicam em expoentes

de Lyapunov maiores, ao passo que valores maiores de [; e [y, especialmente quando [; = [,



28

apresentam os menores valores para os expoentes de Lyapunov. Para valores pequenos de [; e
[, no entanto, o péndulo duplo apresenta valores significativamente maiores para os expoentes
de Lyapunov em comparagdo a um péndulo simples com o mesmo comprimento /1, o que pode
estar associado a divergéncia que ocorre tanto para ¢;(t) quanto ¢s(t), neste caso.

Para o caso em que [, > [y, quando [; é pequeno, os expoentes de Lyapunov
aumentam a medida que [, aumenta. Este comportamento de crescimento dos expoentes de
Lyapunov quando, sob as mesmas condi¢cdes, fazemos [, crescer em comparagao a algum [y
pequeno também foi identificado nas simulagdes realizadas por Gupta, Bansal e Singh (2014),
considerando outras condicGes iniciais.

A Figura (6) apresenta as séries temporais para o caso l; = I, = 10 m, e a Figura (7)
as séries temporais para o caso onde [y = 1 m e I, = 8,4 m, de modo a comparar as trajetérias

associadas ao menor e maior expoente de Lyapunov, respectivamente.
FIGURA 6 — Griéfico das fungbes ¢;(t) e ¢(t) para Iy =l = 10 m.
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Fonte: O autor (2022)
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FIGURA 7 — Gréfico das fungdes ¢;(t) e ¢(t) paraly = 1 m e ly = 8,4 m.
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Fonte: O autor (2022)

onde ¢(t), j = 1,2, sdo as funcdes evoluidas a partir da condi¢do inicial perturbada em 1%.

Estes resultados mostram como os fatores fisicos contribuem para a variabilidade do
comportamento cadtico, e abrem espaco para pesquisas que busquem explorar em que medida
estes parametros podem tornar a divergéncia minima no sistema. Este tipo de andlise pode
ser (til quando o interesse se concentra na uso do sistema para a modelagem de fenémenos
vibratérios ou na comparacao de resultados tedricos com medidas experimentais.

Além disso, para a dependéncia com relacdo a massa, por exemplo, as simetrias
exploradas decorrem unicamente do fato de que os valores m; aparecem linearmente nas
equagdes de movimento. Assim, é facil perceber que este mesmo tipo de simetria pode,

futuramente, ser estendido para outros tipos de sistemas caédticos.

4.3 PROPRIEDADES DE ACOPLAMENTO

Além das motivacoes fisicas para a distincao entre o comportamento cadtico do
péndulo duplo em relacao ao péndulo simples, tais como a variabilidade em funcdo da massa,
que ndo a afeta o péndulo simples, e a presenca de expoentes de Lyapunov maiores para l; e [,
pequenos, é possivel analisar a equagdo (22) a fim de encontrar motiva¢des dindmicas para
esta disting¢ao.

Para N = 2, a equagdo (22) assume a forma:

Mipin Mapa 651 _ Fu (27)

Msypra Mapao ng Fa

onde:
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Mipin Mapa _ (my +mg)l? malyly cos (¢1 — ¢2)
Mypra Mapao malaly cos (2 — ¢1) mol3 ’
e: Ly
Fu\ [ —malilagy sin (g1 — ¢2) — (my + ma)gly sin (é1)
- <2, . )
For —malilady sin (po — ¢1) — magly sin (¢2)

Assim, se ms = 0 ou I, = 0, o sistema se reduz ao caso N = 1 na varidvel ¢;(¢), uma
vez que os termos de acoplamento e o termo para a aceleracao gz.S'Q sao anulados. Além disso, se
l1 =0, a equagdo se reduz também ao caso N = 1, mas para a varidvel ¢(t). Estes casos sdo
naturais, uma vez que representam uma descaracterizacao fisica do péndulo duplo de modo a
torna-lo um o péndulo simples comum para ms = 0, um péndulo simples que oscila com massa
my + my € de tamanho [; para s = 0 e um péndulo simples que oscila com tamanho [; + 5 e
massa moy para m; = 0.

Além de serem naturais, estes sdo, na verdade, os Unicos casos em que a equagdo (22)
pode reduzir-se para o caso N = 1. Isso porque, para anular os termos de acoplamento com

todos os parametros fisicos ndo nulos, seria necessario que, por exemplo, para ¢;:
. . 2 .
Malily cos (¢1 — @2) o = malilady sin (@1 — ¢2) = 0,

o que s6 poderia ocorrer nos casos em que <g52,¢.2> = (0,0), ((52,811’1 (1 — @)) = (0,0),
<cos (¢ — qbg),ég) = (0,0) ou (cos(¢1 — ¢2),sin(¢1 — ¢2)) = (0,0). As duas primeiras

condicbes podem ser construidas em casos onde a posicao inicial é um ponto de equilibrio
e as velocidades sdo nulas, enquanto as outras duas s3o impossiveis. De maneira geral e,
especificamente, em condi¢des dindmicas, nenhuma das condi¢des necessarias para a reducdo
N =2 — N =1 podem ser atendidas para qualquer instante, a ndo ser pela manipulacio de
caracteristicas fisicas, conforme citado anteriormente.

Neste sentido, a distincdo entre o movimento do péndulo duplo e o péndulo simples
pode ser vista também como resultado da perturbacdo causada sobre as componentes ¢; e
¢ por conta dos termos de acoplamento. Inversamente, o péndulo simples pode ser visto
como um péndulo duplo para o qual os termos de acoplamento e, portanto, alguns termos nao
lineares das equacdes de movimento, sao sempre nulos. Assim, uma vez que o comportamento
cadtico esta diretamente ligado a nao linearidade das equagdes de movimento, é natural que o

movimento do péndulo simples seja, como o nome indica, mais simples.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

O péndulo duplo, apesar de possuir uma estrutura simples, apresenta sensibilidade
as condicdes inicias e uma dindmica particularmente interessante, a qual muitos trabalhos
se dedicaram a entender devido a sua natureza cadtica. Alguns trabalhos tém mostrado
recentemente que o comportamento caédtico do péndulo duplo n3o tem origem somente na
sua dindmica, mas também é afetado pela estrutura fisica que o compoe. Estes estudos, no
geral, apresentam uma abordagem computacional, de modo que nao é possivel generalizar as
conclusGes obtidas e caracterizar como ou quanto este fatores interferem na dinamica.

Neste trabalho, mostramos que a simetria em relacdo a escala para a variacao das
massas implica na homogeneidade das variacoes do expoentes de Lyapunov em relagdo a
massa de péndulos simples e duplos, explorando consequéncias desta simetria. Além disso, o
comportamento de casos limites para o comprimento dos péndulos foram estudados, de modo a
verificar que, nos casos analisados, o comprimento dos péndulos esta inversamente relacionado
com os expoentes de Lyapunov, tanto para o péndulo simples quanto para o péndulo duplo.

Por fim, apresentamos um estudo das caracteristicas dindmicas do péndulo duplo,
evidenciando que os termos de acoplamento tem um papel fundamental na diferenciacao entre
o comportamento de um péndulo duplo em relacao a um péndulo simples, e analisamos quais
as condicoes necessarias para o movimento de um péndulo duplo se reduzir ao movimento de
um péndulo simples.

Especialmente com relagdo a variabilidade dos pardmetros fisicos, a metodologia
aqui apresentada pode ser utilizada para estudar outros sistemas fisicos que apresentam
comportamento cadtico. Uma extensdo natural deste trabalho, neste sentido, consiste em
encontrar quais propriedades da lagrangiana reproduzem, em um contexto mais geral, as
simetrias aqui analisadas, bem como o desenvolvimento de ferramentas que sejam capazes
de lidar com relagGes ndo lineares entre os parametros fisicos, tais como o produto [;l;, que

aparece no termo F; ;, para o qual a simetria de homogeneidade ndo ¢ valida.
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Apéndice

Os algoritmos utilizados para o calculo dos expoentes de Lyapunov foram formulados
na linguagem MatLab. Para as variagdes de comprimento no péndulo simples, a simulacdo foi

feita a partir do cédigo:

Algoritmo 1: Variacdo de comprimento: péndulo simples
> Varidveis fixas
T, +0
Ty + 10
n < 500.000
At « T=T)

n

g < 9.81

a <+ 100

> Condicdes iniciais
0[] «
wll] 0

0'[1] + 0.99 % 0[1]

W'[1] = 0.99 * w[1]

> Iteracdo
fork<1:a+1do

I[k] 1+(k—1)*(%)
for i < 1:n do

wli + 1] «+ wli] — iy * sin (0[i]) = At

w'[i + 1] <= w'[i] — i #sin (0]d]) = At
0[i + 1] < 0[i] + wi] * At
O'i + 1] + O'[i] + '[i] * At

end

> Expoentes de Lyapunov

O[1,k] \/(9[1] — 0[1))" + (W[1] - w1))”

for j<—2:n+1do
53.k) 4 /(0] — 01 + (wli) — )
i)+ (rrgiss ) + o ()

end

Amaa K] 4= 3+ 32705 ALKl

end
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Os graficos para a variacao das massas no péndulo duplo foram obtidos pelo cédigo:

Algoritmo 2: Variacdo de massa: péndulo duplo

> Varidveis fixas

T, 0

Ty < 10

n < 5000

At =T

g+ 9.81

a < 50

I <1

Iy 1

> Condigdes iniciais

AN
ZAN!
wh[1] <= 0.99 * wy[1]
wh[1] <= 0.99 * wa[1]

—0.99 % 6;[1

] ]
] 0.99 % 6,[1]

> Iteracdo da érbita real

fork<1:a-+1do
ma[k] < 0.995 + (k — 1) % (22)

M «+ (

end

end

end

wilt + 1] = wifi] + Wy
wali + 1] + wali] + Wy
O1]0 + 1] <= 01[i] + wii
Ooli 4 1] < O3[i] + woli

a

for j<1:a+1do
malj] + 0.995 + (j — 1) * (22)

a

fori <+ 1:ndo

(ma[k]+malj])+l2 mea[j]*l1 *l2xcos(61[i]—02[i]) )

ma[7]*l1*laxcos(02[i]—01[i]) mg[j]l%
F (—mz[j]*l1*l2*(w2[i])2*sin(91[i}—92[i])—(m1[’f}+m2[j])*g*ll*sin(91[i]))

Ve M1
Wolt] + V[2,1]

> Avanco no tempo

—mig (]l xlo(wi [i]) *sin (02 [i]—01 [i]) —ma [j]xg*la*sin(02[i])

* F

i] x At
i] x At
| % At
]

[
[

* At
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> Iteracao da drbita perturbada
fork<1:a+1do

malk] < 0.995 + (k — 1) % (%2)

for j« 1:a+1do

malk] < 0.995 + (k — 1) * (22)

fori <+ 1:ndo

, (ma [k]+ma[j])#12 malj]#l1 +laxcos (6} [i]—04i])

M+ (mz[j}*ll*lg*cos(%[ﬂf@i[i}) ma]5]i2 )

F e ( —ma[j]*l1 *l2*<w’2 [i])2*sin2(9’1 [i] -0, [ﬂ)—(m1[k]+m2 [j])*g*ll*sin(é’l[iD )

—mg[j]*ll*lg*(w'l[i]) *sin(@é[i]—@’l[i])—mg[j}*g*lg*sin(@é[i])

V'« M1 % F

wi[i] = V/[11]

whli] « V'[2,1]

> Avanco no tempo
[+ 1] = Wi [i] + wifi] « At

whli + 1] + wh[i] + wh]

7

&

i] x At
01[i + 1] « 07[i] + wi[i] * At
041 + 1] « 05[i] + wh[i] * At
end
end

end
> Expoentes de Lyapunov
fork<1:a+1do

end

for j<1:a+1do
O[Lk.j]

\/(91[1] = 01 [1])" + (6a[1] — 63[1])° + (wn[1] = wi[1])" + (w21] — wh[1])*

fori+—~2:n+1do
Oli k,j]

VOl = 6110 + (Bl — 0i)° +
. . di,k,j
Alik.j] (W) *In (6[[116341})
end

Amaz (k] < L300 Ni ke, ]
end

end




Por fim, a variacao dos comprimentos de péndulo foi obtida pelo cédigo:

Algoritmo 3: Variagcdo de comprimento: péndulo duplo

> Variaveis fixas
T, 0

Ty < 10

n < 5000

At =T
g+ 9.81

a < 50

my < 1

me < 1

> Condigdes iniciais

01[1
05[1
wh[1] <= 0.99 * wy[1]
wh[1] <= 0.99 * wa[1]
> Iteracdo da érbita real
fork<1:a+1do
Lk] <14+ (k—1)x (g)
for j<1:a+1do
LI« 1+ (G —1)x* (%)
for i < 1:n do

M g AL g ™)
P T )
Ve M1'xF
wilt] <= VI[1,1]
Wolt] + V[2,1]

> Avanco no tempo

—0.99 % 6;[1

] ]
] 0.99 % 6,[1]

wili + 1] <= w[i] + wy[i] x At
wali + 1] = woli] + wali] x At
O1]0 + 1] <= 01[i] + w1 [i] * At
Os]i + 1] < O2[i] + woli] * At
end
end

end
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> Iteracao da drbita perturbada
fork<1:a+1do

LK<~ 1+ (k—1)=x (g)
for j« 1:a+1do

L] 1+ —1)= (%)

fori < 1:ndo
, (m+ma)xl [k]2 maly [k]#lz [f]xcos (61 [i]—51i] )
M’ (mykll[k]*lg[j]*cos(%[i}fe’l[i]) mala[j]? )
o (_m2*l1[k}*lzm*(%[i])gsi;(e/l [i]—05[i] ) — (m1-+ma ) g+l [k)xsin (0] [i]) )
—maly [k]xla[f]x (w) [i]) “wsin(04[i]— 01 [i] ) —maxgsla[j]xsin(05[i] )
V/ — M/—l * F/
Wi [i]  V'[1,1]
whli]  V'[2,1]
> Avanco no tempo
1[0+ 1] ¢ wifi] + wili] + At
wli + 1] = whi] + wh
1

S

i] x At
01[i + 1] « 07[i] + wi[i] * At
041 + 1] « 05[i] + wh[i] * At
end
end

end
> Expoentes de Lyapunov
fork<1:a+1do
for j<1:a+1do
O[1,k,j]
\/(91[1] — 61[1])" + (05[1] = O5[1])" + (wi[1] = wi[1])” + (ws[1] — wh[1])*
fori<2:n+1do
oli,k.j]
V(01li] = 01[i])* + (6a14] — 6
o]

_'_
Nided] < (7 ) *In (42
end
Amazh.g] < 3 3205 Ali-k.j]
end
end
end
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Os valores escolhidos para o passo de integracao e o integrador utilizado sao arbitrarios
e nao interferem nas propriedades aqui analisadas, uma vez que estas s3o caracteristicas das
préprias equacdes de movimento. Portanto, eles foram construidos de maneira a minimizar o

custo computacional necessério para produzir dados consistentes com as andlises expostas.
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