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Resumo

O objetivo deste trabalho é o estudo de propriedades qualitativas das solucoes de
algumas equagoes a diferencas de Volterra. Nos concentramos na estabilidade, esta-
bilidade assintética e limitacao das solugoes dessas equagoes. Utilizamos como prin-
cipal ferramenta o Método de Lyapunov. Usando func¢oes de Lyapunov adequadas
obtemos diretamente da equacao em estudo condicoes que garantem a propriedade

qualitativa investigada.

Palavras-chave: Estabilidade assintética, Limitagao, Equagoes a Diferencas de Volter-

ra, Funcoes de Lyapunov.

Abstract

The objective of this work is the study of the qualitatives properties of solutions for
some difference Volterra equations.  We concentrate in stability, asymptotic
stability and boundedness of solutions for this equations. We use Lyapunov Method
as tool main. Using suitable functions of Lyapunov we obtain straightway from

studied equation enough conditions for the analyzed properties.

Keywords:  Asymptotic stability, Boundedness, Volterra Difference Equations,

Lyapunov Functions.
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Capitulo 1

Introducao

Nas duas ultimas décadas as equagoes a diferencas tém sido objeto de intensa
pesquisa. Isto se deve a duas razoes principais . Uma delas consiste nas relacoes e
analogias existentes entre essas equacgoes e equagoes sobre as quais o conhecimento
tedrico estd consolidado, como equagoes diferenciais, integrais e integro-diferenciais.
Outra causa do interesse nas equagoes a diferencas, é a sua grande utilidade na

modelagem de diversos fenomenos que ocorrem nas ciéncias em geral.

Uma equacao a diferencas finitas é uma equacao cuja solucao é uma sequéncia
com um numero finito de termos dados, que sao as condicoes iniciais associadas a
equacao, e tal que, cada um dos seus demais termos depende de um nimero finito e
fixo de termos anteriores. Este nimero determina, por defini¢ao, a ordem da equagao.
Desta forma, uma equagao a diferencas em que cada termo desconhecido da solucao

depende dos k termos anteriores, € uma equacgao a diferencas finitas de ordem k.

Uma outra classe de equacoes a diferencas, de grande importancia, é a constituida
pelas equagdes a diferencas de Volterra (EDV). Estas equagoes, podem ser vistas
como uma generalizagao das equacoes a diferencas finitas. Isso porque, assim como
ocorre com as equagoes a diferengas finitas, a solucao de uma EDV é uma sequéncia,

com alguns termos iniciais dados, porém, os seus demais termos nao dependem mais
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de um nuimero fixo de termos anteriores, como é o caso para as equagoes a diferencas
finitas, mas sim de todos os termos anteriores. Observe que nao é possivel atribuir
ordem a uma EDV, no mesmo sentido em que se faz para as equacoes a diferencas

finitas.

No contexto das motivacoes para o estudo das equacoes a diferencas, mencionadas
no primeiro paragrafo, vejamos uma situagao em que as EDV’s surgem naturalmente.
A maior parte das equagoes integrais e integro-diferenciais de Volterra que aparecem
nas aplicagoes nao podem ser resolvidas analiticamente. Nesses casos, para obter
uma aproximagcao da solugao exata, é preciso lancar mao de métodos numéricos para

discretizar aquelas equagoes, o que resulta em uma EDV.

Vejamos a seguir, por alto, o processo de discretizagao de uma equacgao integrodi-
ferencial de Volterra. E sabido que existem varios métodos de integracao numérica.
Esses métodos diferem entre si, principalmente pela complexidade dos algoritmos
utilizados e pela precisao dos resultados obtidos. Aqui nao nos deteremos em tais
aspectos. Nosso objetivo é apenas explorar intuitivamente o processo de obtencao de

uma EDV| pela discretizagao de uma equacao integro-diferencial.

Uma equagao integro-diferencial de Volterra tem a seguinte forma

FGJ@pr/Kw&ﬂ@mmmﬂza (1.1)

Aqui a incégnita é a funcao f, enquanto as fungoes g e K sao conhecidas. K é dito ser
o nicleo da equagao (1.1). Escolhemos, para a anélise do processo de discretizagao,

um exemplo bastante comum de equagao integrodiferencial de Volterra:

f@zﬂﬂﬁAK@&ﬂW%7 (1.2)

a qual supomos possuir todas as propriedades necessarias para a sua discretizacao.
A grosso modo, o processo de discretizagao de (1.2), que pode ser encontrado em
[18], é o seguinte. Suponha que para uma certa constante suficientemente pequena

h > 0 queremos aproximar os valores de f(¢;) nos pontos t; = ih. Tal processo
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fti+h)— f(t;)
h

se de alguma regra de integragdo numérica para a integral de (1.2), assim, utilizando

e utilizando-

pode ser obtido aproximando-se a derivada f’(¢;) por

por exemplo a regra de integracao numérica conhecida como regra trapezoidal, e
denotando a aproximagao de f(t;) por x;, obtemos a seginte forma discreta da equagao
(1.2):

n—1

1 1
T = T+ hg(t) + 02 | Kt to,20) + Y K (t, i, 25) + S K (b, to,2a) | (1.3)

i=1
para n > 0. O que é importante observar na expressao acima, é que o termo x,,
depende de todos os valores anterioes x;, i = 0, 1, ..., n, donde concluimos que (1.3) é

uma EDV.

Além de surgir da discretizacao de equacgoes integrais e integro-diferenciais, as
EDV’s também aparecem diretamente na modelagem de diversos fendmenos reais,
principalmente biolégicos, fisicos e economicos. Vejamos um caso hipotético na bi-
ologia. Imaginemos uma espécie de insetos cujos individuos vivem cinco dias. Suas
fémeas botam ovos no quarto dia de vida e seus ovos eclodem dois dias depois. Isto
significa que as geracoes dessa espécie se propagam em intervalos regulares e, além
disso, as geracoes nao se superpoe, ou seja, elas se sucedem de forma discreta. Por-
tanto, a modelagem da dinamica de reproducao dessa espécie devera envolver uma
equacao a diferencas. Imaginemos ainda que, nessa espécie, a populacao em cada
geracao depende das populacoes das geracoes anteriores, a partir de uma geragao
inicial, cuja populacao ¢ conhecida. Isso indica, dado o que mencionamos no terceiro

paragrafo, que o problema mencionado acima é modelado por uma EDV .

De modo geral, as EDV’s sao 1teis para descrever processos discretos cujos estados
em cada instante dependem de todos os estados anteriores. Referéncias sobre as
conexoes entre EDV’s e a teoria da viscoelasticidade, modelos de propagacgao de
perturbagoes em materiais com memoria e varios problemas de biomecanica podem

ser encontrados em [8].
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O objetivo deste trabalho é estudar propriedades qualitativas das solugoes de al-
gumas EDV’s lineares e nao-lineares. Estamos interessados, principalmente, na esta-
bilidade, estabilidade assintotica e limitagao das solucoes de EDV’s. As informacoes
sobre estas propriedades serao obtidas diretamente, a partir de caracteristicas da
EDV. De forma mais precisa, a analise dos coeficientes de uma EDV linear e, no
caso de uma EDV nao-linear, a analise dos coeficientes e funcao responsavel pela nao
linearidade, nos dara algumas informacoes sobre o comportamento assintético de sua
solugao. Uma das principais formas através da qual faremos tal analise serd medi-
ante o uso de funcoes auxiliares apropriadas as quais sao conhecidas como Fungoes de
Lyapunov. Essas fungoes auxiliares possuem algumas propriedades basicas comuns a
todas elas. Por isso, e também para adiantar a notagao, vamos, logo mais, mencionar

tais propriedades. Antes disso, vamos introduzir alguma notacao e terminologia.

As notacoes Z e R representam aqui, respectivamente, o conjunto dos inteiros
nao-negativos e o conjunto dos numeros reais nao-negativos. Quando escrevermos
n ou m, sem mencionarmos a que conjunto pertencem, fica subentendido que sao
elementos de Z*. Dado n € Z" representaremos o conjunto dos nimeros inteiros
m > n, por N,, no caso de ser n = 1 denotaremos N; = N. O espac¢o normado
euclidiano r-dimensional, onde r € N sera representado por R, no caso em que r = 1
podemos escrever simplesmente R. Representamos a norma de x € R” por |z| (exceto
no capitulo 2 em que representamos por ||z||). Dado r € N, denotamos o conjunto

das sequéncias cujos termos sao r-uplas por S, isto é
Sy ={(z,); =, € R"}. (1.4)

O elemento (0,0,...,0) € R" podera ser denotado simplesmente por 0. Assim, a se-
quéncia ((0,0,...,0), (0,0, ...,0),...) € S, assumird a forma (0,0, ...,0,...). Abreviando
ainda mais a notacao, também usaremos o simbolo 0 para denotar tal sequéncia.
Denotamos o operador diferenca, como é usual, por A o qual é definido da seguinte
forma: para cada y, € S, Ay, ‘= Yn+1 — Yn. Finalmente, as fungoes w: [0,00) — R

continuas, nao-decrescentes tais que w(0) = 0 e w(z) > 0 para > 0, chamaremos
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K-funcgoes.

As EDV’s que serao objeto de nossa andlise no presente trabalho, apresentam a

seguinte forma geral:
Ln+1 :H(naxno7"'7xn)7 n Z no, (]'5)

onde z,, é dado. O numero ng e a r-upla x,, sao chamados, respectivamente, de
momento inicial e condigdo ou estado inicial associados a EDV (1.5). Denotaremos
a solugao da equagao (1.5) associada a condicdo inicial x,, por (z(n,ng,x,,)), ou,
por economia de notagao, x(n,ng,x,,). Caso nao haja possibilidade de confusao,
poderemos representar a solugao, ainda mais simplesmente, por (x,). Ao conjunto de
valores que assume a solucao de uma EDV a partir de um dado inicial chamaremos
de trajetoria e cada termo da solucao de estado. Mais precisamente, chama-se de
estado atual ao termo que esta sendo encontrado no processo recursivo de solugao da

EDV, em contrapartida, os termos anteriores sao chamados de estados passados.

A funcao H que aparece acima satisfaz

H Yngy -y Yns -+ -) = HM Yngy -+ 5 Yn),s Vn > ng, (1.6)

isto ¢, H nao depende das varidveis y; para j > n + 1. Portanto, H estd definida em
Ny, % S, e assume valores em R". Nesta dissertacao, por simplicidade, sera analisada
a estabilidade em torno de solugoes estacionarias ou de equilibrio. Para isso a funcao
H satisfaz:

H(n,0,0,...,0) =0, Vn > ng. (1.7)
Como z,, e H sao conhecidos, os termos sucessivos da solugao podem ser calculados
fazedo n = ng,ng + 1,19 + 2, ... em (1.5). Assim,

Tpo+1 = H(n0>$no)a

Tno+2 = H(nO + 17 Tng, xn0+1)7

Tpgrk = Hmo+k — 1,20, Tpgi1s -« oy Tngik—1)-
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As idéias basicas da teoria de estabilidade para equagoes diferenciais, integrais e
integro-diferenciais mantém-se para as equacoes discretas que sao objeto de nosso es-
tudo neste trabalho. Lembramos que, por exemplo, no caso das equacoes diferenciais
ordindrias, temos que a existéncia de uma determinada funcao associada a equagao
garante a estabilidade ou estabilidade assintética (dependendo das propriedades de
tal fungao) da solugao estaciondria da equacdo analisada. Uma tal fungao é chama-
da de funcao de Lyapunov para a equacao em estudo. A titulo de salientar as
analogias existentes entre os casos continuo e discreto, recordamos que as fungoes de
Lyapunov no caso continuo sao diferenciaveis e, a grosso modo, uma das propriedades
de tais funcgoes é ter derivada nao-positiva ao longo das solugoes da equacao. No caso
discreto das EDV “s esta propriedade tera como correspondente a monotonicidade
(decrescimento ou nao-crescimento) da fungao auxiliar ao longo da solugdo da EDV.
Ainda com o intuito de apontar as semelhancas entre os procedimentos que fazem uso
de funcgoes de Lyapunov para o estudo de estabilidade nos casos continuos e os trata-
dos na presente dissertacao, trazemos a seguir um exemplo que trata de equagoes
integro-diferenciais. Sejam A € R"™" uma matriz para a qual existe uma matriz
simétrica definida-positiva B, tal que A"B + BA = —I e C(t,s) € R™" uma ma-
triz de fungées continuas com [~ |C(u, s)| du continua em 0 < s < ¢ < co. Nestas

condicoes consideremos a equacao integro-diferencial
t
x' = Ax +/ C(t, s)x(s) ds. (1.8)
0

Se a matriz B acima é tal que |x| > 2k[x]?, |Bx| < K[x'Bx]z e r|x| < [x Bx]T,
entao, conforme [1] o estudo de estabilidade para a equagao (1.8) pode ser feito

mediante o uso do seguinte funcional

1 t 00
V(t, f(t) = (XTBX)§ + [_(/0 /t |C(u, s)| du|x(s)]| ds, K > 0.

A similaridade entre o funcional acima e o utilizado na prova do Teorema (3.2) na
pagina 26, sugere que, guardadas as devidas adaptacoes, valem resultados semelhan-

tes nos casos continuo e discreto, no que se refere ao estudo da estabilidade de solucoes
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de equilibrio.

As fungoes auxiliares mencionadas acima, a serem utilizadas ao longo do trabalho
serao denotadas com a letra V', sao fungoes definidas em N,, x S, asumindo valo-
res reais nao negativos. Estas funcoes dependem unicamente dos estados atuais e

passados, porém nao dos estados futuros, isto é

V(1 Yngs -+ s Yny Yntts - ) = V(N Ungs -+ -y Yn)s Vn > nyg. (1.9)

ou, em alguns casos, depende unicamente do estado atual, isto é

V(nvynoa---ayn7yn+1:-") = V(nayn)a Vn > ng (1'10)

Ao longo de todo o presente trabalho, quando denotarmos uma funcao por V, si-
gnificard que tal fun¢ao cumpre (1.9) ou (1.10), ficando claro em cada situac¢ao qual
dos dois casos estard valendo. Devido as analogias entre estas fungoes e as funcoes
de Lyapunov, utilizadas para investigar estabilidade nas equagoes diferenciais, estas
fungoes sao também chamadas de fungoes de Lyapunov. Por exemplo a diferenca
entre a imagem do estado seguinte ao atual e do estado atual serd nao positivo, isto
é

Vin+1,2n, s Tny Tny1) — V0, Tpgy - -, 25) < 0.

Vamos nos utilizar destas fungoes V' com as propriedades acima ou com pro-
priedades menos restritivas ou com propriedades adicionais, no estudo de estabilidade
e também de limitacao. Convém entao neste momento, fazer uma breve (ainda que

vaga) descri¢do do procedimento a ser adotado nestes casos:

e Dada uma EDV, sobre cuja solucao desejamos obter alguma informacao qua-
litativa, exibiremos uma funcao V' associada a EDV, que tenha propriedades
convenientes, de tal modo que, da existéncia de tal fungao V' poderemos inferir

alguma propriedade qualitativa da solugao da EDV.
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Todos os detalhamentos matematicos envolvidos no procedimento descrito acima
serao desenvolvidos ao longo desta dissertacao. Porém, para maior clareza, adi-
antamos que quando dizemos no item acima que a funcao V esta associada a EDV,
significa que V depende dos coeficientes da EDV | caso ela seja linear, e, no caso de ela
ser nao-linear, depende dos coeficientes e da funcao que determina a nao-linearidade.
Além disso, no item acima, falamos em exibir uma funcao V', e ndo em encontrar uma
funcao V. De fato, o problema de encontrar tais fungoes auxiliares nao serd abordado
neste trabalho. Investigagoes nesse sentido podem ser encontradas nas referéncias [6],

[8] e [13].

Dentre as EDV’s lineares e nao-lineares que estudaremos, veremos EDV’s ho-
)
mogéneas e nao homogéneas, do tipo convolugao e nao-convolucao, unidimensionais

e multidimensionalis.

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira: no capitulo 2, a seguir, lem-
bramos alguns resultados que serao utilizados ao longo de todo o texto. O capitulo
3 trata da estabilidade, estabilidade assintética ou simplesmente convergéncia das
solugoes de algumas EDV’s. Finalmente, no quarto capitulo estudamos a limitacao

das solugoes de algumas EDV'’s.



Capitulo 2

Preliminares

O objetivo deste capitulo é apresentar alguns resultados que serao utilizados ao

longo do texto.

2.1 Resultados de Analise Real

Proposicao 2.1 Se A e B sao dois conjuntos nao-vazios de numeros reais limitados

inferiormente, entdo inf(A U B) = min{inf A, inf B}.

Prova: Seja M = min{inf A,inf B}. Para comegar, vejamos que M é uma cota
inferior de AUB. Sex € AUB,entaox € Aoux € B. Caso x € A, entao x > inf A,
e portanto, da definicao de M, concluimos que x > M. Do mesmo modo, se x € B,
entao x > M. Fica assim provado que M é cota inferior de A U B. Vejamos agora
que M é a maior cota inferior de AU B. Para fixar as idéias consideremos M = inf A.
Para todo € > 0, existe v € A C AU B, tal que v < M + ¢, fica assim provado que
para todo € > 0, M + € nao é cota inferior de AU B, ou seja, M é a maior cota inferior

de AU B, como queriamos mostrar. W
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Proposigao 2.2 Seja ¢: A C R" — R uma fungao continua, tal que (x) > 0, Vo #

0, ¥(0) = 0. Suponha que existe M > 0 satisfazendo |1|nf]’w¢(x) > 0. Entao a
x|>

fungao w:RT — R, dada por w(d) = |i?>f§w(x), ¢ continua, nao-decrescente, w(0) =

0, w(d) >0 para todo 6 >0 e w(|z|) < ¢Y(z), Yo € R".

Prova: A continuidade de w segue da continuidade de 1. Vejamos que w é nao-

decrescente. Sejam 01, 0, € R*, §; < d,. Claramente,

{W(x); |z[ > 02} C{Y(x); |z > 1},

o que implica

isto é,
w(62) > W((51>,

o que encerra a prova de que w é nao-decrescente. Da definicao de w e da hipdtese
»(0) = 0, ¥(x) > 0, Yz # 0, segue sem difculdade que w(0) = 0. Agora vamos
provar que w(d) > 0, V§ > 0. Como por hipdtese \zﬁgf;w Y(x) > 0, basta verifcar a
desigualdade para 0 < 6 < M. Da definicao de w e da Proposicao anterior obtem-se
a igualdade

w(d) = min (Ki;liMlp(x), |x1|r>1§/[ 1/1(:0)) : 0<d< M. (2.1)
Agora, da continuidade de ¥ no compacto {x € R"; 0 < < |z| < M} e da hipétese

P(x) >0, Ya #0, segue que

inf Y(z)>0, 0<d< M.

s<lal<M

Daqui, da hipdtese | 1‘11%4 Y(z) > 0 e de (2.1) segue que
z|>

w(d) >0, 0<d <M,

como queriamos. Para finalizar, segue diretamente da definigdo de w que w(|z|) <

Y(z), VeeR". R
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Proposicao 2.3 Se (z,) é uma sequéncia de nimeros reais que converge para a e

(t,) € uma sequéncia de nimeros positivos com

lim (t, + -+ t,) = 00,

n—oo

entao
2 T2 W I ol AP
lim =a
n—oo  ty 4+ 1,

Prova: Ver [17]. W

Definicao 2.1 Diz-se que uma funcao f: X C R — R € limitada inferiormente numa

vizinhanga do oo quando existem A >0 e k > 0, tais que x € X, x > A= f(x) > k.

Definicao 2.2 Seja f: X C R — R uma fung¢do. Diz-se que ¢ € R € valor de ade-
réncia de f quando ¥ — 00 caso exista uma sequéncia de numeros x, € X, com

lim z, =00 e lim f(z,)=c.

n—oo

Definicao 2.3 Se f: X C R — R € limitada inferiormente numa vizinhanca do oo
e existe o menor valor de aderéncia de f quando x — o0, diz-se que tal valor de

aderéncia € o limite inferior de f quando x — oo.

Escrevemos

liminf f(z) =L

T—00

para indicar que L ¢é o limite inferior de f quando x — oc.

Proposicao 2.4 Sejam f: X C R — R uma func¢ao limitada inferiormente numa
vizinhan¢a de oo, L = liminf f(x) e ¢ < L. Entdo para cada sequéncia (x,) de

termos de X com x, — oo, existe ng € N tal que n > ng = f(x,) > c.

Prova: Suponhamos, por redugdo ao absurdo, que existe uma sequéncia (x,) de
termos de X, com z,, — oo, e tal que para cada n € N existe k, € N, k, > n de

modo que f(z,) < ¢. Como f é uma fungao limitada inferiormente numa vizinhanga
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de 00, existem A € X e M € R tais que f(z) > M, para todo x > A. Assim, para n
suficientemente grande

M < f(xy,) < c.

Dai, como f(zy,) é uma sequéncia limitada, ela possui uma subsequéncia convergente
e que converge para um numero r < ¢ < L, o que contraria o fato de ser L o limite

inferior de f quando z — oco. A

Definigoes analogas podem ser dadas para valores de aderéncia de f quando x — —o0,
limite inferior de f quando x — —oo, limite superior de f quando x — oo e limite
superior de f quando x — —oo. Para esses valem resultados andlogos ao provado

acima.

2.2 Algumas Nocoes de Analise Funcional

Definicao 2.4 Seja E um espacgo vetorial sobre o corpo R. Uma aplicag¢ao

Il E—R

¢ dita uma norma em E se, para quaisquer x,y € E e para qualquer A € R, as

sequintes condi¢oes sao satisfeitas:
1 fl]l = 0;
2. |z]|=0=2=0;
3. |[Az]| = [A[lll;
4o e+ yll < flell+ llyll-

Exemplo 2.1 Dados © = (x1,...,2,),y = (Y1,-.-,Yn) em R™ e um nimero real a,

definimos a soma x +y e o produto o - x pondo
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Tty = (xl + Y1, T +yn)7

a-r = (ary,..,qr).
FEstas operagoes fazem de R™ um espacgo vetorial sobre o corpo dos reais. [J

Pode-se definir uma infinidade de normas no espaco vetorial R”. Por exemplo, pode-

mos definir sobre o espaco vetorial R", as funcoes

1
r—z|| = (Zxﬂ) . (Norma Euclideana)
i=1

r — ||lzl|,, = max{|zi|,...|zn|}, (Norma do Maximo)

r—|z|lg = |zi|+...+|z,|. (Norma da Soma)
Pode-se mostrar que tais funcoes sao normas em R”.

Definicao 2.5 Um espaco vetorial normado é um par (E, ||-||), onde E é um espago

vetorial e ||-|| € uma norma definida em E.

Sempre que nao houver risco de divida quanto a norma do espago vetorial (E, ||-||),

representaremos tal espago simplesmente por F, deixando subentendida a norma.

Definicao 2.6 Diz-se que um sequéncia de elementos x,, de um espaco vetorial nor-
mado E converge para um ponto x, quando para cada € > 0 existir ng € Z*1 tal
que

n>ny= |z, — x| <e.

Proposicao 2.5 Seja (x,) uma sequéncia em um espago vetorial normado. Se lim z,, =
n—oo

x, entao lim, . ||z,| = [|z]].

Prova: Basta notar que para cadan € Z*. |||z, — ||z]|| < [z, —z|. W
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Definicao 2.7 Diz-se que duas normas |-||, e |||, em E sao equivalentes, quando

existem duas constantes a, 3 > 0 tais que,
lzll, <allzll, e [z, <Blzl,, VrekE.

Proposicao 2.6 Todas as normas em um espaco vetorial E de dimensao finita sao

equivalentes.

Prova: Seja a = max{f!,..., f"}, onde {f!,..., f*} é uma base para E. Considere
|-[ls € ||:]| @ norma da soma e uma norma arbitraria em E. Para cada x € E temos
que

lzll = [l"f* + 2™ < B LS el

Resta provar que existe § € R, tal que ||z||g < 5 |z|, para todo z € E. Suponha

1
que isto seja falso. Entao para cada j € N existe z; € E tal que [|z;|| < = ||z,
J

Tomando y; = , temos que

J
[EAle
1

[l

lyills =1 eyl = < - (2.2)
e ol

A igualdade acima implica que a sequéncia (y;) possui uma subsequécia (yx,) que

converge para um ponto y € E segundo a norma da soma e portanto

Iim el =lwlls =1 = w#0. (2-3)

Por outro lado, para cada j € N temos que

1

il < lly = ||+l || < elly = gl + - — o0
J

quando j — 00, o que implica que y = 0 uma contradigdo com (2.3). Por transitivi-

dade segue a conclusao da Proposicao. WM

Definicao 2.8 Uma norma matricial em R™*™ é uma funcao que transforma cada
A € R™™ em um numero real ||A||, chamado a norma de A, e que satisfaz as sequintes

condigoes para quaisquer A, B € R™" e qualquer o € R :



CAPITULO 2. PRELIMINARES 15
1. A#0=||A|| > 0;
2. [laAll = laf All;
3. A+ Bl < [[All + || Bl;
4. |AB|| < [IAIB]I-
Exemplo 2.2 A norma de Frobenius definida em R™™" por

Al = (ZZ)

i=1 j=1
Toda norma em R™ pode ser usada para definir uma norma em R"*"™ de um modo

natural como é dado na seguinte

Definig¢ao 2.9 Dada uma norma |-||, em R™, a norma em R™™ induzida por |||,

¢ definida por

A
Al = max 142l
=20 ||z,

E facil mostrar que a norma em R™*" definida acima é uma norma matricial.
Quando o contexto nao deixar duvida quanto a norma de R™ que induz a norma em

R™*™ pode-se omitir os indices.

Proposicao 2.7 Se a norma |||, em R™ induz a norma matricial ||-|| em R™*",

entdao, para quaisquer A € R™"™ e x € R",
[Az]], < [[A]l [,

Prova: Seja A € R™". Para ¢ = 0 a igualdade segue facilmente . Suponhamos

agora r # 0. Entao,

A A

Azl A
lzll = w2 [yl

Portanto, segue o resultado. W
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Defini¢ao 2.10 Uma métrica (ou distancia) sobre um conjunto E € uma fungdao
dExFE—R
que possui as sequintes propriedades, para quaisquer x,y,z € E:
1. d(z,y) > 0; d(z,y) = 0 se e somente se x = y;

2. d(z,y) = d(y,z);

3. d(z,z) <d(z,y)+d(y, 2).

O ntmero real d(x,y) é chamado de distancia de = a y.

Pode-se mostrar sem dificuldade que num espago normado F, a funcao

(@,y) = llz =yl
¢ uma métrica. Consideraremos sempre um espaco normado munido dessa métrica.

Definicao 2.11 Seja um espaco normado E munido da métrica dada acima. Uma
sequéncia (x,) de pontos de E é uma sequéncia de Cauchy em E se, dado € > 0,

existe n(€) € N tal que, n,m > n(e) = d(x,, x,) < €.

Definicao 2.12 Um espago normado E € dito completo, ou de Banach, em relacao
a métrica proveniente de sua norma, se toda sequéncia de Cauchy de elementos de

E € convergente em E, relativamente a essa métrica.

Exemplo 2.3 (R, |:|), onde |z| indica o valor absoluto de x € R, é um espago de

Banach.

Definicao 2.13 Um produto interno sobre um espaco vetorial real ¢ uma funcdao
(z,y) — (z,y) € R definida em E X E e tomando valores reais, tal que para quaisquer

x,y,2 € E e a € R sejam validas as sequintes relagoes:

1. (z,y) = (y,x);
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2. (x+y,2) = (z,y) + (¥, 2);
3. (ax,y) = a-(x,y) = (x,ay);

4. x# 0= (z,z) > 0.

O exemplo mais comum é o produto interno canonico do espaco vetorial R™, o

qual é dado por

<$7 3/> = Z TiYi,
=1

sendo & = (1, ..., Tp), ¥ = (Y15 -y Yn)-

E comum representar o produto interno canodnico de R™ como um produto de

matrizes da seguinte forma

(,y)=y'z=za"y.

2.3 Ntcleo Resolvente

Nesta se¢ao vamos obter uma expressao para a solucao de uma EDV em que cada
estado depende somente dos estados anteriores e nao do estado atual, isto é, para uma
equacao explicita. Um tratamento para as equacoes implicitas, além das explicitas,
pode ser encontrado em [10]. As solugoes serao dadas para equagdes que apresentam

a seguinte forma:

Tntl = ApTy + Z QT + bna n > No, (24)

Jj=no
onde z, € R", a,; € R™" e b, € R" é dado. Veremos como obter o termo geral da
solucao da equacao acima em funcao de b, e de matrizes R, ,, 0 < n < m, m fixo,

tais que R, , = I e para cada m > n ¢ satisfeita a seguinte relacao:

Rm+1,n - Rm—l—l,n—l—lan + Z Rm—l—l,j-l—laj,n‘ (25)

j=n
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Tais matrizes sao conhecidas como matrizes resolventes para a equagao (2.4). Multi-

plicando a esquerda a equagao (2.4) por Ry,41n+1, o < n < m, m fixo, obtemos
n

Rm—&—l,n—f—l'rn—i-l = Rm+1,n+1anxn + Rm-i-l,n-‘rl E Qn,j T + Rm+1,n+1bn'

Jj=no
Dali,

m

E Rm+1,n+1xn+1
n=ng

m m n m
= Rm+1,n+1anxn + Rm+1,n+1 Ap ;T + Rm+1,n+1bn
777
n=ng n=ng Jj=ngo n=ng

m—ng m—no

m m
= E Rm+1,n+1anxn+ E E Rm—l—l,ng—l—l—l—jano—i—j,no—l-lxno—i-l+ E Rm+1,n+lbn'

n=no =0 7=l n=ng

Fazendo ng + 7 =7 e ng+ [ = p, fica,

m m m m m
§ Rm+1,n+1xn+1: § Rm+1,n+1an~rn+ E § Rm+1,r+1ar,pxp+ E Rm+1,n+1bn~

n=ng n=ng p=ng r=p n=ng

Trocando p por n e r por j, obtemos,

m m m m m
E Rm+1,n+1xn+1 = E Rm+1,n+1anxn+ E E Rm—&-l,j—&-laj,nxn"_ E Rm+1,n+lbn

n=ng n=ng n=ng j=n n=ng
m m
= § Rm+1,n+lan + E Rm+1,j+la'j,n Tp + Rerl,nJrlbn (26)
n=ng j=n
~~ g
L = Rm—i—l,n |

Por outro lado,

m m—+1
E Rm+1,n+1$n+l = E Rerla nxy
n=ng n=ng+1

m
= Tmt1+ E Rerl,nfEn

n=nop+1

m
= Tm4+1 — Rerl,nowno + Rm+1,noxn0 + E Rerl,nxn
n=ng+1

= Zmi1 = Rogpimg®ng + 3 Riiinn. (2.7)

n=ng
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Das expressodes (2.6) e (2.7) obtemos

m
Tm4+1 = Rm—i—l,noxno + § Rm+1,n+lbn7

n=ng

fazendo a mudanga de indice n + 1 = [ e denotando m + 1 = n obtemos

n
Tp = Rmnoxno + E Rn,lbl—l-

l=ng+1

19



Capitulo 3

Estabilidade

O fato da solucao de uma equacao a diferencas ser uma sequéncia cujos termos
nao dados podem ser obtidos recursivamente é uma grande vantagem em relacao aos
problemas modelados por equagoes integro-diferenciais. De fato, esta peculiaridade
das equacgoes a diferencas nos permite, com o uso dos computadores, obter um ntimero
de termos tao grande quanto desejarmos de sua solucao. Em muitas aplicacoes isso
é suficiente para conseguirmos as informagoes que desejamos. Por exemplo, se dese-
jamos saber qual serd a populagao daquela espécie de insetos, sobre a qual falamos
no capitulo 1, ao final de 30 dias a partir do nascimento da populagao inicial, basta
encontrar o sexto termo da sequéncia solucao da EDV que modela a dinamica de

reproducao de tal espécie.

Porém, a possibilidade de obter tantos termos quantos desejarmos da solucao de
uma equagao a diferencas nao necessariamente nos fornece uma férmula (nao recursi-
va) para a solucao, e tampouco, respostas para algumas questoes mais complexas do
que a mencionada acima. Por exemplo, suponhamos que se tenha observado experi-
mentalmente, sob determinadas condicoes especificas, que para uma geracao inicial
daquela espécie de insetos com P; individuos, as geracoes que a sucedem tém o mes-
mo numero F; de individuos. Desejamos agora saber qual ¢ a dinamica populacional

desta espécie sob aquelas mesmas condigoes especificas, porém tomando valores dife-

20
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rentes de P; para a geracao inicial. Neste sentido, podemos formular as duas seguintes

perguntas:

e Serd que podemos garantir que as populagoes das geragoes que sucedem uma
geracao inicial estarao tao proximas quanto desejarmos de P; desde que tome-

mos a geracao inicial com uma populacao P; + ¢ suficientemente préoxima de

P;?

e Serd que, se a resposta da pergunta acima for afirmativa, as populagoes das
geragoes posteriores as geracoes iniciais préximas de P; se aproximam de P;

cada vez mais a medida que as geracoes se sucedem?

Estas questoes, que sao de carater qualitativo, nao podem ser respondidas apenas
a partir do conhecimento de certo nimero de termos da solucao da equacao, por
maior que tal nimero seja. Para responder a estas perguntas é preciso entao, utilizar
métodos apropriados que nos déem informacoes sobre propriedades qualitativas da

solugao da equacao que modela a dinamica de reproducao daquela espécie em estudo.

A primeira questao levantada acima diz respeito a nogao de estabilidade e a se-

gunda a estabilidade assintética.

Vejamos agora, de forma descontextualizada, estes conceitos no caso das EDV’s.
Se a solucao de uma EDV associada a uma certa condigao inicial tem como solugao
uma sequéncia constante, entao diz-se que aquela condicao inicial é um ponto de
equilibrio (ou ponto critico ou estado estacionério) da EDV e, a respectiva solugao é
dita ser uma solugao de equilibrio da EDV. Se para dados iniciais proximos da con-
dicao inicial de equilibrio, as solu¢oes permanecem préximas da solugao de equilibrio,
entao, diz-se que esta solucao de equilibrio é estavel. Se, além disso, existir uma
vizinhanga de dados inicias proximos do ponto de equilibrio, tal que as respectivas
solugoes convergem para a solucao de equilibrio, entao esta solugao de equilibrio é

dita assintéticamente estével.
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O ponto z € R” é um ponto de equilibrio da equacao
Tpr1 = H(N, Ty oo, x,), 0 € No, (3.1)

se para cada n € N, for valido que H(n,Z,...,Z) = . Em nosso trabalho, sem
perda de generalidade, vamos considerar a origem como ponto de equilibrio. Uma
EDV com ponto estacionario nao nulo é equivalente a uma EDV com a origem como
ponto de equilibrio, conforme mostramos a seguir. Se T # 0, fazemos para cada

n>ng: Y, = T, — . Esta mudanga, transforma a equagao (3.1) acima em
Yn+1 = H(”»?/no +f7yn+f) _H(naj7-"7j) EF(naynow"ayn)a n Z Ny,
que claramente, tem a origem como ponto de equilibrio.

Neste capitulo, o principal objetivo é estudar condi¢oes para a estabilidade e es-
tabilidade assintética da solucao nula de algumas EDV’s, sem que seja necessario
resolver analiticamente tais equacoes. As equacoes que serao objeto de nosso estudo

neste capitulo apresentam a seguinte forma geral:
Tpi1 = H(n, 2y, ..., Ty), (3.2)

ondex, € R"e H: N,, xS, — R", étal que H(n, Yng, - s Yn, Yns1,---) = H( Yngy -+ Yn),
isto é, para cada n > ng, H nao depende dos termos y; com k > n. Asumiremos
também que a solu¢do nula é uma solugdo de equilibrio, isto é H(n,0,...,0) = 0
para todo n > ng. Como mencionamos no primeiro capitulo, denotaremos com

x(n, no, Tn,) as solugdes de (3.2) que em ny tem como dado inicial z,,

Definicao 3.1 Diz-se que a solugdo nula de (3.2) é:

1. estdvel se para cada € > 0 existe 6 = §(e) > 0 tal que,

[T < 0 = |x(n, N0, Tny )| < €, Vn > ng;
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2. assintoticamente estdvel se € estavel e se ewiste um conjunto aberto A C R”
contendo a origem, tal que lim x(n,ng, x,,) = 0, qualquer que seja a condi¢do
n—oo

inicial x,, € A.

No caso em que A coincide com R" na definicao anterior, diremos que a solugao

nula tem estabilidade assintotica global.

3.1 Estabilidade Via Método de Lyapunov

Nesta secao estudamos condicoes para a estabilidade assintotica da solucao nula de
EDV’s da forma:
Tpr1 = H(n,xg,...,2,), (3.3)

onde z, € R" e H é como em (3.2), porém estudaremos a evolugdo a partir de
no = 0. Logo as solugoes sao denotadas por z(n, 0, z¢) com dado inicial z. Algumas
vezes denotaremos a solugao simplesmente por z,. Para investigar a estabilidade
de tais EDV’s usaremos fungoes auxiliares V' : Z1 x S, — R nao negativas, tais que
V (N, Yo, -« s Yny Ynsts - --) = V (0,90, ., Yn), isto é, para cadan € ZT, V nao depende
dos termos y; para k > n, e V(n,0,...,0) = 0. Além disso, a primeira diferenga ao

longo de suas trajetérias é nao-positiva, isto é
AV :=V(n+1,z0,...,2541) — V(n,20,...,2,) <0, Vn > 0.

As condicoes para a estabilidade assintética global da solucao nula das equacoes
desta segao sao similares as que se pode encontrar nas referéncias [6], [9], [13] e [16].
Lembramos que uma funcao w é uma K-func¢ao se estiver definida e for continua
em [0, 00), ndo-decrescente, com w(0) = 0 e w(x) > 0, para cada = > 0. De agora
em diante, sempre que escrevermos w ou w; sem fazer nem um comentario, ficara

subentendido que se trata de uma K-funcao.

O préximo teorema nos da condigoes suficientes para estabilidade assintética da

solugao nula de (3.3) e fundamento para os demais teoremas da se¢ao.
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Teorema 3.1 Para que a solugdo nula de (3.3) tenha estabilidade assintdtica global
¢ suficiente que existam uma funcao V:Z1' x S, — R e duas K-funcoes, wy,ws, de

modo que as sequintes relagcoes sejam satisfeitas:
wl(‘xn‘) < V(n7$07"'7xn)7 Vxn ERT;

V(0,y) € continua em y = 0;
AV =V(in+1,20,...,Tpn, Tny1) — V(n, 20, ..., 2,) < —wo(|z4]), (3.4)

para toda solugdo x, de (3.3).

Prova: Comegamos mostrando que a solugao nula de (3.3) é estdvel. Fixemos € > 0.

Devemos mostrar que existe 6 = d(e) > 0 tal que
o] <0 = |z, <€  VYVneZt,

onde z, é uma abreviacao para z(n,0,xy), conforme ja convencionamos anterior-
mente. Como € > 0, entdo, wi(e) > 0. Desta desigualdade e da continuidade de

V(0,y) em y = 0, segue que existe d(¢) = J > 0, tal que
lyl <0 =[V(0,y) = V(0,0)] <wile).
Daqui, como V' é uma fungao nao-negativa e V(n,0) = 0, tem-se
lyl <6 =V(0,y) < wi(e).

Consequentemente, tomando uma condigdo inicial zy € R", satisfazendo |zq| < 0,
obtemos

V(O, xo) < w1 (6)

Por outro lado, pelo fato de V' ser nao-crescente ao longo da trajetéria, concluimos
que, para cada n € Z*:

V(n,zg,...,z,) < V(0,x0).
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Das duas ultimas desigualdades e da hipdtese de que wy(|z,|) < V(n,xo,...,zn),
obtem-se

|z0] <0 = wi(|zn]) <wile)  VneZT,

donde segue, pelo fato de wy ser nao-decrescente:
|zo] <0 = |z, <€ VneZ,
provando a estabilidade da solu¢ao nula de (3.3), como queriamos.

Para finalizar a prova de que a solu¢ao nula de (3.3) tem estabilidade assintética
global, resta mostrar que

lim x(n,0,x¢) = 0,

n—oo
qualquer que seja a condic¢ao inicial o € R". Suponhamos, por reducao ao absurdo,
que existe ro € R”", para o qual a igualdade acima ¢é falsa. Entao, existem ¢y > 0 e

uma subsegéncia de (x,), a qual denotaremos da mesma forma, tais que
|z,| > eo, Vn > 0,
daqui, dado que w, é nao-decrescente, obtemos
wa(|zn|) > walen) > 0, Vn > 0. (3.5)

Por outro lado, somando os termos de (3.4) de 0 até m fixo, obtem-se

m m

Zw2(|xn|) < Z(V(n,l'o,...,l’n) —V(n+1,x0,...,xn+1))
n=0 n=0
= V(va()) _V(m+1ax07'-->$m+l)

< V(Oa ._'E())-

Tomando o limite quando m — oo na desigualdade anterior, concluimos que

oo
S wn(fan) < oo,
n=0

e portanto

lim wy(|z,|) =0,
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o que estd em contradigdo com (3.5), e portanto o Teorema se verifica. W

Os teoremas desta secao darao condigoes suficientes para que a solucao nula de
algumas EDV’s tenha estabilidade assintética global. O procedimento desenvolvido
em suas demonstracoes estard baseado no teorema anterior e serd o seguinte: para
cada EDV dada definiremos uma funcao de Lyapunov V', a qual dependera dos coe-
ficientes da EDV no caso linear e, no caso da EDV ser nao-linear, dos coeficientes e
funcao responsavel pela nao-linearidade, de tal forma que se cumpram as hipéteses

do teorema anterior.

As EDV’s que estudaremos nesta se¢ao apresentam a seguinte forma geral:
n
Tnt+1 = Z F(najv xj)'
j=0

Iniciaremos estudando a estabilidade de uma equacgao escalar do tipo convolugao,

n

a1 =D QT j, (3.6)

=0
cujos coeficientes sao pequenos.

Teorema 3.2 Se a sequéncia de coeficientes (ay), da EDV acima, satisfaz

o0

> ak| <1,

k=0

entao a solu¢ao nula daquela EDV tem estabilidade assintotica global.

Prova: Vamos em busca de uma fungao de Lyapunov V e de funcoes wy, wy, nas

condicoes do Teorema anterior. Definindo
V(n,90, s Un) = Wnl + D gl > _laxl, Y >1,
j=1 k=j

V(0,y) = lyl,
vemos que V(0,y) é continua e que podemos tomar w; como sendo a funcao identi-

dade. Claramente, tem-se que

V(n7$07'“7xn) 2w1<|wn‘)a vnz 0.
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Logo, segundo o Teorema anterior, para garantir que a solu¢ao nula de (3.6) tem

estabilidade assintdtica global, resta exibir uma funcao ws que cumpra
AV < —wa(|zn)), Vn > 0.

Aplicando A na expressao que define V', obtemos que para cada n > 1:

n+1

AV = frua] =l + 3o AZW Zm J|Z|akr.

Fazendo a mudanga de indices ¢ = 7 — 1 no primeiro somatorio acima obtemos,

Ixn+1|—|xn|+Z!xn i Z |ak| — Z|«’En g|2|ak| (3.7)

k=i+1

e

=

Agora vamos trabalhar com os somatérios da igualdade acima.

a = \xn\z|ak1+2|xn i Z |ax| — Zm Jl (|a,|+ f: |ak|>

k=i+1 k=j+1
[e.o]
= |z Z x| — Z |@0—jla;| = |2, Z jar] =) lagw,]
k=1 j=1 k=1 i=1

Usando esta igualdade em (3.7), conseguimos

o0 o0
AV = |xn+1| - |xn| + |xn| Z |ak| - Z |aixn—i|
k=1 =1

ol = Yl el (3l -1). 33)
i=1 k=1

Note que as duas primeiras expressoes no lado direito da igualdade anterior sao
muito parecidas com as expressoes que aparecem na equacao (3.6). Agora, usando a

desigualdade triangular em (3.6) obtemos

n

|xn+1| - Z |ai xn—i| g Oa

=0

portanto,

[o@)
|xn+1| - Z |aixn—i‘ <0
=0
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As duas primeiras parcelas no segundo membro de (3.8) sdo parte do que aparece no
primeiro membro da tltima desigualdade. De fato, no somatério acima, ¢ varia de 0
a 0o, enquanto que em (3.8) i varia de 1 a co. A idéia agora é explorar a semelhanga
entre o lado esquerdo da desigualdade anterior e as duas primeiras parcelas no lado
direito de (3.8) para encontrar uma funcao que majore AV. Escrevendo as duas
primeiras parcelas de (3.8) de forma conveniente e usando a desigualdade acima,
consegue-se

o o

|Tnia| — Z |aizn—i] = [Tnp] = Z |aizn—i| + |ao||zn|
i=1

i=0
< laolfznl

Entéao, voltando a (3.8) obtemos

k=1

Finalmente, colocando |z,| em evidéncia na expressao acima, conseguimos

AV < |z,| (Z |ay| — 1) . Vn>1.
k=0

Além disso, é simples verificar que

V(1,21,20) — V(0,20) < |0 (Z |ag| — 1) .
k=0

As duas ultimas desigualdades nos permitem escrever

AV < |z,| (Z |ay| — 1) )
k=0

(e}
Como ko =1 — Z aj € positivo, por hipétese, entao da ultima desigualdade, segue

k=0
a conclusao do Teorema. W

Exemplo 3.1 Como aplicacao do Teorema 3.2, vejamos que a solu¢ao da EDV

1 ] — 1
Tpil = =Ty + = —V——Tn—j,
B 2;]@“) 7

tem estabilidade assintotica global.
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Usando a notagao do Teorema anterior vemos que a sequéncia de coeficientes (a) da

EDV acima, é dada por

1 1
= = = kE>1
o © T Rk U7
Provemos que
Zak < 1.
k=0

Denotando a soma parcial de ordem k desta série por s, obtemos

U A S U
S — — — _ _ -
g 3 2\12 " 23 k(k + 1)
RSV AN A 1 1
32 2 3 koo k+1
111
32
logo
1,15
— -+ - = =
T3S T

quando k — oo. Isto significa que

o0
E ap = —=
k=0

como queriamos. []
Veremos agora condigoes suficientes para que a solucao nula da EDV nao-linear

dada abaixo, tenha estabilidade assintotica global

Tn41 = — Z an,jg(wj>7 (39)
=0

T -

onde z; € R", an; = a,; € R™" e g:R” — R" é uma fun¢ao continua satistazendo

g(0) = 0. Para isto, utilizamos a fungao de Lyapunov definida em Z* x S,., dada por

V1,90, Un) = 200 9(Un) = 9(Wn) "n1n9(n) + Y 9(0;) Tan-1 1Y 9(y;)
=0 =0

- Z [(Z g(yl)T) (an-1,4-1 = @n-1;) Zg(yz) ,
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onde além das matrizes a, ;, n > j > 0 dadas em (3.9), também séo consideradas

matrizes a,_1,_1, Gn—1, para n > 0, simétricas tais que:

ap—1,—1 € nao-negativa definida ,
(p,—1—Qp-1,-1 € Gp_1j-1 — Gp_1,; Sa0 nao-positivas definidas,
Qpj—1 — Qpj — Qp—1j—1 + ap_1,; € nao-negativa definida,

Vy #0: 2yTg(y) — g(y)Tanfl,ng(y) >0,

2y"g(y) — 9(¥) "an—1,9(y) — 0o, quando |y| — oco.

Teorema 3.3 Se as matrizes a, ; € a fungdao g sdo como mencionadas acima, entao,

a solu¢ao nula da EDV (3.9) tem estabilidade assintdtica global.

Prova: Vejamos que o Funcional de Lyapunov definido acima satisfaz as hipoteses
do teorema anterior. Primeiramente vamos encontrar uma funcao ws, tal que para
cada n > O:

V(n,xo, .o, Tn) > wi(|zn]).

Usando as hipéteses de que as matrizes a,—1,-1 € ap—1j-1 — Ap—1,; Sa0, respecti-
vamente, nao-negativa definida e nao-positiva definida, obtemos, da expressao que

define V', a seguinte desigualdade
V(n, o, ..., Tp) > QxZg(xn) — g(acn)Tan_l,ng(xn), Vn > 0.
Seja ¢ : R” — R uma fungao dada por
Y(wn) = 22, 9(xa) = 9(n) " an-109(z0)-

E simples verificar que 1) cumpre todas as condig¢oes que, segundo a Proposicao 2.2,

garantem a existéncia de uma funcao w; satisfazendo

Y(xn) > wi(|znl), Vn > 0. (3.10)
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Assim, das trés ultimas expressoes, vem o que buscavamos:
V(n,xo, .., Tn) > wi(|zn]), Yn > 0.
Por outro lado, da definicao de V', segue que
V(0,y) = 2yg(y).

é uma funcao continua em y € R". Tendo obtido as duas ultimas expressoes con-

cluimos que para provar o Teorema resta encontrar uma funcao ws, tal que
AV < —wy(|zy)), Vn > 0.
Aplicando A as duas primeiras parcelas de V' obtemos

A[2ng<xn) - g(xn)Tan—l,ng(xn)] = 2‘%‘7—L|—+1g(xn+1) - g<mn+1)—|—an,n+lg(xn+1)

—22, 9(wn) + 9(2n) an-10g(zn).  (3.11)

Agora, aplicando A a terceira parcela de V' conseguimos

n+1 n+1

A <Z g(l'j)Tan_L_l Z g(xj)> = Zg(xj)Tan7_1 Zg(xj)
_Zg(xj>—ran—1,—1 Zg(x]) (3.12)

Para simplificar a notacao, denotamos a quarta parcela de V por G(n). Desta forma,

podemos escrever o resultado da aplicacao do operador A a esta parcela como
AGi(n) = Gi(n+ 1) — Gi(n), (3.13)

onde

Gin+1) = - [( ‘ g(ﬂfl)T) (@nj-1— any) Zg(xl)

J=0

= —g(an)T(an,n - an,n+1)g($n+1) + Go, (3-14)
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sendo
GQ = — Z (Z g(xl)T> (an,j—l — aw‘) Z g<$1)]
= - Z (9(575n+1)T + Zg(xl)T> (anj—1 — any) <g(9€n+1) + Zg(xﬁ)]

Usando a distributividade na tultima igualdade obtemos a expressao

n

Go = = g(wni) (g1 — an)9(@arn) = Y 9@nin) (@nyor — any) S gla)
j=0 7=

l=j

- Z Z g<xl>T(an,j—1 — n,j)9(Tns1) — Z Z g<xl)—r(an,j—1 — Qnj) Z g(z1)
I=j

§=0 I=j J=0 I=j
A hipétese de simetria da matriz a, ;, implica na simetria da matriz a, ;1 — ay,j,
donde concluimos que a segunda e a terceira parcelas na igualdade acima coincidem,

portanto podemos escrever

Gy = —g(@ns1)" D (tnjor = an)g(Tns1) = 29(zns1) D> (@njor = any) Y g(x1)
j=0 J=0 =y
= > (@) (anj1 —anj) Y gla).
=0 1=j I=j
Usando este resultado em (3.14), obtemos
Gi(n+1) = _g(xn-i—l)—r(anm — Unpt1)9(Tnt1) — g(xn—&-l)—r (@nj—1 = @nj)9(Tnt1)
j=0
2g<xn+1)—r (an,J—l an,j) Z g(xl)
j=0 =3
=7

-2 (Z g(wz)T) (ang-1 = ang) p_ 9(@): (3.15)

Usando a distributividade na primeira parcela do segundo membro da igualdade

anterior, e notando que o somatorio que aparece na segunda parcela deste membro
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representa uma soma telescopica, concluimos que

B = g($n+1)—ran,n+lg(xn+1) - g(xn+1)Tan,—1g<xn+1)' (3'16)

Por outro lado,

Y= (an—l - an,O) Zg(xl) + (aTMO o Cln,l) Zg($l)

+(an,1 - an,?) Zg(xl) +ot (an,n—l - an,n) Z g(Il)

(s — ang)(gla0) + gle) 4+ 9(@))

—

+(ano = an1)(g(z1) + g(@2) + -+ g(0)) + -+ + (@nn-1 = Ann)g(Tn)

== (an,—l - an,O)g(Z’O) + (an,—l - an,l)g(xl) + - (an,—l - an,n)g(xn)

n

— Zm"”l — ang)g(z;)

=0

= Zan 1g(x) Zanzg )

= Gp,—1 Z g($l) + Ty,
=0

onde a ultima igualdade foi obtida de (3.9). Podemos usar a igualdade anterior para

reescrever a primeira parcela da segunda linha de (3.15) como

—29(93n+1)TZ Qn,j—1 = n,j Zg w1) = =2g(ni1)  an - 129 1) = 29(xp 1) a1,
=0

Usando esta igualdade e (3.16) em (3.15) obtemos,

Gi(n+1) = g<xn+1)Tan,n+lg(xn+1) - g(xn+1>Tan,flg(xn+1)

_2g<xn+1)Tanﬁl Z g(xr) — 29(3311+1)Txn+1
=0

- Z (Z g(ﬁl)T) (@nj1 = an;) Zg(xz)
= —g(@n1) (an1 = Gnni1)9(Tnp1)

—29(n11) " an, Z g(z1) — 21’;19(33%1)
1=0
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— Z (Z g(il)T) (anj—1 — an,;) Zg(xz)-

Usamos esta igualdade em (3.13) para concluir que A aplicado a quarta parcela de

Vé

n

AGi(n) = —g(@ns1) (an—1 = Gnn1)9(Tnt1) — 29(Tps1) a1 Zg(l’l)
1=0
2$n+19 Tnt1) Z Z g9(x1) an,jq — an,j) Z g9(x1)
j=0 I=j l=y
+3 > 9(@) (@11 = ano1g) Y gla). (3.17)
J=0 I=j l=j

Finalmente, somando (3.11), (3.12) e (3.17), obtemos

AV = Qx;errlg(xn-&-l) - g(xn+1)—ran,n+lg(xn+1) - 2:1)11—9(1’”) + g($n)Tan—1,ng(xn>

n+1 n+1 n n
+ Z 9(;) " an, Z g(zj) — Z 9(x;) " an1,1 Z g9(z;)
J=0 j=0 j=0 j=0

n

—9(zns1) (@n-1 = Q1) 9(@ns1) — 20(@ni1) Tan1 Y gla)
=0

—2,.19(Tnp1) ZZQ (@) (anj1 = ang) Y g(x1)
J=0 I=j l=j

> 9(@) (11— anm1g) Y g(@),

=0 I=j I=j
Apoés alguma manipulagao no lado direito dessa igualdade consegue-se a seguinte

expressao para AV:

AV = _Qx;zrg(xn) +g(xn)—ran lng xn Zg xn—‘rl an lg(xl)
1=0
- Z Z 9(@) (anjo1 — Anj — Gno1jo1 + A1) Z g(x)
J=0 I=j l=j

+ Z g(mj)T(an,—l — p-1,-1) Z g(x;) + Z g<xj)—ran,—1g($n+l)'
=0 =0 j=0

Devido a simetria da matriz a, _;, segue que a tltima parcela da primeira linha e

a ultima parcela da terceira linha da igualdade acima se anulam, portanto podemos
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escrever
AV = —2$Ig(1‘n) + g(xn)—ran—l,ng(xn) + Z Q(Ij)T(am—l —Qp-1-1) Z g9(z;)
j=0 Jj=0
- Z Z g(ﬂfl)T(aw—l — Qnj = Q151+ Qno15) Z g(w1).
J=0 I=j =y

Daqui e das hipéteses que afirmam respectivamente, que a matriz a, 1 — ap—1,-1 €
nao-positiva definida, e que a matriz a, j_1 — @n; — @p_1,-1 + ap—1,; ¢ nao-negativa

definida, obtemos

AV < =213 g(2,) + 9(20) T an_109(z0) = —0(2,),

e portanto, usando (3.10) na desigualdade acima, obtem-se a desigualdade que encerra
a prova do teorema:

Observagao 3.1 Suponhamos que as matrizes a, ; dadas em (3.9), sao nao negativas

definidas satisfazendo as sequintes relagoes:

Qp4+10 — Ano € Qpj — Qpj+1

sao nao positiva definidas, a primeira paran > 0 e a sequnda para 0 < j < j+1 < n,

e
Qpj—1 — Qpj — Gp_1j-1+ Gp_1

¢ nao positiva definida para 0 < j—1<j+ 1< n. Neste caso, se para cadan > 0

existir uma matriz an_1 ., tal que

Apn—1 — Qpnn — Apn—1n—1 + Ap—1,n

€ ndo negativa definida (quando n = 0, além de a_1o tem que existir uma outra

matriz a_y_1 de tal forma que a afirmagdo anterior seja satisfeita) e

21" g(z) — g(z) "an_1n9(x) >0, VY #0,
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entao € possivel contruir matrizes a, 1 comn > 0, tal que as condi¢oes do Teorema

anterior sejam cumpridas.

Observacao 3.2 FEstudamos acima uma EDV nao-linear do tipo nao-convolucao.

Um caso particular € a sequinte EDV nao-linear de convolugdo , isto €, a, j = an_j:

n

Topr = = ) an9(x;). (3.18)

J=0
Neste caso as condigoes sobre os coeficientes e sobre a funcao g, da equagao aci-
ma, que garantem a estabilidade assintotica global de sua solugcao nula, sequem das

condi¢oes da observacao anterior, fazendo an; = an_j, € 5G40 as sequintes:

a; € simétrica nao-negativa definida, j =0,1,..;

ajy1 — aj € nao-positiva definida, j = —1,0,1..;
g € uma fun¢ao continua satisfazendo g(0) = 0, e existe a_y € R™" simétrica tal que

aj+1 — 2a; + aj_1 € nao-negativa definida, j =0,1..;

2yTg(y) — g(y) Ta_1g(y) >0, Vy#0.

Vejamos uma aplicagao no caso bidimensional.

Exemplo 3.2 Se em (3.18), consideramos uma equacao bidimensional tomando

1

)+ 3
Clj: J 1 s

Jj+3
1
—(y1e”, y2e¥?) se y1<In2 e y<In2
9y, 92) = 2
(y1,v2) se Yy >In2 ou y,>1In2

entao sua solucao nula terd estabilidade assintotica global.
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Para mostrar isso, vamos ver que todas as condigcoes dadas na Observagao anterior

sao cumpridas. Claramente a; é simétrica. Além disso, o autovalor de a; é

! >0
j+3" 7

donde segue que a; é positiva-definida. Vejamos agora que as matrizes a;4+1 — a; €
aj+1 — 2a; + a;_; sao, respectivamente, nao-positiva definida e nao-negativa definida.
Ora, o autovalor de a;1; — a; é (o elemento que aparece em sua diagonal)

1 1 <0
j+4 5+3 ’
o que implica que essa matriz é negativa definida. Por outro lado, o autovalor da
matriz Ajy1 — Qaj + Qj—1 é

1 9 N 1 9
JH4 4342 (GG +3)G+2

>0,
)

o que mostra que tal matriz é positiva definida. Agora vamos ver que a funcao g
definida acima, é como na observagao (3.2). E simples mostrar que esta funcao é
continua e que ¢g(0) = 0. Para finalizar, resta provar que existe uma matriz a_; €

R™7" simétrica e nao-negativa definida, tal que

2y g(y) — g(y)Ta_1g(y) >0,  Vy#0.

Vejamos que a desigualdade acima pode ser obtida tomando a_; = [, a matriz

identidade em R**2. Seja y = (y1,12) # (0,0). Se y1,92 < In2, entdo

1
2y g(y) —g(y) " Ig(y) = (yl,yg)T(yley%yzeyQ)—Z(yley%yze”)T(yley%yze’”)

1 1
=y Fype” — Jyie™ — Jype
2 eyl 2 s eyQ
= yje¥ [ 1— o) Tee 1- T (3.19)

> 0.

A dltima desigualdade vem de que y;, 72 < In2 e de que y; # 0 ou yo # 0. De fato,

1 eyl 1 eyl
<In2 - -2<-e 5 @ —<—-—— . @ —-<1l1-—
Hr = € 2 A 2 A
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Donde segue que a primeira expressao entre parénteses em (3.19) é positiva. De
modo analogo mostra-se que a segunda expressao entre parénteses naquela igualdade
é positiva. Finalmente, como y; # 0 ou y, # 0 segue que pelo menos uma das parcelas
do segundo membro de (3.19) é positiva (e a outra é, na pior das hipdteses, igual a

0). Suponhamos agora que y; > In2 ou y, > In2. Entao,

29 g9(y) —9) Tgly) = (2u1,202) " (y1,92) — (W1, 92) " (w1, 2)
= 27+ 25 -y — ¥
= vty
> 0.

O

Observacao 3.3 Para o caso particular de equacao escalar linear de convolugao:

n

Tn+1 = — Z Qp—j 5 (320)
j=0
T; € R, a; € R,

Kolmanouskii et al. [8], utilizam uma fungao de Lyapunov diferente daquela fornecida

pelo teorema 3.3, dada por

n 2
V(TL, Yo, .-+ yn) = (2 - a*l)yi + Qp+1 (Z yj)

J=0

n n 2
- Z (an+1—j - an—j) (Z yz) )
j=0 I=j

Com cdlculos andlogos aos realizados na prova do Teorema (3.3) mostra-se que

n+1 2 n+1 n+1 2
AV = (any2 — Any1) (Z %‘) ) (ant2—j = 2an41-j + an)) (Z QJZ)
=0 I=j

j=0
— (2 — a,1)$i.

Assim, vemos que as sequintes condigcoes garantem a estabilidade assintotica global

da solugdo nula de (3.20):

A constante a_y introduzida na definicao de V' deve satisfazer 2a9 —a; < a_1 < 2;
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0 < an+1 < An, vn Z 07

Qi1 — 20p + ap_1 > 0, Vn > 1.

Note que na definicao de V' estamos introduzindo a constante a_y cumprindo a
primeira condi¢ao dada acima, e portanto esta funcdao V € util para estudar a es-

tabilidade da equagao (3.20) quando 2ag — a; < 2.

Como aplicagao deste resultado apresentamos os dois seguintes casos particulares:

Exemplo 3.3 Consideremos 0 < a < 2. As solugoes nulas das EDV’s abaizo tém

estabilidade assintotica global:

n

1

n
Tpy1 = —a E Zj, Tpt1 = — ?%
=0 =0/

De fato, no primeiro caso a sequéncia de coeficientes é a sequéncia constante a, = a,

que 6bviamente satisfaz as condigoes dadas na observagao anterior.

Quanto a segunda EDV, a sequéncia de coeficientes é dada por

1
= , n>0
n+1

a”I’L Y

que € decrescente e tem todos os termos nao-negativos. Verifiquemos que vale a

desigualdade 2ag — a; < 2. Segue imediatamente da definigao de (a,) que

2 =2 L_3 <2
Qo a; = 9 = 9 .
Para finalizar, vejamos que
Qpy1 — 20, + ap_q > 0, Vn > 1. (3.21)
Para cada n > 1:
n+1 1 n+24+n 1

n+om+1>n*+2n = )>

= >
nn+2) n+1 2n(n+2) ~ n+1
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1 1
=+ — 1 Ap—1 + Qpt1
=N 2"+2> — = it e 27” > ap,
n

donde segue (3.21). Assim, concluimos que (a,) cumpre todos os requisitos que,
segundo a observagao 3.3 garantem que a solucao nula da segunda EDV dada acima,

tem estabilidade assintética global. [J

3.2 Funcoes de Lyapunov com Diferencas
Nao Negativas

Diferentemente da secao anterior, na qual investigamos a estabilidade da solugao
nula através de fungoes auxiliares V', com primeira diferenca nao-positiva ao longo
das trajetorias, nesta secao, obtemos informagoes sobre estabilidade da solugao nula
de uma EDV mediante o uso de funcgoes auxiliares V', cuja primeira diferenca nao
necessariamente é negativa ao longo das trajetorias. Outra diferenga em relacao a
segao anterior, é que nesta parte do trabalho V(n,-) ndo depende de x;, para j # n.
Por outro lado, da mesma forma que na secao precedente, consideramos funcoes V'
nao-negativas. Podemos resumir as caracteristicas basicas das fungoes V' utilizadas

aqui, escrevendo:

V(n7y0a sy Yny - ) = V(n7yn) Z 07 \V/yn S RT, n e Z+. (322)

Na presente secao, desejamos obter condig¢oes suficientes para a estabilidade e es-
tabilidade assintotica da solucao nula de EDV’s homogéneas escalares que apresentam
a seguinte forma geral

Tpr1 = H(n,xg,...,2,), (3.23)

e assumiremos que a solugao z(n, 0, xy) depende continuamente dos dados iniciais.

A partir deste momento convém, por economia de notagao, convencionarmos que:

vy 1= V(n,z,).
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Os dois préximos resultados estudados por V. B. Kolmanovskii e colaboradores [§],
dao respectivamente condigoes suficientes para a estabilidade e estabilidade assintotica

global da solugao nula da equagao (3.23).

Teorema 3.4 Para que a solug¢ao nula de (3.23) seja estdvel € suficiente que existam
uma fungao V:Zt x S — R, satisfazendo (3.22) e tal que, para cada
n € Z*, V(n,0) = 0 e V(n,y) é continua em y = 0, K-fungoes wy,ws, € uma

funcao v:Z*T x Zt — R, de modo que as sequintes relacoes sejam satisfeitas

Vn,z,) > wi(|z,]), Vo, € R";

n

AV < =anws(Uni1) + 3 (0, fwa(vy), (3.24)

ao longo das trajetorias, onde

lim a* Zv(n,j) =0.

n—00 -
Jj=0

Prova: Devemos mostrar que para cada € > 0, existe d = d(e) > 0 tal que,
|zo] < 6 = |zp| <, Vn >0,

onde estamos denotando com x, a z(n,0,xy). Para provar a implicagdo acima, a
idéia é separar em duas partes. Primeiro mostramos que existe ng € Z™, tal que
a implicacdo acima ¢é vialida para cada n € [0,n] (onde [0,7y] denota os inteiros
desse intervalo). Em seguida mostraremos que tal implicagdo é véalida para para os

restantes n > nyg.
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Fixemos € > 0. Seja 0 < a < 1. A hipétese de que a,' ny(n,j) — 0 quando

=0
n — 0o, garante a existéncia de ng € Z*, tal que
n
a," Y y(nj) <o, Yn=mng (3.25)
=0

Como wy(€) > 0. e para cada n € [0,no] fixado, V(n,y) é uma fungdo de y € R,

continua em y = 0, entdo, para cada n € [0, ny| fixado, existe d,, = d,(€) > 0, tal que
lyl < 8, = |V(n,y) — V(n,0)] < wi(e) i.é. ly| < 0n = V(n,y) < wi(e).
Assim, tomando 5= min{do, . .., 0n, }, concluimos que
ly| < 0= Vi(n,y) < wile), Vn € [0, ng.

Por outro lado, como por hipdtese a solugao da EDV analisada depende continua-

mente dos dados iniciais, entao existe 0 < ¢ < 5\, tal que
mo| <6 = |za] <0,  Vn€[0,n).
Combinando as duas ultimas implicac¢oes, obtemos
|zo] < 0 = v, < wile), Vn € [0, ng).

Daqui, usando a hipétese de que wy(|z,|) < v, para cada n € Z* e a monotonicidade

de wy, deduzimos que
|z < 6 = |z, <, Vn € [0, ng). (3.26)

Vamos iniciar neste momento a prova da segunda parte da demonstracao, ou se-
ja, vamos mostrar que |z,| < €, para todo n > ngy. Para tanto, mostraremos que
v, < wy(€) para cada n > ng. Vamos fazer isso por redugao ao absurdo. Suponhamos
que existe n > ng tal que v, > wi(€). Denotemos por 1y o primeiro momento em que

isso ocorre, isto é

n<ng = v, <we e Upy > wi(€).
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Note que o par de expressoes acima implica que

Por outro lado, usando a hipétese (3.24) e a monotonicidade de wy obtemos, respec-

tivamente, as seguintes desigualdades

ni—1
Upy — Upp1 S —py 1w (vp,) + Z y(ny — 1, jws(v;)
J=0 -
< —apy—1wa(Vn,) + wa(vn,) Z v(ni —1,7),
=0
ou seja
ni—1
Uy = U1 < = 1= (an,—1) 7" Y v = 1,5) | oy —1wa(vn,)

sendo que a segunda desigualdade acima ¢é obtida de (3.25). Da desigualdade anterior
segue que

Uny < Uni-1,

o que contradiz a desigualdade obtida em (3.27). Portanto
Uy < wi(€), Vn > ny,
o que, pela desigualdade wi (|z,|) < v, e monotonicidade de wy, implica em
lz,| < e, Vn > ng.
Daqui e de (3.26), concluimos que
|zo| < 0 = |z,] <, Vn >0

o que encerra a prova do Teorema. H

Veremos agora que com duas hipoteses adicionais as dadas no tltimo Teorema,

teremos garantida a estabilidade assintética global da solugao nula da EDV (3.23).
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Teorema 3.5 Se além das hipoteses do Teorema 3.4, for vdlido que

o0
lim wy(y) = oo e E a, = o0,
Yy—oo 0

n=

entdo a solugdo nula da EDV (3.23) tem estabilidade assintética global.
Prova: Basta mostrar que

lim x, := lim z(n,0,29) =0 para toda condi¢ao inicial xy, € R",

n—oo n—oo
pois a prova de que a solugao nula é estavel ja esta feita no Teorema anterior. Fixemos

xo € R", e tomemos € > 0. Vamos mostrar que existe ng € Z™, tal que
n>ng = |z, <e
Como wq(y) — oo quando y — 00, segue que existe 5 > 0, tal que
w1(B) > g, Vn € [0, no),

onde ny é aquele mencionado em (3.25). Com o mesmo procedimento adotado na

prova do Teorema anterior (trocando wy(€) por w;(f3),) mostra-se que
wi(B) > vy, Vn > 0. (3.28)
Por outro lado, a hipétese de que a,* ny(n, j) — 0 quando n — oo, garante a

J=0
existéncia de ny > ng, tal que, para cada n > n;:

12” ) zw;( %) (3.29)

Vamos provar agora que, para cada n > ni:
Uy, < wy(€). (3.30)

Comecamos mostrando que a desigualdade anterior é verdadeira para algum n > n.
Suponhamos, por reducao ao absurdo, que v, > wi(€), para todo n > n;. Entao,

como wy é nao-decrescente tem-se

wa(vy) > walwi(e€)), Vn > ny. (3.31)
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Usando a hipdtese (3.24), a desigualdade obtida em (3.28) e a monotonicidade de ws,
obtemos as seguintes desigualdades

n—1
Up — VU1 < —Gp_qwa(vy) + Z’y(n — 1, j)wa(vy), Vn > ny
=0
n—1

< —apawa(vn) +wa(wi(B) Y y(n—1,7), Yn>ny.

i
o

Daqui, usando a desigualdade (3.29) consegue-se

wo (w1 (€))an_1

Uy, — Up— < —p_1wa(vy,) + wa(wi (B
1 1 2( ) 2( 1( )) 2@02(&]1(5))
= —Gp-1 (WQ(’Un) - wz(wzl(E))) ) Vn > ny.
Finalmente, usando (3.31) obtemos
Uy — Upo1 < —an_lw, Vn > n;. (3.32)
Por outro lado, como por hipdtese a série Z a, diverge, existe ny € Z*, tal que
n=0

- Awn(B)
> a;> ) (3.33)

Somando de n; + 1 até ny + 1 em (3.32), obtemos,

Jj=ni

wawi() =
Z (Un - Un—l) < - 9 Z Ap—1.
n=ni1+1 n=ni+1

Notando que o membro esquerdo desta desigualdade é uma soma telescépica e fazendo

a mudanca de varidveis: n — 1 = j, obtemos:

wa(w1(€)
Uny+1 — Uny S _% Z aj.

Jj=n1
Daqui e da desigualdade (3.33) resulta
wa(wi(€)) dwi(P)

2 wa(w(€))
= 2w (f).

Ung41 — Uny < —
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Somando v,, na tltima desigualdade, usando (3.28) e o fato de que wy(5) > 0,

conseguimos

Ung4+1 < Um_le(ﬁ)
< —wi(B)

< 0.

Essa contradicao encerra a prova de que existe n > n; para o qual é verdadeira a
desigualdade (3.30). Mas queremos mostrar que aquela desigualdade é verdadeira

para todo n > n;. Seja n > n; tal que v, < wi(€). Por (3.32) temos que

_anw2(w21(€)) <0,

N

Un+1 — Un

e portanto

Unt1 < Up < wi(€).
Concluimos assim que vale a desigualdade:
vy < wi(€), Vn > ng.
Daqui, da hipétese v,, > wq(|z,|), e por w; ser ndo-decrescente, obtem-se
|zn| <€, Vn > ny

provando o Teorema. M
Veremos agora que o ultimo Teorema pode nos dar condigoes de obter informacgoes
sobre estabilidade da solugao nula de uma EDV, através da andlise dos seus coefi-

clentes.

Corolario 3.1 A solucao nula da EDV escalar

Tpy1 = bpxy, + Z A ;Tj, n>0 (3.34)
=0

onde, b, # 0, 0 < sup|b,| < 1 e lim E lan ;| = 0, tem estabilidade assintdtica
n n—00 =
global.
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Prova: Vamos ver que neste caso sao cumpridas todas as hipdteses do Teorema
anterior. Sejam V definido em Z* x S; dado por V(n,x,) = |z,| e w: Rt — R, dada

por w(z) = |z|. Entao,
Vn,z,) = w(|z,l), z, €R

lim w(x) = oo.

r—00

Usando a desigualdade triangular na equagao (3.34) obtemos,
n
(1] < [ballnl + D lan||z;,
j=0

e entao
n

e e N e A B 1 e N T

j=0

Da definicao de V' e da desigualdade acima, obtem-se
s = 00 = Fewal — ol < Jewal (1= ™)+ 80 S el gl (335)
=0
Agora, denotamos r := sup |b,| e definimos a sequéncia (a,) pondo
an = |by| ' — 1.

Usando a hip6tese de que r < 1, obtemos |b,| < r < 1. Desta desigualdade e da

hipdtese de que 0 < r < 1, segue que
L<rt < |ba| ™, YneZ* 1 <r b <inf|b,| "
n

Daqui, usando a definigao de (a,), tem-se

inf a,, = inf |b,|* —1 >0 Zan:oo.

n=0

Consideremos agora a funcao v: Z* x Z* — R, definida por

. —1
Y(n,7) = [ba] ™ |an;] -
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Claramente

y(n,j) >0, 0<j<n.

As definigoes de V, w, (a,) e 7, nos permitem reescrever a desigualdade obtida em

(3.35) da seguinte maneira:

n

Vni1 = Un < —nw(Ung1) + > (0, )w(vy).
§=0

Assim, pelo Teorema anterior, para concluir que a solu¢ao nula da EDV (3.34) tem

estabilidade assintética global, resta verificar que vale a seguinte igualdade:

i ( Zv(w‘)) 0
=0

ou, usando as definigaos de (a,) e de 7:

1 3 n
lim [ ———— (b Jany| | = 0. (3.36)
n—o00 |bn| —1 s
Por hipétese

lim Z \an, j| — 0.

Jj=0

bn| ™t
Entao, para mostrar que vale a igualdade (3.36), basta verificar que (|b‘]—‘11)

é uma sequéncia limitada. Vamos comecar mostrando que tal sequéncia é limitada
inferiormente. Para cada n € Z*, |b,| < 1, logo

[~ 1

= >0 A2 7.
b =1 11, "€

Para encontrar uma constante que majore a sequéencia ( >, basta notar que

1 — by
para cada n € Z*, 1 —r < 1 —|b,|. De fato, esta desigualdade implica que

1 1
< ;
L—1b, ~1—r

VYneZ".

1
1 - |bn|
(3.36) que era o que faltava para concluirmos que a solugao nula da EDV (3.34) tem

Desta forma, temos que a sequéncia < ) ¢é limitada, donde segue a igualdade

estabilidade assintdtica global. W
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Neste momento convém observar que se a EDV (3.34) é de convolucao, entao a
n

hipotese lim E lan, ;| = 0, somente pode ser cumprida quando a sequéncia (a, ;) é
n—oo
Jj=0
identicamente nula. De fato, neste caso

n n n
D angl = an—jl = lax,
=0 =0 k=0

portanto
n o0
' _ _ _ +
JLIEO;MH—;MH—O@%—O, Vk e Z".

Vamos considerar agora um caso particular de EDV que nao é de convolucao e que
cumpre todas as condigoes que, segundo o Corolario anterior, asseguram que a sua

solucao nula tem estabilidade assintotica global.
Exemplo 3.4 Se em (3.34) tomamos

by = (n+2)7" e an; = i)', §>1, ano=0,
entao a solu¢ao nula daquela EDV terd estabilidade assintoica global.
Nesse caso, 6bviamente

0<b, e 0 <supb, < 1.

Finalmente, usando a definigao de (a,,;), obtemos

fi Yo = fig 375t (g4

. 1 27t n~t . 1427+ . 4t
= lim|(—-—4+—+4+---+— ] = lim =
n n

n— oo n

1
A 1ltima igualdade acima segue da Proposi¢ao 2.3 tomando ¢, =1e x, = —. [J
n
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3.3 Algumas Equacoes nao Homogéneas

O objetivo dessa secao € obter algumas informacoes sobre o comportamento assintético
da solucao de EDV’s nao-lineares, nao-homogeéneas. De maneira mais especifica, es-
tamos interessados em estudar a convergéencia das solucoes da seguinte EDV:
n
Tpi1 = b, + Zan,jg(xj), neN (3.37)
j=1
onde, z,, € R", b, € R" é dado, a,; € R™" e g:R" — R". Iniciamos estudando a
limitagao para a equacao linear nao-homogénea
n
T+l = bn + Z Qp T, (338)
j=1
Teorema 3.6 Suponha que em (3.38) valem as sequintes condigoes:
oo o0 n
an <00, an;wj| < omglal, ZZ%J < 0.
n=1 n=1 j=1

Entao a solugdo (x,) daquela equagao converge para 0.

[o.¢] o n
Prova: Fixemos ¢, 0 < € < 1. Da convergéncia das séries E b, e E g ay, j Segue
n=1 n=1 j=1

que existe ng € N tal que,

k k n
an<e e ZZO‘"J<E’ VEk > nyg.

n=ng n=ng j=1
Fixemos n > ng e tomemos £ € N, k > n. Usando a desigualdade triangular em

(3.38) e a hipdtese de que |a, ;x;| < ay j|x;|, obtemos
n
[Tnia] < [bnl + Y .
j=1

Somando de ng até k, deduzimos as seguintes desigualdades

k k k n k n n
D lzmal <D bl + DD anlal et DD ang Yl
=1

n=ngo n=ng n=ng j=1 n=ng j=1
k n no k+1 no k
20 9 3N hSIEEID SRET) EIERD SIFTERS oL e
n=ng j=1 =1 l=ng+1 =1 l=ng



CAPITULO 3. ESTABILIDADE o1

k
Isolando Z |z, 11| obtemos

n=ng

k 0
> vl < -7 (463l ).
=1

n=ng
o0
Tomando o limite quando £ — oo concluimos que a série E |z,| é convergente, o
n=ng
que implica na conclusao do Teorema. W
A seguir veremos um resultado referente as matrizes a,, ;, que aparecem em (3.37),
que nos possibilita definir uma funcao auxiliar V', adequada para a prova de que, sob

determinadas hipéteses a serem especificadas no proximo Teorema, a solugao da EDV

(3.37) converge para 0.

Lema 3.1 Sejam a, j € R™", n > j, j € N, e uma funcao g:R" — R". Se para cada

n e N, E |@11n.n| converge, entio a série E lai1j;9(z;)| € convergente, quaisquer
=0 l=n—j
que sejam n,j € N, 7 < n, fizados.

Prova: Fixemos n,j € N, j < n. Paracadal e Z", | >n—j:

|ar1559(x5)| < la | |g(x;)] - (3.39)

Por outro lado, por hipétese

00 n—j—1 00
D lail = > sl + D lagl < oo,
=0 =0 I=n—j

como j estd fixado, este resultado implica que

o0
> Nl lg(a;)] < oo,

l=n—j
0 que, juntamente com (3.39) e o critério da comparacao para séries, implica na

conclusao do Lema:
[ee)

> lasig(a;)] < oo

l=n—j
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O Lema acima nos permite provar um resultado, que determina condicoes sobre
os coeficientes da EDV (3.37) e sobre a funcao g, suficientes para a convergéncia para

0 da solucao daquela EDV.

Teorema 3.7 Suponha que as matrizes a,; € R™", dadas em (3.37), sdo tais que

para cada n € N,

00
Z ’al+n,n| < 017

1=0
onde Cy é uma constante, Cy € (0,1) e que a fungdo g:R"™ — R" satisfaz |g(y)| < |y|,

para todo y € R". Se além disso, Z\bn\ < 00, entdo a solu¢ao da EDV (3.37)

n=1
converge para 0.

Prova: Para provar este Teorema, vamos mostrar que a série que tem x,, como termo
geral é convergente. Para tanto, nos utilizaremos da fun¢ao auxiliar V' definida em

N x S,, dada por

V(nvy()a 7yn) = CZ Z |al+],]g(y]>|7 onde CCl <1<C.

j=1 l=n—j
Note que o Lema 3.1 nos garante que tal funcao assume valores reais. Aplicando o

operador A a V' obtemos que, para cadan € Z™:

n+1 00
AV = OZ Z |a+j,59(x; |_CZ Z |ar+5,59(;)]
Jj=1l=n+1—j j=1l=n—j
= CZ|al+n+1n+1g Tn+1 H‘CZ Z |a1+5,59(x; |_CZ Z |au1.5,59(5)] -

=1 l=n+1—j j=1l=n—j

Usando a desigualdade |a;4n41.n419(Tnt1)] < |@nt1.041][9(@ns1)], obtemos

< Clg(zn1) ’Z |11 n+1|+OZ ( Z |a145,59(5)] Z |aitj,59(;) ) :

j=1 \l=n+1—j l=n—j

Agora usamos as hipéteses

|g(l‘n+1)| < ‘anrl‘ € Z ’al+n n| ¢y <1
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e destacamos a primeira parcela do 1iltimo somatorio entre parénteses, para obter

AV < CCl|$n+1|+CZ< > (@] = langg(a) = > |al+j7jg(xj)|>

j=1 \l=n+1—j l=n—j+1
= CCiltan| = C)_lang(e))]. (3.40)
j=1

Por outro lado, usando a desigualdade triangular em (3.37), concluimos que para

cadan € N:
o] < [oul + D lan g ()|

multiplicando esta inequacao por C, obtemos a seguinte estimativa para a segunda

parcela do membro direito de (3.40):
_CZ|an7jg($j)| <C|bn|_c|xn+1|> Vn € N.

Usando este resultado em (3.40) obtemos
Upa1 — Vp = AV < 2,04 | (CCL = C) + C' |by| Vn € N.

Fixando m € N, deduzimos da expressao acima, a seguinte desigualdade:

m

D (Vi1 —v,) < (CCL— Z 1] + OZ bl

n=1

isto é
Vet — 01— C Y |ba| < (CCL=C) D |-
n=1 n=1

Dividindo ambos os membros desta desigualdade por (CC; — '), que é negativo,

obtemos
D aan] < (CCL=C) T oper — (CCL = C) oy = C(CCL = C)7H Y by
n=1 n=1

< —(CC, —C)lyy —C(CC, — Z b, |- (3.41)
A 1ltima desigualdade é consequéncia das desigualdades

(CCl — 0)71 <0 € Umt1 = 0.
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o0
Como, por hipotese, Z |b,| < o0, entdo, tomando o limite quando m — oo em

n=1

(3.41), chegamos a
Z |z,| < o0,
n=1

o que implica na conclusao do Teorema:
lim z, = 0.

n—oo

Apresentamos a seguir um exemplo de EDV bidimensional, nas condigoes do Teo-

rema anterior, cuja solucao, portanto, converge para 0.

Exemplo 3.5 A solucdo da sequinte EDV linear converge para zero quando n tende

ao infinito:
Tpi1 = by + Zawxj, n €N, (3.42)
j=1
onde
1 1
) 1 ‘ 1 :
bn: q y  Qng = 3 nj(n—l— ) 1 , N>,
— 0 .
n nj(n+1)
1
Apn = =1.
’ 3

Para provar que a solu¢do da EDV (3.42) converge para 0, usando o Teorema 3.7,
comecamos observando que, mantendo a notacao desse Teorema, a funcao g é a funcao
identidade e, portanto temos satisfeita a continuidade e a condigao |g(y)| < |y| para

todo y € R%. Além disso,

V2 ZOO
n=0

Finalmente, vejamos que existe uma constante C; € (0, 1), tal que para cada n € N:

00
Z ’al+n,n| g Cl-
=0
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Paran, [ € N:

@rnnl = X iyl Y € R. (3.43)

Mas, para cada y = [y1, 2] € R? com |y| = 1, cada n € N e cada [ € N, temos que

n

[+ [+n+1
arinagl = 5 || TG

n(l+n)(l+n+1)

1 1 11
2n(l+n)(l+n+1) = 21(1+1)

Portanto, voltando a (3.43), concluimos que

1
(141

1
| nn] < 37 : VneN, VieN. (3.44)

~—

Consequentemente, para cada n € N fixado temos que

> 1 & 1 5
< - —
; |(ll+n,n| + 2 lzl l(l + 1)

=- <L
6

+

W
W =
N | —

3.4 Algumas Equacoes com Retardo Finito

Nas secoes anteriores nos dedicamos a investigacao de propriedades qualitativas
de solugoes de EDV’s associadas a uma condicao inicial. Nosso principal interesse era
determinar condicoes suficientes para a estabilidade e convergéncia de tais EDV'’s.
O objetivo desta segao é exibir resultados referentes a estabilidade e estabilidade
assintotica da solugao nula de equacoes a diferencas homogéneas e escalares, associ-
adas a mais de um condicao inicial. Nesta parte do trabalho, vamos nos concentrar em
equacoes a diferencas finitas, isto é, equacoes em que cada termo da solucao depende
de um ndmero fixo de termos anteriores. Neste ponto convém observar que toda
equagao a diferencas finitas pode ser considerada uma EDV. De fato, se a equagao

a diferencas finitas é de ordem k, podemos considerar os termos que antecedem os k
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termos anteriores ao estado atual o que a carateriza como uma Equacao a Diferencas

de Volterra.

Apresentamos abaixo a forma geral das equacoes que serao objeto de nosso

estudo na presente secao:
.
Ax, = — E AnjTn—j, T_r,...,xy dados, (3.45)
j=0

sendo 7 um inteiro positivo fixado e z,, € R. Note que esta é uma equagao a diferen-
¢as de ordem 7 4 1, que tem 0 como ponto de equlibrio, com solucao de equilibrio
correspondente sendo a solugdo nula. Denotamos a solugao da equagao (3.45) por
z(n,0,Xg), onde o simbolo em negrito x, representa a colegao das condigdes iniciais
T_r,...,29. Quando o contexto nao deixar duvidas poderemos representar a solugao
da equagao (3.45) simplesmente por (z,).

A seguir definimos as nocoes de estabilidade e estabilidade assintética da solucao

nula da equagao (3.45).
Definigao 3.2 , Diz-se que a solug¢do nula da equagdo (3.45) é:

1. estdvel se para cada € > 0 existe 6 = §(e) > 0 tal que,

|z;| <9, para —7<j<0, = |z(n0,x) <e Vn>0;

2. assintdticamente estdvel se € estdvel e se existe um conjunto aberto A C R™H
contendo a origem, tal que lim x(n,0,xy) = 0, qualquer que seja a condi¢do

inicial 2y € A.
No caso em que A = R™*! na definicao anterior diremos que a solucao nula tem
estabilidade assintética global.

O Lema seguinte nos permitira escrever a equagao (3.45) de uma forma conve-

niente.
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Lema 3.2 A equacdo (3.45) pode ser escrita como
Ax, = —qor, + AF,, (3.46)

onde

T

F, = Z Z Aptjs jTn—s e Gn = Z Aptjj- (3.47)
: =

j=1 s=1

Prova: Comparando as equagoes (3.45) e (3.46) vemos que para provar o Lema basta

provar que

—QnTn + A}771 = - Z Gy Tp—j-
=0

Aplicando o operador A a F}, obtemos

T
AF, = E E (an+1+j—s,j Tn+l—s = Qntj—s,j xn—s)

j=1 s=1

T

= D (angjy Tn — A Tny),

=1
sendo que a tltima igualdade ¢é facilmente obtida quando se nota que o somatério
J
E (an+1+j—s,jxn+1—s - a'n-l—j—s,j*rn—s)
s=1
representa uma soma telescépica. Usando a ultima igualdade e a definicao de ¢,

obtem-se
T T T
— @ FAF, = =Y G Tt Y gy Ta = Y A T
=0 j=1 j=1
T
= —apoTpn — E QAn,j Tp—j
j=1

-
— _§ Qp,j Tn—j,
Jj=0

o que encerra a prova do Lema. W
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Observacao 3.4 Daqui em diante sempre que escrevermos q, e F, estaremos nos

referindo as somas definidas em (3.47), além disso usaremos a notagdo:

T

In = Z |@njgl -

J=0

Veremos a seguir uma série de resultados obtidos por V.B. Kolmanovskii et al. [8],
que nos fornecem, de maneira progressiva, condigoes sobre os coeficientes da equacao
(3.45), suficientes para garantir a estabilidade assintética global da solugao nula desta
equacao. Os dois préximos teoremas nos dao, respectivamente, condigoes suficientes
para que a solugao da equacao (3.45) seja convergente e condigoes suficientes para
que a solugao convirga para 0. Por fim | o terceiro teorema determinara uma con-
digao, adicional as dadas nos dois primeiros teoremas, que nos permitira garantir a

estabilidade da soluc¢do nula da equagao (3.45).

Teorema 3.8 Para que a solu¢ao (x,) da EDV (3.45) seja convergente, € suficiente

que

Gn < Mg, para algum M > 0;

qn >0 Vn € Z7;

T 7 T
sup (—2 + qn + Z Z |antj—si| + M Z qnﬂ) < 0. (3.48)
i=1

" =1 s=1

Prova: Comegamos mostrando que M > 1, o que sera 1util mais adiante. O fato de
¢n ser positivo, a desigualdade triangular e a hipotese de que ¢, < Myg,, implicam
respectivamente na primeira igualdade e nas duas desigualdades abaixo

.
E An+j,j
j=0

T

< Z ’a'n+j,j| = Qn g MQna
§=0
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donde segue que M > 1. Para provar o Teorema, vamos nos utilizar da funcao auxiliar

V:Z" x S — R, satisfazendo V(n,zo,...,x,) = V o+ \7, onde
=,
V =V(n,xo,...,z,) = 22, sendo
—7,
Zp = XTp — F, (3.49)
e
. . T J i
V=V, .. x,)= Z Z Gurji ¥ il @, (3.50)
N j=1 i=1 u=1
= Up

Vamos mostrar que as sequéncias (z,) e (F),) convergem, donde seguird, por (3.49),
a conclusao do Teorema. Primeiro vamos ver que (z,) converge. Desejamos, antes

de iniciar a prova desta convergéncia, esbogar o roteiro que nos conduzird e este

resultado. O primeiro passo é observar que 22 = v,, — 0,. Em seguida mostraremos
que as sequéncias (v,) e (U,) s@o convergentes, donde seguird, a convergéncia de
(2%), e consequentemente, a convergéncia (|z,|). Feito isso, mostraremos que para
n suficientemente grande, todos os termos z, possuem o mesmo sinal e, portanto, a

convergéncia de (|z,|) implicard na convergéncia de (z,)

Comegamos provando que (v,) é convergente. Como tal sequéncia é nao-negativa,
basta verificar que ela é mondtona decrescente para concluir pela sua convergéncia.
A maneira mais natural de fazer isso é aplicar o operador A a V', pois o resultado
dessa aplicacao nos permitird obter informacoes sobre como os termos sucessivos
dessa sequéncia se relacionam. A linearidade do operador A nos permite calcular
separadamente AV e AV e depois somar os resultados obtidos para encontrar AV'.

A aplicacao de A a V nos da:
AV = 22— 22 = (Zny1 + 20) (Znp1 — 2n)- (3.51)

Da defini¢ao de z,, dada em (3.49), e da equagao (3.46), concluimos que podemos

escrever o segundo fator no lado direito da igualdade acima da seguinte maneira

Znal — Zn = Xpy1 — Fuy1 —xn + F, = Ax, — AFn
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(3.52)

= —(nTn.

Agora, usando este resultado conseguimos reescrever o primeiro fator do segundo

membro da igualdade (3.51) como segue

Zn+1 +2z, = 2Zn + (Zn—i-l - Zn)

= 22, — QuTp. (3.53)

Substituindo (3.52) e (3.53) em (3.51) e usando a definigao de z, e de F},, obtemos

AV = 2z, — qutn)(—quzy) = qn(qnx?1 — 2x2 + 2z, F},)

T

J
. (qnx R S s,j|+zxn Szmnﬂ |)
7j=1 s=1

N

isto é

7j=1 s=1 j=s

Angn( 2+Qn+zzyan+] S]|>x +qnzxn sZ‘anJrj*Svj .

Agora, aplicando o operador diferenca em V obtemos a expressao

T j—1 J
AV = i @) 22— [
= Un+j—i |On+j,5| Ty — dn ntj—u,jl Tn—u | -
j=1 \i=0 u=1

Somando as duas expressoes expressooes obtidas acima, conseguimos

AV < g ( 2+Qn+22‘an—w 57]’>x +anxn szyan+j—s7j|+

j=1 s=1 j=s
" Z (Z Gt |y 7 = Z @t =] xi_u)
T j7—1
- ( 2+q”+zz|a”+ﬂ 5J|)a7 +x ZZQnﬂ ilanjgl (3.54)

7j=1 s=1 7j=1 i=0

Notando que ¢ < 7—1 < 7—1, usando a definicao de ¢, e a hipdtese de que ¢, < Mq,,

obtemos

T

7—1 T T
Gntj—i|@nrjgl < D lanyjjl E Intit1 = Gn E Gnti < Mg, E Qnvi-

T J—

<.

1
=0
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Portanto, voltando a (3.54) e usando a hipdtese (3.48) obtemos, respectivamente, as

seguintes desigualdades

AV < qnT ( 2+Qn+ZZ|an+j sj|+MZQn+z)

7j=1 s=1
< agur? <0, (3.55)

onde

o _Sup< 2+Qn+ZZ|an+] sg|+MZQn+z>~

7j=1 s=1

Isto significa que a sequéncia (v,) é decrescente. Como além disso, tal sequéncia é

nao-negativa, concluimos que ela é convergente e
L =limwv, > 0.

Devemos agora observar algo que sera 1til na prova da convergéncia de (v,,) e de (F},):

da convergéncia de (v,) temos que (3.55) implica, pelo teorema do sanduiche, que
agnr? — 0, Gt — 0. (3.56)
Vamos provar agora que (U,) é convergente, mais especificamente, vejamos que
lim %, = 0. (3.57)

Da defini¢ao de V dada em (3.50) deduzimos que

Up, < (Z Qn+7'—i> Z Z |an+j—u,j| xi—u' (358)
=1

j=1 u=1
Podemos reescrever o fator a direita da expressao entre parénteses acima, da seguinte

forma

T T

Z Z |an+j—u,j‘ ‘%i—u Z U — Z ‘an‘f‘j_%]" ’
j=1 u=1

7j=1

daqui, usando a definicao de ¢, e a hipétese de que ¢, < Mq,, obtemos

T T T T T
2 2 _ 2 — 2
§ E |an+j—u,j| L U— < E O § : |an+j—u,j‘ - E :xn—uqn—u < M Tp—un—u-

j=1 u=1 u=1 7=0 u=1 u=1
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Voltando a (3.58) e lembrando que vV oé nao-negativo, obtemos que, para cada

nezt:
0 g /’Jn g M <Z QnJrTj) in—Uanu
j=1 u=1
e como, por (3.56)

-
. 2
lim E Ty _un-—u =0
n—oo

u=1

.

entao, para mostrar que v, — 0, resta mostrar que a sequéncia (Z qn+T_j> é
j=1

limitada. As hipdteses de que a < 0, de que para cada n € Z*, ¢, > 0 e o fato de

que M > 1 implicam que, para cada n € Z™:

T J T T
2 > Gut D Y ool T MY dnti Z Gat Y duti
i=1 =1

j=1 s=1

T 7—1 T
= Gn+ ZQnJri —qn > ZQH+Z' = an+T*j > 0,
i=0 i=0 j=1

isto é

0< > Guiry <2. (3.59)

j=1
donde segue o limite (3.57). Das convergéncias v, — L e v, — 0, e da igualdade

22 = v, — U, segue que, 22 — L, e entao
20| — VL. (3.60)

Provemos que a sequéncia (z,) converge. Com efeito, ja sabemos que L > 0. Caso
L =0, temos que z, — 0. Suponhamos agora que L > 0. Sobre a sequéncia (z,) ha

duas possibilidades que se excluem:
1. Existe m tal que z, nao muda de sinal para n > m;

2. N3ao existe tal m.
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Suponhamos que vale a segunda posibilidade. Seja ¢ € R, 0 < € < v/L. Como

lim |z,| = V'L, entéo, existe ng € Z*, tal que

n—oo

n>ng=0<VL—e<|z|<VL+e (3.61)
Definimos agora os seguintes conjuntos de indices:
I ={n > ng;z, >0} e J ={n>ng;z, <0}

Como estamos supondo que a sequéncia (z,) alterna de sinal infinitamente, entao I e
J sao ilimitados superiormente. Podemos entao considerar uma sequéncia de indices
(sn) tal que s, € I, s,+1 € J, com s,, — oo Seja a subsequéncia (z,) de (z,). Como

Sp > ng, para todo n € Z*, entdo, de (3.61) vem que, para cada n € Z:
\/Z—e<zsn<\/f+e e \/Z—e<—zsn+1<\/z+e.

Somando os membros correspondentes e usando a expressao obtida em (3.52), obte-

mos

0<2(VL—¢€) <qzs, <2(VL+e€), VYnelZt,

em particular

0<2(VL —€) < g, s, Vn € Z7. (3.62)

Por outro lado, ainda sob a suposicao 2., vamos mostrar algo que esta em contradicao
com (3.62), donde poderemos concluir que vale o caso 1., ou seja, existe m tal que
z, nao muda de sinal para n > m. A expressao a que chegaremos, e que contradiz

(3.62), é a seguinte consequéncia de (3.56):

lim ¢,x, = 0. (3.63)

n—oo

De fato,

‘annl =V qy%l% = \/q_n\/ an% € lim V an% = O:

n—oo

logo, para obter a igualdade proposta em (3.63), somente resta mostrar que (« /qn) é

uma sequéncia limitada. Isto segue da expressao obtida em (3.59):

O<qn<2qn+T_j<2, Vn e Z* 0< g <V2, VYneZt
=1
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Seja entao m tal que z, ndo muda de sinal para n > m. Assim, de (3.60), vem que
zn>0paran2m:zn—>\/f e Zn<0paran2m:zn—>—\/f,

De qualquer forma concluimos que a sequéncia (z,) é convergente. Daqui e da defi-
ni¢ao de z, dada em (3.49) vemos que para chegar a conclusao do Teorema, isto é,
para mostrar que (z,) converge, resta mostrar que a sequéncia (F},) é convergente.

Vimos acima que lim ¢,z,, = 0, o que implica que
n—oo

.
lim Z |Zp—s|qn—s = 0.
n—oo

s=1

Assim,

T J

T T
< | s j] [Tn—s| = Z || Z |@njms,j
s=1 j=s

j=1 s=1

T
E E Aptj—s,jTn—s

j=1 s=1
T T T T

< Z |~rnfs| Z ‘anJrjfs,j’ = Z ‘xnfs| q_nfs < M Z |xnfs‘ Gn—s — 07
s=1 7=0 s=1 s=1

quando n — oo. Portanto, F,, — 0, e o Teorema esta provado. W

‘Fn‘ =

Veremos agora que se além das hipdteses dadas no Teorema anterior, a série cujo

termos geral é g, divergir, entao a solugao da equacao (3.45) convergird para 0.
Teorema 3.9 Se além das hipoteses do Teorema 3.8 for vdlido que

Z n = OQ,

n=0
entdo, a solugdo (x,) da EDV (8.45) converge para zero quando n — oo.

Prova: J& sabemos, pelo Teorema anterior, que se (x,) é a solugdo da EDV (3.45),
entao existe L = lim x,. Suponhamos, por reducao ao absurdo, que L > 0. Seja

ng € Z*, tal que

n>nyg= T, > —.
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Da equagao (3.46) na pagina 57, obtemos que para cada n € Z™:
Az, — F,) = —quanp.

Daqui, somando de ng até r fixado, usando a implicacao acima e a hipdtese do

Teorema, concluimos que para cada n € Z™:

iA(xn_Fn):_iann<_§iQn_)_Oov

n=ng n=ng n=ng
quando r — 00, isto é

i A(z, — F,) = —o0. (3.64)

n=ng

Por outro lado, se r > ng entao,

Z A<xn_Fn) = Z(anrl_xn)_ Z(FnJrl_Fn) = Tr41 — Ty _FrJrl_'—Fno,
n=ng n=ngo n=no

portanto, tomando o limite quando » — o0, e lembrando que vimos na prova do

Teorema anterior que F, — 0 quando r — oo, obtemos

> A(wy = F)) = L=y, + Fy,

n=ng
o que contradiz (3.64), logo, L # 0. De modo andlogo, mostra-se que L &£ 0, donde

segue o resultado desejado. W

O teorema acima nos dé condigoes sobre os coeficientes da equagao (3.45) que
garantem que sua solugao converge para 0, quaisquer que sejam as condigoes iniciaias
tomadas. Com isso, para garantir a estabilidade assintética global da solucao nula

daquela equagao, precisamos apenas assegurar a estabilidade de sua solucao nula.

Teorema 3.10 Se acrescentarmos as hipdteses do Teorema (3.9) que

T g
Slip (ZZ ‘anJrjs,jl) < 17

j=1 s=1

entdo a solugdo nula da EDV (8.45) tem estabilidade assintdtica global.
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Prova: Basta provar que a solugao nula de (3.45) é estével, pois j& vimos no teorema
anterior que, se (z,) € solugao de (3.45), entdo, lim z, = 0. Fixemos € > 0. Vamos
n—oo

mostrar que existe 6 = d(e) > 0, tal que
lz;] <, para —7<j<0 = |z,] <e Vn € Z*.

Vimos na prova do Teorema 3.8 que a sequéncia (v,) é decrescente, portanto, para

cada n € Z*, temos que v, < vg. Mas

Up < Vg = Up+Up < Vg =0y <= |, — Fp| < Voo = |zn| — |F| < Vo

= |on| < Vo +|Fal, (3.65)

sendo que a primeira implicacao acima foi obtida da defini¢ao de v,,, dada na demons-
tragao do Teorema 3.8, a segunda do fato de que v,, > 0 para cadan € Z™, a terceira
implicacao foi obtida extraido a raiz quadrada nos dois membros da desigualdade
obtida, a quarta do fato de que |a| — |b| < |a — b| para todos a,b € R. Por outro lado,
usando a defini¢ao de F),, dada em (3.47), temos que para cada N € Z* fixado, se

n < N entao

T

J T T
<D Nanwjosgll@n—sl = D lonsl D lantj—s,
j s=1 j=s

7j=1 s=1

J

r
E § Aptj—s,jln—s
J=1

s=1

’Fn| -

T T T
= |zn-| Z |ntj—1,5] + [Tn—2] Z |@ntj—oj] + -+ |Tp—r] Z [C—
=1 =2 =

T T T
< max |z, (Z [ Z |ntj2j| + -+ Z |t j—rj )
n<N
j=1 j=2 j=r
T T T J
= max |z, D ansjsl = Max || D antj-l
s=1 j=s j=1 s=1
T J
< max | sup (ZZ |Gt j—s,j ) :
7j=1 s=1
Denotemos

T ]
A= Sl:lp <Z Z |an+j—s,j|> ;

j=1 s=1
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para reescrever a ultima desigualdade mais simplesmente:
F,| < Amax|z,|.
] < Ama|a,
Usando esta desigualdade em (3.65), concluimos que, para cada n < N
|zn| < /vo + Amax |z,|,
n<N

e portanto
max |zn| < \/vo + )xrnn<a]%< |z,

daqui, isolando max |z,|, temos que
n

VYo
rg1<aj%<]xn] <1 x

Note que foi usada a hipotese do Teorema para obter a desigualdade acima. Como

VT

na desigualdade acima, N € Z* é arbitréario e T nao depende de N, concluiimos

que
|z,| < 1‘/_1)_0/\, Vn € Z7. (3.66)

Além disso, da definicao de V' segue que existe C' > 0 tal que para quaisquer condi¢oes

iniciais x_, ...xq, tém-se:

v,
Vo <C maxo\:cn\ .

1—A —7<ng

Combinando esta desigualdade com a desigualdade (3.66), obtemos que

|z,| < C max |z, Vn e Z". (3.67)
X 1T

—TUS
€ . .
Tomando § = - e |z;| <9 para —7 < j <0 obtemos C max |z,| < C§ =e. Dai,
TTRNY
levando em conta (3.67), concluimos a prova do Teorema:

|z;] <8 para —7 < j<0=|z,] <e, VneZ*.

Na sequéncia veremos um caso particular de equagao da forma (3.45), que cumpre
todas as condigoes dadas nos trés tltimos teoremas. Consequentemente poderemos

assegurar que a solucao nula de tal equacao tem estabilidade assintética global.
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Exemplo 3.6 Se em (5.45) definimos a sequéncia (a, ;) pondo

(32 4+37) " (n+1)7 sej#0
0 se 7=0

Qnj =

entdo a solugdo nula da EDV (3.45) tem estabilidade assintdtica global.

Para provar isto, vamos mostrar que sao cumpridas todas as hipéteses do Teorema
anterior. Primeiramente notamos que a sequéncia (a, ;) é decrescente a respeito de
n € Nedej e N. Isso justificarda algumas desiguladades que aparecerao mais a
frente. Da defini¢ao de a,, ; segue facilmente que ¢, = ¢,. Vejamos agora que no caso

presente vale a desigualdade:

Sup <Qn + Z Z |an+J s,J| +M Z (In—H)

7j=1 s=1

Para cada n € Z* vale o seguinte:

T T ] T T
qn + Z Z |an+] sy| + M Z n+i = Z Qn+j,j + Z Z An+j—s,5 + Z Z Antitj,j

j=1 s=1 =0 j=1 s=1 i=1 j=0
= E :anﬂa + E :E :anﬂ s T E :E :anﬂﬂa
7j=1 s=1 =1 j5=1
Desta igualdade, da monotonicidade de (a, ;) e da definigao desta sequéncia obtemos

que para cada n € Z™:

T(T+1
n + Z Z |an+] s’]| + M Z Qn+i < Tan,l + %an,l + T2an,1
=1 s=1

324+ 37 1 1
2 3r24+3rn+1’

o que implica na seguinte desigualdade

Gn + ZZ |an+] S7j| + Man-H %, Vn € Z+.

7j=1 s=1

Assim sendo,

Sup (qn+zzyan+j SJ|+MZQn—H> \% 2.

j=1 s=1
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Dos resultados obtidos acima temos assegurado que a solucao é convergente. A seguir

VEeremos que
> g =0, (3.68)
n=0

para concluir que a solugao converge para 0. Da definicao de (a, ;) obtemos que para

cadan € Z™':

i 1 1 N 1 - 1
n fr— an P — PR —
d p T 372 4 37 \n+ 2 (n+ 3)2 (n+74+1)"
1 1
3r24+3tn+2

e entdo, do principio da comparacao segue (3.68). Para concluir que a solugao nula
tem estabilidade assintotica global, resta mostrar que neste caso vale a desigualdade

dada no Teorema 3.10: .
T
supz Z |antj—s ;] < 1.
=1 s=1

Da definicao e da monotonicidade de (ay ;), temos que

S . T(1+7) N
ZZ |antj—sil = Zzanﬂ‘—su‘ < Tan,ly VneZ

j=1 s=1 j=1 s=1
T+ 72 1 1 1

= Vn € Z+
2 3r2+3rn+1 6(n+l) "e

/N
Q.I =

Consequentemente,

< 1.

=

T ]
SUp Y > Jansj—sjl <
n

7j=1 s=1



Capitulo 4
Limitacao

Algumas das mais importantes informagoes que se pode desejar obter a respeito
da solucao de uma EDV, dizem respeito a sua limitacao. Em algumas situagoes
pode ser de fundamental importancia saber se a solucao de uma EDV ¢ limitada ou
nao. Por exemplo, conforme detalhado por M. R. Crisci et al. em [5], o erro entre a
solugao exata e a solugao numérica de algumas equagoes integrais de Volterra pode
satisfazer uma EDV, portanto, se tivermos assegurado que a solucao dessa EDV é
limitada teremos garantido a limitacao do erro global, isto é, a estabilidade do método
numérico utilizado. O objetivo deste capitulo é apresentar resultados referentes a
limitacao da solugao de algumas EDV’s que apresentam a forma geral dada em (1.5),

que repetimos aqui:
Tpe1 = H(M, Tngy oo Tn), N >Mng, Tp, dado. (4.1)

Neste trabalho vamos utilizar as defini¢oes de limitagao e limitagao uniforme para o

sistema (4.1) adotadas em [5].

Defini¢ao 4.1 Diz-se que o sistema (4.1) é

1. Limitado quando, dados um momento inicial ng e uma constante r > 0, existe
a = a(ng,r) > 0 que depende de ng e r, tal que, |z, < r = |x(n,ng, Tp,)| <

a, Vn >ng;

70
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2. Uniformemente limitado a respeito de ng, quando o na definicao anterior nao

depende do momento inicial ng.

Vejamos agora, através de um exemplo, que um sistema limitado nao necessaria-

mente é uniformemente limitado.

Exemplo 4.1 Mostraremos que o sistema bidimensional abaizo € limitado, porém,

nao € uniformemente limitado.

1 (n+1)*(n+3)"" 0 (n+1)?
Tpy1 = ( ) ( ) Tp+ ( ) Tngy, Tpg = (.Z'Ol,QZOQ)T dado.
0 (n+2)3n+3)7*° 0 0

Conforme vimos no Capitulo 2, a solucao deste sistema é dada pela seguinte expressao

Ty, = Ry Tny + Z R, b1, n > no, (4.2)
l=no
onde
L G+2°0@+D6E+2)" =+ 1) +2)? .
R;; = , 1>
0 (G+2)30+2)73

pode ser obtida recursivamente da férmula (2.5) dada no capitulo 1, e

De (4.2) segue que, para cada n > ny:

20| < [Rong || 0| + Z | R ibi—1]. (4.3)

l=ng

Da definicao de R;; dada acima, obtemos que, para cada [ satisfazendo ng <1 < n:

Ryibiy = L ((+2P(n+1)n+2)7" =+ 1) +2) 0 172 o
’ (1+2)°(n+2)7° 0 0 o2
fazendo as contas obtemos
209

0

Rn,lblfl =
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Portanto, a tltima parcela do segundo membro da expressao obtida em (4.3) pode

ser escrita da seguinte maneira:

D Ruibia| = laoa] Y = |aoa| Y 17,

l=ng l=ng l=ng

-2

e entao

2

n oo
_ s
D |Rubioa] < ol ;l * = |zoal

l=ng
Entéao, voltando a (4.3) obtemos,

2
T
Zn| < Ryl [no| + |$02|E> Vn > ny, (4.4)

Considerando a norma do méximo, concluimos que para cada n € Z*:
||Rn,n0 ||oo
=max{1,|(no +2)’(n+ 1)(n+2)"" — (ng + 1)(ng + 2)?|, |(no + 2)*(n +2) 7|}
< max{L, | (ng + 2)% + |(no + 1)(no +2)°], (no + 2)*] := M(no).

Como todas as normas em R?*? sao equivalentes, a desigualdade acima implica que

existe C'(ng) > 0, tal que | R, 5| < C(no), para todon € Z*. Daqui e da desigualdade

obtida em (4.4) concluimos que o sistema dado é limitado.

Por outro lado, fazendo i = kng, k € Ny e j = ng, na expressao que define R, j,

concluimos que o elemento r; o da primeira linha e segunda coluna de Ry, », ¢

Thnomo = (M0 +2)°(kno + 1) (kno +2)™ — (no + 1)(no + 2)*

B (TLO + 2)2
_ m[(no +2)(kno + 1) — (no + 1) (kng + 2)]
- (no + 2)2
= m(l{no - no)
no(ng +2)*(k — 1)
]{?no +2 -

quando ny — oo. Consequentemente
|Rkngno| — 00 quando  ny — oo.

Daqui concluimos que o sistema (4.2) nao é uniformemente limitado. [J
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4.1 Limitacao Via Método de Lyapunov

Nesta se¢ao vamos voltar a utilizar as funcoes de Lyapunov, que tao util se mostraram
para o estudo de estabilidade no capitulo anterior. O procedimento utilizado para
investigar condicoes para limitacao de solucoes de EDV’s, serd semelhante ao de-
senvolvido no capitulo precedente para o estudo de estabilidade. As funcoes V' que

utilizaremos nesta parte do trabalho satisfazem
V<n7yn07"'7yn7"') :V<n7yn0""7yn)7 vyn ERT? nzno'
Teorema 4.1 Para que o sistema (4.1) seja limitado, é suficiente que existam uma

funcao V e uma K-funcao w, tais que

V(n,Tpy, .. xn) > w(|zy), Ve, € R, n > ng; (4.5)

AV (n, Xy, ... 2n) <0,  para todo x, solugdo de (4.1); (4.6)

lim w(y) = oo;

Yy—oo

V(ng,-) € uma funcao que leva conjuntos limitados A C R" em

conjuntos limitados de R. (4.7)

Prova: Sejam ng € Z*, r € R, r > 0 e uma condicao inicial xz,, satisfazendo

|zn,| < 7. Devemos mostrar que existe o > 0 dependendo de ng, e de r, tal que
|z,| < a, Vn > ny, (4.8)

onde estamos denotando z,, = x(n,ng, T,,). Das hipéteses (4.5) e (4.6) deduzimos
que

w(’xn]) § V(no,l'no)a Vn Z ng.
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Por outro lado, do fato de w(y) — oo quando y — oo e da hip6tese (4.7), segue que

existe a = a(ng,r) > 0, grande o suficiente para que
V(no, Tn,) < w(a).

Das duas ultimas desigualdades e da monotonicidade de w obtemos a expressao dada

em (4.8), encerrando a prova do Teorema. W

Note que as hipdteses do teorema anterior garantem somente a limitacao do sis-
tema (4.1). O préximo teorema mostra que se uma determinada condic@o adicional

for cumprida, entao aquele sistema serd uniformemente limitado.

Teorema 4.2 Se além das condigoes (4.5)-(4.6) do Teorema anterior existir uma K-
fungao wy satisfazendo V(ng, Tn,) < wi(|2n,]), entdo o sistema (4.1) é uniformemente

limitado.
Prova: Sejam r > 0 e x,,, € R" satisfazendo
|| < 7. (4.9)
Devemos mostrar que existe a = a(r) > 0, tal que
lz,| < a, Vn > ny, (4.10)

onde z, = x(n,ng,x,,). Como w; é ndo-decrescente, entdao de (4.9) obtemos a
seguinte desigualdade
w1 || < wi(r).
Por outro lado, a hipdtese de que 11321o w(y) = oo, assegura a existéncia de a = a(r) >
0, tal que ’
w(a) > wi(r).
Usando as hipdteses (4.5)—(4.6), a hip6tese deste Teorema e as duas iltimas desigual-

dades, consegue-se

w(|zn]) SV (N, Tngy ooy @n) < Vi(ng, Tpy) < wi(|zn,|) < wi(r) < w(a), Vn > ng.
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Daqui, e do fato de w ser nao-decrescente, segue a expressao (4.10) como queriamos

demostrar. W

O resultado seguinte mostra que o Teorema anterior nos permite obter informagoes
sobre limitagdo de um sistema como (4.1), a partir da andlise dos coeficientes da
equagao do sistema. Para provar este resultado usaremos uma fun¢ao de Lyapunov

V, tal que V(n,-) nao depende de z; para j # n.

Corolario 4.1 Se (a,) e (b,) sao duas sequéncias de niumeros reais tais que

lan| + b, < 1, Vn > 0. (4.11)
entao o sistema escalar
n—1 -1
Tyl = AnTy + bpxy, (1 + Z x?) , n>0, (4.12)
=0

¢ uniformemente limitado.

Convencao: Paran =0 o somatorio acima serd considerado nulo.

Prova: Vamos mostrar que sao cumpridas as hipéteses do Teorema anterior. Seja

V:Z* x S; — R, dado por
V(n,xo, oo, Tny ) = |20l -

Desta defini¢ao é imediato que a hipdtese (4.7) é satisfeita. Aplicando o operador A

a V', obtemos
AV =V(in+ 1,20, ..., n11) = V(n, 20, ooy Tp) = |Tpa1| — |20l - (4.13)

Usamos a desigualdade triangular em (4.12) e o fato da expressdo entre parénteses

em (4.12) ser igual ou menor do que 1, para obter a seguinte desigualdade
|Tnr1| < lanl [2n] 4 [bn] |za]
que juntamente com (4.13) e a hip6tese (4.11) implica em

AV < (lan] + [ba] = 1) |2a] <0,
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isto é, V nao-crescente ao longo da solugao de (4.12). Considerando a fungao 1
definida para todo € RT, por ¢(x) = x, vé-se claramente que 1) é uma K-funcao e

lim ¥ (y) = co. Além disso,
y—00
w<|$n‘) = |£L’n’ :V(n,ﬂfo,...,.’ﬂn), VHERO,

e portanto concluimos que o sistema bidimensional (4.12) é uniformemente limitado.

Desejamos mostrar agora que se as hipétese do Teorema anterior sao enfraquecidas

para uma classe especial de EDV’s ainda garantimos a limitacao de suas solugoes.

Teorema 4.3 Para que a solugio da EDV dada em (4.1) seja limitada € suficiente

que existam duas sequéncias (an ), 0 < j < n, e (b,) de numeros reais nao-negativos

tais que
n—ngo
[H (1, %, o @) € anglnj| + oy Y0 > g, (4.14)
j=1
onde
sup Zan_t'_jJ <1 e Z b; < o0, (4.15)
n>no . :
=7 j=0 Jj=no

Prova: Suponhamos, por reducao ao absurdo, que a solucao da EDV dada em
(4.1) ¢é ilimitada. Para chegar a uma contradi¢do vamos nos valer da funcéo auxiliar

V:Ny x S, — R dada por

n—ng 00

V(1 Yngs -+ Yn) = |yl + Z (Y] Z Antj—1,j- (4.16)
1=1 j=l
De nossa suposigao segue que a sequéncia (v,) dada por
Up =V (N, Ty, ..., Tp)
¢ ilimitada superiormente. Consequentemente, existe uma sequéncia de indices (7;,)

com lim 7, = oo, tal que, para cada 7, ng < J < 7!
n—oo

vj < Us,.
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Assim, sendo 7 um termo arbitrario e fixo da sequéncia (7,,) temos que, v,_1 < v;.
Com o objetivo de descobrir que informagoes podemos extrair desta desigualdade,
vamos ver como se relacionam os termos sucessivos da sequéncia (v,). Para isso

aplicamos o operador A a V' ao longo da solucao:

n+1—ng n—ng o)

oo
AV = zg] = |zal + D |wasal Y Gnsrsiorg — > |2t > @nsjrg, (4.17)
il =1 =1

1=1
para todo n > ng. Vamos trabalhar com os somatorios acima para obter uma ex-

pressao mais simples para AV. Para cada n > ng:

n+1—ng n—ng o)

o0
> el Dt — Y [Eadl Y angig
=1 Jj=l =1 j=l

o

o o0
= |z Z Ontjj + [Tn-1] Z ntj—15 + o+ [Tng Z Ono+j,j
=1 =2

j=n+1l-ngo
o o
—[an 1] ang = = Tl Y ngtss
j=1

Jj=n—ng
)
= ‘xn‘ Zan+j,j - ‘xnfllgn,l - ’xn72’an,2 - ‘xn()'an,nfno
j=1
[e’e) n—mo
=@l Y ansjs = Y | jlan.
P j=1

Entao, voltando a (4.17), obtemos que, para cada n > ny:

n—ng

o0
AV = fapn| = el + 120l Y anrg = Y [ajlang
j=1 j=1

o0 n—no
< Nennl = n] + 2al D tnijs = D [2njlan; (4.18)
j=0 J=1
Observe que pelo fato de x,, ser solu¢ao de (4.1) e pela hipdtese (4.14), temos que
n—ng
o] = D |Tnjlan; <bn,  Vn > ng.
j=1

Substituindo este resultado em (4.18), obtemos

)
AV < bn — |[En| + |$n| Zan-i-j,ja
=0
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ou seja

Un+1 — Un < bn - CL|wn|7

onde

(e}
a:=1—sup g Ut jjs
n .

j=0

Daqui e de (4.19), obtemos
0 < VUr —VUr—1 < b‘r—l - a’$7—1|7

donde deduzimos que

1
‘xT—:L’ < _b’r—l‘
a

De (4.20) também concluimos, pelo fato de a ser positivo, que

Vr —VUr—1 < bT—l Ur < Vr—1 + bT—l-
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(4.19)

(4.20)

(4.21)

Substituindo v,_1, na desigualdade anterior, pela expressao correspondente obtida da

definigao de V' dada em (4.16), e usando (4.21), obtemos, respectivamente, as duas

seguintes desigualdades

T—1—n9

oo
Uy < |':UT—1| + Z |$T—1—l| ZGT—l—I—j—l,j + b'r—l

-1 =l

T—1—ng o]
1
< (5 + 1) bT—l + Z |[L’7__1_l| ZaT—l""j_lJ :
=0 Jj=l

'

«

(4.22)

Manipulando o duplo somatério que aparece na ultima desigualdade consegue-se

[e.e] o0
o = |wral > e Tl Y nergg
7=0 j=7—1-—n9

o oo oo
< rmt] D rmiggy el Y oy Tl D g
=0 =0 =0

<zt =a) +[oro|(1—a) + - - 4[| (1 = a)

T—1—ng T7—1

= 1= Y =00 Y lnl

=0 n=ng
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Substituindo isto em (4.22) obtemos a seguinte desigualdade

T7—1
1
vy < (5 + 1) b+ (1—a) > || (4.23)

n=ng

Por outro lado, somando em (4.19) de ny até 7 — 1, obtemos

7—1 T7—1
Ur — Uny < —a § |xn| + E bn;

n=ng n=ng
7—1
e entao, isolando Z |x,|, obtemos
n=ng
T—1 1 T—1 1 T—1 1
Z ‘xn‘ < a (Uno — Ur + Z bn) < E (Uno + Z bn) < a(vno +b>7
n=ng n=ngo n=mno

onde b := Z b,. Agora, denotamos

Jj=no
M 1( +b)
= — (v,
a 0

e voltamos a (4.23) para obter:

o que contradiz o fato da sequéncia (v,,) ser ilimitada superiormente. Logo o Teorema,

se verifica. W

Exemplo 4.2 Se em (4.1) tomamos ng =2 e

T2 + T3 I +17n—1_|_ Tn
© 3nnm2 0 3pn3 3n  n|z,

H(n,za,...,z,)

entao a solugdo do sistema (4.1) € limitada.
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Para provar isso vamos exibir duas sequéncias (a, ;)ocj<n € (bn) como no enunciado

do Teorema anterior. Definimos tais sequéncias pondo

Assim, a série g b,, converge, e temos cumprida uma das hipdteses do teorema
n=2
anterior. Vejamos agora que no presente caso vale a seguinte hipétese do ultimo

Teorema;

supZanﬂJ <1 (4.24)

n>2

Para cada n > 2 fixado, temos que

> > 1 1= 1 1 11
Zanm:“n,ﬁzanm:§+§Z(nTj)j<§ 522_:‘
§=0 Jj=1 J=1 7=1

o que implica na expressao dada em (4.24). Para finalizar, resta mostrar que é

cumprida a condi¢do (4.14) do Teorema precedente, isto é:

n—2
|H(n,za, ..., x,)| < Zan,j|xn_j| + by, Vn > 2.

j=1
Usando a definicao de H, a desigualdade triangular e a definicao de a,, j, obtemos

para cada n > 2:

|H(TL,$27 7xn)| = 3nn72 3nn 3 T - 377/ + nQ‘xn‘
E2 |z3] Znal 1
3nn—2 3nn—3 + * 3n * n?
9 —2
B s |xn—]| _ \ b
=250 = 2 tnaleal e
j=1 i=1

como queriamos mostrar. []

4.2 Limitacao por Comparacao

Nesta se¢ao utilizamos o método da comparagao para investigar a limitagao da

solucao de EDV’s. Nesta parte do trabalho nao faremos uso das fungoes de Lyapunov
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V', utilizadas na se¢ao anterior. A grosso modo, este método consiste em transferir
o problema de obter informagoes de carater qualitativo a respeito da solucao de um
sistema dado, para um sistema auxiliar apropriado. Por este método, as respostas
das questoes relativas a solucao do sistema original, sao dadas pelas respostas as
perguntas correspondentes e adequadas relativas ao sistema auxiliar. E claro que
um dos fatores que determinam se o sistema auxiliar é adequado, é a facilidade, em
relacao ao sistema original, de se obter as respostas para as questoes mencionadas
acima. Utilizaremos tal método para estudar a limitacao de sistemas que apresentam

a seguinte forma geral:
Ax, = F(n,zpy,...,Tn), 1 > ng; z,, dado, (4.25)

onde, x, € R"

O sistema auxiliar com o qual vamos comparar o sistema acima é um sistema

escalar da forma:
Ay = g0y Yngs -+ Yn), YN > ng; Un, dado, (4.26)
onde g: Ny x S; — R* satisfaz:
9N Yngs -+ Yns - -) = 9Ny Yngs - -+ Un)s Yy, € R.

O préximo resultado determina sob que condigoes o sistema (4.26) é apropriado para
auxiliar a investigagdo sobre a limitacao do sistema (4.25) e convergéncia de sua

solugao.

Teorema 4.4 Suponhamos que os sistemas (4.25) e (4.26) acima, sao tais que as

sequintes relacoes se verificam:

|F'(ny gy - n)| < g0y | Tngls ooy [T0])s Vn > ny, (4.27)
e para cada j, ng < j < n, a funcao:

|z;| = g(n, |Tngl, -, |xjl, .. |za]) € nao decrescente. (4.28)

Se |Tng| < Yngy, entao
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e A limitacao uniforme (respectivamente limitagcao) do sistema (4.26) implica na

limitagao uniforme (respectivamente limitagcdo) do sistema (4.25);

e Se a solugao (y,) do sistema (4.26) € limitada, entao, a solugdo (z,,) do sistema

(4.25) € convergente.
Prova: Vamos comecar provando que
Zn| <Yy VR 2,

o que implica no primeiro resultado a ser provado. Faremos isso por inducao em
n > ng. Para n = ng, a desigualdade acima vale por hipétese. Suponhamos agora

que, para algum k € N,:
;| <y para no<j<k.

Provemos que
|[Zhs1| < Yt (4.29)

Usando a desigualdade triangular em (4.25) deduzimos que
|Tni1| — |Tn] < |F (N, Zngs -+ )] Vn > no.

Somando de ng até k na desigualdade anterior, usando a hipétese (4.27), a hip6tese

de indugao e (4.28), obtemos as desigualdades abaixo

|Tht1] = [T
k k k
<D NF, gy xn)] <> g0 2ngl o lznl) <O 900 Yngs 3 Yn).
n=ng n=ng n=no
Concluimos entao, que
k k
|£Ek+1| < ‘xnoy + Z g(na ynm st 7yn) g yno + Z g(n’ ynm st 7yn) (430)
n=ngo n=no

Por outro lado, somando de ny até k em (4.26) tem-se

k k

> Wt =) = Y 90 Yngs - Yn),

n=ngo n=no
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isto é,
k

Yk+1 — Yng — Z .g(nvynov s 7yn)7

n=ng

portanto, o tltimo membro em (4.30) pode ser escrito como

k
Yny + Z g(n7ynoa v 7yn) = Yk+1-

n=ng
Substituindo esta expressao em (4.30), obtemos (4.29) e isso encerra a prova do item
1. Provemos o segundo item. Suponhamos que a solugao (y,) do sistema (4.26) é
limitada. Para provar que a solucao (z,) do sistema (4.25) é convergente, vamos
mostrar que ela é uma sequéncia de Cauchy. Do fato da fungao g ser nao-negativa e
de (4.26) concluimos que a sequéncia (y,) é nao-decrescente, dai, como essa sequéncia

¢ limitada segue que ela é convergente e portanto
|Yn —Ym| — 0  quando  n,m — oo.
Sejam n > m > ny. Entéo, usando (4.25)—(4.26) deduzimos que

|mn - xm| = | — Tm _’_xm-l—l — Tm41 +xm+2 — Tm4-2 +o T — Tp +xn|
= |F(m,Zngy -y Tm) + -+ Fn—1,25,...,2,1)|
n—1 n—1 n—1
< Z ’F<j7xn07"'7xj)’ < Zg(ja |xno’7"'7’$j’) g Zg(jaynoa"'ayj)
j=m j=m

i—m

J
= g(maynoa"'aym)+g(m+1ayn07"'7ym+1)+"'+g n_lvynoa'--aynfl)
= Wms1 = Ym) + Ymi2 = Yms1) + -+ (Yo — Yn-1)

= Yn —YUnm

N

|yn_ym|‘

Dai segue que (z,) é de Cauchy, como querfamos demonstrar. W
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4.3 Algumas Equacgoes nao Dissipativas

A partir de agora vamos nos concentrar no estudo da seguinte EDV escalar nao-linear

de convolucao:

Az, =b,— Y ajg(x,—j), n>0, xo dado (4.31)

7=0
Aqui, g:R — R é uma fungao dada e (a,) e (b,) sdo sequéncias dadas de nimeros

reais .

Daremos a seguir algumas condicoes sobre os coeficientes e funcao g, da equacao

acima que asseguram a limitagao de sua solugao.
Teorema 4.5 Suponhamos que

o0

a, >0, VYneZ" e Zan<oo;
n=0

lim b, = 0;

n—oo

liminf g(z) > 0 e limsup g(z) < 0;

T—00 T——00

dreR, r>0, taque, g(x)>-r, VreR,; (4.32)

g leva conjuntos limitados A C R em conjuntos limitados em R. (4.33)
Entao a solucao de (4.31) € limitada.

Prova: Iniciamos a prova do Teorema obtendo alguns resultados que serao tuteis e

introduzindo alguma notagao.
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Denotemos

a:Zan e b = sup |b,|.

n=0

Da equagao (4.31) e da hip6tese (4.32) vem que, para cada n € Z*:

n
Az, < b,+ T’Zaj
=0

Denotamos ¢ = b+ra, para reescrever a desigualdade anterior da forma mais simples:
Az, < c, Vn ezt (4.34)
Para provar que a solu¢ao da EDV (4.31) é limitada vamos mostrar que

sup ,, < oo e inf z,, > —o0.
n n

Mostremos a primeira das duas desigualdades acima, por reducao ao absurdo. A
suposigao de que sup x,, = 0o nos permite construir a subsequéncia (xy, ), da seguinte
forma: ko serd o primeiro indice tal que x, é maior do que max{xq, 0} e para cada

n € N, k, serd o primeiro indice tal que x, é maior do que max{zy, ,,n}. Claramente

n—17
xy, > xj para todo 0 < j < k,, e x;, — oo quando n — oo. Consideremos agora a
subsequéncia (z;,) onde para cada n € Z*, t, = k, — 1. Entao, z;, < xy, = x4, 41.
Além disso de (4.34) temos que zy, .1 — @y, < ¢, isto é, xy, > wp, — ¢ e portanto

encontramos uma subsequéncia x;, — oo quando n — oo satisfazendo

Ty, 41—y, >0 Yn > 0. (4.35)
Construimos agora a sequéncia (7,,) pondo

1
T, = min (tn, —xtn> )
2c

lim 7,, = oo. (4.36)

Claramente
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Agora, fixamos n € Z* grande e tomamos m € Z*, tal que

t, — T, <m<t,. (4.37)
Vamos mostrar que
1

Consideremos inicialmente m < t,,. Somando de m até t,, — 1 em (4.34), obtemos

tn—1

Z(le — 1) < (tn, —m)e.

l=m

Notando que o lado esquerdo da expressao acima é uma soma telescépica, usando a

primeira desigualdade apresentada em (4.37) e a defini¢ao de (7},), obtemos

1
Ty, — Ty < €1, < Ea:tn.

Agora, isolamos z,, para obter a desigualdade dada em (4.38). O fato desta desigual-
dade também ser vélida para m = t,,, ¢ uma consequéncia de x;, — 0o. Desta forma,
fazendo n — oo, podemos construir uma sequéncia (z,,), com m satisfazendo (4.37)
a qual satisfaz, por (4.38):

Ty — OO.

Seja ¢1, 0 < ¢; < liminf, , g(x). Pela Proposicao 2.4, existe ng € Z™, tal que
g(zm) >, tn—=T, <m<t,, n>ng (4.39)

Por outro lado, da equagao (4.31), vem que, para cada n > ny:

Tn
Axy, = by, — Zajg(:vtn_j), caso T, = tp,

=0
e
Tn tn
Azy, = by, — Zajg(xtn_j) — Z a;jg(ze,—j), caso T, <t,.
=0 j=Tn+1

Do primeiro caso, usando (4.39) e o limite obtido em (4.36), deduzimos que

Az, = by, —aog(ze,) — ar9(x,—1) — - —an, 9(Te,—1,)

Tn
< by, — E a; — —cia <0
=0
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quando n — oo. Entdo Az, < 0, para n grande, o que contradiz (4.35). Do segundo

caso, usando o que desenvolvemos no primeiro caso e a hipdtese (4.32), obtemos que

T, tn
Azy, < by, — 1 Z a; +r Z a; — —ca <0, (4.40)
Jj=0 J=Tn+1

ln
quando n — oo (pois, lim Z a; = 0), o que novamente contradiz (4.35). Por-

j:Tn"‘l
tanto

sup &, < 00. (4.41)

n

Neste momento convém observar que na prova acima, a hipdtese (4.32) foi usada
somente para obter as expressoes (4.34) e (4.40) e, além disso, bastaria somente que

inf g(z,,) < —oo. Voltaremos a este ponto mais adiante.
n
Para provar o Teorema, resta mostrar que

inf z,, > —o0.

n

Para tanto, vamos construir um sistema similar ao dado em (4.31) e aproveitar o que

fizemos para deduzir (4.41). Defina a sequéncia (u,) e a funcao h: R — R, pondo

Usando isto e a equagao dada em (4.31) obtemos

Au, = Upyr — Uy = —(Tpy1 — Tp) = —by + Zajg(xn—j)
=0

n

= b= > ah(yy).

=0

Assim, obtemos o sistema
Auy = by = ah(yn—;),  uo = —q, (4.42)
§=0

que se assemelha ao sistema (4.31). Vejamos que h possui as mesmas propriedades

de g:
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liminf h(y) = liminf —g(—y) = — limsup g(—y) = — limsup g(y) > 0;

Y—00 Yy—00 Yy—00 Yy——

lim sup h(y) = limsup —g(—y) = — liminf g(—y) = — liminf g(y) < 0.

y——00 y——00 y——oo y—oo
Claramente da definicao h segue que tal funcao leva conjuntos limitados de R em
conjuntos limitados de R. Agora, em vez de mostrar o correspondente a hipdtese
(4.32) para o sistema (4.42), ou seja, que existe r > 0 tal que h(y) > —r, para todo
y € R, vamos mostrar o que de fato é essencial, isto é, segundo a observacao feita
acima, que irnlf h(u,) > —oo, onde (u,,) é solugao do sistema (4.42). De fato, de (4.41),

(4.33) e limsup g(x) < 0, segue que sup g(x,) < co. Entao,

r——00

inf h(u,) = —sup g(z,) > —oc.

n
Assim , usando a primeira parte da demonstracao, concluimos que
00 > sup u, = sup —x, = — inf z,,,
n n n
e entao obtemos

inf z,, > —o0,
n

que era o que faltava para encerrar a prova do teorema. W

4.4 Estimativa para Algumas Equacoes Implicitas

Nesta secao pretendemos obter estimativas para EDV’s dadas implicitamente, nao-
lineares nao-homogeéneas. Para isso recorremos a construcao de sequécias auxiliares
apropriadas. Vamos comecar obtendo uma estimativa para a solucao de algumas
equagoes que apresentam a seguinte forma:
n
Ty = by + g F(n,j,xz;), n>1, (4.43)
=1
onde z,, € R, e b, é uma sequéncia dada de niimeros reais.

O seguinte lema sera muito 1til para a obtencao da estimativa mencionada acima.
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Lema 4.1 Seja F:Z" x Z+* x R — R uma funcao continua a respeito de = e tal que
para cada n,j € 7T, a fungio x — xF(n,j,x) € nao positiva e xF(n + 1,5, z) >
xF(n,j,x) para todo x € R e todo n, n > j. Nestas condi¢oes, temos que, para todo

r€R ecadan,j€Zt comn>j:

e Ft(n+1,j,2) — Ft(n,j,z) <0;

e F-(n+1,j,2) — F~(n,j,x) >0,
onde F* = max{0, F'}, F~ = min{0, F'}.

Prova: Fixemos j € Z". A desigualdade zF(n,j,z) < 0 para todo = € R, implica
que

r< 0= F(n,jz) >0, Vn >0 (4.44)

r>0= F(n,jz)<0. (4.45)

Por outro lado, da hipétese de que zF(n + 1,7, 2) > xF(n, j,x) para todo z € R e

todo n, n > j, segue que
z[F(n+1,5,z) — F(n,j,x)] >0, VreR, n>j.
Daqui obtemos a seguinte implicagao:
r<0=Fn+1jz)—F(n,jz) <0, n>j, (4.46)

Estudemos a fun¢ao F*(n+1,j,2)— F*(n,j,z), paran > j. Tomemos z < 0. Entao,

usando (4.44) e (4.46) obtemos,

Ffn+1,j,2) = F(n,j,x) = maz{0,F(n+1,j,2)} —maz{0, F(n,j,x)}
= F(n+1,j,l‘>—F<n,j,$>

< 0.
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Agora consideremos = > 0. Usando (4.45) concluimos que

-0 -0

Fica assim provado que
Ff(n+1,j,2) — F'(n,j,2) <0, paratodo z€R etodo n>j.
De forma andloga mostra-se que

F~(n+1,j,2) — F~(n,j,x) >0, paratodo xz€R etodo n>j.

V. B. Kolmanosskii e J. P. Richard [11] obtiveram uma estimativa para a solugao

da equagao (4.43) que depende somente dos coeficientes b,,.

Teorema 4.6 Se sao cumpridas as condi¢oes dadas no Lema 4.1, entdo valem as

sequintes desiqualdades:

n—1 n—1
b = [br] = Y Ibjpr = b <20 Kb+ [ba| + > b1 — b, n>1, (447)
j=1 =1

onde x,, € solu¢ao da equacao (4.43).

Convencgao: Paran =1 o somatorio acima serd considerado nulo.

Prova: Sejam as sequéncias (u,) e (z,) definidas respectivamente por

n n—1
‘ 1
Uy = E F+(n,j,l‘j)—|—§ <bn_‘bly_ E ’bj-i-l_bj‘) — €n, e>0
j=1 =1

n

Zn = —ZF’(n,j,xj)—

j=1

n—1
(bn+|bl‘+z‘b]+1_b]‘> —€n, e > 0.

j=1

N |

Usando estas defini¢oes obtemos
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n

n—1
) 1
Up — Zp = ZF+(7’L,],$]') + 5 (bn - |bl| - Z |bj+1 - b]|>
j=1

j=1
n 1 n—1

—en+ > F(n,j.x;)+ 5 (bn +1bil + > [bj — bﬂ) +en
j=1 j=1

n

= Y [Fr(n,j.x;)+ F(n,j, ;)] + by

j=1
Notando que F" 4+ F~ = F e usando (4.43), obtemos da igualdade acima, a seguinte
expressao

Uy — Zp = T (4.48)

A seguir veremos como se relacionam os termos sucessivos das sequéncias (u,) € (2,).

n+1

n n—1
. 1
Uptl — Uy = ZF+(n +1,7,2;) + 5 (bn+1 —b, — Z |bjt1 — bj| + Z bjt1 — b]|>
j=1 j=1

=1
—ZF*(n,j,xj) —€
=1

n+1 n

) i 1
= D Frn+1jw) =) FHnja5) + 5 (baet = by = |bags = bul) —¢
j=1 j=1 < ~
‘= Dn

= Ftln+1,n+1,2,4)+ Z[F*(n +1,4,2;) — Fr(n,j,2;)] + pn — €
=1

O Lema 4.1 implica que o somatorio acima é nao-positivo. Além disso, é facil ver que

pn < 0. Portanto, da igualdade anterior obtemos
Ups1 —Up K FT(n+1,n+1,2,01) — €,
ou, usando a expressao obtida em (4.48):
Upi1 — Up K FT(n+1,n+ 1, Uy — 2n41) — € (4.49)
Um procedimento analogo nos leva a :

Zni1 — 2n K —F (n+1L,n+ 1 upy1 — 2n41) — €. (4.50)
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Vejamos agora que u; < 1. Da definicao de u,, temos que
4 1
w = F7(1,1,21) + 5(51 —[b]) —e.
Suponhamos inicialmente que b; > 0. Neste caso
up = FH(1,1,21) — e (4.51)

Para mostrar que u; < 0 vamos comegar mostrando que x; > 0. Usando (4.43)

obtemos
r1=b+F(1,1,21) <0= F(1,1,21) <0 1 <0=21F(1,1,21) >0,

uma contradigao, e portanto 1 > 0. Como z1F (1,1, 1x1) < 0, segue que F(1,1,27) <

0, e entdao, F'*(1,1,21) = 0. Substituindo em (4.51) obtemos
up = —e < 0.
Suponhamos agora que b; < 0. Neste caso
w =by + FH(1,1,2) —e. (4.52)
Vejamos que x; < 0:
b+ F(1,1,21) =21 >0= F(1,1,21) > 0 r1>0=2F(1,1,21) >0,

uma contradigao, logo x1 < 0. Assim, de 1 F(1,1,1,21) <0, segue que F(1,1,2;7) =
F*(1,1,2;). Substituindo em (4.52) obtemos

U =x; —e <0.

De modo analogo mostra-se que z; < 0. Assim, quanto as sequéncias (u,) € (z,), hé

trés possibilidades que se excluem mutuamente:

1. Existe ng > 1 tal que u, <0, 1< n<ng, Uy >0, 2,<0, 1<n<

ng € Zng+l S Ungtt s
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2. Existe ng > 1 tal que 2, <0, 1< n<ny, 2pgt1 >0, uw, <0, 1

N
S
N

nyg € Upgtl K Zpo+1i
3. Up, 2, <0, Vn>1.
Vejamos que os dois primeiros casos nao podem ocorrer. O primeiro caso implica que
Ung+1 — Zng+1 = 0 e Ung+1 — Upy > 0.
Dai, usando (4.49) e (4.45) obtemos a seguinte contradigao:
0 < Ungy1 — Ung < FT(ng+1,n0 + 1, Upgy1 — 2ngr1) — € = —€ < 0.
Por outro lado, do segundo caso obtemos que
Ung+1 — Zng+1 < 0 e Zno+1 — Zng = 0.
Dai, usando (4.50) e (4.44) obtemos a seguinte contradigao:
0 < Zngt1 — Zng < —F (o + 1,n0 + 1, tpgi1 — 2ngs1) — € = —€ < 0.
Portanto, vale o terceiro caso, isto é,
Uy, 2n < 0, Vn > 1.
Daqui e de (4.48) deduzimos que, para cada n > 1:
Up < Tp < —Zp. (4.53)

Como F* > 0e F~ < 0, entdo, das definigdes de (u,) e (z,), concluimos que as

seguintes desigualdades sao validas, para cada n > 1:

n—1
1
Up, 2 5 (bn — [b1] = Z b1 — bj|> —€n;

J=1

n—1
1
—Zn < 5 <bn + |b1| + Z |bj+1 — bj|> + en.

=1
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Portanto, voltando a (4.53) obtemos que, para cada n > 1:

n—1 n—1
1 1
5 (bn—|b1|— E |bj+1—bj|> —6n<$n<§ (bn+|b1|+ E ‘bj+1—bj|> + en,

j=1 j=1

2
entao, multiplicando por — conseguimos
n

n—1 n—1
1 2z, 1
" (bn — || = ; b1 — bj’) —2< - < (bn + [ba| + Z b1 — bj|> + 2e.

j=1

Daqui, como € > 0 ¢é arbitrario, segue que

n—1 n—1
1 2%, 1
- (bn — |by| — ;\ij —bj\> N (bn+ AR —bj\> . Vn>1.

j=1
Entao, multiplicando todos os membros dessas desigualdades por n, obtemos (4.47)

finalizando a prova do Teorema. W

Veremos a seguir uma outra estimativa para um caso particular de equacgoes da
forma (4.43) e que cumpre as hipdteses do teorema anterior. Tais equagoes sao da

seguinte forma:
Ty = b, — Z a;g(Tn_;) (4.54)
5=0

onde (a,) e (b,) s@o sequéncias dadas de niimeros reais e g é uma funcéo a valores reais.

Assim como no resultado anterior tal estimativa depende somente dos coeficientes b,,.

Teorema 4.7 Suponha que a solu¢ao da EDV (4.54) alterna de sinal infinitamente,
que a sequéncia (a,) € nao-negativa e nao-crescente e g € uma fun¢ao continua, tal
que para cada x € R, xg(x) > 0, entdo

o0

2] <D 1A +sup by + |bo|,  Vn € ZF. (4.55)
J

J=0

Prova: Vamos dividir a prova em casos, os quais dirao respeito ao sinal da condicao

inicial do sistema (4.54). Comegamos supondo que zy > 0. Sejam as sequéncias (ay,)
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e (8,), dadas por

n

o, = Z a; max{g(x,_;),0} e Bn = — Zaj min{g(z,_;),0}.
=0

=0
Como max{a, 0} + min{a,0} = a, para todo a € R, entao, a equagao (4.54) pode ser
reescrita da seguinte forma

Tp = b, — ap + G, (4.56)

Note que para cada n € Z*:
a, >0 e  B3,2>0.
Da primeira desigualdade acima e de (4.56), segue que
Ty < by + By (4.57)

Da defini¢ao de (3, temos que By = —aomin{g(zy),0}. Porém, como zy > 0 e, por
hipétese, xog(xo) > 0, entao, g(xg) > 0, e portanto, Fy = 0. Disso e de (4.57), obtemos
a expressao (4.55) paran =0

oo

[zo] = 2o <o < [bo| < Z | Ab;| + sup [by] + [bol -

=0 I
Agora, para provar o Teorema 4.7 (no caso xg > 0), resta mostrar que a desiguldade
(4.55) vale para cada n € N. Fixemos entdao r € N. Aqui, denotamos um nimero
natural arbitrario por r e nao por n, como é habitual, para clareza da notacao, uma
vez que a letra n ja aparece muitas vezes nessa demonstragao. Nosso objetivo é obter
a expressao dada em (4.55), com este r fixado no lugar de n. Vamos separar esta
parte da prova em duas partes: supondo x,, > 0 e supondo z, < 0. E claro que aquela

expressao € verdadeira quando x, = 0. Vamos comecar supondo que z, > 0.

Considere as sequéncias de indices (s,) e (¢,) definidas pelas seguintes relagoes:

n<syg=x, >0 e Tsor1 < 0;

So+1<n<gp=2,<0 e Tgo+1 > 0.
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De modo analogo para s, € g, m > 1:

gm1+1<n<sy,=>2,>0 e s, +1 <0,

Sm+1l<n<gn=2,<0 e Tg,+1 > 0. (4.58)

Note que para cada n € Z*, s, < ¢, €, além disso:
xs, >0 e Ts, 11 < 0; (4.59)

T, <0 e Zg,41 > 0. (4.60)

Seja A o conjunto de indices que estao entre 0 e r — 1 e que pertencem a pelo menos

um intervalo [s,, g, — 1], isto é,

A=0,r -1 [ U (sn,qn—l)] = (0,7 = 1J([(s0,90 = 1) U... U (S, g — 1)],

neZ+

onde ¢, = max{q;q, < r}. Seja k € Z*, tal que
ke [0,r—1] e k& A.
Entao,
k € [qO,Sl — 1] U[ql,SQ—l] U [QQ,Sg— ]_]U,

e portanto

k+1€(gp+1,s]Ulq+1,8]Ulg+1,s3]U...,

e consequentemente, das defini¢oes de s, € g, temos que ;1 > 0. Usando a definicao

de (f3,), obtemos

k+1 k
ABy = PBrpr — Be = —Y_a;min{g(x1-5),0} + Y a;min{g(z;;),0}
=0 =0
k+1 k

= — Z ap+1—; min{g(z;),0} + Z ax—j min{g(z;),0}

= —aomin{g(xgs1),0} + Z(ak—j — agy1-5) min{g(x;),0}.

J=0
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A desigualdade x1 > 0 obtida acima e a hipdtese de que zx.1g(xk 1) > 0, implicam

que min{g(zx41),0} = 0. Portanto, da expressao dada acima para Afy, obtemos

k
Aﬁk = Z(ak,j — ak+1,]’) min{g(acj), O} < O,

Jj=0
sendo a desigualdade acima consequéncia da hipdtese de que (a,) é nao-crescente.

Como tomamos k € [0, — 1] N AC arbitrério, concluimos que
ABr <0,  Vkelo,r—1]n A"

Por outro lado, sabendo que 3y = 0, obtemos

r—1
ZABJ > (Bis1 = Bj) =B — Bo = Br.
7=0
Das duas ultimas expressoes vem que
B <D AB;.
jeA
Daqui e da igualdade (4.56) deduzimos que
<D Az 4> Aaj— ) Ab;. (4.61)
jeA jeA jeA

Estudemos separadamente as duas primeiras somas acima:

go—1 q—1 gm—1
E :Aajj = E (41— 25) + E (g1 — -t E (Tjr1 —
JEA J=so0 Jj=s1 J=sm

= (Iqo — Tg) + (Iih —Tgy) o+ (me - T5,,)

Cada uma das expressoes entre parénteses é nao positiva, ja que, como concluimos
m (4.59) e (4.60): z,, <0 e x5, >0, logo
> Az <0 (4.62)
jeA

Agora vamos analisar o segundo somatério dado em (4.61).

qo—1 -1 qm—1
Yo Aa; = D (g —a)+ Y (e —a) ++ Y (a0 —ay)
jeA i=s0 j=s1 j=sm

= (O‘qo — Q) + (O‘fh — Q)+t (O‘qm — Q) (4.63)
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Usando a definicao de a,, e o fato de que s,, < ¢,, concluimos que para cada i € Z":

qi

Qg — Qs; = Z ak maX{g($Qi—k)v O} - Z Qg max{g(xsz'—k)’ O}

k=0 k=0
qi Si
= Y agpmax{g(zi),0} = > as, g max{g(zs),0}
k=0 k=0
S qi
= Z Agi—k maX{g(‘rk‘)? O} + Z Aqi—k max{g(xk), O}
k=0 k=s;+1

- Z QAs;—k max{g(:ck), O}
k=0

Agora, de (4.58) e da hipétese de que zg(x) > 0 para todo = € R, deduzimos que o

segundo somatoério na ultima igualdade é igual a 0, portanto podemos escrever

Si

Qg —as, = Y [(ag; —as,j)max{g(z;),0}] <0,  VieZ",

5=0
sendo que a desigualdade acima foi obtida do fato de que s,, < ¢,, e da monotonicidade

da sequéncia (a,). Logo, voltando a (4.63), obtemos
> Aa; <0 (4.64)
jeA
Voltando a (4.61) e usando os resultados (4.62) e (4.64) conseguimos
Br <= Ab; <> |Ab.
jeA jeA
Daqui e (4.57) chegamos a
Ty gbr“—ﬁr gbr+Z|Ab]|
jeA
Portanto, obtemos o resultado desejado
2 <) |Ab;| + sup [by] + [bol.
j=0 J

Fica assim provada a expressao (4.55), para todo n € Z*, tal que z,, > 0.
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uir, vamos mostrar qu u Xpressa mbém é ver ir ran

A se , vamos mostra; e aquela expressao também é verdadeira para n € N, tal
que x,, < 0. Para isto, o procedimento serd o mesmo adotado anteriormente, isto é,
vamos obter a expressao dada em (4.55), com aquele r fixado no lugar de n, supondo

r, < 0.

Defina a sequéncia (y,) e a fun¢ao h definida em R, pondo

Com isso, obtemos a seguinte equagao, que é similar a (4.54):

n

Yn = —bn — Z a;h(Yn—;)-

J=0

Além disso, da definigdo de h e da hipdtese de que zg(z) > 0, para todo =z € R,

conseguimos
zh(z) = 2(—g(—x)) = —zg(—x) > 0, Vr e R.
Como y, = —x, > 0, entao, pelo que demostramos anteriormente concluimos que
Yr < > |Ab;] + sup|b;| + [bol,
=0 !
isto é

[ < Y [Aby] + sup [by] + [bol.
; J

7=0
Isso encerra a prova da expressao (4.55), quando zo > 0. Para zy < 0 o procedimento

¢ o mesmo adotado acima e os calculos sao analogos.



Capitulo 5

Perspectivas de Trabalho

Desejamos nesta parte final do trabalho mencionar algumas linhas de investigacao

motivadas pelos capitulos anteriores.

Ao longo deste trabalho utilizamos frequentemente fungoes de Lyapunov para
investigar o comportamento no infinito das solugoes de EDV “s. Entretanto, nao nos
detivemos na construcao dessas fungoes. Vimos que em todos os casos as funcoes
de Lyapunov dependem dos coeficientes da equagao a ser estudada (e da fungao que
determina a nao-linearidade da equagao, se for o caso). Portanto, é de se esperar que,
em geral, diferentes funcoes de Lyapunov nos fornecam diferentes condigoes sobre os
coeficientes da equacao que asseguram a propriedade em estudo. Assim, surge a
questao de saber qual funcao de Lyapunov impoe condi¢oes menos restritivas sobre

a equagcao.

Em todo o nosso trabalho o espaco das solucoes das equacoes estudadas é o espaco
euclidiano R™. Um dos possiveis desenvolvimentos do presente trabalho é o estudo de
propriedades qualitativas das solugoes de equacoes a diferencas de Volterra em espacos
mais gerais. Este tema ja é objeto de pesquisa e tem rendidido algumas publicacoes.
Por exemplo, em 2005 C. Gonzélez et al. realizaram um estudo sobre existéncia
e propriedades qualitativas das solucoes de equacoes a diferencas de Volterra em

espacos de Hilbert. Aqui, mais uma vez se destaca a importancia da obtencao de

100
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procedimentos efetivos para a contrucgao das funcoes de Lyapunov. Pois, se desejarmos
estender os métodos envolvendo estas funcoes abordados neste trabalho, é preciso
saber como estas funcoes sao obtidas e verificar se é possivel contrui-las em espacos

mais gerais.

Em nosso trabalho, nos concentramos em equagcoes associadas a um numero finito
de condicoes iniciais. Porém, um campo de pesquisa que tem atraido bastante a
atencao dos pesquisadores nos tltimos anos e que tem rendido diversas publicacoes é a
teoria assintotica para equacoes a diferencas funcionais com retardo infinito. Citamos

[2] e [3], como exemplo de estudos desenvolvidos nesta direcao.
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