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“Talvez nao tenhamos consequido fazer o
melhor, mas lutamos para que o melhor
fosse feito...Nao somos o que iremos ser,
mas gragas a Deus, nao somos o que éra-
mos...”

(Martin Luther King)



RESUMO

Neste trabalho considera-se varios aspectos dinamicos de sistemas nao-lineares.
Sao abordados trés sistemas acoplados diferentes. Duas redes de mapas acoplados e
um sistema de dois osciladores de Liénard acoplados, todos os trés sistemas sao estu-
dados com o objetivo de reconhecer as suas dinamicas, determinando novas relagoes
entre eles que ainda nao tém sido estudadas na literatura.

A primeira rede de mapas estudada tem algumas caracteristicas de uma
rede de pequeno mundo, sendo que a rede é analisada através de suas ligacoes de
primeiros e segundos vizinhos e também de ligacoes aleatorias que sao introduzidas na
rede. Aqui determina-se estados sincronizados, a entropia do sistema e os resultados
obtidos sao comparados com os de outra rede com acoplamento di tipo lei de poténcia,
que ja foi analisada analiticamente.

A outra rede estudada possui acoplamento do tipo lei de poténcia e é tam-
bém acoplada a sitios estocasticos, verificando o que ocorre no sistema na presenca
destes sitios. Nesta rede procura-se um valor minimo de mapas que represente hem
o limite termodinamico e também estuda-se outros aspectos como sincronizacao e
intermiténcia.

O sistema de dois osciladores acoplados é estudado através de diferentes
formas de acoplamento e com diferentes valores de parametros. Neste sistema analisa-
se o comportamento dos expoentes de Lyapunov, o que ocorre ao sistema na presenca
de uma perturbacao aleatoria e também estuda-se alguns estados sincronizados no

sistema.
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ABSTRACT

In this work some dynamics aspects about nonlinear systems are considered.
Three different coupled systems are studied. Two coupled map lattices and one
system with two Liénard oscillators.

The first coupled map lattice studied has some characteristics of a small
world model. This lattice is analyzed by its couplings with first and second neighbors
and with random couplings which are introduced in the lattice. Here also synchroni-
zation and entropy are studied. The lattice is compared with another lattice studied
analitically.

The second lattice studied here has power-law coupling and it is also coupled
to stochastic sites. In this lattce a minimum value os sites is verified to represent
the thermodynamic limit. Besides, synchronization and intermittency are studied.

The coupled oscillators are studied through different couplings and for diffe-
rent parameters values. The bahavior of Lyapunov exponents, the presence of noise

and synchronization states are analyzed in this system too.
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Capitulo 1

Introducao

Sistemas dinamicos sao muito estudados por serem de grande valia na mo-
delagem e conseqiiente estudo e compreensao em diferentes areas cientificas. Podem
ser definidos como um conjunto de objetos agrupados que possuam alguma interde-
pendéncia e que, com a variancia do tempo, existam relacoes de causa e efeito nos
fenomenos que ocorrem com os elementos desse conjunto [1]. Sdo exemplos de siste-
mas dinamicos um circuito elétrico, o sistema nervoso de um crustaceo, o ecossistema
de uma floresta, o comportamento econoémico da bolsa de valores, entre outros.

Os sistemas dinamicos podem ser classificados de varias formas, quanto a
variavel temporal podem ser de tempo continuo, sendo representados por equagoes
diferenciais, e de tempo discreto, sendo para este caso, representado por mapas.
Podem também ser lineares ou nao-lineares, com parametros fixos ou variaveis no
tempo. Esta tese estuda dois tipos de sistemas dinamicos, os de tempo continuo e
os de tempo discreto nao-lineares, que serao melhor explicados no capitulo seguinte,
onde aparecera o que eles sao, e como podem ser utilizados, de forma a modelar
sistemas reais. De uma forma geral, esta tese aborda o estudo de sistemas dinamicos
nao-lineares através de recursos computacionais. O interesse em analisar diferentes
sistemas e seus comportamentos dinamicos vem do fato de se saber que muitos even-
tos existentes na natureza, podem, de uma forma satisfatéria, ser modelados por
equacoes matemaéticas e desta forma acabam sendo melhor e mais profundamente
conhecidos.

Analisar sistemas dinamicos, nao significa, de fato, saber explicar diversos
comportamentos naturais, mas pode significar, de certo modo, a aprendizagem de
como tratar certos dados para poder estuda-los de forma correta e de modo a se fazer

previsoes favoraveis ao avanco da tecnologia.



Estudos com osciladores nao-lineares tém trazido uma nova compreensao
para estruturas dindmicas da natureza. Eles podem levar ao entendimento de que
um simples oscilador nao-linear, de baixa dimensao, mostra ricas e complicadas dina-
micas que podem se transformar em comportamentos cadticos, com apenas a variacao
de um parametro de controle |2|. Eles podem tentar prever futuros acontecimentos
cientificamente, reconhecendo as regras que governam as mudangas [1]. Um sis-
tema dinamico muito conhecido na literatura é o modelo de Malthus, onde N(t)
representa o niumero de individuos de uma determinada espécie, distribuidos unifor-
memente numa area geografica, em um tempo t. Neste modelo estuda-se a variacao
da espécie considerando niimero de nascimentos, morte e aspectos migratorios. Apos
alguns estudos percebeu-se que este modelo nao era bom para este tipo de situacao.
Outros modelos dinamicos podem ser a representacao de uma forca atuando em um
corpo, a representacao de aspectos climaticos ou até mesmo a relacao existente entre
o comportamento de alguns 6rgaos do corpo humano.

Sabe-se hoje que a andlise de modelos matemaéticos pode, por exemplo, reve-
lar, algumas vezes, aspectos importantes de problemas biolégicos. E embora possam
parecer simples, analises de modelos mateméaticos podem requerer algumas técni-
cas um pouco mais sofisticadas para a interpretagdo e correta aplicagio |3|. Estas
analises podem levar em conta equacoes que sao de facil analise, ou até mesmo a
utilizacao de super computadores que nao sao de facil acesso.

Os trabalhos existentes em sistemas dinamicos nao-lineares vém crescendo
com o passar dos anos, mas tiveram seus primeiros achados em um trabalho de me-
canica classica, investigado por Henri Poincaré em 1892, o problema de trés corpos
[4]. Além disso, o conceito de atrator cadtico surgiu de um trabalho meteorologico
de Lorenz em 1963 [5], nesta época, enquanto Lorenz coletava dados climaticos e
os analisava numericamente através de trés equacoes diferenciais ordinarias de pri-
meira ordem, descobriu, quase por acaso, que para determinados sistemas, condigoes
iniciais muito proximas, podiam, com o passar do tempo, possuir comportamentos
muito diversos, isto é, todas as solucoes nao periddicas encontradas eram instaveis,
ou seja, sofriam flutuagoes irregulares sem quaisquer elementos de randomicidade
serem introduzidos externamente [6]. Foi a partir de entdo que muitos trabalhos na
area de caos comecaram a Surgir.

A existéncia de regimes cadticos em sistemas com poucos graus de liberdade
tem sido um incentivo na caracterizacao de dinamicas complexas. Sistemas como

redes neurais, reacoes quimicas, dinamicas populacionais, entre outras, sao sistemas



que possuem muitos graus de liberdade. Para estes tipos de sistemas poderem ser
modelados, a extensao espacial é introduzida aos modelos matematicos de forma a
relacionar a geometria do problema com os seus graus de liberdade.

Caos em um sistema dinamico é caracterizado pela presenca de ao menos um
expoente de Lyapunov positivo. Estes expoentes nada mais sao do que os modulos
dos logaritmos naturais dos autovalores do produto da Jacobiana do sistema em
estudo [7]|, que quantificam a taxa de contracdo ou expansao do sistema dissipativo.

Uma caracteristica importante do movimento cadtico é que uma informacao
completa quanto a posicao inicial aumenta rapidamente com a evolucao da trajetoria
[8], ou seja, medidas aproximadas e sucessivas sobre o sistema fornecem um aumento
de informacao, caso o sistema seja cadtico.

Aqui, além do estudo de sistemas cadticos, os diferentes sistemas serao ana-
lisados através de seus comportamentos via sincronizagao, variedades estaveis e ins-
taveis, presenca de ruido, entropia e outras variaveis dinamicas que serao abordadas
quando assim se fizerem necessarias. Conceitos importantes da area serao revisados
em um capitulo a parte, de forma que a tese seja melhor compreendida.

Conceitos como os mencionados acima e outros, como por exemplo atratores
estranhos, muito longe de serem nao usuais, como poderia ser imaginado por leigos,
podem ser mapas dinamicos de flutuacoes saudéaveis no coracao, cérebro ou outro
qualquer 6rgao observado sob muitas circunstancias [9]. O estudo de sistemas dina-
micos pode, inclusive, ajudar em areas como a medicina e a fisiologia, onde caos e
estruturas fractais podem mudar radicalmente a visao entre saide e doenga [9].

Em cada capitulo o principal intuito é o de estudar modelos fisicos que pos-
sam, de alguma forma, apresentar aspectos que ajudem na compreensao de situacoes
reais presentes na natureza. Na medida do possivel os modelos sao caracterizados
fisicamente de forma que nao apenas o aspecto dinamico seja importante.

O capitulo dois faz uma breve revisao sobre conceitos dinaAmicos que sao tteis
para compreender alguns comportamentos estudados no decorrer do trabalho.

O capitulo trés trata de um sistema de rede tipo pequeno mundo com mapas
Bz caoticos acoplados. Procurou-se um tamanho adequado da rede para realizar o
estudo, e em seguida, partiu-se para o estudo de sincronizacao da rede e também
foram feitas comparacoes deste sistema com outro tipo de rede Sx com acoplamento
tipo lei de poténcia, estudada analiticamente na literatura [10]. Neste capitulo o
maior interesse foi o de buscar o comportamento do sistema diante das ligacoes

aleatorias introduzidas nos sitios, estudando como estas influenciam a dinadmica da



rede.

No capitulo quatro é apresentado um sistema composto de dois osciladores
do tipo Liénard acoplados, onde se estuda os tipos de rotas que levam a um comporta-
mento ca6tico quando o sistema é estudado através de um acoplamento bidirecional.
Estuda-se também a presenca de uma perturbacao aleatoria no sistema e a perda
de confiabilidade nos resultados numéricos em determinados valores de parametros
para os quais o sistema apresenta variabilidade da dimensao instavel, conceito este
que sera apresentado em maior detalhes no capitulo dois. Este sistema foi estudado
de forma a dar continuidade ao que havia sido estudado na dissertacao de mestrado,
onde o sistema foi estudado modelando o comportamento dos nodos cardiacos e onde
se estudou as possiveis sincronizacoes dos osciladores relacionando-as com possiveis
arritmias cardiacas [11]|. Neste capitulo deu-se principal énfase no caso de osciladores
idénticos e também com acoplamento bidirecional, ou seja, um acoplamento onde os
osciladores se influenciam mutuamente.

O capitulo cinco volta a apresentar uma rede de mapas acoplados, aqui,
mapas logisticos acoplados a um reservatorio térmico. Busca-se um tamanho de
rede que, com o reservatorio, substitua uma rede de limite termodinamico e faz-
se analises sobre sincronizacao e similaridade entre os sistemas, com a mudanca de
certos parametros, buscando um melhor desempenho computacional, isto ¢, menor
tempo gasto em calculos e estudando a presenca de sitios estocasticos na rede.

Finalmente, o capitulo seis traz as conclusoes do trabalho juntamente com
alguns comentarios a respeito de trabalhos que ainda podem ser feitos futuramente,
dando continuidade ao que aqui foi estudado.

O trabalho, de forma geral, foi feito através de métodos numéricos, usando C
e FORTRAN como linguagens de programacao. No capitulo quatro, que é estudado
com equacoes diferenciais, o integrador utilizado é baseado no método de Adams de
12% ordem [12|. As simulag6es foram feitas dentro de departamento de fisica da UFPR
e também com a utilizacao do CLUSTER CT-INFRA. Os tempos de execucao dos
programas variaram de sistema para sistema e também variaram com relagao ao tipo
de quantidade que se esta analisando. Em alguns casos os programas levaram apenas
alguns segundos para serem executados, enquanto para outras situagoes levaram dias
e até semanas.

De uma forma generalizada, esta tese apresenta trés sistemas distintos, onde
o caos espaco-temporal é estudado. Cada sistema é analisado através de seu com-

portamento dinamico e quando possivel, alguma relacao com sistemas reais é feita.



Busca-se entender o comportamento cadtico dos sistemas, principalmente com rela-
¢ao a aspectos sincronizados que sao relevantes, por exemplo, no estudo da teoria de

informagao e comunicacao segura.



Capitulo 2
Conceitos fundamentais

Neste capitulo serao abordados conceitos basicos de dinamica nao-linear que
serao de grande importancia para a compreensao dos proximos capitulos desta tese

que incluem tanto sistemas de mapas, quanto sistemas de osciladores.

2.1 Mapas e Fluxos

2.1.1 Fluxos

Os osciladores, que podem ser representados por equacoes diferenciais, sao
sistemas dinamicos onde a variavel temporal evolui continuamente, sendo que tam-
bém suas varidveis de espaco e estado sao continuas. Ao invés de expressar o estado
corrente como uma func¢ao do estado anterior, como em um mapa, um fluxo expressa
a taxa de mudanga do estado atual como uma fung¢ao do proprio estado atual [13],

ou seja,
&= f(x), (2.1)

com z € RV,

A maioria das leis fisicas podem ser expressas na forma de equagoes dife-
renciais que podem ser autdénomas, quando o tempo nao aparece explicitamente e
nao-autdénomas, quando o tempo aparece explicitamente na equacao diferencial. As
equacoes autonomas sao as que mais demonstram o comportamento de um sistema
deterministico, isto é, sao as que relacionam leis de estados futuros escritas somente
em termos do estado presente, no entanto, qualquer sistema nao-autéonomo pode ser

escrito como autéonomo, definindo-se uma nova variavel dependente [13].



2.1 Mapas e Fluxos

2.1.2 Rede de mapas

O estudo de rede de mapas acoplados foi introduzido por Kunihiro Kaneko
em 1983, através de sua tese de doutoramento, como um simples modelo com carac-
teristicas essenciais de caos espago-temporal [14]. Estudos com redes deste tipo vém
crescendo nos campos de caos espaco-temporal e também em outras areas como a
biologia, matematica, engenharia e fisica [15], [16], [17], [18], [19].

Caos espaco-temporal ¢ uma dinamica irregular, em um sistema determi-
nistico espacialmente extenso, que ocorre no espaco-tempo e cujo grau efetivo de
liberdade diverge com o aumento do tamanho do sistema [14].

Redes de mapas sao sistemas que apresentam um nimero finito de graus de
liberdade espacial. A cada grau de liberdade espacial pode-se atribuir uma variavel
de estado que caracteriza alguma propriedade fisica do sistema que varia com o
espago e o tempo [20]. Redes de mapas acoplados tém espaco e tempo discretos,
enquanto a variavel de estado é continua, elas nada mais sao do que um processo
sistematico de discretizacao espaco-temporal de uma equacao diferencial. A relacao
entre osciladores acoplados e rede de mapas pode ser verificada através de uma

equagao do tipo reacao-difusao [20], ou seja,

2
% = Dg—; + G(t)R(x), (2.2)
onde o termo de reagao é uma perturbacao periddica, y é a variavel espacial, x é a
variavel de estado, D é o coeficiente de difusdo, R(z) é o termo nao-linear da reagao
e G(t) uma funcao periodica temporal do tipo > ;2 d(t — k7), onde 7 é o periodo.
A equacgao de reacao-difusao tem sido muito estudada em modelos biologicos
e de dinamica populacional |[21|. Nao apenas ela é de interesse, mas também baseada
em resultados rigorosos para esta equacao, diversos métodos tém sido aplicados para
o estudo de formagao de padroes [22], [23]. Nas aplicacoes o termo de reagio obedece
exigéncias adicionais dependendo do fendmeno a ser modelado [24].
Integrando a equagao (2.2) e deixando apenas a parte linear de difusao z; =

Dz,,, a derivada temporal pode ser discretizada da seguinte forma,

oz zly,t=(n+1) —¢] -2y, t =n1 — ¢
(E)(y,t:m') - ot ) (23)

enquanto a variavel espacial é discretizada através da introducao de uma rede uni-

dimensional y = @m, sendo 7 qualquer inteiro positivo, incluindo o zero, e pode ser



2.2 Formas de acoplamento

definida da seguinte maneira,

2'(t) = x(y = im,t) = 2 = limx(y = im,t = n1 — €). (2.4)

n
e—0

De onde obtém-se,

U i i D (2) i i i—1 i—1
x;g—w—R(x@)_mT[ @+ R =220 —2R(zD)+20"V 4 R(x1)], (2.5)

n n

sendo € = 2D

=27 a constante de acoplamento e assim, chega-se a uma rede de mapa com
acoplamento laplaciano futuro [20], onde 7 representa os sitios e n o tempo discreto,

no qual a varidvel dinamica é registrada.

oy = fa) + S [f@li™Y) = 2f(20) + f(2HD)). (2.6)

O conjunto de condicoes iniciais da rede pode ser escolhido de forma aleatoria
ou entao através de uma distribuicao espacial em forma de onda. As condicoes de
contorno podem ser diversas, livres, fixas, peridédicas, entre outras.

De acordo com a dinamica local da rede de mapas, elas podem ser carac-
terizadas em redes homogéneas, onde todos os mapas sao idénticos em cada sitio
e nao-homogéneas quando ocorrem algumas mudancas nos parametros dos mapas
de cada sitio. As redes de mapas sao mais amplamente utilizadas devido as suas

caracteristicas de facil implementacao computacional.

2.2 Formas de acoplamento

Existem formas diversas de se fazer acoplamentos em um sistema, entre
elas podem ser citados acoplamentos locais e nao-locais, lineares e futuros. Nos
acoplamentos locais a dinamica de cada sitio depende apenas dos vizinhos proximos,
enquanto que acoplamentos nao-locais possuem sitios que sao influenciados por sitios
distantes. Dentre os acoplamentos locais, os de maior interesse e mais encontrados na
literatura sao: acoplamento aditivo, acoplamento total ou bidirecional, acoplamento
unidirecional e acoplamento Laplaciano ou difusivo, este tltimo, sendo determinado
no fim da subsecao de rede de mapas. Estes tipos de acoplamento sao determinados
pelo termo de difusao, ou seja, para estes sistemas as derivadas segundas ocorrem em
termos difusivos da equacao de reagao-difusao. Para o caso unidirecional o sistema
possui difusao assimétrica, enquanto todos os outros possuem difusao simétrica. O

acoplamento chamado global é um caso extremo de acoplamento nao-local, onde



2.2 Formas de acoplamento

todos os sitios interagem entre si. Além disso, existem acoplamentos nao-locais de
alcance variado, isto é, o acoplamento leva em conta a distancia de um sitio ao
outro. KEste é o caso do acoplamento tipo lei de poténcia, que sera utilizado como
comparacao entre redes e também serd o tipo de acoplamento estudado no capitulo
cinco em uma rede de mapas acoplados a um reservatério térmico, sendo portanto
de grande interesse e assim sera discutido a seguir, com um pouco mais de detalhes.

Os acoplamentos lineares sao representados através de uma igualdade entre a
funcao que representa o acoplamento e a variavel de estado correspondente a iteragao
anterior, ja os acoplamentos futuros, ao invés da igualdade ser com a variavel da
iteracao anterior, utiliza-se a variavel de estado correspondente a iteracao atual, ou

seja, a dinamica local da rede.

2.2.1 O acoplamento do tipo lei de poténcia

O acoplamento do tipo lei de poténcia é um acoplamento cuja intensidade
decai com a distancia ao longo da rede, ou seja, quanto mais longe os sitios estiverem,
menor a sua ligacao com o sitio considerado. Esta distancia é determinada pela
menor distancia entre os sitios, isto ¢, um acoplamento pela direita pode ser mais
distante que o acoplamento pela esquerda, desta forma, a distancia considerada é a
menor entre os sitios. Este tipo de acoplamento é de grande interesse porque leva
em consideracao os tipos de ligacoes mais provaveis de ocorrerem em sistemas reais
como redes neurologicas [25] ou mesmo estudos de comportamentos ferromagnéticos
[26], [27], 28]

Tanto as propriedades de sincronizacao do sistema quanto outros diferentes
comportamentos estao vinculados ao parametro de acoplamento que gera a lei de
poténcia.

O sistema a ser estudado nesta tese, considerando a presenca de um mapa
logistico em cada sitio e o tipo de acoplamento existente, sera dado pela seguinte
equacao:

/

i i e w1 i+j i—j
zin = (L= f @) + 2 Gl + 1@ (2.7)

1=

onde 0 < e < 1ea > 0sao os parametros de acoplamento local e de lei de poténcia,
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respectivamente, e

n(a) = 22}%, (2.8)

NV-1)
2

O valor do alcance « representa o tipo de rede que se esta analisando, assim,

o fator de normalizacio do sistema com N = , sendo que N é sempre impar.
se a — o0, somente termos com j = 1 contribuirdo para o somatorio presente no
termo de acoplamento, e portanto, o acoplamento serd apenas de primeiros vizinhos.
No caso de o = 0, se tem que n = N — 1, e o acoplamento se torna global, ou
seja, cada sitio da rede se conecta com o valor médio de todos os sitios da rede,
independentemente de suas posigoes relativas |29].

Redes de mapas acoplados tém sido utilizadas para modelar diversos feno-
menos. Acoplamentos nao locais, por exemplo, sao importantes para o estudo e
compreensao na arquitetura de redes neurais com producao local de informacao
[30], também podem ser estudados na discretizagao de algumas equagbes integro-
diferenciais parciais modelando reagoes fisico-quimicas [18]. Além disso, modelos de
redes de mapas acoplados de forma geral, tém servido para observar fendmenos ocor-
ridos em fluidos e plasma, como por exemplo, propagacao de soélitons, turbuléncia,

entre outros |29].

2.3 Algumas definicoes basicas

2.3.1 Variedades (“manifolds”)

Variedade ou “manifold” é um conjunto que localmente tem a estrutura do
espaco Euclidiano e é freqiientemente encontrada como uma superficie n-dimensional
imersa no espago real de ordem n [31]. Existem variedades tanto em sistemas lineares
como em sistemas nao-lineares.

Para melhor entender o conceito de variedade, é importante analisar pri-
meiramente um caso linear. Supondo a matriz Jacobiana de um sistema, e seus
autovalores associados, tem-se para cada autovalor, um autovetor correspondente.
Se o autovalor tem parte real negativa, entao o subespago gerado pelo autovetor
correspondente serd estavel, caso o autovalor tenha parte real positiva, o subespaco
gerado pelo autovetor sera instavel e se o autovalor tiver parte real nula, entao

existirdA um subespago central associado a ele [31]. Considerando esta situagao, e
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supondo que a origem do sistema é um ponto estacionério, entao define-se variedade
estavel (instavel, central), ao subespaco invariante gerado pelos autovetores estaveis
(instéaveis,centrais) [11], [32], [33].

No caso de um sistema linear as variedades (“manifolds”) coincidem com as
diregoes dos autovetores [13|. Estes autovetores geram subespagos correspondentes
a sua estabilidade. Se existem n, autovalores com parte real negativa, n; autovalores
com parte real positiva e n. com parte real nula, entao n., + n; + n. = n, sendo
n a dimensao do sistema. Solugoes pertencentes ao subespaco estavel apresentam
decaimento exponencial, as solugoes pertencentes ao subespaco instavel exibem cres-
cimento exponencial e as solugoes do subespago central tém estabilidade neutra [1].
Para o caso mais geral de um sistema nao-linear, existe o teorema da variedade es-
tavel, provado por A. Kelley em 1967, que afirma que as variedades sao tangentes a
dire¢ao do seu autovetor correspondente e tdo suaves quanto a funcao original [13].

Este teorema é ilustrado na figura 2.1.

E

est.

Figura 2.1: ITlustracao de uma situagao para um mapa bidimensional com um ponto
fixo p, que possui uma direcao estavel e uma instavel. E.g e 520 0s subespagos

estaveis e instaveis e Wy (inst.) 520 as variedades estdveis e instaveis.

2.3.2 Sincronizacao

No momento em que se trabalha com sistemas dissipativos, trabalha-se tam-
bém com o conceito de atrator do sistema. Um sistema ¢é dito ser dissipativo quando

em uma evolucao temporal existe uma diminui¢ao do volume do seu espaco de fase.
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O atrator do sistema é um conjunto deste espago de fase para o qual as trajetorias,
que evoluem através de condicoes iniciais, convergem a medida que o tempo tende
ao infinito.

Existem atratores apenas em sistemas dissipativos. Os atratores de um sis-
tema podem ser de varios tipos: pontos fixos, ciclos limites, toros e atratores cadticos.
Os sistemas utilizados nesta tese possuem, em sua maioria, atratores cadticos cujas

caracteristicas sao:
e Dependéncia sensitiva as condigoes iniciais,
e Auto-similaridade - possui estrutura hierarquica de invariancia de escala,

e Contracao em uma ou mais direcoes e expansao em outras, apresentando do-

bras, quando se tratar de um sistema de dimensao maior que 1 [33|,[34] e,

e Dimensao fractal - dimensao nao-inteira no espaco de fase, sendo que alguns

atratores cadticos nao apresentam esta caracteristica.

Quando um atrator é um ponto fixo ele é caracterizado pela convergéncia de
qualquer trajetoria do sistema para uma solucao estacionaria. A presenca de um ciclo
limite é verificada quando existe uma solugao periodica e qualquer trajetoria con-
verge, ao longo do tempo, para esta trajetoria periddica. Para o oscilador harmonico
forcado, por exemplo, existe apenas um ciclo limite, mas para sistemas nao-lineares
varios ciclos limites podem coexistir [35]. O toro como atrator aparece quando uma
oscilacdo quase periodica é caracterizada por duas fregiiéncias. E possivel, em um
sistema, confundir um atrator com os transientes do sistema. Do ponto de vista
pratico, ou seja, numericamente, para que isso nao ocorra se utiliza tempos longos
de integracao, que variam de sistema para sistema, e retira-se os primeiros tempos
calculados.

A sincronizacao, que pode ocorrer em sistemas dinamicos acoplados, é um
fendmeno que acontece devido ao fato de se colocar uma das variaveis de um sistema
como fun¢ao de todos os demais sistemas associados [11]. Do ponto de vista usual,
sincronizacao significa o ajuste de freqiiéncias de osciladores periodicos devido a
interagao fraca [36]. Com o estudo de oscilagoes caoticas, a nogao de sincronizagao
tornou-se mais generalizada [37] do que no conceito classico.

A sincronizacao de caos se refere a processos de ajuste entre dois ou mais
sistemas cabticos para um comportamento comum devido ao acoplamento entre eles

ou a for¢camentos externos [38]. O estudo de ritmos sincronizados é importante
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devido a sua aplicabilidade em estudos fisiologicos, biologicos, tecnologicos, entre
outros. Células nervosas, por exemplo, geram locomocoes sincronizadas com fases
definidas dependendo das relag¢oes entre suas espécies e seus deslocamentos [39]. Em
geral, o estudo de oscilagoes sincronizadas é importante para analisar os efeitos dos
estimulos em ritmos fisiopatologicos intrinsecos [39]. Além disso, outras areas como
laser, circuitos eletronicos e comunicagao segura, estao extensivamente estudando as
aplicacoes do fenomeno de sincronizacao [40], [41].

Existem véarios tipos de sincronizacao. Supondo dois osciladores acoplados,
em que o primeiro é representado por duas fung¢oes z1(t) e z5(t), e o segundo por
x3(t) e z4(t), pode-se representar alguns tipos de sincroniza¢do como segue.

A sincronizacao completa, entre osciladores, ocorre quando existe a seguinte

igualdade entre as variaveis:

x1(t) = w3(t), @o(t) = wy(t), (2.9)

enquanto a dinamica no tempo permanece cadtica. Este tipo de sincronizacao ocorre
quando os osciladores sao idénticos e com forte interacao.

Quando o acoplamento entre os osciladores nao é tao forte, isto é, quando o
parametro de acoplamento nao é grande o suficiente para levar a uma sincronizacao
completa, por exemplo, e eles sao nao idénticos, também é possivel observar um tipo
de sincroniza¢ao denominada sincroniza¢ao com atraso (“lag synchronization”) que é

definida com relacao a uma variavel atrasada no tempo, isto é,
() mas(t —71), x2(t) = x4(t — 7). (2.10)

Uma outra forma de sincronizagao entre osciladores idénticos é a sincroniza-
cao de fase, ela ocorre quando as fases dos osciladores, que podem ser definidas pela

relagao

(t) = arctan| 2], (2.11)

sao idénticas a menos de uma constante, enquanto nenhuma restricao é imposta
com relagdo as amplitudes [42]. A fase dos osciladores é definida de acordo com o
angulo do atrator, esta definicao é valida quando o atrator tem centro em zero. Esta
definicao pode ser vista na figura 2.2.

Dois osciladores que apresentem sincronizacao de fase podem nao apresentar
sincroniza¢ao completa, mas o inverso é sempre verdadeiro [43]. Em geral, quando

existe uma diferenca essencial entre os osciladores acoplados, acredita-se nao existir
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Xy

Figura 2.2: Determinacao da fase dos osciladores. Aqui é representado um atrator

periddico, mas a definicdo é a mesma para o caso caotico.

nenhuma variedade no espaco de fase atraindo as trajetorias do sistema, no entanto,
observa-se que sistemas com esta caracteristica podem sincronizar. A este tipo de
comportamento di-se o nome de sincronizagao generalizada. Kocarev e Parlitz [44]
formularam uma necessaria e suficiente condi¢ao para a ocorréncia deste tipo de sin-
cronizagao; um mapa do tipo y = ®(z) existira, sempre que a agao do oscilador que
comanda o acoplamento (no caso unidirecional), resultar numa resposta do outro
sistema, sem levar em consideracao as condicoes iniciais, ou seja, mesmo com condi-
coes iniciais diferentes, o oscilador escravo responde a acao do oscilador mestre. Um
ultimo tipo de sincronizacao existente entre sistemas cadticos é a sincronizacao de
freqiiéncias, ela ocorre quando as freqiiéncias em que os osciladores giram sao iguais,
isto &,

E importante lembrar que as formas de sincronizacdo aqui mencionadas sao
relacionadas a sistemas que possuem comportamento cadtico. Existe também sincro-
nizacao entre osciladores periodicos, que é conhecida e bem discutida na literatura.

Para que um sistema possua sincronizag¢ao completa, é fundamental a pre-

senca de uma variedade de sincronizacao. Esta variedade nada mais é do que um
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hiperplano onde se determina a estabilidade do estado sincronizado caso ocorra um
pequeno deslocamento transversal, decaindo com o tempo, para esta variedade [41].
Supondo dois sistemas acoplados cujas variaveis de estado sejam z; e x5, existindo
sincronizacao entre eles, havera uma variedade de sincronizacao que é representada

por uma reta de 45° no plano z, x5, ou seja,

r1 — Ta. (213)

2.3.3 Distancia a variedade de sincronizacao e parametro de

ordem

Tanto a distancia a variedade de sincronizacao quanto o parametro de ordem
sao conceitos utilizados para a determinacao de estados completamente sincroniza-
dos.

A distancia a variedade de sincronizacao é realmente o calculo da distancia

entre a reta da variedade de sincronizacao e um ponto no espaco de fase, ou seja, a

distancia entre os pontos (xﬁf), - xﬁlN)) e a variedade de sincronizacao definida por
x,(ll) = xg) =..= x,(lN), e € matematicamente dada por,
N N ()
. 1 Ln
=S @l - (e 2.14)

Este conceito é ilustrado na figura 2.3.

Quando esta distancia é zero, considera-se que os pontos estao na variedade
de sincronizacao e portanto vale a relacao de igualdade entre os sistemas, sendo
assim, eles estao sincronizados completamente. Caso esta distancia seja diferente de
zero, entao o sistema nao possui estado completamente sincronizado, podendo, no
entanto, possuir outras formas de sincronizacao.

Como sera visto no proximo capitulo, nem sempre quanto mais proximo
da variedade de sincronizacao um ponto esteja, mais rapido ele tenderd para esta
variedade. Este fato decorre da condicao que um ponto proximo pode estar em uma
variedade instavel ou proximo a ela e com a passagem do tempo, ser levado para
uma regiao do espaco de fase ainda mais distante. Assim, a distancia a variedade de
sincronizacao nao é diretamente dependente do tempo de sincronizacao.

A equagao (2.14) pode também ser escrita como,

d> = No2, (2.15)
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Y variedade de sincronizagdo
d

X

Figura 2.3: Definicao da distancia a variedade de sincronizagao. Aqui representa-se
uma variedade de sincronizagao de um sistema bidimensional. P ¢ um ponto de uma

trajetoria qualquer e d é a distancia deste ponto & variedade.

onde,
ol =<a?>, — <1 > (2.16)

é a variancia das amplitudes dos mapas com relacao a sua média na rede em um
dado tempo, e N é o niimero de mapas da rede.

Uma forma de perceber como a distancia mostra ou nao um comportamento
sincronizado, é através do grafico que compara dois mapas ou dois osciladores aco-
plados. Supondo, por exemplo, dois mapas logisticos (que serao estudados com mais

detalhes no capitulo cinco) acoplados difusivamente como segue:

Ynt1 = dyn(1—yn) +e(xn — yn). (2.18)

Dependendo do valor do parametro € de acoplamento, os dois mapas podem
sincronizar completamente ou nao. Caso nao sincronizem, suas séries temporais nao
possuem relacao alguma, como pode ser visto na figura 2.4, e também o grafico do
comportamento de um mapa pelo outro nao ¢ uma reta. J4, quando a distancia
é zero, as séries temporais sao idénticas e a reta que representa r = y aparece
mostrando a sincronizagao completa entre os mapas, o que pode ser visto na figura

2.5.
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(@) (b)
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Figura 2.4: Em (a) séries temporais dos dois mapas nao sincronizados. Em (b)
grafico de x versus y mostrando que existe uma variedade de sincronizacao. Aqui o

parametro de acoplamento usado é € = 0, 02.

(b)

0.8— -

0.6— —

0.4— —

0.2— -

Figura 2.5: Em (a) séries temporais dos dois mapas nao sincronizados. Em (b)
grafico de x wversus y mostrando que nao existe uma variedade de sincronizacao.

Aqui o pardmetro de acoplamento usado é € = 0, 8.
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O parametro de ordem foi, pela primeira vez, introduzido em um trabalho
de Kuramoto [45| em 1984 para osciladores, e aqui, da mesma forma que adaptado

em [46], [47], utilizado para rede de mapas.

exp[2miz)], (2.19)

M:

zp = Rpexp(2mid,) =

J=1

onde ®,, e R,, sao o angulo e a amplitude, respectivamente, de um vetor de fase para
uma rede unidimensional com condigoes de fronteiras periodicas e onde R, é dado

por:
R,( Zcos 2mxl —i—Zsen (2rz)]z. (2.20)

O parametro de ordem é importante para caracterizar estados completamente sin-
cronizados. Isso ocorre quando todos os sitios possuem o mesmo valor de x,(f) e para
este caso a magnitude do parametro de ordem é igual a unidade para todo o tempo,
com fase constante [47|. Para mapas desacoplados espera-se um padrao em que as
amplitudes dos sitios sejam tao espacialmente nao correlacionadas, que podem ser
consideradas varidveis essencialmente randdémicas. Para este caso o parametro de
ordem z, =< e2mizy’ >, desaparece para todo tempo. No entanto, quando nao se
esta considerando apenas sincronizacao completa, nao é necesséario que todas as fases
sejam iguais, assim, para um caso de sincronizacao de freqiiéncias, por exemplo, se
espera que a magnitude do parametro de ordem tenha um valor constante proximo a
unidade para redes infinitas, ou flutue em torno de um valor fixo para redes finitas.
Utiliza-se também a média temporal do parametro de ordem, devido as os-
cilacoes existentes na magnitude desta quantidade. Este valor médio é calculado da
forma,
< R>= lim —— Z R;, (2.21)
n—oo M — N
onde m é o namero de iteracoes transientes. Como pode-se perceber pela equacao
(2.20) quando o parametro de ordem é igual a unidade, o sistema esta completamente

sincronizado.
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2.3.4 Expoentes de Lyapunov e expoentes de Lyapunov a

tempo finito

Como ja comentado no capitulo de introducao, os expoentes de Lyapunov de
um sistema sao as taxas de contracao e dilatacao das trajetorias no espaco de fase.
Para um sistema de equagoes diferenciais autonomas, um pouco diferente de sistemas
acoplados com mapas, o sistema deve apresentar, necessariamente, um expoente de
Lyapunov zero que indica o termo temporal do sistema, isto ¢, a derivada de um termo
constante. Para o caso de fluxos, os expoentes de Lyapunov podem ser representados
da seguinte maneira,

ln[ [d; () ]

pR— )iy (2.22)
t— 1t

onde considerando uma hiper-esfera de condi¢des iniciais centrada em x(to), quando
o tempo passa, o raio inicial d;(fy) varia exponencialmente ao longo de cada uma
das dimensoes, sendo ¢t o tempo e A o expoente de Lyapunov. Numericamente estes
expoentes sao encontrados através da linearizacao e normalizacao das equacoes que
representam o sistema em estudo. Um sistema qualquer possui tantos expoentes
quantas forem as suas dimensoes no espacgo de fase.

Para o caso de mapas, considerando xy como uma condicao inicial, o expoente

de Lyapunov pode ser dado por,

-
h(xg,ug) = lim —In , 2.23
(0. w0) = Jim in(( Y1) (2.23)
onde yo é um vetor tangente que evolui da forma,
Vi1 = DM (x,)yn, (2.24)

e determina a evolucao da orbita nao perturbada x,, e sendo D a derivada do mapa
M (z,). O expoente de Lyapunov é calculado também através da linearizagao e nor-
malizacao dos mapas, sendo que para uma rede de mapas, existira tantos expoentes
de Lyapunov quanto forem as quantidades de mapas acoplados na rede.

O expoente de Lyapunov a tempo finito é estudado para caracterizar a pre-
senca de instabilidades no espaco de fase do sistema. Ele é calculado da mesma
maneira que o expoente infinito, apenas fazendo com que um valor de tempo finito,

previamente estabelecido, possa ser armazenado, ou seja,

M, n) = %lnHDf(x)uH, (2.25)
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onde u é o autovetor da matriz jacobiana de f calculada em x e D representa a sua

derivada.

2.3.5 Entropia de Kolmogorov-Sinai (KS)

A entropia de Kolmogorov-Sinai, também conhecida como entropia métrica,
¢ um conceito importante para quantificar o caos de um sistema. Ela mede a taxa
de perda ou ganho de informacao do sistema.

Como comentado anteriormente neste capitulo, uma rede com N mapas uni-
dimensionais acoplados é um sistema dinamico N-dimensional e o espectro de Lyapu-
nov correspondente é formado por N expoentes, um para cada direcao independente
do espaco tangente. Se a0 menos um destes expoentes for positivo, entao a dinamica
do sistema é caotica e a soma de todos os expoentes produz a taxa de crescimento
de um elemento de volume Euclidiano N-direcional [48]. Em um sistema de ma-
pas cadticos acoplados, pode acontecer de que muitos expoentes sejam positivos e
entao uma quantidade importante a ser calculada é o valor médio de expoentes de
Lyapunov positivos,

A1>0

1
h=<\ >ixns0= ¥ Zl A (2.26)

Se a dinamica local é gerada por um difeomorfismo, isto ¢, uma relacao
entre uma funcao continua, com primeira derivada continua e inversivel entre dois
espacos distintos, este valor médio dos expoentes de Lyapunov é igual a densidade ou
entropia métrica, que é uma taxa assintotica de criacao de informagao por sucessivas
iteracoes da funcao. Para entender um pouco mais sobre o conceito de entropia
métrica é importante saber o que ¢ uma medida no sistema.

Supondo que a densidade de probabilidade num espago Euclidiano R™ é f(z)

em cada ponto, entao a medida de probabilidade numa regiao M é:

H(M) = /M dp = /M f(z)dz. (2.27)

A densidade f(x) nao precisa ser continua, e a medida de probabilidade s6
tem de especial o fato de ser normalizada. Uma medida invariante para uma aplicacao
T, ¢ uma medida com a propriedade u(T(A)) = u(A), para qualquer conjunto A.

O conceito de entropia métrica, introduzido por Kolmogorov, torna a nocao

de que sucessivas medidas aproximadas sobre o sistema fornecem maior aumento de



2.3 Algumas defini¢oes basicas

21

informacao se o sistema for caotico do que se ele for regular. Assim, se for feita uma
medida sobre o sistema, obtém-se informacao e com isso elimina-se a incerteza [8|. A
informagcao produzida pela medida consiste em remover a incerteza antes da medida;
quanto maior a incerteza, maior a quantidade de informagao obtida por sua remocao.
Informacao diz respeito ao que anteriormente era desconhecido, dessa forma, quanto
menos provavel for uma mensagem, mais informacao ela transporta [1]. No caso
de sistemas cadticos é possivel obter informacoes especificando as condic¢oes iniciais,
dessa maneira orbitas caoticas criam informagao [33].

As propriedades para a entropia permitem considera-la como a medida de
incerteza e assim, pode-se definir a quantidade de informacao obtida [8|. A entropia
é sempre invariante com relagao a uma transformacao. Nao é de facil computacgao
para um sistema dinamico. A defini¢ao de entropia métrica é baseada, no que foi até
agora considerado, e é a formulagao de Shannon sobre informagao, que sugeriu que
se existem A simbolos disponiveis em cada selecao de simbolos, entao a informacao

H associada a esta selegio é igual a log(A), ou seja,
H = —logA. (2.28)

Assim é possivel perceber que a informacao de um sistema depende exclusi-
vamente da emissao de simbolos e que ela aumenta quando a probabilidade de existir
a mensagem tende a zero.

Do que foi considerado anteriormente, tem-se que quanto maior a entropia,

menor a informagao que se tem sobre o sistema [33].

2.3.6 Sistemas hiperbdlicos e nao-hiperbélicos

Um sistema é dito ser hiperbolico se possui dinamica estruturalmente estavel,
isto é, sua topologia nao ¢ modificada com a soma de uma perturbacao e se o espago
tangente T, associado a qualquer ponto x pertencente a este espaco pode ser dividido
em uma soma direta T, = E"" & E¢" [49], sendo E™" e E*' respectivamente, 0s
subespacos instaveis e estaveis.

Existem propriedades que sao inerentes a um conjunto hiperbodlico, e elas
sao [49]:

e a soma direta varia continuamente com x pertencendo ao conjunto hiperboélico

e é invariante até que
inst. inst.
Df(E™) = B
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DI(E:") = Efiy

e existem constantes C' > 0 e 0 < v < 1 tais que:
se n € ES* entdo |Df™(x)n| < Cv™|n),
se n € Bt entao |Df~"(x)n| < Cv"|nl.

Além disso, variedades estaveis e instaveis podem ser definidas para cada x
pertencente ao espaco considerado.

Diferente de um sistema hiperbélico, um sistema nao-hiperbélico nao possui
as propriedades acima mencionadas. No entanto, a maioria dos sistemas cadticos
fisicamente interessantes sao nao-hiperboélicos naturalmente, possuindo tangéncias
homoclinicas, ou seja, tém atratores que possuem algum ponto interior em que os
subespacos estaveis e instaveis sao tangentes.

A maioria dos estudos dinamicos sao feitos quando sistemas hiperbolicos
sao considerados, no entanto, como uma grande parte dos sistemas estudados sao
nao-hiperbdlicos, existem estudos mostrando que sistemas nao-hiperbdlicos, apesar
de suas caracteristicas, podem ser analisados de forma semelhante aos hiperbdlicos,
do ponto de vista da dinamica nao-linear [33|, tanto com relagdo aos seus aspectos
de sincronizacao quanto a aspectos de estabilidade e outros estudados em sistemas

dinamicos.

2.3.7 Pseudotrajetoérias e sombreamento

A hiperbolicidade ou nao-hiperbolicidade de um conjunto ca6tico tem pro-
fundas implicacoes para a dinamica no conjunto. Alguns sistemas hiperboélicos po-
dem perder sua hiperbolicidade através da existéncia de tangéncias das variedades
estaveis e instaveis dos pontos do conjunto caotico [49]. Esta perda de hiperbolici-
dade pode acontecer devido a pequenas modificacoes que sao introduzidas no sistema.
Além disso, esta perda também pode acontecer através da chamada variabilidade da
dimensao instavel (VDI), que ocorre quando o nimero de diregoes instaveis nao é
constante ao longo da trajetoria. Esta situagao ocorre quando os pontos periddicos
presentes no atrator cadtico tém um nimero variado de direcoes instaveis.

Uma questao basica quando se obtém resultados numéricos é quao extensa é
sua validade. Esta questao se torna especialmente significativa em sistemas cadticos,

que sao sensiveis, a pequenos erros [50]. A investigacao numérica de modelos fisicos
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envolve freqiientemente milhares de iteradas em um processo. Desde que a relacao
entre a trajetoria gerada pelo computador e a trajetoria verdadeira, que é a trajetoria
sem erros de truncamento, nao é muito clara, a analise dos sistemas fisicos fica
comprometida |51|. Assim, para sistemas fisicos que envolvem caos, é importante
saber quando, e de que forma, o estudo numérico reflete a dindmica verdadeira de
um sistema real. Para compreender este fato é importante, antes, saber um pouco a
respeito do conceito de sombreamento.

Na geragao de uma trajetéria numérica ocorrem erros de truncamento quando
da introducgao das condigoes iniciais do sistema. Isto ocorre devido ao fato de as con-
di¢oes do sistema real nao serem conhecidas com precisao infinita. Além disso, a
cada iterada do sistema os calculos em ponto flutuante realizados pelos computado-
res podem gerar pequenos erros a cada passo, de onde nasce uma trajetoria ruidosa
denominada pseudo-trajetoria. Alguns trabalhos |52], [53] mostram que existe uma
pseudo-trajetoria muito proxima a trajetoria verdadeira que sombreia esta. Estes tra-
balhos demonstraram esta propriedade para sistemas hiperboélicos, no entanto, outros
autores [50], [51], [54] investigaram e perceberam que esta propriedade também é va-
lida , considerando a abrangéncia de uma trajetoria verdadeira e o refinamento de
uma trajetoria ruidosa, para sistemas nao-hiperbolicos, sob certos aspectos. Com
isso identificaram que uma trajetoria cadtica em um sistema nao-hiperbolico nao
terd uma abrangéncia continua eternamente, ou seja, a distancia de sombreamento
nao valera para determinados valores dos parametros do sistema.

Uma vez conhecido o conceito de sombreamento, passa-se agora a apresen-
tacao do que é a variabilidade da dimensao instavel. Sistemas cadticos que possuem
orbitas periodicas instaveis diferentes, podem possuir diferentes niimeros de direcoes
instaveis [55|, a este comportamento da-se o nome de VDI. Em um conjunto caotico
o nimero de Orbitas periodicas instaveis com diferentes niimeros de dire¢oes instaveis
é realmente grande. Assim, a ocorréncia de VDI em um sistema de mapas ou fluxos
cadticos acoplados, pode acontecer devido ao fato de que qualquer sistema indivi-
dual desacoplado possui um atrator cadtico, que é idéntico ao atrator da variedade
de sincronizacao. Dessa maneira, o acoplamento faz com que algumas das o6rbitas pe-
riddicas instaveis da variedade de sincronizacao percam ou ganhem direcoes estaveis
transversais.

No entanto, para caracterizar a presenca destas oOrbitas instaveis utiliza-se
o expoente de Lyapunov a tempo finito, ja explicado na subsecao anterior. Este

estudo é feito verificando o comportamento do expoente de Lyapunov a tempo finito
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mais proximo de zero. Quando este oscila em torno de zero, tem-se uma regiao
altamente instavel no sistema. Se a distribuicao de probabilidade deste expoente é
uma curva que se assemelha a uma gaussiana, existem contribuigoes tanto positivas
quanto negativas deste expoente. Esta oscilacao indica que existem pedacos das
trajetorias cadticas que sao atraidos e repelidos pelo atrator cadtico. Dessa maneira
estas trajetorias nao sao sombreadas por um tempo apreciavel, fazendo com que a
trajetoria numérica nao seja totalmente confidvel quanto ao modelamento de um
sistema real e pode, portanto, apresentar variabilidade da dimensao instéavel.

Este nao sombreamento ocorre, por exemplo, quando um conjunto que possui
dois pontos fixos, um com uma tnica direcao expansiva e outros com duas direcoes
expansivas, evoluem dinamicamente [56]. Neste caso uma bola de condigbes iniciais,
proxima ao ponto fixo com uma tnica dire¢ao expansiva, sera contraida em um plano
que possui uma pequena espessura. Assim, uma trajetoria gerada por computador
com erro de truncamento 9, sera deslocada uma distancia § do plano. Quando a
regiao ao redor da trajetéria numérica apresentar uma segunda direcao expansiva,
devido a proximidade do ponto fixo com duas dire¢oes expansivas, entao ird expo-
nencialmente para longe do plano das trajetérias verdadeiras, o que resultard em

uma trajetéria nao sombreavel.



Capitulo 3

Rede de mapas com acoplamento

aleatorio

Neste capitulo serd abordado o estudo espago-temporal de uma rede de ma-
pas acoplados com ligacoes locais e nao-locais, verificando as condigoes para a exis-

téncia de um estado sincronizado através de seus parametros de acoplamento.

3.1 Motivacao

As redes de pequeno mundo comecaram a ser estudadas quando, na década
de 60, Stanley Milgram resolveu fazer um experimento enviando cartas para um
corretor de valores em Boston. Essas cartas foram distribuidas em Nebraska e caso a
pessoa que recebesse a carta nao conhecesse o corretor, deveria envia-la para alguém
que acreditasse conhecé-lo. Neste experimento Milgram percebeu que para chegar
até o corretor, a carta passava, em meédia, por seis pessoas. Dai conjecturou que
uma separacao similar poderia caracterizar a relacao de quaisquer duas pessoas no
mundo [57].

A rede de pequeno mundo é de crucial importancia para comunicacao. A
divulgacao de noticias, piadas e até da moda, depende diretamente do contato entre
as pessoas. No entanto, mais importante do que estes fatos, é o estudo da disse-
minac¢ao de doencas que se propagam pelo contato pessoal e nestes casos, conhecer
as variacoes de contatos e quantos sao os graus de separacao, pode ser de grande
utilidade no auxilio ao combate de uma epidemia, por exemplo.

A principal motivacao ao estudar um modelo com caracteristicas de rede

de pequeno mundo, foi a de descobrir estados ca6ticos sincronizados, estudando um
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numero adequado de mapas que levasse a um comportamento que pudesse lembrar
uma rede de pequeno mundo. Este tipo de rede é caracterizado, principalmente,
pelo valor da probabilidade indicado. Esta probabilidade é dada pela razao entre o
nimero de ligagoes aleatdrias e o niimero total de sitios na rede. Quando p — 0 tem-
se uma rede randomica e quando p — 1 tem-se uma rede regular. Além disso, uma
rede de pequeno mundo é caracterizada estatisticamente pela distancia média entre
os sitios e pelo agrupamento. Para entender estas duas propriedades do sistema,
¢ importante analisar um modelo simples de M vértices(mapas). Desenha-se %Mz
linhas escolhidas randomicamente para representar a conexao entre os vértices. Se
cada vértice tem z vizinhos e cada vizinho do vértice tem 2z vizinhos, entao este
vértice terd z? segundos vizinhos e assim sucessivamente [57]. No entanto, pensando,
por exemplo, em pessoas que se conhecem, nao se pode analisar o sistema desta
forma, pois um amigo de uma determinada pessoa pode também ser amigo da pessoa
considerada [57], a esta propriedade da-se o nome de agrupamento.

O modelo mais simples de rede de pequeno mundo é um grafico randémico
que ndo apresenta agrupamento. Em geral o nimero A de graus de separagao (tam-
bém chamado de diametro do gréafico) necesséarios para alcangar todos os sitios da

rede é dado por,

24 =N, (3.1)
que implica que,
logN
A= 8T (3.2)
logz

Esta razao, mostrando que o diametro aumenta com o nimero de sitios da
rede, é um efeito tipico de redes de pequeno mundo e existe em um gréafico randémico
[57]. Além do agrupamento, a distincia média entre os sitios da rede também é uma
caracteristica de redes deste tipo e escala com o nimero de sitios da rede. Esta

distancia média é representada, analiticamente, da seguinte forma [58],

1(p) = ~ 4PN (N — 4] (33

com,

() L ght (2t (3.4)
€r) = —]—— _— .
g 2vx? + 2z & Va2 4 2z

Além do grafico randémico, outros modelos de redes de pequeno mundo sao

conhecidos, entre eles pode-se citar Watts e Strogatz [39], Newman e Watts [59],
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Barthélémy e Amaral [60], que em cada caso estudaram formas diversas da aplicagao
destas redes, desde a procura de solucoes do modelo de Ising ferromagnético até o
comportamento de redes neurais no modelo de Hodgkin-Huxley.

Modelos podem variar, mas a principal caracteristica de redes de pequeno
mundo é que elas possuem agrupamento grande e média da distancia entre dois
sitios, pequena. Na verdade, uma rede de pequeno mundo tem uma distancia média
entre sitios comparada com o valor de uma rede puramente randomica [61], enquanto
apresenta um grau de agrupamento como em uma rede regular. Quando todos os
vértices se conectam com todos os demais vértices, o grau de agrupamento é 1, o que

é o caso de uma rede regular.

3.2 O sistema

A rede de mapas aqui estudada tem ligagoes de primeiros e segundos vizinhos
locais, e ligacdes nao-locais aleatdrias. Cada sitio estd ligado aos seus vizinhos da
esquerda e da direita, bem como aos seus segundos vizinhos também da esquerda e da
direita. Além disso, cada sitio possui, de acordo com a situagao escolhida, nimeros
de ligacoes nao-locais aleatorias, isto é, se o niimero de ligacoes escolhidas por sitio
for 3, cada sitio tera mais trés ligacoes aleatorias a quaisquer outros sitios da rede,
desconsiderando as ligacoes locais aos seus primeiros e segundos vizinhos. Este tipo
de acoplamento ¢ um acoplamento difusivo de primeiros e segundos vizinhos, com
acoplamentos futuros nao-locais aleatorios.

A figura 3.1 mostra este comportamento, além disso, matematicamente, esta

rede pode ser representada como segue,

2= (1—e)f(ad) + (3.5)
TR @) T @) + @)+ F@l )+ 3 FE)T)
j=1

onde € > 0 é o parametro de acoplamento local, x é o niimero de ligagoes aleatorias
nao-locais e a matriz I é feita de linhas e colunas com valores 0 e 1, onde os termos

“zeros” indicam que nao ha ligacao aleatoria no sitio, e “um” indica que o sitio esta

€
44K

A matriz é construida de forma que se um sitio tenha trés ligacoes aleatorias, todos

ligado aleatoriamente com o sitio i. O termo representa a normalizagao da rede.

os demais também terao as trés ligagoes aleatorias com outros trés sitios, no entanto,
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os acoplamentos nao sao simétricos, ou seja, um sitio “a” estar acoplado com um sitio

“b” nao significa que o contrario seja verdadeiro.

Figura 3.1: Exemplo da rede estudada, esta rede possui doze sitios e cada sitio tem

apenas uma ligacao aleatoéria.

A escolha do nimero de ligagoes aleatorias (k) é feito segundo a probabilidade

b= N (3-6)

onde N é o niimero total de sitios da rede. Apesar do mapa utilizado ser unidimen-
sional, trabalha-se com um sistema N-dimensional devido aos N mapas acoplados.

O sistema de redes aqui utilizado é formado por mapas do tipo
Tpt1 = Py, (mod 1). (3.7)

Este mapa é um mapa caotico para qualquer valor de § maior que 1(um) e para este
estudo, usa-se sempre = 3. O mapa ser cadtico para qualquer valor de § maior
que um se deve ao fato de que o conceito de caos é definido a partir da construcao
de orbitas para o sistema. Estas 6rbitas sao obtidas através do estado inicial zg, ou
seja, para o tempo discreto n = 0 e encontrando os outros valores de x para cada n.

Orbitas com condicoes iniciais muito préximas podem ter um comporta-
mento muito semelhante, convergindo para algum ponto, ou entao divergindo com-

pletamente. No tempo n, a separacao entre as duas 6rbitas é dada por

A(n) = z5(n) — 21(n). (3.8)
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Se no limite |[A(0)| — 0 a diferenga entre as solugoes |A(n)| cresce exponencialmente,
ou seja,
Aln) ~ exp(hn), h>0, (3.9)
A(0)
entao diz-se que o sistema tem dependéncia sensitiva a condigoes iniciais e é cadtico
[33].

O moédulo 1 na equacao do mapa significa que a cada iterada do mapa,
subtrai-se o valor obtido da unidade até que o proximo valor a ser iterado seja menor
que 1.

O sistema aqui estudado nao é verdadeiramente uma rede de pequeno mundo
devido a forma como foi construido. Em uma rede de pequeno mundo, o grau de
agrupamento e a distancia entre os sitios devem ser bem determinados. No entanto,
aqui, considerou-se a probabilidade para um valor em que o sistema nao fosse total-
mente randdémico, nem tao pouco apenas regular, mas também nao se estudou apenas
caracteristicas de redes de pequeno mundo, que levam em conta, principalmente, a

relagao entre agrupamento e distancia entre sitios.

3.3 Resultados e discussao

3.3.1 Identificacao do tamanho da rede

Neste capitulo investigou-se aspectos espago-temporais exibidos pelo sistema
de mapas acoplados. A primeira busca se deu através de um nimero de mapas que
fosse adequado para a analise do sistema. Este primeiro estudo ocorreu numerica-
mente verificando-se que, para alguns valores diferentes de niimeros de mapas na
rede, o sistema apresentava um comportamento nao esperado com relacao as dina-
micas que estavam sendo analisadas. Desta forma, um nimero razoavel de mapas
que comecou a ter uma resposta mais de acordo com o esperado foi N = 3000 e
foi para este valor que o estudo do sistema foi feito. Também houve o estudo de
casos com uma rede maior, no entanto, o tempo computacional para a verificacao de
entropia ou mesmo dos expoentes de Lyapunov, nao foi tao viavel, isto é, o tempo
era longo demais para o proposito do trabalho.

Esta investigacao aconteceu através do histograma do tempo de sincroniza-
cao. Este é calculado através da busca da distancia a variedade de sincronizacao.

Quando esta medida atinge pela primeira vez um valor de tolerancia, valor este con-
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siderado, para o caso do mapa [z, como sendo de 107'* e mantém-se neste valor
ou em um valor menor por um tempo estimado de aproximadamente cem iteracoes,
considera-se que a rede sincronizou e pega-se o tempo que a rede gastou para atin-
gir pela primeira vez este valor. E possivel verificar que, para redes de tamanho
menores, 0 sistema possui um pico no tempo de sincronizacao para tempos muito
pequenos. Esta situagao nao é verificada quando outras quantidades dinamicas para
o estudo da sincronizacao sao estudadas, ou seja, decidiu-se estudar uma rede com
maior nimero de sitios porque redes menores apresentaram um comportamento nao
esperado quanto ao tempo de sincronizacgao. Isto é, para determinadas trajetorias, a
rede sincronizava mais facilmente do que para outras. Portanto, a partir de uma rede
com N = 3000 é que as varias condicoes iniciais utilizadas passam a atuar de uma
maneira mais coerente, assim, por isso decidiu-se estudar uma rede deste tamanho.
Esta verificacao pode ser vista na figura 3.2 que mostra os diferentes comportamentos
do sistema para diferentes tamanhos de rede.

Pode-se ver, a partir da figura 3.2(e) e (f), que a maioria das condigoes inici-
ais tendem a um estado completamente sincronizado muito rapidamente, enquanto
algumas condic¢oes levam a um grande tempo, indicando que na dinamica transversal
da variedade de sincronizagao devem existir estruturas invariantes que atuam como
armadilhas para as trajetorias que levam a estados nao-sincronizados [48].

Com o tamanho da rede definido, passou-se a estudar a dinamica do sistema
através de seus possiveis estados sincronizados e do grau de caoticidade do sistema

variando com os parametros da rede.

3.3.2 A entropia KS do sistema

E importante dizer que o estudo da rede é feito com condicdes de contorno
periddicas, isto é, 2V = 20 condicoes iniciais, ng), randomicas. Pelo fato de
a rede ser caotica, diferentes condigoes iniciais podem levar a um estado diferente.
Desta forma, foram utilizadas 30 condigoes iniciais diferentes, fazendo com que os
resultados obtidos nao sejam muito dependentes das condicoes iniciais escolhidas.

A dependéncia da entropia métrica com a razao entre o ntmero de liga-
coes aleatorias e o namero total de sitios, considerando um valor fixo de ¢ = 1,0
é mostrada na figura 3.3(a), onde o sistema foi deixado evoluir por quinhentas mil
iteracoes para ter-se certeza que um possivel transiente muito longo nao influenciasse
as respostas do sistema. Também nesta mesma figura, mas em (b), é possivel ver

o comportamento do sistema através da entropia métrica em funcao do termo de
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Figura 3.2: Histograma do tempo de sincronizacao em relacao as condigoes inici-
ais para redes de diversos tamanhos com kK = 30 e ¢ = 1,0. a)50 mapas, b)200
mapas, ¢)500 mapas, d)1000 mapas, €)3000 mapas e £)5000 mapas. Em cada gra-
fico cinqlienta condigbes iniciais sdo utilizadas para que a distribuigao [P(tsnc)], do

tempo de sincronizacao, seja possivel.
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acoplamento ¢, para um valor fixo da probabilidade igual a 1.

@ (b)

0,05~ N 0,5 . |

. . ! Py
(0] 0,01 0,02 0,03 (0] 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Figura 3.3: Densidade de entropia métrica (grau de caoticidade) para uma rede
com acoplamentos regulares e randémicos. Em a) como fungao da probabilidade de
ligacoes nao-locais aleatorias com € = 1,0 e em b) como fungao do acoplamento local

para p = 1,0.

Quando os mapas estao fracamente acoplados, a densidade do grau de caoti-
cidade é um pouco diferente do valor encontrado para um mapa, ou seja, [nf3 = 1,098,
quando # = 3,0, mas & medida que ligagdes nao-locais sao adicionadas no sistema,
o valor desta grandeza diminui rapidamente, e apds um valor critico, ela se torna

praticamente zero, tendendo para lnTﬁ

O fato da entropia métrica tender ao valor lnTﬂ, normalmente, indica que a
caoticidade dos mapas é diminuida pelo efeito dos acoplamentos, ou entao, se esta
em uma situacao onde existe sincronizacao completa entre os mapas da rede, e o

sistema como um todo apresenta apenas um expoente de Lyapunov positivo.

3.3.3 Caracterizacao dos estados sincronizados

Além do uso da entropia métrica como um auxiliar, os estados sincronizados
do sistema foram estudados através do comportamento do parametro de ordem, da
distancia a variedade de sincronizacao e pelo padrao espaco-temporal da rede.

O parametro de ordem indica que o sistema esta completamente sincronizado

quando seu valor é igual a um. A figura 3.4 mostra o comportamento do sistema,
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através deste parametro, para dois diferentes valores de probabilidade p. E possivel
verificar que para um valor de p da ordem de 1072; o sistema possui comportamento
sincronizado, enquanto que para valores de p de ordem menor, a sincronizacao nao
ocorre. Em (b) é possivel verificar o comportamento deste sistema através da va-
riancia do parametro de ordem. Esta figura mostra que para valores de p menores
que aproximadamente 0,005, considerando ¢ = 1, 0, o sistema nao apresenta estados
sincronizados. Isto se deve, provavelmente, devido a presenca de ligacoes aleatorias
que facilitam a ocorréncia de estados sincronizados. Dessa forma, para valores me-
nores de p, o sistema é mais influenciado apenas pelas ligacoes de primeiros vizinhos,

fazendo com que a rede nao apresente sincronizacao.
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Figura 3.4: a) Comportamento do parametro de ordem com o tempo para dois
diferentes valores da probabilidade, retirando o transiente, b) variancia do parametro

de ordem em funcao da probabilidade.

Um valor critico para que ocorra a transicao de um estado nao sincroni-
zado para um completamente sincronizado, depende do parametro de acoplamento
e. Através da figura 3.5 é possivel verificar que, com o aumento de p, existe também
um aumento geral da magnitude do parametro de ordem médio, mostrando a forma-
¢ao de um ntmero relativamente grande de platos de sincronizagao ao longo da rede.
Estes platos sao estruturas que se mantém constantes no tempo, isto é, com o passar
do tempo o sistema continua com parametro de ordem igual a unidade, no entanto,

em alguns momentos, o sistema sai desse estado apresentando estouros, ou seja, o
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estado sincronizado é perdido durante um intervalo. Como o acoplamento torna-se
maior, o aumento da magnitude do parametro de ordem médio nao é estritamente
monotdnico e pode apresentar alguns “estouros” devido a estruturas localizadas que
constituem a dinamica da rede. Estas estruturas podem representar supressao de
caos, isto é, para alguns valores dos parametros, devido aos acoplamentos existen-
tes, o sistema pode perder estados cadticos, apresentando provavelmente, algumas

regioes de comportamentos periddicos.

Figura 3.5: Parametro de ordem médio como funcao da probabilidade de ligacoes

nao-locais p e do acoplamento local ¢.

Para p aproximadamente igual a 0,03, o parametro de ordem torna-se cons-

tante e proximo de um, o que, como ja citado, caracteriza a presenca de um estado
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completamente sincronizado, isto é, todos os mapas da rede estao oscilando em unis-
sono caoticamente.

Uma outra forma de estudar o comportamento sincronizado do sistema é
verificando o comportamento da distancia a variedade de sincronizacao. Quando
esta distancia é zero, temos um estado sincronizado completamente, quando dife-
rente deste valor, nao ha sincronizacao na rede. Comparando os dois diagnoésticos de
estados sincronizados, pode-se confirmar a presenca de sincronizagao, neste sistema,
para alguns valores de parametros, o que pode ser visto na figura 3.6(a). A variancia
da distancia esta representada na figura 3.6(b). Através dela, pode-se perceber uma
clara transicao do estado nao sincronizado para o estado completamente sincroni-
zado, para valores de p ~ 0.005, o que coincide com os valores encontrados para o

parametro de ordem.

(a) (b)

0,02 -

0,015~ —

b ;0,01

0,005— —

1 L 1 L | L 4
o 50000 le+05 1,5e+05 2e+C (o] 0,01 0,02 0,03

tempo p

Figura 3.6: a) Distancia a variedade de sincronizagao para 3000 mapas com € = 1,0

e em b) variancia da distancia como fungao de p.

Utilizando o parametro de ordem como referéncia, ou seja, pegando pontos
quando o parametro de ordem era igual a um, analisa-se um perfil da rede na éarea
de transicao entre os estados nao sincronizados e sincronizados, de acordo com os
valores de p e €. Este comportamento é visto na figura 3.7. Aqui, da mesma forma
que verificado na figura 3.5, existe a regiao de fronteira entre estados sincronizados
e nao sincronizados, levando em consideracao ambos os parametros de acoplamento.
E possivel verificar que para valores de p até 0,03 e valores de € < 0, 75, ndo existem
estados sincronizados, ou seja, mesmo as ligagoes aleatorias ajudando no processo de

sincronizacao, as ligacoes locais afetam fortemente estes estados. Ou seja, quando o
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numero de ligacoes aleatorias é no maximo 90 por sitio, valores menores do parametro
de acoplamento e influenciam bastante a conexao entre os sitios, o que faz com que

o sistema nao atinja estados sincronizados.

1 T

.

.
0,95— L] ; " i

Y sincronizado
o
F o h
L]
0,9+ . i
.
w * 1
bi
0,85— . i
.
.
F . h
.
0,8 . i
ndo sincronizado ' .
.
0,75 ‘ ‘ ‘
0 0,01 0,02 0,03

Figura 3.7: Regioes de estados da rede completamente sincronizada e nao sincroni-
zada.

Da condicao de estado completamente sincronizado é possivel chegar a uma
igualdade, nesta rede em particular, para uma condi¢ao dos termos da matriz I;;

de acoplamento. Esta condicao mostra que existirA apenas sincronizacao para um

determinado valor de k, isto é, para estados sincronizados (xSP = a:ﬁ?’ = .= arglN)),
tem-se, da equacgao 3.5,
é‘ K
¢ = (=af Q)+ 1WA+ X F(O ) (3.10)
j=1
6 K
= (1-— 4 L],
C = (1=9Q+ 7 <<>+<j21 j

K

Z]Z‘j = K:Np,

j=1

ou seja, o nimero total de nimeros 1 em cada linha da matriz [;; é igual ao niimero

de ligacoes nao-locais por sitio. Assim, de outra forma, nao existe sincronizacao
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neste sistema, o que quer dizer que se o niimero de ligacoes nao-locais fosse diferente
para cada sitio, estados sincronizados nao seriam possiveis.

Da figura 3.7 utilizou-se a regiao de fronteira entre os estados sincronizados
para mostrar o padrao espaco-temporal da rede. Desta forma é possivel verificar como
o aumento ou a diminuicao das ligacoes aleatérias, no sistema, com ¢ fixo, altera seus
estados sincronizados. Assim, a figura 3.8 através do espago-tempo, mostra como o
sistema varia seu comportamento frente a diferentes valores de p.

Para valores de p menores que o valor critico da regiao de fronteira, pode-se
perceber que nao ha muita coeréncia espacial entre os sitios, caracterizando desta
forma uma rede nao sincronizada, esta situagao é verificada em 3.8(a) onde xk = 15.
Com o aumento de k para 27, é possivel verificar em 3.8(b) que existe alternancia
entre estados sincronizados e nao sincronizados caracterizando, nesta situacao, um
comportamento intermitente de ambos regimes; uma caracteristica comum de redes
complexas na transi¢do para comportamento ordenado [62]. Com o aumento de
apenas uma ligacao aleatéria, por sitio, isto é, kK = 28, o sistema esti na regiao
de transicao, ou seja, ele esta chegando a variedade de sincronizacao, passando de
um comportamento nao sincronizado para um estado sincronizado, e a regiao de
intermiténcia, isto é, regiao onde existem estados sincronizados e estouros irregulares
conjuntamente, passa a ter um comportamento laminar mais acentuado, o que pode
ser visto em 3.8(c). J4, nesta mesma figura, em (d), onde k = 30, percebe-se a
dindmica completamente sincronizada do sistema e com isso verifica-se que o efeito,
ao adicionar uma ligacao aleatoria a mais, por sitio, ¢ a modificagao da estrutura do
sistema.

Com isso, em uma sec¢ao posterior serda analisada a relagao entre este sistema
e uma outra rede de mapas acoplados através de lei de poténcia, para saber o que

de fato estas ligacoes aleatorias influenciam na rede aqui estudada.

3.3.4 Tempo de sincronizagao

O tempo de sincronizacao, que é o tempo gasto para o sistema atingir a
variedade de sincronizacao, nao esta relacionado diretamente ao ponto onde se inicia
a trajetoria, isto é, nao é porque a condicao inicial estd mais proxima a variedade
de sincronizacao que o tempo de sincronizacao serd menor. A figura 3.9 mostra
que isto nao é verdadeiro, ou seja, pontos escolhidos mais préximos a variedade de
sincroniza¢ao (d—15,7591), ndo sincronizam mais rapidamente do que pontos um

pouco mais afastados (d=15,9304). Esta situagio foi explicada no capitulo anterior.



3.3 Resultados e discussao

38

espaco
p Q 2400 3000 0 600

2400

3000

600

1200 1800

| 49920

[49940 O
o
(O]

[ 49960+

[ 49980

1 50000

espaco
1200 1800 3000 0 600
1 T R 1 1

2400

espaco

1200 1800
1 I

L 49900

149920

3000
L+ 49900

49900

|- 49920

Figura 3.8: Comportamento espago-temporal da rede para um valor fixo de ¢ = 0, 85.
Em (a)k = 15, (b)k = 27, (¢)k = 28 e (d)x = 30. Linhas brancas e pretas retas

indicam comportamento sincronizado. Quanto menor a existéncia de retas, menor a

sincronizacao ou inexisténcia de estados sincronizados.
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Figura 3.9: Célculo da distancia a variedade de sincronizagao (-log(d))versus tempo
de sincronizacao para uma rede de 3000 mapas com 13 ligacdes nao-locais aleatorias.

Para trajetorias mais proximas da variedade da sincronizacao, o tempo para o sistema

sincronizar pode ser maior.
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Continuando com uma rede de trés mil mapas, passa-se agora a verificar como
o tempo de sincronizacao varia com o niimero de ligacoes aleatorias da rede para um
¢ fixo, para diferentes niimeros de condicoes iniciais e também para um p fixo com ¢
variando. Este estudo é importante para determinar o tempo computacional gasto
no calculo de estados sincronizados da rede, e tambhém para analisar os valores de
parametros de acoplamento relacionados com os estados de sincronizagao completa.

Na figura 3.10 é plotado o tempo gasto para o sistema sincronizar (t5) como
funcao do acoplamento local ¢ para um valor fixo da probabilidade igual a 0,03. A
variacao mostrada na figura é muito grande com o decréscimo do termo de acopla-
mento local. Na realidade, esta ¢ uma caracteristica esperada do sistema, ja que o
aumento do parametro de acoplamento £ ajuda o sistema a sincronizar mais rapida-
mente. Entretanto, é importante salientar aqui que quando este termo (&) é maior
que 1, o tempo de sincronizagao volta a aumentar. Estudo este, que é comprovado
analitica e numericamente, por trabalhos com redes que sao acopladas através de leis

de poténcia |10], |63], [64] e que mostram dois regimes de dessincronizacao.
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Figura 3.10: Tempo de sincronizagao como funcao do parametro de acoplamento ¢,
para p = 0,03. Aqui é possivel perceber que para valores de € < 0,7 o tempo gasto

para a rede sincronizar é muito grande.

Além disso, é verificado também o tempo de sincronizagao da rede em func¢ao

da distancia para diferentes valores de k. Através da figura 3.11 é possivel verificar
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que o valor minimo de k, para que exista sincronizacao, quando ¢ = 1,0, é 12,
para valores menores que este, a rede nao sincroniza enquanto que para valores
maiores, o tempo de sincronizacao tende a diminuir. Com este resultado é possivel
verificar que além do acoplamento local, o acoplamento aleatorio também influencia
o tempo de sincronizacao e os estados sincronizados do sistema. Isso vem do fato
de que estas ligacoes fazem o sistema, de uma forma geral, encaminhar-se para um

comportamento semelhante dos sitios ligados.

20—

Figura 3.11: Moédulo da distancia versus o tempo de sincronizacao para diferentes
valores do parametro de acoplamento nao local para uma rede de 3000 mapas. Como
se esta considerando o logaritmo da distancia a variedade de sincronizagao, a curva
deixa de existir quando a precisao da maquina é atingida. A figura mostra que

valores de k < 12 fazem com que o sistema nao atinja estados sincronizados.

3.3.5 Uma relacao entre o sistema estudado e uma rede de

mapas com acoplamento lei de poténcia

Nesta secao é feita uma simples comparacao, através do comportamento
da rede via entropia e um outro aspecto que serd oportunamente definido, entre o
sistema até agora estudado e uma rede com acoplamento lei de poténcia como em

[29], |65], ou seja, como representado por 2.7 com a mesma condi¢ao de normalizagdo,
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mesmo valor de 7, niimero impar de sitios e condi¢ao de contorno periodica.

Aqui é importante saber que este sistema é bem conhecido para uma rede
com mapas Sz (modl) sendo 5 = 3, possuindo condi¢oes de contorno periodicas e
condigbes iniciais randémicas, estudado em [29|, |65], [66]. Ele apresenta um com-
portamento que pode ser considerado como uma interpolacao entre um acoplamento
global(campo médio), onde todos os sitios interagem entre si, e um acoplamento lo-
cal(primeiros vizinhos), onde apenas os primeiros vizinhos interagem no acoplamento
da rede. Além disso, nos trabalhos citados acima, para este sistema, o espectro de
Lyapunov é conhecido analiticamente. Dos trabalhos existentes na literatura, sabe-
se que para este sistema, quando o — 00 existe um comportamento de acoplamento
local e quando o = 0 o acoplamento é global, ou seja, todos os sitios interagem entre
si.

Uma comparacao entre os dois sistemas é de interesse porque o sistema
com acoplamento lei de poténcia é bem conhecido na literatura [29], [66], [67], [68],
sendo ja estudado tanto numérica quanto analiticamente através da sua dinamica
de sincronizacao. Ainda existem algumas questoes abertas sobre como as conexoes
nao-locais de um sistema de pequeno mundo afetam a dinamica espago-temporal do
sistema, em particular, como a caoticidade e a dimensao do atrator sao afetadas
quando do aumento das ligagoes aleatorias k.

Para uma comparacao entre este sistema de lei de poténcia e o até aqui
estudado, usa-se uma rede de 201 mapas acoplados. Este valor foi escolhido para di-
minuir o tempo computacional gasto, que ja para este valor é de alguns dias quando
se calcula a entropia métrica do sistema, devido as multiplicacoes de matrizes utili-
zadas.

A figura 3.12 mostra o comportamento da entropia para ambos os sistemas.
Através dela pode-se perceber que para o sistema até agora estudado 3.12(a), quando
o termo de acoplamento e, também conhecido como acoplamento resistente(e) au-
menta, a entropia do sistema tem uma queda monotonica, o mesmo acontecendo
para o sistema com acoplamento lei de poténcia. No caso do sistema de rede seme-
lhante a pequeno mundo, quando nao existe acoplamento aleatorio, ou seja, p = 0, a
rede é puramente regular com acoplamento de primeiros e segundos vizinhos e para
este caso a entropia aumenta com o aumento de £. Com o aumento das ligacoes
aleatorias k, para um valor fixo de €, a entropia diminui e com o aumento de € a
entropia volta a aumentar. E conhecido que redes acopladas localmente, com acopla-

mento forte, aumentam sua entropia [69|, no entanto, a adigao das ligages aleatorias
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neste sistema reduzem este efeito. Nao somente a diminuicao da entropia torna-se
monotonica com o aumento de p, mas também seu valor diminui rapidamente para
proximo de zero [70]. Esta transi¢do para um pequeno valor da entropia torna-se

mais acentuado com o aumento das ligacoes aleatorias k.
(@) (b)

1.098 1.098

Figura 3.12: Comportamento da entropia para ambos os sistemas. Em (a) rede tipo
pequeno mundo com h versus p e e. Em (b) rede com acoplamento tipo de lei de

poténcia com h versus o e €. Para os dois casos a rede possui 201 sitios.

No caso da rede com acoplamento tipo lei de poténcia, a figura 3.12(b) mos-
tra que quando a = 0, ou seja, acoplamento global, o valor médio da densidade de
entropia é proximo a zero quando € é grande, e apos um valor critico de €, aproxi-
madamente igual a 0,6, cresce monotonicamente até atingir seu valor maximo. Este
efeito é compreendido através do espectro de Lyapunov para o caso de acoplamento
global [66], ou seja, o primeiro expoente é sempre positivo para § > 1, os outros

N — 1 expoentes sao positivos desde que € < €gpitico = 1 assim a entropia é

1
-4
pequena e tende a desaparecer quando N — oo, mostrando que para esta rede, 201
sitios tém um comportamento aproximado ao de um caso para limite termodinamico.

Para um valor de € grande, a entropia tem um valor positivo com o aumento
de a.. Para « grande o acoplamento é efetivamente de primeiros vizinhos e mesmo um
valor de ¢ pronunciavel nao é suficiente para mudar a dinamica caética de cada mapa,
embora a randomicidade seja menor para acoplamento forte do que para acoplamento
fraco.

Uma outra forma de comparar os sistemas é através da dimensao de Lyapu-

nov. Esta é uma analise de interesse porque a conjuntura é de que a dimensao de Lya-
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punov é a mesma que a dimensao de informacao do atrator [33]. Seja A\;(j =1,2,...)
a representacao dos expoentes de Lyapunov do sistema e ¢ o maior inteiro para o

qual 23.:1 A; € positivo, entao a dimensao de Lyapunov (D) é dada por:

0 se nao existe q
D=1 q+ \Aqil\zgzl)‘i se q < N
N seq— N

o que significa que a dimensao de Lyapunov é zero caso a soma dos expoentes seja
negativa, possui o mesmo valor do tamanho da rede caso todos os expoentes, na sua
soma, sejam positivos e, valores intermedidrios na situacao em que o maior inteiro
para o somatorio positivo seja menor que o tamanho da rede. Enquanto a dimensao
de informacao é dada por:

a(d)
1
D, = hmZ“Z ay (3.11)

onde a(d) & o nimero de cubos em uma grade de tamanho § necessario para cobrir

o atrator inteiro e p; ¢ a medida natural do sistema dada por:

Wi = lim 777(01-,X0,T)

Jim S (3.12)

onde n(C;,x0,T) é a quantidade de tempo que a orbita, originada em xg, gasta em
C;(um cubo) no intervalo de tempo 0 <t < T.

A figura 3.13 mostra a comparacao entre os sistemas através da dimensao
de Lyapunov. Nela pode-se perceber que o comportamento dos sistemas é idéntico,
diferenciado apenas pelos valores dos acoplamentos, isto é, p = 0 para a rede de
pequeno mundo corresponde, na rede de lei de poténcia, a « — oco. E a = 0 na
rede de lei de poténcia, corresponde a p grande no sistema em estudo neste capitulo.
Um valor pequeno de D indica que o atrator do sistema torna-se de baixa dimensao.
Essa diminui¢ao na dimensao do atrator mostra que a medida natural do sistema fica
mais restrita a uma pequena regiao do espaco de fase. As medidas de um sistema
sao importantes porque através delas é possivel especificar qual a porcao do atrator
ou atratores do sistema, esta em determinada regiao.

Através da comparacao entre os sistemas, é possivel concluir que apesar
de nao totalmente equivalentes, a rede de pequeno mundo aqui estudada no limite

p — 1, tem as mesmas propriedades do acoplamento global obtido no limite v — 0
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Figura 3.13: Comportamento da dimensao de Lyapunov para ambos os sistemas.
Em (a) rede tipo pequeno mundo com D wversus p e . Em (b) rede com acoplamento
tipo de lei de poténcia com D wersus o e €. Para ambos os casos a rede possui 201

sitios.

do acoplamento em lei de poténcia. Desta forma, esta analogia leva a crer, que assim
como no caso da rede de lei de poténcia |66], também para o caso do sistema aqui
estudado, existe uma transicao para caos de baixa dimensao. Esta transicao ocorre
para um valor critico de € aproximadamente igual a %, quando trata-se do caso de
acoplamento global. No entanto, é importante salientar que esta analogia pode ser
grandemente limitada, ja que as interagoes sao um tanto quanto distintas em cada
um dos sistemas e que a forma de acoplamento, apesar de levar a um resultado final

semelhante, pode ter outras implicacoes que aqui nao foram estudadas.



Capitulo 4
Osciladores acoplados

O trabalho feito e discutido neste capitulo é sobre dois osciladores nao-
lineares acoplados. Aqui verifica-se o comportamento do sistema através do expoente
de Lyapunov a tempo finito e também, na presenca de um termo de perturbacao ale-
atoria, a sincronizacao do sistema e as diferentes rotas para o caos. Além disso,
algumas relacdes com comportamento cardiaco sao feitas, usando, em alguns mo-

mentos, este sistema como um modelo tedérico para o coragao.

4.1 O modelo de Liénard

O oscilador de van der Pol(VDP) foi primeiramente estudado em um trabalho
de 1928 por van de Pol e van der Mark [71]. Este oscilador consistia de um circuito
eletronico composto de uma lampada de neon, que possui um comportamento nao-
linear, um capacitor, um resistor e uma bateria, e sua esquematizagao representava
a dindmica de um comportamento cardiaco. A partir deste trabalho, muitos outros
estudos com este tipo de osciladores fizeram modelamentos cardiacos e estudaram
seus comportamentos dinamicos de diversas maneiras [43], [72], [73], [74]. Além
disso, este mesmo oscilador tem aplicacoes também em tubos de vacuo em circuitos
elétricos, e na presenca de uma forca externa pode apresentar aspectos dinamicos
variados, incluindo a presenca de caos, intermiténcia, entre outros.

As equacoes de Liénard podem representar um circuito triodo de freqiiéncia
natural wy, forcado por uma corrente alternada de amplitude p e freqiiéncia w. A
curva caracteristica do triodo pode ser tomada como um polinémio de terceiro grau

na grade de voltagem, cuja forma normalizada é representada pela variavel x.

46
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O circuito triodo, na forma adimensional, tem a forma:
i+ (e + 72 — 1)@ + wiz = psen(wt), (4.1)

onde os parametros p e p dependem dos coeficientes da curva caracteristica do triodo.
O oscilador de van der Pol, que é um caso particular da equacao de Liénard, é

representado matematicamente, da seguinte forma:

d?y 2 dy 2

—_— —n)— = F(t 4.2

T2 T ) Fwty = F(), (4.2)
onde %’ ¢ o termo inercial, w? fregiiéncia do modo normal, (y? — n)% injecao ou

dissipacao de energia, sendo y2fl—3t’ o termo nao-linear e F(t) uma forga externa que
pode ser periddica ou nao. Esta é uma equacao diferencial ordinéria de segundo grau
que pode ser transformada em um sistema de duas ou mais equacgoes diferenciais
ordinarias de primeiro grau.

O sistema acoplado, aqui estudado, é uma variacao do oscilador de van der
Pol, j& que no lugar do termo (y*—n), existe uma fungao que possui duas raizes como
resultado. Dessa maneira, o sistema apresenta uma forma mais idéntica a equacao
de Liénard e ja foi trabalhado através dos seus tipos de sincronizacao tentando fazer
um modelo fenomenolégico do coracao |11], ou seja, usando cada oscilador como um
marcapasso do coracao e acoplando-os para tentar modelar alguns tipos de arrit-
mias. O estudo mostrado neste capitulo segue com as mesmas equacoes do estudo
fenomenologico do coragao, levando em consideracao apenas aspectos dindmicos do
acoplamento. Os osciladores acoplados, trabalhados neste capitulo, sao representa-

dos da seguinte maneira:

dl‘l

E = I9, (43)
dl‘g

E = G(Il)xg — blIl + Cl(ZE3 — ZEl) + asen(ft),

drs

dt - 4,

dl‘4

E = G(I3)$4 — bgl’g + CQ(ZEl — ZE3),

sendo,

G(z,) = 7)(35” —wy)(z, — wy), (4.4)
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onde h representa a ordenada maxima de uma parabola com raizes w; e wy e tendo
seu valor sempre igual a —1, 6, os valores de w; e wy, também sao sempre constantes
e respectivamente iguais a —0,2 e 1,9. Estes valores foram escolhidos de forma a
se trabalhar sempre com o sistema forcado cadtico. Do sistema, ¢; e ¢y representam
os termos de acoplamento, b; e by os modos normais e a o termo de forcamento
da funcao periddica. Os valores numéricos destes parametros serao discutidos no

decorrer do capitulo.

4.2 Sistema unidirecional

Relacionado aos conceitos anteriormente definidos, os resultados que serao
apresentados a seguir, sao estudados com dois osciladores acoplados unidirecional-
mente, levando em consideracao seu aspecto hipercaotico.

O estudo deste sistema foi feito considerando os seguintes valores de para-
metros: by = 1,0;b, = 0,66;¢; =0,0;a =0,95¢e f =1,0. O valor de a foi escolhido
devido ao fato de se saber que para este valor o sistema mostrava comportamento
caotico, os modos normais, by e by foram escolhidos de forma a modelar a freqiiéncia
com que os nodos cardiacos oscilam, uma motivacao usada para dois outros trabalhos
[11], [43] e o termo de acoplamento nulo indica que o sistema apresenta acoplamento
unidirecional.

Devido ao fato deste sistema possuir hipercaos, ou seja, para determinados
valores de c; ele ter dois expoentes de LLyapunov a tempo infinito positivos, como pode
ser visto em 4.1, resolveu-se analisar o comportamento do segundo maior expoente
de Lyapunov a tempo finito do sistema e percebeu-se que este oscila em torno de
7€r0.

A presenca dessa oscilacao no expoente de Lyapunov a tempo finito, como
ja discutido anteriormente, pode representar a perda de confiabilidade do sistema, ja
que este comportamento reflete a variagao do niimero de dimensoes instaveis ao longo
da trajetoria [50|. Aqui, quando os dois osciladores sdo acoplados, é introduzido no
sistema um subespaco tangente adicional, que é transverso a variedade de sincro-
nizacao. Quando este acoplamento é diferente de zero, algumas orbitas periddicas
instaveis, dentro da variedade de sincronizagao, perdem ou ganham diregoes estaveis,
assim, o acoplamento entre os osciladores pode gerar a perda de confiabilidade do
sistema numeérico.

Com este resultado em maos pdde-se obter uma aproximagao numeérica para
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Figura 4.1: Segundo maior expoente de Lyapunov a tempo infinito.

a probabilidade P(A3(50)) que é a probabilidade em que os expoentes de Lyapunov
de tempo 50 admitem valores entre Ay e Ay + d)y para este dado tempo, sendo que
para o atrator deste sistema é Ay quem flutua erraticamente pelo zero, considerando
um grande nimero de trajetorias com comprimento finito. Na figura 4.2 existem trés
distribuicoes de tempo 50, obtidas para diferentes valores do parametro de bifurcacao
c9, que é o acoplamento constante.

A figura em questao é obtida considerando o expoente de Lyapunov a tempo
finito. O valor a cada 50 tempos deste expoente é obtido, para uma iteracio de 10°
tempos, e a distribuicao de probabilidade é mostrada na figura.

Para ¢ = 0,3280 vé-se que a distribuicao é quase totalmente negativa e
para co = 0,3260 a distribuicao é quase totalmente positiva, indicando que nao ha
passagem do expoente finito, para estes valores, pelo zero, e portanto a trajetoria
numérica representa satisfatoriamente a trajetoria do sistema verdadeiro. No en-
tanto, para co = 0, 3269 a distribuicao é proxima a uma gaussiana centrada em zero,
para este caso percebe-se que existem, em média, valores positivos e negativos de
diregoes na trajetoria. KEste valor de ¢y é o parametro critico e caracterizado por
c5. Como o sistema ja é nao-hiperbdlico, aqui, este acontecimento nao demonstra a
perda de hiperbolicidade do sistema, mas indica que para este valor de acoplamento,

considerando-se um sistema real, o resultado numérico seria falho e nao necessaria-
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Figura 4.2: Distribuicao de probabilidade para o expoente de Lyapunov a tempo
finito, com tempo 50 para diferentes valores de c,.

mente mostraria um resultado exato.

Interessante também é considerar a fracao de expoentes de Lyapunov a
tempo finito positivos, isto é,

_ fooo P(Ae(zg,n),n)dA,
o= J7o P(Aewo, ), n)dA.’ (4.5)

o que é visto na figura 4.3. Nela é possivel verificar que o inicio da perda de confianca
no sistema numérico do sistema pode ser apontada a partir de onde esta fragao
positiva comeca a aumentar partindo do zero, ou seja, quando a distribuicao de
A2(50) inicia seu desenvolvimento em uma cauda positiva ou negativa, dependendo

da direcao que foi considerada.

Por exemplo, na figura 4.2, pode ser visto que para c; 2 c5 a distribuicao
P(Xy(50)) ndo tem praticamente valores positivos. A figura 4.3 indica que a fra¢ao
de valores positivos estd proxima a zero e cresce subitamente para um valor préximo
da unidade, em uma ingreme angulagao, quando ¢y cruza cj e este valor indica uma
fracdo positiva de ¢(50) = 3.

E importante salientar que estes resultados foram obtidos com acoplamento

unidirecional, onde para alguns valores do parametro ¢, 0 sistema passava de cadtico
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para hipercadtico, onde acontecia a passagem do expoente de Lyapunov por zero

para alguns valores do parametro de acoplamento.

4.3 O sistema bidirecional

A partir de agora o sistema passa a ser estudado do ponto de vista do atra-
tor caotico, o que o difere do até agora trabalhado é a sua forma de acoplamento
que passa a ser bidirecional, ou seja, tanto o primeiro oscilador é influenciado pelo
segundo quanto este por aquele.

Num primeiro momento serd mostrado o comportamento do sistema sem a
presenca de ruido, e apos, sera colocado ruido no sistema para verificar como ele se

comporta, e quais as principais diferencas existentes no atrator.

4.3.1 Rotas para o caos

Sistemas dinamicos ca6ticos possuem um comportamento, quando da vari-
acao de parametros, que podem variar entre janelas periddicas e caos. Este com-

portamento pode ser verificado através do diagrama de bifurcacao do sistema e este
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diagrama representa as mudancas do regime assintético do sistema.

A ocorréncia de caos, em um sistema, acontece, como ja foi observado na
literatura, através de trés rotas distintas. Elas sao conhecidas como rotas para o caos
via intermiténcia, via duplicacao de periodo e via crise, além disso, existe também o
cenario de Ruelle-Takens para o caos.

Nesta secao buscou-se descobrir, quando do acoplamento bidirecional do sis-
tema, de que forma o caos ocorreria e como estas rotas eram modificadas perante a
presenca de um termo aditivo de perturbacao, no sistema, a cada passo de iteragao.

Dependendo do valor do parametro de acoplamento estudado, estas rotas
podem variar mesmo sem a presenca de ruido, ja que existem véarias janelas periodicas
no sistema e cada umas destas janelas pode perder estabilidade através de rotas
distintas.

A segdo de resultados (4.3.2) trara detalhadamente as diferentes rotas pelas
quais o sistema passa. Nesta secao sera tratado apenas como estas rotas ocorrem e
quais suas principais diferencas.

A rota via intermiténcia ocorre através de trajetorias que se alternam en-
tre periodos longos quase regulares e pequenas explosoes irregulares. Esta rota foi
primeiramente estudada por Pomeau e Manneville em 1979 |75] e descobriu-se a exis-
téncia de trés tipos distintos de rotas via intermiténcia. A intermiténcia do tipo I
ocorre através de uma bifurcacao do tipo sela-no, isto é, dois pontos fixos, um estavel
e um instavel, unem-se formando uma explosao cadtica [76]. No tipo II uma orbita
quase periodica da origem a uma explosao caética, sendo que para isto acontecer,
pontos fixos complexos conjugados se desestabilizam [77|. A intermiténcia do tipo
ITT ocorre juntamente com uma bifurcacao de duplicacao de periodo, uma amplitude
subharmonica aparece enquanto a amplitude fundamental decresce, quando a am-
plitude subharmonica atinge um valor alto a regularidade é perdida e ocorre uma
explosao turbulenta |76].

A rota por duplicacao de periodo ocorre quando o ponto fixo estavel se torna
instével e neste ponto aparecem dois pontos fixos estaveis simétricos. E uma das rotas
mais comuns em sistemas dinamicos. O cenario de Ruelle e Takens foi proposto por
estes autores em 1971 [78], onde foi demonstrada que apos uma bifurcac¢ao de Hopf -
dois autovalores complexos conjugados cruzam o eixo imaginario em direcao ao lado
direito do plano, desestabilizando o ponto fixo do sistema e dando origem a um ciclo
limite - o sistema torna-se altamente instavel em favor de um movimento caotico.

Neste cenario o comportamento cadtico possuira freqiiéncias fundamentais do sistema
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e freqiiéncias de banda larga, mas nao teré freqiiéncias harmonicas das fundamentais.
Finalmente, a rota via crise, assim como via intermiténcia, possui trés formas bem
distintas que foram primeiramente estudadas por Grebogi, Ott e Yorke em 1983 [79].
Na primeira, o atrator cadtico é subitamente destruido quando o parametro passa
através de seu valor critico, esta é a chamada crise de fronteira; no segundo tipo o
tamanho do atrator ca6tico no espaco de fase aumenta subitamente quando o atrator
cadbtico colide com uma orbita periédica que esti dentro da bacia, esta é a chamada
crise interior, e no terceiro e ultimo tipo de crise, dois ou mais atratores caoticos
se unem para formar um outro atrator caotico diferente, esta denominada crise de

intermiténcia [33].

4.3.2 Outros resultados
A rota via intermiténcia tipo I

A partir de agora os estudos serao feitos com relagao ao comportamento
dinamico do sistema via bifurcacoes e rotas para o caos. Nesta secao se tem interesse
em saber de que forma o sistema atinge seu comportamento cadtico. Do ponto de
vista pratico, o maior interesse é encontrar uma maneira de analise que utilize apenas
séries temporais e com isso, tentar demonstrar que estes estudos podem ser aplicados
e bem utilizados para versoes em experimentos que dependam de séries temporais
como eletroencefalogramas ou eletrocardiogramas, por exemplo, de forma a examinar
doencas ou quaisquer anomalias através de diagnosticos ja conhecidos.

O estudo, aqui, é sempre baseado no sistema bidirecional, para isso, o termo
de acoplamento ¢;, que indica o acoplamento bidirecional do sistema, serd sempre
constante e igual a 0,01. Os demais parametros continuam com seus valores até
agora estudados (by = 1,0,b0 = 0,66, f1 = 1,0 e a = 0,95). A figura 4.4 mostra o
comportamento do sistema através do diagrama de bifurcacao. Nela pode-se perceber
que conforme o pardmetro ¢, muda, o sistema passa por comportamentos cadticos e
janelas periodicas. O que se deseja, neste estudo, é descobrir por que tipo de rotas
para o caos estas janelas periddicas perdem sua estabilidade.

Para encontrar as rotas que levam a um comportamento cadtico é necessario
encontrar um valor do parametro que é chamado de valor critico (c3). Este valor é
encontrado na regido de fronteira entre o estado periodico e o cadtico. E importante
notar que este ¢ nao tem nada a ver com o c¢; analisado na se¢ao anterior, quando

do estudo do sistema com acoplamento unidirecional. Para a regiao onde a rota
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max (x,)

Figura 4.4: Diagrama de bifurcacao para o sistema com acoplamento bidirecional.
Esta figura é construida utilizando-se 30 condigoes iniciais e pegando-se o maximo

da série temporal do segundo oscilador.
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via intermiténcia tipo I ocorre, o valor critico de ¢y é ¢5 = 2,101504, ou seja, este
valor ainda faz o sistema possuir comportamento periédico. A partir dele, no sentido
decrescente, a intermiténcia comeca a acontecer. Este ponto esta localizado na janela
de periodo doze, encontrada no grafico de bifurcacio da figura 4.4. E facil verificar
este comportamento de valor critico através do diagrama de retorno, ou mesmo do
grafico temporal dos méximos que podem ser vistos na figura 4.5.

Através da figura mencionada, pode-se perceber que para o valor critico
existem apenas os pontos fixos do mapa, ja para um valor diretamente menor, regides
de estouros laminares comegcam a surgir, e para estes pontos serem melhor vistos
num grafico de retorno, muito tempo computacional é gasto. Este grafico de retorno
mostra o comportamento do sistema quando ha intermiténcia. Isto é verificado
quando o grafico tangencia a reta onde x = y. Logo apo6s a tangéncia, esta curva se
afasta da reta formando um “ttinel” pelo qual as 6rbitas passam e divergem, dando
inicio ao comportamento ca6tico do sistema.

Na literatura conhecida, sabe-se que o tempo médio de cada estouro no
comportamento intermitente ¢ uma poténcia com valor %, isto &, (cg — cz)%l para
o caso de intermiténcia do tipo I. Nesta expressao, ¢, é o valor do parametro de
acoplamento que é variado. Com isso, comprova-se pela figura 4.6 que aqui se tem
realmente este tipo de rota para o caos.

A figura 4.6 é o grafico do tempo médio de estouros intermitentes pela di-
ferenca do parametro de acoplamento pelo seu valor critico. Através dela é possivel
verificar que quanto menor a diferenca entre ¢y e seu valor critico, maior o tama-
nho do platd, ou seja, maior o tempo que o sistema permanece com comportamento
periddico, e quanto maior esta diferenca se torna, mais o sistema tende ao atrator

caobtico.

O cenario de Ruelle-Takens

Antes de falar sobre este cenario, é importante salientar que a rota via dupli-
cacao de periodos também aparece neste sistema, e ela pode ser vista simplesmente
pelo diagrama de bifurcacao onde uma 6rbita periddica de periodo quatro da lugar a
outra de periodo oito e esta a uma de dezesseis e por fim um comportamento cadtico
surge em co ~ 1, 55.

O cenério de Ruelle e Takens para o caos ocorre na janela de periodo quatro,
onde ¢} tem o valor aproximado de 0,4547. Este comportamento pode ser visto na

figura 4.4 do diagrama de bifurcacao do sistema. Neste ponto o caos aparece devido
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Figura 4.5: Mapa de retorno e série temporal dos maximos para (a) ponto critico

¢y = 2,101504, para (b) proximo valor de parametro co = 2,101503, onde a inter-

miténcia tem inicio e (c) para o valor de ¢; = 2,10147, onde a intermiténcia é mais

pronunciada.
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, Ol seja,

ao fato de uma bifurcagao de Hopf dar origem ao comportamento cadtico, isto é, um
ponto fixo é desestabilizado deixando o sistema instavel. No diagrama de retorno,
para este caso, o que se observa sao as curvas de ciclo limite de Hopf destruindo-se
com a variagao do parametro, comportamento que pode ser visto na figura 4.7.

A partir desta figura é simples verificar, pela analise da série temporal, um
comportamento que passa de quase periddico pra cadtico ou vice-versa. Com esta
situagao espera-se que uma série temporal simples, como um eletrocardiograma ou
mesmo um “holter”(aparelho utilizado para monitorar variabilidade cardiaca), seja
suficiente para analisar dados de forma mais consistente e pratica, fato que faz mo-
delos numéricos serem de grande importancia na pesquisa que visa aprimoramento
da compreensao de dados reais.

Utilizando um simples diagrama de retorno é possivel, por exemplo, reconhe-
cer um tipo de anomalia cardiaca que esta relacionada a um ciclo quase periddico do
coracao, como a parasistole, por exemplo, sem levar em conta dados mais dinamicos

como o expoente de Lyapunov.
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Figura 4.7: Diagrama de retorno para a janela de periodo quatro onde o caos apa-
rece via quase periodicidade. A primeira figura representa o ciclo limite para ¢, =
0,45475. A segunda figura mostra a desestabilizacao deste ciclo para co = 0,45472,

depois co = 0,45245 e por ultimo ja o comportamento cadtico para co = 0,45224.
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4.3.3 A presenca de perturbacao aleatéria

Os vérios efeitos de perturbacao em sistemas dinamicos deterministicos sao
um topico de continuo interesse e de fundamental importancia em fisica estatistica
e sistemas nao-lineares. Isto acontece porque sistemas fisicos estao freqiientemente
sob influéncia de ruidos e assim, estudar estes sistemas, fornece um acesso maior aos
fatores que afetam um sistema dinamico cadtico na presenca de perturbagao [80].

Os comportamentos vistos até o momento, do ponto de vista de rotas, sao
conhecidos na literatura, no entanto, nao ha conhecimento do estudo de um sistema
como este que aqui se apresenta, além disso, o intuito maior deste trabalho é descobrir
0 que acontece nestes pontos quando da presenca de uma perturbacao estocéstica no
sistema.

Para ambos os casos a perturbacao adicionada é gerada por ntimeros ale-
atorios e uniformes, introduzidos a cada passo de integracao. Esta perturbacao é
pequena, da ordem de 0,05%, algumas vezes até menor, metade para um valor supe-
rior e metade para um valor inferior, sendo que a adicao é feita no primeiro oscilador,
isto é, no que possui o forcamento externo. A perturbacao é aplicada para todo o
tempo de integracao, é aleatoria com uma seqiiéncia de variaveis pseudo-randomicas,
com distribuicao uniforme, e é apenas somada a segunda equacgao de 4.3.

O estudo do sistema é feito da mesma forma, através dos diagramas de
retorno e encontrando-se leis de escalas que possam generalizar um comportamento
perturbado aleatoriamente.

Num primeiro momento analisa-se o grafico que mostra o comportamento
intermitente do sistema. (O primeiro ponto interessante neste estudo é que a pre-
senca da perturbacao adicionada ao sistema muda a regiao de janelas periddicas
transladando seus valores, isto é, a regiao onde anteriormente, sem a perturbacao,
o sistema possuia comportamento critico de intermiténcia, passa a ter este mesmo
comportamento para valores distintos do parametro cj.

A figura 4.8 mostra a série temporal dos maximos do sistema juntamente
com o grafico de retorno mediante a presenca de uma perturbacao aleatéria adicional.
Nela é possivel ver que, um pouco diferente do que visto na figura 4.5, a presenca
desta perturbacao muda o valor dos parametros, isto é, a perturbacao tira a trajetoria
dos osciladores da intermiténcia e leva para o atrator cadtico, ou seja, a perturbacgao
faz com que o sistema atinja mais rapidamente o comportamento cadtico.

A primeira anélise do sistema com adicao de um termo perturbativo, é feita

com o mesmo valor critico de ¢y, para a rota via intermiténcia, sem a presenca de
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ruido, ou seja, co = 2,101504. A figura 4.8 mostra que a adicao de pequenas per-
turbacoes nao afeta o comportamento do sistema, isto é, a rota para o caos via
intermiténcia nao ¢é afetada. Este fato pode ser comprovado pela figura 4.9, onde o
expoente que determina a presenca desta rota praticamente nao muda. A presenca
de perturbacao aleatéria comeca a afetar o sistema quando a perturbacao adicio-
nada ¢ da ordem de 107°. Para este caso, pode-se ver, pela figura 4.9(c), que para
valores maiores na diferenca entre o parametro ¢y e seu valor critico, ainda existem
algumas variagoes nos tamanhos dos platos de intermiténcia, enquanto que ruidos
maiores afetam bruscamente o sistema, fazendo com que nao haja esta variacao. Isso
acontece porque uma perturbacdo um pouco mais pronunciada no sistema faz com
que a estabilidade seja perdida e um ponto que antes era ponto critico da rota via
intermiténcia passe a ser um ponto ja dentro do atrator cadtico. Nesta parte do
problema ainda nao se esta preocupado com o que vem a ser um termo 6timo de
perturbacao para o sistema, assunto esse que sera abordado na proxima secao.

Além da perturbacao na presenca do parametro para rota via intermiténcia,
estudou-se também a presenca de uma perturbacao frente ao parametro de acopla-
mento para o cenario de Ruelle-Takens. Para este cenario, o ruido passa a ser mais
pronunciavel a partir de ~ 0,005, sendo que valores menores nao afetam o compor-
tamento do sistema.

A figura 4.10 mostra o diagrama de retorno do oscilador na presenca do termo
de perturbacao para os mesmos valores de ¢, vistos anteriormente, para a mesma
rota, no caso sem ruido. Pode-se perceber, através da figura considerada, que o
ruido apenas torna o toro da bifurcacao de Hopf mais acumulado de pontos, mas
o comportamento da passagem de estado quase peridédico para cadtico basicamente
permanece o mesmo. Isso pode estar acontecendo devido ao fato de estes valores do
parametro cy estarem relacionados a um estado mais estavel do sistema, ou seja, a
perturbacao nao afeta sobremaneira as rotas de bifurcacao. Além disso, como em
[81], [82] é dito, o efeito de perturbacao estocéstica aditiva, proximo a bifurcagoes,

tende a ampliar a caoticidade local.

4.4 QOsciladores 1idénticos

Nesta secao sera utilizado o sistema um pouco diferente do que foi visto
até aqui. A partir de agora os dois osciladores estudados sao idénticos e cadticos.

Os osciladores sao os mesmos vistos até agora, o que muda sao os parametros do
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Figura 4.8: Gréaficos de retorno (em cima) e dos valores dos méaximos das séries
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perturbacio aleatéria adicional variando de —5.107! até 5.107L.
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cao aleatoria adicional variando de —2.10712 até 2.10712, aqui a regressao linear tem a
expressdo y = 0, 23738z(70:49022+0,02000) Em (b) perturbacio aleatéria adicional va-
riando de —2.10710 até 2.1071°, com regressio linear de y = 0, 29031 (~0-47119+0,01882)

Em (c) perturbagao aleatoria adicional variando de —2.107 até 2.107°. (d) perturba-

¢ao aleatoria adicional variando de —1.1077 até 1.107 e em (e) perturbagio aleatoria

adicional variando de —5.1073 até 5.1073
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Figura 4.10: Gréficos de retorno para a janela de comportamento quase periodico
com a presenca de perturbacao adicional, para os mesmos valores do comportamento
sem perturbacgao, ou seja, na ordem da direita para a esquerda, 0,45474; 0,45472;
0,45245 e (0,45224, com perturbagio aleatoria adicional, variando entre —5.1073 e
5.1073.
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sistema. Assim, by = by = 1,0, o termo de forcamento peridédico, que antes era so
colocado no primeiro oscilador, agora também sera introduzido no segundo oscilador
e assim a; = as = 0,95, fi = fo = 1,0, e todos os demais parametros continuam no
mesmo valor. Desta forma, diferente da secao anterior, agora o sistema volta a ter
acoplamento unidirecional, isto é, ¢; = 0, 0.

Trabalhos com osciladores cadticos idénticos sao extensivamente encontrados
na literatura. Por este motivo é que aqui resolveu-se torna-los idénticos, ja que apesar
da extensividade do assunto, pouca coisa se encontra sobre osciladores como os aqui
apresentados.

Em um primeiro momento busca-se valores do parametro de acoplamento
Co para que o sistema tenha um comportamento sincronizado. A sincronizacao do
sistema ocorre para diversos valores do parametro ¢y, como pode ser visto pela figura
4.11. Tanto através do parametro de ordem quanto através da variedade de sincroni-
zagao, isto é, ro = x4 € r1 = x3, sao computados os valores de estados sincronizados.
Caso o parametro de ordem seja igual a um ou estados sejam iguais, o valor da saida
¢ 1 e o sistema tem um atrator sincronizado, de outra forma a saida recebe zero e o
sistema apresenta um atrator nao sincronizado. Esta figura é feita com duzentas e
cinqiienta diferentes condic¢oes iniciais, e é através delas que os valores do parametro
de ordem e da igualdade entre os osciladores sao obtidos.

Através desta mesma figura é possivel perceber a presenca de um compor-
tamento biestavel do sistema, ou seja, para determinados valores do parametro de
acoplamento ¢y, ocorre a presenca conjunta de um atrator sincronizado e um nao
sincronizado. Além das figuras dos estados, é possivel verificar, através do compor-
tamento do expoente de Lyapunov condicional, a perda de estabilidade da variedade
de sincronizacao. Este fato acontece quando o expoente condicional é positivo. A
estabilidade do estado sincronizado é assegurada se um pequeno deslocamento trans-
versal para a variedade de sincronizacao decai com o tempo, isto é, todo o movimento
transverso da variedade de sincronizacao deve ser amortecido. Dessa forma, se o ex-
poente de Lyapunov condicional é negativo, sabe-se que a variedade de sincronizacao
é estavel.

A figura 4.12 mostra o comportamento do expoente de Lyapunov condicional
do sistema para algumas condicoes iniciais. Através dele, e do que foi comentado an-
teriormente, é facil verificar quando o sistema possui uma variedade de sincronizacao
estavel e quando isso nao acontece. Esta figura mostra que para diferentes condicoes

iniciais é facil perceber, pela estabilidade, quando se estd no atrator sincronizado, ou
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rm< > uvm-—w

Figura 4.11: Demonstragao de estados sincronizados (1) e nao sincronizados (0),
tanto para o parametro de ordem quanto para a igualdade na variedade de sincro-
nizacao. Presenca de regiao biestavel com atrator sincronizado e nao sincronizado

coexistindo.
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Figura 4.12: Expoentes de Lyapunov condicional, para alguns valores de condicoes

iniciais diferentes, que levam para atrator sincronizado.

Como também comentado anteriormente, a nao ocorréncia de sincroniza¢ao
completa nao significa que nao possa existir outras formas de sincronizacao entre
os osciladores. Isto pode ser visto pela figura 4.13 onde, sem a presenca de ruido,
o sistema possui sincronizacao de freqiiéncia para qualquer valor de cy. Aqui a

freqiiéncia dos osciladores é calculada através da derivada das fases, ou seja,
Q= ¢;. (4.6)

A figura 4.14 mostra que o sistema nao apresenta sincronizacao de fase, ja
que para isso acontecer é necessario que o maior expoente de Lyapunov do sistema
possua uma transigao de positivo para negativo [38|, [42], [83], o que neste sistema
nao ocorre.

Sabendo, pois, o tipo de sincronizagao presente no sistema e para quais
valores do parametro de acoplamento ¢, ela acontece, passa-se entao a analisar o

comportamento do sistema perante a presenca de ruido branco adicional.
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Figura 4.13: Diferenca de freqiiéncia entre dois osciladores VDP idénticos acoplados

com a variacao do parametro de acoplamento c,.
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Figura 4.14: Variacao do maior expoente de Lyapunov wversus parametro de aco-
plamento cy. Esta figura mostra que o sistema possui comportamento cadtico para

qualquer valor de acoplamento.
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4.4.1 Adicionando perturbacao aleatéria em um oscilador

As figuras 4.13 e 4.15 mostram como o sistema modifica seu comportamento
perante a presenca de uma perturbacao. Pela figura 4.13 percebe-se que uma pertur-
bacao um pouco mais pronunciada acaba com a sincronizacao de freqiiéncias existente
no sistema para qualquer valor de ¢o. Além disso, valores de perturbacgoes aleatorias
menores que 0,001 nao afetam o comportamento do sistema observando o grafico
de diferenca de freqiiéncias. Com isso, pode-se perceber que existe, quando de um
valor fixo do parametro de acoplamento, um valor 6timo de perturbacgao, que torna o
sistema mais proximo a um estado sincronizado. Isso pode estar ocorrendo porque as
trajetorias proximas a variedade estavel podem cruza-la e se mover em fase quando
estao recebendo uma perturbac¢ao comum [83].

E importante lembrar aqui que o sistema em estudo é nao hiperbolico como
a maioria dos sistemas ca6ticos e para estes casos, quando uma perturbacao aleatoria
¢ somada ao sistema, uma medida invariante no atrator pode surgir [84], [85]. Assim,
um sistema ruidoso, neste caso, pode depender, além da estatistica da perturbacao,
também da intensidade dela [86], [87].

Como visto anteriormente na figura 4.11, para c; = 0,3 o sistema apenas
possui sincronizacao de freqiiéncia, ja que para este valor o atrator sincronizado nao é
atingido, ou seja, s6 existe a presenca do atrator nao sincronizado no sistema. Dessa
forma, escolheu-se este valor para o parametro de acoplamento e comecgou-se a variar
a quantidade do termo perturbativo adicionado ao sistema.

O efeito de termos de perturbacao, tém sido, nos tltimos tempos, de grande
interesse no contexto de ressonancia estocastica e ressonancia coerente. Na resso-
nancia estocéstica, a presenca de perturbacao aleatoria pode otimizar a resposta do
sistema para um sinal externo, enquanto que na ressonancia coerente a perturbacao
pode gerar um movimento mais coerente do sistema [38].

A figura 4.15 mostra o comportamento do sistema, através do parametro de
ordem, para o valor de co = 0.3 que quando sem ruido, apresenta apenas sincroni-
zagao de freqiiéncia. Esta figura, no entanto, apresenta diferentes valores de ruido.
E possivel verificar, através dela, que realmente existe um ruido 6timo que torna o
sistema mais proximo de um estado completamente sincronizado, isto é, existe um
valor de ruido que torna o sistema mais proximo de um comportamento onde a infor-
macao a respeito dele é maior, ou seja, o sistema fica proximo de uma sincronizacao
completa. No entanto, este estado nao ocorre definitivamente, apenas margeado por

pequenos estouros. A nao ocorréncia de um estado completamente sincronizado neste
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sistema perturbado pode vir do fato de que para a ocorréncia de sincronizacao, deve
haver uma grande contracao em alguma direcao das trajetorias proximas a variedade
de sincronizacao. Quando da presenca de perturbacao, as trajetorias do sistema po-
dem explorar esta regiao de contracao que varia entre contragao e expansao, sendo
que a contragdo deve dominar para que a sincronizac¢do ocorra [38|. Sendo assim,
é possivel que para este sistema a contracao da trajetoria nao seja suficiente para
gerar uma sincronizacao completa, apenas estados laminares.

De qualquer forma, percebe-se que de um estado onde apenas sincronizacao
de freqiiéncia acontecia, sem a presenca do termo perturbativo, com a adicao de um
sinal ruidoso o sistema passa a ter suas trajetorias mais proximas a variedade de
sincronizacao, mostrando portanto, o fato de que ruido pode induzir sincronizagao

completa em um sistema de osciladores acoplados nao hiperbolicos.

(a) (b)
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Figura 4.15: Parametro de ordem para valores de ¢, = 0,3, onde existe apenas
sincronizacao de freqiiéncia no sistema. A presenca de perturbacao aleatoria faz
com que o sistema adquira um comportamento de sincronizagao completa em alguns
momentos. Em (a) sistema sem perturbagao, (b) perturbacao da ordem de 0,1, (c)

perturbacao de 0,01 e em (d) perturbagao de 0,001.
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4.4.2 A regiao biestavel

Percebendo-se a presenca de uma regiao biestavel no sistema, resolveu-se
encontrar os atratores do sistema. Primeiramente um grafico da bacia de atracao
do sistema foi feito, utilizando como forma de caracterizar estados sincronizados
a igualdade entre as variaveis do sistema, isto &, |[(x4 — 22) + (23 — 21)] = 0. A
figura 4.16 mostra duas regioes distintas, ou seja, algumas condigoes iniciais levam o
sistema para um atrator sincronizado, enquanto outras condigoes fazem as trajetorias
seguirem o atrator nao sincronizado. A figura 4.17 mostra a projecao, no espaco
bidimensional, dos dois atratores, onde o atrator superior é nao sincronizado e o
inferior é sincronizado.

O atrator caotico sincronizado é a representacao do sistema quando os oscila-
dores tém seu movimento idéntico, j4 quando cada oscilador se comporta de maneira

diferente, o atrator do sistema é outro, mostrando a biestabilidade existente.

0.4

0.3 =

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figura 4.16: Bacia de atragao do sistema para c; = 0,385. Cinza é a regiao do

atrator nao sincronizado e branca é a regiao do atrator sincronizado.

O tipo de sincronizacao aqui considerada é a sincronizacao completa, que
para este sistema pode ser menos robusta do que a sincronizacao apenas de freqiiéncia
vista com a presenca de ruido, anteriormente.

Aqui, devido a biestabilidade, a presenca da perturbacao aleatoria adicional

faz com que as trajetorias do sistema mudem de um atrator para outro, resultando
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na presenca de estados intermitentes, isto é, ocorrem estouros de estados nao sincro-
nizados, devido ao atrator nao sincronizado, intercalados com regioes laminares de

estados sincronizados.

Figura 4.17: Atrator nao sincronizado (superior) e atrator sincronizado (inferior) da

regiao biestavel do sistema para c, = 0, 385.

Sem a presenca da perturbacao, este comportamento nao aparece, portanto,
aqui, a intermiténcia existente ocorre devido a biestabilidade que o sistema possui
para alguns valores do parametro de acoplamento c;. A distribuicao dos estados
laminares, para uma quantidade de ruido de 0,01, somado a segunda equacao de 4.3,
pode ser verificada na figura 4.18, onde regioes laminares menores possuem uma dis-
tribuicao que é lei de poténcia, e uma outra regiao para fases laminares maiores onde
a distribuicao é uma cauda exponencial. Esta caracteristica pode levar a um caso
particular de intermiténcia, denominado intermiténcia “on-off” (ligado-desligado),
que é caracterizada por duas etapas principais. A primeira esta relacionada com o
sistema possuir estrutura de produto assimétrico, ou seja, na dinamica de um mapa
bidimensional, por exemplo, x depende de y, mas o inverso nao ocorre. A segunda
relaciona-se as regioes laminares ja citadas. Este tipo de intermiténcia é um resul-
tado da propria dinamica do sistema e na presenca de estados biestaveis, com um
atrator cadtico e outro nao caotico, a bacia de atracao do atrator caotico deveria ser

crivada [88]. Esta tltima caracteristica ndo é encontrada neste sistema, sendo que o
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aspecto intermitente aparece quando ruido é adicionado.
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Figura 4.18: Distribuicao de tempos laminares para c; = 0,384 e termo per-
turbativo da ordem de 0,01. Aqui a regressao linear tem a expressao: y =
0 O7314$(_1’0813i0’043).

Assim, com a variacao do parametro de acoplamento co, é possivel perceber
a presenca de dois atratores no sistema. Para alguns valores o atrator nao sincroni-
zado desaparece, dando lugar apenas ao atrator sincronizado. Para outras regioes,
0 oposto acontece, e para um pequeno intervalo deste parametro ocorre a biesta-
bilidade. Desta forma, além da presenca de sincronizacao, a perturbacao aleatoria
adicional mostrou que para a regiao onde nao existe sincronizacao completa, um
ruido 6timo existe para que este estado seja atingido, ja para o caso biestavel foi
possivel verificar que o mesmo ruido apenas faz com que as trajetorias saltem de um

atrator para outro, causando intermiténcia no sistema.



Capitulo 5

Rede de mapas acoplados a uma

fonte estocastica

Neste capitulo é abordado o estudo de uma rede de mapas acoplados entre si
e com um reservatorio térmico (fonte estocastica), através de acoplamento do tipo lei
de poténcia. A abordagem tem como principal interesse estudar o comportamento do
sistema tendo em vista que ele é parte deterministico e parte estocastico. A dinamica
do sistema é caracterizada via sincronizacao, intermiténcia, assimetria entre outros

aspectos.

5.1 Motivacao

Num primeiro momento o principal intuito deste trabalho foi descobrir um
valor minimo do tamanho da rede acoplada a sitios estocésticos, para o qual o sistema
representasse bem o limite termodinamico de um sistema com véarios mapas e com isso
diminuir o tempo computacional gasto. No encaminhamento do estudo percebeu-se
que o sistema, da forma que aqui se apresenta, fornecia um comportamento proximo
ao da rede estudada, apenas para um determinado valor de parametro, e com isto
passou-se a analisa-lo, dinamicamente, devido ao aspecto estocastico existente, re-
lacionado a presenca de sitios ruidosos. A parte estocastica do sistema é pensada,
fisicamente, como um reservatorio térmico atuando no restante da rede de forma
acoplada.

A motivacao surgiu de um trabalho de Carretero-Gonzéales e co-autores [89],
que usaram uma rede de mapas logisticos, com acoplamento de primeiros vizinhos,

para mostrar que em alguns casos é dificil distinguir uma rede deterministica, de

73
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dimensao alta, de um sistema estocéstico. Neste trabalho eles consideraram que
uma rede de 100 mapas, com condi¢cao de contorno periddica, representava bem o
limite termodinamico. A rede estudada por eles, diferentemente da que aqui sera
analisada, possui apenas acoplamento local de primeiro vizinho, sem a presenca do
termo de longo alcance. Entretanto, o mapa utilizado na rede era também, como
aqui, o mapa logistico. Para mostrar que o comportamento estocéstico pode ser
confundido com o deterministico de alta dimensao, eles colocaram ruido branco nos
dois sitios das extremidades e estudaram o comportamento da rede, verificando,
para este tipo de acoplamento, com 100 sitios, que realmente o comportamento dos
sistemas é bastante semelhante.

Aqui, praticamente a mesma situacao é estudada, no entanto, a forma de
acoplamento entre os sitios é de lei de poténcia, e o limite termodinamico da rede

com condi¢do de contorno periddica é conhecido e igual a 385 mapas [67].

5.2 O sistema

A rede aqui estudada é representada como em 2.7, uma rede de acoplamento
tipo lei de poténcia onde cada sitio é governado por um mapa logistico. No entanto,
diferente do que visto em 2.7, aqui uma parte da rede serd substituida por um

reservatorio térmico como explicado mais adiante.

5.2.1 O mapa logistico

O mapa logistico € um mapa de tempo discreto anidlogo a equacao de cres-

cimento populacional, dado por:

Tpi1 = raeg (1 —xy,), (5.1)

onde r é o parametro variavel do mapa.

Na literatura muito se conhece a respeito deste mapa [13], [33], e sabe-se que
para um valor de parametro r = 4, o mapa apresenta comportamento completamente
cadtico. Para r# 1 o mapa logistico apresenta dois pontos fixos, um em zero e o outro
dado por 1— %, sendo que o ponto zero é instavel para r > 1. Para qualquer valor de
r < 3, nao existem Orbitas periddicas com periodos maiores do que a unidade. Para
o intervalo 3 > r > 1, qualquer condicao inicial que satisfaca 1 > xy > 0 aproxima o
atratorde v = 1 — % [33], ou seja, o intervalo [0, 1] é denominado bacia de atragao do

atratorx = 1— % A partir do valor » = 3 ocorre uma duplicacao de periodos, ou seja,
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aumentando o valor do parametro r surgem oOrbitas de periodo dois, quatro, oito e
assim sucessivamente, até um periodo infinito por volta de r ~ 3, 56994 Isto acontece
devido ao fato de sua 6rbita tornar-se instavel. No intervalo 3, 56994 < r < 4 o mapa
tem um comportamento que varia entre cadtico e janelas periddicas, sendo que existe
um numero infinito de janelas que possuem estados periddicos de periodos grandes.

Neste capitulo trabalha-se sempre com r = 4, onde o mapa isolado apresenta

comportamento ca6tico, como ja mencionado anteriormente.

5.2.2 A rede acoplada

A equacao 2.7, representando o sistema em estudo, é mostrada através de
um esquema grafico na figura 5.1, onde uma rede de onze sitios esta representada.
Nesta rede cada sitio deve ter cinco ligagoes, tanto com os vizinhos da direita, quanto
com os vizinhos da esquerda. Estas ligacoes somente foram representadas para um
tnico sitio de forma que a figura nao ficasse repleta de linhas. Cada ligacao é de

menor intensidade quanto mais distante os sitios se encontram.

Figura 5.1: Figura esquemética representando a rede com condi¢cao de contorno

periddica.

Aqui, o trabalho realizado, tem o intuito de diminuir esta rede e modifica-
la utilizando um reservatoério térmico, isto é, da rede do exemplo, com onze sitios,
quatro sitios serao desprezados(os sitios do retangulo) e no lugar deles um reservatorio
é colocado. A nova rede assim, apresentard sete sitios como mostra a figura 5.2.
Cada sitio deve apresentar as mesmas cinco conexoes com seus vizinhos tanto da
direita quanto da esquerda. Sendo que para o sistema em estudo, neste capitulo, a

condicao de contorno nao é periddica, as ligacoes restantes sao feitas diretamente no
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reservatorio, o sitio ligado diretamente ao reservatorio tera de fazer todas as cinco
ligacoes, de um lado, ao proprio reservatorio e os demais sitios completarao as cinco
ligacoes obrigatorias, também através da conexao com o reservatorio.

Esta diminuicao da rede tem a vantagem de diminuir o tempo computacional
gasto, e aqui o principal interesse é verificar se esta rede menor, com sitios estocas-
ticos, apresenta o mesmo comportamento da rede maior, com condicao de contorno

periddica.

Figura 5.2: Modelo esquemético representando a rede a ser estudada.

O tipo de acoplamento utilizado neste capitulo, em particular, ¢ um acopla-
mento difusivo de primeiros e segundos vizinhos, com acoplamentos futuros nao-locais

aleatorios.

5.2.3 Comportamento do reservatoério

Devido ao fato de se considerar sempre redes com numero impar de sitios,
é importante aqui explicar que o reservatorio é constituido, no programa numérico,
como sitios que apresentam apenas uma dinamica estocastica durante todo o tempo
de iteracao, isto é, os sitios recebem valores randdémicos apenas, nao tendo nenhum
comportamento deterministico, ou seja, € um ruido colocado na rede que nao sofre
perturbacao dos sitios deterministicos. Como foram tratados como sitios no pro-
grama computacional este ruido adicionado serd sempre em nimero par para se
trabalhar com redes de tamanho de sitios impares. No entanto, como tém dinadmica
idéntica, funcionam, na pratica, como se fossem apenas um tnico, assim, sendo o
reservatorio térmico acoplado ao sistema.

Para demonstrar a situacao acima, ou seja, para se ter certeza de que a quan-
tidade de sitios nao afeta a dinamica do sistema, estudou-se varios valores de sitios
como sendo a dinamica estocastica do sistema. Os outros parametros permaneceram

fixos, considerando a distancia & variedade de sincronizacao como a quantidade a
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determinar esta situacao. A figura 5.3 mostra o comportamento do sistema perante

a variacao dos mapas no reservatorio.
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Figura 5.3: Comportamento do logaritmo da distancia quando da mudanca dos
mapas considerados como reservatorio. Aqui a rede deterministica possui 101 mapas,
sendo que ¢ = 1,0 e a = 0,47. Em (a) dois sitios estocasticos representam o
reservatorio, em (b) doze sitios representam o reservatorio, em (c) quarenta sitios e

em (d) duzentos e quarenta sitios.

Através dela é possivel verificar que grandes ou pequenas quantidades de
sitios atuando como reservatorio nao afetam o comportamento da distancia, sendo
que esta s6 é afetada por mudancas nos sitios de mapas logisticos ou de outros pa-
rametros. Dessa forma, para uma maior agilidade computacional utilizou-se sempre,

neste estudo, dois sitios estocésticos.

5.3 Variando a intensidade do acoplamento

Nesta secao serd abordado o estudo do sistema para o caso da rede ter o
parametro « fixo e € variando. Um primeiro aspecto a ser descoberto, ja reconhecida

a quantidade de reservatoérios, é um tamanho de rede para que a mesma tenha o
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comportamento do sistema acoplado com maior nimero de sitios, caso esta rede
exista.

Para buscar este tamanho, a medida de dispersao é utilizada, que tem a
mesma forma da distancia a variedade de sincronizacao. Primeiro analisa-se o com-
portamento da rede quando a = 0 e depois estuda-se a rede para um valor de «

diferente.

5.3.1 Caso de acoplamento global (campo-médio)

Para encontrar um valor de rede com reservatério que apresente o mesmo
comportamento de uma rede com vérios sitios, busca-se uma regiao de sincronizagao
do sistema para varios tamanhos de rede. Fazendo isso, é possivel verificar que para
o caso de a = 0, a rede com 385 sitios, sem reservatério, tem um comportamento
similar de sincronizacao ao de uma rede com 81 sitios, com reservatério até um
valor de ¢ =~ 0,5. Em outras palavras, o histograma da distancia tem o mesmo
aspecto, indicando que o caso de acoplamento global, isto é, & = 0, possuiu um
comportamento caracteristico.

Para valores de € menores que =~ 0,5 a rede com reservatorio deixa de ter
um comportamento semelhante ao de estados sincronizados de uma maneira suave,
enquanto a rede com condicao de contorno periddica sai da variedade de sincroni-
zacao de uma forma abrupta. Isto pode ser visto nas figuras 5.4 e 5.5. Os gréficos
apresentados nestas figuras mostram o comportamento da distribuicao da distancia
a variedade de sincronizagao tanto para a rede com condicao de contorno periodica,
quanto para a rede acoplada ao reservatorio. Os graficos mostram que a passagem de
comportamento sincronizado (distribui¢do com méaximo em —log(d) = 15) para nao
sincronizado, acontece de forma distinta, sendo que em ambos os casos essa transicao
acontece para € = 0, 05.

E importante salientar aqui que se esta trabalhando com o logaritmo da me-
dida de dispersao(distancia), portanto, y = —log(d), onde d é a distancia a variedade
de sincronizagao para o caso deterministico. Esta quantidade ja foi definida no capi-
tulo dois como sendo d = 0.(N), onde N é o niimero de sitios e o é o desvio padrao
da rede. Para o caso estocastico, esta quantidade ¢ uma medida de dispersao das re-
gioes de estados com comportamentos semelhantes aqueles de estados sincronizados,
em sistemas deterministicos.

Quando fala-se em ruido, o termo variedade de sincronizagao ja nao é mais

utilizado corretamente, desta forma, apesar do comportamento proximo entre as
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curvas dos dois sistemas, o comportamento dinamico é um tanto diferente.

100 T T | 5 | T T T
- 1 :
80 — 00 J] A -
L “: ....... 01 H - — 0.46 _
o 02 || IR R 0.462| |

> 60— 0.3 S ---+ 0.463
N nomn - == 045 [ o "‘ ''''' 0.464| 1
Q. aof i —- 0455H 2|il o 04651
It i g0 ~-- 0.466)

i

2011 7 7

O Y] L L
0 1 3

40 | T | T | T | T | T | T 1 | |.| | T | T | T
B — 0.467] 08_ l\, — 05| ]
P [N 0.468 i Kol pl .'|_l ....... 0.55 —
30 ---- 0.469 . - 06| -

~~ L |- 0.47 H 4l --- 07
0.6} ]
b 0l == 048 || I H |
--- 049 Qi

10?: o2H | —
0 : I ST T A B ) -'::’I ‘\1 1 [ | 1 |

0123456010 15 20 25 30

-log(d) -log(d)

Figura 5.4: Distribuicao do comportamento da distancia a variedade de sincronizacao
da rede sem reservatorio, para 385 mapas, variando o parametro £, com o parametro

a constante e igual a (0. O estado sincronizado da rede é atingido para € ~ 0, 5.

A sincronizacao completa de um sistema é uma caracteristica importante de
ser estudada, porque é um exemplo de transicao de fase de estados fora do equilibrio
[90]. E demonstrado, analiticamente [63], para esta situacdo de sincronizacio em
sistemas deterministicos, com acoplamento do tipo lei de poténcia, que no limite
termodinamico a transicao para estados sincronizados s6 é possivel para iteracoes
suficientemente grandes, ou a < a, — D, onde «. é o valor critico do parametro
a e D é a dimensdo da rede. E verificado também que esta transicio depende do
tamanho da rede.

No sistema aqui estudado é possivel observar, quando a = 0, que o limite
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constante e igual a 0. O estado sincronizado da rede é atingido para ¢ approx0, 464.
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termodinamico de uma rede deterministica é aqui atingido quando a rede possui 81
sitios, isto é, para este tamanho de rede um valor critico de epsilon proximo a 0,5 é
encontrado quando a = 0.

No entanto, este comportamento semelhante das redes s é valido para a re-
giao sincronizada. Fora desta regiao, a presenca do reservatorio destroi a supressao
de caos existente na rede de 385 sitios, como pode ser observado na figura 5.6. Esta fi-
gura mostra o comportamento dinamico da rede quando da variacao do parametro de
acoplamento €. Nela é possivel perceber que, fora da regiao de sincronizacao, a rede
com condicao de contorno peridédica apresenta uma dinamica mais rica. Isto é, além
do comportamento cadtico, para determinados valores do parametro de acoplamento,
a rede apresenta perda de comportamento cadtico. Esta situacao é denominada su-
pressao de caos e indica que, mesmo a rede sendo formada apenas por sitios caoticos,
o acoplamento entre eles, de alguma forma, faz com que a rede apresente comporta-
mento periddico ou quase periddico. Entretanto, quando a rede com o reservatorio
é analisada, esta regiao fora do estado sincronizado perde um pouco da dinamica,
fazendo com que a presenca do ruido nao permita relacionar a rede estocastica com
a rede deterministica de alta dimensionalidade. Assim, do ponto de vista apenas de
sincronizacao, a presenca do reservatério auxilia no tempo computacional, reduzindo
os calculos. Fora desta regiao, onde existe uma grande variedade dinamica, a pre-
senca do reservatorio modifica a rede, isto sempre levando em conta que o estudo é
feito para o caso de acoplamento global, ou seja, a = 0. Para outros valores, outros
comportamentos serao verificados.

Mesmo nao podendo falar sobre variedade de sincronizacao quando o sistema
é estocastico, alguns aspectos de sistemas deterministicos de alta dimensao podem,
em muitas circunstancias, nao ser distinguidos de sistemas estocasticos [89]. Este é
o caso, aqui, quando da presenca de estados intermitentes que o sistema se comporta
como se estivesse na variedade de sincronizacao. Em um sistema deterministico é
comum, para alguns valores de parametros, que exista um comportamento intermi-
tente do sistema. Aqui, mesmo nao existindo esta variedade propriamente dita, é
possivel verificar, pela medida de dispersao da rede, que a intermiténcia, comum em
sistemas deterministicos, também ocorre.

Mas o que exatamente é um comportamento intermitente? Imaginando uma
reta de valor constante e igual a zero, por exemplo, no comportamento da distancia
a variedade de sincronizagao de sistemas sincronizados, um sistema, sendo intermi-

tente, nao vai, ao longo do tempo, ter sempre este comportamento constante, sendo
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Figura 5.6: Diagrama de bifurcacao das redes com 385 sitios e condigoes de contorno
periodicas(em cima), e da rede de 81 sitios com o reservatorio(embaixo), usando a

distancia a variedade de sincronizacao como parametro da bifurcacao.
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que em alguns intervalos de tempo ele passa a ter estouros. Estes estouros sao uma
das caracteristicas de estados intermitentes, eles ocorrem entre comportamentos pe-
riédicos, também chamados laminares, de forma aleatoéria e acontecem quando um
parametro do sistema é variado, chegando a um valor critico. O tamanho das regioes
laminares existentes em um comportamento intermitente é determinada pelo tempo
T em que o sistema permanece nesta regiao. Por exemplo, supondo um sistema onde
o tempo é uma variavel discreta, o menor comprimento de fase laminar é a unidade,
assim, quando este valor ¢ atingido, considera-se que nao existe regiao intermitente,
ou seja, o sistema estid nao sincronizado. Quando o tempo 7 é o méaximo utilizado
para a iteracao da rede, existe apenas uma grande regiao laminar, aqui, o sistema
atinge seu estado sincronizado. Ja na regiao onde a intermiténcia ocorre, essas fases
laminares (ou tempo de iteragdo 7) variam entre a unidade e o valor méaximo, sendo
intercalados por regioes de estouros que indicam a saida do sistema da variedade de
sincronizacao.

Quando aumenta a diferenca entre o valor do parametro e seu valor critico,
a duracao média dos estados laminares diminui e o comportamento do sistema fica
menos periddico e os estouros ocorrem com mais freqiiéncia.

O termo intermiténcia foi usado em dindmica dos fluidos para descrever
sinais de investigacao em fluidos que alternavam entre porcoes suaves e porgoes que
possuiam explosoes, interpretados como estados laminares e turbulentos no fluido
[91]. Um modelo de intermiténcia em termos de sistemas dinamicos foi dado por [75]
e visto no capitulo anterior como forma de rota para o caos.

A intermiténcia que aqui acontece, além de surgir devido a alta dimensao
do sistema, também pode ocorrer devido a parte estocastica da rede. Este compor-
tamento intermitente pode ser analisado através da figura 5.7, onde os tamanhos
das regides fora dos estouros(regides laminares) sdo contadas e relacionadas com os
valores de . Através da figura 5.7 é facil verificar que para valores de € menores
que 0,38 nao existem estados sincronizados, nem que estejam proximos a ele. En-
tre este valor e 0,46 ocorrem estados intermitentes e quando € > 0,464, atinge-se o
estado sincronizado da rede, ou seja, encontra-se um valor critico de € para a rede
estocastica de 81 sitios, que é proximo ao valor encontrado na rede deterministica
de 385 sitios |63], [67]. Nesta regido de sincronizagio ira existir apenas um plato de
tamanho idéntico ao tempo de iteracao do sistema.

Assim, com o valor de @ = 0, para estados sincronizados, a motivacao do

trabalho foi obtida. Entretanto, para valores de « diferentes de zero, o reservatorio
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Figura 5.7: Tamanho das fases laminares versus o parametro €. Rede estocastica

com &1 sitios e v = 0.

térmico nao atua apenas de forma a diminuir o tamanho da rede, mas influi em toda
a dindmica do sistema. Este fato pode ser observado a seguir, quando estuda-se
a = 0,5 (um valor de parametro quando ¢ = 1,0, no sistema deterministico, de

estado sincronizado).

5.3.2 Estudando um caso de parimetro de alcance maior

Para a rede estocastica em estudo, um valor de a = 0,5, independente do
valor de ¢, faz com que a rede jamais atinja um estado sincronizado, diferente do que
acontecia para o caso anteriormente estudado. Além disso, para a rede determinis-
tica, existe um valor critico de € para o qual o sistema apresenta sincronizagao [67|.
Ambas as situagoes podem ser verificadas pelo diagrama de bifurcacao da figura 5.8.

Esta figura ajuda a perceber o comportamento da “variedade de sincroniza-
¢ao” quando da presenca de ruido no sistema. No grafico superior, sem a presenca
de sitios estocasticos, a variedade de sincronizagao existe e é atingida para um valor
critico de ¢, ja no caso apresentado no grifico de baixo, a regiao de sincronizacao
nao é atingida ja que o comportamento da dispersao(distancia a variedade de sin-
cronizagao) tem um valor grande se comparado as tolerancias até aqui utilizadas.

Assim, imagina-se que a presenca do reservatorio, nesta rede, para valores
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385 sitios sem reservatorio. Embaixo 81 sitios com reservatorio.
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maiores de «, contribua para que a regiao do espaco que no sistema deterministico
é a variedade de sincronizacao, seja mais dificil de ser atingida, ou seja, a presenca
de ruido nos sitios vizinhos faz com que as trajetorias do sistema nao se aproximem
desta regiao, principalmente quando o acoplamento tende a ser local, j& que quanto
menos vizinhos a rede tiver, mais estocastico sera seu comportamento. Esta situagao
é verificada para qualquer valor de « diferente de zero quando o parametro ¢ é

variado.

5.4 Comportamento do sistema variando o alcance

do acoplamento

Aqui o parametro ¢ é fixo e igual a um e varia-se o parametro « desde valores
muito pequenos até valores consideravelmente altos, sendo que a = 0 ja foi tratado

na secao anterior.

5.4.1 Rede “pequena”

Aqui novamente faz-se comparacoes entre a rede estocastica de 81 sitios e
a rede deterministica de 385 sitios. Sabe-se de [63|, [67] que a regidao sincronizada
¢ bem definida para os valores de parametros estudados, isto é, a passagem dos
estados sincronizados para nao sincronizados é bem abrupta, e pode-se considerar
que o sistema esta sincronizado até o valor de a = 0, 8, o que nao é verificado no caso
da rede estocastica como pode ser visto na figura 5.9. Novamente aqui utilizou-se o
conceito de distancia para analisar o sistema. Para esta situacao em estudo deixa-se
€ = 1,0 e varia-se o valor do parametro o desde valores muito proximos a zero até
um ntimero relativamente alto, igual a 100.

E possivel verificar, através da figura 5.9, que as curvas, com o aumento do
parametro «, nao possuem uma mudanca abrupta, isto é, elas se modificam lenta-
mente. Isso mostra que quando se estd trabalhando em um sistema nao totalmente
deterministico, a variedade de sincronizacao pode nao existir. Entretanto, existe
uma regiao no espaco de fase que tem o mesmo papel desta variedade, sendo maior
quanto maior o valor do parametro a.

Do ponto de vista de sistemas dinamicos nao-lineares, nao se pode falar em
variedade de sincronizacao para o sistema acoplado a um reservatorio térmico. No

entanto, a rede aqui estudada comporta-se como se estivesse em uma regiao em que
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o parametro «, com o parametro € constante e igual a 1.
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suas trajetorias sao continuamente levadas a esta regiao, para que o sistema de varios

sitios esteja dinamicamente comportando-se como se fosse apenas um tinico mapa.

5.4.2 Uma comparacao entre as redes com e sem reservatorio,

fazendo a variacao do parimetro de alcance.

Através do estudo aqui feito, é possivel verificar que a mudanca lenta entre
as curvas da medida de dispersao do sistema esta diretamente relacionada ao com-
portamento do sistema perante o reservatorio térmico. O ruido constante, presente
na rede, pode fazer com que esta regiao do espaco que possui uma caracteristica se-
melhante a variedade de sincronizacgao, seja maior ou menor, conforme o parametro
¢ modificado. Dessa forma, mudancas continuas no parametro « levam também a
mudancas continuas nesta regiao do espaco, fazendo com que as curvas nao tenham
uma mudanca repentina. Este comportamento pode ser visto na figura 5.10, onde os
sistemas com e sem reservatorio sao plotados tanto para uma rede de 81 sitios, como
para uma rede de 385 sitios. Nestes graficos utiliza-se a distribuicao da distancia a
variedade de sincronizacao e considera-se o menor valor desta distribuicao, ou seja,
para cada valor do parametro de alcance o considerado, o valor minimo da distribui-
cao é avaliado de forma a verificar como a variedade de sincronizacao se comporta
perante a presenca de ruido. Esse valor minimo da distribuicio é C na figura 5.10. E
possivel perceber, através do grafico mencionado, que a variedade de sincronizacao
existente no sistema deterministico tende a variar sua dimensao quando algum ruido
é adicionado no sistema. Os tamanhos de rede utilizados para estudar os sistemas
foram escolhidos porque uma rede sem reservatorio, com 385 mapas, esta no limite
termodinamico [67] e para 81 sitios, com reservatorio, e « = 0, o comportamento de
ambos os sistemas é idéntico. Portanto, para o que se era esperado no inicio da pes-
quisa, estes foram os valores considerados e depois continuaram sendo empregados
para os estudos aqui realizados.

Assim, é verificado através da figura 5.10, que independentemente do tama-
nho da rede, a transicao de estados das redes permanece idéntica, ou seja, quando o
sistema é deterministico(sem reservatorio), a variedade de sincronizagdo é bem de-
terminada e os estados sincronizados perdem sua estabilidade de maneira abrupta,
enquanto na rede nao deterministica(com reservatorio) como a variedade de sincroni-
zacao nao pode ser realmente definida, o comportamento é suave na transicao entre
as regioes.

Para verificar este comportamento semelhante da regiao de sincronizacao
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Figura 5.10: Comparacao do comportamento do valor minimo da distribuicao da
distancia a variedade de sincronizacao dos sistemas com e sem reservatorio para dois
tamanhos de rede. Em (a)N-—81 e em (b) N-385.

entre os sistemas com e sem reservatorio, é também importante analisar os gréficos
de campo médio e da variancia do campo médio dos sistemas. O campo médio é

representado por,

onde z; é um observavel do i-ésimo sitio. A presenca de sincronizac¢ao no sistema,
através do campo médio, se d4 quando, para um valor critico do acoplamento, as
oscilagcoes do campo médio sao grandes; ji quando as oscilacdes de campo médio
sao pequenas e desaparecem no limite termodinamico, considera-se uma passagem
para estados nao sincronizados [92]. A transigao de estado nao sincronizado para
sincronizado é freqiientemente analisada através de analogias com transicoes de fase,
sendo que a variancia do campo médio pode também mostrar essa transicao.
Assim, através do campo médio e da variancia, que sao analisados nas figuras
5.11 e 5.12, é facil verificar que mudando o valor do parametro «, os dois sistemas
comportam-se muito semelhantemente, ou seja, o campo médio para o sistema sin-
cronizado varia entre () e 1, ocorrendo o mesmo para o sistema que esta acoplado
ao reservatorio térmico. Da mesma forma, para valores de a em que o sistema sem
reservatorio nao apresenta sincronizacao entre os sitios, o campo médio oscila muito

pouco, ocorrendo 0 mesmo para o sistema que nao é totalmente deterministico. Com
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este resultado pode-se perceber que, mesmo nao sendo possivel falar em variedade
de sincronizacao na presenca de ruido, mais uma vez verifica-se que quando existe
ruido, uma regiao do espaco, neste sistema, tem o comportamento dinamicamente
semelhante a esta variedade no sistema deterministico.

As figuras 5.13 e 5.14 mostram a média, a varidncia e a assimetria (que
é o terceiro momento da distribuigao) da série da distancia versus o parametro «.
Através delas é também possivel verificar a mudanca abrupta entre os estados sin-
cronizados e nao sincronizados da rede sem reservatorio e a mudanca continua destes
estados na rede acoplada ao reservatorio. Além disso, através da variancia e da as-
simetria este comportamento é confirmado, mostrando inclusive que para o caso da
rede sem reservatoério sao poucos os valores em que a curva é simétrica, ocorrendo
o mesmo na rede com reservatorio. Este comportamento acontece provavelmente
devido ao fato, no caso com reservatorio, pela presenca do ruido e do valor do para-
metro a que influenciam diretamente o comportamento da regiao do espago onde o

sistema possui um comportamento semelhante a um estado sincronizado. No sistema
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sem o reservatorio isso acontece porque a distribuicao da distancia a variedade de
sincronizacao nao é simétrica devido ao seu proprio comportamento relacionado as
trajetorias, ou seja, quando uma condicao inicial estd proxima a esta regiao, mais
rapidamente ela converge para esta variedade.

Uma outra forma de verificar este comportamento intermitente é através do
tamanho das fases laminares, figura 5.15, onde nao se tem, com a variacao de «, em
um determinado intervalo, um comportamento constante. Este grafico mostra que
para valores de @ maiores que = 1, 0, o sistema est& nao sincronizado, ja para valores
de a = 0,05, o sistema atinge a sincronizacao. Entre estes valores do parametro de

alcance «, quando ¢ = 1,0, o sistema possui comportamento intermitente.
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Capitulo 6
Conclusoes

A elaboracao desta tese foi feita através de trés sistemas distintos. Dois
sistemas de mapas acoplados e uma rede de dois osciladores de Liénard acoplados.

No capitulo trés estudou-se o comportamento de uma rede acoplada a sitios
aleatorios com trés mil mapas cadticos acoplados e condicoes de contorno periodicas.
Através deste estudo foi possivel verificar que uma rede com poucos mapas produzia
um comportamento distinto no que diz respeito a estados sincronizados, isto é, algu-
mas condicoes iniciais sincronizavam antes, o que para o intuito do estudo nao era
viavel. Desta forma, apesar de um tempo computacional mais longo ser despendido,
preferiu-se trabalhar com uma rede maior, fazendo com que o estudo da rede fosse o
mais perto possivel de um modelo que representasse bem um sistema real.

Através do estudo da rede de mapas acoplados foi possivel perceber que
a probabilidade, isto ¢, £, que depende das ligagoes aleatorias na rede, tem um
comportamento muito semelhante ao do parametro de alcance a em uma rede que
apresenta acoplamento do tipo lei de poténcia. FKEssa semelhanca diz respeito ao
comportamento sincronizado da rede, isto é, um niimero de ligacoes aleatorias grande
faz com que o sistema tenha uma grande semelhanca com o sistema de lei de poténcia
quando o = 0. A entropia do sistema diminui com o aumento do parametro ¢ para
um tamanho fixo de rede e também para um nimero fixo de ligacoes aleatorias.
O mesmo ocorre para um valor fixo do parametro € e aumentando o nimero de
ligacoes aleatorias entre os sitios. Este fato indica que, para as condigoes citadas,
uma sincronizacao entre os mapas esta ocorrendo, levando a um estado mais bem
comportado. Além disso, foi possivel observar valores de parametros que mostram
estados nao sincronizados e sincronizados da rede, sendo verificado que valores do

parametro € menores que 0,75 (o valor critico) ndo levam o sistema a sincronizagao
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do tipo completa dependendo do valor de p. Também foi percebido que o aumento de
apenas uma ligacao aleatéria por sitio pode mudar completamente o comportamento
da rede.

O capitulo quatro abordou um acoplamento entre dois osciladores de Lié-
nard. Neste capitulo foram estudados varios aspectos do acoplamento. Situacoes
de acoplamento unidirecional e bidirecional sendo que os osciladores eram diferentes
e também comportamento do sistema para osciladores idénticos, com acoplamento
unidirecional, na presenca de ruido. Os primeiros resultados mostraram um com-
portamento, quando do acoplamento unidirecional forcado de osciladores diferentes,
onde o sistema numérico perde o sombreamento de sua trajetoria real devido a pre-
senca da variabilidade da dimensao instavel. Para o sistema em questao, a passagem
do segundo expoente de Lyapunov por zero traz uma caracteristica de regiao alta-
mente instavel, fazendo com que o sistema passe a apresentar perda de confiabilidade
na trajetoria numérica. Quanto mais proxima a uma distribuicao gaussiana estes ex-
poentes forem, mais forte a caracteristica da presenca de variabilidade da dimensao
instavel (VDI), ou seja, nimero variado de dimensdes instéaveis. Para sistemas hiper-
bolicos, a presenca de VDI causa a perda da hiperbolicidade. No entanto, no sistema
abordado ja nao-hiperbodlico, a presenca de VDI faz com que, para certos valores do
acoplamento, o sistema fisico-matematico nao seja realmente confiavel para descrever
um sistema real.

Além disso, sabendo-se algumas caracteristicas de rotas para o caos do os-
cilador desacoplado, fez-se também o estudo destas rotas para o sistema acoplado
bidirecionalmente, e também o comportamento deste sistema perante a presenca de
um ruido branco. Foi verificado que para certos valores do parametro ¢y de acopla-
mento, o sistema atingia o caos através de rota de intermiténcia tipo I. Nesta situacao,
um ponto fixo instavel e um estavel se uniam formando uma explosao cadtica. Este
acontecimento foi verificado através dos mapas de retorno da série temporal do sis-
tema, e também através do expoente do tempo médio de estouros, que para este caso
de intermiténcia tem o valor de % O estudo do cenario de Ruelle-Takens também foi
estudado e percebeu-se que para certos valores do parametro de acoplamento cs, a
rota via duplicacao de periodo também ocorre, nao sendo, no entanto, estudada mais
minuciosamente. Depois disso, introduziu-se uma perturbacao no sistema dos dois
osciladores, e passou-se a analisar o comportamento destas rotas quando da presenca
desta perturbacao. O ruido, no caso intermitente, s6 comeca a modificar o sistema

quando seu valor é da ordem de 107°. Antes disso, o sistema, sendo cadtico, nao
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sente a presenca do ruido branco adicionado ao sistema. Quando o ruido aumenta,
a caoticidade local cresce e na passagem para estado cadtico, o sistema passa a nao
ter mais rota de intermiténcia tipo I.

Os osciladores idénticos também foram analisados. Através deles percebeu-
se a presenca de um ruido 6timo, por volta de 0,01, para o sistema atingir um estado
de sincronizacao completa. Percebeu-se que para um determinado valor de ruido, o
sistema atingia a variedade de sincronizacao mais facilmente, ou seja, nesta situacao
um tipico caso de estado mais coerente com a presenca de ruido. Além disso, estudou-
se também a regiao biestavel do sistema, percebendo que a presenca de ruido nesta
regiao produzia estados intermitentes.

O capitulo cinco trouxe o estudo de mapas logisticos cadticos acoplados entre
si a sitios estocasticos, através de um acoplamento tipo lei de poténcia. Devido a
forma como a estocasticidade foi introduzida no sistema, estes sitios ruidosos foram
denominados reservatorio térmico, ja que influenciavam a rede como um todo de
forma nao deterministica. Aqui foi percebido que a presenca de sitios estocasticos
na rede faziam com que a transicao entre estados sincronizados e nao sincronizados
acontecesse de maneira continua, enquanto para um caso de rede com condicao de
contorno periddica esta transicao acontecia de maneira mais abrupta. Percebeu-se
também que para o valor do parametro @ = 0, uma rede com poucos sitios acoplada
ao reservatorio, possui um epsilon critico muito préoximo ao da rede com muitos sitios
sem o reservatorio e com condicao de contorno periddica. Nesta situacao a presenca
do reservatorio nao modificou o comportamento do sistema e fez com que os sitios es-
tocésticos funcionassem como uma fonte para chegar a um comportamento de limite
termodinamico com uma rede de menor tamanho. Outra situacao observada é que,
mesmo nao existindo uma variedade de sincronizacao quando o sistema apresenta
comportamento estocastico, o comportamento de estados sincronizados acontece de
forma muito semelhante entre sistemas deterministicos e nao deterministicos, fato
que foi possivel verificar através da variancia, do parametro de ordem, e também do
campo médio da rede.

Um outro aspecto estudado neste sistema foi a presenca de estados intermi-
tentes que mostraram a presenca de regioes laminares entre estados sincronizados e
nao sincronizados, ou seja, regioes de instabilidade presentes na regiao que possuem
comportamento semelhante a da variedade de sincronizacao. Foi verificado também
que para valores do parametro a = 0,5, nenhum comportamento sincronizado apa-

rece na rede, independentemente do valor do parametro . Isto pode significar que
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os sitios estocésticos, mesmo com o parametro tendendo a um comportamento mais
local, se comportam como sitios que tiram o sistema de um comportamento mais
regular, o que de certa forma é o que se imagina.

Através do que foi aqui analisado percebeu-se o quanto os sistemas dinami-
cos nao lineares estao cada vez mais presentes em situacoes bioldgicas e realmente
cotidianas. Pode-se verificar que tanto os mapas, quanto os osciladores, sao modelos
bem razoaveis para ajudar na compreensao de varios comportamentos existentes na
natureza, tanto do ponto de vista fisico como também biologico e de outras areas. O
caos espaco-temporal pode ser estudado e analisado nos trés sistemas apresentados
nesta tese.

Em trabalhos futuros, do ponto de vista dinamico, pode-se considerar o
estudo de estados sincronizados para outros valores de parametros, no estudo dos
osciladores e uma anélise mais apurada do atrator ca6tico. No caso das redes de
mapas, muitas situacoes ainda podem ser analisadas, por exemplo, calcular os expo-
ente de Lyapunov para o caso nao deterministico e avaliar, através dele, com mais
clareza, o que acontece na regiao que apresenta comportamento caracteristico ao da
variedade de sincronizacao. Além disso, pode-se tentar entender como a entropia e a
dimensao de Lyapunov se relacionam neste sistema, trabalhar com uma rede maior
para diferentes valores do parametro € e descobrir como o sistema se comporta.

Continuando neste intento, mas pensando em uma situacao mais aplicada,
pode-se analisar, no caso de osciladores, outros modelos de equacoes diferenciais que
tenham comportamento mais semelhante ao comportamento cardiaco, para com-
paracoes entre dados clinicos reais, que possam ajudar na descoberta de algumas
caracteristicas especificas de determinadas anomalias. Este estudo pode ser feito
através de séries temporais, buscando comportamentos semelhantes entre dados do
modelo dinamico e dados obtidos de pacientes. Pode-se analisar este mesmo sistema
de osciladores para outros valores de modos normais e verificar como ele se comporta
perante esta mudanca, trazendo ou nao, maiores semelhancas com diagnosticos cli-

nicos.
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