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RESUMONeste trabalho 
onsidera-se vários aspe
tos dinâmi
os de sistemas não-lineares.São abordados três sistemas a
oplados diferentes. Duas redes de mapas a
oplados eum sistema de dois os
iladores de Liènard a
oplados, todos os três sistemas são estu-dados 
om o objetivo de re
onhe
er as suas dinâmi
as, determinando novas relaçõesentre eles que ainda não têm sido estudadas na literatura.A primeira rede de mapas estudada tem algumas 
ara
terísti
as de umarede de pequeno mundo, sendo que a rede é analisada através de suas ligações deprimeiros e segundos vizinhos e também de ligações aleatórias que são introduzidas narede. Aqui determina-se estados sin
ronizados, a entropia do sistema e os resultadosobtidos são 
omparados 
om os de outra rede 
om a
oplamento di tipo lei de potên
ia,que já foi analisada analiti
amente.A outra rede estudada possui a
oplamento do tipo lei de potên
ia e é tam-bém a
oplada a sítios esto
ásti
os, veri�
ando o que o
orre no sistema na presençadestes sítios. Nesta rede pro
ura-se um valor mínimo de mapas que represente bemo limite termodinâmi
o e também estuda-se outros aspe
tos 
omo sin
ronização eintermitên
ia.O sistema de dois os
iladores a
oplados é estudado através de diferentesformas de a
oplamento e 
om diferentes valores de parâmetros. Neste sistema analisa-se o 
omportamento dos expoentes de Lyapunov, o que o
orre ao sistema na presençade uma perturbação aleatória e também estuda-se alguns estados sin
ronizados nosistema.
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ABSTRACTIn this work some dynami
s aspe
ts about nonlinear systems are 
onsidered.Three di�erent 
oupled systems are studied. Two 
oupled map latti
es and onesystem with two Liènard os
illators.The �rst 
oupled map latti
e studied has some 
hara
teristi
s of a smallworld model. This latti
e is analyzed by its 
ouplings with �rst and se
ond neighborsand with random 
ouplings whi
h are introdu
ed in the latti
e. Here also syn
hroni-zation and entropy are studied. The latti
e is 
ompared with another latti
e studiedanaliti
ally.The se
ond latti
e studied here has power-law 
oupling and it is also 
oupledto sto
hasti
 sites. In this latt
e a minimum value os sites is veri�ed to representthe thermodynami
 limit. Besides, syn
hronization and intermitten
y are studied.The 
oupled os
illators are studied through di�erent 
ouplings and for di�e-rent parameters values. The bahavior of Lyapunov exponents, the presen
e of noiseand syn
hronization states are analyzed in this system too.
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Capítulo 1IntroduçãoSistemas dinâmi
os são muito estudados por serem de grande valia na mo-delagem e 
onseqüente estudo e 
ompreensão em diferentes áreas 
ientí�
as. Podemser de�nidos 
omo um 
onjunto de objetos agrupados que possuam alguma interde-pendên
ia e que, 
om a variân
ia do tempo, existam relações de 
ausa e efeito nosfen�menos que o
orrem 
om os elementos desse 
onjunto [1℄. São exemplos de siste-mas dinâmi
os um 
ir
uito elétri
o, o sistema nervoso de um 
rustá
eo, o e
ossistemade uma �oresta, o 
omportamento e
on�mi
o da bolsa de valores, entre outros.Os sistemas dinâmi
os podem ser 
lassi�
ados de várias formas, quanto àvariável temporal podem ser de tempo 
ontínuo, sendo representados por equaçõesdiferen
iais, e de tempo dis
reto, sendo para este 
aso, representado por mapas.Podem também ser lineares ou não-lineares, 
om parâmetros �xos ou variáveis notempo. Esta tese estuda dois tipos de sistemas dinâmi
os, os de tempo 
ontínuo eos de tempo dis
reto não-lineares, que serão melhor expli
ados no 
apítulo seguinte,onde apare
erá o que eles são, e 
omo podem ser utilizados, de forma a modelarsistemas reais. De uma forma geral, esta tese aborda o estudo de sistemas dinâmi
osnão-lineares através de re
ursos 
omputa
ionais. O interesse em analisar diferentessistemas e seus 
omportamentos dinâmi
os vem do fato de se saber que muitos even-tos existentes na natureza, podem, de uma forma satisfatória, ser modelados porequações matemáti
as e desta forma a
abam sendo melhor e mais profundamente
onhe
idos.Analisar sistemas dinâmi
os, não signi�
a, de fato, saber expli
ar diversos
omportamentos naturais, mas pode signi�
ar, de 
erto modo, a aprendizagem de
omo tratar 
ertos dados para poder estudá-los de forma 
orreta e de modo a se fazerprevisões favoráveis ao avanço da te
nologia.1



2Estudos 
om os
iladores não-lineares têm trazido uma nova 
ompreensãopara estruturas dinâmi
as da natureza. Eles podem levar ao entendimento de queum simples os
ilador não-linear, de baixa dimensão, mostra ri
as e 
ompli
adas dinâ-mi
as que podem se transformar em 
omportamentos 
aóti
os, 
om apenas a variaçãode um parâmetro de 
ontrole [2℄. Eles podem tentar prever futuros a
onte
imentos
ienti�
amente, re
onhe
endo as regras que governam as mudanças [1℄. Um sis-tema dinâmi
o muito 
onhe
ido na literatura é o modelo de Malthus, onde N(t)representa o número de indivíduos de uma determinada espé
ie, distribuídos unifor-memente numa área geográ�
a, em um tempo t. Neste modelo estuda-se a variaçãoda espé
ie 
onsiderando número de nas
imentos, morte e aspe
tos migratórios. Apósalguns estudos per
ebeu-se que este modelo não era bom para este tipo de situação.Outros modelos dinâmi
os podem ser a representação de uma força atuando em um
orpo, a representação de aspe
tos 
limáti
os ou até mesmo a relação existente entreo 
omportamento de alguns órgãos do 
orpo humano.Sabe-se hoje que a análise de modelos matemáti
os pode, por exemplo, reve-lar, algumas vezes, aspe
tos importantes de problemas biológi
os. E embora possampare
er simples, análises de modelos matemáti
os podem requerer algumas té
ni-
as um pou
o mais so�sti
adas para a interpretação e 
orreta apli
ação [3℄. Estasanálises podem levar em 
onta equações que são de fá
il análise, ou até mesmo autilização de super 
omputadores que não são de fá
il a
esso.Os trabalhos existentes em sistemas dinâmi
os não-lineares vêm 
res
endo
om o passar dos anos, mas tiveram seus primeiros a
hados em um trabalho de me-
âni
a 
lássi
a, investigado por Henri Poin
arè em 1892, o problema de três 
orpos[4℄. Além disso, o 
on
eito de atrator 
aóti
o surgiu de um trabalho meteorológi
ode Lorenz em 1963 [5℄, nesta épo
a, enquanto Lorenz 
oletava dados 
limáti
os eos analisava numeri
amente através de três equações diferen
iais ordinárias de pri-meira ordem, des
obriu, quase por a
aso, que para determinados sistemas, 
ondiçõesini
iais muito próximas, podiam, 
om o passar do tempo, possuir 
omportamentosmuito diversos, isto é, todas as soluções não periódi
as en
ontradas eram instáveis,ou seja, sofriam �utuações irregulares sem quaisquer elementos de randomi
idadeserem introduzidos externamente [6℄. Foi a partir de então que muitos trabalhos naárea de 
aos 
omeçaram a surgir.A existên
ia de regimes 
aóti
os em sistemas 
om pou
os graus de liberdadetem sido um in
entivo na 
ara
terização de dinâmi
as 
omplexas. Sistemas 
omoredes neurais, reações quími
as, dinâmi
as popula
ionais, entre outras, são sistemas



3que possuem muitos graus de liberdade. Para estes tipos de sistemas poderem sermodelados, a extensão espa
ial é introduzida aos modelos matemáti
os de forma arela
ionar a geometria do problema 
om os seus graus de liberdade.Caos em um sistema dinâmi
o é 
ara
terizado pela presença de ao menos umexpoente de Lyapunov positivo. Estes expoentes nada mais são do que os módulosdos logaritmos naturais dos autovalores do produto da Ja
obiana do sistema emestudo [7℄, que quanti�
am a taxa de 
ontração ou expansão do sistema dissipativo.Uma 
ara
terísti
a importante do movimento 
aóti
o é que uma informação
ompleta quanto à posição ini
ial aumenta rapidamente 
om a evolução da trajetória[8℄, ou seja, medidas aproximadas e su
essivas sobre o sistema forne
em um aumentode informação, 
aso o sistema seja 
aóti
o.Aqui, além do estudo de sistemas 
aóti
os, os diferentes sistemas serão ana-lisados através de seus 
omportamentos via sin
ronização, variedades estáveis e ins-táveis, presença de ruído, entropia e outras variáveis dinâmi
as que serão abordadasquando assim se �zerem ne
essárias. Con
eitos importantes da área serão revisadosem um 
apítulo a parte, de forma que a tese seja melhor 
ompreendida.Con
eitos 
omo os men
ionados a
ima e outros, 
omo por exemplo atratoresestranhos, muito longe de serem não usuais, 
omo poderia ser imaginado por leigos,podem ser mapas dinâmi
os de �utuações saudáveis no 
oração, 
érebro ou outroqualquer órgão observado sob muitas 
ir
unstân
ias [9℄. O estudo de sistemas dinâ-mi
os pode, in
lusive, ajudar em áreas 
omo a medi
ina e a �siologia, onde 
aos eestruturas fra
tais podem mudar radi
almente a visão entre saúde e doença [9℄.Em 
ada 
apítulo o prin
ipal intuito é o de estudar modelos físi
os que pos-sam, de alguma forma, apresentar aspe
tos que ajudem na 
ompreensão de situaçõesreais presentes na natureza. Na medida do possível os modelos são 
ara
terizados�si
amente de forma que não apenas o aspe
to dinâmi
o seja importante.O 
apítulo dois faz uma breve revisão sobre 
on
eitos dinâmi
os que são úteispara 
ompreender alguns 
omportamentos estudados no de
orrer do trabalho.O 
apítulo três trata de um sistema de rede tipo pequeno mundo 
om mapas
βx 
aóti
os a
oplados. Pro
urou-se um tamanho adequado da rede para realizar oestudo, e em seguida, partiu-se para o estudo de sin
ronização da rede e tambémforam feitas 
omparações deste sistema 
om outro tipo de rede βx 
om a
oplamentotipo lei de potên
ia, estudada analiti
amente na literatura [10℄. Neste 
apítulo omaior interesse foi o de bus
ar o 
omportamento do sistema diante das ligaçõesaleatórias introduzidas nos sítios, estudando 
omo estas in�uen
iam a dinâmi
a da



4rede. No 
apítulo quatro é apresentado um sistema 
omposto de dois os
iladoresdo tipo Liènard a
oplados, onde se estuda os tipos de rotas que levam a um 
omporta-mento 
aóti
o quando o sistema é estudado através de um a
oplamento bidire
ional.Estuda-se também a presença de uma perturbação aleatória no sistema e a perdade 
on�abilidade nos resultados numéri
os em determinados valores de parâmetrospara os quais o sistema apresenta variabilidade da dimensão instável, 
on
eito esteque será apresentado em maior detalhes no 
apítulo dois. Este sistema foi estudadode forma a dar 
ontinuidade ao que havia sido estudado na dissertação de mestrado,onde o sistema foi estudado modelando o 
omportamento dos nodos 
ardía
os e ondese estudou as possíveis sin
ronizações dos os
iladores rela
ionando-as 
om possíveisarritmias 
ardía
as [11℄. Neste 
apítulo deu-se prin
ipal ênfase no 
aso de os
iladoresidênti
os e também 
om a
oplamento bidire
ional, ou seja, um a
oplamento onde osos
iladores se in�uen
iam mutuamente.O 
apítulo 
in
o volta a apresentar uma rede de mapas a
oplados, aqui,mapas logísti
os a
oplados a um reservatório térmi
o. Bus
a-se um tamanho derede que, 
om o reservatório, substitua uma rede de limite termodinâmi
o e faz-se análises sobre sin
ronização e similaridade entre os sistemas, 
om a mudança de
ertos parâmetros, bus
ando um melhor desempenho 
omputa
ional, isto é, menortempo gasto em 
ál
ulos e estudando a presença de sítios esto
ásti
os na rede.Finalmente, o 
apítulo seis traz as 
on
lusões do trabalho juntamente 
omalguns 
omentários a respeito de trabalhos que ainda podem ser feitos futuramente,dando 
ontinuidade ao que aqui foi estudado.O trabalho, de forma geral, foi feito através de métodos numéri
os, usando Ce FORTRAN 
omo linguagens de programação. No 
apítulo quatro, que é estudado
om equações diferen
iais, o integrador utilizado é baseado no método de Adams de
12a ordem [12℄. As simulações foram feitas dentro de departamento de físi
a da UFPRe também 
om a utilização do CLUSTER CT-INFRA. Os tempos de exe
ução dosprogramas variaram de sistema para sistema e também variaram 
om relação ao tipode quantidade que se está analisando. Em alguns 
asos os programas levaram apenasalguns segundos para serem exe
utados, enquanto para outras situações levaram diase até semanas.De uma forma generalizada, esta tese apresenta três sistemas distintos, ondeo 
aos espaço-temporal é estudado. Cada sistema é analisado através de seu 
om-portamento dinâmi
o e quando possível, alguma relação 
om sistemas reais é feita.



5Bus
a-se entender o 
omportamento 
aóti
o dos sistemas, prin
ipalmente 
om rela-ção a aspe
tos sin
ronizados que são relevantes, por exemplo, no estudo da teoria deinformação e 
omuni
ação segura.



Capítulo 2Con
eitos fundamentaisNeste 
apítulo serão abordados 
on
eitos bási
os de dinâmi
a não-linear queserão de grande importân
ia para a 
ompreensão dos próximos 
apítulos desta teseque in
luem tanto sistemas de mapas, quanto sistemas de os
iladores.2.1 Mapas e Fluxos2.1.1 FluxosOs os
iladores, que podem ser representados por equações diferen
iais, sãosistemas dinâmi
os onde a variável temporal evolui 
ontinuamente, sendo que tam-bém suas variáveis de espaço e estado são 
ontínuas. Ao invés de expressar o estado
orrente 
omo uma função do estado anterior, 
omo em um mapa, um �uxo expressaa taxa de mudança do estado atual 
omo uma função do próprio estado atual [13℄,ou seja,
ẋ = f(x), (2.1)
om x ∈ RN .A maioria das leis físi
as podem ser expressas na forma de equações dife-ren
iais que podem ser aut�nomas, quando o tempo não apare
e expli
itamente enão-aut�nomas, quando o tempo apare
e expli
itamente na equação diferen
ial. Asequações aut�nomas são as que mais demonstram o 
omportamento de um sistemadeterminísti
o, isto é, são as que rela
ionam leis de estados futuros es
ritas somenteem termos do estado presente, no entanto, qualquer sistema não-aut�nomo pode seres
rito 
omo aut�nomo, de�nindo-se uma nova variável dependente [13℄.6



2.1 Mapas e Fluxos 72.1.2 Rede de mapasO estudo de rede de mapas a
oplados foi introduzido por Kunihiro Kanekoem 1983, através de sua tese de doutoramento, 
omo um simples modelo 
om 
ara
-terísti
as essen
iais de 
aos espaço-temporal [14℄. Estudos 
om redes deste tipo vêm
res
endo nos 
ampos de 
aos espaço-temporal e também em outras áreas 
omo abiologia, matemáti
a, engenharia e físi
a [15℄, [16℄, [17℄, [18℄, [19℄.Caos espaço-temporal é uma dinâmi
a irregular, em um sistema determi-nísti
o espa
ialmente extenso, que o
orre no espaço-tempo e 
ujo grau efetivo deliberdade diverge 
om o aumento do tamanho do sistema [14℄.Redes de mapas são sistemas que apresentam um número �nito de graus deliberdade espa
ial. A 
ada grau de liberdade espa
ial pode-se atribuir uma variávelde estado que 
ara
teriza alguma propriedade físi
a do sistema que varia 
om oespaço e o tempo [20℄. Redes de mapas a
oplados têm espaço e tempo dis
retos,enquanto a variável de estado é 
ontínua, elas nada mais são do que um pro
essosistemáti
o de dis
retização espaço-temporal de uma equação diferen
ial. A relaçãoentre os
iladores a
oplados e rede de mapas pode ser veri�
ada através de umaequação do tipo reação-difusão [20℄, ou seja,
∂x

∂t
= D

∂2x

∂y2
+ G(t)R(x), (2.2)onde o termo de reação é uma perturbação periódi
a, y é a variável espa
ial, x é avariável de estado, D é o 
oe�
iente de difusão, R(x) é o termo não-linear da reaçãoe G(t) uma função periódi
a temporal do tipo ∑∞

k=0 δ(t − kτ), onde τ é o período.A equação de reação-difusão tem sido muito estudada em modelos biológi
ose de dinâmi
a popula
ional [21℄. Não apenas ela é de interesse, mas também baseadaem resultados rigorosos para esta equação, diversos métodos têm sido apli
ados parao estudo de formação de padrões [22℄, [23℄. Nas apli
ações o termo de reação obede
eexigên
ias adi
ionais dependendo do fen�meno a ser modelado [24℄.Integrando a equação (2.2) e deixando apenas a parte linear de difusão xt =

Dxyy, a derivada temporal pode ser dis
retizada da seguinte forma,
(
∂x

∂t
)(y,t=nτ) =

x[y, t = (n + 1) − ε] − x[y, t = nτ − ε]

δt
, (2.3)enquanto a variável espa
ial é dis
retizada através da introdução de uma rede uni-dimensional y = im, sendo i qualquer inteiro positivo, in
luindo o zero, e pode ser
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oplamento 8de�nida da seguinte maneira,
xi(t) = x(y = im, t) ⇒ x(i)

n = lim
ε→0

x(y = im, t = nτ − ε). (2.4)De onde obtém-se,
x

(i)
n+1−x(i)

n −R(x(i)
n ) =

Dτ

m2
[x

(i)
n+1+R(x(i+1)

n )−2x(i)
n −2R(x(i)

n )+x(i−1)
n +R(x(i−1)

n )], (2.5)sendo ε = 2Dτ
m2 a 
onstante de a
oplamento e assim, 
hega-se a uma rede de mapa 
oma
oplamento lapla
iano futuro [20℄, onde i representa os sítios e n o tempo dis
reto,no qual a variável dinâmi
a é registrada.

x
(i)
n+1 = f(x(i)

n ) +
ε

2
[f(x(i−1)

n ) − 2f(x(i)
n ) + f(x(i+1)

n )]. (2.6)O 
onjunto de 
ondições ini
iais da rede pode ser es
olhido de forma aleatóriaou então através de uma distribuição espa
ial em forma de onda. As 
ondições de
ontorno podem ser diversas, livres, �xas, periódi
as, entre outras.De a
ordo 
om a dinâmi
a lo
al da rede de mapas, elas podem ser 
ara
-terizadas em redes homogêneas, onde todos os mapas são idênti
os em 
ada sítioe não-homogêneas quando o
orrem algumas mudanças nos parâmetros dos mapasde 
ada sítio. As redes de mapas são mais amplamente utilizadas devido às suas
ara
terísti
as de fá
il implementação 
omputa
ional.2.2 Formas de a
oplamentoExistem formas diversas de se fazer a
oplamentos em um sistema, entreelas podem ser 
itados a
oplamentos lo
ais e não-lo
ais, lineares e futuros. Nosa
oplamentos lo
ais a dinâmi
a de 
ada sítio depende apenas dos vizinhos próximos,enquanto que a
oplamentos não-lo
ais possuem sítios que são in�uen
iados por sítiosdistantes. Dentre os a
oplamentos lo
ais, os de maior interesse e mais en
ontrados naliteratura são: a
oplamento aditivo, a
oplamento total ou bidire
ional, a
oplamentounidire
ional e a
oplamento Lapla
iano ou difusivo, este último, sendo determinadono �m da subseção de rede de mapas. Estes tipos de a
oplamento são determinadospelo termo de difusão, ou seja, para estes sistemas as derivadas segundas o
orrem emtermos difusivos da equação de reação-difusão. Para o 
aso unidire
ional o sistemapossui difusão assimétri
a, enquanto todos os outros possuem difusão simétri
a. Oa
oplamento 
hamado global é um 
aso extremo de a
oplamento não-lo
al, onde



2.2 Formas de a
oplamento 9todos os sítios interagem entre si. Além disso, existem a
oplamentos não-lo
ais deal
an
e variado, isto é, o a
oplamento leva em 
onta a distân
ia de um sítio aooutro. Este é o 
aso do a
oplamento tipo lei de potên
ia, que será utilizado 
omo
omparação entre redes e também será o tipo de a
oplamento estudado no 
apítulo
in
o em uma rede de mapas a
oplados a um reservatório térmi
o, sendo portantode grande interesse e assim será dis
utido a seguir, 
om um pou
o mais de detalhes.Os a
oplamentos lineares são representados através de uma igualdade entre afunção que representa o a
oplamento e a variável de estado 
orrespondente à iteraçãoanterior, já os a
oplamentos futuros, ao invés da igualdade ser 
om a variável daiteração anterior, utiliza-se a variável de estado 
orrespondente à iteração atual, ouseja, a dinâmi
a lo
al da rede.2.2.1 O a
oplamento do tipo lei de potên
iaO a
oplamento do tipo lei de potên
ia é um a
oplamento 
uja intensidadede
ai 
om a distân
ia ao longo da rede, ou seja, quanto mais longe os sítios estiverem,menor a sua ligação 
om o sítio 
onsiderado. Esta distân
ia é determinada pelamenor distân
ia entre os sítios, isto é, um a
oplamento pela direita pode ser maisdistante que o a
oplamento pela esquerda, desta forma, a distân
ia 
onsiderada é amenor entre os sítios. Este tipo de a
oplamento é de grande interesse porque levaem 
onsideração os tipos de ligações mais prováveis de o
orrerem em sistemas reais
omo redes neurológi
as [25℄ ou mesmo estudos de 
omportamentos ferromagnéti
os[26℄, [27℄, [28℄.Tanto as propriedades de sin
ronização do sistema quanto outros diferentes
omportamentos estão vin
ulados ao parâmetro de a
oplamento que gera a lei depotên
ia.O sistema a ser estudado nesta tese, 
onsiderando a presença de um mapalogísti
o em 
ada sítio e o tipo de a
oplamento existente, será dado pela seguinteequação:
x

(i)
n+1 = (1 − ε)f(x(i)

n ) +
ε

η(α)

N
′

∑

j=1

1

jα
[f(x(i+j)

n ) + f(x(i−j)
n )], (2.7)onde 0 < ε < 1 e α ≥ 0 são os parâmetros de a
oplamento lo
al e de lei de potên
ia,
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as 10respe
tivamente, e
η(α) = 2

N
′

∑

j=1

1

jα
, (2.8)o fator de normalização do sistema 
om N

′

= (N−1)
2

, sendo que N é sempre ímpar.O valor do al
an
e α representa o tipo de rede que se está analisando, assim,se α → ∞, somente termos 
om j = 1 
ontribuirão para o somatório presente notermo de a
oplamento, e portanto, o a
oplamento será apenas de primeiros vizinhos.No 
aso de α = 0, se tem que η = N − 1, e o a
oplamento se torna global, ouseja, 
ada sítio da rede se 
one
ta 
om o valor médio de todos os sítios da rede,independentemente de suas posições relativas [29℄.Redes de mapas a
oplados têm sido utilizadas para modelar diversos fen�-menos. A
oplamentos não lo
ais, por exemplo, são importantes para o estudo e
ompreensão na arquitetura de redes neurais 
om produção lo
al de informação[30℄, também podem ser estudados na dis
retização de algumas equações íntegro-diferen
iais par
iais modelando reações físi
o-quími
as [18℄. Além disso, modelos deredes de mapas a
oplados de forma geral, têm servido para observar fen�menos o
or-ridos em �uidos e plasma, 
omo por exemplo, propagação de sólitons, turbulên
ia,entre outros [29℄.2.3 Algumas de�nições bási
as2.3.1 Variedades (�manifolds�)Variedade ou �manifold� é um 
onjunto que lo
almente tem a estrutura doespaço Eu
lidiano e é freqüentemente en
ontrada 
omo uma superfí
ie n-dimensionalimersa no espaço real de ordem n [31℄. Existem variedades tanto em sistemas lineares
omo em sistemas não-lineares.Para melhor entender o 
on
eito de variedade, é importante analisar pri-meiramente um 
aso linear. Supondo a matriz Ja
obiana de um sistema, e seusautovalores asso
iados, tem-se para 
ada autovalor, um autovetor 
orrespondente.Se o autovalor tem parte real negativa, então o subespaço gerado pelo autovetor
orrespondente será estável, 
aso o autovalor tenha parte real positiva, o subespaçogerado pelo autovetor será instável e se o autovalor tiver parte real nula, entãoexistirá um subespaço 
entral asso
iado a ele [31℄. Considerando esta situação, e
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as 11supondo que a origem do sistema é um ponto esta
ionário, então de�ne-se variedadeestável (instável, 
entral), ao subespaço invariante gerado pelos autovetores estáveis(instáveis,
entrais) [11℄, [32℄, [33℄.No 
aso de um sistema linear as variedades (�manifolds�) 
oin
idem 
om asdireções dos autovetores [13℄. Estes autovetores geram subespaços 
orrespondentesa sua estabilidade. Se existem ne autovalores 
om parte real negativa, ni autovalores
om parte real positiva e nc 
om parte real nula, então ne + ni + nc = n, sendo
n a dimensão do sistema. Soluções perten
entes ao subespaço estável apresentamde
aimento exponen
ial, as soluções perten
entes ao subespaço instável exibem 
res-
imento exponen
ial e as soluções do subespaço 
entral têm estabilidade neutra [1℄.Para o 
aso mais geral de um sistema não-linear, existe o teorema da variedade es-tável, provado por A. Kelley em 1967, que a�rma que as variedades são tangentes àdireção do seu autovetor 
orrespondente e tão suaves quanto a função original [13℄.Este teorema é ilustrado na �gura 2.1.
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Figura 2.1: Ilustração de uma situação para um mapa bidimensional 
om um ponto�xo p, que possui uma direção estável e uma instável. Eest(inst) são os subespaçosestáveis e instáveis e West.(inst.) são as variedades estáveis e instáveis.
2.3.2 Sin
ronizaçãoNo momento em que se trabalha 
om sistemas dissipativos, trabalha-se tam-bém 
om o 
on
eito de atrator do sistema. Um sistema é dito ser dissipativo quandoem uma evolução temporal existe uma diminuição do volume do seu espaço de fase.
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as 12O atrator do sistema é um 
onjunto deste espaço de fase para o qual as trajetórias,que evoluem através de 
ondições ini
iais, 
onvergem à medida que o tempo tendeao in�nito.Existem atratores apenas em sistemas dissipativos. Os atratores de um sis-tema podem ser de vários tipos: pontos �xos, 
i
los limites, toros e atratores 
aóti
os.Os sistemas utilizados nesta tese possuem, em sua maioria, atratores 
aóti
os 
ujas
ara
terísti
as são:
• Dependên
ia sensitiva às 
ondições ini
iais,
• Auto-similaridade - possui estrutura hierárqui
a de invariân
ia de es
ala,
• Contração em uma ou mais direções e expansão em outras, apresentando do-bras, quando se tratar de um sistema de dimensão maior que 1 [33℄,[34℄ e,
• Dimensão fra
tal - dimensão não-inteira no espaço de fase, sendo que algunsatratores 
aóti
os não apresentam esta 
ara
terísti
a.Quando um atrator é um ponto �xo ele é 
ara
terizado pela 
onvergên
ia dequalquer trajetória do sistema para uma solução esta
ionária. A presença de um 
i
lolimite é veri�
ada quando existe uma solução periódi
a e qualquer trajetória 
on-verge, ao longo do tempo, para esta trajetória periódi
a. Para o os
ilador harm�ni
oforçado, por exemplo, existe apenas um 
i
lo limite, mas para sistemas não-linearesvários 
i
los limites podem 
oexistir [35℄. O toro 
omo atrator apare
e quando umaos
ilação quase periódi
a é 
ara
terizada por duas freqüên
ias. É possível, em umsistema, 
onfundir um atrator 
om os transientes do sistema. Do ponto de vistapráti
o, ou seja, numeri
amente, para que isso não o
orra se utiliza tempos longosde integração, que variam de sistema para sistema, e retira-se os primeiros tempos
al
ulados.A sin
ronização, que pode o
orrer em sistemas dinâmi
os a
oplados, é umfen�meno que a
onte
e devido ao fato de se 
olo
ar uma das variáveis de um sistema
omo função de todos os demais sistemas asso
iados [11℄. Do ponto de vista usual,sin
ronização signi�
a o ajuste de freqüên
ias de os
iladores periódi
os devido àinteração fra
a [36℄. Com o estudo de os
ilações 
aóti
as, a noção de sin
ronizaçãotornou-se mais generalizada [37℄ do que no 
on
eito 
lássi
o.A sin
ronização de 
aos se refere a pro
essos de ajuste entre dois ou maissistemas 
aóti
os para um 
omportamento 
omum devido ao a
oplamento entre elesou a forçamentos externos [38℄. O estudo de ritmos sin
ronizados é importante
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as 13devido a sua apli
abilidade em estudos �siológi
os, biológi
os, te
nológi
os, entreoutros. Células nervosas, por exemplo, geram lo
omoções sin
ronizadas 
om fasesde�nidas dependendo das relações entre suas espé
ies e seus deslo
amentos [39℄. Emgeral, o estudo de os
ilações sin
ronizadas é importante para analisar os efeitos dosestímulos em ritmos �siopatológi
os intrínse
os [39℄. Além disso, outras áreas 
omolaser, 
ir
uitos eletr�ni
os e 
omuni
ação segura, estão extensivamente estudando asapli
ações do fen�meno de sin
ronização [40℄, [41℄.Existem vários tipos de sin
ronização. Supondo dois os
iladores a
oplados,em que o primeiro é representado por duas funções x1(t) e x2(t), e o segundo por
x3(t) e x4(t), pode-se representar alguns tipos de sin
ronização 
omo segue.A sin
ronização 
ompleta, entre os
iladores, o
orre quando existe a seguinteigualdade entre as variáveis:

x1(t) = x3(t), x2(t) = x4(t), (2.9)enquanto a dinâmi
a no tempo permane
e 
aóti
a. Este tipo de sin
ronização o
orrequando os os
iladores são idênti
os e 
om forte interação.Quando o a
oplamento entre os os
iladores não é tão forte, isto é, quando oparâmetro de a
oplamento não é grande o su�
iente para levar a uma sin
ronização
ompleta, por exemplo, e eles são não idênti
os, também é possível observar um tipode sin
ronização denominada sin
ronização 
om atraso (�lag syn
hronization�) que éde�nida 
om relação a uma variável atrasada no tempo, isto é,
x1(t) ≈ x3(t − τ), x2(t) ≈ x4(t − τ). (2.10)Uma outra forma de sin
ronização entre os
iladores idênti
os é a sin
roniza-ção de fase, ela o
orre quando as fases dos os
iladores, que podem ser de�nidas pelarelação

φ(t) = ar
tan[x2(t)

x1(t)
], (2.11)são idênti
as a menos de uma 
onstante, enquanto nenhuma restrição é imposta
om relação às amplitudes [42℄. A fase dos os
iladores é de�nida de a
ordo 
om oângulo do atrator, esta de�nição é válida quando o atrator tem 
entro em zero. Estade�nição pode ser vista na �gura 2.2.Dois os
iladores que apresentem sin
ronização de fase podem não apresentarsin
ronização 
ompleta, mas o inverso é sempre verdadeiro [43℄. Em geral, quandoexiste uma diferença essen
ial entre os os
iladores a
oplados, a
redita-se não existir
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Figura 2.2: Determinação da fase dos os
iladores. Aqui é representado um atratorperiódi
o, mas a de�nição é a mesma para o 
aso 
aóti
o.nenhuma variedade no espaço de fase atraindo as trajetórias do sistema, no entanto,observa-se que sistemas 
om esta 
ara
terísti
a podem sin
ronizar. A este tipo de
omportamento dá-se o nome de sin
ronização generalizada. Ko
arev e Parlitz [44℄formularam uma ne
essária e su�
iente 
ondição para a o
orrên
ia deste tipo de sin-
ronização; um mapa do tipo y = Φ(x) existirá, sempre que a ação do os
ilador que
omanda o a
oplamento (no 
aso unidire
ional), resultar numa resposta do outrosistema, sem levar em 
onsideração as 
ondições ini
iais, ou seja, mesmo 
om 
ondi-ções ini
iais diferentes, o os
ilador es
ravo responde a ação do os
ilador mestre. Umúltimo tipo de sin
ronização existente entre sistemas 
aóti
os é a sin
ronização defreqüên
ias, ela o
orre quando as freqüên
ias em que os os
iladores giram são iguais,isto é,
Ω1 = Ω2. (2.12)É importante lembrar que as formas de sin
ronização aqui men
ionadas sãorela
ionadas a sistemas que possuem 
omportamento 
aóti
o. Existe também sin
ro-nização entre os
iladores periódi
os, que é 
onhe
ida e bem dis
utida na literatura.Para que um sistema possua sin
ronização 
ompleta, é fundamental a pre-sença de uma variedade de sin
ronização. Esta variedade nada mais é do que um
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as 15hiperplano onde se determina a estabilidade do estado sin
ronizado 
aso o
orra umpequeno deslo
amento transversal, de
aindo 
om o tempo, para esta variedade [41℄.Supondo dois sistemas a
oplados 
ujas variáveis de estado sejam x1 e x2, existindosin
ronização entre eles, haverá uma variedade de sin
ronização que é representadapor uma reta de 450 no plano x1, x2, ou seja,
x1 = x2. (2.13)2.3.3 Distân
ia à variedade de sin
ronização e parâmetro deordemTanto a distân
ia à variedade de sin
ronização quanto o parâmetro de ordemsão 
on
eitos utilizados para a determinação de estados 
ompletamente sin
roniza-dos. A distân
ia à variedade de sin
ronização é realmente o 
ál
ulo da distân
iaentre a reta da variedade de sin
ronização e um ponto no espaço de fase, ou seja, adistân
ia entre os pontos (x

(1)
n , ..., x

(N)
n ) e a variedade de sin
ronização de�nida por

x
(1)
n = x

(2)
n = ... = x

(N)
n , e é matemati
amente dada por,

d2
n =

N
∑

j=1

(x(j)
n )2 − (

∑N

j=1 x
(j)
n√

N
)2. (2.14)Este 
on
eito é ilustrado na �gura 2.3.Quando esta distân
ia é zero, 
onsidera-se que os pontos estão na variedadede sin
ronização e portanto vale a relação de igualdade entre os sistemas, sendoassim, eles estão sin
ronizados 
ompletamente. Caso esta distân
ia seja diferente dezero, então o sistema não possui estado 
ompletamente sin
ronizado, podendo, noentanto, possuir outras formas de sin
ronização.Como será visto no próximo 
apítulo, nem sempre quanto mais próximoda variedade de sin
ronização um ponto esteja, mais rápido ele tenderá para estavariedade. Este fato de
orre da 
ondição que um ponto próximo pode estar em umavariedade instável ou próximo a ela e 
om a passagem do tempo, ser levado parauma região do espaço de fase ainda mais distante. Assim, a distân
ia à variedade desin
ronização não é diretamente dependente do tempo de sin
ronização.A equação (2.14) pode também ser es
rita 
omo,

d2
n = Nσ2

n, (2.15)
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Figura 2.3: De�nição da distân
ia à variedade de sin
ronização. Aqui representa-seuma variedade de sin
ronização de um sistema bidimensional. P é um ponto de umatrajetória qualquer e d é a distân
ia deste ponto à variedade.onde,
σ2

n =< x2 >n − < x >2
n, (2.16)é a variân
ia das amplitudes dos mapas 
om relação a sua média na rede em umdado tempo, e N é o número de mapas da rede.Uma forma de per
eber 
omo a distân
ia mostra ou não um 
omportamentosin
ronizado, é através do grá�
o que 
ompara dois mapas ou dois os
iladores a
o-plados. Supondo, por exemplo, dois mapas logísti
os (que serão estudados 
om maisdetalhes no 
apítulo 
in
o) a
oplados difusivamente 
omo segue:

xn+1 = 4xn(1 − xn) + ǫ(yn − xn), (2.17)
yn+1 = 4yn(1 − yn) + ǫ(xn − yn). (2.18)Dependendo do valor do parâmetro ǫ de a
oplamento, os dois mapas podemsin
ronizar 
ompletamente ou não. Caso não sin
ronizem, suas séries temporais nãopossuem relação alguma, 
omo pode ser visto na �gura 2.4, e também o grá�
o do
omportamento de um mapa pelo outro não é uma reta. Já, quando a distân
iaé zero, as séries temporais são idênti
as e a reta que representa x = y apare
emostrando a sin
ronização 
ompleta entre os mapas, o que pode ser visto na �gura2.5.
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Figura 2.4: Em (a) séries temporais dos dois mapas não sin
ronizados. Em (b)grá�
o de x versus y mostrando que existe uma variedade de sin
ronização. Aqui oparâmetro de a
oplamento usado é ǫ = 0, 02.
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Figura 2.5: Em (a) séries temporais dos dois mapas não sin
ronizados. Em (b)grá�
o de x versus y mostrando que não existe uma variedade de sin
ronização.Aqui o parâmetro de a
oplamento usado é ǫ = 0, 8.
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as 18O parâmetro de ordem foi, pela primeira vez, introduzido em um trabalhode Kuramoto [45℄ em 1984 para os
iladores, e aqui, da mesma forma que adaptadoem [46℄, [47℄, utilizado para rede de mapas.
zn = Rnexp(2πiΦn) ≡ 1

N

N
∑

j=1

exp[2πix(j)
n ], (2.19)onde Φn e Rn são o ângulo e a amplitude, respe
tivamente, de um vetor de fase parauma rede unidimensional 
om 
ondições de fronteiras periódi
as e onde Rn é dadopor:

Rn(t) =
1

N
[

N
∑

j=1


os2(2πx(j)
n ) +

N
∑

j=1

sen2(2πx(j)
n )]

1
2 . (2.20)O parâmetro de ordem é importante para 
ara
terizar estados 
ompletamente sin-
ronizados. Isso o
orre quando todos os sítios possuem o mesmo valor de x

(j)
n e paraeste 
aso a magnitude do parâmetro de ordem é igual a unidade para todo o tempo,
om fase 
onstante [47℄. Para mapas desa
oplados espera-se um padrão em que asamplitudes dos sítios sejam tão espa
ialmente não 
orrela
ionadas, que podem ser
onsideradas variáveis essen
ialmente rand�mi
as. Para este 
aso o parâmetro deordem zn =< e2πix

(j)
n >j desapare
e para todo tempo. No entanto, quando não seestá 
onsiderando apenas sin
ronização 
ompleta, não é ne
essário que todas as fasessejam iguais, assim, para um 
aso de sin
ronização de freqüên
ias, por exemplo, seespera que a magnitude do parâmetro de ordem tenha um valor 
onstante próximo aunidade para redes in�nitas, ou �utue em torno de um valor �xo para redes �nitas.Utiliza-se também a média temporal do parâmetro de ordem, devido às os-
ilações existentes na magnitude desta quantidade. Este valor médio é 
al
ulado daforma,

< R >= lim
n→∞

1

m − n

n
∑

i=m

Ri, (2.21)onde m é o número de iterações transientes. Como pode-se per
eber pela equação(2.20) quando o parâmetro de ordem é igual a unidade, o sistema está 
ompletamentesin
ronizado.
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as 192.3.4 Expoentes de Lyapunov e expoentes de Lyapunov atempo �nitoComo já 
omentado no 
apítulo de introdução, os expoentes de Lyapunov deum sistema são as taxas de 
ontração e dilatação das trajetórias no espaço de fase.Para um sistema de equações diferen
iais aut�nomas, um pou
o diferente de sistemasa
oplados 
om mapas, o sistema deve apresentar, ne
essariamente, um expoente deLyapunov zero que indi
a o termo temporal do sistema, isto é, a derivada de um termo
onstante. Para o 
aso de �uxos, os expoentes de Lyapunov podem ser representadosda seguinte maneira,
λ =

ln[ [dj(t)

dj(t0)
]

t − t0
, (2.22)onde 
onsiderando uma hiper-esfera de 
ondições ini
iais 
entrada em x(t0), quandoo tempo passa, o raio ini
ial dj(t0) varia exponen
ialmente ao longo de 
ada umadas dimensões, sendo t o tempo e λ o expoente de Lyapunov. Numeri
amente estesexpoentes são en
ontrados através da linearização e normalização das equações querepresentam o sistema em estudo. Um sistema qualquer possui tantos expoentesquantas forem as suas dimensões no espaço de fase.Para o 
aso de mapas, 
onsiderando x0 
omo uma 
ondição ini
ial, o expoentede Lyapunov pode ser dado por,

h(x0,u0) = lim
n→∞

1

n
ln(

|yn|
|y0|

), (2.23)onde y0 é um vetor tangente que evolui da forma,
yn+1 = DM(xn)yn (2.24)e determina a evolução da órbita não perturbada xn e sendo D a derivada do mapa

M(xn). O expoente de Lyapunov é 
al
ulado também através da linearização e nor-malização dos mapas, sendo que para uma rede de mapas, existirá tantos expoentesde Lyapunov quanto forem as quantidades de mapas a
oplados na rede.O expoente de Lyapunov a tempo �nito é estudado para 
ara
terizar a pre-sença de instabilidades no espaço de fase do sistema. Ele é 
al
ulado da mesmamaneira que o expoente in�nito, apenas fazendo 
om que um valor de tempo �nito,previamente estabele
ido, possa ser armazenado, ou seja,
λ(x, n) =

1

n
ln||Df(x)u||, (2.25)
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as 20onde u é o autovetor da matriz ja
obiana de f 
al
ulada em x e D representa a suaderivada.2.3.5 Entropia de Kolmogorov-Sinai (KS)A entropia de Kolmogorov-Sinai, também 
onhe
ida 
omo entropia métri
a,é um 
on
eito importante para quanti�
ar o 
aos de um sistema. Ela mede a taxade perda ou ganho de informação do sistema.Como 
omentado anteriormente neste 
apítulo, uma rede 
om N mapas uni-dimensionais a
oplados é um sistema dinâmi
o N-dimensional e o espe
tro de Lyapu-nov 
orrespondente é formado por N expoentes, um para 
ada direção independentedo espaço tangente. Se ao menos um destes expoentes for positivo, então a dinâmi
ado sistema é 
aóti
a e a soma de todos os expoentes produz a taxa de 
res
imentode um elemento de volume Eu
lidiano N-dire
ional [48℄. Em um sistema de ma-pas 
aóti
os a
oplados, pode a
onte
er de que muitos expoentes sejam positivos eentão uma quantidade importante a ser 
al
ulada é o valor médio de expoentes deLyapunov positivos,
h =< λi >i,λi>0=

1

N

λ1>0
∑

i=1

λi. (2.26)Se a dinâmi
a lo
al é gerada por um difeomor�smo, isto é, uma relaçãoentre uma função 
ontínua, 
om primeira derivada 
ontínua e inversível entre doisespaços distintos, este valor médio dos expoentes de Lyapunov é igual a densidade ouentropia métri
a, que é uma taxa assintóti
a de 
riação de informação por su
essivasiterações da função. Para entender um pou
o mais sobre o 
on
eito de entropiamétri
a é importante saber o que é uma medida no sistema.Supondo que a densidade de probabilidade num espaço Eu
lidiano Rn é f(x)em 
ada ponto, então a medida de probabilidade numa região M é:
µ(M) =

∫

M

dµ =

∫

M

f(x)dx. (2.27)A densidade f(x) não pre
isa ser 
ontínua, e a medida de probabilidade sótem de espe
ial o fato de ser normalizada. Umamedida invariante para uma apli
açãoT, é uma medida 
om a propriedade µ(T (A)) = µ(A), para qualquer 
onjunto A.O 
on
eito de entropia métri
a, introduzido por Kolmogorov, torna a noçãode que su
essivas medidas aproximadas sobre o sistema forne
em maior aumento de
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as 21informação se o sistema for 
aóti
o do que se ele for regular. Assim, se for feita umamedida sobre o sistema, obtém-se informação e 
om isso elimina-se a in
erteza [8℄. Ainformação produzida pela medida 
onsiste em remover a in
erteza antes da medida;quanto maior a in
erteza, maior a quantidade de informação obtida por sua remoção.Informação diz respeito ao que anteriormente era des
onhe
ido, dessa forma, quantomenos provável for uma mensagem, mais informação ela transporta [1℄. No 
asode sistemas 
aóti
os é possível obter informações espe
i�
ando as 
ondições ini
iais,dessa maneira órbitas 
aóti
as 
riam informação [33℄.As propriedades para a entropia permitem 
onsiderá-la 
omo a medida dein
erteza e assim, pode-se de�nir a quantidade de informação obtida [8℄. A entropiaé sempre invariante 
om relação a uma transformação. Não é de fá
il 
omputaçãopara um sistema dinâmi
o. A de�nição de entropia métri
a é baseada, no que foi atéagora 
onsiderado, e é a formulação de Shannon sobre informação, que sugeriu quese existem A símbolos disponíveis em 
ada seleção de símbolos, então a informaçãoH asso
iada a esta seleção é igual a log(A), ou seja,
H = −logA. (2.28)Assim é possível per
eber que a informação de um sistema depende ex
lusi-vamente da emissão de símbolos e que ela aumenta quando a probabilidade de existira mensagem tende a zero.Do que foi 
onsiderado anteriormente, tem-se que quanto maior a entropia,menor a informação que se tem sobre o sistema [33℄.2.3.6 Sistemas hiperbóli
os e não-hiperbóli
osUm sistema é dito ser hiperbóli
o se possui dinâmi
a estruturalmente estável,isto é, sua topologia não é modi�
ada 
om a soma de uma perturbação e se o espaçotangente Tx asso
iado a qualquer ponto x perten
ente a este espaço pode ser divididoem uma soma direta Tx = Einst.

x ⊕Eest.
x [49℄, sendo Einst.

x e Eest.
x respe
tivamente, ossubespaços instáveis e estáveis.Existem propriedades que são inerentes a um 
onjunto hiperbóli
o, e elassão [49℄:

• a soma direta varia 
ontinuamente 
om x perten
endo ao 
onjunto hiperbóli
oe é invariante até que
Df(Einst.

x ) = Einst.
f(x)
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Df(Eest.

x ) = Eest.
f(x)

• existem 
onstantes C > 0 e 0 < ν < 1 tais que:se η ∈ Eest.
x então |Dfn(x)η| ≤ Cνn|η|,se η ∈ Einst.
x então |Df−n(x)η| ≤ Cνn|η|.Além disso, variedades estáveis e instáveis podem ser de�nidas para 
ada xperten
ente ao espaço 
onsiderado.Diferente de um sistema hiperbóli
o, um sistema não-hiperbóli
o não possuias propriedades a
ima men
ionadas. No entanto, a maioria dos sistemas 
aóti
os�si
amente interessantes são não-hiperbóli
os naturalmente, possuindo tangên
iashomo
líni
as, ou seja, têm atratores que possuem algum ponto interior em que ossubespaços estáveis e instáveis são tangentes.A maioria dos estudos dinâmi
os são feitos quando sistemas hiperbóli
ossão 
onsiderados, no entanto, 
omo uma grande parte dos sistemas estudados sãonão-hiperbóli
os, existem estudos mostrando que sistemas não-hiperbóli
os, apesarde suas 
ara
terísti
as, podem ser analisados de forma semelhante aos hiperbóli
os,do ponto de vista da dinâmi
a não-linear [33℄, tanto 
om relação aos seus aspe
tosde sin
ronização quanto a aspe
tos de estabilidade e outros estudados em sistemasdinâmi
os.2.3.7 Pseudotrajetórias e sombreamentoA hiperboli
idade ou não-hiperboli
idade de um 
onjunto 
aóti
o tem pro-fundas impli
ações para a dinâmi
a no 
onjunto. Alguns sistemas hiperbóli
os po-dem perder sua hiperboli
idade através da existên
ia de tangên
ias das variedadesestáveis e instáveis dos pontos do 
onjunto 
aóti
o [49℄. Esta perda de hiperboli
i-dade pode a
onte
er devido a pequenas modi�
ações que são introduzidas no sistema.Além disso, esta perda também pode a
onte
er através da 
hamada variabilidade dadimensão instável (VDI), que o
orre quando o número de direções instáveis não é
onstante ao longo da trajetória. Esta situação o
orre quando os pontos periódi
ospresentes no atrator 
aóti
o têm um número variado de direções instáveis.Uma questão bási
a quando se obtém resultados numéri
os é quão extensa ésua validade. Esta questão se torna espe
ialmente signi�
ativa em sistemas 
aóti
os,que são sensíveis, a pequenos erros [50℄. A investigação numéri
a de modelos físi
os
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as 23envolve freqüentemente milhares de iteradas em um pro
esso. Desde que a relaçãoentre a trajetória gerada pelo 
omputador e a trajetória verdadeira, que é a trajetóriasem erros de trun
amento, não é muito 
lara, a análise dos sistemas físi
os �
a
omprometida [51℄. Assim, para sistemas físi
os que envolvem 
aos, é importantesaber quando, e de que forma, o estudo numéri
o re�ete a dinâmi
a verdadeira deum sistema real. Para 
ompreender este fato é importante, antes, saber um pou
o arespeito do 
on
eito de sombreamento.Na geração de uma trajetória numéri
a o
orrem erros de trun
amento quandoda introdução das 
ondições ini
iais do sistema. Isto o
orre devido ao fato de as 
on-dições do sistema real não serem 
onhe
idas 
om pre
isão in�nita. Além disso, a
ada iterada do sistema os 
ál
ulos em ponto �utuante realizados pelos 
omputado-res podem gerar pequenos erros a 
ada passo, de onde nas
e uma trajetória ruidosadenominada pseudo-trajetória. Alguns trabalhos [52℄, [53℄ mostram que existe umapseudo-trajetóriamuito próxima a trajetória verdadeira que sombreia esta. Estes tra-balhos demonstraram esta propriedade para sistemas hiperbóli
os, no entanto, outrosautores [50℄, [51℄, [54℄ investigaram e per
eberam que esta propriedade também é vá-lida , 
onsiderando a abrangên
ia de uma trajetória verdadeira e o re�namento deuma trajetória ruidosa, para sistemas não-hiperbóli
os, sob 
ertos aspe
tos. Comisso identi�
aram que uma trajetória 
aóti
a em um sistema não-hiperbóli
o nãoterá uma abrangên
ia 
ontínua eternamente, ou seja, a distân
ia de sombreamentonão valerá para determinados valores dos parâmetros do sistema.Uma vez 
onhe
ido o 
on
eito de sombreamento, passa-se agora a apresen-tação do que é a variabilidade da dimensão instável. Sistemas 
aóti
os que possuemórbitas periódi
as instáveis diferentes, podem possuir diferentes números de direçõesinstáveis [55℄, a este 
omportamento dá-se o nome de VDI. Em um 
onjunto 
aóti
oo número de órbitas periódi
as instáveis 
om diferentes números de direções instáveisé realmente grande. Assim, a o
orrên
ia de VDI em um sistema de mapas ou �uxos
aóti
os a
oplados, pode a
onte
er devido ao fato de que qualquer sistema indivi-dual desa
oplado possui um atrator 
aóti
o, que é idênti
o ao atrator da variedadede sin
ronização. Dessa maneira, o a
oplamento faz 
om que algumas das órbitas pe-riódi
as instáveis da variedade de sin
ronização per
am ou ganhem direções estáveistransversais.No entanto, para 
ara
terizar a presença destas órbitas instáveis utiliza-seo expoente de Lyapunov a tempo �nito, já expli
ado na subseção anterior. Esteestudo é feito veri�
ando o 
omportamento do expoente de Lyapunov a tempo �nito
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as 24mais próximo de zero. Quando este os
ila em torno de zero, tem-se uma regiãoaltamente instável no sistema. Se a distribuição de probabilidade deste expoente éuma 
urva que se assemelha a uma gaussiana, existem 
ontribuições tanto positivasquanto negativas deste expoente. Esta os
ilação indi
a que existem pedaços dastrajetórias 
aóti
as que são atraídos e repelidos pelo atrator 
aóti
o. Dessa maneiraestas trajetórias não são sombreadas por um tempo apre
iável, fazendo 
om que atrajetória numéri
a não seja totalmente 
on�ável quanto ao modelamento de umsistema real e pode, portanto, apresentar variabilidade da dimensão instável.Este não sombreamento o
orre, por exemplo, quando um 
onjunto que possuidois pontos �xos, um 
om uma úni
a direção expansiva e outros 
om duas direçõesexpansivas, evoluem dinami
amente [56℄. Neste 
aso uma bola de 
ondições ini
iais,próxima ao ponto �xo 
om uma úni
a direção expansiva, será 
ontraída em um planoque possui uma pequena espessura. Assim, uma trajetória gerada por 
omputador
om erro de trun
amento δ, será deslo
ada uma distân
ia δ do plano. Quando aregião ao redor da trajetória numéri
a apresentar uma segunda direção expansiva,devido à proximidade do ponto �xo 
om duas direções expansivas, então irá expo-nen
ialmente para longe do plano das trajetórias verdadeiras, o que resultará emuma trajetória não sombreável.



Capítulo 3Rede de mapas 
om a
oplamentoaleatórioNeste 
apítulo será abordado o estudo espaço-temporal de uma rede de ma-pas a
oplados 
om ligações lo
ais e não-lo
ais, veri�
ando as 
ondições para a exis-tên
ia de um estado sin
ronizado através de seus parâmetros de a
oplamento.3.1 MotivaçãoAs redes de pequeno mundo 
omeçaram a ser estudadas quando, na dé
adade 60, Stanley Milgram resolveu fazer um experimento enviando 
artas para um
orretor de valores em Boston. Essas 
artas foram distribuídas em Nebraska e 
aso apessoa que re
ebesse a 
arta não 
onhe
esse o 
orretor, deveria enviá-la para alguémque a
reditasse 
onhe
ê-lo. Neste experimento Milgram per
ebeu que para 
hegaraté o 
orretor, a 
arta passava, em média, por seis pessoas. Daí 
onje
turou queuma separação similar poderia 
ara
terizar a relação de quaisquer duas pessoas nomundo [57℄.A rede de pequeno mundo é de 
ru
ial importân
ia para 
omuni
ação. Adivulgação de notí
ias, piadas e até da moda, depende diretamente do 
ontato entreas pessoas. No entanto, mais importante do que estes fatos, é o estudo da disse-minação de doenças que se propagam pelo 
ontato pessoal e nestes 
asos, 
onhe
eras variações de 
ontatos e quantos são os graus de separação, pode ser de grandeutilidade no auxílio ao 
ombate de uma epidemia, por exemplo.A prin
ipal motivação ao estudar um modelo 
om 
ara
terísti
as de redede pequeno mundo, foi a de des
obrir estados 
aóti
os sin
ronizados, estudando um25



3.1 Motivação 26número adequado de mapas que levasse a um 
omportamento que pudesse lembraruma rede de pequeno mundo. Este tipo de rede é 
ara
terizado, prin
ipalmente,pelo valor da probabilidade indi
ado. Esta probabilidade é dada pela razão entre onúmero de ligações aleatórias e o número total de sítios na rede. Quando p → 0 tem-se uma rede rand�mi
a e quando p → 1 tem-se uma rede regular. Além disso, umarede de pequeno mundo é 
ara
terizada estatisti
amente pela distân
ia média entreos sítios e pelo agrupamento. Para entender estas duas propriedades do sistema,é importante analisar um modelo simples de M vérti
es(mapas). Desenha-se 1
2
Mzlinhas es
olhidas randomi
amente para representar a 
onexão entre os vérti
es. Se
ada vérti
e tem z vizinhos e 
ada vizinho do vérti
e tem z vizinhos, então estevérti
e terá z2 segundos vizinhos e assim su
essivamente [57℄. No entanto, pensando,por exemplo, em pessoas que se 
onhe
em, não se pode analisar o sistema destaforma, pois um amigo de uma determinada pessoa pode também ser amigo da pessoa
onsiderada [57℄, a esta propriedade dá-se o nome de agrupamento.O modelo mais simples de rede de pequeno mundo é um grá�
o rand�mi
oque não apresenta agrupamento. Em geral o número A de graus de separação (tam-bém 
hamado de diâmetro do grá�
o) ne
essários para al
ançar todos os sítios darede é dado por,

zA = N, (3.1)que impli
a que,
A =

logNlogz . (3.2)Esta razão, mostrando que o diâmetro aumenta 
om o número de sítios darede, é um efeito típi
o de redes de pequeno mundo e existe em um grá�
o rand�mi
o[57℄. Além do agrupamento, a distân
ia média entre os sítios da rede também é uma
ara
terísti
a de redes deste tipo e es
ala 
om o número de sítios da rede. Estadistân
ia média é representada, analiti
amente, da seguinte forma [58℄,
l(p) =

N

z
g[pN(N − 4)], (3.3)
om,

g(x) =
1

2
√

x2 + 2x
tgh−1(

x√
x2 + 2x

. (3.4)Além do grá�
o rand�mi
o, outros modelos de redes de pequeno mundo são
onhe
idos, entre eles pode-se 
itar Watts e Strogatz [39℄, Newman e Watts [59℄,



3.2 O sistema 27Barthélémy e Amaral [60℄, que em 
ada 
aso estudaram formas diversas da apli
açãodestas redes, desde a pro
ura de soluções do modelo de Ising ferromagnéti
o até o
omportamento de redes neurais no modelo de Hodgkin-Huxley.Modelos podem variar, mas a prin
ipal 
ara
terísti
a de redes de pequenomundo é que elas possuem agrupamento grande e média da distân
ia entre doissítios, pequena. Na verdade, uma rede de pequeno mundo tem uma distân
ia médiaentre sítios 
omparada 
om o valor de uma rede puramente rand�mi
a [61℄, enquantoapresenta um grau de agrupamento 
omo em uma rede regular. Quando todos osvérti
es se 
one
tam 
om todos os demais vérti
es, o grau de agrupamento é 1, o queé o 
aso de uma rede regular.3.2 O sistemaA rede de mapas aqui estudada tem ligações de primeiros e segundos vizinhoslo
ais, e ligações não-lo
ais aleatórias. Cada sítio está ligado aos seus vizinhos daesquerda e da direita, bem 
omo aos seus segundos vizinhos também da esquerda e dadireita. Além disso, 
ada sítio possui, de a
ordo 
om a situação es
olhida, númerosde ligações não-lo
ais aleatórias, isto é, se o número de ligações es
olhidas por sítiofor 3, 
ada sítio terá mais três ligações aleatórias a quaisquer outros sítios da rede,des
onsiderando as ligações lo
ais aos seus primeiros e segundos vizinhos. Este tipode a
oplamento é um a
oplamento difusivo de primeiros e segundos vizinhos, 
oma
oplamentos futuros não-lo
ais aleatórios.A �gura 3.1 mostra este 
omportamento, além disso, matemati
amente, estarede pode ser representada 
omo segue,
x

(i)
n+1 = (1 − ε)f(x(i)

n ) + (3.5)
ε

4 + κ
[f(x(i+1)

n ) + f(x(i+2)
n ) + f(x(i−1)

n ) + f(x(i−2)
n ) +

κ
∑

j=1

f(x(j)
n )Iij ],onde ε > 0 é o parâmetro de a
oplamento lo
al, κ é o número de ligações aleatóriasnão-lo
ais e a matriz I é feita de linhas e 
olunas 
om valores 0 e 1, onde os termos�zeros� indi
am que não há ligação aleatória no sítio, e �um� indi
a que o sítio estáligado aleatoriamente 
om o sítio i. O termo ε

4+κ
representa a normalização da rede.A matriz é 
onstruída de forma que se um sítio tenha três ligações aleatórias, todosos demais também terão as três ligações aleatórias 
om outros três sítios, no entanto,



3.2 O sistema 28os a
oplamentos não são simétri
os, ou seja, um sítio �a� estar a
oplado 
om um sítio�b� não signi�
a que o 
ontrário seja verdadeiro.
1

2

3

4

5

6
7

8

9
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Figura 3.1: Exemplo da rede estudada, esta rede possui doze sítios e 
ada sítio temapenas uma ligação aleatória.A es
olha do número de ligações aleatórias (κ) é feito segundo a probabilidade
p =

κ

N
(3.6)onde N é o número total de sítios da rede. Apesar do mapa utilizado ser unidimen-sional, trabalha-se 
om um sistema N-dimensional devido aos N mapas a
oplados.O sistema de redes aqui utilizado é formado por mapas do tipo

xn+1 = βxn (mod 1). (3.7)Este mapa é um mapa 
aóti
o para qualquer valor de β maior que 1(um) e para esteestudo, usa-se sempre β = 3. O mapa ser 
aóti
o para qualquer valor de β maiorque um se deve ao fato de que o 
on
eito de 
aos é de�nido a partir da 
onstruçãode órbitas para o sistema. Estas órbitas são obtidas através do estado ini
ial x0, ouseja, para o tempo dis
reto n = 0 e en
ontrando os outros valores de x para 
ada n.Órbitas 
om 
ondições ini
iais muito próximas podem ter um 
omporta-mento muito semelhante, 
onvergindo para algum ponto, ou então divergindo 
om-pletamente. No tempo n, a separação entre as duas órbitas é dada por
∆(n) = x2(n) − x1(n). (3.8)



3.3 Resultados e dis
ussão 29Se no limite |∆(0)| → 0 a diferença entre as soluções |∆(n)| 
res
e exponen
ialmente,ou seja,
∆(n)

∆(0)
≈ exp(hn), h>0, (3.9)então diz-se que o sistema tem dependên
ia sensitiva a 
ondições ini
iais e é 
aóti
o[33℄. O módulo 1 na equação do mapa signi�
a que a 
ada iterada do mapa,subtrai-se o valor obtido da unidade até que o próximo valor a ser iterado seja menorque 1. O sistema aqui estudado não é verdadeiramente uma rede de pequeno mundodevido a forma 
omo foi 
onstruído. Em uma rede de pequeno mundo, o grau deagrupamento e a distân
ia entre os sítios devem ser bem determinados. No entanto,aqui, 
onsiderou-se a probabilidade para um valor em que o sistema não fosse total-mente rand�mi
o, nem tão pou
o apenas regular, mas também não se estudou apenas
ara
terísti
as de redes de pequeno mundo, que levam em 
onta, prin
ipalmente, arelação entre agrupamento e distân
ia entre sítios.3.3 Resultados e dis
ussão3.3.1 Identi�
ação do tamanho da redeNeste 
apítulo investigou-se aspe
tos espaço-temporais exibidos pelo sistemade mapas a
oplados. A primeira bus
a se deu através de um número de mapas quefosse adequado para a análise do sistema. Este primeiro estudo o
orreu numeri
a-mente veri�
ando-se que, para alguns valores diferentes de números de mapas narede, o sistema apresentava um 
omportamento não esperado 
om relação às dinâ-mi
as que estavam sendo analisadas. Desta forma, um número razoável de mapasque 
omeçou a ter uma resposta mais de a
ordo 
om o esperado foi N = 3000 efoi para este valor que o estudo do sistema foi feito. Também houve o estudo de
asos 
om uma rede maior, no entanto, o tempo 
omputa
ional para a veri�
ação deentropia ou mesmo dos expoentes de Lyapunov, não foi tão viável, isto é, o tempoera longo demais para o propósito do trabalho.Esta investigação a
onte
eu através do histograma do tempo de sin
roniza-ção. Este é 
al
ulado através da bus
a da distân
ia à variedade de sin
ronização.Quando esta medida atinge pela primeira vez um valor de tolerân
ia, valor este 
on-
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ussão 30siderado, para o 
aso do mapa βx, 
omo sendo de 10−14 e mantém-se neste valorou em um valor menor por um tempo estimado de aproximadamente 
em iterações,
onsidera-se que a rede sin
ronizou e pega-se o tempo que a rede gastou para atin-gir pela primeira vez este valor. É possível veri�
ar que, para redes de tamanhomenores, o sistema possui um pi
o no tempo de sin
ronização para tempos muitopequenos. Esta situação não é veri�
ada quando outras quantidades dinâmi
as parao estudo da sin
ronização são estudadas, ou seja, de
idiu-se estudar uma rede 
ommaior número de sítios porque redes menores apresentaram um 
omportamento nãoesperado quanto ao tempo de sin
ronização. Isto é, para determinadas trajetórias, arede sin
ronizava mais fa
ilmente do que para outras. Portanto, a partir de uma rede
om N = 3000 é que as várias 
ondições ini
iais utilizadas passam a atuar de umamaneira mais 
oerente, assim, por isso de
idiu-se estudar uma rede deste tamanho.Esta veri�
ação pode ser vista na �gura 3.2 que mostra os diferentes 
omportamentosdo sistema para diferentes tamanhos de rede.Pode-se ver, a partir da �gura 3.2(e) e (f), que a maioria das 
ondições ini
i-ais tendem a um estado 
ompletamente sin
ronizado muito rapidamente, enquantoalgumas 
ondições levam a um grande tempo, indi
ando que na dinâmi
a transversalda variedade de sin
ronização devem existir estruturas invariantes que atuam 
omoarmadilhas para as trajetórias que levam a estados não-sin
ronizados [48℄.Com o tamanho da rede de�nido, passou-se a estudar a dinâmi
a do sistemaatravés de seus possíveis estados sin
ronizados e do grau de 
aoti
idade do sistemavariando 
om os parâmetros da rede.3.3.2 A entropia KS do sistemaÉ importante dizer que o estudo da rede é feito 
om 
ondições de 
ontornoperiódi
as, isto é, x
(N)
n = x

(0)
n e 
ondições ini
iais, x

(i)
n , rand�mi
as. Pelo fato dea rede ser 
aóti
a, diferentes 
ondições ini
iais podem levar a um estado diferente.Desta forma, foram utilizadas 30 
ondições ini
iais diferentes, fazendo 
om que osresultados obtidos não sejam muito dependentes das 
ondições ini
iais es
olhidas.A dependên
ia da entropia métri
a 
om a razão entre o número de liga-ções aleatórias e o número total de sítios, 
onsiderando um valor �xo de ε = 1, 0é mostrada na �gura 3.3(a), onde o sistema foi deixado evoluir por quinhentas militerações para ter-se 
erteza que um possível transiente muito longo não in�uen
iasseas respostas do sistema. Também nesta mesma �gura, mas em (b), é possível vero 
omportamento do sistema através da entropia métri
a em função do termo de
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Figura 3.2: Histograma do tempo de sin
ronização em relação às 
ondições ini
i-ais para redes de diversos tamanhos 
om κ = 30 e ε = 1, 0. a)50 mapas, b)200mapas, 
)500 mapas, d)1000 mapas, e)3000 mapas e f)5000 mapas. Em 
ada grá-�
o 
inqüenta 
ondições ini
iais são utilizadas para que a distribuição [P (tsinc)], dotempo de sin
ronização, seja possível.
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oplamento ε, para um valor �xo da probabilidade igual a 1.
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Figura 3.3: Densidade de entropia métri
a (grau de 
aoti
idade) para uma rede
om a
oplamentos regulares e rand�mi
os. Em a) 
omo função da probabilidade deligações não-lo
ais aleatórias 
om ε = 1, 0 e em b) 
omo função do a
oplamento lo
alpara p = 1, 0.Quando os mapas estão fra
amente a
oplados, a densidade do grau de 
aoti-
idade é um pou
o diferente do valor en
ontrado para ummapa, ou seja, lnβ = 1, 098,quando β = 3, 0, mas à medida que ligações não-lo
ais são adi
ionadas no sistema,o valor desta grandeza diminui rapidamente, e após um valor 
ríti
o, ela se tornaprati
amente zero, tendendo para lnβ

N
.O fato da entropia métri
a tender ao valor lnβ

N
, normalmente, indi
a que a
aoti
idade dos mapas é diminuída pelo efeito dos a
oplamentos, ou então, se estáem uma situação onde existe sin
ronização 
ompleta entre os mapas da rede, e osistema 
omo um todo apresenta apenas um expoente de Lyapunov positivo.3.3.3 Cara
terização dos estados sin
ronizadosAlém do uso da entropia métri
a 
omo um auxiliar, os estados sin
ronizadosdo sistema foram estudados através do 
omportamento do parâmetro de ordem, dadistân
ia à variedade de sin
ronização e pelo padrão espaço-temporal da rede.O parâmetro de ordem indi
a que o sistema está 
ompletamente sin
ronizadoquando seu valor é igual a um. A �gura 3.4 mostra o 
omportamento do sistema,
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ussão 33através deste parâmetro, para dois diferentes valores de probabilidade p. É possívelveri�
ar que para um valor de p da ordem de 10−2; o sistema possui 
omportamentosin
ronizado, enquanto que para valores de p de ordem menor, a sin
ronização nãoo
orre. Em (b) é possível veri�
ar o 
omportamento deste sistema através da va-riân
ia do parâmetro de ordem. Esta �gura mostra que para valores de p menoresque aproximadamente 0, 005, 
onsiderando ε = 1, 0, o sistema não apresenta estadossin
ronizados. Isto se deve, provavelmente, devido a presença de ligações aleatóriasque fa
ilitam a o
orrên
ia de estados sin
ronizados. Dessa forma, para valores me-nores de p, o sistema é mais in�uen
iado apenas pelas ligações de primeiros vizinhos,fazendo 
om que a rede não apresente sin
ronização.
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Figura 3.4: a) Comportamento do parâmetro de ordem 
om o tempo para doisdiferentes valores da probabilidade, retirando o transiente, b) variân
ia do parâmetrode ordem em função da probabilidade.Um valor 
ríti
o para que o
orra a transição de um estado não sin
roni-zado para um 
ompletamente sin
ronizado, depende do parâmetro de a
oplamento
ε. Através da �gura 3.5 é possível veri�
ar que, 
om o aumento de p, existe tambémum aumento geral da magnitude do parâmetro de ordem médio, mostrando a forma-ção de um número relativamente grande de plat�s de sin
ronização ao longo da rede.Estes plat�s são estruturas que se mantém 
onstantes no tempo, isto é, 
om o passardo tempo o sistema 
ontinua 
om parâmetro de ordem igual a unidade, no entanto,em alguns momentos, o sistema sai desse estado apresentando estouros, ou seja, o
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ussão 34estado sin
ronizado é perdido durante um intervalo. Como o a
oplamento torna-semaior, o aumento da magnitude do parâmetro de ordem médio não é estritamentemonot�ni
o e pode apresentar alguns �estouros� devido a estruturas lo
alizadas que
onstituem a dinâmi
a da rede. Estas estruturas podem representar supressão de
aos, isto é, para alguns valores dos parâmetros, devido aos a
oplamentos existen-tes, o sistema pode perder estados 
aóti
os, apresentando provavelmente, algumasregiões de 
omportamentos periódi
os.
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Figura 3.5: Parâmetro de ordem médio 
omo função da probabilidade de ligaçõesnão-lo
ais p e do a
oplamento lo
al ε.Para p aproximadamente igual a 0, 03, o parâmetro de ordem torna-se 
ons-tante e próximo de um, o que, 
omo já 
itado, 
ara
teriza a presença de um estado
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ompletamente sin
ronizado, isto é, todos os mapas da rede estão os
ilando em unís-sono 
aoti
amente.Uma outra forma de estudar o 
omportamento sin
ronizado do sistema éveri�
ando o 
omportamento da distân
ia à variedade de sin
ronização. Quandoesta distân
ia é zero, temos um estado sin
ronizado 
ompletamente, quando dife-rente deste valor, não há sin
ronização na rede. Comparando os dois diagnósti
os deestados sin
ronizados, pode-se 
on�rmar a presença de sin
ronização, neste sistema,para alguns valores de parâmetros, o que pode ser visto na �gura 3.6(a). A variân
iada distân
ia está representada na �gura 3.6(b). Através dela, pode-se per
eber uma
lara transição do estado não sin
ronizado para o estado 
ompletamente sin
roni-zado, para valores de p ≈ 0.005, o que 
oin
ide 
om os valores en
ontrados para oparâmetro de ordem.
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Figura 3.6: a) Distân
ia à variedade de sin
ronização para 3000 mapas 
om ε = 1, 0e em b) variân
ia da distân
ia 
omo função de p.Utilizando o parâmetro de ordem 
omo referên
ia, ou seja, pegando pontosquando o parâmetro de ordem era igual a um, analisa-se um per�l da rede na áreade transição entre os estados não sin
ronizados e sin
ronizados, de a
ordo 
om osvalores de p e ε. Este 
omportamento é visto na �gura 3.7. Aqui, da mesma formaque veri�
ado na �gura 3.5, existe a região de fronteira entre estados sin
ronizadose não sin
ronizados, levando em 
onsideração ambos os parâmetros de a
oplamento.É possível veri�
ar que para valores de p até 0,03 e valores de ε < 0, 75, não existemestados sin
ronizados, ou seja, mesmo as ligações aleatórias ajudando no pro
esso desin
ronização, as ligações lo
ais afetam fortemente estes estados. Ou seja, quando o
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ussão 36número de ligações aleatórias é no máximo 90 por sítio, valores menores do parâmetrode a
oplamento ε in�uen
iam bastante a 
onexão entre os sítios, o que faz 
om queo sistema não atinja estados sin
ronizados.
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Figura 3.7: Regiões de estados da rede 
ompletamente sin
ronizada e não sin
roni-zada. Da 
ondição de estado 
ompletamente sin
ronizado é possível 
hegar a umaigualdade, nesta rede em parti
ular, para uma 
ondição dos termos da matriz Iijde a
oplamento. Esta 
ondição mostra que existirá apenas sin
ronização para umdeterminado valor de κ, isto é, para estados sin
ronizados (x
(1)
n = x

(2)
n = ... = x

(N)
n ),tem-se, da equação 3.5,

ζ = (1 − ε)f(ζ) +
ε

4 + κ
[4f(ζ) +

κ
∑

j=1

f(ζ)Iij], (3.10)
ζ = (1 − ε)(ζ) +

ε

4 + κ
[4(ζ) + ζ

κ
∑

j=1

Iij ],

κ
∑

j=1

Iij = κ = Np,ou seja, o número total de números 1 em 
ada linha da matriz Iij é igual ao númerode ligações não-lo
ais por sítio. Assim, de outra forma, não existe sin
ronização
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ussão 37neste sistema, o que quer dizer que se o número de ligações não-lo
ais fosse diferentepara 
ada sítio, estados sin
ronizados não seriam possíveis.Da �gura 3.7 utilizou-se a região de fronteira entre os estados sin
ronizadospara mostrar o padrão espaço-temporal da rede. Desta forma é possível veri�
ar 
omoo aumento ou a diminuição das ligações aleatórias, no sistema, 
om ε �xo, altera seusestados sin
ronizados. Assim, a �gura 3.8 através do espaço-tempo, mostra 
omo osistema varia seu 
omportamento frente a diferentes valores de p.Para valores de p menores que o valor 
ríti
o da região de fronteira, pode-seper
eber que não há muita 
oerên
ia espa
ial entre os sítios, 
ara
terizando destaforma uma rede não sin
ronizada, esta situação é veri�
ada em 3.8(a) onde κ = 15.Com o aumento de κ para 27, é possível veri�
ar em 3.8(b) que existe alternân
iaentre estados sin
ronizados e não sin
ronizados 
ara
terizando, nesta situação, um
omportamento intermitente de ambos regimes; uma 
ara
terísti
a 
omum de redes
omplexas na transição para 
omportamento ordenado [62℄. Com o aumento deapenas uma ligação aleatória, por sítio, isto é, κ = 28, o sistema está na regiãode transição, ou seja, ele está 
hegando à variedade de sin
ronização, passando deum 
omportamento não sin
ronizado para um estado sin
ronizado, e a região deintermitên
ia, isto é, região onde existem estados sin
ronizados e estouros irregulares
onjuntamente, passa a ter um 
omportamento laminar mais a
entuado, o que podeser visto em 3.8(
). Já, nesta mesma �gura, em (d), onde κ = 30, per
ebe-se adinâmi
a 
ompletamente sin
ronizada do sistema e 
om isso veri�
a-se que o efeito,ao adi
ionar uma ligação aleatória a mais, por sítio, é a modi�
ação da estrutura dosistema.Com isso, em uma seção posterior será analisada a relação entre este sistemae uma outra rede de mapas a
oplados através de lei de potên
ia, para saber o quede fato estas ligações aleatórias in�uen
iam na rede aqui estudada.3.3.4 Tempo de sin
ronizaçãoO tempo de sin
ronização, que é o tempo gasto para o sistema atingir avariedade de sin
ronização, não está rela
ionado diretamente ao ponto onde se ini
iaa trajetória, isto é, não é porque a 
ondição ini
ial está mais próxima a variedadede sin
ronização que o tempo de sin
ronização será menor. A �gura 3.9 mostraque isto não é verdadeiro, ou seja, pontos es
olhidos mais próximos à variedade desin
ronização (d=15,7591), não sin
ronizam mais rapidamente do que pontos umpou
o mais afastados (d=15,9304). Esta situação foi expli
ada no 
apítulo anterior.
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Figura 3.8: Comportamento espaço-temporal da rede para um valor �xo de ε = 0, 85.Em (a)κ = 15, (b)κ = 27, (
)κ = 28 e (d)κ = 30. Linhas bran
as e pretas retasindi
am 
omportamento sin
ronizado. Quanto menor a existên
ia de retas, menor asin
ronização ou inexistên
ia de estados sin
ronizados.
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Figura 3.9: Cál
ulo da distân
ia à variedade de sin
ronização (-log(d))versus tempode sin
ronização para uma rede de 3000 mapas 
om 13 ligações não-lo
ais aleatórias.Para trajetórias mais próximas da variedade da sin
ronização, o tempo para o sistemasin
ronizar pode ser maior.
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ussão 40Continuando 
om uma rede de três mil mapas, passa-se agora a veri�
ar 
omoo tempo de sin
ronização varia 
om o número de ligações aleatórias da rede para um
ε �xo, para diferentes números de 
ondições ini
iais e também para um p �xo 
om εvariando. Este estudo é importante para determinar o tempo 
omputa
ional gastono 
ál
ulo de estados sin
ronizados da rede, e também para analisar os valores deparâmetros de a
oplamento rela
ionados 
om os estados de sin
ronização 
ompleta.Na �gura 3.10 é plotado o tempo gasto para o sistema sin
ronizar (ts) 
omofunção do a
oplamento lo
al ε para um valor �xo da probabilidade igual a 0, 03. Avariação mostrada na �gura é muito grande 
om o de
rés
imo do termo de a
opla-mento lo
al. Na realidade, esta é uma 
ara
terísti
a esperada do sistema, já que oaumento do parâmetro de a
oplamento ε ajuda o sistema a sin
ronizar mais rapida-mente. Entretanto, é importante salientar aqui que quando este termo (ε) é maiorque 1, o tempo de sin
ronização volta a aumentar. Estudo este, que é 
omprovadoanalíti
a e numeri
amente, por trabalhos 
om redes que são a
opladas através de leisde potên
ia [10℄, [63℄, [64℄ e que mostram dois regimes de dessin
ronização.

0,7 0,75 0,8 0,85 0,9 0,95 1

ε
10

0

10
2

10
4

10
6

t s

Figura 3.10: Tempo de sin
ronização 
omo função do parâmetro de a
oplamento ε,para p = 0, 03. Aqui é possível per
eber que para valores de ε < 0, 7 o tempo gastopara a rede sin
ronizar é muito grande.Além disso, é veri�
ado também o tempo de sin
ronização da rede em funçãoda distân
ia para diferentes valores de κ. Através da �gura 3.11 é possível veri�
ar
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ussão 41que o valor mínimo de κ, para que exista sin
ronização, quando ε = 1, 0, é 12,para valores menores que este, a rede não sin
roniza enquanto que para valoresmaiores, o tempo de sin
ronização tende a diminuir. Com este resultado é possívelveri�
ar que além do a
oplamento lo
al, o a
oplamento aleatório também in�uen
iao tempo de sin
ronização e os estados sin
ronizados do sistema. Isso vem do fatode que estas ligações fazem o sistema, de uma forma geral, en
aminhar-se para um
omportamento semelhante dos sítios ligados.

10 100 1000

t
(s)

0

5

10

15

20
|lo

g 
d|

κ=12
κ=20
κ=25
κ=30
κ=40

Figura 3.11: Módulo da distân
ia versus o tempo de sin
ronização para diferentesvalores do parâmetro de a
oplamento não lo
al para uma rede de 3000 mapas. Comose está 
onsiderando o logaritmo da distân
ia à variedade de sin
ronização, a 
urvadeixa de existir quando a pre
isão da máquina é atingida. A �gura mostra quevalores de κ < 12 fazem 
om que o sistema não atinja estados sin
ronizados.
3.3.5 Uma relação entre o sistema estudado e uma rede demapas 
om a
oplamento lei de potên
iaNesta seção é feita uma simples 
omparação, através do 
omportamentoda rede via entropia e um outro aspe
to que será oportunamente de�nido, entre osistema até agora estudado e uma rede 
om a
oplamento lei de potên
ia 
omo em[29℄, [65℄, ou seja, 
omo representado por 2.7 
om a mesma 
ondição de normalização,
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ussão 42mesmo valor de η, número ímpar de sítios e 
ondição de 
ontorno periódi
a.Aqui é importante saber que este sistema é bem 
onhe
ido para uma rede
om mapas βx (mod1) sendo β = 3, possuindo 
ondições de 
ontorno periódi
as e
ondições ini
iais rand�mi
as, estudado em [29℄, [65℄, [66℄. Ele apresenta um 
om-portamento que pode ser 
onsiderado 
omo uma interpolação entre um a
oplamentoglobal(
ampo médio), onde todos os sítios interagem entre si, e um a
oplamento lo-
al(primeiros vizinhos), onde apenas os primeiros vizinhos interagem no a
oplamentoda rede. Além disso, nos trabalhos 
itados a
ima, para este sistema, o espe
tro deLyapunov é 
onhe
ido analiti
amente. Dos trabalhos existentes na literatura, sabe-se que para este sistema, quando α → ∞ existe um 
omportamento de a
oplamentolo
al e quando α = 0 o a
oplamento é global, ou seja, todos os sítios interagem entresi. Uma 
omparação entre os dois sistemas é de interesse porque o sistema
om a
oplamento lei de potên
ia é bem 
onhe
ido na literatura [29℄, [66℄, [67℄, [68℄,sendo já estudado tanto numéri
a quanto analiti
amente através da sua dinâmi
ade sin
ronização. Ainda existem algumas questões abertas sobre 
omo as 
onexõesnão-lo
ais de um sistema de pequeno mundo afetam a dinâmi
a espaço-temporal dosistema, em parti
ular, 
omo a 
aoti
idade e a dimensão do atrator são afetadasquando do aumento das ligações aleatórias κ.Para uma 
omparação entre este sistema de lei de potên
ia e o até aquiestudado, usa-se uma rede de 201 mapas a
oplados. Este valor foi es
olhido para di-minuir o tempo 
omputa
ional gasto, que já para este valor é de alguns dias quandose 
al
ula a entropia métri
a do sistema, devido às multipli
ações de matrizes utili-zadas. A �gura 3.12 mostra o 
omportamento da entropia para ambos os sistemas.Através dela pode-se per
eber que para o sistema até agora estudado 3.12(a), quandoo termo de a
oplamento ε, também 
onhe
ido 
omo a
oplamento resistente(ε) au-menta, a entropia do sistema tem uma queda monot�ni
a, o mesmo a
onte
endopara o sistema 
om a
oplamento lei de potên
ia. No 
aso do sistema de rede seme-lhante a pequeno mundo, quando não existe a
oplamento aleatório, ou seja, p = 0, arede é puramente regular 
om a
oplamento de primeiros e segundos vizinhos e paraeste 
aso a entropia aumenta 
om o aumento de ε. Com o aumento das ligaçõesaleatórias κ, para um valor �xo de ε, a entropia diminui e 
om o aumento de ε aentropia volta a aumentar. É 
onhe
ido que redes a
opladas lo
almente, 
om a
opla-mento forte, aumentam sua entropia [69℄, no entanto, a adição das ligações aleatórias



3.3 Resultados e dis
ussão 43neste sistema reduzem este efeito. Não somente a diminuição da entropia torna-semonot�ni
a 
om o aumento de p, mas também seu valor diminui rapidamente parapróximo de zero [70℄. Esta transição para um pequeno valor da entropia torna-semais a
entuado 
om o aumento das ligações aleatórias κ.
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Figura 3.12: Comportamento da entropia para ambos os sistemas. Em (a) rede tipopequeno mundo 
om h versus p e ε. Em (b) rede 
om a
oplamento tipo de lei depotên
ia 
om h versus α e ε. Para os dois 
asos a rede possui 201 sítios.No 
aso da rede 
om a
oplamento tipo lei de potên
ia, a �gura 3.12(b) mos-tra que quando α = 0, ou seja, a
oplamento global, o valor médio da densidade deentropia é próximo a zero quando ε é grande, e após um valor 
ríti
o de ε, aproxi-madamente igual a 0,6, 
res
e monotoni
amente até atingir seu valor máximo. Esteefeito é 
ompreendido através do espe
tro de Lyapunov para o 
aso de a
oplamentoglobal [66℄, ou seja, o primeiro expoente é sempre positivo para β > 1, os outros
N − 1 expoentes são positivos desde que ε < εcritico = 1 − 1

β
, assim a entropia épequena e tende a desapare
er quando N → ∞, mostrando que para esta rede, 201sítios têm um 
omportamento aproximado ao de um 
aso para limite termodinâmi
o.Para um valor de ε grande, a entropia tem um valor positivo 
om o aumentode α. Para α grande o a
oplamento é efetivamente de primeiros vizinhos e mesmo umvalor de ε pronun
iável não é su�
iente para mudar a dinâmi
a 
aóti
a de 
ada mapa,embora a randomi
idade seja menor para a
oplamento forte do que para a
oplamentofra
o. Uma outra forma de 
omparar os sistemas é através da dimensão de Lyapu-nov. Esta é uma análise de interesse porque a 
onjuntura é de que a dimensão de Lya-
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ussão 44punov é a mesma que a dimensão de informação do atrator [33℄. Seja λj(j = 1, 2, ...)a representação dos expoentes de Lyapunov do sistema e q o maior inteiro para oqual ∑q

j=1 λj é positivo, então a dimensão de Lyapunov (D) é dada por:
D =











0 se não existe q
q + 1

|λq+1|

∑q

i=1 λi se q < N
N se q = No que signi�
a que a dimensão de Lyapunov é zero 
aso a soma dos expoentes sejanegativa, possui o mesmo valor do tamanho da rede 
aso todos os expoentes, na suasoma, sejam positivos e, valores intermediários na situação em que o maior inteiropara o somatório positivo seja menor que o tamanho da rede. Enquanto a dimensãode informação é dada por:

D1 = lim
δ→0

a(δ)
∑

i=1

µilnµilnδ , (3.11)onde a(δ) é o número de 
ubos em uma grade de tamanho δ ne
essário para 
obriro atrator inteiro e µi é a medida natural do sistema dada por:
µi = lim

T→∞

η(Ci,x0, T )

T
, (3.12)onde η(Ci,x0, T ) é a quantidade de tempo que a órbita, originada em x0, gasta em

Ci(um 
ubo) no intervalo de tempo 0 ≤ t ≤ T .A �gura 3.13 mostra a 
omparação entre os sistemas através da dimensãode Lyapunov. Nela pode-se per
eber que o 
omportamento dos sistemas é idênti
o,diferen
iado apenas pelos valores dos a
oplamentos, isto é, p = 0 para a rede depequeno mundo 
orresponde, na rede de lei de potên
ia, a α → ∞. E α = 0 narede de lei de potên
ia, 
orresponde a p grande no sistema em estudo neste 
apítulo.Um valor pequeno de D indi
a que o atrator do sistema torna-se de baixa dimensão.Essa diminuição na dimensão do atrator mostra que a medida natural do sistema �
amais restrita a uma pequena região do espaço de fase. As medidas de um sistemasão importantes porque através delas é possível espe
i�
ar qual a porção do atratorou atratores do sistema, está em determinada região.Através da 
omparação entre os sistemas, é possível 
on
luir que apesarde não totalmente equivalentes, a rede de pequeno mundo aqui estudada no limite
p → 1, tem as mesmas propriedades do a
oplamento global obtido no limite α → 0
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Figura 3.13: Comportamento da dimensão de Lyapunov para ambos os sistemas.Em (a) rede tipo pequeno mundo 
om D versus p e ε. Em (b) rede 
om a
oplamentotipo de lei de potên
ia 
om D versus α e ε. Para ambos os 
asos a rede possui 201sítios.do a
oplamento em lei de potên
ia. Desta forma, esta analogia leva a 
rer, que assim
omo no 
aso da rede de lei de potên
ia [66℄, também para o 
aso do sistema aquiestudado, existe uma transição para 
aos de baixa dimensão. Esta transição o
orrepara um valor 
ríti
o de ε aproximadamente igual a 2
3
, quando trata-se do 
aso dea
oplamento global. No entanto, é importante salientar que esta analogia pode sergrandemente limitada, já que as interações são um tanto quanto distintas em 
adaum dos sistemas e que a forma de a
oplamento, apesar de levar a um resultado �nalsemelhante, pode ter outras impli
ações que aqui não foram estudadas.



Capítulo 4Os
iladores a
opladosO trabalho feito e dis
utido neste 
apítulo é sobre dois os
iladores não-lineares a
oplados. Aqui veri�
a-se o 
omportamento do sistema através do expoentede Lyapunov a tempo �nito e também, na presença de um termo de perturbação ale-atória, a sin
ronização do sistema e as diferentes rotas para o 
aos. Além disso,algumas relações 
om 
omportamento 
ardía
o são feitas, usando, em alguns mo-mentos, este sistema 
omo um modelo teóri
o para o 
oração.4.1 O modelo de LiènardO os
ilador de van der Pol(VDP) foi primeiramente estudado em um trabalhode 1928 por van de Pol e van der Mark [71℄. Este os
ilador 
onsistia de um 
ir
uitoeletr�ni
o 
omposto de uma lâmpada de neon, que possui um 
omportamento não-linear, um 
apa
itor, um resistor e uma bateria, e sua esquematização representavaa dinâmi
a de um 
omportamento 
ardía
o. A partir deste trabalho, muitos outrosestudos 
om este tipo de os
iladores �zeram modelamentos 
ardía
os e estudaramseus 
omportamentos dinâmi
os de diversas maneiras [43℄, [72℄, [73℄, [74℄. Alémdisso, este mesmo os
ilador tem apli
ações também em tubos de vá
uo em 
ir
uitoselétri
os, e na presença de uma força externa pode apresentar aspe
tos dinâmi
osvariados, in
luindo a presença de 
aos, intermitên
ia, entre outros.As equações de Liènard podem representar um 
ir
uito triodo de freqüên
ianatural w0, forçado por uma 
orrente alternada de amplitude ρ e freqüên
ia w. A
urva 
ara
terísti
a do triodo pode ser tomada 
omo um polin�mio de ter
eiro grauna grade de voltagem, 
uja forma normalizada é representada pela variável x.46



4.1 O modelo de Liènard 47O 
ir
uito triodo, na forma adimensional, tem a forma:
ẍ + µ(x2 + τx − 1)ẋ + w2

0x = ρsen(wt), (4.1)onde os parâmetros µ e ρ dependem dos 
oe�
ientes da 
urva 
ara
terísti
a do triodo.O os
ilador de van der Pol, que é um 
aso parti
ular da equação de Liènard, érepresentado matemati
amente, da seguinte forma:
d2y

dt2
+ (y2 − n)

dy

dt
+ w2y = F (t), (4.2)onde d2y

dt2
é o termo iner
ial, w2 freqüên
ia do modo normal, (y2 − n)dy

dt
injeção oudissipação de energia, sendo y2 dy

dt
o termo não-linear e F (t) uma força externa quepode ser periódi
a ou não. Esta é uma equação diferen
ial ordinária de segundo grauque pode ser transformada em um sistema de duas ou mais equações diferen
iaisordinárias de primeiro grau.O sistema a
oplado, aqui estudado, é uma variação do os
ilador de van derPol, já que no lugar do termo (y2−n), existe uma função que possui duas raízes 
omoresultado. Dessa maneira, o sistema apresenta uma forma mais idênti
a à equaçãode Liènard e já foi trabalhado através dos seus tipos de sin
ronização tentando fazerum modelo fenomenológi
o do 
oração [11℄, ou seja, usando 
ada os
ilador 
omo ummar
apasso do 
oração e a
oplando-os para tentar modelar alguns tipos de arrit-mias. O estudo mostrado neste 
apítulo segue 
om as mesmas equações do estudofenomenológi
o do 
oração, levando em 
onsideração apenas aspe
tos dinâmi
os doa
oplamento. Os os
iladores a
oplados, trabalhados neste 
apítulo, são representa-dos da seguinte maneira:

dx1

dt
= x2, (4.3)

dx2

dt
= G(x1)x2 − b1x1 + c1(x3 − x1) + asen(ft),

dx3

dt
= x4,

dx4

dt
= G(x3)x4 − b2x3 + c2(x1 − x3),sendo,
G(xn) =

4h

(w2 − w1)
(xn − w1)(xn − w2), (4.4)



4.2 Sistema unidire
ional 48onde h representa a ordenada máxima de uma parábola 
om raízes w1 e w2 e tendoseu valor sempre igual a −1, 6, os valores de w1 e w2 também são sempre 
onstantese respe
tivamente iguais a −0, 2 e 1, 9. Estes valores foram es
olhidos de forma ase trabalhar sempre 
om o sistema forçado 
aóti
o. Do sistema, c1 e c2 representamos termos de a
oplamento, b1 e b2 os modos normais e a o termo de forçamentoda função periódi
a. Os valores numéri
os destes parâmetros serão dis
utidos node
orrer do 
apítulo.4.2 Sistema unidire
ionalRela
ionado aos 
on
eitos anteriormente de�nidos, os resultados que serãoapresentados a seguir, são estudados 
om dois os
iladores a
oplados unidire
ional-mente, levando em 
onsideração seu aspe
to hiper
aóti
o.O estudo deste sistema foi feito 
onsiderando os seguintes valores de parâ-metros: b1 = 1, 0; b2 = 0, 66; c1 = 0, 0; a = 0, 95 e f = 1, 0. O valor de a foi es
olhidodevido ao fato de se saber que para este valor o sistema mostrava 
omportamento
aóti
o, os modos normais, b1 e b2 foram es
olhidos de forma a modelar a freqüên
ia
om que os nodos 
ardía
os os
ilam, uma motivação usada para dois outros trabalhos[11℄, [43℄ e o termo de a
oplamento nulo indi
a que o sistema apresenta a
oplamentounidire
ional.Devido ao fato deste sistema possuir hiper
aos, ou seja, para determinadosvalores de c2 ele ter dois expoentes de Lyapunov a tempo in�nito positivos, 
omo podeser visto em 4.1, resolveu-se analisar o 
omportamento do segundo maior expoentede Lyapunov a tempo �nito do sistema e per
ebeu-se que este os
ila em torno dezero. A presença dessa os
ilação no expoente de Lyapunov a tempo �nito, 
omojá dis
utido anteriormente, pode representar a perda de 
on�abilidade do sistema, jáque este 
omportamento re�ete a variação do número de dimensões instáveis ao longoda trajetória [50℄. Aqui, quando os dois os
iladores são a
oplados, é introduzido nosistema um subespaço tangente adi
ional, que é transverso à variedade de sin
ro-nização. Quando este a
oplamento é diferente de zero, algumas órbitas periódi
asinstáveis, dentro da variedade de sin
ronização, perdem ou ganham direções estáveis,assim, o a
oplamento entre os os
iladores pode gerar a perda de 
on�abilidade dosistema numéri
o.Com este resultado em mãos p�de-se obter uma aproximação numéri
a para
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Figura 4.1: Segundo maior expoente de Lyapunov a tempo in�nito.a probabilidade P (λ2(50)) que é a probabilidade em que os expoentes de Lyapunovde tempo 50 admitem valores entre λ2 e λ2 + dλ2 para este dado tempo, sendo quepara o atrator deste sistema é λ2 quem �utua errati
amente pelo zero, 
onsiderandoum grande número de trajetórias 
om 
omprimento �nito. Na �gura 4.2 existem trêsdistribuições de tempo 50, obtidas para diferentes valores do parâmetro de bifur
ação
c2, que é o a
oplamento 
onstante.A �gura em questão é obtida 
onsiderando o expoente de Lyapunov a tempo�nito. O valor a 
ada 50 tempos deste expoente é obtido, para uma iteração de 106tempos, e a distribuição de probabilidade é mostrada na �gura.Para c2 = 0, 3280 vê-se que a distribuição é quase totalmente negativa epara c2 = 0, 3260 a distribuição é quase totalmente positiva, indi
ando que não hápassagem do expoente �nito, para estes valores, pelo zero, e portanto a trajetórianuméri
a representa satisfatoriamente a trajetória do sistema verdadeiro. No en-tanto, para c2 = 0, 3269 a distribuição é próxima a uma gaussiana 
entrada em zero,para este 
aso per
ebe-se que existem, em média, valores positivos e negativos dedireções na trajetória. Este valor de c2 é o parâmetro 
ríti
o e 
ara
terizado por
c∗2. Como o sistema já é não-hiperbóli
o, aqui, este a
onte
imento não demonstra aperda de hiperboli
idade do sistema, mas indi
a que para este valor de a
oplamento,
onsiderando-se um sistema real, o resultado numéri
o seria falho e não ne
essaria-
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Figura 4.2: Distribuição de probabilidade para o expoente de Lyapunov a tempo�nito, 
om tempo 50 para diferentes valores de c2.mente mostraria um resultado exato.Interessante também é 
onsiderar a fração de expoentes de Lyapunov atempo �nito positivos, isto é,
φ(n) =

∫ ∞

0
P (λc(x0, n), n)dλc

∫ ∞

−∞
P (λc(x0, n), n)dλc

, (4.5)o que é visto na �gura 4.3. Nela é possível veri�
ar que o iní
io da perda de 
on�ançano sistema numéri
o do sistema pode ser apontada a partir de onde esta fraçãopositiva 
omeça a aumentar partindo do zero, ou seja, quando a distribuição de
λ2(50) ini
ia seu desenvolvimento em uma 
auda positiva ou negativa, dependendoda direção que foi 
onsiderada.Por exemplo, na �gura 4.2, pode ser visto que para c2 & c∗2 a distribuição
P (λ2(50)) não tem prati
amente valores positivos. A �gura 4.3 indi
a que a fraçãode valores positivos está próxima a zero e 
res
e subitamente para um valor próximoda unidade, em uma íngreme angulação, quando c2 
ruza c∗2 e este valor indi
a umafração positiva de φ(50) = 1

2
.É importante salientar que estes resultados foram obtidos 
om a
oplamentounidire
ional, onde para alguns valores do parâmetro c2 o sistema passava de 
aóti
o
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Figura 4.3: Fração dos expoentes de Lyapunov a tempo �nito positivos na vizinhançade c∗2.para hiper
aóti
o, onde a
onte
ia a passagem do expoente de Lyapunov por zeropara alguns valores do parâmetro de a
oplamento.4.3 O sistema bidire
ionalA partir de agora o sistema passa a ser estudado do ponto de vista do atra-tor 
aóti
o, o que o difere do até agora trabalhado é a sua forma de a
oplamentoque passa a ser bidire
ional, ou seja, tanto o primeiro os
ilador é in�uen
iado pelosegundo quanto este por aquele.Num primeiro momento será mostrado o 
omportamento do sistema sem apresença de ruído, e após, será 
olo
ado ruído no sistema para veri�
ar 
omo ele se
omporta, e quais as prin
ipais diferenças existentes no atrator.4.3.1 Rotas para o 
aosSistemas dinâmi
os 
aóti
os possuem um 
omportamento, quando da vari-ação de parâmetros, que podem variar entre janelas periódi
as e 
aos. Este 
om-portamento pode ser veri�
ado através do diagrama de bifur
ação do sistema e este



4.3 O sistema bidire
ional 52diagrama representa as mudanças do regime assintóti
o do sistema.A o
orrên
ia de 
aos, em um sistema, a
onte
e, 
omo já foi observado naliteratura, através de três rotas distintas. Elas são 
onhe
idas 
omo rotas para o 
aosvia intermitên
ia, via dupli
ação de período e via 
rise, além disso, existe também o
enário de Ruelle-Takens para o 
aos.Nesta seção bus
ou-se des
obrir, quando do a
oplamento bidire
ional do sis-tema, de que forma o 
aos o
orreria e 
omo estas rotas eram modi�
adas perante apresença de um termo aditivo de perturbação, no sistema, a 
ada passo de iteração.Dependendo do valor do parâmetro de a
oplamento estudado, estas rotaspodem variar mesmo sem a presença de ruído, já que existem várias janelas periódi
asno sistema e 
ada umas destas janelas pode perder estabilidade através de rotasdistintas.A seção de resultados (4.3.2) trará detalhadamente as diferentes rotas pelasquais o sistema passa. Nesta seção será tratado apenas 
omo estas rotas o
orrem equais suas prin
ipais diferenças.A rota via intermitên
ia o
orre através de trajetórias que se alternam en-tre períodos longos quase regulares e pequenas explosões irregulares. Esta rota foiprimeiramente estudada por Pomeau e Manneville em 1979 [75℄ e des
obriu-se a exis-tên
ia de três tipos distintos de rotas via intermitên
ia. A intermitên
ia do tipo Io
orre através de uma bifur
ação do tipo sela-nó, isto é, dois pontos �xos, um estávele um instável, unem-se formando uma explosão 
aóti
a [76℄. No tipo II uma órbitaquase periódi
a dá origem a uma explosão 
aóti
a, sendo que para isto a
onte
er,pontos �xos 
omplexos 
onjugados se desestabilizam [77℄. A intermitên
ia do tipoIII o
orre juntamente 
om uma bifur
ação de dupli
ação de período, uma amplitudesubharm�ni
a apare
e enquanto a amplitude fundamental de
res
e, quando a am-plitude subharm�ni
a atinge um valor alto a regularidade é perdida e o
orre umaexplosão turbulenta [76℄.A rota por dupli
ação de período o
orre quando o ponto �xo estável se tornainstável e neste ponto apare
em dois pontos �xos estáveis simétri
os. É uma das rotasmais 
omuns em sistemas dinâmi
os. O 
enário de Ruelle e Takens foi proposto porestes autores em 1971 [78℄, onde foi demonstrada que após uma bifur
ação de Hopf -dois autovalores 
omplexos 
onjugados 
ruzam o eixo imaginário em direção ao ladodireito do plano, desestabilizando o ponto �xo do sistema e dando origem a um 
i
lolimite - o sistema torna-se altamente instável em favor de um movimento 
aóti
o.Neste 
enário o 
omportamento 
aóti
o possuirá freqüên
ias fundamentais do sistema



4.3 O sistema bidire
ional 53e freqüên
ias de banda larga, mas não terá freqüên
ias harm�ni
as das fundamentais.Finalmente, a rota via 
rise, assim 
omo via intermitên
ia, possui três formas bemdistintas que foram primeiramente estudadas por Grebogi, Ott e Yorke em 1983 [79℄.Na primeira, o atrator 
aóti
o é subitamente destruído quando o parâmetro passaatravés de seu valor 
ríti
o, esta é a 
hamada 
rise de fronteira; no segundo tipo otamanho do atrator 
aóti
o no espaço de fase aumenta subitamente quando o atrator
aóti
o 
olide 
om uma órbita periódi
a que está dentro da ba
ia, esta é a 
hamada
rise interior, e no ter
eiro e último tipo de 
rise, dois ou mais atratores 
aóti
osse unem para formar um outro atrator 
aóti
o diferente, esta denominada 
rise deintermitên
ia [33℄.4.3.2 Outros resultadosA rota via intermitên
ia tipo IA partir de agora os estudos serão feitos 
om relação ao 
omportamentodinâmi
o do sistema via bifur
ações e rotas para o 
aos. Nesta seção se tem interesseem saber de que forma o sistema atinge seu 
omportamento 
aóti
o. Do ponto devista práti
o, o maior interesse é en
ontrar uma maneira de análise que utilize apenasséries temporais e 
om isso, tentar demonstrar que estes estudos podem ser apli
adose bem utilizados para versões em experimentos que dependam de séries temporais
omo eletroen
efalogramas ou eletro
ardiogramas, por exemplo, de forma a examinardoenças ou quaisquer anomalias através de diagnósti
os já 
onhe
idos.O estudo, aqui, é sempre baseado no sistema bidire
ional, para isso, o termode a
oplamento c1, que indi
a o a
oplamento bidire
ional do sistema, será sempre
onstante e igual a 0, 01. Os demais parâmetros 
ontinuam 
om seus valores atéagora estudados (b1 = 1, 0, b2 = 0, 66, f1 = 1, 0 e a = 0, 95). A �gura 4.4 mostra o
omportamento do sistema através do diagrama de bifur
ação. Nela pode-se per
eberque 
onforme o parâmetro c2 muda, o sistema passa por 
omportamentos 
aóti
os ejanelas periódi
as. O que se deseja, neste estudo, é des
obrir por que tipo de rotaspara o 
aos estas janelas periódi
as perdem sua estabilidade.Para en
ontrar as rotas que levam a um 
omportamento 
aóti
o é ne
essárioen
ontrar um valor do parâmetro que é 
hamado de valor 
ríti
o (c∗2). Este valor éen
ontrado na região de fronteira entre o estado periódi
o e o 
aóti
o. É importantenotar que este c∗2 não tem nada a ver 
om o c∗2 analisado na seção anterior, quandodo estudo do sistema 
om a
oplamento unidire
ional. Para a região onde a rota



4.3 O sistema bidire
ional 54

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5

c2

0

1

2

3

4

5

6

7

m
áx

 (
x 4)

Figura 4.4: Diagrama de bifur
ação para o sistema 
om a
oplamento bidire
ional.Esta �gura é 
onstruída utilizando-se 30 
ondições ini
iais e pegando-se o máximoda série temporal do segundo os
ilador.
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ional 55via intermitên
ia tipo I o
orre, o valor 
ríti
o de c2 é c∗2 = 2, 101504, ou seja, estevalor ainda faz o sistema possuir 
omportamento periódi
o. A partir dele, no sentidode
res
ente, a intermitên
ia 
omeça a a
onte
er. Este ponto está lo
alizado na janelade período doze, en
ontrada no grá�
o de bifur
ação da �gura 4.4. É fá
il veri�
areste 
omportamento de valor 
ríti
o através do diagrama de retorno, ou mesmo dográ�
o temporal dos máximos que podem ser vistos na �gura 4.5.Através da �gura men
ionada, pode-se per
eber que para o valor 
ríti
oexistem apenas os pontos �xos do mapa, já para um valor diretamente menor, regiõesde estouros laminares 
omeçam a surgir, e para estes pontos serem melhor vistosnum grá�
o de retorno, muito tempo 
omputa
ional é gasto. Este grá�
o de retornomostra o 
omportamento do sistema quando há intermitên
ia. Isto é veri�
adoquando o grá�
o tangen
ia a reta onde x = y. Logo após a tangên
ia, esta 
urva seafasta da reta formando um �túnel� pelo qual as órbitas passam e divergem, dandoiní
io ao 
omportamento 
aóti
o do sistema.Na literatura 
onhe
ida, sabe-se que o tempo médio de 
ada estouro no
omportamento intermitente é uma potên
ia 
om valor 1
2
, isto é, (c2 − c∗2)

−1
2 parao 
aso de intermitên
ia do tipo I. Nesta expressão, c2 é o valor do parâmetro dea
oplamento que é variado. Com isso, 
omprova-se pela �gura 4.6 que aqui se temrealmente este tipo de rota para o 
aos.A �gura 4.6 é o grá�
o do tempo médio de estouros intermitentes pela di-ferença do parâmetro de a
oplamento pelo seu valor 
ríti
o. Através dela é possívelveri�
ar que quanto menor a diferença entre c2 e seu valor 
ríti
o, maior o tama-nho do plat�, ou seja, maior o tempo que o sistema permane
e 
om 
omportamentoperiódi
o, e quanto maior esta diferença se torna, mais o sistema tende ao atrator
aóti
o.O 
enário de Ruelle-TakensAntes de falar sobre este 
enário, é importante salientar que a rota via dupli-
ação de períodos também apare
e neste sistema, e ela pode ser vista simplesmentepelo diagrama de bifur
ação onde uma órbita periódi
a de período quatro dá lugar aoutra de período oito e esta a uma de dezesseis e por �m um 
omportamento 
aóti
osurge em c2 ≈ 1, 55.O 
enário de Ruelle e Takens para o 
aos o
orre na janela de período quatro,onde c∗2 tem o valor aproximado de 0,4547. Este 
omportamento pode ser visto na�gura 4.4 do diagrama de bifur
ação do sistema. Neste ponto o 
aos apare
e devido
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Figura 4.5: Mapa de retorno e série temporal dos máximos para (a) ponto 
ríti
o
c2 = 2, 101504, para (b) próximo valor de parâmetro c2 = 2, 101503, onde a inter-mitên
ia tem iní
io e (
) para o valor de c2 = 2, 10147, onde a intermitên
ia é maispronun
iada.
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Figura 4.6: Grá�
o do tempo médio de estouros versus (c2 − c∗2). Aqui a linharepresenta a regressão linear 
uja expressão é y = 0, 21588x(−0,50207±0,01382), ou seja,
(c2 − c∗2)

−1,0041
2 .ao fato de uma bifur
ação de Hopf dar origem ao 
omportamento 
aóti
o, isto é, umponto �xo é desestabilizado deixando o sistema instável. No diagrama de retorno,para este 
aso, o que se observa são as 
urvas de 
i
lo limite de Hopf destruindo-se
om a variação do parâmetro, 
omportamento que pode ser visto na �gura 4.7.A partir desta �gura é simples veri�
ar, pela análise da série temporal, um
omportamento que passa de quase periódi
o pra 
aóti
o ou vi
e-versa. Com estasituação espera-se que uma série temporal simples, 
omo um eletro
ardiograma oumesmo um �holter�(aparelho utilizado para monitorar variabilidade 
ardía
a), sejasu�
iente para analisar dados de forma mais 
onsistente e práti
a, fato que faz mo-delos numéri
os serem de grande importân
ia na pesquisa que visa aprimoramentoda 
ompreensão de dados reais.Utilizando um simples diagrama de retorno é possível, por exemplo, re
onhe-
er um tipo de anomalia 
ardía
a que está rela
ionada a um 
i
lo quase periódi
o do
oração, 
omo a parasístole, por exemplo, sem levar em 
onta dados mais dinâmi
os
omo o expoente de Lyapunov.
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i
lo limite para c2 =

0, 45475. A segunda �gura mostra a desestabilização deste 
i
lo para c2 = 0, 45472,depois c2 = 0, 45245 e por último já o 
omportamento 
aóti
o para c2 = 0, 45224.



4.3 O sistema bidire
ional 594.3.3 A presença de perturbação aleatóriaOs vários efeitos de perturbação em sistemas dinâmi
os determinísti
os sãoum tópi
o de 
ontínuo interesse e de fundamental importân
ia em físi
a estatísti
ae sistemas não-lineares. Isto a
onte
e porque sistemas físi
os estão freqüentementesob in�uên
ia de ruídos e assim, estudar estes sistemas, forne
e um a
esso maior aosfatores que afetam um sistema dinâmi
o 
aóti
o na presença de perturbação [80℄.Os 
omportamentos vistos até o momento, do ponto de vista de rotas, são
onhe
idos na literatura, no entanto, não há 
onhe
imento do estudo de um sistema
omo este que aqui se apresenta, além disso, o intuito maior deste trabalho é des
obriro que a
onte
e nestes pontos quando da presença de uma perturbação esto
ásti
a nosistema.Para ambos os 
asos a perturbação adi
ionada é gerada por números ale-atórios e uniformes, introduzidos a 
ada passo de integração. Esta perturbação épequena, da ordem de 0,05%, algumas vezes até menor, metade para um valor supe-rior e metade para um valor inferior, sendo que a adição é feita no primeiro os
ilador,isto é, no que possui o forçamento externo. A perturbação é apli
ada para todo otempo de integração, é aleatória 
om uma seqüên
ia de variáveis pseudo-rand�mi
as,
om distribuição uniforme, e é apenas somada a segunda equação de 4.3.O estudo do sistema é feito da mesma forma, através dos diagramas deretorno e en
ontrando-se leis de es
alas que possam generalizar um 
omportamentoperturbado aleatoriamente.Num primeiro momento analisa-se o grá�
o que mostra o 
omportamentointermitente do sistema. O primeiro ponto interessante neste estudo é que a pre-sença da perturbação adi
ionada ao sistema muda a região de janelas periódi
astransladando seus valores, isto é, a região onde anteriormente, sem a perturbação,o sistema possuia 
omportamento 
ríti
o de intermitên
ia, passa a ter este mesmo
omportamento para valores distintos do parâmetro c∗2.A �gura 4.8 mostra a série temporal dos máximos do sistema juntamente
om o grá�
o de retorno mediante a presença de uma perturbação aleatória adi
ional.Nela é possível ver que, um pou
o diferente do que visto na �gura 4.5, a presençadesta perturbação muda o valor dos parâmetros, isto é, a perturbação tira a trajetóriados os
iladores da intermitên
ia e leva para o atrator 
aóti
o, ou seja, a perturbaçãofaz 
om que o sistema atinja mais rapidamente o 
omportamento 
aóti
o.A primeira análise do sistema 
om adição de um termo perturbativo, é feita
om o mesmo valor 
ríti
o de c2, para a rota via intermitên
ia, sem a presença de
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os 60ruído, ou seja, c2 = 2, 101504. A �gura 4.8 mostra que a adição de pequenas per-turbações não afeta o 
omportamento do sistema, isto é, a rota para o 
aos viaintermitên
ia não é afetada. Este fato pode ser 
omprovado pela �gura 4.9, onde oexpoente que determina a presença desta rota prati
amente não muda. A presençade perturbação aleatória 
omeça a afetar o sistema quando a perturbação adi
io-nada é da ordem de 10−9. Para este 
aso, pode-se ver, pela �gura 4.9(
), que paravalores maiores na diferença entre o parâmetro c2 e seu valor 
ríti
o, ainda existemalgumas variações nos tamanhos dos plat�s de intermitên
ia, enquanto que ruídosmaiores afetam brus
amente o sistema, fazendo 
om que não haja esta variação. Issoa
onte
e porque uma perturbação um pou
o mais pronun
iada no sistema faz 
omque a estabilidade seja perdida e um ponto que antes era ponto 
ríti
o da rota viaintermitên
ia passe a ser um ponto já dentro do atrator 
aóti
o. Nesta parte doproblema ainda não se está preo
upado 
om o que vem a ser um termo ótimo deperturbação para o sistema, assunto esse que será abordado na próxima seção.Além da perturbação na presença do parâmetro para rota via intermitên
ia,estudou-se também a presença de uma perturbação frente ao parâmetro de a
opla-mento para o 
enário de Ruelle-Takens. Para este 
enário, o ruído passa a ser maispronun
iável a partir de ≈ 0, 005, sendo que valores menores não afetam o 
ompor-tamento do sistema.A �gura 4.10 mostra o diagrama de retorno do os
ilador na presença do termode perturbação para os mesmos valores de c2 vistos anteriormente, para a mesmarota, no 
aso sem ruído. Pode-se per
eber, através da �gura 
onsiderada, que oruído apenas torna o toro da bifur
ação de Hopf mais a
umulado de pontos, maso 
omportamento da passagem de estado quase periódi
o para 
aóti
o basi
amentepermane
e o mesmo. Isso pode estar a
onte
endo devido ao fato de estes valores doparâmetro c2 estarem rela
ionados a um estado mais estável do sistema, ou seja, aperturbação não afeta sobremaneira as rotas de bifur
ação. Além disso, 
omo em[81℄, [82℄ é dito, o efeito de perturbação esto
ásti
a aditiva, próximo a bifur
ações,tende a ampliar a 
aoti
idade lo
al.4.4 Os
iladores idênti
osNesta seção será utilizado o sistema um pou
o diferente do que foi vistoaté aqui. A partir de agora os dois os
iladores estudados são idênti
os e 
aóti
os.Os os
iladores são os mesmos vistos até agora, o que muda são os parâmetros do
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Figura 4.8: Grá�
os de retorno (em 
ima) e dos valores dos máximos das sériestemporais (embaixo). Em (a) perturbação aleatória adi
ional variando de −2.10−10até 2.10−10. Em (b) perturbação aleatória adi
ional variando de −5.10−4 até 5.10−4.Em (
) perturbação aleatória adi
ional variando de −5.10−2 até 5.10−2. Em (d)perturbação aleatória adi
ional variando de −5.10−1 até 5.10−1.
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Figura 4.9: Grá�
os dos valores dos máximos das séries temporais. Em (a) perturba-ção aleatória adi
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om regressão linear de y = 0, 29031x(−0,47119±0,01882).Em (
) perturbação aleatória adi
ional variando de −2.10−9 até 2.10−9. (d) perturba-ção aleatória adi
ional variando de −1.10−7 até 1.107 e em (e) perturbação aleatóriaadi
ional variando de −5.10−3 até 5.10−3
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os de retorno para a janela de 
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o
om a presença de perturbação adi
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omportamentosem perturbação, ou seja, na ordem da direita para a esquerda, 0,45474; 0,45472;0,45245 e 0,45224, 
om perturbação aleatória adi
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o, que antes era só
olo
ado no primeiro os
ilador, agora também será introduzido no segundo os
iladore assim a1 = a2 = 0, 95, f1 = f2 = 1, 0, e todos os demais parâmetros 
ontinuam nomesmo valor. Desta forma, diferente da seção anterior, agora o sistema volta a tera
oplamento unidire
ional, isto é, c1 = 0, 0.Trabalhos 
om os
iladores 
aóti
os idênti
os são extensivamente en
ontradosna literatura. Por este motivo é que aqui resolveu-se torná-los idênti
os, já que apesarda extensividade do assunto, pou
a 
oisa se en
ontra sobre os
iladores 
omo os aquiapresentados.Em um primeiro momento bus
a-se valores do parâmetro de a
oplamento
c2 para que o sistema tenha um 
omportamento sin
ronizado. A sin
ronização dosistema o
orre para diversos valores do parâmetro c2, 
omo pode ser visto pela �gura4.11. Tanto através do parâmetro de ordem quanto através da variedade de sin
roni-zação, isto é, x2 = x4 e x1 = x3, são 
omputados os valores de estados sin
ronizados.Caso o parâmetro de ordem seja igual a um ou estados sejam iguais, o valor da saídaé 1 e o sistema tem um atrator sin
ronizado, de outra forma a saída re
ebe zero e osistema apresenta um atrator não sin
ronizado. Esta �gura é feita 
om duzentas e
inqüenta diferentes 
ondições ini
iais, e é através delas que os valores do parâmetrode ordem e da igualdade entre os os
iladores são obtidos.Através desta mesma �gura é possível per
eber a presença de um 
ompor-tamento biestável do sistema, ou seja, para determinados valores do parâmetro dea
oplamento c2, o
orre a presença 
onjunta de um atrator sin
ronizado e um nãosin
ronizado. Além das �guras dos estados, é possível veri�
ar, através do 
ompor-tamento do expoente de Lyapunov 
ondi
ional, a perda de estabilidade da variedadede sin
ronização. Este fato a
onte
e quando o expoente 
ondi
ional é positivo. Aestabilidade do estado sin
ronizado é assegurada se um pequeno deslo
amento trans-versal para a variedade de sin
ronização de
ai 
om o tempo, isto é, todo o movimentotransverso da variedade de sin
ronização deve ser amorte
ido. Dessa forma, se o ex-poente de Lyapunov 
ondi
ional é negativo, sabe-se que a variedade de sin
ronizaçãoé estável.A �gura 4.12 mostra o 
omportamento do expoente de Lyapunov 
ondi
ionaldo sistema para algumas 
ondições ini
iais. Através dele, e do que foi 
omentado an-teriormente, é fá
il veri�
ar quando o sistema possui uma variedade de sin
ronizaçãoestável e quando isso não a
onte
e. Esta �gura mostra que para diferentes 
ondiçõesini
iais é fá
il per
eber, pela estabilidade, quando se está no atrator sin
ronizado, ou
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Figura 4.12: Expoentes de Lyapunov 
ondi
ional, para alguns valores de 
ondiçõesini
iais diferentes, que levam para atrator sin
ronizado.Como também 
omentado anteriormente, a não o
orrên
ia de sin
ronização
ompleta não signi�
a que não possa existir outras formas de sin
ronização entreos os
iladores. Isto pode ser visto pela �gura 4.13 onde, sem a presença de ruído,o sistema possui sin
ronização de freqüên
ia para qualquer valor de c2. Aqui afreqüên
ia dos os
iladores é 
al
ulada através da derivada das fases, ou seja,
Ωi = φ̇i. (4.6)A �gura 4.14 mostra que o sistema não apresenta sin
ronização de fase, jáque para isso a
onte
er é ne
essário que o maior expoente de Lyapunov do sistemapossua uma transição de positivo para negativo [38℄, [42℄, [83℄, o que neste sistemanão o
orre.Sabendo, pois, o tipo de sin
ronização presente no sistema e para quaisvalores do parâmetro de a
oplamento c2 ela a
onte
e, passa-se então a analisar o
omportamento do sistema perante a presença de ruído bran
o adi
ional.
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os 684.4.1 Adi
ionando perturbação aleatória em um os
iladorAs �guras 4.13 e 4.15 mostram 
omo o sistema modi�
a seu 
omportamentoperante a presença de uma perturbação. Pela �gura 4.13 per
ebe-se que uma pertur-bação um pou
o mais pronun
iada a
aba 
om a sin
ronização de freqüên
ias existenteno sistema para qualquer valor de c2. Além disso, valores de perturbações aleatóriasmenores que 0,001 não afetam o 
omportamento do sistema observando o grá�
ode diferença de freqüên
ias. Com isso, pode-se per
eber que existe, quando de umvalor �xo do parâmetro de a
oplamento, um valor ótimo de perturbação, que torna osistema mais próximo a um estado sin
ronizado. Isso pode estar o
orrendo porque astrajetórias próximas à variedade estável podem 
ruzá-la e se mover em fase quandoestão re
ebendo uma perturbação 
omum [83℄.É importante lembrar aqui que o sistema em estudo é não hiperbóli
o 
omoa maioria dos sistemas 
aóti
os e para estes 
asos, quando uma perturbação aleatóriaé somada ao sistema, uma medida invariante no atrator pode surgir [84℄, [85℄. Assim,um sistema ruidoso, neste 
aso, pode depender, além da estatísti
a da perturbação,também da intensidade dela [86℄, [87℄.Como visto anteriormente na �gura 4.11, para c2 = 0, 3 o sistema apenaspossui sin
ronização de freqüên
ia, já que para este valor o atrator sin
ronizado não éatingido, ou seja, só existe a presença do atrator não sin
ronizado no sistema. Dessaforma, es
olheu-se este valor para o parâmetro de a
oplamento e 
omeçou-se a variara quantidade do termo perturbativo adi
ionado ao sistema.O efeito de termos de perturbação, têm sido, nos últimos tempos, de grandeinteresse no 
ontexto de ressonân
ia esto
ásti
a e ressonân
ia 
oerente. Na resso-nân
ia esto
ásti
a, a presença de perturbação aleatória pode otimizar a resposta dosistema para um sinal externo, enquanto que na ressonân
ia 
oerente a perturbaçãopode gerar um movimento mais 
oerente do sistema [38℄.A �gura 4.15 mostra o 
omportamento do sistema, através do parâmetro deordem, para o valor de c2 = 0.3 que quando sem ruído, apresenta apenas sin
roni-zação de freqüên
ia. Esta �gura, no entanto, apresenta diferentes valores de ruído.É possível veri�
ar, através dela, que realmente existe um ruído ótimo que torna osistema mais próximo de um estado 
ompletamente sin
ronizado, isto é, existe umvalor de ruído que torna o sistema mais próximo de um 
omportamento onde a infor-mação a respeito dele é maior, ou seja, o sistema �
a próximo de uma sin
ronização
ompleta. No entanto, este estado não o
orre de�nitivamente, apenas margeado porpequenos estouros. A não o
orrên
ia de um estado 
ompletamente sin
ronizado neste
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orrên
ia de sin
ronização, devehaver uma grande 
ontração em alguma direção das trajetórias próximas à variedadede sin
ronização. Quando da presença de perturbação, as trajetórias do sistema po-dem explorar esta região de 
ontração que varia entre 
ontração e expansão, sendoque a 
ontração deve dominar para que a sin
ronização o
orra [38℄. Sendo assim,é possível que para este sistema a 
ontração da trajetória não seja su�
iente paragerar uma sin
ronização 
ompleta, apenas estados laminares.De qualquer forma, per
ebe-se que de um estado onde apenas sin
ronizaçãode freqüên
ia a
onte
ia, sem a presença do termo perturbativo, 
om a adição de umsinal ruidoso o sistema passa a ter suas trajetórias mais próximas à variedade desin
ronização, mostrando portanto, o fato de que ruído pode induzir sin
ronização
ompleta em um sistema de os
iladores a
oplados não hiperbóli
os.
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Figura 4.15: Parâmetro de ordem para valores de c2 = 0, 3, onde existe apenassin
ronização de freqüên
ia no sistema. A presença de perturbação aleatória faz
om que o sistema adquira um 
omportamento de sin
ronização 
ompleta em algunsmomentos. Em (a) sistema sem perturbação, (b) perturbação da ordem de 0,1, (
)perturbação de 0,01 e em (d) perturbação de 0,001.
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os 704.4.2 A região biestávelPer
ebendo-se a presença de uma região biestável no sistema, resolveu-seen
ontrar os atratores do sistema. Primeiramente um grá�
o da ba
ia de atraçãodo sistema foi feito, utilizando 
omo forma de 
ara
terizar estados sin
ronizadosa igualdade entre as variáveis do sistema, isto é, |(x4 − x2) + (x3 − x1)| = 0. A�gura 4.16 mostra duas regiões distintas, ou seja, algumas 
ondições ini
iais levam osistema para um atrator sin
ronizado, enquanto outras 
ondições fazem as trajetóriasseguirem o atrator não sin
ronizado. A �gura 4.17 mostra a projeção, no espaçobidimensional, dos dois atratores, onde o atrator superior é não sin
ronizado e oinferior é sin
ronizado.O atrator 
aóti
o sin
ronizado é a representação do sistema quando os os
ila-dores têm seu movimento idênti
o, já quando 
ada os
ilador se 
omporta de maneiradiferente, o atrator do sistema é outro, mostrando a biestabilidade existente.
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Figura 4.16: Ba
ia de atração do sistema para c2 = 0, 385. Cinza é a região doatrator não sin
ronizado e bran
a é a região do atrator sin
ronizado.O tipo de sin
ronização aqui 
onsiderada é a sin
ronização 
ompleta, quepara este sistema pode ser menos robusta do que a sin
ronização apenas de freqüên
iavista 
om a presença de ruído, anteriormente.Aqui, devido à biestabilidade, a presença da perturbação aleatória adi
ionalfaz 
om que as trajetórias do sistema mudem de um atrator para outro, resultando
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iladores idênti
os 71na presença de estados intermitentes, isto é, o
orrem estouros de estados não sin
ro-nizados, devido ao atrator não sin
ronizado, inter
alados 
om regiões laminares deestados sin
ronizados.
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Figura 4.17: Atrator não sin
ronizado (superior) e atrator sin
ronizado (inferior) daregião biestável do sistema para c2 = 0, 385.Sem a presença da perturbação, este 
omportamento não apare
e, portanto,aqui, a intermitên
ia existente o
orre devido a biestabilidade que o sistema possuipara alguns valores do parâmetro de a
oplamento c2. A distribuição dos estadoslaminares, para uma quantidade de ruído de 0,01, somado a segunda equação de 4.3,pode ser veri�
ada na �gura 4.18, onde regiões laminares menores possuem uma dis-tribuição que é lei de potên
ia, e uma outra região para fases laminares maiores ondea distribuição é uma 
auda exponen
ial. Esta 
ara
terísti
a pode levar a um 
asoparti
ular de intermitên
ia, denominado intermitên
ia �on-o�� (ligado-desligado),que é 
ara
terizada por duas etapas prin
ipais. A primeira está rela
ionada 
om osistema possuir estrutura de produto assimétri
o, ou seja, na dinâmi
a de um mapabidimensional, por exemplo, x depende de y, mas o inverso não o
orre. A segundarela
iona-se às regiões laminares já 
itadas. Este tipo de intermitên
ia é um resul-tado da própria dinâmi
a do sistema e na presença de estados biestáveis, 
om umatrator 
aóti
o e outro não 
aóti
o, a ba
ia de atração do atrator 
aóti
o deveria ser
rivada [88℄. Esta última 
ara
terísti
a não é en
ontrada neste sistema, sendo que o
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os 72aspe
to intermitente apare
e quando ruído é adi
ionado.
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Figura 4.18: Distribuição de tempos laminares para c2 = 0, 384 e termo per-turbativo da ordem de 0,01. Aqui a regressão linear tem a expressão: y =

0, 07314x(−1,0813±0,043).Assim, 
om a variação do parâmetro de a
oplamento c2, é possível per
ebera presença de dois atratores no sistema. Para alguns valores o atrator não sin
roni-zado desapare
e, dando lugar apenas ao atrator sin
ronizado. Para outras regiões,o oposto a
onte
e, e para um pequeno intervalo deste parâmetro o
orre a biesta-bilidade. Desta forma, além da presença de sin
ronização, a perturbação aleatóriaadi
ional mostrou que para a região onde não existe sin
ronização 
ompleta, umruído ótimo existe para que este estado seja atingido, já para o 
aso biestável foipossível veri�
ar que o mesmo ruído apenas faz 
om que as trajetórias saltem de umatrator para outro, 
ausando intermitên
ia no sistema.



Capítulo 5Rede de mapas a
oplados a umafonte esto
ásti
aNeste 
apítulo é abordado o estudo de uma rede de mapas a
oplados entre sie 
om um reservatório térmi
o (fonte esto
ásti
a), através de a
oplamento do tipo leide potên
ia. A abordagem tem 
omo prin
ipal interesse estudar o 
omportamento dosistema tendo em vista que ele é parte determinísti
o e parte esto
ásti
o. A dinâmi
ado sistema é 
ara
terizada via sin
ronização, intermitên
ia, assimetria entre outrosaspe
tos.5.1 MotivaçãoNum primeiro momento o prin
ipal intuito deste trabalho foi des
obrir umvalor mínimo do tamanho da rede a
oplada a sítios esto
ásti
os, para o qual o sistemarepresentasse bem o limite termodinâmi
o de um sistema 
om vários mapas e 
om issodiminuir o tempo 
omputa
ional gasto. No en
aminhamento do estudo per
ebeu-seque o sistema, da forma que aqui se apresenta, forne
ia um 
omportamento próximoao da rede estudada, apenas para um determinado valor de parâmetro, e 
om istopassou-se a analisá-lo, dinami
amente, devido ao aspe
to esto
ásti
o existente, re-la
ionado a presença de sítios ruidosos. A parte esto
ásti
a do sistema é pensada,�si
amente, 
omo um reservatório térmi
o atuando no restante da rede de formaa
oplada.A motivação surgiu de um trabalho de Carretero-Gonzáles e 
o-autores [89℄,que usaram uma rede de mapas logísti
os, 
om a
oplamento de primeiros vizinhos,para mostrar que em alguns 
asos é difí
il distinguir uma rede determinísti
a, de73



5.2 O sistema 74dimensão alta, de um sistema esto
ásti
o. Neste trabalho eles 
onsideraram queuma rede de 100 mapas, 
om 
ondição de 
ontorno periódi
a, representava bem olimite termodinâmi
o. A rede estudada por eles, diferentemente da que aqui seráanalisada, possui apenas a
oplamento lo
al de primeiro vizinho, sem a presença dotermo de longo al
an
e. Entretanto, o mapa utilizado na rede era também, 
omoaqui, o mapa logísti
o. Para mostrar que o 
omportamento esto
ásti
o pode ser
onfundido 
om o determinísti
o de alta dimensão, eles 
olo
aram ruído bran
o nosdois sítios das extremidades e estudaram o 
omportamento da rede, veri�
ando,para este tipo de a
oplamento, 
om 100 sítios, que realmente o 
omportamento dossistemas é bastante semelhante.Aqui, prati
amente a mesma situação é estudada, no entanto, a forma dea
oplamento entre os sítios é de lei de potên
ia, e o limite termodinâmi
o da rede
om 
ondição de 
ontorno periódi
a é 
onhe
ido e igual a 385 mapas [67℄.5.2 O sistemaA rede aqui estudada é representada 
omo em 2.7, uma rede de a
oplamentotipo lei de potên
ia onde 
ada sítio é governado por um mapa logísti
o. No entanto,diferente do que visto em 2.7, aqui uma parte da rede será substituída por umreservatório térmi
o 
omo expli
ado mais adiante.5.2.1 O mapa logísti
oO mapa logísti
o é um mapa de tempo dis
reto análogo a equação de 
res-
imento popula
ional, dado por:
xn+1 = rxn(1 − xn), (5.1)onde r é o parâmetro variável do mapa.Na literatura muito se 
onhe
e a respeito deste mapa [13℄, [33℄, e sabe-se quepara um valor de parâmetro r = 4, o mapa apresenta 
omportamento 
ompletamente
aóti
o. Para r6= 1 o mapa logísti
o apresenta dois pontos �xos, um em zero e o outrodado por 1− 1

r
, sendo que o ponto zero é instável para r > 1. Para qualquer valor de

r < 3, não existem órbitas periódi
as 
om períodos maiores do que a unidade. Parao intervalo 3 > r > 1, qualquer 
ondição ini
ial que satisfaça 1 > x0 > 0 aproxima oatrator de x = 1− 1
r
[33℄, ou seja, o intervalo [0, 1] é denominado ba
ia de atração doatrator x = 1− 1

r
. A partir do valor r = 3 o
orre uma dupli
ação de períodos, ou seja,



5.2 O sistema 75aumentando o valor do parâmetro r surgem órbitas de período dois, quatro, oito eassim su
essivamente, até um período in�nito por volta de r ≈ 3, 56994 Isto a
onte
edevido ao fato de sua órbita tornar-se instável. No intervalo 3, 56994 ≤ r ≤ 4 o mapatem um 
omportamento que varia entre 
aóti
o e janelas periódi
as, sendo que existeum número in�nito de janelas que possuem estados periódi
os de períodos grandes.Neste 
apítulo trabalha-se sempre 
om r = 4, onde o mapa isolado apresenta
omportamento 
aóti
o, 
omo já men
ionado anteriormente.5.2.2 A rede a
opladaA equação 2.7, representando o sistema em estudo, é mostrada através deum esquema grá�
o na �gura 5.1, onde uma rede de onze sítios está representada.Nesta rede 
ada sítio deve ter 
in
o ligações, tanto 
om os vizinhos da direita, quanto
om os vizinhos da esquerda. Estas ligações somente foram representadas para umúni
o sítio de forma que a �gura não �
asse repleta de linhas. Cada ligação é demenor intensidade quanto mais distante os sítios se en
ontram.
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Figura 5.1: Figura esquemáti
a representando a rede 
om 
ondição de 
ontornoperiódi
a.Aqui, o trabalho realizado, tem o intuito de diminuir esta rede e modi�
á-la utilizando um reservatório térmi
o, isto é, da rede do exemplo, 
om onze sítios,quatro sítios serão desprezados(os sítios do retângulo) e no lugar deles um reservatórioé 
olo
ado. A nova rede assim, apresentará sete sítios 
omo mostra a �gura 5.2.Cada sítio deve apresentar as mesmas 
in
o 
onexões 
om seus vizinhos tanto dadireita quanto da esquerda. Sendo que para o sistema em estudo, neste 
apítulo, a
ondição de 
ontorno não é periódi
a, as ligações restantes são feitas diretamente no



5.2 O sistema 76reservatório, o sítio ligado diretamente ao reservatório terá de fazer todas as 
in
oligações, de um lado, ao próprio reservatório e os demais sítios 
ompletarão as 
in
oligações obrigatórias, também através da 
onexão 
om o reservatório.Esta diminuição da rede tem a vantagem de diminuir o tempo 
omputa
ionalgasto, e aqui o prin
ipal interesse é veri�
ar se esta rede menor, 
om sítios esto
ás-ti
os, apresenta o mesmo 
omportamento da rede maior, 
om 
ondição de 
ontornoperiódi
a.
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Figura 5.2: Modelo esquemáti
o representando a rede a ser estudada.O tipo de a
oplamento utilizado neste 
apítulo, em parti
ular, é um a
opla-mento difusivo de primeiros e segundos vizinhos, 
om a
oplamentos futuros não-lo
aisaleatórios.5.2.3 Comportamento do reservatórioDevido ao fato de se 
onsiderar sempre redes 
om número ímpar de sítios,é importante aqui expli
ar que o reservatório é 
onstituído, no programa numéri
o,
omo sítios que apresentam apenas uma dinâmi
a esto
ásti
a durante todo o tempode iteração, isto é, os sítios re
ebem valores rand�mi
os apenas, não tendo nenhum
omportamento determinísti
o, ou seja, é um ruído 
olo
ado na rede que não sofreperturbação dos sítios determinísti
os. Como foram tratados 
omo sítios no pro-grama 
omputa
ional este ruído adi
ionado será sempre em número par para setrabalhar 
om redes de tamanho de sítios ímpares. No entanto, 
omo têm dinâmi
aidênti
a, fun
ionam, na práti
a, 
omo se fossem apenas um úni
o, assim, sendo oreservatório térmi
o a
oplado ao sistema.Para demonstrar a situação a
ima, ou seja, para se ter 
erteza de que a quan-tidade de sítios não afeta a dinâmi
a do sistema, estudou-se vários valores de sítios
omo sendo a dinâmi
a esto
ásti
a do sistema. Os outros parâmetros permane
eram�xos, 
onsiderando a distân
ia à variedade de sin
ronização 
omo a quantidade a



5.3 Variando a intensidade do a
oplamento 77determinar esta situação. A �gura 5.3 mostra o 
omportamento do sistema perantea variação dos mapas no reservatório.
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Figura 5.3: Comportamento do logaritmo da distân
ia quando da mudança dosmapas 
onsiderados 
omo reservatório. Aqui a rede determinísti
a possui 101 mapas,sendo que ε = 1, 0 e α = 0, 47. Em (a) dois sítios esto
ásti
os representam oreservatório, em (b) doze sítios representam o reservatório, em (
) quarenta sítios eem (d) duzentos e quarenta sítios.Através dela é possível veri�
ar que grandes ou pequenas quantidades desítios atuando 
omo reservatório não afetam o 
omportamento da distân
ia, sendoque esta só é afetada por mudanças nos sítios de mapas logísti
os ou de outros pa-râmetros. Dessa forma, para uma maior agilidade 
omputa
ional utilizou-se sempre,neste estudo, dois sítios esto
ásti
os.5.3 Variando a intensidade do a
oplamentoNesta seção será abordado o estudo do sistema para o 
aso da rede ter oparâmetro α �xo e ε variando. Um primeiro aspe
to a ser des
oberto, já re
onhe
idaa quantidade de reservatórios, é um tamanho de rede para que a mesma tenha o
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omportamento do sistema a
oplado 
om maior número de sítios, 
aso esta redeexista. Para bus
ar este tamanho, a medida de dispersão é utilizada, que tem amesma forma da distân
ia à variedade de sin
ronização. Primeiro analisa-se o 
om-portamento da rede quando α = 0 e depois estuda-se a rede para um valor de αdiferente.5.3.1 Caso de a
oplamento global (
ampo-médio)Para en
ontrar um valor de rede 
om reservatório que apresente o mesmo
omportamento de uma rede 
om vários sítios, bus
a-se uma região de sin
ronizaçãodo sistema para vários tamanhos de rede. Fazendo isso, é possível veri�
ar que parao 
aso de α = 0, a rede 
om 385 sítios, sem reservatório, tem um 
omportamentosimilar de sin
ronização ao de uma rede 
om 81 sítios, 
om reservatório até umvalor de ε ≈ 0, 5. Em outras palavras, o histograma da distân
ia tem o mesmoaspe
to, indi
ando que o 
aso de a
oplamento global, isto é, α = 0, possuiu um
omportamento 
ara
terísti
o.Para valores de ε menores que ≈ 0, 5 a rede 
om reservatório deixa de terum 
omportamento semelhante ao de estados sin
ronizados de uma maneira suave,enquanto a rede 
om 
ondição de 
ontorno periódi
a sai da variedade de sin
roni-zação de uma forma abrupta. Isto pode ser visto nas �guras 5.4 e 5.5. Os grá�
osapresentados nestas �guras mostram o 
omportamento da distribuição da distân
iaà variedade de sin
ronização tanto para a rede 
om 
ondição de 
ontorno periódi
a,quanto para a rede a
oplada ao reservatório. Os grá�
os mostram que a passagem de
omportamento sin
ronizado (distribuição 
om máximo em −log(d) = 15) para nãosin
ronizado, a
onte
e de forma distinta, sendo que em ambos os 
asos essa transiçãoa
onte
e para ε ≈ 0, 05.É importante salientar aqui que se está trabalhando 
om o logaritmo da me-dida de dispersão(distân
ia), portanto, y = −log(d), onde d é a distân
ia à variedadede sin
ronização para o 
aso determinísti
o. Esta quantidade já foi de�nida no 
apí-tulo dois 
omo sendo d = σ.(N), onde N é o número de sítios e σ é o desvio padrãoda rede. Para o 
aso esto
ásti
o, esta quantidade é uma medida de dispersão das re-giões de estados 
om 
omportamentos semelhantes àqueles de estados sin
ronizados,em sistemas determinísti
os.Quando fala-se em ruído, o termo variedade de sin
ronização já não é maisutilizado 
orretamente, desta forma, apesar do 
omportamento próximo entre as
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urvas dos dois sistemas, o 
omportamento dinâmi
o é um tanto diferente.
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Figura 5.4: Distribuição do 
omportamento da distân
ia à variedade de sin
ronizaçãoda rede sem reservatório, para 385 mapas, variando o parâmetro ε, 
om o parâmetro
α 
onstante e igual a 0. O estado sin
ronizado da rede é atingido para ε ≈ 0, 5.A sin
ronização 
ompleta de um sistema é uma 
ara
terísti
a importante deser estudada, porque é um exemplo de transição de fase de estados fora do equilíbrio[90℄. É demonstrado, analiti
amente [63℄, para esta situação de sin
ronização emsistemas determinísti
os, 
om a
oplamento do tipo lei de potên
ia, que no limitetermodinâmi
o a transição para estados sin
ronizados só é possível para iteraçõessu�
ientemente grandes, ou α < αc − D, onde αc é o valor 
ríti
o do parâmetro
α e D é a dimensão da rede. É veri�
ado também que esta transição depende dotamanho da rede.No sistema aqui estudado é possível observar, quando α = 0, que o limite
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Figura 5.5: Distribuição do 
omportamento da distân
ia à variedade de sin
ronizaçãoda rede 
om reservatório para 81 mapas variando o parâmetro ε, 
om o parâmetro α
onstante e igual a 0. O estado sin
ronizado da rede é atingido para ε approx0, 464.
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oplamento 81termodinâmi
o de uma rede determinísti
a é aqui atingido quando a rede possui 81sítios, isto é, para este tamanho de rede um valor 
ríti
o de epsilon próximo a 0,5 éen
ontrado quando α = 0.No entanto, este 
omportamento semelhante das redes só é válido para a re-gião sin
ronizada. Fora desta região, a presença do reservatório destrói a supressãode 
aos existente na rede de 385 sítios, 
omo pode ser observado na �gura 5.6. Esta �-gura mostra o 
omportamento dinâmi
o da rede quando da variação do parâmetro dea
oplamento ε. Nela é possível per
eber que, fora da região de sin
ronização, a rede
om 
ondição de 
ontorno periódi
a apresenta uma dinâmi
a mais ri
a. Isto é, alémdo 
omportamento 
aóti
o, para determinados valores do parâmetro de a
oplamento,a rede apresenta perda de 
omportamento 
aóti
o. Esta situação é denominada su-pressão de 
aos e indi
a que, mesmo a rede sendo formada apenas por sítios 
aóti
os,o a
oplamento entre eles, de alguma forma, faz 
om que a rede apresente 
omporta-mento periódi
o ou quase periódi
o. Entretanto, quando a rede 
om o reservatórioé analisada, esta região fora do estado sin
ronizado perde um pou
o da dinâmi
a,fazendo 
om que a presença do ruído não permita rela
ionar a rede esto
ásti
a 
oma rede determinísti
a de alta dimensionalidade. Assim, do ponto de vista apenas desin
ronização, a presença do reservatório auxilia no tempo 
omputa
ional, reduzindoos 
ál
ulos. Fora desta região, onde existe uma grande variedade dinâmi
a, a pre-sença do reservatório modi�
a a rede, isto sempre levando em 
onta que o estudo éfeito para o 
aso de a
oplamento global, ou seja, α = 0. Para outros valores, outros
omportamentos serão veri�
ados.Mesmo não podendo falar sobre variedade de sin
ronização quando o sistemaé esto
ásti
o, alguns aspe
tos de sistemas determinísti
os de alta dimensão podem,em muitas 
ir
unstân
ias, não ser distinguidos de sistemas esto
ásti
os [89℄. Este éo 
aso, aqui, quando da presença de estados intermitentes que o sistema se 
omporta
omo se estivesse na variedade de sin
ronização. Em um sistema determinísti
o é
omum, para alguns valores de parâmetros, que exista um 
omportamento intermi-tente do sistema. Aqui, mesmo não existindo esta variedade propriamente dita, épossível veri�
ar, pela medida de dispersão da rede, que a intermitên
ia, 
omum emsistemas determinísti
os, também o
orre.Mas o que exatamente é um 
omportamento intermitente? Imaginando umareta de valor 
onstante e igual a zero, por exemplo, no 
omportamento da distân
iaà variedade de sin
ronização de sistemas sin
ronizados, um sistema, sendo intermi-tente, não vai, ao longo do tempo, ter sempre este 
omportamento 
onstante, sendo
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Figura 5.6: Diagrama de bifur
ação das redes 
om 385 sítios e 
ondições de 
ontornoperiódi
as(em 
ima), e da rede de 81 sítios 
om o reservatório(embaixo), usando adistân
ia à variedade de sin
ronização 
omo parâmetro da bifur
ação.
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oplamento 83que em alguns intervalos de tempo ele passa a ter estouros. Estes estouros são umadas 
ara
terísti
as de estados intermitentes, eles o
orrem entre 
omportamentos pe-riódi
os, também 
hamados laminares, de forma aleatória e a
onte
em quando umparâmetro do sistema é variado, 
hegando a um valor 
ríti
o. O tamanho das regiõeslaminares existentes em um 
omportamento intermitente é determinada pelo tempo
τ em que o sistema permane
e nesta região. Por exemplo, supondo um sistema ondeo tempo é uma variável dis
reta, o menor 
omprimento de fase laminar é a unidade,assim, quando este valor é atingido, 
onsidera-se que não existe região intermitente,ou seja, o sistema está não sin
ronizado. Quando o tempo τ é o máximo utilizadopara a iteração da rede, existe apenas uma grande região laminar, aqui, o sistemaatinge seu estado sin
ronizado. Já na região onde a intermitên
ia o
orre, essas faseslaminares (ou tempo de iteração τ) variam entre a unidade e o valor máximo, sendointer
alados por regiões de estouros que indi
am a saída do sistema da variedade desin
ronização.Quando aumenta a diferença entre o valor do parâmetro e seu valor 
ríti
o,a duração média dos estados laminares diminui e o 
omportamento do sistema �
amenos periódi
o e os estouros o
orrem 
om mais freqüên
ia.O termo intermitên
ia foi usado em dinâmi
a dos �uidos para des
reversinais de investigação em �uidos que alternavam entre porções suaves e porções quepossuíam explosões, interpretados 
omo estados laminares e turbulentos no �uido[91℄. Um modelo de intermitên
ia em termos de sistemas dinâmi
os foi dado por [75℄e visto no 
apítulo anterior 
omo forma de rota para o 
aos.A intermitên
ia que aqui a
onte
e, além de surgir devido à alta dimensãodo sistema, também pode o
orrer devido à parte esto
ásti
a da rede. Este 
ompor-tamento intermitente pode ser analisado através da �gura 5.7, onde os tamanhosdas regiões fora dos estouros(regiões laminares) são 
ontadas e rela
ionadas 
om osvalores de ε. Através da �gura 5.7 é fá
il veri�
ar que para valores de ε menoresque 0,38 não existem estados sin
ronizados, nem que estejam próximos a ele. En-tre este valor e 0,46 o
orrem estados intermitentes e quando ε > 0, 464, atinge-se oestado sin
ronizado da rede, ou seja, en
ontra-se um valor 
ríti
o de ε para a redeesto
ásti
a de 81 sítios, que é próximo ao valor en
ontrado na rede determinísti
ade 385 sítios [63℄, [67℄. Nesta região de sin
ronização irá existir apenas um plat� detamanho idênti
o ao tempo de iteração do sistema.Assim, 
om o valor de α = 0, para estados sin
ronizados, a motivação dotrabalho foi obtida. Entretanto, para valores de α diferentes de zero, o reservatório
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Figura 5.7: Tamanho das fases laminares versus o parâmetro ε. Rede esto
ásti
a
om 81 sítios e α = 0.térmi
o não atua apenas de forma a diminuir o tamanho da rede, mas in�ui em todaa dinâmi
a do sistema. Este fato pode ser observado a seguir, quando estuda-se
α = 0, 5 (um valor de parâmetro quando ε = 1, 0, no sistema determinísti
o, deestado sin
ronizado).5.3.2 Estudando um 
aso de parâmetro de al
an
e maiorPara a rede esto
ásti
a em estudo, um valor de α = 0, 5, independente dovalor de ε, faz 
om que a rede jamais atinja um estado sin
ronizado, diferente do quea
onte
ia para o 
aso anteriormente estudado. Além disso, para a rede determinís-ti
a, existe um valor 
ríti
o de ε para o qual o sistema apresenta sin
ronização [67℄.Ambas as situações podem ser veri�
adas pelo diagrama de bifur
ação da �gura 5.8.Esta �gura ajuda a per
eber o 
omportamento da �variedade de sin
roniza-ção� quando da presença de ruído no sistema. No grá�
o superior, sem a presençade sítios esto
ásti
os, a variedade de sin
ronização existe e é atingida para um valor
ríti
o de ε, já no 
aso apresentado no grá�
o de baixo, a região de sin
ronizaçãonão é atingida já que o 
omportamento da dispersão(distân
ia à variedade de sin-
ronização) tem um valor grande se 
omparado às tolerân
ias até aqui utilizadas.Assim, imagina-se que a presença do reservatório, nesta rede, para valores
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Figura 5.8: Diagramas de bifur
ação para α = 0, 5 variando ε. Na �gura de 
ima385 sítios sem reservatório. Embaixo 81 sítios 
om reservatório.
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an
e do a
oplamento 86maiores de α, 
ontribua para que a região do espaço que no sistema determinísti
oé a variedade de sin
ronização, seja mais difí
il de ser atingida, ou seja, a presençade ruído nos sítios vizinhos faz 
om que as trajetórias do sistema não se aproximemdesta região, prin
ipalmente quando o a
oplamento tende a ser lo
al, já que quantomenos vizinhos a rede tiver, mais esto
ásti
o será seu 
omportamento. Esta situaçãoé veri�
ada para qualquer valor de α diferente de zero quando o parâmetro ε évariado.5.4 Comportamento do sistema variando o al
an
edo a
oplamentoAqui o parâmetro ε é �xo e igual a um e varia-se o parâmetro α desde valoresmuito pequenos até valores 
onsideravelmente altos, sendo que α = 0 já foi tratadona seção anterior.5.4.1 Rede �pequena�Aqui novamente faz-se 
omparações entre a rede esto
ásti
a de 81 sítios ea rede determinísti
a de 385 sítios. Sabe-se de [63℄, [67℄ que a região sin
ronizadaé bem de�nida para os valores de parâmetros estudados, isto é, a passagem dosestados sin
ronizados para não sin
ronizados é bem abrupta, e pode-se 
onsiderarque o sistema está sin
ronizado até o valor de α ≈ 0, 8, o que não é veri�
ado no 
asoda rede esto
ásti
a 
omo pode ser visto na �gura 5.9. Novamente aqui utilizou-se o
on
eito de distân
ia para analisar o sistema. Para esta situação em estudo deixa-se
ε = 1, 0 e varia-se o valor do parâmetro α desde valores muito próximos a zero atéum número relativamente alto, igual a 100.É possível veri�
ar, através da �gura 5.9, que as 
urvas, 
om o aumento doparâmetro α, não possuem uma mudança abrupta, isto é, elas se modi�
am lenta-mente. Isso mostra que quando se está trabalhando em um sistema não totalmentedeterminísti
o, a variedade de sin
ronização pode não existir. Entretanto, existeuma região no espaço de fase que tem o mesmo papel desta variedade, sendo maiorquanto maior o valor do parâmetro α.Do ponto de vista de sistemas dinâmi
os não-lineares, não se pode falar emvariedade de sin
ronização para o sistema a
oplado a um reservatório térmi
o. Noentanto, a rede aqui estudada 
omporta-se 
omo se estivesse em uma região em que
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Figura 5.9: Distribuição do 
omportamento da distribuição à variedade de sin
roni-zação da rede 
om reservatório para 81 mapas, sendo mais dois rand�mi
os, variandoo parâmetro α, 
om o parâmetro ε 
onstante e igual a 1.



5.4 Comportamento do sistema variando o al
an
e do a
oplamento 88suas trajetórias são 
ontinuamente levadas a esta região, para que o sistema de váriossítios esteja dinami
amente 
omportando-se 
omo se fosse apenas um úni
o mapa.5.4.2 Uma 
omparação entre as redes 
om e sem reservatório,fazendo a variação do parâmetro de al
an
e.Através do estudo aqui feito, é possível veri�
ar que a mudança lenta entreas 
urvas da medida de dispersão do sistema está diretamente rela
ionada ao 
om-portamento do sistema perante o reservatório térmi
o. O ruído 
onstante, presentena rede, pode fazer 
om que esta região do espaço que possui uma 
ara
terísti
a se-melhante à variedade de sin
ronização, seja maior ou menor, 
onforme o parâmetroé modi�
ado. Dessa forma, mudanças 
ontínuas no parâmetro α levam também amudanças 
ontínuas nesta região do espaço, fazendo 
om que as 
urvas não tenhamuma mudança repentina. Este 
omportamento pode ser visto na �gura 5.10, onde ossistemas 
om e sem reservatório são plotados tanto para uma rede de 81 sítios, 
omopara uma rede de 385 sítios. Nestes grá�
os utiliza-se a distribuição da distân
ia àvariedade de sin
ronização e 
onsidera-se o menor valor desta distribuição, ou seja,para 
ada valor do parâmetro de al
an
e α 
onsiderado, o valor mínimo da distribui-ção é avaliado de forma a veri�
ar 
omo a variedade de sin
ronização se 
omportaperante a presença de ruído. Esse valor mínimo da distribuição é C na �gura 5.10. Épossível per
eber, através do grá�
o men
ionado, que a variedade de sin
ronizaçãoexistente no sistema determinísti
o tende a variar sua dimensão quando algum ruídoé adi
ionado no sistema. Os tamanhos de rede utilizados para estudar os sistemasforam es
olhidos porque uma rede sem reservatório, 
om 385 mapas, está no limitetermodinâmi
o [67℄ e para 81 sítios, 
om reservatório, e α = 0, o 
omportamento deambos os sistemas é idênti
o. Portanto, para o que se era esperado no iní
io da pes-quisa, estes foram os valores 
onsiderados e depois 
ontinuaram sendo empregadospara os estudos aqui realizados.Assim, é veri�
ado através da �gura 5.10, que independentemente do tama-nho da rede, a transição de estados das redes permane
e idênti
a, ou seja, quando osistema é determinísti
o(sem reservatório), a variedade de sin
ronização é bem de-terminada e os estados sin
ronizados perdem sua estabilidade de maneira abrupta,enquanto na rede não determinísti
a(
om reservatório) 
omo a variedade de sin
roni-zação não pode ser realmente de�nida, o 
omportamento é suave na transição entreas regiões.Para veri�
ar este 
omportamento semelhante da região de sin
ronização
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Figura 5.10: Comparação do 
omportamento do valor mínimo da distribuição dadistân
ia à variedade de sin
ronização dos sistemas 
om e sem reservatório para doistamanhos de rede. Em (a)N=81 e em (b) N=385.entre os sistemas 
om e sem reservatório, é também importante analisar os grá�
osde 
ampo médio e da variân
ia do 
ampo médio dos sistemas. O 
ampo médio érepresentado por,
< X >=

1

N

N
∑

i=1

xi,onde xi é um observável do i-ésimo sítio. A presença de sin
ronização no sistema,através do 
ampo médio, se dá quando, para um valor 
ríti
o do a
oplamento, asos
ilações do 
ampo médio são grandes; já quando as os
ilações de 
ampo médiosão pequenas e desapare
em no limite termodinâmi
o, 
onsidera-se uma passagempara estados não sin
ronizados [92℄. A transição de estado não sin
ronizado parasin
ronizado é freqüentemente analisada através de analogias 
om transições de fase,sendo que a variân
ia do 
ampo médio pode também mostrar essa transição.Assim, através do 
ampo médio e da variân
ia, que são analisados nas �guras5.11 e 5.12, é fá
il veri�
ar que mudando o valor do parâmetro α, os dois sistemas
omportam-se muito semelhantemente, ou seja, o 
ampo médio para o sistema sin-
ronizado varia entre 0 e 1, o
orrendo o mesmo para o sistema que está a
opladoao reservatório térmi
o. Da mesma forma, para valores de α em que o sistema semreservatório não apresenta sin
ronização entre os sítios, o 
ampo médio os
ila muitopou
o, o
orrendo o mesmo para o sistema que não é totalmente determinísti
o. Com
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Figura 5.11: Campo médio e variân
ia da rede sem reservatório para 81 sítios 
omdiferentes valores de α. Em (a) α = 10−7, em (b) α = 1 e em (
)α = 2.este resultado pode-se per
eber que, mesmo não sendo possível falar em variedadede sin
ronização na presença de ruído, mais uma vez veri�
a-se que quando existeruído, uma região do espaço, neste sistema, tem o 
omportamento dinami
amentesemelhante a esta variedade no sistema determinísti
o.As �guras 5.13 e 5.14 mostram a média, a variân
ia e a assimetria (queé o ter
eiro momento da distribuição) da série da distân
ia versus o parâmetro α.Através delas é também possível veri�
ar a mudança abrupta entre os estados sin-
ronizados e não sin
ronizados da rede sem reservatório e a mudança 
ontínua destesestados na rede a
oplada ao reservatório. Além disso, através da variân
ia e da as-simetria este 
omportamento é 
on�rmado, mostrando in
lusive que para o 
aso darede sem reservatório são pou
os os valores em que a 
urva é simétri
a, o
orrendoo mesmo na rede 
om reservatório. Este 
omportamento a
onte
e provavelmentedevido ao fato, no 
aso 
om reservatório, pela presença do ruído e do valor do parâ-metro α que in�uen
iam diretamente o 
omportamento da região do espaço onde osistema possui um 
omportamento semelhante a um estado sin
ronizado. No sistema
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Figura 5.12: Campo médio e variân
ia da rede a
oplada ao reservatório térmi
o 
om81 sítios e diferentes valores de α. Em (a) α = 10−7, em (b) α = 1 e em (
)α = 2.sem o reservatório isso a
onte
e porque a distribuição da distân
ia à variedade desin
ronização não é simétri
a devido ao seu próprio 
omportamento rela
ionado àstrajetórias, ou seja, quando uma 
ondição ini
ial está próxima a esta região, maisrapidamente ela 
onverge para esta variedade.Uma outra forma de veri�
ar este 
omportamento intermitente é através dotamanho das fases laminares, �gura 5.15, onde não se tem, 
om a variação de α, emum determinado intervalo, um 
omportamento 
onstante. Este grá�
o mostra quepara valores de α maiores que ≈ 1, 0, o sistema está não sin
ronizado, já para valoresde α ≈ 0, 05, o sistema atinge a sin
ronização. Entre estes valores do parâmetro deal
an
e α, quando ε = 1, 0, o sistema possui 
omportamento intermitente.
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Figura 5.13: Média da distân
ia em (a), variân
ia em (b) e assimetria em (
), vari-ando 
om α para a rede sem reservatório.
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Figura 5.15: Tamanho das fases laminares versus o parâmetro de al
an
e α. Redeesto
ásti
a 
om 81 sítios e ε = 1, 0.



Capítulo 6Con
lusõesA elaboração desta tese foi feita através de três sistemas distintos. Doissistemas de mapas a
oplados e uma rede de dois os
iladores de Liènard a
oplados.No 
apítulo três estudou-se o 
omportamento de uma rede a
oplada a sítiosaleatórios 
om três mil mapas 
aóti
os a
oplados e 
ondições de 
ontorno periódi
as.Através deste estudo foi possível veri�
ar que uma rede 
om pou
os mapas produziaum 
omportamento distinto no que diz respeito a estados sin
ronizados, isto é, algu-mas 
ondições ini
iais sin
ronizavam antes, o que para o intuito do estudo não eraviável. Desta forma, apesar de um tempo 
omputa
ional mais longo ser despendido,preferiu-se trabalhar 
om uma rede maior, fazendo 
om que o estudo da rede fosse omais perto possível de um modelo que representasse bem um sistema real.Através do estudo da rede de mapas a
oplados foi possível per
eber quea probabilidade, isto é, κ
N
, que depende das ligações aleatórias na rede, tem um
omportamento muito semelhante ao do parâmetro de al
an
e α em uma rede queapresenta a
oplamento do tipo lei de potên
ia. Essa semelhança diz respeito ao
omportamento sin
ronizado da rede, isto é, um número de ligações aleatórias grandefaz 
om que o sistema tenha uma grande semelhança 
om o sistema de lei de potên
iaquando α = 0. A entropia do sistema diminui 
om o aumento do parâmetro ε paraum tamanho �xo de rede e também para um número �xo de ligações aleatórias.O mesmo o
orre para um valor �xo do parâmetro ε e aumentando o número deligações aleatórias entre os sítios. Este fato indi
a que, para as 
ondições 
itadas,uma sin
ronização entre os mapas está o
orrendo, levando a um estado mais bem
omportado. Além disso, foi possível observar valores de parâmetros que mostramestados não sin
ronizados e sin
ronizados da rede, sendo veri�
ado que valores doparâmetro ε menores que 0,75 (o valor 
ríti
o) não levam o sistema a sin
ronização94



95do tipo 
ompleta dependendo do valor de p. Também foi per
ebido que o aumento deapenas uma ligação aleatória por sítio pode mudar 
ompletamente o 
omportamentoda rede.O 
apítulo quatro abordou um a
oplamento entre dois os
iladores de Liè-nard. Neste 
apítulo foram estudados vários aspe
tos do a
oplamento. Situaçõesde a
oplamento unidire
ional e bidire
ional sendo que os os
iladores eram diferentese também 
omportamento do sistema para os
iladores idênti
os, 
om a
oplamentounidire
ional, na presença de ruído. Os primeiros resultados mostraram um 
om-portamento, quando do a
oplamento unidire
ional forçado de os
iladores diferentes,onde o sistema numéri
o perde o sombreamento de sua trajetória real devido à pre-sença da variabilidade da dimensão instável. Para o sistema em questão, a passagemdo segundo expoente de Lyapunov por zero traz uma 
ara
terísti
a de região alta-mente instável, fazendo 
om que o sistema passe a apresentar perda de 
on�abilidadena trajetória numéri
a. Quanto mais próxima a uma distribuição gaussiana estes ex-poentes forem, mais forte a 
ara
terísti
a da presença de variabilidade da dimensãoinstável (VDI), ou seja, número variado de dimensões instáveis. Para sistemas hiper-bóli
os, a presença de VDI 
ausa a perda da hiperboli
idade. No entanto, no sistemaabordado já não-hiperbóli
o, a presença de VDI faz 
om que, para 
ertos valores doa
oplamento, o sistema físi
o-matemáti
o não seja realmente 
on�ável para des
reverum sistema real.Além disso, sabendo-se algumas 
ara
terísti
as de rotas para o 
aos do os-
ilador desa
oplado, fez-se também o estudo destas rotas para o sistema a
opladobidire
ionalmente, e também o 
omportamento deste sistema perante a presença deum ruído bran
o. Foi veri�
ado que para 
ertos valores do parâmetro c2 de a
opla-mento, o sistema atingia o 
aos através de rota de intermitên
ia tipo I. Nesta situação,um ponto �xo instável e um estável se uniam formando uma explosão 
aóti
a. Estea
onte
imento foi veri�
ado através dos mapas de retorno da série temporal do sis-tema, e também através do expoente do tempo médio de estouros, que para este 
asode intermitên
ia tem o valor de 1
2
. O estudo do 
enário de Ruelle-Takens também foiestudado e per
ebeu-se que para 
ertos valores do parâmetro de a
oplamento c2, arota via dupli
ação de período também o
orre, não sendo, no entanto, estudada maisminu
iosamente. Depois disso, introduziu-se uma perturbação no sistema dos doisos
iladores, e passou-se a analisar o 
omportamento destas rotas quando da presençadesta perturbação. O ruído, no 
aso intermitente, só 
omeça a modi�
ar o sistemaquando seu valor é da ordem de 10−9. Antes disso, o sistema, sendo 
aóti
o, não



96sente a presença do ruído bran
o adi
ionado ao sistema. Quando o ruído aumenta,a 
aoti
idade lo
al 
res
e e na passagem para estado 
aóti
o, o sistema passa a nãoter mais rota de intermitên
ia tipo I.Os os
iladores idênti
os também foram analisados. Através deles per
ebeu-se a presença de um ruído ótimo, por volta de 0,01, para o sistema atingir um estadode sin
ronização 
ompleta. Per
ebeu-se que para um determinado valor de ruído, osistema atingia a variedade de sin
ronização mais fa
ilmente, ou seja, nesta situaçãoum típi
o 
aso de estado mais 
oerente 
om a presença de ruído. Além disso, estudou-se também a região biestável do sistema, per
ebendo que a presença de ruído nestaregião produzia estados intermitentes.O 
apítulo 
in
o trouxe o estudo de mapas logísti
os 
aóti
os a
oplados entresi a sítios esto
ásti
os, através de um a
oplamento tipo lei de potên
ia. Devido aforma 
omo a esto
asti
idade foi introduzida no sistema, estes sítios ruidosos foramdenominados reservatório térmi
o, já que in�uen
iavam a rede 
omo um todo deforma não determinísti
a. Aqui foi per
ebido que a presença de sítios esto
ásti
osna rede faziam 
om que a transição entre estados sin
ronizados e não sin
ronizadosa
onte
esse de maneira 
ontínua, enquanto para um 
aso de rede 
om 
ondição de
ontorno periódi
a esta transição a
onte
ia de maneira mais abrupta. Per
ebeu-setambém que para o valor do parâmetro α = 0, uma rede 
om pou
os sítios a
opladaao reservatório, possui um epsilon 
ríti
o muito próximo ao da rede 
om muitos sítiossem o reservatório e 
om 
ondição de 
ontorno periódi
a. Nesta situação a presençado reservatório não modi�
ou o 
omportamento do sistema e fez 
om que os sítios es-to
ásti
os fun
ionassem 
omo uma fonte para 
hegar a um 
omportamento de limitetermodinâmi
o 
om uma rede de menor tamanho. Outra situação observada é que,mesmo não existindo uma variedade de sin
ronização quando o sistema apresenta
omportamento esto
ásti
o, o 
omportamento de estados sin
ronizados a
onte
e deforma muito semelhante entre sistemas determinísti
os e não determinísti
os, fatoque foi possível veri�
ar através da variân
ia, do parâmetro de ordem, e também do
ampo médio da rede.Um outro aspe
to estudado neste sistema foi a presença de estados intermi-tentes que mostraram a presença de regiões laminares entre estados sin
ronizados enão sin
ronizados, ou seja, regiões de instabilidade presentes na região que possuem
omportamento semelhante a da variedade de sin
ronização. Foi veri�
ado tambémque para valores do parâmetro α = 0, 5, nenhum 
omportamento sin
ronizado apa-re
e na rede, independentemente do valor do parâmetro ε. Isto pode signi�
ar que



97os sítios esto
ásti
os, mesmo 
om o parâmetro tendendo a um 
omportamento maislo
al, se 
omportam 
omo sítios que tiram o sistema de um 
omportamento maisregular, o que de 
erta forma é o que se imagina.Através do que foi aqui analisado per
ebeu-se o quanto os sistemas dinâmi-
os não lineares estão 
ada vez mais presentes em situações biológi
as e realmente
otidianas. Pode-se veri�
ar que tanto os mapas, quanto os os
iladores, são modelosbem razoáveis para ajudar na 
ompreensão de vários 
omportamentos existentes nanatureza, tanto do ponto de vista físi
o 
omo também biológi
o e de outras áreas. O
aos espaço-temporal p�de ser estudado e analisado nos três sistemas apresentadosnesta tese.Em trabalhos futuros, do ponto de vista dinâmi
o, pode-se 
onsiderar oestudo de estados sin
ronizados para outros valores de parâmetros, no estudo dosos
iladores e uma análise mais apurada do atrator 
aóti
o. No 
aso das redes demapas, muitas situações ainda podem ser analisadas, por exemplo, 
al
ular os expo-ente de Lyapunov para o 
aso não determinísti
o e avaliar, através dele, 
om mais
lareza, o que a
onte
e na região que apresenta 
omportamento 
ara
terísti
o ao davariedade de sin
ronização. Além disso, pode-se tentar entender 
omo a entropia e adimensão de Lyapunov se rela
ionam neste sistema, trabalhar 
om uma rede maiorpara diferentes valores do parâmetro ε e des
obrir 
omo o sistema se 
omporta.Continuando neste intento, mas pensando em uma situação mais apli
ada,pode-se analisar, no 
aso de os
iladores, outros modelos de equações diferen
iais quetenham 
omportamento mais semelhante ao 
omportamento 
ardía
o, para 
om-parações entre dados 
líni
os reais, que possam ajudar na des
oberta de algumas
ara
terísti
as espe
í�
as de determinadas anomalias. Este estudo pode ser feitoatravés de séries temporais, bus
ando 
omportamentos semelhantes entre dados domodelo dinâmi
o e dados obtidos de pa
ientes. Pode-se analisar este mesmo sistemade os
iladores para outros valores de modos normais e veri�
ar 
omo ele se 
omportaperante esta mudança, trazendo ou não, maiores semelhanças 
om diagnósti
os 
lí-ni
os.
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