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RESUMO

A Mecénica Quantica veio a romper com muitas das concepgoes tidas como fundamentais
pela fisica classica. Dentre outros aspectos, ela coloca em debate a realidade das gran-
dezas fisicas, tais como posicdo e momentum, e o papel desempenhado pelo observador
para a existéncia dessas quantidades. Einstein, Podolski e Rosen (EPR) contribuiram de
forma significativa para a definicdo de um critério para um elemento de realidade. Poste-
riormente, Leggett e Garg deduziram uma desigualdade obedecida por qualquer grandeza
tida como real. A partir de uma nova premissa, Bilobran e Angelo (BA) propuseram
um quantificador para o (ir)realismo dos observaveis quanticos, correspondendo a uma
generalizagao do critério de EPR. De forma geral, estes critérios foram construidos para
quantidades fisicas definidas em um tunico instante. Por outro lado, é comum existirem
grandezas tais como o deslocamento e o trabalho, atrelados a medidas de posicao e ener-
gia em tempos sucessivos, de modo a possuirem uma realidade definida a partir de dois
instantes. Apresentaremos um estudo sobre os observaveis associados a estas grandezas
definidas em dois tempos, primeiro revisando quais os métodos propostos pela literatura
para sua construcao, seguido dos problemas conceituais atrelados a cada um. Iremos
propor um método para a construcao destes observaveis de dois tempos e também as in-
terpretagoes plausiveis para tais objetos. Estenderemos o critério de BA para estudarmos
a realidade de tais quantidades, analisando como exemplos o problema dos correlatores
temporais e o torque decorrente da variacdo do momentum angular de spin. Por fim,
demonstraremos a particularidade para os elementos de realidade dos observaveis con-
cebidos em dois instantes, até mesmo para situacoes onde estao definidos em intervalos

infinitesimais de tempo.

Palavras chave: Realismo; observaveis nao-locais no tempo; desigualdade de Leggett-

Garg; correlatores temporais.



ABSTRACT

Quantum Mechanics came to break with many of the concepts considered fundamental
by classical physics. Among other aspects, it debates the reality of physical quantities,
such as position and momentum, and the role played by the observer for the reality of
these physical quantities, raising problems such as the wave-particle duality. Einstein,
Podolski and Rosen (EPR) contributed significantly to the definition of a criterion for an
element of reality. Later, Leggett and Garg deduced an inequality obeyed by any quan-
tity taken as real. From a new premise, Bilobran and Angelo (BA) proposed a quantifier
for the (ir)realism of quantum observables, corresponding to a generalization of the EPR
criterion. In general, these criteria were built for physical quantities defined in a single
time. On the other hand, we have quantities such as displacement and work, linked to
measurements of position and energy at successive instants, so that they have a reality
defined from two times. We will present a study on these observables, first reviewing
the methods proposed by the literature for their construction, as well as the conceptual
problems linked to each one. We will propose a method for the construction of the ob-
servables associated with these quantities defined in two times as well as the plausible
interpretations for such objects. Furthermore, the BA criterion will be extended to study
the reality of such quantities, analyzing as examples the problem of temporal correlators
and the torque resulting from the variation of the spin angular momentum. Finally, we
will demonstrate the particularity for the elements of reality of the observables conceived

in two instants, even for situations where they are defined in infinitesimal intervals of time.

Keywords: Realism; non-local observables in time; Leggett-Garg inequality; temporal

correlators.



LISTA DE FIGURAS

2.1 Esfera de Bloch. Nela o estado do ensemble é representado por um vetor
no interior da esfera (ensemble misto) e sobre sua casca (ensemble puro).

Nos eixos ortogonais Z, § e Z encontramos os autoestados dos observaveis

S(@): [+), =), S@): [1),[4) e S(2): 10),]1). Fonte: Wikipedia. . . . . . . 34

3.1 Protocolo para verificar a realidade de uma grandeza fisica & no inter-
valo [to,t2]. Em (a) no instante ¢;, Alice faz uma medicao nao-seletiva do
observavel A sobre o ensemble preparado em t,. Posteriormente em ¢, 0
estado colapsado é tomografado por Bob resultando no estado ®4(p). Ja
em (b) no tempo 5, o observador Charlie realiza uma tomografia sobre
o ensemble preparado em ¢, (0 mesmo que de Alice), obtendo seu estado
correspondente p. . . ... L Lo A7

3.2 Experimento com particulas trocando seu momento com uma fenda sim-
ples e leve, a qual quando subir indica que a particula caminhara para a
abertura inferior da fenda dupla (a), e ao passo que descer sinaliza que a
particula seguird para a abertura superior da dupla fenda (b). Inferior-

mente ¢é descrito o estado relacionado a cada situagdo. . . . . . . .. .. .. 50

4.1 Representagao dos vetores associados aos observaveis S(u,t;) e S(U,t3) e a
PIEPATAGCAO P0. - « « « « « v e e e e e e e 64
4.2 TIrrealidade para o observavel de dois tempos C(S (4,0), S%(9, 27?)) com 0s
pardmetros p (vinculado a direcao de S()) e v (associado a S(0)) variando
entre 0 e /2 e limitada superiormente pelo plano In(2).. . . . . . ... .. 65
4.3 Irrealidade dos observaveis S(i,0) (a) e S(7,27) (b) para o estado py =
1/2[Iy(sinw/4 2 4 cosm/4 2) - &], variando seus vetores entre 0 e 7/2 cor-
respondendo as diregoes & e 2 respectivamente. . . . . . ... ... 65
4.4 Soma das irrealidades de S(i,0) e S(¥, 2w). Ambos serao reais (soma nula)
quando p=v=m/4. . ... 65
4.5 As curvas representam configuragoes de p e v nas quais as irrealidade para
o ODT C(S('&, O),Sz(ﬁ,%r)) (azul) e para os seus OCs S(1,0) (ciano) e
S(v,27) (magenta) se anulam dado o estado py. As grandezas em questao

nao sao todas reais simultaneamente. . . . . . . . ... ... 66



4.6 Comparagao entre J,, (po) € Jr(s)(po) a partir de 10° escolhas para os pa-
rametros {r, 0, ¢, 0, o }. Em vermelho sdo considerados os estados maxi-
mamente mistos, pg = 7, (r = 0); mistos genéricos (r € [0,1]) em azul e
puros (r=1) emroxo. . . . . . .. ... 67

4.7 Comparagao entre J, (po) € Jr()(po) a partir de 10° escolhas para os pa-

rametros {r,0, ¢, 0y, pn} para os estados mistos com r € {0.3,0.5,0.9}. . . 68



LISTA DE TABELAS

2.1 Angulos 0 e ¢ associados aos autoestados dos observaveis spin nas diregoes

candnicas, utilizando {|0),[1),} como kets de base. . . . .. ... ... .. 32

3.1 Comparagao da realidade de algumas grandezas para um mesmo estado
segundo o critério de realismo de EPR e BA. Os estados correspondem
respectivamente a um exemplo de superposigao (base 0, ), maxima mistura,

autoestado (base 0,) e emaranhado. . . . . . .. ... 49

4.1 Exemplo de grandezas definidas em dois tempos. . . . . . . . . . .. .. .. 51



SUMARIO

Introducao

Conceitos Preliminares

2.1 Fundamentos da Mecanica Quantica . . . . . ... ... ...
2.2 Pré-medicitoe POVMs . . . . . . ... ... L.
2.3 Teoria da Informacao . . . . . . . ... ... L.

2.4 Representagao de Bloch . . . . ... ... ... ... ...

Critérios de Realismo

3.1 Realismo de EPR . . . . . . . . . ...
3.1.1 Teoremade Bell . . . . . . . . . .. ... .. ... ...
3.2 Macro-realismo . . . . . ..

3.3 Realismo Bilobran-Angelo . . . . . ... ... ... ......

Correlatores Temporais

4.1 Dinamica unitariae TPM . . . . . . . . . .. ... ...

4.2  Observaveis de dois tempos . . . . . . .. . ... ... ...
Conclusao

Referéncias

11

15
15
24
29
31

37
37
42
44
46

51
52
59

69

71



1 Introducao

O mundo macroscopico com o qual estamos familiarizados tem como paradigma que
a posicdo e o momentum das particulas assim como a energia para os campos estao bem
definidos em todo o tempo. A esta concepcao de que as grandezas fisicas possuem valores
bem estabelecidos, independentemente de qualquer intervencao ou conhecimento de um
observador consciente, ¢ dado o nome de realismo. Estes sistemas sdo regidos por leis
causais, correspondendo as leis de Newton para descreverem a dinamica das massas e
as equagoes de Maxwell para a evolucao dos campos, formuladas a partir das leis de
conservacao [1]. Nesta escala, o mundo apresenta um comportamento deterministico, o
qual assegura por premissa que em cada instante os sistemas assumam propriedades bem
definidas e que evoluirao de forma causal de modo que haja realismo em todo o tempo
futuro (e também no passado).

Neste cendrio, segundo Popper [2]: “qualquer acontecimento pode ser racionalmente
previsto, com qualquer grau de precisao que se deseje, se nos for dada uma descrigao
suficientemente precisa de acontecimentos passados, juntamente com todas as leis da
Natureza”. Neste ponto iremos distinguir o determinismo epistemologico, associado a
compreensao e a previsibilidade dos fenomenos fisicos, do determinismo ontolégico que
diz respeito a esséncia dos fendmenos, ainda que ndo sejam cognosciveis por um agente
consciente [3]. Assim, destacam as palavras de Popper quanto aos acontecimentos estarem
passiveis de compreensao, e nao que esta seja necessaria para que as grandezas estejam
bem definidas. Deste modo, as propriedades de um sistema sao indiferentes a qualquer
participagao de um observador, assumindo uma realidade objetiva, e o agente investigador
assumira neste cenario o papel de mero coadjuvante atualizando suas percepcoes sobre o
mundo.

Ao passo que analisemos sistemas cada vez menores ou que aumentemos a precisao de
nossos equipamentos de medigado, a previsibilidade ora assegurada pelas teorias fisicas é
posta em debate, dada a emergéncia de fendomenos fundamentalmente aleatérios. Neste
contexto, a Natureza mostra-se sensivel as interagdoes de um observador com o objeto
de estudo, o qual passa a desempenhar uma importancia fundamental em estabelecer
a realidade para as quantidades fisicas. A Mecéanica Quéantica (MQ), a fim de explicar
os fendmenos, usa de um carater essencialmente probabilistico, que garantira previsoes

estatisticas para uma grandeza dados seus resultados experimentais aferidos sobre uma

11



CAPITULO 1. INTRODUCAO 12

colecao de sistemas idénticos. Neste contexto, visto a aleatoriedade e irreversibilidade dos
processos fisicos, a teoria evidencia um comportamento onticamente indeterminista' da
Natureza.

Este carater probabilistico, assim como a perda de uma realidade objetiva para a
Natureza, foram alvos de criticas pela comunidade académica. Dentre os principais tra-
balhos se encontra o artigo seminal de Einstein, Podolsky e Rosen (EPR) intitulado “Can
Quantum-Mechanical Description of Physical Reality be Considered Complete?” [4]. Nele
os autores colocam em questao se a Mecanica Quantica é a teoria mais completa para
explicar tais fenémenos fisicos. A proposta de um exemplo que falseie tal completeza foi
fundamentada na nocao de que se conseguissemos prever as propriedades de um sistema
sem perturba-lo, fato ao qual deram o nome de elemento de realidade, entdo uma teoria
completa também deveria ser capaz de predizer esses elementos. Outra hipotese foi a de
que uma medicao aferida por um observador nao pode influenciar nas medigoes feitas por
um outro observador se ambos estiverem separados de forma que nenhuma troca de infor-
macoes seja possivel entre eles, ou seja, nao havendo conexao causal entre seus respectivos
experimentos. A esta hipétese damos o nome de localidade. O experimento mental for-
mulado por EPR concluia que existem elementos de realidade que nao sao preditos pela
teoria quantica, e assim ela se tratava de uma teoria incompleta.

Em resposta a EPR, Niels Bohr publica um artigo também intitulado “Can Quantum-
Mechanical Description of Physical Reality be Considered Complete?” [5], em que argu-
menta sobre um principio de complementaridade, no qual sao as medi¢oes que determinam
a realidade de uma grandeza fisica, de modo que antes do procedimento experimental estas
quantidades nao estdo completamente definidas. Ja o carater de incompletude demons-
trado por EPR, advém do fato de se escolher medir, em um mesmo experimento, uma
grandeza em detrimento de outra, dita sua complementar, tal como a posi¢ao e momen-
tum.

Os argumentos apresentados por EPR e Bohr deram origem a um longo debate acerca
da capacidade de uma teoria fisica em descrever a realidade. Dentre estes trabalhos,
surgiram modelos baseados em wvaridveis ocultas [6] com o intuito de completar a teoria
quantica e recuperar seu determinismo.

Décadas depois, John Bell demonstrou [7] que qualquer teoria local de variaveis ocultas
nao seria consistente com as previsoes asseguradas pela MQ, correspondendo esta a uma
teoria completa e onde o critério de localidade seria violado. Experimentos posteriores
[8,9] constataram este fendmeno de nao-localidade na Natureza, evidenciando correlagoes
(emaranhamento) entre sistemas quénticos separados de forma causal.

Tal qual o elemento de realidade proposto por EPR, outros trabalhos surgiram a fim

de caracterizar a realidade para as grandezas fisicas. Dentre eles, Leggett e Garg [10]

'H4 um importante debate sobre a causalidade ser mantida, ainda que em um mundo quantico. Para
uma discussao sobre o assunto remetemos o leitor a [1,3].
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propuseram uma desigualdade obedecida, dentre outras premissas, por qualquer sistema
macroscopico com propriedades bem estabelecidas em todo o tempo. Ao passo que se
esta desigualdade fosse violada, entao o objeto de estudo evidenciaria um cardter essen-
cialmente quantico, de uma grandeza nao definida, ou dita sem realidade, para certo
instante no tempo. Outro critério, proposto por Bilobran e Angelo (BA) [11], incorpora
em seu formalismo nao apenas os sistemas de interesse, mas também o papel relativo dos
observadores e suas medi¢oes em descreverem a realidade para estas quantidades fisicas.

Em geral, estes critérios sao utilizados para descrever a realidade de grandezas de-
finidas a partir em um unico instante no tempo, tais como a posigao ¢(t¢), momentum
p(t) e energia E(t). Além destas, é comum nos depararmos com quantidades deter-
minadas a partir de dois instantes, tendo como alguns exemplos o deslocamento esca-
lar q(t2) — q(t1) e suas associadas velocidade e aceleragdo médias, o trabalho mecanico
Winee = F(q(t2) — q(t1)) exercido sobre uma particula por uma for¢a constante, e o tra-
balho termodindmico sob pressao constante Wi, = p(V(t2) — V (t1)), sendo p e V(1) a
pressao e o volume respectivamente.

As grandezas fisicas concebidas de forma ndo-local no tempo, ou seja, definidas a
partir de dois instantes ¢ e t5, ao serem analisadas para sistemas quanticos apresentam
dificuldades tais como a construcao de seus operadores algébricos. Tendo como exemplo o
trabalho, esta quantidade nao é representada na literatura por um operador hermitiano,
logo nao constitui um observdvel usual da MQ, sendo a prépria medicao desta grandeza
atipica experimentalmente [12]. E amplamente aceito na literatura que o trabalho s6
pode ser medido realizando-se medigdes de energia em dois tempos [13], cujo protocolo
pode ser estendido para outras grandezas definidas de forma semelhante. Como veremos
mais detalhadamente, este procedimento é insatisfatorio ao passo que destréi em seu
curso recursos quanticos do sistema estudado [14]. Neste trabalho, estaremos interessados
em propor uma nova formulagdo para construir os observaveis associados as grandezas
definidas em dois tempos, e também estudar as implicagoes conceituais advindas desta
nova abordagem.

Fomentados pelo critério de BA também investigaremos a realidade de tais quantida-
des, interpretando-as de maneira distinta da entendida usualmente pela literatura. Para
isso, organizamos esta dissertagdo da seguinte maneira. No capitulo 2 faremos uma intro-
ducao sobre os conceitos fundamentais que serao utilizados ao longo do trabalho, apresen-
tando o escopo algébrico da MQ), processos de medi¢ao generalizados, topicos sobre teoria
da informacao classica e quéntica e o formalismo de Bloch para descrever quantidades
duplamente valoradas. O capitulo 3 sera reservado para um estudo detalhado sobre os
critérios de realismo de EPR, Leggett-Garg e de Bilobran e Angelo.

No capitulo 4, revisaremos quais os formalismos encontrados na literatura para calcular
os operadores algébricos associados a estas grandezas de dois tempos, assim como suas

respectivas probabilidades e valores médios. Veremos quais as dificuldades em adotar
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cada método e apresentaremos uma nova interpretacao para realizar estes calculos. A
partir do critério de BA, demonstraremos os resultados obtidos para a realidade destas
grandezas comparando-as com a realidade das quantidades individuais que as compoem
em cada tempo especifico.

Por ultimo, no capitulo 5 iremos discorrer sobre as conclusoes adquiridas a partir dos

exemplos estudados e métodos utilizados.



2 Conceitos Preliminares

Apresentaremos neste capitulo um panorama sobre a Mecanica Quantica, introdu-
zindo conceitos e notacgdes que serao utilizados ao longo do trabalho. Na primeira secao,
trataremos de seu escopo algébrico a partir das nogoes de espaco vetorial, vetores de es-
tado e operadores lineares, tragcando um paralelo com seus correspondentes fisicos. Ja
na segunda sec¢ao, veremos como estes elementos teéricos sdo incorporados nos processos
experimentais e uma generalizacao para descrever medi¢oes nestes sistemas. Na sequén-
cia estudaremos alguns conceitos sobre a teoria da informacao classica e quantica e, por
ultimo, abordaremos uma representacao tutil para descrever grandezas fisicas de valores

dicotomicos.

2.1 Fundamentos da Mecanica Quantica

De maneira didatica, ao estudarmos uma teoria fisica convém dividi-la em seus niveis
de abstracao. Assim podemos compreender o que tange seus aspectos fisicos, relativos aos
fen6menos naturais e as nossas experiéncias, e aspectos teoricos, correspondendo a nossa
capacidade matematica em descrever tais fenomenos. Uma maneira de agruparmos estes

elementos, segundo Prugovecki [15,16], seria no que diz respeito ao seu:

o Formalismo, que é a estrutura logica e matematica na qual sao postulados os con-

ceitos fundamentais e a partir do qual se axiomatiza' a teoria;

e Regras de deducao, as quais nos permitem deduzir os teoremas a partir da manipu-

lacao dos simbolos e axiomas apresentados no formalismo;

o Lei dinamica, que ird restringir os possiveis valores assumidos pelos elementos do

formalismo atribuindo o carater preditivo a teoria;

e Regras de correspondéncia, as quais irao estabelecer a conexao entre os elementos
tedricos com os procedimentos experimentais, a partir dos quais somos capazes de

acessar a realidade fisica.

'Um axioma, ou postulado, é uma proposicio tida como verdadeira embora nio seja demonstrada,
sendo um consenso inicial necessario para a construcao de uma teoria.

15
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Embora apresentadas de forma linear, estas estruturas sao construidas de maneira
interdependente. Em uma visao geral, a Mecanica Quantica terd em seu formalismo os
conceitos de estados e observdveis; suas regras de deducao serao construidas a partir da
algebra de operadores sobre o espaco de Hilbert; sua dinamica serd regida pela equacao de
Schrédinger (dentro de um contexto nao-relativistico) e suas regras de correspondéncia,
por sua vez, dependerao de cada interpretacao adotada no que diz respeito aos fundamen-
tos da teoria. Dentre as interpretagoes destaca-se a de Copenhagen, tida como a mais
amplamente aceita, dentre outras tais como as teorias de variaveis ocultas nao locais e
a interpretagdo de muitos mundos, as quais merecem destaque por apresentarem outras
visoes e questionamentos sobre os fundamentos da teoria.

A comecar pelos espacos de Hilbert denotados por H, eles serdao em primeiro momento
uma generalizagao dos espacos vetoriais euclidianos (finitos e reais) para dimensoes in-
finitas, cujo dominio passa a incorporar os nimeros complexos. Como definicao formal

teremos qualquer espaco vetorial com as seguintes propriedades:

(a) Soma e multiplicagdo por escalar: para os elementos (vetores) @ e ¥ deste espaco
e os escalares complexos a e b, estao definidas as operacoes de soma u + v e multiplicacao

por escalar au na forma
o Comutativa: 4 + U = U + u;
o Distributiva: a(@ + v) = atl + av, (a + b)d = at + b
o Associativa: (ab)u = a(bu), © + (v + W) = (4 + V) +
o Elemento unitario: Iu = u, sendo I o elemento identidade do conjunto complexo C.

(b) Produto interno: dado @ e ¥ o produto interno entre eles serd denotado por (i, ¥)
correspondendo a uma fung¢do com dominio em H X H e imagem no corpo escalar C.

Sendo a* o complexo conjugado de a, teremos as propriedades de

« Conjugagao hermitiana: (u,v) = (v, 4)*;

o Linearidade: (4, av + bw) = a(u, V) + b(u, w);
« Antilinearidade: (atl + b¥, W) = a*(u, W) + b*(v, W);
o Norma: ||ul| := /(@, @) > 0, ocorrendo a igualdade se e somente se @ = 0.

(c) Separabilidade: o espago ‘H contém um subconjunto enumeravel e denso.

(d) Completeza: como definigao preliminar [17], uma sequéncia em um conjunto M é
uma aplicacdo f : N — M, definida no conjunto dos nimeros naturais N. O valor que
a sequéncia f assume para o numero n € N sera denotado como f,. Uma sequéncia f

em um espago métrico M serd uma sequéncia de Cauchy quando, para todo ¢ > 0 dado
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arbitrariamente, existe ng, m € N tal que m,n > ng = d(fun, fn) < €, com d(fn, fn) =

« Diz-se que o espaco de Hilbert é completo quando toda sequéncia de Cauchy aplicada

sobre H converge para algum ponto neste espaco.

Um espago de Hilbert pode ser composto por outros subespagos semelhantes. Seja
A um espaco vetorial de dimensdao n e dotado das propriedades acima, tal como B de
dimensao m, podemos construir um espaco estendido a partir do produto tensorial H =
A ® B, o qual terd dimensao n x m. Dado que encontremos um conjunto de vetores
linearmente independentes para formarem uma base ortonormal para cada um destes
espagos, digamos que {7i;} seja o conjunto de A, e {m;} de B, o espaco estendido terd
como base os vetores {7; ® ni;}.

Outro elemento fundamental sdo os operadores lineares, responsaveis pelas transfor-
magcoes dos vetores. Representados genericamente por A, serao dotados da propriedade
de linearidade, A(au+ bv) = aA(4) +bA(V), e atuarao de modo que A : H — H. Quando
um operador A é aplicado sobre um vetor « preservando sua direcao e tendo como efeito
apenas a varia¢do de sua magnitude, A(u) = aw, dizemos que este vetor é um autovetor
do operador A e o escalar a seu autovalor.

Alguns operadores sao de particular interesse para a Mecanica Quantica. Dentre eles,
temos os operadores hermitianos para os quais ¢ valida a relacio A = AT, sendo A' o
operador adjunto de A. Esta classe de operadores terda como propriedade autovalores
reais e autovetores ortogonais.

Seja A~! o operador inverso definido a partir da relacdo AA™! = A™'A = I, quando
A~' = A" o operador serd denominado unitdrio, de forma que ATA = AA? = 1. Um
operador unitario, que passaremos a representar por U, preserva o produto interno no
espaco de Hilbert, ou seja, para @ e U teremos a rela¢ao (U, U¥) = (i, ?). Em outras
palavras, o operador unitario preserva o médulo e o angulo entre os vetores, podendo ser
considerado como um operador de rotagao.

Os espagos de Hilbert serao responsaveis por representarem os sistemas fisicos experi-
mentais e seus vetores por descreverem completamente os estados destes sistemas. Esta
regra de correspondéncia é de especial importancia para a interpretagao de Copenhagen,
ganhando o status de postulado. Dado este escopo, faremos uso, a partir de agora, das
notagoes de Dirac, onde estes vetores estado serao representados pelo ket |1), uma forma
analoga e com todas as propriedades vistas para vetor 2.

A notacao de Dirac também faz uso dos funcionais lineares, os quais atuarao sobre os

vetores de estado resultando em um escalar. Eles sao representados pelo simbolo bra (-] e

2Além da forma vetorial, as componentes do estado |¢)), quando representado no espago de configu-
ragdes e cuja notagdo veremos a diante, também podem ser entendidas como uma fung¢ao, a chamada
fungao de onda do sistema.
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compoem um espaco vetorial préprio, chamado de espaco dual H*. A partir do teorema
da representacao de Riesz? ¢ possivel demonstrar que o produto interno entre dois vetores
estado serd dado por (|¢), [¢)) = (¢|v), havendo uma relagao de correspondéncia de cada
ket de estado para com um funcional bra associado, ja o inverso nao é verdadeiro.

O vetor estado |¢) pertencente ao espaco A, pode ser decomposto em termos dos
vetores {|n;)} que constituem uma base. Esta combinagao linear sera escrita como [1)) =
> ¢iIng), com o escalar complexo ¢; = (n;]).

Essa decomposicao do vetor estado nos vetores de base pode ser representada por
uma matriz coluna cujos elementos serdao as constantes ¢;. No caso de uma base infinita
e continua, como por exemplo para o conjunto de vetores posigao {|z)}, o vetor estado
serd decomposto na forma |¢) = [dz ¢, |z), com os ntimeros ¢, = (z|¢)) = (x) podendo

ser entendidos como uma fungao ¢ (z), a chamada func¢io de onda do sistema.

(na[) :
. | (n2ld) , o
(Base discreta) ) = . : (Base continua) [1) = [ (x[)
(nale)
Tanto para as bases discretas quanto para as continuas, os vetores {|n;)} e {|z)}
possuirao as propriedades de ortonormalizacao: (n;|n;) = 6;;, (z|z') = o(z — 2'); e
completeza: >, [n;Xn;| = 1, [dx |z)Xz| = 1. Como cada vetor ket de base tera seu

funcional bra associado, estes corresponderao a uma matriz linha com elementos ¢ =
(¥[ni) e ¢ = (Plz).

Um estado também pode ser descrito por um vetor multipartido, o que significa que
ele é composto pelo produto tensorial de vetores de base pertencentes a espacos de Hilbert
distintos. Deste modo, é pertinente apresentarmos os conceitos de estados separdveis e
emaranhados. Como exemplo, consideremos os vetores |¢) = Y. ¢;|n;) € A e |p) =

>-;¢jlmj) € B, o estado puro bipartido |¥) mais geral é descrito como

U =D cijIns) & [my) . (2.1)
2¥)

Ele sera separavel se puder ser escrito na forma V) = 3, ; ¢; ¢; [n;) ®|m;) = [¢) ®|p). Por
outro lado, se |¥) = >, : c;; [ng) ® |my) com ¢; # ¢; ¢j, entao o estado serd denominado

emaranhado, uma vez que |¥) # |[¢) ® |p).
Visto o papel dos espacos vetoriais e de seus vetores para descreverem sistemas fisicos,
atribuiremos agora as regras de correspondéncia para os operadores. Toda grandeza fisica
@/ estara associada a um operador A o qual corresponde ao procedimento experimental

especifico para medir esta quantidade. Uma vez que as medidas realizadas em laboratorio

3Teorema de Riesz: [18] cada funcional linear limitado F em um espago de Hilbert H pode ser repre-
sentado em termos de produto interno F'(@) = (u, ¥), Vi € H, onde ¥ € H é unicamente determinado por
F e sua norma satisfaz ||v]| = || F||.
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nos retornam resultados reais referentes a estados distintos do sistema, ou seja, estados que
se excluam mutuamente, entao estes operadores — os quais chamaremos de observdveis
— deverao ser hermitianos para garantir tais propriedades. Além da hermiticidade, os
autovalores destes operadores fornecem uma base completa para o espago, de modo que
qualquer vetor possa ser expandido em termos desta autobase.

O tnico resultado possivel de uma medi¢ao ¢ um dos autovalores do operador corres-
pondente, obtendo-se apds a medi¢ao o seu autoestado associado. Esta tltima declaragao
é o chamado postulado do colapso.

Para que um operador A pertencente ao espaco de Hilbert A atue, por exemplo, sobre
um estado bipartido |¥) = [¢)) ® |¢) com |[¢)) € A e |¢) € B, devemos primeiro tomar sua
extensiao A = A® I, a qual passa a operar no espaco H = A ® B. Deste modo, o estado
|¥) compartilhard do mesmo espaco estendido no qual A atuard, resultando na relacao de
autovalores A |¥) = A|y)) @ I]p). De forma andloga, havendo um operador B € B e sua
extensdo B = B®1T 4 define-se a operacio bilinear AB |¥) = (A ® B) |¥) = A[¢)) @ B|yp).

Assim como os vetores estado, os operadores também podem ser decompostos nos
vetores de base. Até agora utilizamos o conjunto {|n;)} como base de A, mas convém
redefinirmos esta notagao para que ela esteja diretamente ligada com os autovalores do
observavel que queremos medir. Deste modo, cada possivel resultado a; de um operador
A correspondera a um vetor |a;) e o seu conjunto {|a;)} passard a formar uma base para

A. A partir da relacao de autovalores,
Alag) =3 ailaiXai| a;) =D ailai) 65 = ajlaz) (2.2)
3 K]
decorre que os observaveis poderao ser representados na forma

A= Zai la;)a:| = Za’Ai' (2.3)

Denominamos os elementos A; = |a;Xa;| de projetores, uma vez que ao atuarem sobre
um vetor de estado genérico |¢) irdo projetd-lo na dire¢do |a;) como podemos observar:
A; |¢) = (a;]¢) |a;). Um projetor possui as propriedades de hermiticidade, AZ = A;, e
idempoténcia, A? = A;.

Na forma matricial, os operadores irdo corresponder a uma matriz quadrada com
elementos ¢,, = (a,|Ala,), garantindo seu carater de uma transformacao linear sobre os

vetores estado (matrizes colunas) e seus bras associados (matrizes linhas),
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jay) faz) . ag)

<(11| C11 C12 N Clq

Ai <CL2| Co1 C29 e Czq
(ap] \ep1 G oo Gy

e de modo andlogo para as bases continuas, onde cada elemento ¢, ,» = (z|A|z’) corres-
ponderd a um par ordenado entre os eixos x e z’.

Esta representacao matricial torna evidente também o carater nao-comutativo de
transformagoes sucessivas, onde em geral AB|¢) # BA|¢). Definiremos entao a trans-
formagao [A, B] := AB — BA, denominada de comutador, o qual quando for nulo indicard
que A e B comutam entre si, sendo chamados de observdveis compativeis. Quando A e B
comutarem, poderemos construir uma base ortonormal muitua com autovetores comuns
entre estes operadores. Para os operadores estendidos A e B é sempre vélida a comutacio
[A, B] =0.

Ja para A e B incompativeis, suas respectivas bases {|a;)} e {|b;)} serdo ditas bases

> =3
d’

d a dimensao do espaco vetorial d = dimA = dimB, representando que a medi¢ao do

mutuamente neutras (do inglés mutually unbiased bases — MUB) se | (a;|b;) com
observavel A nao revela nenhuma informacao sobre os possiveis resultados da medicao
do observavel B e vice-versa [19]. Schwinger [20] constatou que nao é possivel adquirir
informagao sobre o estado de um sistema quantico - a qual trataremos com mais detalhes
na secao 1.3 - por meio de medigoes em uma base mutuamente neutra com a base na qual
este estado foi preparado.

Havendo um sistema fisico descrito pelo vetor [¢), o valor médio de uma quantidade
fisica .o/, representada pelo observavel A, serd (A)y) = (Y|A|¢). Utilizando da operacao
trago, definida como Tr A = >, (ax|A|ax) e a qual serd invariante sob mudanga de base,
podemos reescrever o valor médio na forma (A)yy = Tr(A[)v|), retornando a expressao

anterior quando aplicamos sua definicao:

Tr(A[WXY]) = D (al AY) (Wlar) =Y _(Gla)(an| Alv) = (U|A[) = (A)y,  (24)

k k

na qual utilizamos da comutagao pelo escalar (¢|ax) e da completeza >, |axax| = L.
Ao realizar uma medicao da quantidade &7 sobre um sistema descrito pelo estado
normalizado [¢), a probabilidade de se obter o resultado a; correspondente ao autovalor

do respectivo autovetor |a;) de A serd

plai) = [{ail) |* = (a:lv) (Ylai) = Tr(Jag) {ai|) (@) = Te(A; [)w)).  (2.5)

Estas sdo as previsoes tedricas que a Mecanica Quantica nos fornece. Dado seu carater
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probabilistico intrinseco, a forma de verificarmos experimentalmente estes valores é a
partir de medigoes efetuadas sobre um conjunto de sistemas igualmente preparados, o
chamado ensemble. Ao efetuarmos uma primeira medigdo sobre um sistema fisico este
assumird um dos possiveis estados previstos pela teoria, ocorrendo este colapso de forma
aleatéria, instantanea e irreversivel. Ao passo que uma segunda medic¢ao desta quantidade
fisica seja realizada em sequéncia, esta nao desempenharia outro papel além de reproduzir
o mesmo resultado ja obtido.

Até agora tratamos de ensembles formados por estados identicamente preparados,
representados por um unico ket [¢), sendo chamados de ensembles puros. No entanto,
uma maneira mais geral para descrever um ensemble é considerando que seja composto por
uma mistura estatistica de estados diferentes. Imaginemos um ensemble formado metade
pelo estado [11) e a outra pelo estado [i¢). Supostamente, poderiamos representar o
vetor estado do conjunto como a soma “|¥) = 1 |¢;) + 1 [%2)”. Contudo, ao calcularmos a
média de uma grandeza genérica o7 para este ensemble puro, formado por |¥), teriamos
(A)wy = Tr(A[UXW|) com [WNW| % 1 [ )th1] + 5 [tha)(1)o]. Dessa forma, introduziremos
aqui uma representacao necessaria, a do operador densidade p, visto que o ensemble
composto por |¢q) e |1h2) ndo pode ser descrito por um estado puro |¥). Ele seré construido

na forma

p =2 Pnlutnl (2.6)

em que [1,,) serdo os n diferentes estados que irdo compor o ensemble e p,, suas respectivas
probabilidades de serem encontrados no conjunto, as quais satisfazem 0 < p, < 1 e
> Pn = 1. O operador densidade possuird as propriedades (i) hermitiana, p = p; (ii)
trago unitario, Tr(p) = >, pn (¥n|tn) = 1 e (iii) positividade semidefinida, (¢|p|¢) =
o Pul (B1Yn) |2 = 0.

Notemos que a probabilidade p, ¢ relativa a nossa ignorancia operacional sobre a
composicao do ensemble, assemelhando-se a encontrada nas teorias estatisticas cléssicas,
sendo portanto diferente da probabilidade intrinseca da Mecanica Quantica. No caso de
ensembles puros, por serem constituidos de um tnico estado [¢), a probabilidade p,, sera
igual a um, contando com a relacio de pureza Tr(p?) = 1. O valor médio (2.4) e as

probabilidades (2.5) poderao entdo ser reescritas na forma geral:

plai) = Tr(la;){a:) (@]) = Tr(Aip) (2.7)

(A)p =Tr(Ap) = Zai Tr(Aip) = Z a;p(a;). (2.8)

Para uma interacao fisica descrita pelo operador hamiltoniano* H(t), a dinAmica do

40s operadores hamiltonianos estdo relacionados com a energia total do sistema.



CAPITULO 2. CONCEITOS PRELIMINARES 22

estado [1)) serd regida pela equagao de Schrodinger dentro de um cendrio nao-relativistico.

Ela correspondera a

iR (1)) = (1) jo(t) (2.9)

A evolugao temporal também pode ser representada por um operador unitario U(t, t) na

forma [¢(t)) = U(t, o) [¢(t0)). Este operador sera determinado a partir da equacao

0

Para estudarmos as fungoes de operadores assumiremos que A" corresponda a n su-

cessivas aplicagoes do operador A e, em analogia com a expansao em séries de Taylor de

uma fungao f(r) = 307 1 L2 4 centrada em 0, teremos flA) =32, f::) A™. Seguindo a
relacao de autovalores
00 f(n) . f n)
FA i) = 3 = A" i) = Z ait [¢s) = flai) |ii) - (2.11)

n=0 ' n=0

Podemos entao resolver a equagao (2.10) obtendo como solugao, se H nao depender ex-

iH(l;;to)} _

J& para um ensemble misto p a evolugdo ocorrera sobre cada estado constituinte,

plicitamente do tempo, U(t,ty) = exp{—

com o estado inicial py = ¥,, pn [n)¥n|. Derivando em relagao ao tempo e utilizando da

equacao de Schrodinger obtemos a equacao de Liouville-von Neumann
dp _ [H,p]
dt ih '

com [H, p] sendo o comutador entre H e p. Sua estrutura assemelha-se & da equacao de

(2.13)

Liouville para a mecanica estatistica classica d;p = { H, p}, na qual p é a fungao densidade

p(p, q,t) do espaco de fase e { H, p} o parénteses de Poisson®

, com H correspondendo agora
a hamiltoniana do sistema.

Nesse cenario, a evolucao temporal ocorre sobre o estado do sistema e os observaveis
sao mantidos constantes no tempo. Esta é uma nocao familiar das nossas experiéncias no
mundo macroscopico onde, por exemplo, para medir a velocidade dos automédveis em uma
estrada, os radares sdo mantidos fixos enquanto os automdveis se aproximam com suas
respectivas velocidades a serem medidas. Agora, por uma outra perspectiva, na visao do
motorista que se encontra em repouso em relagao ao automovel, a dinamica ocorre sobre
o mundo exterior, ou seja, a estrada, as arvores e o préprio radar se aproximam de seu

referencial. Em analogia, poderiamos imprimir a dinamica de um estado quantico sobre

5 . 9p0oH _ 9pdoH
{H.p} = 5,34 ~ 5 op-
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o observavel que queremos medir, mantendo o primeiro estatico e aplicando a evolugao
unitaria sobre o operador. Esta ¢ a chamada representacao de Heisenberg na qual os

operadores serao definidos como

AT() = Ut (t,t0)AB(to) U(t, tg) = UTAS U, (2.14)

com os superindices H e S denotando os operadores nas representacoes de Heisenberg e
Schrodinger respectivamente. Notemos que os operadores em um cenario de Schrodinger
podem ser funcao de um tempo especifico £y, 0 que nao ocorrera nesta representacao sera
a evolugao desta variavel, mantendo-se fixa ao longo de todo o processo experimental. A

partir de (2.10) e (2.14) podemos derivar a equagao de movimento para os operadores

(o) o1

dt — ih ot

Embora as representagoes sejam construidas de forma algébrica e conceitual distintas,
ambas ainda devem concordar e predizer os mesmos valores para as quantidades passiveis
de serem verificadas experimentalmente, sendo elas os valores médios das grandezas fisicas
e as probabilidades de seus autovalores, correspondendo estas aos elementos fundamentais

da teoria. Deste modo, segue a correspondéncia

(Schrodinger) o (A%) ) = Tr {Asp(t)} = Z a; pla;,t); (2.16a)

o plai,t) = Tr[Afp(t)]. (2.16b)

(Heisenberg) o (AM(t)), = Tr {AHpO} =Tr [ASU,OOUT] =Tr {Asp(t)} = Z a; p(ai, t);
Z (2.16¢)
o plai, t) = Tr| Al py| = Tr[ASUpoUY| = Tr[ AT p(1)]. (2.16d)

onde utilizamos da propriedade ciclica do trago® e da evolucio dos projetores AN =
UTASU. Tremos denotar daqui por diante os operadores de Heisenberg a partir de uma
dependéncia explicita do tempo A" = A(t), assim como seus projetores AY = A;(t). Ja os
operadores de Schrodinger e seus projetores serao escritos sem a dependéncia temporal,
AS = A e A% = A;, respectivamente.

A medicao de uma grandeza fisica .o/ sobre um sistema, representada algebricamente
pelo observavel A e pelo operador densidade p € A ® B, tem como resultado um dos
possiveis autovalores a; de A, projetando o estado do sistema para o autovetor associado

de a; na forma

STy(ABCD) = Tr(DABC).
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. (Aely)p(A elg)
Pl (A, @ 1g)p(A; © Ig)T]

sendo pg;; = (ai|p|ai)/p(a;) e p(a;) = Tr[(A; ® Ig)p]. Este é o chamado estado colapsado

= A; ® ppy; (2.17)

e reparemos que sua estrutura é construida a fim de resultar em um estado normalizado
correspondente a saida obtida experimentalmente. Para o caso de autoestados degenera-
dos a relagdo se mantém, ao passo que sendo d; o grau de degenerescéncia de |a;), teremos
ai Xaj.

Essa ¢ a descricao para medi¢oes denominadas projetivas - uma vez que utilizam de

para o projetor A; = Zg"

operadores construidos a partir de projetores - e seletivas, as quais envolvem a leitura
do valor obtido no processo. Existem outros tipos de medigdes no que tange tanto ao
conhecimento do observador sobre o estado do sistema apds o colapso, quanto ao uso

de uma classe mais geral de operadores, as chamadas medicoes com operador positivo
valorado (POVMs).

2.2 Pré-medicao e POVMs

Antes de estudarmos a generalizagao para descrever os processos de medicao, é perti-
nente apresentarmos um protocolo fundamental para adaptar grande parte dos sistemas e
medigoes elaborados em teoria para seus processos fisicos experimentais correspondentes.
Na pratica, quando queremos aferir uma grandeza fisica recorremos muitas vezes a aqui-
sicdo da informacéo sobre uma quantidade correlacionada. E o caso na Mecénica Classica
ao investigarmos, por exemplo, a wvelocidade de um objeto, onde o que realizamos sao
medigoes de sua posicio em instantes sucessivos e logo entdo somos capazes de aferir a
grandeza de interesse. Ou na Mecanica Quantica se pretendemos descobrir o spin de uma
particula observamos apos esta interagir com um aparato Stern-Gerlach em qual posicdo
cintilard em um anteparo medidor. De forma ainda mais especifica, ndo acessamos du-
rante uma medicao as propriedades de um sistema de interesse diretamente, mas o estado
do aparato que utilizamos para a observagao. Os sistemas quanticos tornam ainda mais
evidente este carater, no qual nés observadores nao acessamos diretamente o objeto de
estudo, tal como o estado de uma particula, mas as propriedades do aparelho medidor
apos interagir com este objeto, ou seja, a posicao de um ponteiro ou o cintilar de um
Sensor.

Assim, nao se mede o estado de uma particula, mas uma grandeza fisica (ou um grau
de liberdade fisico). Este grau de liberdade pode ser externo (como posi¢do ou momen-
tum) ou interno (como spin). O ponto central em um processo de medigao é gerar uma
correlagao deste grau de liberdade microscopico com um “ponteiro” macroscépico (que ja
traz em sua estrutura interna um processo de amplificagao do sinal miscrocépico). Quando

medimos corrente elétrica através de um amperimetro, temos um aparato que correlaciona
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a quantidade de elétrons por segundo que passa por um fio com a posicao angular de um
ponteiro (para um amperimetro anal6gico) ou com os niimeros que aparecem num display
(amperimetro digital). Para que o amperimetro funcione adequadamente ele precisa de
um processo de amplificagao interno (ele usa uma bateria que fornece a energia necesséaria
para mover o ponteiro em escala macroscopica, mesmo quando a corrente é em escala
microscopica). De todo modo, o ponto central é o estabelecimento de correlagoes.

Em um modelo proposto por von Neumann a teoria incorpora nao apenas o estado p
do sistema de interesse, mas também o estado A do aparato medidor da grandeza &/ em

questao. Para isto, assumimos as seguintes premissas [21,22]:

1. E possivel obter informacoes sobre o estado de um sistema estudando sua interacao

com um aparato medidor.
2. Antes de iniciar o experimento, nao ha correlagao entre o sistema e o aparato.

3. Depois que ocorre a interagao entre sistema e aparato, de forma reprodutivel e

confiavel, havera um estado correlacionado comum entre eles.

4. E sempre possivel, a principio, que haja um aparato que mega uma quantidade fisica

sem que a altere ao longo do experimento.

A primeira premissa permite descrever a evolugao do aparato a partir de um sistema
quantico, embora nao explique como a medi¢do conduz a um resultado em especifico.

Consideremos o estado bipartido p € A ® B, a partir de 2 poderemos descrevé-lo no
instante inicial ¢y na base {|a;)} do observavel A =3, a; |a;)a;|. Utilizando da relagao de

completeza 3, |a;)a;| = T4, e do operador identidade estendido I = I 4 ® Iz, teremos

Ip(to) 1= 2}; |aiXax| ® (ailplar) = 2}; |aiXax| ® ppjik - (2.18)

Assumimos que o aparato ¢ inicializado no estado puro A(ty) = |A\}A| € C, de maneira

a construirmos o estado composto e separavel

Q(to) = p(to) ® Alto) = D_ lai)ax| ® ppjie @ [AXA]. (2.19)

ik
A partir de 3 somos capazes de emaranhar o estado do aparato com o do sistema. Uma

evolugao unitaria generalizada é composta pelos termos

U=U4®Up®Us ® Uase, (2.20)

com os subindices correspondendo aos espagos vetoriais pertencentes e sobre os quais as
evolugoes irao atuar. Durante um intervalo de tempo curto, admitimos que a interacao

entre os subsistemas ¢ mais significativa, de modo que podemos desprezar evolugoes livres
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individuais, e a evolugao predominante serda dada por Uype. Propondo uma hamiltoniana

de interacao na forma

H(t)=¢eg(t) As @1 ® Cg, (2.21)

com ¢ € (0,1) um parametro que descreva a intensidade da interagao entre o sistema e o
aparato, e g(t) uma funcio temporal definida a partir de [J dt'g(#') = 1, teremos o operador
de evolucao temporal U(t) = exp [—% Jydt'H(t' )} O operador C¢ serd responsavel por
transferir a informagao da medicao o/ sobre o sistema de interesse para o estado do

aparato a partir da evolucao do estado Q(ty),

Q(t) = U®)Qt)UT(t) = laifak| @ pgjin @ [N+ ca)(A + eay)| (2.22a)
ik
=Y |aiXak| @ pajir @ [ XYMkl (2.22b)
ik
tendo |A\;) := |\ + ea;) e de forma andloga para (Ag|.

Notemos que agora o estado €2(t) estd emaranhado, sendo denominado de estado de
pré-medigcao de von Neumann, uma vez que ainda nao houve colapso. Um exemplo para
o observavel C¢ é o operador momentum linear, o qual, dado o estado A = |xo)zo| do
aparato, serd responsavel pela translacao de sua posicao em |xg + £a; ) o + cax|. Veremos
no proximo capitulo como esta dinamica é utilizada para implementar o critério de macro-
realismo.

O estado €(t) esté no cerne do chamado problema da medigao, uma vez que por aparato
entendemos um mecanismo macroscopico descrito por um estado bem definido, enquanto
que (2.22a) indica que o ponteiro est4 numa superposi¢ao no espago estendido. Um ponto
importante a ser notado, porém, é que no processo de medicao o grau de liberdade de
interesse é inacessivel (afinal, é por isso que usamos a correlagdo com o ponteiro) e pode
ser tracado. Apds a aplicacao do traco parcial sobre o sistema A, teremos uma mistura
estatistica para o estado do ponteiro, o que indica um estado probabilistico tipico da fisica
classica estatistica.

Agora estamos aptos para estudar medigdes nao-projetivas. Apresentada por Jauch e
Piron [23], as medi¢oes com operador positivo valorado (POVM em inglés) nos permitem
obter as probabilidades (2.7) ainda que nao utilizemos dos projetores.

Seja M um POVM que possa assumir um conjunto de valores referentes as saidas
possiveis de um processo de medicao. Visto que dentre estes valores se encontra m, e que
a medicao desta saida seja descrita pelo operador I1,, sobre um estado pg, a probabilidade

de ocorrer o resultado m sera

p(m) = Tr (T}, I p0) = Tr(Eppo), (2.23)



CAPITULO 2. CONCEITOS PRELIMINARES 27

da qual definiremos o E,, = II! II,,, de modo que M := {FE,,}. Estes efeitos terdo as
propriedades de completeza Y, F,,, = I e positividade, de maneira que o conjunto {E,,}
sera suficiente para determinar as probabilidades para diferentes valores do POVM M,
de modo que ¥, p(m) =X, Tr(E,p) = 1.

Dada a leitura do valor m, o estado do sistema ira colapsar para

Hmponjn
p(m)

Os operadores I, distinguem-se dos projetores uma vez que nao ¢é exigido sua ortogo-

Plm = (2.24)

nalidade e hermiticidade. Uma vez que estas propriedades garantem respectivamente
discernir estados distintos e autovalores reais, podemos nos perguntar o que fisicamente
um POVM nos retorna e, ademais, quais suas vantagens experimentais.

Vejamos um exemplo no qual os POVMs oferecerem uma melhor capacidade de de-
sempenhar determinadas tarefas, tais como a distin¢ao de estados nao ortogonais [24],
quando comparados com as medigoes projetivas. Consideremos os estados |11) = |0)(0
como autoestado do observavel spin na direcio 2 e |1)y) = |+)+| como autoestado do
observéavel spin na direcio #, o qual reescrito na base de 2 serd i) = %(]O) + [1)).

Construindo um ensemble destes estados com iguais probabilidades p = £ |11 )| +
5 [ha) (1], estamos interessados em distinguir com apenas uma medi¢ao qual estado foi
medido. Fazendo uso de medicoes projetivas teriamos p(1) = Tr(|1)X1]|p) = 25% de
chances de obtermos o vetor |1), logo saberiamos que o estado medido foi [i5), e p(0) =
Tr(]0)X0| p) = 75% de chances de obtermos o vetor |0), embora agora nao conseguissemos

inferir qual dos estados foram sondados. Se construirmos agora os operadores [25, 26]

E. = all)1] (2.252)
Eg = B(]0) — [1))({0] — (1]) (2.25b)
E, =1—-E,— Ej (2.25¢)

com o = 1;{2@ e f = §, teremos p(a) = Tr(E,p) = 14,6% de chances de obtermos o

autovalor a correspondente ao estado |1)9) - uma vez que Tr(E, |1 )}¢1]) =0 - e p(B) =
Tr(Ezp) = 14,6% de chances de obtermos o autovalor 3, indicando que o estado medido
foi |41) visto que Tr(Ejp [¢2)(1)2|) = 0. Contudo, o restante da probabilidade reside sobre
o efeito E, com uma taxa de p(vy) = Tr(E,p) = 70,8% de ocorréncia. Ainda assim
possuimos uma chance maior (29,2%) de distinguirmos ambos os estados em comparagao
com a probabilidade de 25% ao aplicar os projetores.

Estaremos interessados agora em responder como os efeitos de um POVM podem
ser reproduzidos experimentalmente. Para isso, consideremos o estado inicial separavel
Q(ty) = plty) @ Aty) e sua evolucdo unitdria Q(t) = U(t,t)Qte)U(t, to)". Dado o pro-
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jetor estendido C,, = Ty @ |c,)cn|, com H = A ® B o espaco vetorial de p(ty) = po, a

probabilidade de observarmos a saida ¢, associada ao estado |c,) do aparato serd

p(ea) = Te[CLQ(t)] = T [CU (po @ [N U] (2.26a)
= Try ({ca|UIN) po (AU ) = Ty (TT I o), (2.26b)

na qual I, := (c,|U|\) e IT], := (A\|UT]c,).
Apés a leitura de uma medida projetiva com resultado ¢, o sistema emaranhado ira

colapsar para

C.Qt)C

> f
Ty (énQ(t)én) - plcy) ® [en)enl - (2.27)

an(t)

Tomando o trago deste estado colapsado com relacdo ao espaco C do aparato obtemos

I, polT},
O — i (2.28)

p(cn)

o qual é exatamente o estado p6s-medigao de um elemento POVM (2.24), onde agora os
operadores II,, contém informacao acerca da evolugao temporal. Portanto, uma medicao
POVM ¢ feita através da correlacao entre o sistema de interesse com um aparato seguido
de uma medigdo projetiva sobre este aparato. O efeito resultante sobre o sistema (nao
medido) é equivalente ao de um POVM.

Todas as medigoes que estudamos até agora foram reveladas ou ditas seletivas, nas
quais houve a aquisi¢ao (leitura) da informacao do valor da medigao. Para o caso de, ap6s
o colapso, nao lermos seu resultado, a melhor descricao para o estado pdés-medicao sera

uma mistura de todos os possiveis estados colapsados na forma

pu = ST, (229

Este é o caso geral descrito por um POVM. Para o caso de medidas projetivas teriamos

E, =1IIfI, = 11, = com N, o projetor associado ao observavel N. Veremos no
n ntin n ns n

préximo capitulo como as medigdes nao-seletivas podem ser uma importante ferramenta

para o calculo do realismo de uma grandeza fisica.
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2.3 Teoria da Informacao

Estaremos agora interessados em responder a seguinte questao: qual fungao mateméa-
tica devemos adotar se quisermos associar uma medida de informacao a ocorréncia de um
determinado evento? [27]. Por evento, nos referimos a um dos possiveis valores assumidos
por uma variavel. Entao, por exemplo, supondo a face de uma moeda como uma variavel,
ao langa-la teremos uma probabilidade de 50% de obtermos o evento cara, e a mesma
chance para o evento coroa. Uma primeira intuigdo para responder essa pergunta € a
de que eventos que ocorrem frequentemente (muito provaveis) nao nos fornecem muita
informagao. Neste sentido o nascer do sol, embora sempre dotado de uma beleza tnica, é
um evento com o qual estamos familiarizados, logo sua ocorréncia nao nos causa surpresa.
Por outro lado, se viajassemos para um lugar com fuso horario diferente sem ajustar-
mos o reldgio, nos chamaria aten¢do nao nos depararmos com o nascer do sol no horario
de costume. Visto que este evento é pouco frequente (pouco provével), sua ocorréncia
nos provoca surpresa. Somos levados entao a quantificar a informacao | como sendo a
reciproca da probabilidade p de um evento ocorrer, | = %.

E natural exigirmos desta funcdo que ela seja aditiva para eventos independentes.
Tendo o conhecimento de dois destes eventos x e y, relacionados as respectivas variaveis
X e Y, a informagao conjunta obtida serd I(z,y) = I(z) + I(y). Considerando agora
X e Y como varidveis aleatérias, a teoria de probabilidades nos fornece que a proba-
bilidade conjunta de eventos independentes é o produto de suas probabilidades indivi-
duais, p(z,y) = p(x)p(y). Mas isso implica na nio-aditividade da informacao conjunta
(=,9) = s = 36w 7 ) + 5y = (@) +1(y). Esta propriedade pode ser restaurada

(zy)  p(@)p(y) () * p(y)
aplicando a funcao logaritmo a reciproca da probabilidade

L= log, (;) — logy(p)™" = — logy(p). (2.30)

de forma que log, p(z)p(y) = log, p(x) +log, p(y). A base para o logaritmo pode ser esco-
lhida da forma que convier, dessa forma utilizamos a base dois pois estamos interessados
em medir a informacao em bits, ao passo que tomando conhecimento de um evento que
tem a probabilidade p = 1 de ocorrer, ganhamos 1 bit de informagio, I = —log,(1/2) = 1.

Considerando X uma variavel aleatéria que possa assumir um conjunto discreto e
finito de valores {z,} com respectivas probabilidades p(x,), podemos medir a incerteza
média dessa variavel utilizando a média da informagcao sobre os seus valores individuais e

suas probabilidades associadas como sendo

H(X) = Zp(xp)l(xp) = Zp(xp> logy p(y). (2.31)

p

Esta funcao é denominada de entropia de Shannon e constituiu a base para a teoria classica
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da informacao. Na teoria de informacao classica, a entropia conjunta para duas variaveis
X e Y responsavel por medir a ignorancia total sobre este par é definida como H(X,Y) =
=0 P(7p, yg) In p(2,, 74), @ qual tem a propriedade de subaditividade, H(X,Y) < H(X)+
H(Y).

Uma vez que saibamos os valores y, e suas probabilidades, conhecemos a quantidade
H(Y), e assim podemos inferir sobre a ignordncia, em média, que temos sobre o ensemble
X dado o conhecimento de Y. Esta é a entropia condicional H(X|Y) = H(X,Y) — H(Y),
que serd nula quando Y for uma funcao de X. A partir destes conceitos conseguimos
calcular a informacao mitua, a qual mede o quanto de informacao X e Y tem em comum,
sendo I(X : V) =H(X) 4+ H(Y) — H(X,Y), ou na forma J(X : V) = H(X) — H(X|Y).

No ambito da Mecénica Quéantica, a incerteza (ignordncia) sobre o estado p de um
sistema pode ser calculada a partir de uma funcao semelhante a entropia de Shannon.
Utilizando a funcao traco, a qual independe de uma base caracteristica, essa funcao sera

definida como

S(p) := —Tr(plog, p), (2.32)

sendo denominada de entropia de von Neumann. Ao longo deste trabalho utilizaremos a
base natural para o logaritmo implicando em S(p) = — Tr(pln p), cuja unidade é nat.

Esta entropia terd as propriedades de (i) nao-negatividade; (ii) invariancia sob trans-
formagdes unitdrias do sistema; (iii) valor méximo igual a Ind, sendo d a dimensao do
espaco de Hilbert em questao, ocorrendo quando o estado for maximamente misturado,
p= %; (iv) a entropia de uma mistura serd maior do que a média das entropias sobre cada
estado individual, S(3, Pupn) > 3, PeS(pn); (V) para um estado bipartido pas7 teremos
a subaditividade S(p4g) < S(pa) + S(pg), ocorrendo a igualdade para estados separaveis
e (vi) a subaditividade forte para estados tripartidos S(pasc) + S(ps) > S(pas) + S(psc).

A informagao serd uma grandeza complementar da entropia. Como um espaco de Hil-
bert pode ter como entropia maxima In d, teremos como informacao disponivel a quanti-
dade I(p) =1Ind —S(p). Quando for maximamente misturado, p = %, sua entropia serd
maxima e a informagao disponivel nula, I(p) = 0. Os ensembles puros p = [¢))(1)| possuem
entropia zero, uma vez que temos o conhecimento total de sua preparacao® , dessa forma
a informagao disponivel para estes conjuntos serd méaxima, I(p) = Ind.

No ambito da informagdo quantica, a no¢ao de informagio mitua J 4.5(p) para dado
estado bipartido p € A ® B, exige que realizemos medi¢oes sobre o subsistema pp, para
assim inferirmos sobre a entropia condicional S(A|B). Estas medigoes serao correspon-
dentes a um observavel na forma B = 37, b;B; atuando sobre o espago B, o qual apos a

saida b; colapsara o estado para

"Deixaremos subentendido a notacdo de produto tensorial pas = pass

*S([¥)w]) = = Tr ([¢)Xo [ In([¥)y])) = 0.
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pay = A, (2.33)

Decorrem entao as relacoes J4.5(p) = S(p.a) —S(pas) € Ias(p) = S(pa)+S(ps)—S(p),
sendo que a primeira quantifica a informagao mutua usando as medigoes em B, enquanto
a segunda nao exige qualquer tipo de medi¢ao. Como classicamente nao ha diferenca
entre ambas as quantidades, visto que a informagao nao é alterada pelas medig¢oes de Y —
I(X:Y)=J(X:Y) - teremos que essa diferenga entre as representagoes da informagao
mutua para sistemas quanticos servira como um quantificador da correlagao quantica entre

os mesmos, a qual deve ser destruida apés o colapso (resultando na igualdade classica).

A esta diferenca damos o nome de discirdia,

Dp(p) = Tas(p) — Jas(p) (2.34a)
= S(ps) — 8(p) + S(paB), (2.34b)

a qual ird indicar correlagoes genuinamente quanticas, fruto da sensibilidade do estado
global p com relagdo as medidas locais de B. Veremos no préximo capitulo como estas
quantidades podem nos fornecer uma métrica para calcularmos a irrealidade de uma

grandeza fisica.

2.4 Representacao de Bloch

Os qubits sao sistemas de dois niveis expressos na forma [¢) = ¢ [0) + ¢1|1), em que
co,c1 € C e |e]? + |e1]> = 1. Reescrevendo os coeficientes na forma complexa polar,
[9) = o€ |0) + ry e |1), com 1o, g, 71,1 € R e multiplicando por uma fase global ?

e~ teremos o estado

[0) = 71010) +r1e? 1), (2.35)

para o qual ¢ = (¢1 — ¢o). Uma vez que este estado é normalizado, o que implica que

[70]? + |r1|* = 1, podemos parametrizar os coeficientes na forma

) = cos(Z) 0) + €™ sin(i) 1) (2.36)

9Fases globais ndo distinguem estados, uma vez que as probabilidades serdo preservadas; e. g., no caso
dos estados [¢) e [¢)') = €' [¢)). Dado o observavel A =Y, a;A;, a probabilidade de obtengdo do valor a;
para os respectivos estados sera:

plail [9) = Wl Ai ) e plas| [9') = (e As e’ [9) = (| Ai [v) .
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0 ¢ ) r

0 0 [0) +2
m 0 1) -2
T 0)+]1) A
2 ’ | >\/§| ) o
. 0)— |1 .
. | >\/§| ) -
™ T 0)+1|1 A~
2 2 . 1Y
T 3r 0=l s
2 2 72 Y

Tabela 2.1: Angulos 0 e ¢ associados aos autoestados dos observaveis spin nas direcoes
candnicas, utilizando {|0),|1),} como kets de base.

com(0<f0<mel << 27
E possivel representar estes estados como sendo os pontos que constituirao uma esfera
no espaco R?, a chamada esfera de Bloch. Cada ponto pode ser localizado a partir de um

vetor

7= (ry,ry,r2) = (rsinf cos ¢, rsinfsin ¢, r cosd). (2.37)

Os estados |1¢) possuirao seus respectivos vetores com norma unitaria 7# = 7/|r|, for-
mando deste modo a casca da esfera. Admitindo |0) e |1) como os vetores de base, teremos
alguns pontos importantes correspondentes aos autoestados de cada observavel de spin
nas direcoes candnicas, apresentados na tabela 2.1.

Utilizando do vetor de Pauli ¢ := 0,2+0,7+0.2, cujas componentes sao representadas

01 0 — 1 0
Op = y O'y: . e 0O, = )
10 ¢t 0 0 —1

e da matriz identidade de ordem dois Iy, o operador densidade correspondente ao ensemble

pelas matrizes

puro p = |[1)¢| pode ser escrito como

p =)l (2.38)
B | .COSj(g) 6 e~ Cois(g)QSin(g) (2.38b)
et s1n(§) cos<§) sin®(%)
l+cosf e *Psind
= eie zine 17c20$0 (2380)
2 2
11(1 0 0 1 0 — 1 0
= + sin @ cos ¢ +sinfsing | ")+ cosd (2.38d)
21\0 1 10 0 0 —1
1
= 5(1[2 +7-4). (2.38e)

Agora para uma representacao geral de ensembles mistos p = Y, pn pn, 0 qual escrito
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em sua pfopria autobase tera p, descrevendo estados puros ortogonais, usaremos das
propriedades de hermiticidade e do trago unitario da matriz densidade para construir
uma representacao semelhante ao caso dos ensembles puros. Uma matriz genérica que

respeite ambas as propriedades assumird a forma
a b—ic
, : (2.39)
b+ic 1—a
Os vetores 7, associados aos estados p,, serao expressos de forma anédloga ao caso puro,

1

Pn = 5(]12 + 7 - O) (2.40a)
. 1 — —
ﬁp:ananQ[mLanrn-a] (2.40b)
1
= (o +7-3) (2.40¢)

;1(”“ ”_”y) (2.40d)

Ty +iry, 1—r,

Esta matriz, como vimos, sera capaz de representar qualquer operador densidade, seja ele

puro ou misto!?, contando com os autovalores

1
Ay = 5(1 £\ fr2 12+ 72). (2.41)

Uma vez que o operador densidade deve ser positivo semidefinido, segue que seus
autovalores serdo nao-negativos, A+ > 0, o que implica que 0 < r2 4+ 72 + 72 < 1, ou
seja, todo operador densidade misto estara representado por um ponto no interior de uma
esfera de raio unitario (figura 2.1).

Os operadores de spin também podem compartilhar dessa representacao de Bloch, mas
agora com algumas sutilezas. Seja S(?) o operador de spin na direcao ¥ = (v, v,,v,) =
(sin v cos p, sin v sin ¢, cos ), podemos representd-lo em termos das matrizes de Pauli na

forma

h
S(0) = 5@ i (2.42a)
L (2.42b)
2 \v, +iv, —v,
_h cosv  sinve ¥ (2.420)
= ' , 42¢
2 \sinvet” —cosv

(1-r.), b=ry e c=r, retornamos a matriz (2.40) na forma

(SIS

10Reescrevendo a = (1 +7.), 1 —a =
(2.39).
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Figura 2.1: Esfera de Bloch. Nela o estado do ensemble é representado por um vetor no
interior da esfera (ensemble misto) e sobre sua casca (ensemble puro). Nos eixos ortogonais
Z, § e 2 encontramos os autoestados dos observaveis S(Z): |+), =), S(@): |1),[4) e S(2):
|0),|1). Fonte: Wikipedia'l.

cujos autovalores serao j:% e autovetores

|0;0) = COS(;) 10) + sin<;>ew 1), (2.43a)

1) = — sm(;)e—w 0) + cos<’;> ). (2.43b)

A partir dos autovalores podemos construir os projetores de S(9) = 25y(9)+ (—g) S1(0),

So(8) = [0; 0)(8; 0| (2.44a)
= ;(]12 +0-0); (2.44Db)
S1(0) = |0; 1)(0; 1] (2.44c)
- ;(]12 —$-5), (2.444)

ou denotados simultaneamente por S, = 1(I,+vd-&) e S(0) = ¥, v4S,, com v € {—1,1}.

A dindmica do operador S(0) para uma interacao descrita pela hamiltoniana H =

wS(h), com w correspondendo a frequéncia de precessao de Larmor, se dard na forma

S(d,t) = UIS(0)U, (2.45a)
= W S(d)e (2.45b)
- Ze”’? b GemEE (2.45¢)

UDisponivel em: <https://en.wikipedia.org/wiki/Bloch_sphere>. Acesso: 18 de fevereiro de 2022.
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com 7T = wt. Podemos escrever a exponencial como [28]
¥ — T, cos a + i(h - &)sina, (2.46)

e fazendo uso do produto interno

(@-3)(b-7) = (a-b)la+i(axb)- 7, (2.47)

teremos
S(0,t)= Z{ {]12 Ccos <;) +i(h- &) sin(;ﬂ@ : 5[]12 Cos (;) —i(h-3) Sin(;)] } (2.48a)
= Z{COST@ +sin7 (0 x h) +[1 —cos7](h-0)h} - & (2.48b)
i;:b u(r) -, (2.48c¢)

em que 7(7) = {cosTd +sinT (0 x h) + [1 — cos](h - d)h}.

De posse de uma preparagao sobre a qual nao temos informacao sobre seu estado
p, podemos realizar uma sondagem experimental de modo a construirmos sua matriz
densidade, num processo chamado de tomografia. Para o caso do spin, esta reconstrucao é
obtida adquirindo-se informagao sobre os operadores S(&), S(9) e S(2) a partir dos dados
experimentais obtidos com suas respectivas medi¢oes. A probabilidade de obtermos o

autovalor u para o operador S(@) serd p(u) = Tr(S,p) e o seu valor médio

(S(a) =>" u;‘ plu) =Y uz Tr(S,p) = Tr (Z uZSu p> = Tr (S(@2)p). (2.49)

No caso das matrizes de Pauli, temos que

(S(#)) =Tr (S(i‘)P) = ; Tr 1) ( b TZ fe :iry)] =ry, (2.50a)

(5(9)) =Tr (S(@))p)i;Tr , _i) ( b T —m)] =7y, (2.50b)

ry+iry 1—1,

(S(2)) = Tt (S(Q)P)i;Tr ! 0) ( L+7: 7o —m,)] =r.. (2.50¢)

0 —1 ry+iry 1—1,

Apo6s uma série de medi¢oes experimentais ¢ tomado o valor médio dessas saidas e
construido as componentes teéricas associadas, r,, 1, e 7., a partir das quais caracteriza-
mos, em média, a matriz densidade p associada. Dessa forma, quanto maior o niimero de

medi¢Oes maior serd a precisao ao apurar p.
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Utilizaremos este conceito de tomografia no préximo capitulo quando propusermos
um protocolo como critério de realismo. A representacao de Bloch também nos sera ttil
quando tratarmos de observaveis dicotomicos, ou seja, grandezas que possam assumir dois

valores.



3 Critérios de Realismo

3.1 Realismo de EPR

Em 1935, Einstein, Podolsky e Rosen [4] publicaram um trabalho no qual propunham
as condicoes necessarias para que uma teoria fosse dita correta e completa, definindo-as

CcOo1mo

o Correta: referente ao quanto das previsoes propostas pela teoria podem ser confir-

madas pelas observagoes experimentais.

o Completa: na qual cada elemento da realidade fisica deve possuir uma contraparte

na teoria fisica.

Concordando com o sucesso da Mecéanica Quantica (MQ) em descrever os fendmenos
experimentais, os autores colocaram em debate sua completeza. Para mostrar que a MQ
¢ incompleta, a ideia de EPR foi simplesmente mostrar que um elemento de realidade
nao possui uma contraparte na teoria. Os autores seguiram introduzindo uma condi¢ao

suficiente para identificar um elemento de realidade fisica.

o Elemento de realidade - EPR: se, sem perturbar o sistema, pudermos prever com
certeza (probabilidade igual a um) o valor de uma quantidade fisica, entao existe

um elemento de realidade associado a essa quantidade.

Inspirado neste critério, Redhead [29] propds uma formulacao explicitando o carater tem-

poral:

o Elemento de realidade - Redhead: se pudermos predizer com certeza o resultado
da medi¢ao de uma quantidade fisica no tempo ¢, entdao, neste instante, existe um
elemento de realidade correspondente a esta quantidade fisica e com valor igual ao

resultado previsto para a medicao.

Segundo EPR, pelo simples fato de prever (probabilidade unitéria) um resultado expe-
rimental de uma grandeza fisica, a realidade desta quantidade ja é concretizada, ao passo
que se efetuarmos sua observacao, obtendo o resultado previsto, a realidade se mantera.

Neste sentido os autores afirmam nao que cada elemento de realidade possua um valor

37
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predizivel - tese do determinismo - mas que, se for predizivel, entao existird um elemento
de realidade associado.

Imaginemos como exemplo que certa noite olhemos para o céu e que consigamos ob-
servar a Lua. Se fecharmos nossos olhos no tempo ¢y e, assumindo que nada ira interferir
em nossa visao, voltarmos a abri-los no instante ¢ olhando para o mesmo ponto, a previsi-
bilidade no tempo ¢y de enxergarmos a Lua novamente no momento ¢ nos permite inferir
de acordo com o critério de EPR que existe um elemento de realidade para a posi¢ao do
astro. Esse elemento de realidade existe tanto em ty, quando a predicao foi formulada,
quanto em ¢, momento no qual voltamos a observar a Lua e concretizamos nossa assertiva.

Como outro exemplo, suponha que em um tempo t;, possamos predizer que em um
instante posterior ¢ o vapor de dgua podera ser visto saindo de uma chaleira, e que em um
momento ainda posterior ¢, se colocarmos nossa mao em contato com a chaleira iremos
senti-la mais quente. A partir do critério de realismo de EPR, podemos inferir que de
fato havera uma troca de calor no momento ¢, mas essa grandeza ganhou realidade no
instante t quando o vapor foi observado emergindo, e nao no tempo ¢y, quando a predicao
original foi proposta.

Comparando os dois exemplos, temos que no primeiro partimos de uma conjuntura
onde ja existe um elemento de causa, nele partimos de uma situagdo onde a Lua ja é
vista no céu no instante inicial, ao passo que no segundo exemplo, a previsibilidade é
condicionada ao vermos ou nao o vapor de agua em um momento futuro. Mas este
elemento de causa também ocorreria para o exemplo da Lua, visto que sem antes a
observarmos no horizonte nao podemos inferir que se fecharmos os olhos e o abrirmos
novamente iremos enxerga-la, podendo ser uma situacao onde o astro ainda nao tenha
nascido. Portanto, é certo que a posicdo da Lua e o calor trocado pela chaleira sao reais
a partir do momento que conseguimos prevé-los, mas nada podemos concluir antes disso.

Seguindo na argumentacao de EPR, utilizaremos uma versao do problema apresentado
por Bohm [21] para demonstrar, na visao dos autores, a incompletude da teoria quantica.
Suponha que tenhamos uma molécula constituida por dois &tomos em um estado no qual
seu spin total seja zero, de modo que o spin de cada atomo aponte para uma direcao
arbitraria exatamente oposta uma da outra. Agora imaginando que a molécula seja de-
sintegrada por algum processo que nao mude o seu momentum total, ou seja, que nenhum
torque seja realizado sobre os sistemas, entao os dois atomos comecam a se separar ao
ponto de deixarem de interagir um com o outro.

Se o spin fosse uma variavel de momentum angular classica, a interpretacao desse
processo seria a seguinte: enquanto os dois atomos estavam juntos na forma de molécula,
a componente do momentum angular de cada atomo teria um valor definido sendo sempre
oposta uma da outra, isso faria o momentum angular total igual a zero. Quando os
atomos sao separados, cada um continuaria com sua respectiva componente e visto que

se medirmos uma particula ‘para cima’, saberiamos sem interferir com o segundo d&tomo
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que seu estado é ‘para baixo. Essa correlagdo foi produzida originalmente quando os
atomos interagiram formando a molécula de spin total zero e mantidas pelo determinismo
das equagoes de movimento de cada estado de spin separadamente, o que garantiria a
conservacao de cada componente do vetor spin.

Considerar agora a descri¢ao pela teoria quantica, no momento da separacao, dada a
imprevisibilidade das particulas em assumirem os valores g ou —g para o spin (havendo
uma igual probabilidade para ambos), o estado de cada dtomo serd descrito como uma
superposicao dos estados associados a estes valores. Um observador podera medir cada
uma das componentes S(z), S(§) ou S(2) do spin da particula 1, mas ndo mais que uma
dessas componentes, em cada experimento. Ocorre que independentemente da direcao
medida os resultados serao correlacionados, de modo que se a mesma componente do spin
do atomo 2 for observada, ela sempre terd seu valor oposto ao de sua particula irma.
Isso significa que a medicao em qualquer componente de spin do atomo 1 fornece uma
informagao sobre a componente de spin do atomo 2. Uma vez que, por hipdtese, os dois
atomos nao interajam mais, nés obtivemos um meio de medir uma componente arbitraria
de spin da particula 2 sem de forma alguma provocar um disttrbio nessa particula.

Se aceitarmos a definicao de elemento de realidade proposta por EPR, fica claro que
depois que tivermos medido .¥(2) da particula 1, por exemplo, entao .#(2) da segunda
particula pode ser considerada como um elemento de realidade.

Mas agora vamos relembrar que, nesse caso, o observador esta sempre livre para reo-
rientar o aparato em uma dire¢ao arbitraria, e entao obter um valor definido (mas impre-
visivel) da componente do spin em qualquer dire¢do que ele escolher. Uma vez que essa
mudanga de diregdo da medida possa ser feita sem de forma alguma perturbar o segundo
atomo, concluimos que se o critério de realidade de EPR ¢ aplicavel, entao existe um ele-
mento de realidade para as trés componentes de spin do segundo atomo simultaneamente.

Uma vez que a funcdo de onda pode especificar, no maximo, apenas uma dessas
componentes de spin em cada experimento, somos levados a concluir que ela nao fornece
uma descri¢ao completa do elemento de realidade existente no segundo ensemble.

Essas duas particulas, uma pertencente ao espaco de Hilbert A e outra a B, podem
ser descritas pelo estado emaranhado chamado singleto

1
|¥) = ﬁ(m),&l@ 1) —11) 4 ®1[0)5). (3.1)
Realizada uma medicao de spin na direcao Z em uma das particulas, digamos que na
pertencente ao espago A, no tempo t; e obtendo como resultado |0) ., por exemplo,
entao sabemos que o estado global 1)) colapsa para o primeiro ramo. A probabilidade de
obtermos o resultado |1) ; em uma medigao semelhante realizada em um instante posterior
ty sobre a outra particula sera igual a 1, uma vez que seu valor ja esta definido segundo

o postulado do colapso para todo o tempo ¢, > t;. Podemos nos perguntar entao da
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existéncia de |1), para um tempo anterior ¢y < t;.

Para isso invoquemos o principio da localidade. Nele os elementos de realidade per-
tencentes a um sistema nao podem ocorrer por uma medicao feita ‘a distancia em outro
sistema’ [29)].

A expressao ‘a distancia’ pode ser entendida em dois sentidos, e podemos distingui-
los em localidade de Bell e localidade de Finstein. Pela localidade de Bell, ‘a distancia’
significa uma auséncia de influéncias causais reconhecidas pelas teorias fisicas atuais. Para
Einstein, ‘a distancia’ significa uma separagao espacial entre o lugar (espago-temporal)
onde existe um elemento de realidade para uma grandeza fisica, dado certo sistema, e o
lugar (espaco-temporal) onde é realizada uma medicao sobre outro sistema.

Se aceitarmos que a relatividade especial implica na localidade de Einstein, entao
estaremos assumindo que nenhuma influéncia causal consistente com as restrigcoes da
relatividade especial podera induzir a uma mudanga no elemento de realidade em outro
sistema.

Aplicando o principio da localidade ao elemento de realidade |1),; no tempo ¢, isso
mostra que nenhuma mudanca no elemento de realidade pode ser afetado pelo resultado de
uma medigao de |0) ,; em outras palavras, o principio da localidade nos permite projetar
a existéncia de |1), para trds no tempo ¢, < t; [29].

Por outro lado, em um cenario onde a medi¢do da primeira particula seja realizada
por uma observadora (Alice) de maneira ‘a distdncia’ do sistema da segunda particula
- 0 que significa que nao hé conexdo causal entre um sistema e outro (localidade de
Bell) ou também que ambos os sistemas estdo separados espacialmente de forma que,
assumindo as restricoes da Relatividade Restrita, nao haja possibilidade de um induzir
uma mudanga no elemento de realidade do outro (localidade de Einstein) - a medic¢ao
de S(2) por Alice no instante ¢; colapsa a fun¢ao de onda do estado singleto, resultando
em um autoestado deste observavel para a primeira particula. Ja no segundo sistema, a
funcdo de onda permanece para seu observador (Bob) como uma superposi¢ao, uma vez
que por construcao a leitura da primeira particula nao afeta o estado da segunda, até que
em um momento ty seja realizada a medigao de S(Z) colapsando o estado singleto para
o outro autoestado de S(Z). Ainda que nao haja comunicagao entre os sistemas, sempre
permanece uma correlagao entre os resultados, ou seja, embora a primeira particula nao
“diga” qual estado ela colapsou para que a outra assuma em t’' o autoestado oposto, a
segunda particula sempre “sabera” qual estado deve assumir, de forma que o momentum
angular total permaneca nulo.

Esse pensamento nos leva a crer que nao é necessario a comunicagao entre os sistemas
para haver correlagao entre os mesmos, mas que ela venha da interacao entre as particulas
no passado tal qual estudamos em uma abordagem classica, ou seja, dada a preparacao
do singleto em %y, esta “gravado no DNA” de cada particula qual estado ela deve assumir.

Por isso, segue do principio da localidade que a realidade do observavel S(Z) esta definida
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desde o instante anterior f; a medicao e a incerteza, ou superposicao dos autoestados,
é apenas fruto da nossa ignorancia em descodificar essa mensagem “gravada” em cada
particula no momento ¢y em que elas interagiram. Dessa forma, assumindo o principio da
localidade como verdadeiro, a Mecanica Quantica estaria incompleta, uma vez que sua
teoria nao contempla uma explicagdo para a realidade da grandeza S(2) no tempo t.
Uma proposta afim de tornar a MQ completa foi apresentada por David Bohm [30] com
a chamada teoria das varidveis ocultas, sistematizada posteriormente por John Bell [7] e

tendo como principal resultado a desigualdade que se segue.
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3.1.1 Teorema de Bell

Um experimento composto por dois observadores separados espacialmente, Alice e
Bob, os quais irao medir as quantidades ./ e % associadas aos observaveis A e B ob-
tendo como possiveis resultados a e b respectivamente. Para um sistema preparado em
um estado emaranhado tal qual o estado singleto, por exemplo, as probabilidades rela-
tivas a cada observador de obterem os autovalores correspondentes nao sao independen-
tes entre si, ou seja, havera uma probabilidade conjunta nao fatorizavel para o estado
global, p(a,b|A, B) # p(a]A)p(b|B). Esta correlacido entre eventos distantes e nao inte-
ragentes poderia ser interpretada como uma incompletude da teoria quantica, ao passo
que se introduzissemos uma variavel \ capaz de descrever o vinculo entre cada subsis-
tema (no caso entre as particulas), recuperariamos a independéncia estatistica entre as
medigoes. A probabilidade passaria a ser definida em func¢ao desta varidvel na forma
pla,b|A, B) := [ dApyp(a,blA, B, \) com py > 0e [dypn =1, com o termo

pla, b4, B,A) = plalb, A, B, \)p(b|A, B, A). (3.2)

Esta suposicao decorre da condigao de Alice realizar sua medicao de ./ em um instante
posterior a Bob medir 4 obtendo como saida b, dessa forma embora suprimamos as
dependéncias temporais entende-se A = A(ty) e B = B(t1) com ty > ty.

Assumiremos como prerrogativa a hipdtese do determinismo [31], a qual requer que
cada autovalor e sua respectiva probabilidade sejam completamente descritos pelos pa-
rametros que definem as medigoes (A e B), assim como a interacao A intrinseca a cada
subsistema, sendo entdo matematizados na forma p(a,b|A, B,\) € {0,1}, a = a(A, B, \)
e b = b(A,B,\). Como implicagdo teremos que a probabilidade p(a|b, A, B, \) nao de-
pende do resultado b, p(alb, A, B,\) = p(a|A, B, ), nao se fazendo necessaria a ordem
das medigoes A e B.

Outra condicao exigida é a da localidade, hipétese na qual os subsistemas nao trocam
informagoes entre si e suas probabilidades dependam apenas dos parametros locais de
cada subespaco, p(a|A, B, \) = p(a|A, \) e p(b|A, B, \) = p(b| B, \).

Com essas prerrogativas a probabilidade condicional passa a forma fatoravel p(a, b|A, B, \) =
p(alA, N)p(b| B, \), de modo que

pla,b|A, B) = / dApap(al A, Np(b| B, ). (3.3)

Construiremos uma desigualdade semelhante a proposta por Bell [7], conhecida como

desigualdade Clauser-Horne-Shimony-Holt (CHSH) [32]. Para isso consideremos o valor
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médio
(A® B) E/b/dadbp(a, blA, B, )\ ab (3.4a)
- /AdApA/(lda p(a|A,)\)/bdb (b B, \) (3.4D)
= [ rpa(Aa(B)s (3.40)

Supondo que Alice e Bob também mecam outros observaveis A € A e B’ € B podendo

ser, por exemplo, outras direcdes de spin, definiremos uma quantidade
B:=[(AB)+(A@B)+ (A B') — (A ®B')]

= ([ ostan®n)) + ([ dwata)nBh) ) + ([ dwatansn) ) = ([ o) )|
= | [ 2 [(AA(B)s -+ (B)) + (ADA(B)s = (B

- / dApy B,

A partir da desigualdade triangular em sua forma geral |x+y| < |z|+]|y|, sendo z,y € R,

teremos

[{(ANB)A + (B)2) + (AN ((B)a = (B < KALKB)A + (Bl + [(AA[(B)x = (B)al,

logo B < [pA|Ba|. Para as possiveis saidas a,a’,b e b’ variando entre seus respectivos

valores maximos e minimos, e. g., min < @ < Apax de forma que

Amin < <A>)\ < Amax (35&)
/ dap(a) A, N amn < (A)x < / da p(a] A, \) s (3.5b)
= () <@, (3.50)

com @ := max{|amin|, |@max|}. Podemos entdo demonstrar [33] a desigualdade

[By| < max{@a, a'} (|(B)x + (B[ + [(B)x — (B)1]) (3.6a)
< 2max{a, a'} max{b, b'} (3.6Db)
B < 2max{a,a’} max{b,b'}, (3.6¢)

e na forma explicita

(A® B)+ (A ®B)+(A® B — (A @ B")| < 2max{a,a’} max{b,V'}. (3.7)
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Esta desigualdade ¢ a desigualdade CHSH, a qual seré obedecida por toda teoria completa,
determinista e local. Voltando ao exemplo do spin, tratando de um sistema de dois niveis

com possiveis valores +1, a desigualdade CHSH tera a forma

a-d@b-3)+(@ b -+ (a-dob-d)—(@-dab-d) <2  (3.8)

Para algumas configuragoes dos vetores a, a’, bel e dependendo do estado analisado,
esta relagao serd violada [34], o que coloca em debate as propriedades apresentadas acima.

Resultados experimentais realizados em 1982 por A. Aspect [8] (os quais apresenta-
ram certas “brechas”, os chamados loopholes), e em 2015 com testes sem loopholes [9],
constataram pela violacao da desigualdade de Bell. Assumindo o determinismo como
verdadeiro, resta para a M(Q se tratar de uma teoria completa ou local. Este resultado
contrasta com a iniciativa de EPR na qual a M(Q seria uma teoria local e passivel de ser

completa.

3.2 Macro-realismo

Em 1985, Leggett e Garg [10] deduziram uma desigualdade com uma estrutura se-
melhante a da desigualdade de Bell como sendo um critério de realismo para observaveis
medidos em instantes sucessivos. Em contraponto ao cenario construido para Alice e
Bob, agora teremos um tunico observador que realizara uma sequéncia de experimentos
com relagdo a uma mesma grandeza fisica.

Seja 2 a grandeza fisica de interesse associada ao operador Q(t), o protocolo cons-

truido assume trés postulados:

o Macro-realismo: hipétese segundo a qual um sistema macroscopico com dois ou mais
estados disponiveis macroscopicamente distintos, se encontrarda em todo momento

em um destes estados.

Nesse sentido, 2 tera sua realidade pré-determinada antes mesmo de sua medigao, e
a mesma servirda como uma atualiza¢io da informacao sobre o estado do sistema pelo
observador. As probabilidades de predigao de 2 sao meramente fruto da ignorancia do
observador, mesmo em casos onde envolva imprevisibilidade operacional (e. g., no caos

classico), ainda é assumido que exista um valor bem definido em todo o tempo [35].

o Medigoes nao-invasivas: premissa na qual uma medigdo (Q(t) ao revelar o estado
de um sistema, irda perturba-lo de forma arbitrariamente pequena, de modo a nao

alterar as propriedades ou a dindmica posterior deste sistema;

e Inducdo: hipotese na qual as propriedades de um sistema sao determinadas exclu-
sivamente pelas condigoes iniciais (e nao pelas condigoes finais assumidas ap6s uma

medigao).
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Consideremos que a medigao Q(t;) possa assumir como resultados ¢; = £1, e que a
probabilidade conjunta de obtermos respectivamente as saidas ¢; e g nas realizacgoes Q(t;)
e Q(ty), com t; < ty, seja definida por p(qq, g2|Q(t1), Q(t2),£). A varidvel £ representara
um catélogo de todas as propriedades do objeto macroscépico [36] e supde-se que sua
evolugao temporal nao seja influenciada pelas medigoes ocorridas.

A partir da definicao de probabilidade conjunta,

(0, ®lQh), Q(t2), €) = p(@|Q(1), Q(ta), &) p(wla, Q1) Q(ta),£),  (3.9)

a hipétese do Macro-realismo garantira que o resultado ¢s esteja definido independente

da saida ¢, implicando em

(a1, 21Q), Q(t),€) = p(@]Q(t), Q(t2), §) p(]Q(1), Q(t2), €). (3.10)

Sendo Q(t1) uma medicao nao-invasiva, a mesma nao influenciard na medigao futura
Q(t2), logo a probabilidade p(q2|Q(t1), Q(tQ),ﬁ) nao sera funcao de Q(t1). Por tltimo,
pela hipétese da indugao, a escolha da medida Q(t5) nao teré efeito sobre o resultado de
Q(t1), de forma que probabilidade p(q1|Q(t1), Q(ta), §> nao tera (Q(t3) como parametro.

A partir destas duas consideragoes obtemos

p((h, ¢|Q(t1), Q(t2), f) = P(Q1|Q(t1)7 5) p(Q2|Q(t2)7 f)- (3.11)

Ao passo que p(q1,¢:|Q(t1), Qt2)) = [ d€ pe p(a1, 02| Q(11), Q(t2), €, com o valor mé-
dio (Q(t;)Q(t;)) definido como

(QEIQ() = [ dai da plas 4 Q(1). Qt)as a5 (3.12)

iremos propor a quantidade £ := [(Q(£1)Q(t2)) +{Q(t2) Q(t3)) +H(Q(11) Q(ta)) = (Q(t3) Q(ta))

e segue de forma algébrica anadloga a vista para a desigualdade de Bell que

[(Q(1)Q(t2)) + (Q(t2)Q(t3)) + (Q(11)Q(ta)) — (Q(t3)Q(ta))] < 2. (3.13)

Esta é a desigualdade de Leggett-Garg (LG), respeitada por toda grandeza aferida sobre
um sistema macroscopico.

Como visto para a desigualdade de Bell, ao passo que sua violacdo evidencia uma
nao-localidade para sistemas quénticos correlacionados (emaranhados), a desigualdade
de LG quando violada serda um indicador de que uma quantidade fisica nao possui um
macro-realismo. Ao passo que esta grandeza fisica nao assumird um valor bem definido
no intervalo de tempo analisado — visto que asseguremos medi¢oes nao-invasivas ao longo

do processo experimental'~, o sistema estudado nao podera ser entendido como um ob-

'Em geral, os protocolos que asseguram medicdes nio-invasivas sio elaborados especialmente para
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jeto macroscépico (o qual por premissa sempre possuird propriedades bem distinguiveis)

evidenciando o carater quantico deste sistema.

3.3 Realismo Bilobran-Angelo

Comecaremos apresentando dois conceitos estudados pela filosofia da ciéncia que di-
ferenciam a realidade do conhecimento, sendo denominados respectivamente por ontico e
epistémico. Ontico se refere a uma natureza inata ou propria de determinado objeto de
estudo, enquanto epistémico esta relacionado ao saber ou ao conhecimento tido sobre este
objeto.

Imaginemos dois observadores, Alice e Bob, e que seja dado uma moeda a Alice e
pedido para que ela a esconda em uma de suas maos sem que seu amigo Bob veja em
quais das duas se encontra o objeto. Ao perguntar a Bob em qual das maos de Alice esta a
moeda, ele ndo conseguird responder com certeza (probabilidade igual a um) onde o objeto
se encontra, ao passo que sua melhor previsao serd uma estatistica de 50% para cada opcao
(direita e esquerda). Aplicando o critério de realismo de EPR, os observadores concluirao
realidades diferentes para a posigao, visto que Alice consegue predizer onde a moeda esta
(real) enquanto Bob possui apenas uma estimativa. E evidente que a irrealidade vista por
Bob (segundo o critério de EPR) é meramente subjetiva a sua ignorancia, condicionada ao
fato de que ele nao teve acesso a toda a informacao do processo realizado por Alice. Tendo
em vista este carater epistémico para a descri¢ao da realidade, Bilobran e Angelo (BA) [11]
propuseram um critério para investigar estes elementos com base em um protocolo que
consiste de dois cendrios, esquematizados na Figura 3.1. No primeiro, é fornecido a Alice
um ensemble para que ela realize sobre cada um de seus elementos a medi¢cao de uma
grandeza fisica &/ no tempo t1, representada pelo observavel A = 3", a;A; atuando sobre
A, obtendo como saida o conjunto dos respectivos autovalores a; e seus correspondentes
autoestados colapsados |a;)a;|. No tempo ¢, , Bob é incumbido de realizar uma tomografia
sobre este ensemble colapsado por Alice, embora nao lhe seja revelado quais as respectivas

saidas obtidas por ela. Bob descrevera entao o seguinte estado:

Tra[AipAi]

Dalp) = ZZ: AipA; = Zi:p(ai)Ai ® p(az)

(3.14)

visto p € H = ARB®...N. Esta descricao seré epistémica com relacao a 7, evidenciada
pelos termos >; p(a;)A; que representam uma mistura estatistica de todos os possiveis
estados colapsados por Alice em t.

Em um segundo cenario, um outro observador, Charlie, recebe no tempo ¢, a mesma
preparacao que Alice, mas agora sem passar por nenhuma medicao anterior. Ele realizara

uma tomografia sobre o ensemble obtendo o estado p.

cada experimento em particular. Referenciamos aqui alguns destes exemplos [37] e [38].
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Figura 3.1: Protocolo para verificar a realidade de uma grandeza fisica & no intervalo
[to, t2]. Em (a) no instante t1, Alice faz uma medigao nao-seletiva do observavel A sobre o
ensemble preparado em ty. Posteriormente em t5, o estado colapsado é tomografado por
Bob resultando no estado ®4(p). J& em (b) no tempo ¢y, 0 observador Charlie realiza
uma tomografia sobre o ensemble preparado em ¢, (0 mesmo que de Alice), obtendo seu
estado correspondente p.

Tal como no exemplo da moeda, empregando o critério de realidade de EPR podemos
nos perguntar qual a descricao de cada observador, em um instante posterior a o, sobre a
realidade da grandeza o7. Para Alice, a qual conhece o estado projetado de cada elemento
do ensemble, e visto que uma nova medi¢ao semelhante apenas reproduziria os resultados
obtidos em t;, &7 é real; ja para Bob o estado ®4(p) representa uma descrigao estatistica,
de modo que & serd irreal, embora seja fruto de sua ignorancia operacional sobre um
estado que foi bem definido em t; por Alice; por ultimo Charlie, apés caracterizar o
estado p do ensemble em ¢, e obter uma preparagao em superposicao dos autoestados
la;), descrevera uma nao-realidade intrinseca para 7.

A fim de descrever onticamente a realidade de o7, de forma a nao depender da pers-
pectiva de cada observador, o critério de BA consiste em compararmos os estados tomo-
grafados por Bob e Charlie, os quais por construgao seriam diferentes, dado que ®4(p)
representa um estado colapsado (mas nao revelado), enquanto p ndo. A igualdade s6
seria valida se a medicao de Alice nao exercesse qualquer papel de projecao sobre o estado
do ensemble, sendo indcua sua realizacao para definir as propriedades do sistema. Isso
significaria que a realidade da grandeza &7 estaria definida mesmo antes de t;, e o efeito
das operagoes A seria apenas de revelar os valores ja estabelecidos. Segue de maneira

formal a definicao de BA:

o Elemento de realidade - BA: Um observavel A = Y, a;A;, com projetores A; =
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la;)Xa;| agindo sobre A, é real para uma dada preparagdo p € H =A@ B®...N se

e somente se

alp) = p- (3.15)

Os autores também definem uma quantidade para a irrealidade de .« a partir de uma
relagdo entrépica,

Ja(p) == 8(®a(p)) — S(p)- (3.16)

Como o mapa P 4(p) nao diminui a entropia do estado p, ocorre que J4(p) > 0, havendo
a igualdade quando &7 tiver elemento de realidade, condigao na qual ®4(p) = p.

Considerando um processo envolvendo uma evolucao temporal unitaria, estenderemos
esta definigdo de forma a reescrever o critério como: um observavel de Heisenberg A(t;) =
>, a;Ai(t1) com projetores A;(t;) = UT(t1) |a;)a;|U(t1), correspondendo U(t;) a uma
evolugdo unitéria, agindo sobre A é real em todo o intervalo [ty,t], com ¢y < t; < t, e
para uma dada preparagdo p € H = A®@ B ® ... N se e somente se ®4)(p) = p. Ja a
irrealidade serd dada por Ja)(p) = S(CIDA(t) (p)) —S(p).

Embora apresentada na perspectiva de Heisenberg J4(;)(p), a irrealidade também pode

ser formulada a partir da representagao de Schrodinger J 4 (p(tl)):

Tae(p) =S(®ag(p)) — S(p)
In (U (1) AU (1) p U (1) AU (1)) + T pln(p)
In (AiU<t1) P UT<t1)Ai) + Trpln(p)
S|®a(p(t1))] = Slo(t1)]
Ja (P(tl))>

na qual 8(p) = Tr pln(p) = TrU(t1)pU* (t2) In(U (1) pU (t1)) = Slp(t1)].
Uma vez que observaveis incompativeis possuem bases proprias, a depender da base

que utilizemos para expressar [¢), este serd um autoestado ou uma superposi¢ao. Assim,
uma mesma preparacao pode sinalizar realidades diferentes para cada observavel em ques-
tao. Como exemplo temos o estado [¢) = |0) como um autoestado do observavel S(Z2).
Escrito na base de S(Z), passard a ser um estado de superposicao, 1)) = %(|+> + |=)).
Segue que as irrealidades em ¢t = 0 para uma mesma preparagao p = |¢)(1)| serao respec-
tivamente Jg(z,0)(p) = 0 € Tgz,0)(p) = In(2).

Na tabela 3.1 trataremos de alguns exemplos nos quais investigaremos a realidade para

o spin a partir do critério de BA em comparacao com o de EPR, mas destacamos um
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Estado

|0) = %(H—} +1-)) S( ) real, S(&) irreal S( ) real, S(&) irreal
p=1 S(2),5(9) e S(2) irreais  S(%),S(9) e S(2) reais
p=a|0X0] + B |1)(1] S(é) irreal S(Z) real

|U) = %(IOM @) —1),®|0)5) Sp(Z) real Sp(2) irreal

Tabela 3.1: Comparacao da realidade de algumas grandezas para um mesmo estado se-
gundo o critério de realismo de EPR e BA. Os estados correspondem respectivamente a um
exemplo de superposigao (base 0,,), maxima mistura, autoestado (base o.) e emaranhado.

importante ponto: no trabalho de EPR os autores nao fazem referéncia a estados mistos,
isto é, pode ser que o critério de elemento de realidade que os autores propuseram fosse
especifico para estados puros.

Dado um estado bipartido p = p4p e notando-se que pg = @ A(tl)(pg), a irrealidade

(3.16) pode ser reescrita como

Jae)(p) = S(Palp)) = S(p) + S(Palpa)) = S(Palpa)) + S(pa) = S(pa) + S(ps) — S(Palps))
= [S(Palpa)) = S(pa)] + [S(pa) + S(ps) = S(p)] = [S(Palpa)) + 5(Palps)) — S(Palp))]
=Talpa) + Las(p) — Las(®a(p))
= Ja(t1)(pa) + Dag (p)

(3.17)

com Dy,)(p) = Tas(p) — Ian (@A(tl)(p)) a qual, a menos de uma minimizagao [39], é

uma medida de discordia escrita em termos da informacao muitua. O termo Ja,)(pa)

serd interpretado como uma medida da irrealidade de 7 para o estado local p4 = Trp(p).

Na literatura este termo ¢ uma medida de coeréncia [40,41].

Como exemplo para esta interpretacao, analisaremos o problema da dupla fenda de
Bohr. O experimento consiste de uma fenda simples de massa M situada a frente de uma
dupla fenda como esquematizado na figura 3.2. Uma particula de massa m ao passar pela
fenda simples, supondo que esta seja em primeiro momento suficientemente leve com uma
massa proxima a da particula, a partir da conservagdo do momento resultaria em duas
possiveis situagoes. Na primeira (a) a fenda se deslocaria para cima guiando a particula
para a abertura inferior da dupla fenda, e na segunda (b) a circunstancia oposta na qual
a fenda simples se deslocaria para baixo indicando que a particula caminharia na dire¢ao
da abertura superior da fenda dupla. Descrevemos esta correlacao particula-fenda como

o estado emaranhado

9 = —=(1=0) [ §r0r) + 1o © | ~F0r)) (3.18)

com v, e 1;vy sendo o moédulo da velocidade da particula e da fenda respectivamente, as

quais por simplicidade assumiremos como quantidades discretas.
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(@) ? (b)

'

|_vp>5\®|+ﬂvf> [+9,) ®|—Evf>
M /g Pl M7/g

Figura 3.2: Experimento com particulas trocando seu momento com uma fenda simples
e leve, a qual quando subir indica que a particula caminhara para a abertura inferior da
fenda dupla (a), e ao passo que descer sinaliza que a particula seguird para a abertura
superior da dupla fenda (b). Inferiormente é descrito o estado relacionado a cada situagao.

Obtendo o estado reduzido para a particula,

pa="Trs(p)

1 x (3.19)
= 5 (lup)vpl + [=vp)X=vpl) + 5 (JopX=vp] + [=vp vy ),

com p = |UNV| ez = ’<%Uf’—%vf> , a irrealidade local da velocidade, a qual repre-
sentaremos pelo operador V(t) com t = 0, serd nula Jy)(pa) = 0 somente se x = 0.
Esta condi¢ao ocorrerd quando os vetores de estado da fenda simples forem ortogonais,
sinalizando que seu deslocamento podera ser distinto inequivocamente, funcionando como
um informante do estado da velocidade da particula. Decorre que ao sabermos por qual
orificio a particula passard pela fenda dupla, entao nenhum padrao de interferéncia sera
observado em um anteparo posterior.

Por outro lado, se a fenda simples tiver M > m, estando quase fixa, seus estados serao
indistinguiveis, logo nao poderemos inferir sobre a velocidade da particula acarretando
em um padrao de interferéncia no anteparo.

Para o caso anterior onde a fenda simples é leve e revela a velocidade da particula, a

irrealidade global Jy(o)(p) serd nao nula,

Jv(0)(p) = Dv(o)(p) = In2. (3.20)

Como esta irrealidade provém de uma quantidade de discérdia, ela serda decorrente do
emaranhamento entre a fenda simples e a particula. Deste modo, a realidade de uma

grandeza depende das conjecturas, ou do chamado contexto, nas quais ela é acessada.



4 Correlatores Temporais

Neste capitulo veremos como grandezas definidas em dois tempos sao abordadas na
literatura. Analisaremos quais os seus contrapontos tedricos e experimentais e entao
apresentaremos uma nova interpretacao para o estudo destas quantidades.

E comum encontrarmos na Fisica grandezas construidas a partir de valores sucessivos

assumidos por um sistema dindmico. Listemos a seguir alguns exemplos!:

Grandezas Definicoes

Deslocamento escalar Az = x(ty) — z(ty)
Deslocamento angular Al = w

Velocidade média U = 72

Aceleracao média Ay = %

Trabalho mecanico* W= FAz; W= K(t3) — K(t;)

Trabalho termodinamico™* W= p[V(ty) — V(1)]

Tabela 4.1: Exemplo de grandezas definidas em dois tempos.

Embora, em geral, trabalhemos com a diferenca entre as quantidades aferidas em
instantes sucessivos, em problemas envolvendo sistemas quanticos é recorrente nos depa-

rarmos com a média do produto destas quantidades, os chamados correlatores temporais

C(A(t1), B(ta)) :== (A(t1)B(ta)). (4.1)

Essas fungoes de correlacao temporal sao utilizadas para indicar por quanto tempo uma
propriedade é mantida no sistema, para descrever processos quimicos ao longo do tempo,
interages entre o sistema e o ambiente, dentre outras finalidades [42]. Usamos também
estas médias para construir a desigualdade de Legget-Garg. Veremos a seguir como essa
estrutura pode ser construida algebricamente e, sobretudo, quais sao as interpretagoes

plausiveis para tais objetos.

*Trabalho mecénico de uma forca constante.
**Trabalho termodindmico sob pressao constante.

o1
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4.1 Dinamica unitaria e TPM

Como visto no Capitulo 2, uma grandeza fisica <7 estd associada a um observavel A =
> a;A; e seu valor médio, dada uma preparacao p, serd (A) = Tr(Ap) =3, a; Tr(A;p) =
> a;pla;), sendo p(a;) = Tr(A;p) a probabilidade de obtermos os respectivos valores a;
em uma medicao.

Para sistemas dinamicos, o ensemble p ird evoluir a partir de uma interagao fisica
descrita pelo operador unitdrio U(t). Utilizaremos a notacdo de mapas lineares para
representar essa dinamica. Seja o mapa de evolugao temporal ¢;. Teremos para a repre-
sentacao de Schrodinger que o estado inicial p = py evoluird unitariamente até o instante

t na forma
p(t) = U)peU'(t) = ¢u(po). (4.2)

J& a probabilidade de obtermos o resultado a; no tempo ¢ sera
plai, t) = Tr[Aig(po)] (4.3)
Pela representacao de Heisenberg, os observaveis terao como dinamica
A1) = U6)'A%(to) U(t) = 7 (A), (4.4)
e as probabilidades para cada autovalor em ¢ serao

p(ai>t) = Tr[qb;fk(Ai)pO]v (45)

as mesmas preditas via versao de Schrodinger. Visto que o valor médio (A) é uma funcao
das probabilidades, o mesmo também independerd da representagao adotada. Podemos
concluir que estas quantidades serdo fundamentais para a MQ ao passo que serdo invari-
antes em relagao a descrigao algébrica assumida.

Ap6s uma medigao de A sobre o estado evoluido p(t), obtendo como saida ay, seu

colapso sera descrito pelo mapa

pIO) = O plt) = e

e as probabilidades depois da medicao seletiva serao atualizadas para

= A, (4.6)

plai, t) = Tr[Aigi(po)] = Tr[A:© 4, (p(1))] = O, (4.7)

ou seja, saberemos com certeza (probabilidade igual a um) que o resultado de uma nova
medicao de &7 sobre o estado colapsado sera ay,.

A entropia também se atualizard de modo que S(p(t)) = 0 +— S{@Ak(p(t))} = 0, uma
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vez que o estado colapsado é puro e retratando que a ignorancia sobre o resultado de uma
futura medicao de &7 é nula (temos méximo previsibilidade da saida ay).

Sob a hipdtese de que a MQ se trata também de uma teoria da informacao, nao apenas
mecanica, ainda que na versao de Heisenberg o processo de medicao e sua decorrente
obtencao de informagao requerem que consideremos a atualizacao do estado py. Notemos
que embora os autoestados do observavel A evoluam no tempo, seus correspondentes

autovalores serao mantidos constantes,

ZaZ M ai)ai| U(t Zal lai(t)Xai (t)| = Z%A?(t) (4.8)

e pela relacio de autovalores A™(t) [al'(t)) = 3 a;U ()" |ai)Xas) URU )T |ag) = ax |aii(t)).

Deste modo, apés uma medicao seletiva com resultado aj teremos para o estado

O (AP0 1AL e g
Teloi (A 61 (Ag] — 4 DR O = 0740, (49)

representando que o estado em repouso pp assumird um dos possiveis autoestados do

Po > Ogr(a)(po) =

operador A evoluidos até o instante t. Esta formula foi proposta justamente para garantir
a consisténcia com a representagao de Schrodinger quando ocorrer a medicao.

Decorrem as mesmas atualizacoes para os valores assumidos pos medicao seletiva pe-
las probabilidades p(a;,t) = Tr[¢;(A;)po] — Tr [Qﬁ(Ai)@(ﬁ(Ak)(pO)} = 0, e pela entropia
S(po) = 0+ S(¢}(Ax)) = 0, sendo estas quantidades invariantes mediante as representa-
coes adotadas.

Fica evidente que, embora as representagoes utilizem construgoes algébricas diferen-
tes, o processo fisico no laboratério, os resultados experimentais (autovalores) e previsdes
estatisticas (valor médio e probabilidades) se manterao os mesmos. A partir dessa cons-
trucao, testaremos a invariancia dos valores médios para os correlatores temporais. Seja
% uma grandeza produto entre .o/ e A, inferidas respectivamente nos tempos t; e t9, seu

observavel correspondente sera
Cty,t2) = Z a;b; ¢y, (Ai) by, (B), (4.10)

e seu valor médio para uma dada preparacao pg, em analogia a 2.8 e 4.5,

(Clt1,12)) 5 = (A(t2) B(t2)) oo = 3_ aibs Tr 67, (A:) 07, (B;)po) - (4.11)

7]

Embora A(t1) e B(ty) possuam autovalores reais, seu produto nao necessariamente
o serd. Seja o estado inicial |1g) = a|0) + 3|1) e o operador S(2) = Z(j0)1| + |1)(0])
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evoluido sob a hamiltoniana H = wS(%),
S(#,t) = S(&) cos T — S(§) sin T, (4.12)
com S(§) = %(— [0)1] + [1)0]), sen valor médio sera
(S(2,1)) = (Yol 5(2,1) |ho)
= (a” (0] + 5 (1])[S ( )cosT — S5(§) sinT|(a|0) + 5[1))
= (a” (0] + B" (1]) (|0><1| + [1}0]) cos 7 — j( |0X1] + [1}0]) sin 7| (a |0) + 5 [1))

= Z(a*ﬁ + o) cos T + —z( B — [f*a)sinT.
(4.13)
Como visto na segdo 1.4, para a = rg e 3 = 1€ teremos (a*f + B*a) = 2rgrycos¢ e
i(o*f — f*a) = 2rgry sin ¢, de modo que a média sera real. Para o correlator, no entanto,

permanecemos com o termo imaginario

(S(2,11)5(2,t2)) = (ol S(2,41)S(2, t2) [¢0) (4.14a)
= Z [COS(TQ — 1) +4(|8)? — |af?) sin(r, — 7'1)] (4.14D)

Temos que ambos os operadores S(Z,t;) e S(&,t3) sao hermitianos, de forma que suas
médias individuais sao valores reais. Contudo, seu produto em geral nao serd hermiti-
ano, visto que [S(2,t), S(2,t5)] # 0. Assim [S(ﬁz,tl)S(.@«,@)}T = S(3,1,)18(2,t) =
S(Z,t2)S(2,t1) # S(Z,t1)S(Z,t2) e, por consequéncia, aparecerao os termos imaginarios
no calculo de sua média.

Para que o valor médio de € seja exclusivamente real (como é de se esperar) iremos

simetrizar o produto de forma que

Oty ts) == ;(A(tl)B(tg) + B(tz)A(t1)> - ;{A(tl),B(tg)}, (4.15)

Segue que seu valor médio (C(ty,t2)) = Tr[C(t1,t2)po] terd a forma

(Clty,ts)) Z a;b; Tr[A;(t1) B;(t2) po + Bj(ta) Ai(t1)po] (4.16a)
= Z a;b; Tr[B; A;(t1)po] + Tr[B;As(t1) po] (4.16b)
= >_aib; Te[Bi{ Ai(t), po}] (4.16¢)

com o anti-comutador {A;(t1), po} = Ai(t1)po + poA;(t1). Para o exemplo do spin a partir
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da simetrizacao obtemos

ﬁ2

;<sﬁ(t1)sx<t2) +8(12)Sa (1)) = - cos(m — ), (4.17)

cujo valor independe do estado py preparado.

Utilizamos a representagao de Heisenberg para calcular o valor médio de ¥, logo
poderiamos nos perguntar como seria sua estrutura a partir de um cenario de Schrodinger.
A forma mais direta de a construirmos é associando os operadores de evolugao ao estado

po, tornando os observaveis fixos no tempo. Dessa maneira,

(C)o) = (AB) ) = >_ ab Tr[A; U(t)U'(t2) B; Ul(t2)poU* (1)) (4.18)

a,b

cuja estrutura, com o estado py sendo transformado por operadores unitarios distintos
e o operador temporal Uy, Utg desconexo deste estado, nao esta sistematizada na teoria.
A dificuldade em construirmos uma representagdo de Schrodinger para uma grandeza
definida em dois tempos ¢ de que o estado p deveria caracterizar um sistema nos tempos
t; e ty concomitantemente, algo que nao é concebido tanto na M(Q quanto na propria
Mecanica Classica, ao passo que os estados que expressam os objetos macroscopicos sao
estritamente definidos a partir de um tnico instante, ou seja, de forma local no tempo.
Deste modo, ainda que a representacao de Schrodinger pareca mais intuitiva, e até mesmo
mais usual para definir os postulados da MQ), ao tratarmos dos observaveis de tempo duplo
faz-se necessario o uso da representacao de Heisenberg.

Uma outra forma de interpretar os correlatores quéanticos é a partir do processo experi-
mental utilizado para se medir tal operador. Comecaremos com o procedimento conhecido
como protocolo de medig¢oes em dois tempos (two-point measurements - TPM) ele é des-

crito pela seguinte sequéncia de operagoes: [43]

1. Preparado um sistema arbitrario representado pelo estado pg, no instante ¢y realiza-
se a medicao de uma grandeza .7 sobre o sistema obtendo a saida a;. O estado apds

a medicao serd um autoestado do observavel A:

A;poA;

ke el B (4.19)

TI’(AZpo)

2. O sistema medido interage com o ambiente (um campo magnético induzido, por
exemplo) até o instante ¢;. Seu estado colapsado evolui unitariamente até o tempo

t1, a partir do mapa

Az‘pO A;

PO rrt
Al ) (4.20)

o1, (Ai) = U(th)

3. Por tultimo, em ¢, realiza-se uma medicao da grandeza % obtendo-se a saida b;. O
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estado evoluido colapsard, apds a medicao, para:

Bipn(A)B; _ o

Tr[B;joy, (Ai)] I (4.21)

A probabilidade conjunta de obtermos os resultados a; em ¢; e b; em t5, para o estado

de preparacao pgy sera
pla;, bj|A, B) = p(a;|A)p(bjla;, A, B) (4.22a)
= TI'[AZpO] Tr[Bj¢t2—t1 <A2>] (422b)

Considerando novamente a grandeza %, se as medi¢oes de o7 e # forem tomadas a

partir de um protocolo TPM, teremos para seu valor médio:

(C)T™M = (AB)™™ = 3 aib; plas,bj] A, B) (4.23a)
= > aib; Te[Aipo] Tr[Bjbr,—s, (A))]. (4.23b)

O correlator calculado via protocolo TPM nao carece de simetrizacao tal qual pela
evolugao unitaria (4.15), tido que os colapsos envolvidos no processo garantem autovalores
reais.

Imaginemos uma configuragdo na qual uma preparacao |¢)g) = |0) passa por uma
medicao em ¢; = 0 de S(§) assumindo um dos possiveis autoestados %HO) +is; (1)) com

2

s; = 1. Evoluido sob o hamiltoniano H = wS(2) até o instante ¢, = 7-, este estado

a
resulta em ’w(i» = %(|O> — 5;|1)). E realizada uma medigio de S(Z) obtendo-se o

valor médio

o s
(S@)S@)™™=3" 5150 Tr [S;¢4(S;)] Tr [S;po] (4.24a)
i,J
h? 1(1 s;\1 1 —s; 1 (1 —is; 10
=3 55, Tr | = ‘= T Tr | = ! 4.24b
Za 2(32- 1)2(—5a' 1) r 2<isj ! )(0 0)] e
2
= - 711(81'8_7' — 1) (424C)
Z?J
h2

- (4.24d)
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Ja pela evolugao unitaria 4.11, denotada pelo superindice U,

(S(5,4)S (3, t2))7 = 3 7125 5; Tt { ( ){s], po}} (4.25a)

1,J
h? 11 s\ 1(1 0
= —s;5; Ir | = — 4.25b
T4 T2 (—dsi '1) 2 (0 0)] (4.250)
h2
= Z 65 (4.25¢)
7”.7
= 0. (4.25d)

Concluimos que ha situagdes em que o valor dos correlatores calculados a partir de um
protocolo TPM e via evolugao unitaria divergem. Podemos comparar ambas as propostas

para dois observaveis quaisquer reescrevendo 4.16¢ como

Tr|A;(t
<C tl, tQ Za b TI' tg {A (tl) pO}]M (426&)
= Za,b Tr[A;(t1)po] Tr[B,L(t1)], (4.26¢)
em que [';(t) := %. O protocolo TPM presume que no instante ¢; o estado pg

medido seja o mesmo de quando houve a preparacgao, isso é analogo a assumirmos que
A(ty) ocorra em um instante inicial, sem dindmica, com projetores A;(0) = A;. Deste

modo, a igualdade entre (4.23) e (4.26) se dard, tomando t; = 0, quando os termos

(C(ty,12))" = (C)™™™ (4.27a)

Zazb Tr[Aupo] Te[ 07, (B))T4| = 3 aib; Tr[Aipo] Tr[B;n, (Ay)] (4.27b)
Te[Bjhr, (1)) = Tr[Bjo, (A:)] (4.27c)

I = A, (4.27d)

{Ai, po} (4.27¢)

Embora em alguns casos haja a igualdade, de forma geral (4.27) serd violada tal como
visto no exemplo dos spins, ao passo que os correlatores calculados a partir de evolugoes
unitarias e via TPM irao predizer valores diferentes. Uma condicao suficiente para que a

igualdade seja valida sera, de acordo com o critério de BA, quando houver realidade para
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a grandeza <7, de modo que py = 37; AjpoA; e assim

{Au (Zj AjPOAj>} _ Zj 5z'jAjPoAj + Zj AjpoéijAj

(4.28a)
2Tr {Al (Z] AijAj)} 2Tr Zj (Sl'jAjp(]A]}
2AipoA;

No exemplo anterior, para uma preparagao como autoestado de S(9), |1o) = %(\O) +i|1)),

ambas as médias serao iguais:

. h?
(S(@)S(@)"™ =3 5155 T [Si64(5;)] Tr [ S0 (4.29a)
2y}
2 1 s, 1 —s; 1 —is;\ 1 (1 —i
L AR N el I ) RPN
4 2\s; 1)2\—=s; 1 2\is; 1 J2\i 1
h2
:ZEszsj(l sisj)(1 + s;) (4.29¢)
7
h2
- (4.20d)
o\ o A h? T
(S)S@) =3 Tsisy Tr 85 ) (S5m0} (4.30)
i
h? 1 1 is;\ 1+4+s; (1 —i
=Y —s5;,Tr | = ‘ I 4.
2 43131 T 2(—181' 1) ) (i 1)] (4.30b)
hQ
= Z Esisj(l +5;)(1—s;) (4.30¢)
Z’J
2
:_Z, (4.30d)

Um resultado semelhante também ocorre quando tratamos da diferenca entre dois
observédveis [14]. Dada uma preparacao |¢g) = |+) = %(]O) + |1)), estamos interessados

no valor médio de (S(9,t2) — S(9,t1)) o qual, descrito a partir de uma evolugdo unitaria
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com H = wS(Z) e para os tempos t; = 0 e t; = 5, serd

(S(g,7/2w) — S(9,0))" = (S(2) = S(9))" (4.31a)
ok 1(1 s\1f(1 1) 1{1 —is;\1(1 1
:%2(&—8;')% 2(87; 1)2(1 1)_2(isj | )2<1 1)]

(4.31b)

(5: — 5,) (2> (4.31¢)
(4.31d)

J& para um descricao via TPM, [1)g) colapsa em t; = 0 para um dos possiveis au-
toestados de S() na forma geral |s;) = %(]O) +1is;[1)). Submetendo este estado a
uma interagdo do tipo H = wS(Z) até o instante t, = 5, de forma que [¢(t)) =
%(e*i“’t/2 0) + is;elt2[1)) e |v(r/2w)) = %(|0> — sj|1)), teremos para o valor mé-
dio [14]:

. A h
(S(9,11)5(, t2))"™ = > 5 (857 = 85) Tr [Sy:¢u(S5)] T [Sjpo] (4.32a)
J'J
h 11 —isp\1[ 1 =—s 11 —is;\1(1 1
- N i ) L EA N I o |t
j,,j2(sj T (isj, 1 )2 (—sj 1) "2 (isj 1 )2 (1 1)]
(4.32b)
h 1
_ (Sj,_sj)<) (4.32¢)
j’7j2 4
— 0. (4.32d)

onde utilizamos j e 7' como indices para os observéaveis S(7,t1) e S(7, t2) respectivamente.
Veremos na préxima secao como se da o irrealismo para os observaveis definidos em dois

instantes.

4.2 Observaveis de dois tempos

A partir da Mecéanica Classica e Estatistica nos é familiar a ideia de um Universo
descrito a partir de grandezas locais no tempo, tais como a posicao e o momentum de
uma particula, correspondendo a um elemento de realidade em cada instante de tempo.
Por outro lado, grandezas tais como o deslocamento ¢(t2) — ¢(t1) nao possuiriam realidade
em um instante unico, uma vez que por construcdo seus constituintes ¢(t;2) estariam

definidos em instantes distintos. Essa visao, contudo, é um tanto restritiva. Nao seria
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um problema, a principio, interpretarmos a quantidade ¢(t2) — ¢(t1) com um elemento de
realidade definido a partir de dois tempos nos quais, quando houver elemento de realidade
para cada ¢(t), entdo por premissa haveria um realismo associado ao deslocamento.

Outro conceito que revisaremos é a concepcao de estado. A Mecanica Classica, Esta-
tistica e Termodinamica estao arraigadas na ideia de que os sistemas fisicos estao definidos
por estados, os quais fundamentam a nocao de uma realidade associada a eles em cada ins-
tante. Entao, por exemplo, a energia de um gas acaba sendo pensada como um elemento
da realidade fisica porque acredita-se que cada particula deste gas possui uma energia
bem definida (um elemento de realidade), mesmo quando seu valor é desconhecido pelo
observador. Ao passo que falamos de observaveis de dois tempos, perdemos a noc¢ao de
um tunico estado destes objetos.

Estamos interessados em um estudo mais profundo destes observaveis de dois tempos
(ODT), entendendo-os como grandezas com uma realidade prépria e ndo apenas uma
correlagao entre as realidades de seus observaveis constituintes (OC). Em outras palavras,
queremos investigar se os ODT podem ser pensados como elementos de realidade dados
dois instantes fixos. Deste modo, a realidade do deslocamento, por exemplo, deve ser
entendida além de uma funcao das realidades das posi¢oes em seus respectivos tempos.
Desde que fixemos t; e ty, o deslocamento pode ser interpretado como uma “quantidade
indivisivel” (uma grandeza per se).

De forma ilustrativa, contamos com a nogao de trabalho descrito como W (ty, ) =

ttf dt7- F. B evidente que nao podemos conceber um valor para o trabalho dado apenas

um instante de tempo, de modo que nao pode ser entendido como uma grandeza local no
tempo. Por definicao, o trabalho envolve um processo, logo s6 pode ser concebido como
uma variavel fisica significativa se fixarmos dois instantes de tempo.

Em MQ), faremos uma proposicao fundamentada na representacao de Heisenberg. Es-
tabelecendo os tempos t; e ty, um ODT C(tq,t;) sera resultado da operagao entre os
observaveis de Heisenberg A(t;) e B(ty) de interesse e, a partir de sua diagonalizagao para
estes instantes especificos de tempo, obteremos seus autovalores e respectivos autovetores.
Estes autovalores serao distintos da simples combinacao dos autovalores de A(t;) e B(ta),
possuindo um significado préprio associado a preparacao do sistema fisico e aos tempos
t; e ty determinados.

A ideia fundamental consiste em procurar os autovalores do observavel resultante
das operagoes entre A(t;) e B(ty) (sendo geralmente o produto, {A(ty), B(t2)}/2, ou a
subtragao, B(ts)— A(t1)), e indicar sob quais circunstancias experimentais tais autovalores
sao obtidos. Deste modo, é respeitado o postulado da M(Q segundo o qual medigoes de
grandezas fisicas retornam um dos autovalores de seu observavel correspondente.

Seguindo esta proposta, voltaremos ao exemplo da diferenca entre os observaveis de
spin S(7,t2) — S(,t1), analisado nos tempos t; = 0 e t5 = 7/2w, para formular o ODT
O(ty,t2):
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. . . . hi{f 0 1+i
0(0.7/20) == S(57/2) ~ (5.0) = S() — 5(3) = (1 v ) A
cujos autovalores serao ef’f e autovetores |o.) = %(|0> +ee”™41)) com £ = £1. A

diferenga entre os autovalores de S(y, 7/2w) e S(,0) podera assumir os valores {—#, 0, i}.
Como este conjunto é distinto dos autovalores de O(0, 7/2w), entao 5% nao devem ser
interpretados como a combinacao dos possiveis resultados das medigoes de S(7,t) nos
instantes ¢ o.

Notemos que a diagonalizagao (4.33) se trata apenas de um artificio algébrico, de
modo que o valor médio de (S(§,7/2w) — S(7,0)), dado estado [¢pg) = |+), se mantém o

mesmo da interpretagao padrao (4.31d):

h h
(0,7/2w)) 5 =>» e—| (s 2= _, 4.34
(000, 7/20)) = X Top(e) = Se s (slio) P = 5 (434
Para exemplificar a interpretacdo para os autovalores de um ODT, temos a gran-
deza deslocamento definida a partir das quantidades posicdo em um intervalo de tempo.

Considerando o operador posicao evoluido a partir da representacao de Heisenberg

X(t):=U(OXU®) =enTX e 71, (4.35)
e, por simplicidade, uma particula livre de massa m associada ao operador hamiltoniano
H = % de modo que

X(t) =X + ﬂ (4.36)

teremos o operador deslocamento definido como

P (ty —t)
—

D(ty,t2) = X(t2) — X(t1) = (4.37)

Preparando esta particula como um autovalor do operador momentum |pg), a partir
da relagao de autovalores obtemos

po (ta — t1)

D(t1,t2) [po) = po) - (4.38)

As grandezas posicao e momentum sao complementares, de modo que uma particula
que tenha seu momentum bem definido pg, correspondente a um elemento de realidade
para P, tera maxima flutuacdo para a sua posicao X. Ainda que a posi¢do nao tenha
elemento de realidade, o deslocamento D(t,t3), por depender apenas do operador de
momentum, estard bem definido para a preparacao |pg). Assim, a realidade de D(t,1s)

estd dissociada dos elementos de realidade de X (¢1) e X (t3). J& os autovalores do desloca-
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mento estardo associados com um sistema preparado como autoestado de D(ty,t5), dado
os tempos ?; 2, neste caso correspondendo a uma particula preparada com um momentum
bem definido o qual serd conservado nos instantes t; o.

Estudaremos agora, de forma mais detalhada, a realidade de um operador de dois
tempos construido a partir do produto entre observaveis de spin. De forma geral, toma-
remos as grandezas spin nas dire¢des @ e ¥ nos respectivos instantes ¢ e 5. Utilizando da

representagao de Heisenberg para uma interagao descrita pelo hamiltoniano H = wS(h),

teremos para a evolucao dos operadores com 7 = wt:

S(d,t) = {cosTd +sinT (6 x h) 4+ [1 — cos7](h-D)h} - & (4.39a)
=4(r)-o. (4.39b)

em que 7(7) = {cosTd +sinT (0 x h) + [1 — cos7](h - D)h}.
Visto que os valores médios sao os objetos fundamentais da MQ, estudaremos o corre-
lator (C'(ta,t1)) = (S(4,11)S(0,t2)). O observavel de dois tempos serd construido a partir

da diagonalizag¢ao do produto simetrizado dos operadores

Cltr, 1) = ; S(it,11)S (5, £2) + 5(@,@)5(@,@)} (4.40a)
_ Fg[(ﬁ(h) . 5) (6(t2) -5) 4 (ﬁ(@) - a) (ﬁ(tl) : 5)] (4.40D)
_ T(ﬁ(tl) : U(t2)>112. (4.40¢)

Como obtivemos a matriz identidade, qualquer base servira de autobase para este opera-
dor. Visto que o critério de BA é construido a partir de observaveis com bases proprias,
o célculo da irrealidade de C(t1,t2) nao estd sistematizado. Contudo, este é um resul-
tado particular. Podemos formular o correlator das fungoes de observaveis, f(A(t1)) e
g(B(ts)), tais como poténcias ou a soma destes operadores, de modo que se construirmos,
por exemplo, um correlator segundo S(@,t1) e S*(0,ty) = S(0,t5)S(d,1) a diagona-
lizacao serd diferente. Neste exemplo, como estaremos tratando de trés operadores, a
principio teriamos duas maneiras de definir o correlator. A primeira como a simetrizacao

do produto:

O (S0, 1), 5%(6,1)) = 1{5(@,@)[5(@,@)5(@,@)1 + [5(@,t2>5(@,t2)]5(a,t1>}. (4.41)
Usando a identidade

(@-5)(b-5)|(c-5) = |i(axb) |+ |(a-b)e— (ixb) x|, (4.42)
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obtemos 3
C(S(a,t1), S*(0,12)) = S ilt) 7, (4.43)

o qual pode ser escrito em termos de seus projetores

C(S(ﬁ, t), SZ(@,t2)> = Zoo(a, t) + (-Z) Cy (i, ) (4.44)

sendo Co(ﬁ, tl) = % (Hg + ﬁ(tl) . 5) e Cl(ﬁ, tl) = %(]IQ - ﬁ(tl) : 5)
Contudo, esta expressao nao traz informacao sobre o observavel S(9,1s), entao cons-
truiremos o correlator de uma segunda forma, a partir das combinagoes possiveis entre os

operadores:

C(S(t, 1), S*(0, 1)) = :1)){[s<a,t1)5(@,z2)]5(@,t2) + [S(,12)S (0, t2)]S (@, 1) + [S(D,12)S (@1, 11))S(, 1
_ Zi[ﬁ(tl) +o(ih) - ﬁ(@))ﬁ(m)} G
hS

= ﬂé(tl,t2) - 7,
(4.45)

denotando ¢(t,ty) = [ﬁ(tl) + 2<ﬁ(t1) : 17(252))27(752)} As duas formas pretendem ser, a
principio, versoes quanticas possiveis para um observavel composto do produto de trés
operadores de spin.

Com estes resultados, estamos aptos para calcular a irrealidade do ODT C' (S (0, t,), S*(0, tz))
e dos observaveis S(i,t1) e S(0,ty) individualmente, a fim de constatarmos se hd uma
relagao direta entre elas.

Fixando, por simplicidade, t; = 0 e t; = 27 e restringindo os vetores no quadrante
T x Z através das parametrizagoes 4(0) = sin u & + cospu 2 e ¥(27) = sinv Z + cosv 2 tal

como mostrado na Figura 4.1 obtém-se

3
h3

=5 {((2 — cos 2v) sin j1 + cos psin 2y)§c + ((2 + cos 2v) cos f1 + sin g sin 2y) 2}
h3

(4.46)
De forma andloga a estudada em (2.43), podemos construir os projetores de C(S(ﬁ, 0), 5%, 27?)) :

Dado que o vetor ¢(0,27) ird variar dentro do quadrante & x 2, iremos parametriza-lo a
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>

Figura 4.1: Representagao dos vetores associados aos observaveis S(u,t1) e S(v,t2) € a
preparacao pg.

partir de um angulo v na forma (0, 27) = siny Z + cos~y 2, assim decorrem os projetores

oo ( cos’(7/2)  cos(1/2) smw/z)) (4.47a)
P sin(v/2) cos(y/2) sin*(7/2) 7

& 111 = ( ) et COSW?)) B
A — cos(y/2) sin(vy/2) cos?(7/2)

Calculando o mapa de uma medicao nao seletiva de C (S (1, 0), S*(, 27)) = ( para o

estado puro

1
Po = 5[]12 + (sinm/4% +cosm/42) -] =

DN | —
—
[
ofs +
of
—

V2
2 51 (4.48)

Dolp) = 12,002 0] p 12, 0%E, 0] + |2 1E 1] p e 10E, 1] (4.49)

obtemos a partir de sua diagonalizagao a entropia correspondente e, como S(py) = 0, a
irrealidade para C’(S(ﬂ, 0), S%(9, 27r)). Variando p, v € [0,7/2] a irrealidade assumira os
valores mostrados na figura 4.2.

De forma anéloga, podemos calcular separadamente a irrealidade para os observaveis
S(4,0) e S(0,2mr) dada a mesma preparagao pg. A ideia é verificarmos se a realidade de
C(S(ﬁ, 0), S%(d, 27r)> presume também a existéncia de S(1,0) e S(v,27). Uma maneira de
investigarmos esta relacao é comparando as situagoes onde hé elemento de realidade para
0 ODT, Jc(po) = 0, e realismo para S(a,0) e S(0, 27) simultaneamente, condigao na qual
Jsa,0)(po) + Ts(o,27)(po) = 0. Teremos entao para a irrealidade de cada OC e para a soma

Js(a,o)(Po) + Js(s,2m) (po) os valores representados nas figuras 4.3 e 4.4 respectivamente.
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Figura 4.2: Irrealidade para o observavel de dois tempos C' (S (ﬁ,O),S2(ﬁ,27r)) com 0s

parametros p (vinculado a dire¢ao de S()) e v (associado & S(0)) variando entre 0 e 7/2
e limitada superiormente pelo plano In(2).

Ssi0)(Po)

0.4

Ss@2m(Po)

0.4

0.3 0.3

0.2 0.2

0.1 0.1

0.5 1.0 1.5 # 0.5 1.0 1.5 4

(a) (b)
Figura 4.3: Irrealidade dos observaveis S(,0) (a) e S(¥,27) (b) para o estado py =
1/2[Iy(sinm/4 % + cosm/4 2) - 5], variando seus vetores entre 0 e /2 correspondendo as

dire¢bes T e Z respectivamente.

o Js@0)(P0) + Js@2m(Po)

=)
408

15 0.0

Figura 4.4: Soma das irrealidades de S(u,0) e S(¥,27). Ambos serdo reais (soma nula)
quando pu = v = /4.
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v

—3Jc(po) =0

Js0(po) =0

/ — Js@am(po) =0
0.5

0.5 1.0 1.5 [’l

Figura 4.5: As curvas representam configuragoes de p e v nas quais as irrealidade para o
ODT C(S(ﬁ, 0), S%(d, 27r)) (azul) e para os seus OCs S(@,0) (ciano) e S(9,27) (magenta)
se anulam dado o estado pg. As grandezas em questao nao sao todas reais simultanea-
mente.

Plotando as regioes em que as irrealidades de C’(S(ﬁ, 0), S*(0, 27?)), S(4,0) e S(0,2m)
se anulam simultaneamente, obtemos as curvas demonstradas na figura 4.5. Os observaveis
S(w,0) e S(0,2m) serao reais quando estiverem paralelos a direcao sin(w/4) &+ cos(7/4) 2,
na qual o estado pg corresponderd a um autoestado de ambos. Podemos concluir também
que o ODT sera real mesmo quando seus OCs forem irreais. Portanto, este é mais um
exemplo que demonstra que os observaveis concebidos em dois tempos possuem elementos
de realidade proprios.

Estudaremos, por ultimo, um ODT com um significado fisico mais direto. Para isso,
consideremos o operador S(0) = 0 - S em uma diregdo arbitraria 0 a partir do momentum
angular de spin generalizado S = %E. Iremos nos ater, por simplicidade, as componentes

0 para construir o exemplo que se segue. Tendo a evolucao

~

™02 G e Th /2 — o576 +sinT (b x &) + [1 — cos7](h - G)h, (4.50)
com T = wt, podemos escrever a diferenca

~ ~

G(ty) — d(ty) =[G — (h - @)h](cos 5 — cos 1) + (h x &)(sin 1y — sin ) (4.51)
e, denotando Af = wAt, definiremos o torque médio na forma

meAVLRITAL T2 AL T 2 AG
com At =ty —t1. Sendo t; =t e ty =t + At, tomando o limite At — 0 obtemos o torque

(4.52)
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1@ (po) r=0 r € [0,1]

0 - o
0 0.5 1 o 0.5 1

o, (po)

Figura 4.6: Comparacao entre J,, (po) € Tre)(po) a partir de 10° escolhas para os para-
metros {r,0, ¢, 0, ¢n}. Em vermelho sao considerados os estados maximamente mistos,

po = =, (r = 0); mistos genéricos (r € [0,1]) em azul e puros (r = 1) em roxo.

nstantaneo

T(t) = = [(fz . E)ﬁ — 6’} sin7 + (h x @) cosT = h x &(t). (4.53)

Considerando um instante 7 = 27, de modo que &(t) = &, e sendo h = {hy, hy, h.} e

d ={0,,0,,0.}, as componentes x desses objetos terao como operadores correspondentes

B o1 . L ( h, ih.
G0 =2-3(1)=| NE [T(t)}x:;c-(hxa):hyaz—hzayz i
(4.54)

Iremos entdao comparar a realidade de Theq(t,t + At) com a de &(t) e &(t + At).
Ao passo que tomamos o limite At — 0 e estamos considerando, por exemplo, suas

componentes na direcao Z no tempo 7 = 2w, basta compararmos os elementos de realidade

—

para [T(1)], = T(z) e [6(t)], = 0s.

Para um estado geral py = %(]Iﬁ—?-&) e as parametrizacgoes 77 = {7 sin 6 cos ¢, r sin 6 sin @, r cos 0},
n, = sinf, sin g, e n, = cosb, os resultados para o calculo das irrealidades J,,(po) €
Jr()(po) sdo demonstrados na figura 4.6, considerando os estados maximamente mistos
(r = 0), mistos genéricos (r € [0,1]) e estados puros (r = 1), a partir do sorteio de 10°
pontos {r, 0, v, 0L, on}.

Para os estados maximamente mistos, ambas as realidades se anulam, ou seja, T'(%)
e 0, sao reais simultaneamente. Ao passo que consideramos estados cada vez mais puros
(r — 1), como mostrado na figura 4.7, a irrealidade entre os observaveis T(2) e o,
assumem uma relacao J,, (po) + Jrz)(po) > (r), sendo v(r) uma cota nao trivial, o
que demonstra que para estes estados nao é possivel a realidade simultdnea de ambos os
observaveis.

Este é mais um exemplo que demonstra a particularidade dos elementos de realidade
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I (Po) r=023 r =05 r= 09

~ N

3o, (po)

Figura 4.7: Comparacao entre J,, (po) € Jre)(po) a partir de 10° escolhas para os para-
metros {r,0, ¢, 0, pr} para os estados mistos com r € {0.3,0.5,0.9}.

dos observaveis concebidos em dois instantes, até mesmo para situacgoes onde estao de-
finidos em intervalos infinitesimais de tempo. Deste modo, os postulados da MQ que
garantem (i) que toda grandeza fisica seja representada por um observavel (& — A,
% — B), e (ii) que os resultados experimentais (medigoes) destas quantidades correspon-
dam aos autovalores dos operadores (A = >, a;A;, B = 3, b;B;), tratando de grandezas
de dois tempos demonstram — segundo a proposta apresentada e resultados obtidos —
uma nova interpretagdo. Nela, (i) toda grandeza fisica definida em dois instantes serd
representada por um observéavel de Heisenberg, 4 — C(A(t1), B(tz2)), e (ii) os autovalores
deste observavel de dois tempos corresponderao a preparagao de um sistema como sendo
um autoestado do ODT, tendo fixo os tempos t; e to, C(t1,t3) = > cxCr com ¢ distinto

da composicao entre a; e b;.



Conclusao

A Mecanica Quantica trouxe novas perspectivas para muitos dos paradigmas tidos
pela Mecanica Classica e Estatistica, tais como os sistemas fisicos possuirem propriedades
bem definidas (elementos de realidade) como posi¢do e momentum em todo o tempo. A
emergéncia de um critério para caracterizar e quantificar a realidade para as grandezas
fisicas tem sido palco para intimeros trabalhos, a comecar pelo artigo pioneiro de EPR.
De forma geral, estes critérios foram propostos para analisar grandezas definidas a partir
de um tnico instante.

A motivacao para este trabalho foi estudar a realidade de quantidades dependentes de
dois instantes no tempo, tais como o deslocamento e o trabalho. Para isso, revisamos como
seus observaveis correspondentes seriam descritos a partir da literatura, assim como suas
decorrentes probabilidades e valores médios. Uma abordagem segundo evolugoes unitarias
mostrou-se de dificil compreensao, tendo em vista a representagao de Schrodinger, uma
vez que o estado p deveria caracterizar um sistema em dois instantes concomitantemente,
o que nao é concebido tanto na M(Q quanto pela fisica classica. Ja o uso de um modelo
TPM é emblematico, visto se tratar de um processo que envolve o colapso do estado em
um tempo intermediario, fornecendo a ele um carater de classicalidade, removendo suas
coeréncias quanticas e atribuindo um elemento de realidade para a quantidade medida.
Além de problemas tedricos e experimentais, ha situa¢oes onde os modelos divergem suas
previsoes. Para o caso dos correlatores temporais, vimos que este desacordo decorre,
de maneira suficiente, da irrealidade associada ao observavel inferido em um primeiro
momento.

Propomos entao uma maneira para construirmos os observaveis relacionados as grande-
zas de tempo duplo. Constatamos que seus autovalores dizem respeito nao a um processo
de medigdo (o qual estd fundamentado em um tempo tunico), mas & preparagao de um
sistema fisico como sendo um autoestado deste ODT, tendo estabelecido ¢; 2. Ao passo
que estes instantes variem, deve-se construir um novo observavel para quantificar os novos
possiveis valores para a mesma grandeza fisica em questao. Como exemplo, estudamos
o ODT O(ty,t3) como sendo a diferenga entre os observaveis de spin S(g,ts) — S(7,t1).
Fixando os instantes t; = 0 e ty = 7/2w e considerando a interacao H = wS(2), obtivemos
S(9,0) = S(9) e S(9,7/2w) = S(Z), e os autovalores e autoestados de O(0, 7/2w) segui-

ram da diagonalizacao do operador resultante S(Z) — S(7). Notemos que para tempos
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diferentes, em geral S(g,t1) # S(9) e S(J,t2) # S(Z), consequentemente O(ty,t2) terd um
outro conjunto de autovalores e projetores.

Outro importante aspecto demonstrado ¢ o de que os ODT podem ser reais ainda que
0s observaveis que os constituem nao sejam. Sendo assim, a posi¢do de uma particula
pode nao estar definida em dois instantes, com respectivos observaveis X (t;) e X(t2),
embora seu deslocamento D(ta, 1) := X (t2) — X (t1) esteja bem estipulado. Este é o caso,
por exemplo, para uma particula livre de massa m na qual resolvendo as equagoes de
Heisenberg para a evolucao dos operadores teremos D(tq,t;) = P(ty — t1)/m, de modo
que se a particula tenha inicialmente um momentum bem estabelecido |pg), sendo um
autoestado de P, entdao o deslocamento D(ts,t1) possuird um elemento de realidade.

Fomentados pelo critério de realismo de BA, também analisamos detalhadamente a
realidade para outros dois estudos de caso. No primeiro, compomos um correlator a partir
de trés operadores de spin, visto a importancia destes observaveis para exemplificar gran-
dezas duplamente valoradas, assim como o uso destas médias para descrever processos
fisico-quimicos. No segundo propomos um torque médio a partir da variacao temporal do
momentum angular de spin, estendendo para o caso de uma variagao temporal infinitesi-
mal. Novamente demonstrou-se que os elementos de realidade para os ODT sao distintos
ao dos observaveis que o constituem.

Dessa forma, foi possivel propor uma nova interpretacao para a realidade das grandezas
definidas em dois tempos, como também sistematizar a construcao de seus observaveis
associados. Este estudo mostrou-se como uma generalizacao do critério de BA empregado
para quantidades evoluidas em um instante tinico ou definidas em tempo duplo. Estes
resultados compreenderam uma abordagem algébrica e conceitual original a estabelecida
na literatura, abrindo margem para a discussao de uma realidade definida de forma nao-
local no tempo.

Além de investigar outros observéaveis nao-locais no tempo (podendo contar até mesmo
com mais de dois instantes), este estudo fomentara trabalhos futuros com a perspectiva de
generalizar o critério de realismo de BA para teorias probabilisticas genéricas estendidas
no tempo. Visto a discordancia entre os modelos TPM e evolugao unitaria, pode-se
investigar quais as condi¢oes necessarias para tal divergéncia, assim como sua relagdo com
a irrealidade dos observaveis que compoem um ODT. O tema também pode ter implicagoes
no estudo da indefinicdo de ordem causal, na qual pode-se verificar se ha irrealismo para
alguma figura de mérito que faga referéncia a um determinado ordenamento (por exemplo,
o vetor velocidade indica uma determinada ordem de eventos, tal qual uma trajetoria
ou percurso de eventos), de modo que se nao houver realismo, entdao a ordem estard

indeterminada.
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