UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA

ELTON FERNANDO DOEHNERT

ACURACIA DA SOLUGAO NUMERICA EM FORMULAGOES USANDO MALHAS NAO
ESTRUTURADAS

CURITIBA
2021



ELTON FERNANDO DOEHNERT

ACURACIA DA SOLUGAO NUMERICA EM FORMULAGCOES USANDO MALHAS NAO
ESTRUTURADAS

Dissertacao apresentada como requisito par-
cial a obtengao do grau de Mestre em Métodos
Numéricos em Engenharia pelo Programa de
PésGraduagao em Métodos Numéricos em En-
genharia, Area de Concentragdo em Dinamica
dos Fluidos Computacional, dos Setores de Tec-
nologia e de Ciéncias Exatas, da Universidade
Federal do Parana. .

Orientador: Luciano Araki

CURITIBA
2021



Catalogacao na Fonte: Sistema de Bibliotecas, UFPR
Biblioteca de Ciéncia e Tecnologia

D649a

Doehnert, Elton Fernando

Acuréacia da solug¢do numérica no método dos volumes finitos
usando malhas ndo estruturadas [recurso eletronico] / Elton
Fernando Doehnert — Curitiba, 2021.

Dissertagdo - Universidade Federal do Parana, Setores de
Tecnologia e de Ciéncias Exatas, Programa de Pds-graduacao em
Métodos Numéricos em Engenharia.

Orientador: Luciano Arak

1. Algoritmos. 2. Métodos dos elementos finitos. 3. Acurécia
numérica (Matematica). I. Universidade Federal do Parana. II.
Arak, Luciano. III. Titulo.

CDD: 518.1

Bibliotecaria: Roseny Rivelini Morciani CRB-9/1585



MINISTERIO DA EDUCAGAO

SETOR DE CIENCIAS EXATAS

UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA

l ' F P R PRO-REITORIA DE PESQUISA E POS-GRADUAGAO
UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA PROGRAMA DE POS-GRADUACAO METODOS NUMERICOS
EM ENGENHARIA - 40001016030P0

ATA N° 352

ATA DE SESSAO PUBLICA DE DEFESA DE MESTRADO PARA A OBTENGAO DO
GRAU DE MESTRE EM METODOS NUMERICOS EM ENGENHARIA

No dia vinte e cinco de margo de dois mil e vinte e um as 16:30 horas, na sala virtual, videoconferéncia, foram instaladas as
atividades pertinentes ao rito de defesa de dissertagdo do mestrando ELTON FERNANDO DOEHNERT, intitulada: Acuracia da
solugdo numérica em formulagées usando malhas nao estruturadas, sob orientagdo do Prof. Dr. LUCIANO KIYOSHI ARAKI. A
Banca Examinadora, designada pelo Colegiado do Programa de Pés-Graduagdo em METODOS NUMERICOS EM ENGENHARIA
da Universidade Federal do Parana, foi constituida pelos seguintes Membros: LUCIANO KIYOSHI ARAKI (UNIVERSIDADE
FEDERAL DO PARANA), VIVIANA COCCO MARIANI (PONTIFICIA UNIVERSIDADE CATOLICA DO PARANA), ROBERTO
DALLEDONE MACHADO (UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA). A presidéncia iniciou os ritos definidos pelo Colegiado do
Programa e, apds exarados os pareceres dos membros do comité examinador e da respectiva contra argumentagéo, ocorreu a
leitura do parecer final da banca examinadora, que decidiu pela APROVACAO. Este resultado devera ser homologado pelo
Colegiado do programa, mediante o atendimento de todas as indicagbes e corre¢des solicitadas pela banca dentro dos prazos
regimentais definidos pelo programa. A outorga de titulo de mestre esta condicionada ao atendimento de todos os requisitos e
prazos determinados no regimento do Programa de Pdés-Graduacédo. Nada mais havendo a tratar a presidéncia deu por encerrada a
sessao, da qual eu, LUCIANO KIYOSHI ARAKI, lavrei a presente ata, que vai assinada por mim e pelos demais membros da

Comissédo Examinadora.

CURITIBA, 25 de Margo de 2021.

Assinatura Eletronica
29/03/2021 17:05:17.0
LUCIANO KIYOSHI ARAKI
Presidente da Banca Examinadora (UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA)

Assinatura Eletronica
29/03/2021 17:18:54.0
VIVIANA COCCO MARIANI
Avaliador Externo (PONTIFICIA UNIVERSIDADE CATOLICA DO PARANA)

Assinatura Eletrénica
30/03/2021 16:12:38.0
ROBERTO DALLEDONE MACHADO
Avaliador Interno (UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA)

CESEC/TC/UFPR - Centro Politécnico - CURITIBA - Parana - Brasil
CEP 81531-980 - Tel: (41) 3361-3218 - E-mail: ppgmne@ufpr.br
Documento assinado eletronicamente de acordo com o disposto na legislacédo federal Decreto 8539 de 08 de outubro de 2015.
Gerado e autenticado pelo SIGA-UFPR, com a seguinte identificagéo Unica: 85854
Para autenticar este documento/assinatura, acesse https://www.prppg.ufpr.br/siga/visitante/autenticacaoassinaturas.jsp
e insira o codigo 85854




MINISTERIO DA EDUCAGAO

SETOR DE CIENCIAS EXATAS

UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA

l ' F P R PRO-REITORIA DE PESQUISA E POS-GRADUAGAO
UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA PROGRAMA DE POS-GRADUACAO METODOS NUMERICOS
EM ENGENHARIA - 40001016030P0

TERMO DE APROVAGAO

Os membros da Banca Examinadora designada pelo Colegiado do Programa de Pés-Graduagdo em METODOS NUMERICOS EM
ENGENHARIA da Universidade Federal do Parana foram convocados para realizar a arguicao da Dissertagdo de Mestrado de
ELTON FERNANDO DOEHNERT intitulada: Acuracia da solugao numérica em formulagdes usando malhas nao estruturadas,
sob orientagao do Prof. Dr. LUCIANO KIYOSHI ARAKI, que apés terem inquirido o aluno e realizada a avaliagédo do trabalho, sao de
parecer pela sua APROVACAO no rito de defesa.

A outorga do titulo de mestre esta sujeita a homologacgéao pelo colegiado, ao atendimento de todas as indicagdes e corregdes

solicitadas pela banca e ao pleno atendimento das demandas regimentais do Programa de Pés-Graduacéo.

CURITIBA, 25 de Margo de 2021.

Assinatura Eletrénica
29/03/2021 17:05:17.0
LUCIANO KIYOSHI ARAKI
Presidente da Banca Examinadora (UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA)

Assinatura Eletrénica
29/03/2021 17:18:54.0
VIVIANA COCCO MARIANI
Avaliador Externo (PONTIFICIA UNIVERSIDADE CATOLICA DO PARANA)

Assinatura Eletrénica
30/03/2021 16:12:38.0
ROBERTO DALLEDONE MACHADO
Avaliador Interno (UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA)

CESEC/TC/UFPR - Centro Politécnico - CURITIBA - Parana - Brasil
CEP 81531-980 - Tel: (41) 3361-3218 - E-mail: ppgmne@ufpr.br
Documento assinado eletronicamente de acordo com o disposto na legislacédo federal Decreto 8539 de 08 de outubro de 2015.
Gerado e autenticado pelo SIGA-UFPR, com a seguinte identificagéo Unica: 85854
Para autenticar este documento/assinatura, acesse https://www.prppg.ufpr.br/siga/visitante/autenticacaoassinaturas.jsp
e insira o codigo 85854




RESUMO

A simulacdo numérica de problemas na engenharia possui uma grande importancia
tanto para o meio académico quanto para a industria favorecendo o desenvolvimento
de novas tecnologias. Dado esse interesse, novas técnicas para aumentar a acuracia
das simulacdées numéricas sdo de grande importancia. O objetivo desse trabalho é
aumentar a acuracia da solugdo numérica com o método dos volumes finitos usando-se
a técnica de ‘remesh’ em que os vértices dos volumes de controle sdo reposicionado
no interior do dominio computacional. Para isso sao aplicados varios algoritmos de
suavizagao apropriados. Para se fazer essa comparacéao foi proposto a solu¢cdo de um
problema de transmissao de calor por conduc¢ao em 2D representado por uma equacao
de Poisson. Esse problema foi resolvido em um dominio computacional em formato
'L. A malha desse dominio computacional foi criada e distorcida de modo a se aplicar
posteriormente os algoritmos de suavizagao. Os resultados obtidos mostram que os
algoritmos de suavizagdo melhoraram o resultado da solu¢cdo numérica se aproximando
da solucéo analitica.

Palavras-chaves: suavizagdo. acuracia numérica. malhas nao estruturadas.



ABSTRACT

The numerical simulation of engineering problems has a great importance both for
the academic environment and for the industry, favoring the development of new tech-
nologies. Given this interest, new techniques to increase the accuracy of numerical
simulations are of great importance. The objective of this work is to increase the accu-
racy of the numerical solution with the finite volume method using the remesh’ technique
in which the vertices of the control volumes are repositioned within the computational
domain. For this, several suitable smoothing algorithms are applied. To make this com-
parison, the solution of a 2D conduction heat transmission problem represented by a
Poisson equation was proposed. This issue has been resolved in an 'L shaped com-
putational domain. The mesh of this computational domain was created and distorted
in order to later apply the smoothing algorithms. The results obtained show that the
smoothing algorithms improved the result of the numerical solution approaching the
analytical solution.

Key-words: smoothing. numerical accuracy. unstructured meshes.
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1 INTRODUCAO

A simulacao numérica de problemas na engenharia possui uma grande impor-
tancia tanto para o meio académico quanto para a industria favorecendo o desenvol-
vimento de novas tecnologias. Dado esse interesse, novas técnicas para aumentar a
acuracia das simulagcdées numéricas sao de grande importancia. (DU; FABER; GUNZ-
BURGER, 1999)

O presente trabalho verifica o erro de discretizagdo que ocorre nas solugbes do
FVM (Finit Volume Method) usando-se uma malha nédo estruturada triangular compa-
rando a solugcdo com a analitica e suavizando a malha com varios algoritmos diferentes.

Muitos problemas de engenharia estao relacionados a geometrias complexas,
em que o uso de um sistema de coordenadas cartesianas, cilindricas ou esféricas ndo
se mostra pratico ou adequado. No calculo numérico do fluxo sobre um semi cilindro,
conforme a Figura 1 observa-se que a fronteira da Figura ndo coincide com as linhas
coordenadas da malha estruturada, de modo que essa malha néao é adequada para
esse problema. (VERSTEEG; MALALASEKERA, 2007)

Malhas cartesianas sao exemplos de um método estruturado. Como caracteris-
ticas de uma malha estruturada, tem-se:

* 0s pontos nodais sdo posicionados nas interse¢des das linhas coordenadas.

* 0s pontos nodais interiores (que ndo estao posicionados nos contornos) possuem
um numero fixo de pontos nodais vizinhos.

* 0s pontos nodais podem ser mapeados dentro de uma matriz, sua localizagdo na
malha e na matriz é fornecida por indices (comumente i,j em problemas 2d e i,j,k
em problemas 3d).

Os métodos em CFD para geometrias complexas podem ser classificados em
malhas ndo-ortogonais (malhas curvilineas) estruturadas e em malhas ndo-estruturadas.

LA

N
[ \
; |

FIGURA 1 — Grade cartesiana para prever o fluxo em um semi cilindro



13

Malhas n&o-ortogonais estruturadas (ou malhas coincidentes com o corpo /
com a fronteira do dominio) sdo baseadas no mapeamento do "dominio de escoa-
mento" sobre o "dominio computacional” com um formato simples. Nota-se contudo,
gue encontrar um mapeamento viavel pode se tornar complicado para geometrias com-
plexas. Neste caso, pode-se recorrer a subdivisdo do dominio em diferentes subregides
ou blocos, cada qual apresentando uma malha em separado que devera ser unida
corretamente aos seus vizinhos. Tem-se neste caso as malhas estruturadas por blocos.

Uma generalizacao da técnica de malhas estruturadas por blocos € o caso de
malhas nao-estruturadas, para as quais cada bloco é formado por um Unico elemento
(ou célula). Malhas nao-estruturadas garantem uma flexibilidade geométrica ilimitada e
sdo empregadas para escoamentos em geometrias complexas, sendo atualmente a
mais empregada técnica em CFD industrial.

Nessas malhas ndo-estruturadas deve-se, de alguma forma, guardar todos os
vizinhos de cada vértice ou elementos. (SHEWCHUK, 1992)

Malhas estruturadas possuem como vantagens a obtencdo de matrizes di-
agonais (devido a ordenacéao), solvers mais faceis de serem desenvolvidos e mais
eficientes e suas equacgdes governantes sao descritas de modo mais simples. Ja as
sua desvantagen é a adaptabilidade para geometrias mais complexas.

No caso de uma malha estruturada mas nao-ortogonal, tem-se como vantagens
uma maior adaptabilidade para geometrias mais complexas, também se obtém matrizes
diagonais com solvers disponiveis e eficientes. Como desvantagens se tem a obtencao
de equacdbes governantes de forma mais complexa, maior tempo de geracao (devido
ao mapeamento que deve ser realizado) e em alguns casos, esse mapeamento é
impossivel devido a complexidades geométricas.

No caso de uma malha ndo-estruturada, tem-se como vantagens uma maior
versatilidade e adaptabilidade para qualquer complexidade geométrica e uma facilidade
de refino local de malha, para pontos de maior interesse (como regides de recirculagao,
camadas-limite entre outras). As desvantagens sédo uma maior complexidade na discre-
tizacdo e a obtencédo de matrizes ndo-diagonais, que devem ser resolvidas usando-se
solvers mair gerais e, portanto, menos eficientes.

1.1 ACURACIA NUMERICA

A acuracia numeérica na area de dindmica de fluidos computacional vem
tornando-se muito importante na engenharia (JURETIC; GOSMAN, 2010). O mé-
todo mais usado para resolver problemas de fluxo de fluidos é o método dos volumes
finitos (FVM), que sera discutido no Capitulo 2.

O erro de discretizacdo € uma classe de erros muito importante no FVM.
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Existem varios trabalhos cujo objetivo é estimar tal erro de discretizagdo (MUZAFERIJA,
2014) (JASAK, 1996). Esse erro pode ser usado para motivar o refinamento da malha
de modo a se controlar o valor do erro.

Existem analises de varios esquemas de discretizacao que incluem a influéncia
da qualidade da malha na solucao devido a varios parametros dessa malha. O erro
de discretizacao é também influenciado pelos tipos de células da malha (JURETIC;
GOSMAN, 2010). Tal erro afeta os termos de conveccao e difusdo para diferentes
formatos de volumes de controle, No presente trabalho serdo consideradas apenas
células triangulares pois sao o tipo mais usado por poderem ser geradas com uma
triangularizacao de Delaunay. O capitulo 2 apresenta o método dos volumes finitos
(FVM) e a deducao para o erro de discretizacao do termo de conveccéo e difusdo. De
modo a se escrever as equagdes em um novo sistema de coordenadas é apresentada
a teoria necessaria para tal conversao comecando no capitulo de Transformacéao de
Coordenadas e depois, com a malha gerada, no capitulo Difusao de calor 2D em regime
permanente. A geragdo de malhas nao estruturadas é mostrada no capitulo 4.

1.2 OBJETIVOS

Aumentar a acuracia da solugao numérica através do processo de suavizacao
usando-se a técnica de remesh’ que consiste em um reposicionamento dos vértices
interiores ao dominio computacional. Esse dominio computacional adotado € conhecido
como dominio em formato L. Deve ser aplicado varios algoritmos de suavizacao de
modo a se identificar o melhor para tal dominio computacional com relagdo a um
problema de difusdo de calor 2D.

1.2.1  Objetivo Geral

Aumentar a acuracia de uma solucao usando-se o método dos volumes finitos
através da suavizagao de uma malha ndo estruturada usando-se diferentes técnicas de
suavizagao.

1.2.2 Objetivos Secundarios

1. Criacdo da malha nao estruturada usando-se a triangulacao de Delaunay;
2. Degradar a qualidade dessa malha;
3. Executar varios algoritmos de suavizagao nessa malha;

4. Comparar os resultados obtidos.
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1.3 IMPORTANCIA DO TRABALHO

Raramente um algoritmo de geracao de malhas ira ser capaz de definir uma
malha que seja ideal sem alguma forma de poés-processamento para melhorar a
qualidade geral para uma malha. (SALAMA; ALlI, s.d.) Logo existe a questao de definir
qual método de suavizagao aplicar na malha gerada levando-se em conta também o
custo computacional de modo a se obter 0 método com o melhor custo-beneficio para
a simulacdo computacional em questédo. Portanto, a determinagéo de tal método se
mostra uma tarefa de grande importancia em malhas de grande escala.

1.4 ORGANIZAGAO DO TRABALHO

Este trabalho esta dividido em 10 capitulos, incluindo-se esta introducédo. O
Capitulo 2 traz uma revisdo da literatura sobre o método dos volumes finitos (FVM),
usado na resolugdo do problema de transmissao de calor 2D, mostra-se as suas
vantagens e motivagdes de uso e a deducdo do método. O Capitulo 3 apresenta a
teoria para a transformacao de coordenadas do dominio fisico (x,y) para o dominio
computacional (¢,7n). O Capitulo 4 define as malhas nédo estruturadas, a motivagao
para o seu uso e a discretizacao usando-se o FVM. Também é mostrado a geracao
de malhas triangulares, foco do trabalho e métodos de triangulagdo. O Capitulo 5 é
dedicado aos métodos de suavizagdo de malhas nao estruturadas com foco em malhas
triangulares. No Capitulo 6 € mostrado a deducdo para a equacao discretizada da
difusao de calor 2D em regime permanente. No Capitulo 7 € apresentado a teoria de
algoritmos genéticos, usada no método desenvolvido para a suaviza¢ao da malha. O
Capitulo 8 possui o desenvolvimento do projeto. O Capitulo 9 apresenta uma analise
dos resultados gerados. O trabalho finaliza com as conclusdes da pesquisa no Capitulo
10.

1.5 METODOS DE TRIANGULACAO
1.5.1 Triangulacdo de Delaunay
A triangulagé@o de Delaunay otimiza simultaneamente os seguintes critérios:
» Maximizacdo do minimo angulo interno dos triangulos
* Minimizagdo do maximo circuncirculo das arestas

* Minimizagdo do maximo minimo circulo de conteng&o das arestas

A tarefa basica de um triangulador de Delaunay é gerar uma malha de triangu-
los, a partir de um conjunto de pontos dados, que respeite os critérios citados. Esses
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trés critérios em conjunto garantem a geracéo de boas malhas tanto para os métodos
numéricos que utilizam volumes centrados nos elementos quanto para os métodos com
volumes baseados nos vértices.

Essa triangulagéo, todavia, pode também apresentar caracteristicas ndo ade-
qguadas para a simulacdo numérica e a principal delas ocorre quando existem quatro ou
mais pontos co-circulares no conjunto de pontos fornecidos. Nessa condic¢ao singular,
a triangulacao de tais vértices ndo é Unica e contém arestas cruzadas, o que invalida a
triangulacgao.

Os métodos de triangulacao de Delaunay podem ser divididos em dois grandes
grupos:

« Diretos: Tém como caracteristica basica o conhecimento de todos os vértices que
fardo parte da triangulacao;

* Incrementais: Necessitam da triangulacéao atual e do novo vértice que sera adicio-
nado

Os métodos diretos possuem o inconveniente de necessitar refazer a triangula-
¢ao quando um novo ponto é adicionado. Deste modo, os métodos diretos possuem
o inconveniente de que ao se precisar refinar ou buscar uma malha com melhores
caracteristicas de simulacao, toda a triangulacao deve ser refeita. Pode-se usar méto-
dos diretos na construcéo da triangulacéao basica e métodos incrementais na fase de
refino e adaptacao, pois estes ultimos tém operagdes apenas locais, nao interferindo
na malha globalmente.

Algoritmos mais conhecidos para a triangulagdo de Delaunay:

* Incremental (LAWSON, 1972)
* Divide-and-conquer (LEE; SCHACHTER, 1980)

» Plane-Sweep (FORTUNE, 1987)

1.5.2 Meétodos de triangulacao geral

Entre os métodos de triangulagdo geral, o0 mais empregado é o chamado
avanco de frentes. A etapa inicial é a divisdo do dominio em partes simplesmente
conexas feita, em geral, pelo préprio usuario, com base na geometria e no problema
fisico a ser simulado. Definidos os subdominios, camadas de pontos sdo adicionadas,
uma a uma, partindo-se da fronteira em direcao ao centro. Com a adicao dos pontos,
qualquer método de triangulacdo pode ser aplicado. Essa metodologia cria elementos
de boa qualidade perto das fronteiras, mas enfrenta dificuldades quando duas frentes
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com grandes diferengas de tamanhos de elementos se encontram, pois dificilmente sera
possivel criar elementos de qualidade aceitavel nessa regidao. O método é, portanto,
muito sensivel a escolha das frentes e do tamanho dos elementos.

1.6  MELHORAMENTO DA MALHA E ADAPTABILIDADE

Os métodos de melhoramento séo aplicados a uma malha apds o processo de
geracao e baseiam-se fundamentalmente, no movimento dos n6s da malha, procurando
melhorar angulos, formas e areas dos elementos. Nao existe consenso na érea sobre a
definicdo de quais operagdes sao classificadas como de melhoramento de uma malha.
Na area numérica, por exemplo, o melhoramento é interpretado como operacdes que
suavizam a malha e melhoram sua qualidade sem a alteracdo do niumero de elementos.
Por outro lado, em geometria computacional, como sempre existe uma primeira malha,
sempre grosseira, gerada com os pontos de fronteira, a obtencdo da malha final é
interpretada como uma operagcao de melhoramento, quando na realidade é o proprio
processo de geragéao feita através do refino de uma malha inicial.

A distin¢ao entre refino e adaptacdo de uma malha também néo € clara na
literatura. O refino, logicamente, pressupde a reducao do tamanho dos elementos e
€ associado a um processo apenas do gerador, independente do simulador, e que
provoca, em geral, um aumento no numero total de elementos. Quando o refino é
realizado através de um critério recebido do simulador, a operacéo é conhecida como
de adaptacao de malha. A adaptacao de malha é feita com base em critérios como a
magnitude dos gradientes (capturas de ondas de choque, por exemplo), a magnitude
dos erros de truncamento, entre outros. Portanto, melhoramento da malha, refino e
adaptabilidade sao operacdes que podem estar ligadas entre si, e nem sempre sao
definidas com clareza.

1.7 GERAGAO DE MALHAS NAO ESTRUTURADAS

Segundo (SHEWCHUK, 1992), a geracdo automatica de malhas nao estru-
turadas consiste em dividir um dominio fisico com uma geometria complicada como
por exemplo, um motor, vasos sanguineos ou 0 ar ao redor de uma asa de aviao
em elementos menores, que podem ser triangulos ou retdngulos no caso de duas
dimensodes. Milhdes ou até mesmo bilhdes de elementos podem ser necessarios.

Uma malha deve satisfazer requisitos que sdo um pouco contraditérios: ela
deve se conformar com o formato do objeto a ser simulado; seus elementos nao devem
ser nem muito grandes nem muito numerosos; pode ser necessario uma variacao de
elementos pequenos para grandes em uma distancia relativamente pequena; e ela
deve ser composta de elementos que sejam do formato e tamanho corretos.
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FIGURA 2 — Elemento conforme

Pode-se dizer que o formato correto incluem elementos que sdo quase equilate-
rais e equiangulares excluindo elementos que sejam longos e finos, como por exemplo
do formato de uma agulha. No entanto, algumas aplicagdes requerem elementos ani-
sotrépicos que sejam longos e finos para modelar fendmenos fisicos que requerem
anisotropia como o fluxo de ar laminar sobre a asa de um aviao.

1.7.1 Malhas

Malhas sdo categorizadas de acordo com a sua dimensionalidade e escolha de
elementos. Malhas triangulares, malhas tetraédricas, malhas quadrilaterais e malhas
hexaédricas sdo nomeadas de acordo com o formato de seus elementos. Os elementos
de duas dimensoes (triangulos e quadrilateros) servem tanto nos modelos com dominio
em duas dimensdes quanto em malhas de superficie embutidas em trés dimensdes,
que sédo prevalentes na computagao grafica.

Elementos quadrilateros sdo poligonos de quatro lados; seus lados nao pre-
cisam ser paralelos. Elementos hexaédricos sao poliedros parecidos com tijolos, no
entanto suas faces ndo precisam ser paralelas ou mesmo planas. Malhas mais simples
(triangulares e tetraédrica) sdo muito mais faceis de serem geradas, no entanto para
aplicagbes praticas, malhas quadrilaterais e hexaédricas oferecem maior acuracia na
interpolacéo e aproximacgoes.

Algumas aplica¢coes podem usar malhas formadas principalmente de hexago-
nos em que alguns elementos como tetraedros, piramides etc preenchem regides onde
o algoritmo de geracao de malhas n&o consegue produzir bons hexaedros.

Os elementos que formam a malha devem cobrir todo 0 dominio mas sem
sobreporem-se. Para a maior parte das aplicacdes suas faces devem se interceptar de
modo que se dois elementos se interceptam, sua intersecéo é um vértice ou uma face
inteira. (Formalmente, uma malha deve ser um complexo celular.) conforme a Figura 2.

O problema da geragao da malha se tornaria mais facil se ndés permitissemos
elementos nao conformes como a Figura 3. No entanto esses elementos normalmente
pioram a solugao numérica dos problemas, logo raramente sdo usados.
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[ o

FIGURA 3 — Elemento ndo conforme

O objetivo da geragédo de malhas é criar elementos que se conformam com o
formato e com a geometria do problema e obedecam a restricbes em seu tamanho e
formato.

Nas malhas, tem-se que as fronteiras existem de modo a se poder aplicar as
condi¢Oes de contorno para a equacgao diferencial parcial e para permitir a descontinui-
dade nas propriedades fisicas, como por exemplo diferencas na condutividade de calor.
Uma fronteira, deve ser representada pela unido de duas faces na malha. Elementos
nao podem cruzar essa fronteira, e no local onde dois materiais se encontram, suas
malhas devem ter faces equivalentes. Esse requisito faz com que a geracéo de malhas
seja mais dificil se 0 dominio possuir angulos pequenos.

1.7.2 Elementos desejados

Um bom elemento de malha deve seguir varias restricdes de modo a produzir
um bom resultado numérico. Entre essas restricoes esta o formato dos elementos,
qgue no caso de elementos triangulares deve ser o mais equilatero possivel de modo a
diminuir erros de interpolacéo.

A triangulacao de Delaunay para um conjunto de pontos discretos P em um
plano € uma triangularizagao que faz com que nenhum ponto em P esteja dentro do
circuncirculo de qualquer triangulo formado pelo algoritmo.

A triangularizacdo de Delaunay maximiza o menor angulo de todos os angulos
criados pela triangularizagdo. O nome desse método vem de Boris Delaunay em seu
trabalho no tépico em 1934.

Para um conjunto de pontos em uma mesma linha, ndo existe triangularizagéo
de Delaunay (a no¢ao de triangulo nesse caso é degenerada). Para quatro ou mais
pontos em um mesmo circulo (por exemplo os vértices de um retanculo) a triangula-
rizagao nao € unica, pois cada um dos possiveis triangulos que dividem o quadrado
satisfazem a "condicdo de Delaunay", ie., a conficado de que os circuncirculos de todos
os triangulos tenham interiores vazios.
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2 VOLUMES FINITOS

2.1 INTRODUCAO

Na ciéncia e engenharia, modelos matematicos sdo desenvolvidos de modo a
ajudar a entender um dado fenémeno fisico. Esses modelos frequentemente geram
equacdes que contém alguma derivada de uma funcao desconhecida. Temos que
essas equacoes sdao chamadas de equacgdes diferenciais. (NAGLE R. KENT , B. SAFF
EDWARD , DAVID SNIDER, 2012).

Esses modelos matematicos, desenvolvidos na area da mecanica dos fluidos,
possuem como objetivo entender um fenémeno fisico que nem sempre podemos medir
ou observar, e portanto, compreender completamente. (MAZUMDER, 2015)

Por outro lado, o desenvolvimento de uma ferramenta de simulacao pressupde
que ndés podemos entender um fenémeno fisico bem o suficiente para modela-lo.
Felizmente, sabemos que todos os processos fisicos sdo governados pelas mesmas
leis de conservacao universais.

Por exemplo, podemos néo entender completamente as interagdes que geram
fluxos de ar turbulentos em uma aeronave, mas sabemos que nao importando a
complexidade desse fen6meno, as leis de conservacao de massa, momento (linear e
angular) e energia existem. Na maioria dos casos, as equagdes diferenciais parciais
podem ser interpretadas como a manifestagao dessas leis de conservacao. Portanto,
apos a solucao de tais equacdes em um dominio computacional, a solucao final deve
satisfazer as leis de conservagao globalmente, assim como localmente.

O método dos volumes finitos € um método de discretizagdo adequado para
a simulagao numérica de varios tipos de leis de conservacgéo. Este método tem sido
usado em muitos problemas na engenharia como na mecanica dos fluidos, transferéncia
de calor e massa e na engenharia de petréleo.

Ele pode ser utilizado em geometrias arbitrarias usando-se malhas estruturadas
ou ndo-estruturadas. Outra grande vantagem do método € a sua propriedade de
conservagao de fluxos entre uma célula e a sua vizinha, o que faz 0 método ser muito
atrativo para problemas em que o fluxo de uma grandeza tem importancia, como no
caso da mecanica dos fluidos.

O método dos volume finitos, inicialmente, usava malhas estruturadas, no
entanto, essas malhas estruturadas n&o sdo adequadas para muitas geometrias que
aparecem na pratica da engenharia, pois é muito dificil a geracdo de malhas estrutura-
das de boa qualidade com o refinamento adequado apenas onde for necessario para
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aumentar a acuracia da solucédo usando-se um numero razoavel de células. O método
dos volumes finitos opera em células com qualquer formato, o que facilita o processo
de geracao de malhas, pois pode-se usar células com formatos arbitrarios. (JURETIC;
GOSMAN, 2010)

2.2 CONCEITOS DE ELEMENTOS E VOLUMES DE CONTROLE

O conceito de elementos nao é tradicionalmente usado no método de volumes
finitos pois basta definir volumes de controle para a integragdo das equagdes governan-
tes e posterior aproximagdes pertinentes ao processo de discretizagdo. (VERSTEEG;
MALALASEKERA, 2007)

Os elementos no FVM s&o sempre definidos em fun¢do da malha criada pelo
gerador de malhas que envolvem o dominio computacional, esse elemento € um ente
geométrico que cobre todo o dominio computacional sem superposi¢ao e sem pedacgos
nas fronteiras.

Os volumes de controle séo criados tendo-se por base os elementos criados.
Existem duas classes basicas de métodos de determinacao dos volumes de controle,
baseadas na relatividade geométrica entre volumes e elementos:

» Volumes centrado ou célula centrada (cell-centered): as informacgdes (variaveis
de interesse) sao determinadas no centro (geométrico) do volume de controle,
gue coincide com o elemento de malha. Esta é a construcao classica de volumes
finitos, em que os pontos de integracéo se localizam no centro das faces como
na Figura 4a

» Volume de controle baseado no vértice (vertex-based control volumes): o volume
de controle é construido com seu centro coincidente a um né da malha, ou seja,
a um vértice do elemento de malha. Cada volume de controle é constituido por
partes (subvolumes de controle) dos elementos vizinhos, aos quais pertence o né
empregado como centro do volume, onde sdo armazanadas as informagdes. Uma
metodologia para geragao dos volumes, conhecida como método das medianas,
consiste em ligar os centroides dos elementos aos pontos médios de suas faces
como na Figura 4b

2.3 METODO DOS VOLUMES FINITOS PARA O PROBLEMA DA DIFUSAO 2D

As equacbes governantes da mecanica dos fluidos, também chamadas de
equacdes de Navier-Stokes sdo um conjunto de equagdes diferenciais que descrevem
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(a) Volume Centrado (b) Volume Baseado no vértice

FIGURA 4 — Criacao de Volumes de Controle

0 escoamento de fluidos. Tais equagdes podem ser escritas de forma geral por uma
equacéao de transporte 2.1:

(%w-w«w) V(DY) + S, (2.1)

Nessa equacao temos os seguintes termos, em que ¢ é uma propriedade
tensorial considerada continua no espaco, por exemplo temperatura:

¢ . .
5 - taxa de aumento de ¢;

i - V¢: termo convectivo de ¢;

V - (I',V¢): termo difusivo de ¢;

S, fonte de ¢;

I': coeficiente de difusao

Se agora fizermos ¢ = u, entdo I', = pe S, = —Vp + pg e assim teremos
a equacao de Navier-Stokes 2.2 que é a equacao de transporte para 0 momento ou
velocidade.

it
p (6_1; + - Vﬁ) = —Vp+ puV3i + pg (2.2)
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O método dos volumes finitos € conservativo localmente porque ele é baseado
em um balanco local escrito para cada célula de discretizacédo, também chamada de
"volume de controle". Se pegarmos uma equacao de Poisson, temos que matematica-
mente, o lado esquerda dessa equacéo ird descrever um processo de difusao, enquanto
que o lado direito descreve um processo de geracao, por exemplo:

§=—kVT (2.3)

q representa o fluxo de calor devido a diferenca de temperatura

J=—-DVY (2.4)

J representa o fluxo de massa devido a diferenca de massa

j=—-0V¢ (2.5)
j representa o fluxo de corrente devido a diferenca de tenséo

Se agora, considerarmos a conservagao de energia em um corpo sélido, e
assumindo que:

« O Unico modo de transferéncia de calor é por conducao
» Nao é realizado trabalho pelo ou sobre o sistema

» Estado estacionario

Nesse caso, podemos reduzir a conservagao de energia em:

Taxa de transferéncia de calor para o volume de controle + taxa de calor gerado
dentro do volume de controle = taxa de transferéncia de calor para fora do volume de
controle.

Matematicamente, escrevemos como:

Q'in + Qg;en - Q;ut (26)

Dado um volume V;, com uma area de superficie S, podemos denotar ¢ como
o vetor de fluxo de calor (devido a conducao) e ¢- 77 como a componente do vetor de
fluxo normal a borda do volume.
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Desse modo temos que [, 7 - ndA representa o total de calor sendo transfe-
rido pela fronteira do volume de controle (Q... — Q) €, substituindo na equagéo de
conservagao da energia 2.6 temos:

Qgen = / 7-ndA = / GgendV (2.7)
S %4

Utilizando o teorema da divergéncia de Gauss podemos chegar a:

/qgendV:/(j~ﬁdA:/V-cde (2.8)
14 S \%

Combinando ambos os termos, temos:

/V (V- G = dgen)dV = 0 2.9)

Como o termo dV néo é igual a zero, isso implica em:

V'(T— QQenZO (210)

Como, nesse caso o fluxo de calor € devido apenas a conducéo, podemos
expressar ela em termos de temperatura usando a lei de Fourier da transferéncia de
calor por conducéo, ¢ = —kVT.

Substituindo na equacéao 2.10 temos que:

Vg —dgen =V - (=kVT) = gen = 0 (2.11)

Rearranjando:

V- (kVT) = —qgen (2.12)
Considere a seguinte equacao de difusao na forma generalizada da equagéo

de Poisson:
V- (I'Vg) =S, (2.13)

Temos que I" € conhecido como a propriedade de transporte, e sendo um
escalar, segue que:

Vo = ( a—¢z+r?j réﬁ«) =J (2.14)
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O fluxo é ¢

Segue agora que o divergente dessa expressao fica:

(0. 0. D 8- Od~ O
v-(rw)_(axz 5y azk:) <Faxz+Fayj+F82k>

0 (00N 0 (00 , O (L0
—a—x(F%)%—y(Fa—y)*%(F&)

Portanto, a equacéo inicial, em coordenadas cartesianas, pode ser escrita

0 (.0¢ 0 (0 0 (00
5 (150) + 5y (05 + e (750 = (216

Ou de forma resumida voltando para o exemplo da transferéncia de calor:

(2.15)

como:

VT = e (2.17)

No método dos volumes finitos, deve-se integrar a equacao governante sobre
um volume de controle antes de se fazer as aproximacdes das derivadas. Desse modo
temos:

V- (DVe)dV = / SydV (2.18)

Vo Vo

Se agora aplicarmos o teorema da divergéncia de Gauss no lado esquerdo
dessa equacao, temos:

/Vv-(rv¢)dvz/ v-(*)dV:/Sf-ﬁdA (2.19)

Vo

Sendo J um vetor de fluxo e 7 € um vetor normal que aponta para fora do
elemento de area dA.

No método de volumes finitos, todas as informagbes sdo armazenadas no
centro das células.

Uma hipétese critica que deve ser aceita, é a de que o valor da quantidade
analisada nesse interior da célula é igual a média dessa quantidade em todo o volume.

Sob essa hipotese, temos que a média de S, no volume pode ser adquirida
com o seu valor no centro da célula, portanto:

/ S¢dV ~ S(b,()‘/b (220)
Vo
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FIGURA 5 — Grade para o FVM

O resultado final da expressao € dado por:

/ (T'V¢) - AdA = S,V (2.21)
S

A equacéo 2.21 para volumes finitos é valida para um volume de controle de
formato arbitrario, nota-se que ela € na verdade uma equacéo integral e portanto é
chamada de forma fraca da equacéao.

No contexto da resolucdo do FVM computacionalmente, temos que os volumes
de controle séo limitados por um numero finito de faces planas (em 3D) ou de faces
lineares (em 2D). Portanto temos que a integral pode ser substituida por uma soma
discreta sobre essas faces, resultando em:

Y JngAs =3 Tp(Ve)s-igAs = SeoVhy (2.22)
7 i

Nota-se que nao é feita nenhuma consideracdo com relacéo ao formato ou
tamanho do volume de controle.

De modo a continuar com a discretizacdo da equacao, deve-se aproximar o
gradiente de ¢ em termos dos valores de ¢ no centro da célula, para isso usa-se a
seguir um exemplo de um pedaco de uma malha como na Figura 5.

Considerando a malha da Figura 5, tem-se que a equacéo expandida fica
como:

Fe(V@)e - neAe +Twy(VO)w - A + Tn(Vo) - 1, Ay + Ts(Vo)s - nsAg = Sp Vo (2.23)

Para essa malha, temos que:
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Vo= AzAy (2.24)
A= A, =Ay (2.25)
A, = A=Az (2.26)
Também podemos dizer:
Ne= 1 (2.27)
N = —1 (2.28)
fp = (2.29)
hs= —j (2.30)

Considerando a definicdo de gradiente particularizada para a face e, chegamos

A 8¢A aqu (992% 5 %
(V¢)e'ne— (a—xl—i-a—y]-i-%k) - = ( )6 (2.31)

Temos um termo similar para os outros trés termos.

Logo a equacéao governante fica como:

I, % Ay —T, @ Ay+T, % Ax — Ty % Ax = Sy 0AzAy  (2.32)
oz / ox /), ox ), or /, ’

O préximo passo € expressar as quantidades nas faces (e,w,n,s) em termos
das quantidades nos centros das células (E,W,N,S).

Normalmente, de modo a se obter o coeficiente de transporte nas faces, usa-se
uma interpolagao linear, para uma malha uniforme para a face e, fica como:

I'p+To
2

T, (2.33)

Para expressar a derivada de primeira ordem em termos de valores no centro
das células, é empregado a expansao em série de Taylor:

B Az 0 (Ax/2)? 0%¢ (Ax/2)2 03¢

1 TR Y] B R =) s (2.34)
B Az ¢ (Az/2)? 5%¢ (Az/2)3 D3¢

00 =0 5 o T | T T e (2.35)
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Subtraindo 2.35 de 2.34 chegamos a:

(Az/2)° ¢
3 0r®

0
¢E—¢OZA$8—¢‘ +
xe

(2.36)

e

Rearranjando a equacao 2.36 chegamos no chamado "Central Difference
scheme™:

9¢
ox

=90 (Ax)*0¢
Az 24 Ox3

(2.37)

€ €

Nota-se que essa aproximacao é de segunda ordem.

Substituindo a expressao para a aproximagao numérica da derivada de primeira
ordem e os coeficientes de transporte na equagéo governante discretizada pelo método
dos volumes finitos temos:

I'e+To (¢ — ¢o I'w+To [(¢0— ow I'n+To (¢on — ¢0
2 < Ax )Ay 2 ( Ax )Ay—l— 2 ( Ay )Ax

Ts+To (00— ¢s
2 Ay

) Az = Sy 0AzAy
(2.38)

A equacéo 2.38 pode ser reescrita em um formato que ira gerar uma matriz
penta-diagonal no seguinte formato:

apPp = awdw + apPp + andn + asps — bp (2.39)

Cujos coeficientes sao:

ap = (Sgtlony + Doy + oAy + Do ng ) (2.40)
oy — Leilo (2.41)
ay = %Ay (2.42)
ay = %Am (2.43)
ag = %Am (2.44)
bp = SeoArAy (2.45)

Considerando a figura 6(onde w é conhecido), com uma condi¢cao de contorno
de Dirichlet, temos que fazer as aproximacodes das derivadas usando-se da série de
taylor.
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2.3.1 Série de taylor

A série de taylor € uma série de fun¢des da forma:

Z an(x — x0)" (2.46)
n=0
Em que:
1
ap = —,A;@ (2.47)
n.
e
nA
A — 4 (2.48)
dxm™

A equacao 2.46 pode ser reescrita na forma:

Ay = Ap AL N”HA@;(:“ sz> +Agﬁ%+... (2.49)

O valor de A, é exato se forem considerados os infinitos termos da série de
Taylor. A equacao 2.49 aplicada aos n6s WW, W, E e EE, a partir do pontos P da
figura 5, resulta em:

. _h2 _h3
AE:AP+A§Dh+A§§§+A§?E+... (2.50)
, 2 h3
Ay :AP—A}DthA}; — A% — 5 + ... (2.51)
AgE = Ap + Ap2h + AB2h +APT+"' (2.52)
7 [ 2 2224h3
AwW = Ap — Ap2h + AR2h" — AP Py + .. (2.53)
Em que:
h=xp—xw =xp —xp = ... = constante (2.54)

Nota-se que as equacdes 2.50 a 2.53 sao expressoes que relacionam o valor
de A armazenado nos pontos WW, W, E' e EE, com o valor de A armazenado no
ponto P e suas derivadas.
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2.3.1.1  Aproximagdes para a derivada

Se subtrairmos a equacao 2.51 da equacgao 2.50, temos que:

Ap = (Aeps—2)p + €(\ops—2)p (2.55)
Em que:
. Ap — A
(Acps—a2)p = % (2.56)
e
, . h2 ha A
€Nops-a)p = —Np e = Mppos = Ap oo — - (2.57)

Essa é conhecida como aproximagcdao CDS-2 (Com Diferenca Central de 2
Pontos), e percebe-se da equagéo 2.57 que essa aproximagao possui um termpo de
erro que apresenta uma orderm 2.

Seguindo 0 mesmo raciocinio da se¢ao anterior pode-se rearanjar as equacoes
2.50 a 2.53 de modo a se obter a aproximag¢do DDS-4 (Com 4 Pontos a Jusante), nesse
caso considera-se apenas os pontos a leste (E) nas equacgoes.

N

FIGURA 6 — Condicdes de contorno
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Continuando a discretizacao da equacao 2.39, teremos que a aproximagao
numeérica da derivada com relagao a face w nao pode mais ser feita com CDS-2 pois
nao existe outra célula a oeste dessa.

Pode-se entdo usar a aproximacdo DDS-4 para essa derivada de modo a
manter a equagdo com um erro de segunda ordem.

9¢
oz |,

990 — ¢ — 8¢y (Ax)? ¢
N 3Ax 9 023

(2.58)

w

Substituindo agora a equagéo 2.58 que é a expressao para a derivada do fluxo
em relacédo a = na face w na equacgao 2.32 tem-se:

A Ao 9
{F% o w} s {Fﬁy

9¢
— F(?_y

} Ax = Sy ,AxAy (2.59)

€ n S

cI>E—<I>o_F 9¢0_¢E_8¢w}Ay+{P Py —Po . Po—Pg

r Axr = AzA
{Fe Ax 3Ax Ay Ay } T = Ss0ATAY
(2.60)

Rearranjando-se a equagéao 2.60 e aplicando a condi¢@o de contorno ¢,, = ¢jest
temos:

_ ( F; + F_wx) Ay} br (2.61)

/T, I, 8D, A
(@)oo |(55) o] s = s [55 o

Nesse caso teremos que a matriz da equagao com relacao a essa condi¢ao de
contorno continuara sendo penta-diagonal, e a informacao da condigao de contorno
ficara no termo fonte correspondente.

Ja para o caso da condicdo de contorno de Neumann, teremos apenas que
substituir na equacao 2.32 o valor para o fluxo correspondente que ja é conhecido.

2.4 ANALISE DE ERROS NO METODO DOS VOLUMES FINITOS

Na solucao do FVM temos que considerar o erro de discretizagdo gerado, essa
estimativa de erro ja foi realizado varias vezes e existe na literatura como em (JASAK,
1996) e (MUZAFERIJA, 2014).
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Segundo (JURETIC, 2004) tanto a qualidade da malha quanto o formato da
célula utilizado influenciam na acuréacia da solugao, que varia para o termo convectivo
e difusivo da equacéo diferencial a ser solucionada.

Na discretizagdo do método dos volumes finitos, uma importante propriedade
necessaria dessa discretizacado € que a solucao encontrada deve tender a solucao
exata dado que o numero de volumes de controle tenda ao infinito. Para isso ocorrer
deve-se satisfazer os seguintes requisitos:

» Consisténcia: O erro de discretizacao na solugao numérica deve tender a zero a
medida que o espagamento da malha tenda a zero.

 Estabilidade: A discretizacao é considerada estavel se ela ndo aumenta nenhum
erro durante o processo de calculo.

» Concervacao: O FMV é obtido com a integracao da equacao diferencial gover-
nante e, portanto, para propriedades conservativas deve obedecer as mesmas
leis de conservagao da equacao diferencial.

 Limitacao: Algumas propriedades fisicas ficam entre certas fronteiras, por exem-
plo a densidade nunca € negativa, logo deve-se ter como requisito que a discreti-
zacao nao gere valores impossiveis na fisica.

Nese trabalho sado consideradas apenas as malhas 2D com o formato de célula
triangular, pois este € muito comum e mais facilmente implementado. Outra limitacao
desse trabalho é a consideragao de apenas o termo difusivo.

Conforme foi mostrado, a partir da equacgéo 2.32, as derivadas dessa equacao
sdo aproximadas usando-se a geometria da malha, no caso com uma célula quadrada.
Logo tem-se que o formato da célula influencia na acuracia da solugéo. A partir da
geometria da malha, pode-se gerar as seguintes propriedades:

* Nao Ortogonalidade: Conforme a Figura 7a pode-se definir a ndo Ortogonali-
dade como o angulo ¢ entre o vetor d = PA e o vetor normal a face ab 7. Esse
angulo deve ser o menor possivel. A razao sera discutida posteriormente.

+ Assimetria de malha: Quando o vetor d ndo intercepta a face ab no seu centro,
a célula de malha é definida como assimétria conforme a Figura 7b. O grau de

assimetria pode ser definido como ¥ = %

« Uniformidade: Uma malha é uniforme quando o vetor d intercepta a face no meio
entre os nés P e A. A uniformidade pode ser medida como:

_ |z — oy

e d
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(a) Nao Ortogonalidade

(b) Assimetria

FIGURA 7 — Erros no volume finito

*s

FIGURA 8 — Erro do termo difusivo em malha nao ortogonal

portanto f, = 0.5 é o valor para uma malha uniforme. Esta propriedade afeta a
acuracia dos termos de gradiente.

2.5 TERMO DE DIFUSAO

A partir da equacao 2.32 considerando-se o termo de difusado, aplicando-se o
teorema da divergéncia de Gauss e a aproximacgao de que os gradientes nas faces séo
constantes (assumindo-se uma variacao linear da propriedade ¢) chega-se a:

V- (pUsV)dV = S (pLyVe)s =D (pLy)s(S - V), (2.62)

VP f

Onde o vetor S esta na Figura 8

Segundo a deducéo encontrada em (JURETIC, 2004) a ordem do erro do
termo de difusédo é igual a menor entre a ordem do erro de interpolagao e do erro de
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discretizagéo do termo gradiente dados por:

— A~ - ~ 2 d ~
Contepaason = ~ 3| E|(fo(1=L2) @ £ (V90) - gldlin (& £ (VTV6) )+ 1Bl £ (V90),.)
(2.63)

5]

6 cot apy

B fP 2 = (V990) 18 tamon T L1 (1= £k (- (7990),)
(2.64)

€snGrad = —

Onde d e k sdo vetores unitarios nas dire¢des de dek respectivamente. Verifica-
se da equacao 2.64 que essa sera de primeira-ordem exceto para o valor de f, = 0.5,
ou seja, para uma malha uniforme. Logo para uma malha uniforme a aproximacao se
torna de segunda-ordem. O erro também depende do angulo a e sera minimo quando
ay = 0, ou seja, quando a malha for ortogonal.
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3 TRANSFORMACAO DE COORDENADAS

Na transformacgéo de coordenadas, € necessario conhecer em quais parame-
tros estao embutidas as informacdes da forma e do tamanho real do dominio de calculo.
(MALISKA, 2004) Existem duas abordagens na transformagédo de coordenadas:

» 0 sistema de coordenada local (relacionado a malhas nao-estruturadas)

+ sistema de coordenadas global (relacionado a malhas estruturadas)

Seja f = f(&,n), onde f representa z,y,T...Neste caso:

of _0f0¢  0fon
oxr  0¢dx  Onox

of _ 005 0fon

- _ 7 s 3.2
dy 0£0y  Ondy (3.2)
Fazendo f = x na equacao 3.1 e f = y na equacgao 3.2, obtém-se:
1= xégz + Sﬁnﬁxo = y&&:fc + YNz
Resolvendo o sistema anterior encontra-se:
Ne = —YeJ (3.4)
J = (weyy — wqye) = 1) (3.5)

Onde na equacao 3.5 J é o jacobiano da transformagéo do sistema de coorde-
nadas.

Agora, fazendo-se f =xem 3.2¢e f =y em 3.2, tem-se:
0 = 2298y + gyl = yely + Yoy

Ao se resolver o sistema anterior, obtém-se:

gy - _an (36)

Ny = veJ (3.7)
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FIGURA 9 — Transformacao de Coordenadas

O determinante damatriz jacobiana da transformagéao de coordenadas € defi-
nida por:

Ne Ty

Tanto o Jacobiano quanto as métricas de transformacao (&, &, 7., n,) aparece-
rao nas equagdes diferenciais quando estas forem transformadas para o novo sistema
de coordenadas (&, 7).

Como os dominios sao discretos, existem dificuldades em se calcular as métri-
cas da transformagéo direta (&,, &, 1., 7,). Exemplo:

& = % € necessario conhecer a variacao 0x em uma linha de y constante.

Desde modo, para se contornar esta dificuldade, utilizam-se as métricas da
transformacéao inversa (x¢, z,, ye, y,), UMa vez que no espago transformado (¢, ) todas
as coordenadas sdo conhecidas a priori.

As relacdes entre as métricas da transformacao direta e inversa sdo dadas
pelas equacdes 3.3 e 3.4,3.6 ¢ 3.7.

O jacobiano da transformacéo inversa é dado por:

Te Ty

Ye Uny

J = = (zeyy — TyYsl) (3.9)

Substituindo-se as equacgdes 3.3, 3.4, 3.6 e 3.7 na equagéo 3.9, prova-se que:

J = (3.10)

1
J-1

Conforme a Figura 9 podemos chegar nas seguintes relacoes:
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€+ A —x(§) b

. A¢
Ou seja, b = z:A¢

y(€+ AL —y(§) _ a

=T R T

Ou seja, a = y: A

AL =Va? +b* = \/ygAngngrA? = A&y /xf + y¢

Ou, escrito de outro modo:

A = A&y (3.11)

em que:

v=ai+yE (3.12)

lo = FIEEZI -

Ou seja, ¢ = y,A,

Ou seja, d = 1,7,

AL, =V +d* = \/y%A%+x%+A% = Any /w2 + 92

Ou, escrito de outro modo:

AL, = Anva (3.13)

em que:

a =+ y; (3.14)

Para o célculo da area formada por AL, e AL, temos, conforme a Figura 10.
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AL, AA L

AL

FIGURA 10— Area

i j k
AA=|2eAE yeAE 0 = (weA&ypAn — 2y Anye Ak
rnAn ypA—n 0
Assim:
AA = wey, AEAN — 2,y AEAn
AA = (zeyy — Tyye) AEAN = JHAEAD
AA = AcAn (3.15)
J
No caso tridimensional, pode-se provar que o volume fisico (Av) é dado por:
Ay = 268187 (3.16)
J
Sendo o jacobiano dado por:
J = [Te(yYnzy — Yo2n) — Ty(Yaizy — Yy2e) + 4 (yezy — ynzi)]il (3.17)
3.1 TENSOR METRICO 2D
O Tensor métrico 2D é definido como:
921 g22 B«
Em que:
B = xexy + Yeyn (3.19)
Pode-se mostrar que o determinante do tensor métrico ¢ € dado por:
L (3.20)

9:J2
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Das equagbes 3.20 e 3.18, tem-se que:

1

ay— [ = 72

E da equacéo 3.15:
~ A&An
S = AA
Nesse caso,
A A2
J— 2 —
ay — ACAL
Logo:
AA? = (ay — B AE A
Contudo,
AA = ALAL,sin® = A& /yAnasin ©

Entao:

AA? = AEyAn*asin ©3
Igualando-se as expressoes para A A?:
(ay — BAEAR? = A2y An*asin ©3

ay — B = arysin ©2

ay(1 —sin ©%) = 5°

oy cos ©2 = 32
Ou segja:
B = \/aycosO (3.21)

No caso de sistema ortogonais, © = 7/2 = 90 e, portanto, 8 = 0. Deste modo,
S representa a ndo-ortogonalidade do sistema de coordenadas curvilineas. O valor
de © pode ser obtido para qualquer volume de controle ou malha, uma vez que ele é
funcéo de a, 5 e v que sédo fungdes das métricas.
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3.2 VETORES DE BASE COVARIANTES

Sao os vetores tangentes as linhas de € e .

Conforme a Figura 11 tem-se que:

(3.22)
Linha de n constante
FIGURA 11 — Definicdo de e¢
L TEHAY =T or
€ = AI?BO I =% (3.23)
Portanto,
€t = Tel + YeJ (3.24)
que é tangente a linha de n constante e analogamente:
En = Tyi + YnJ (3.25)
que é tangente a linha de ¢ constante.
Nota-se que, como i e j S840 unitarios, ¢; e ¢; N&o o séo.
€¢ - €¢ = :1:2 -+ yg =7 (3.26)
= - .2 2 __
€€y =T, +y, =« (3.27)
€ - €y = Teky + Yelyy = (3.28)

Como ja mensionado, se 5 = 0, o sistema é ortogonal.
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4 MALHAS NAO ESTRUTURADAS

4.1 GENERALIDADES

Uma malha nao estruturada pode ser considerada um caso limite de uma
malha multiblocos na qual cada volume individual é tratado como um bloco. A grande
vantagem no uso de malhas n&o-estruturadas reside no fato de que ndo existe nenhuma
estrutura (implicita) de linhas coordenadas que deva ser imposta a malha, o que permite
que a malha seja facilmente concentrada (refinada) onde necessério, sem que haja
desperdicio de memaoria computacional. Além disso, os volumes de controle podem
apresentar qualquer formato, ndo havendo restricbes quanto ao numero de volumes
que compartilham um vértice (no caso 2D) ou uma linha (no caso 3D). (VERSTEEG;
MALALASEKERA, 2007)

Usualmente, sdo empregados triangulos e quadrilateros no caso de proble-
mas bidimensionais, e tetraedros e hexaedros em problemas tridimensionais. Outros
formatos de volumes, no entanto, ndo sdo descartados.

O uso de malhas nao-estruturadas esteve inicialmente relacionado ao mé-
todo dos elementos finitos. Os trabalhos iniciais que empregam esse tipo de malha
com volumes finitos sdo: (THOMPSON, 1997), (BALIGA; PATANKAR et al., 1980) e
(BALIGA; PHAM; PATANKAR, 1983). Inicialmente, o método por eles empregado foi
denominado de "métodos de elementos finitos baseados no volume de controle"(control
volume based finite element methods - CVFEM). Segundo Maliska (2004), contudo,
tal denominacédo nao é precisa, uma vez que balancos de propriedades sao reali-
zados sobre um volume de controle criado a partir de elementos (de malha); desta
forma, a denominacdo mais adequada é a de "método de volumes finitos baseados em
elementos"(element-based finite volume methods).

Quando se trabalha com malhas nao-estruturadas, ndo ocorrem restricoes
quanto ao tipo de volume adotado (triangulos, quadrilateros, hexagonos, no caso 2D,
tetraedros, hexaedros, no caso 3D). Em diversas situagdes, sdo empregados diferentes
tipos de volume em diferentes regides do dominio. Malhas ndo-estruturadas possuem
como principal atrativo o fato de que permitem a discretizacdo de dominios arbitrarios,
com elevada complexidade. Pode-se, também, realizar refinamentos locais de malhas,
em regides que apresentam elevado gradiente de propriedades.

Existem duas formas de definir volumes de controle em malhas ndo-estruturadas:

» volumes de controle centrados nos elementos;

» volumes de controle baseados nos vértices.
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Ambas as formas sao encontradas na literatura.

No caso de volumes de controle centrados nos elementos, 0s n6s sao dispostos
nos centroides dos volumes de controle. O centroide ou centro de gravidade de um
volume, é definido como:

fvcxdv, — fvcydv_ fUCZdU (4.1)

Te =

N fvcdv’yc_ fvcdv’zc_ fvcdv

No caso bidimensional, tem-se:

[ xdv [ ydv
_ Juc . — Jwce . 4.2
xc fvc d’l] ’yc fvc d’lj ) ( )

No caso de tridangulos, pode-se provar que:

r1+ T2+ + Yo +
3 3
e
1 Y 1
2A =det \xy yo 1| = 1Yo + Toys + T3y1 — T3Y2 — Ty — T1Y3
r3 ys 1
ou seja,
1
A= §($1y2 + Toys + T3Y1 — T3y — Tay1 — T1Y3) (4.4)

Quando se emprega a metodologia de volumes de controle baseados nos
vértices, os nds sdo dispostos nos vértices dos elementos de malha, neste caso, torna-
se necessario construir os volumes ao redor dos centroides. Neste caso, o método
mais empregado é o chamado método das medianas. Deve-se conectar os pontos
médios dos segmentos de reta que formam os lados dos poligonos, no caso 2D, ou que
formam as arestas dos poliedros, no caso 3D, aos centroides dos poligonos/poliedros
correspondentes. Gera-se, assim, um volume de controle em cujo interior se encontra
o vértice do poligono/poliedro.

Sera abordado o método de volumes de controle centrados nos elementos,
uma vez que sua compreensao € mais simples e seus requerimentos de meméria sao
menores, uma vez que em uma malha sempre ocorrem mais vértices que centroides.
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A discretizacao em malhas ndo-estruturadas pode ser realizada partindo-se
da técnica basica de volumes de controle, na qual é empregada a forma integral das
equacodes de conservagao como ponto de partida:

0 . S S
at(pgb)dv+/ A-(pgbﬁ)dv:/ch-(FAgb)dv+/ch¢dv (4.5)

ve
As integrais volumétricas do termo transiente e do termo fonte podem ser
convenientemente estimados como o produto entre o volume do elemento de malha e
o valor apresentado no centroide do volume (no integrando).

A equagédo 4.5 apresenta, ainda, termos advectivos (p¢u) e difusivos (F&b).
Quando da auséncia de um sistema especifico de coordenadas, é necessario um
cuidadoso tratamento desses termos. Recordando-se do teorema da divergéncia de
Gauss, aplicavel a qualquer tipo de volume de controle:

/&-adv:/ﬁ.adA (4.6)
ve A

A integral de superficie deve ser realizada sobre a fronteira A do volume de
controle vc. A interpretacao fisica de 7 - a reside na componente do vetor @ na direcao
do vetor normal n (externo a superficie) para um elemento superficial infinitesimal dA.

A aplicagao do teorema da divergéncia de Gauss na equacgao 4.5 origina:

gt (p¢dv) /A - (poi)dA = /A A (TAG)dA + / S%du (4.7)

ve

Nota-se qua A indica a superficie total que envolve o volume de controle vc,
enquanto dA é um elemento infinitesimal de superficie. As integrais de superficie podem
ser avaliadas sobre todos os segmentos de reta (2D) ou elementos de area (3D) de
modo que a equacao 4.7 pode ser expressa como:

ot / podv) + ) / ni(ppi)dA =" /A . - (TAg)dA + / SPdv (4.8)

superficies superficies ve

No caso de regime permanente, tem-se:

o (bodA = [ A (TA ¢
/A i - (¢oid)dA /A i+ (TAG)dA + / St (4.9)

e entao,

/ n; - (ppu)dA =
AA;

/ n; - (CAg)dA + / S¢dv (4.10)
AA; ve

superficies superficies
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Para calcular-se as integrais de superficie, sdo necessarias expressoes para
os vetores de fluxo (p¢i) e (IA¢), assim como para as quantidades geométricas 7, e
AA; conforme a Figura 12.

a (xa,ya)

FIGURA 12 — Geometrias para célculos das expressoes

Na Figura 12, P é o centroide do volume de controle para o qual a discretizacao
é feita. O ponto A corresponde ao centroide do volume de controle vizinho e ¢, € um
vetor unitario (versor) na direcdo da linha que une os pontos P e A. A face i separa
os dois volumes de controle e a-b é uma linha que une os pontos a e b, vértices
compartilhados por ambos os volumes. As coordenadas dos pontos a e b séo (z,,v.) €
(zs, ), respectivamente, enquanto 7 e ¢, sdo, respectivamente, o vetor unitario normal
(direcionado para fora do volume) e o vetor unitario tangente a face i.

Considerando-se a face i, apresentada na Figura 13 temos:

FIGURA 13 —Faceii

Tem-se que a area de tal face é calculada como:

AA; = /(Ax)? + (Ay)? (4.11)
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Sendo:

Ax =z — 24 (4.12)

Ay =y, — Yo (4.13)

O vetor unitario normal a superficie i € definida como:

Ay A AZE ~
AAiZ_ AAZ-‘? (4.14)

n =

Na auséncia de uma estrutura de malha, é necessario criar uma estrutura de
dados para as informagdes geométricas, identificando a relagao entre vértices, indices
dos volumes, faces relevantes e volumes vizinhos (conectividades).

4.2 GERACAO DE MALHAS TRIANGULARES

Malhas com elementos triangulares (ou tetraédricos) séo malhas versateis que
podem preencher com facilidade dominios bastante irregulares, mas apresentam a
dificuldade de ordenagao que implica em matrizes de coeficientes sem a estrutura de
bandas.

Como qualquer tipo de malha, malhas triangulares devem obedecer a certos
requisitos, ou possuir certas propriedades, para que a solugdo numérica tenha qua-
lidade. As propriedades de uma malha sao definidas pelo nimero, forma e tamanho
dos elementos, sendo o tempo de CPU e a memdria utilizados para a geracao também
parametros importantes. Satisfazer os critérios de boa qualidade de malha e minimizar
o tempo de processamento sdo processos contrarios, pois melhorar a qualidade de
uma malha significa, quase sempre, em aumentar o esforco computacional. Dessa
contradicdo vem a dificuldade de criar-se geradores versateis e rapidos e qu atendam
aos requisitos numéricos.

Depois de bem representada através das superficies, a fronteira de calculo
deve coincidir o melhor possivel com a malha. Deste modo, tem-se que uma das mais
importantes propriedades da malha € a sua coincidéncia com a fronteira, uma vez que
disso depende a correta aplicacdo das condi¢des de contorno. O controle do tamanho
dos elementos € um parametro que é facilmente incluido em um gerador de malhas, o
controle da forma dos elementos, contudo, € algo mais dificil de se conseguir.

Para uma malha que utilize elementos triangulares, é desejavel que os mesmos
sejam o mais proximo possivel de tridngulos equilateros, pois isto permite que as
funcdes de interpolacéo representem bem as variaveis dentro do triangulo. Quando
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um tridngulo se afasta por demais do padrao equilatero, tem-se o0 equivalente a um
elemento com elevada razao de aspecto em malhas com quadrilateros. Neste caso,
observa-se uma elevada anisotropia nos coeficientes, o que reduz a taxa de conver-
géncia do processo de solugéo do sistema linear.

Além disso, é necessario que as dimensdes do elemento variem de forma
suave dentro do dominio e n&o de forma brusca, de modo a evitar volumes de con-
trole irregulares, no qual o centroide se localiza proximo a duas faces do volume e,
portante, ndo se configura em um ponto representativo de todo o volume de controle. E
importante, assim, que a malha apresente certa uniformidade.

Outra propriedade de um gerador deve ser sua capacidade de adequacao
ao problema fisico. Isto deve ser feito externamente ao gerador, pois € necessario
que se conheca o comportamento da solugdo, de modo a se gerar a malha com
refinamento em locais onde seja requerido. A forma automatica de se executar essa
tarefa, denominada adaptabilidade, € um ponto forte do gerador.

(a) Elemento escaleno

(b) Elemento equilatero

VA

(c) Variagao brusca nas dimensodes dos elementos (d) Malha com variacdo mais suave dos elementos

FIGURA 14 — Comparacéao de elementos desejaveis/indesejaveis
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5 SUAVIZAGCAO DE MALHAS NAO ESTRUTURADAS

Embora ferramentas de geracdo de malhas automaticas sejam amplamente
usadas, essas ferramentas podem nao garantir a qualidade das malhas. Nao apenas no
processo de tesselagdo, mas também no refinamento da malha, é possivel que alguns
elementos severamente distorcidos ou fora de forma sejam criados. Mesmo quando
uma malha uniforme é desejada, a ferramenta de tesselagdo pode gerar elementos
que sao muito pequenos ou muito grandes comparados com 0s elementos desejados.
(ZHOU; SHIMADA, 2000)

Existem varios tipos de esquemas de suavizacao de malhas, tais como suaviza-
cao Laplaciana e suavizagao baseada em otimizacao. Tipicamente cada método possui
um compromisso entre qualidade e custo computacional. Por exemplo, a suavizacao
Laplaciana requer um custo computacional muito baixo, mas frequentemente resulta em
uma malha de baixa qualidade nos elementos ou mesmo com elementos invalidos. Por
outro lado, enquanto suavizacdes baseados na otimizacao sdo mais provaveis em evitar
elementos invalidos e obtém uma maior qualidade na malha, o custo computacional é
muito maior que a suavizacao Laplaciana. (ZHOU; SHIMADA, 2000)

5.1 SUAVIZACAO CENTROIDAL VORONOI TESSELATION

O método Centroidal Voronoi Tesselation € uma tesselagao cujos pontos gera-
dos sao os centroides das regides de Voronoi correspondentes. (DU; FABER; GUNZ-
BURGER, 1999)

Dado um conjunto aberto 2 C RY, o conjunto V;le € chamado de uma tessela-
cdode Nse V;NV, =P parai#jeU: V,=Q.

Dado um conjunto de pontos z;*_, pertencentes a (), a regido de Voronoi V;
que corresponde aos pontos z; € definida por:

A

Vi=x e Qlz—z| <|r—zparaj =1,...,75,] #1 (5.1)

- , ~k

Os pontos z;¥_, sdo chamados de sementes. Enquanto que o conjunto V;,_,
é chamado de diagrama de Voronoi de Q2 e cada V; se refere a regido de Voronoi
correspondente a z;.

Pode-se entender um diagrama de Voronoi como um conjunto de células em
que as fronteiras dessas células estao de tal forma que os pontos contidos nas células
sdo os mais préximos de um ponto especifico. Ou seja, um diagrama de Voronoi é
uma maneira de particionar um plano em regiées conhecidas como células baseado na
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FIGURA 15 — Tesselacao de Voronoi

distéancia de um conjunto especifico de pontos conhecidos como sementes. Cada célula
possui uma semente e 0s pontos nessa célula estdo mais proximos dessa semente
do que qualquer outra semente. Além disso pode-se considerar as regides de Voronoi
como poliedros.

Dado uma regido V' c RY e uma funcdo densidade p, definida em V, o
centrdide de massa z* de V' é definido como:

o Jvrly)dy
Jy p(y)dy

Dado £ pontos z;, i = 1,...,k podemos definir as suas regides de Voronoi
associadas V;,i = 1,..., k. Por outro lado, dados as regides V;,i = 1, ...,k podemos
definir seus centros de massa zF,i = 1, ..., k. Nesse caso, interessa a situagdo em que:

(5.2)

zi=2z1=1,...k (5.3)

Ou seja, os pontos z; que servem como as sementes (ou geradores) das
regides de Voronoi V; sdo também os centros de massa dessas regides. Chama-se tal
tesselacao como "Centroidal Voronoi Tesselation". A diferenca entre uma tesselacao
de Voronoi e uma tesselacao de Voronoi centrada pode ser visualizada na Figura 15.

5.2 SUAVIZACAO DE LAPLACE

A suavizacao de Laplace é o método mais comum e direto para suavisar
uma malha. Ele apenas move cada nd para o centréide do poligono formado pelos
nos adjacentes. Ele é um algoritmo de suavizagao local porque, em cada passo, 0
movimento do né é calculado usando-se a localizagdo dos seus nés adjacentes apenas.
Normalmente realiza-se a iteragao apenas algumas vezes porque a qualidade da malha
nao € melhorada com novas iteracdes; de fato a qualidade pode, muitas vezes, piorar.
(ZHOU; SHIMADA, 2000)

Na suavizacao de Laplace nés podemos considerar a malha como um sistema
de molas como mostrado na Figura 16. Cada aresta conectando ao n6 central com os
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(-Tz - )

(x4.04) (%5.35)

FIGURA 16 — Suavizagao laplaciana

seus nés vizinhos podem ser vistos como um sistema linear de molas com um tamanho
inicial de zero. Seja v; 0 vetor do nd central com o i-ésimo né vizinho:

Em que K é a constante de mola, e £ € o numero de nés vizinhos. Quando
o no central é localizado exatamente no centro geométrico do poligono, as forgcas de
mola estao balanceadas e o sistema de mola esta em equilibrio.

Enquanto a suavizagdo de Laplace é uma maneira iterativa de se achar este
estado de forgas balanceadas, ndés podemos também resolver esse problema por
minimizacao de energia do sistema de molas. Considerando que todas as molas tem
um comprimento inicial de zero, nés podemos computar a energia potencial do sistema
como:
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Este é um problema de otimizagao, em que a fungéo de custo € esta funcéo
quadratica. Minimizando-se esta fungao de custo n6s podemos obter 0 mesmo resultado
de se usar a suavizagao de Laplace.

A suavizacao de Laplace pode, portanto, ser vista como um tipo de otimizacéao
nodal local. A fungéo de custo € a soma dos minimos quadrados dos comprimentos
das arestas compartilhadas pelo mesmo no:

k

f(z,y) = Z((QC —:)* + (y — vi)°)

i=1

Devido ao custo da funcéao de suavizacédo de Laplace ser o de uma funcao
quadratica, ela se torna muito simples de achar a posicdo do n6é que ira minimizar essa
fungéo. Podemos obter a posigéo (z,y) que minimiza a fun¢do de custo simplesmente
encontrando-se o centro geométrico dos nés vizinhos:

of _of _

= =0
or Oy

Essa fungéo de custo, no entanto, ndo reflete necessariamente a qualidade
da malha, e essa € a razao pela qual a suavizagao de Laplace frequentemente falha
em melhorar a qualidade da malha, e em alguns casos, até mesmo gera elementos
invalidos.

Abaixo esta listado as vantagens e desvantagens da suavizacao de Laplace:
Vantagens:
» Computacionalmente eficiente;

» Facil de ser implementada.
Desvantagens:

* Nem sempre move o nd para a posicao 6tima de modo a se obter o elemento de
melhor qualidade;

» Pode gerar elementos invertidos;

Tende a perder a uniformidade de tamanho caso a iteragéo rode mais que algumas
vezes;
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» Tende a gerar elementos de menor qualidade caso a iteragdo rode mais que
algumas vezes.

5.3 SUAVIZACAO BASEADA EM OTIMIZACAO

Métodos baseados em suavizacdo por otimizacdo usam algumas medidas
de qualidade da malha de modo a definir as fun¢des de custo. Os nés da malha séo
movidos de modo a minimizar ou a maximizar essas funcoes.

Algumas fun¢des de custo usadas nesse tipo de suavizagao sao:

* Minimo/Maximo angulo:
O minimo/maximo angulo é um indice direto para se medir a qualidade da malha.
Um elemento com angulos préximos a 02 ou 1809 ira criar dificuldades no processo
de anadlise de elementos finitos. Na suavizacado baseada em otimizacao, portanto,
ou 0 menor angulo € maximizado ou o maior angulo € minimizado de modo a se
eliminar elementos severamente distorcidos.

» Razao de proporcéo:
A raz&o de proporcao é a razao entre o raio do circulo circunscrito com o circulo
inscrito do elemento de malha. Um tridngulo equilateral tem uma razao de propor-
cao de 2.0. Quando um elemento se torna muito distorcido, a razao de proporcao
aumenta.

» Métricas de distorcdo:
As métricas de distorcao estao relacionadas com a area e com o comprimento
das fronteiras dos elementos. A qualidade do formato de um elemento pode
ser verificado quantitativamente usando-se este tipo de métricas. Um triangulo
equilateral tem o melhor valor possivel, e um elemento muito distorcido tem um
valor proximo a zero. Essas métricas podem também ser usadas em elementos
quadrilaterais.

Uma das vantagens de suavizagdes baseadas em otimizacao € a que elas
garantem uma melhora na qualidade da malha. Otimizando a qualidade das medidas,
elementos severamente distorcidos sao efetivamente elimidados. O custo computaci-
onal, no entanto, € muito maior do que a suavizacao de laplace. Para um elemento
triangulos 2D, por exemplo, a suavizagdo baseada em otimizagéo pode ser cinco vezes
mais caro computacionalmente que a suavizagao de Laplace esperta (FREITAG, 1997),
e 30 a 40 vezes mair caro computacionalmente que a suavizacgao de Laplace.
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5.4 SUAVIZACAO BASEADA NA OTIMIZAGAO DE ANGULOS

Segundo (ZHOU; SHIMADA, 2000), o método de suavizagdo de malhas 2D
baseado em angulos compara cada né da malha com os pares de angulos adjacentes
incidentes no no e ajusta-se esses angulos de modo que eles se tornam iguais no caso
de uma malha triangular. No artigo € mostrado que essa técnica de suavizagao gera
uma malha de maior qualidade em relacdo ao método da suavizacao Laplaciana e com
um menor custo computacional.

5.4.1 Algoritmo

Esta secao descreve o algoritmo de suavizacao baseado em angulos para uma
malha triangular. A ideia central desse método é fazer com que cada par de angulos
adjacentes sejam iguais ou em uma certa razao, isso é eficaz para eliminar dngulos
préoximos a 0° ou 180°. Este método é facil de ser implementado, e a qualidade da
malha resultante € significativamente melhor que aplicando-se a suavizagao de Laplace,
enquanto que o custo computacional é muito menor que as suaviza¢oes baseadas em
otimizacgao.

O algoritmo de suavizagdo baseado em angulos é resumido nos seguintes
cinco passos:

1. Como mostrado na Figura 17, para cada né N;, existem k pares de angulos ao
redor dele, onde k£ é o numero de nés vizinhos. Os dois angulos adjacentes séo
calculados como:

Uj - Vj+1
Q = arccos T TTorl

|95 [[[v54]]

( ’U_} . Uj_il )

Qg = arCCOS | ~—=—7=S

[ lcrnsy|

Onde v,”;, v; € v;3, s80 vetores que compartilham o vértice N;; ||v]
do vetor; e a1, as S80 0s angulos determinados pelos trés vetores.

éanorma L,

2. Calcular a diferencga entre dois angulos adjacentes, e decidir qual o angulo que o
vetor v; sera rotacionado:

Bj = (ag —a1)/2
Onde j; é o angulo pelo qual o vetor v; ira rotacionar.

3. Rotacional o vetor v; no angulo 5, ao redor de N;, de modo que as novas
coordenadas do n6 N; serao:
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FIGURA 17 — Método de suavizagao baseado em angulos

r' = x9+ (x — x9) cos B; — (y — yo) sin f;

/

Yy =yo+ (x —x0)sin B + (y — yo) cos f;

Onde (9, o) € a localizagao do n6 N;, (z,y) € a localizag@o antiga do né N; e
(«’,y") € a nova localiza¢do do n6 N;.

. lterando-se todos o0s nés vizinhos, existem & conjuntos de novas localizagcdes
para o0 mesmo né N;. E computado agora a localizagéo final do né N; pegando-se
a média de (2/,y') computada de todos 0s nos vizinhos.

k
Tnew = E Z;
=1

1 k
Ynew = E Z y;
=1
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6 DIFUSAO DE CALOR 2D EM REGIME PERMANENTE

Para o estudo da difusdo de calor 2D em regime permanente, parte-se das
seguintes hipoteses:

* Difuséo de calor 2D
* Regime permanente

» Propriedades termofisicas constantes

Presenca de termo fonte

Sob esses hipoteses, tem-se a seguinte equacao governante:

o*T  0°T
Tl <
97 + Iy S (6.1)
Que pode ser reescrita como:
V- (VT) = §¢ (6.2)

Tal expressao deve ser, entao, integrada para cada volume de controle do
dominio discretizado, de modo que:

/v V- (V1) = / s (6.3)

Aplicando-se, na sequéncia, o teorema da divergéncia de Gauss no lado
esquerdo da equacao anterior, tem-se:

/,4 h (VT)dA = / s (6.4)

Ou segja,

3 /VAﬁ-(&T)dA:/UCS‘f’dv (6.5)

super ficies

A integracao de superficie de cada elemento é aproximada pelo produto interno
entre o vetor normal (direcionado para fora do volume de controle) a superficie r; e um
vetor de fluxo difusivo (AT) que atravessa a superficie do elemento de controle (AA,).
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O primeiro termo da equagéo 6.5 pode ser aproximado empregando-se 0 método de
diferengas centrais ao longo da linha PA. Deste modo,

/ A - (VT)dA = ni; - (VT)AA; ~ 2L A4, (6.6)
AA; Ag

FIGURA 18 — Esquemas para definicdo do termo de difusao cruzada

Na equacao 6.6 A¢ é a distancia entre os centroides A e P. Nota-se que a
diferencga central na equagéo 6.6 s6 € acurada se a linha que une os pontos A e P
e o vetor normal unitario n;, estdo na mesma direcado, ou seja, a aproximacao sé é
correta no caso em que a malha é completamente ortogonal. Normalmente, em malhas
nao-estruturadas as linhas que conectam os centroides P e A ndo sao paralelas ao
vetor normal unitario 7;. Isto € conhecido como nao-ortogonalidade de malha (mesh
skewness ou mesh non-orthogonality). O calculo do fluxo na equacgéo 6.6 deve, desse
modo, ser corrigido pela adicdo de uma contribuigdo provocada pela ndo-ortogonalidade.
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Existem diversos meios de realizar essa correcao, mas a forma mais comum é a de
introduzir um termo conhecido como difusao cruzada (cross diffusion), que é tratada
como termo-fonte na equacgao discretizada.

Seguindo-se a metodologia proposta por (MATHUR; MURTHY, 1997), tem-se
que o termo de difusao cruzada € obtido, introduzindo-se as coordenadas ¢ e 7, sendo:
¢ definida ao longo da linha que une os pontos A e P, e  ao longo da face do volume
de controle (ao longo da linha que une os vértices a e b). Desse modo, o gradiente AT
pode ser expresso por:

- or. o0T. 0T oT
VI =—i+ —)=—n+ —¢6, 6.7
8xl+8y 8nn+8n€n ©.7)
Sendo i e j vetores unitarios nas diregdes = e y e 71 e ¢, vetores unitarios ao
longo das direcbes normal e tangencial.

O vetor unitario normal 7, bem como os vetores unitarios nas diregoes ¢ e n, é;
e ¢,, respectivamente, podem ser expressas atraves das seguintes relagées envolvendo
centroides e vértices:

Ay Ax . Yp—Yar Tp— Tgn
_ i j

"TAA T AL T Ay A7 (6.8)
~ XA —Tps YA —YpP~
¢, = 2 _Toj B _Yuj (6.10)

An An

Uma observagao que deve ser feita a respeito da equacéo 6.6 € a que ela é
uma aproximagao real de 97'/0¢ apenas no caso de uma malha ortogonal, ou seja,
quando 97'/9¢ = 0T /On. Caso contrario, para malhas nao-ortogonais, 07'/0¢ pode ser
muito diferente de 97" /on.

Observa-se nas Figuras 18b e 18c que 97'/9¢ corresponde ao comprimento da
projecdo do vetor AT na direcdo de ¢. Empregando a equacéo 6.7, pode-se representar
também AT como a soma de (9T/dn)n e (9T /dn)é,, conforme a Figura 18c.

Para se obter uma melhor estimativa do fluxo normal .- AT = 9T'/9n, examina-
se a relacéo entre a projecao de AT na direcao & que é (0T'/0¢) e as projecdes nessa
direcdo de duas componentes de AT que so: (91'/On)i - éc e (0T/0n)é, - ée.

Denotando-se o angulo entre as direcdes n e £ por ©, tem-se que:

a—waég:g—Tcos@ (6.11)

on n
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e
or . . or .
a—nen-egz _8_77S1n@ (6.12)
Deste modo, tem-se que:
or orT oT
o T A — sl A
o€~ on cos O an sin © (6.13)
Recorda-se, entao, que 7 - AT = JT/on e, rearranjando os termos da equagao
6.13, obtém-se o fluxo difusivo da equacao 6.6:
> or or 1 oT
- =—=— — 14
n-AT on  0&cos®  On tan © (6.14)
Os dois gradientes que transportam T no lado direito da equacao 6.14 podem
ser aproximados por diferencgas centrais (CDS):
oT  Ty—Tp
— = A
o€ A (6.15)
or _ 1 -1 (6.16)

an Ay

Onde A¢ é a distancia entre os centroides A e P, e An é a distancia entre os

vértices a e b (An = AA;).
Na literatura, tem-se que 97'/0¢ e 0T /0n séo designados por de gradiente direto
(Direct Gradient) e difusao cruzada (Cross Diffusion), respectivamente. A substituicao
das aproximagdes por diferengas centrais, equacdes 6.15 e 6.16 na equacao 6.14

resulta em:
: B —1a (6.17)

Da Figura 18, observa-se que:
(6.18)

(6.19)




59

Lembrando-se que:

@-b=|al|b| cos© (6.20)

cosm/2 =a = —sina (6.21)

Deste modo, a equacéao 6.17 pode ser escrita na forma vetorial como:

. n- TALAAz TA - Tp ég : énAAi Tb - Ta

i - VI AA;
nev noée | A€ W A

(6.22)

Os fatores n- nAA; /(1 - €) € éc - €,AA; /(1 - é¢) podem ser obtidos da geometria
dos elementos de malha.

Normalmente, o termo de disufao cruzada é tratado como termo-fonte na equa-
¢ao dicretizada. Deste modo, separando-se o termo de difusao cruzada da equacéao
6.22, obtém-se:

n-nAA; Ty —Tp

- VTAA; =
v i-ée AC

+ Spe (6.23)

Para a estimativa do termo de difusdo cruzada, é necessario avaliar o V7' ao
longo da linha ab. Existem varios métodos que podem ser empregados nesse caclulo.
Um deles consiste em interpolar os valores de 7' nodais (obtidas para os centroides)
para calcular os valores de T, e T, e entdo estimar o gradiente. Empregando-se a
média entre todos os pontos nodais vizinhos ao vértice a conduz a:

 Tp+Ta+Tp+ ...
N N

T, (6.24)

Onde N é o numero total de nés (centroides) ao redor do vértice a. Uma
alternativa é empregar uma media ponderada pela distancia entre o vértice e os nds,
cujo resultado é mais acurado, porém, também mais caro computacionalmente.

O termo-fonte, da equacao 6.15, € tratado de modo semelhante ao método
empregado para malhas ortogonais, ou seja:

/1S%w-—§Av (6.25)

Onde Av é o volume do volume de controle envolvido, e S é o valor médio de
S? sobre todo o volume de controle.
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A aproximagdo da equagao 6.25, com uma aproximagao de segunda ordem
de acuracia, é obtida ao se empregar o teorema do valor intermediario para integrais,
substituindo-se o valor médio S pelo valor nodal da fungdo S aplicado no centroide
do volume de controle. No caso bidimensional, o volume Av corresponde a area do
elemento de malha multiplicada por um comprimento unitario na direcao normal ao
plano bidimensional. Assim:

/ Sy = SpAv (6.26)

No caso 2D tem-se que Av = AA.

Antes de efetuar o acoplamento das diversas partes da equacao discretizada
para se obter o sistema de equacgdes lineares correspondente. A equacgao 6.23 sera
reescrita como:

A - VTAA; = Dy(Ty — Tp) + Spei (6.27)
Onde
ﬁ. . ﬁ. AA‘
D, =—— : 6.28
B i AC (6:28)
e
€A7; : GAZ' AAI
Spes = — =2 2 (g ) (6.29)
N - €ei An;

Generalizando-se a equacao 6.27 para todas as faces de um volume de controle
e utilizando-se também a equacao 6.26 na equacao 6.25, obtém-se:

nb
Z[Dz(Tz —Tp) + Spci) = SpAv (6.30)

i=1

No caso 2D tem-se que Av = AA e onde:

1, -1y AA;
D, =—— ! 6.31
n; - eg; AL ( )
ngi . G;M' AAZ
j= T 2 32
Soe, i eis AT (T, ) (6.32)

Sendo:

* i: o indice referente a uma face qualquer do volume de controle
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nb: a quantidade total de faces do volume de controle
P: o indice do centroide do volume de controle considerado

Ti: a temperatura no centroide do volume de controle vizinho ao volume P, com
compartilhamento da face i

n,;: 0 vetor normal unitério a face i, que aponta para fora do volume P
e¢,; vetor unitario na dire¢éo &, para a face i
ey;: vetor unitario na diregcdo 7, para a face |

¢: diregcao da linha que une os centroides do volume P e do volume vizinho com
compartilhamento da face i

n: dire¢ao da linha que une os vértices a e b, pertencentes a face i
AA;: area da face i, no caso 2D, AA;, = Anp

Aw: volume total do volume de controle P, no caso 2D, Av = A A (area do elemento
de malha).

T,, T,: temperaturas avaliadas nos vértices b e a, respectivamente, da face i (é
conveniente que b e a estejam dispostos de tal modo que a ordenacao dos vértices
esteja no sentido anti-horario)

A equacao 6.30 pode ser rearranjada para a forma:

aplp = Z Ay Ty + bp (6.33)

Sendo:

ap = Z QAnp (634)

nb
> aw =Y Spc (6.35)
i=1

nb
bp == —SPAU == Z SDC,i (636)
=1
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O sistema de equacgbes, na forma da equacéo 6.33, pode ser resolvido por

qualquer método para solucao de sistemas lineares. Caso o método escolhido seja o
de Gauss-Seidel, tem-se que:

6.1

Tp = () amTw +bp)/ap (6.37)

ALGORITMO

O algoritmo apresenta os seguintes passos:

. Gerar a malha: tipos de elementos, vértices, centroides, conectividades

Para um volume de controle P, calcular os coeficientes ap € > a,;. Para tanto, é
necessario.

a) Em cada face i, definem-se os vetores unitarios: normal a superficie (n), na
dire¢édo da linha que une os vértices a e b da face (¢€,), e na diregéo da linha
que une o centroide de P e o centroide do volume que compartilha a face i
(é¢): equagbes 6.8 a 6.10, no caso 2D.

b) Obter o valor de D;, referente a face i, pela equagéo 6.28

c) Voltar ao passo 2a, para que sejam obtidos todos os vetores unitarios
(n,ée, €,), bem como todos os valores de D; para as nb faces do volume
de controle, obtendo-se entdo todos os coeficientes a,,;.

Calcular o termo-fonte bp. Para tanto, é necessario calcular Av para o volume
de controle P (no caso 2D, Av = AA). E necessério, também, avaliar a funcao
S? no centroide do volume P, bem como calcular Spc; para todas as nb faces
do volume P. Para o célculo das temperaturas nos vértices, pode-se empregar a
equacao 6.24, utilizando-se todos os centroides cujos volumes sao construidos
empregando-se o vertice em questao.

. Retornar ao passo 2, até que todos os volumes de controle da malha sejam

avaliados.

Resolver o sistema linear obtido através de um método como o de Gauss-Seidel,
equacao 6.37

Recalcular os termos-fontes de todos os volumes (Passo 3).

. Voltar ao passo 5 até que um dado critério de parada (Tolerancia, numero de

iteracdes) seja atingido.
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6.2 CONDICOES DE CONTORNO

A aplicacao das condi¢cbes de contorno pode ser realizada com o auxilio, por
exemplo, de volumes ficticios. Neste caso, duas possibilidades sao listadas:

6.2.1 Volume espelhado

Também chamado de volume simétrico, neste caso, apesar do vetor normal a
superficie de controle que separa os volumes A e P ser paralelo a linha que une Aa P,
nota-se que ha um desalinhamento entre o ponto médio da face (m) e a linha AP. Neste
caso, existe um erro de discretizagdo relacionado ao fato de a linha PA nao interceptar
o ponto médio m da face ab. Esse erro cresce com o aumento da ndo-ortogonalidade
da malha, bem como com o0 aumento da razdo de aspecto da malha como pode ser
visto na Figura 19.

~ \F\ictl'cio
<

FIGURA 19 — Volume Espelhado

Outro modo de se aplicar as condi¢cées de contorno com volumes ficticios é
feita empregando-se um volume antissimétrico, ou seja, ele deve ser espelhado em
ambas as dire¢bes (e e y), como se segue:

6.2.2 Volume antissimétrico

Neste caso, a linha que une P e A passa pelo ponto médio da face (m). Assim,
nao ha o erro de ndo-ortogonalidade existente ao se aplicar o volume ficticio espelhado
(simétrico). Nota-se, contudo, que sera necessario avaliar o termo de difusédo cruzada,
uma vez que o vetor normal n e o vetor unitario na direcdo £ podem nao ser coincidentes.
Nesse caso, sera necessario empregar uma expressao semelhante a equacao 6.27.
Contudo, a temperatura nos vértices T, e T, pode ser avaliada mediante o uso das
condigbes de contorno.

Uma importante observacéo a respeito da utilizacao de diferencas centrais
envolvidas na integracdo da superficie dos elementos de controle diz respeito ao fato
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FIGURA 20 — Volume Antissimétrico

que sua acuracia sera de segunda ordem apenas no caso em que as mesmas sejam
avaliadas no ponto médio de n - VI'AA;. Este ndo é o caso se as linhas PA e ab nao
se interceptam no ponto médio m de ab quando a malha é n&do-ortogonal.

Este erro aumenta com a ndo-ortogonalidade e a razdo de aspecto da malha,
de modo que um grande esfor¢co deve ser feito com relacdo ao controle da nao-
ortogonalidade e da raz&o de aspecto em malhas ndo-estruturadas.
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7 ALGORITMO GENETICO

Algoritmos Genéticos (GAs) sdo métodos adaptativos que podem ser usados
para resolver problemas envolvendo procura e otimizacao. Eles sdo baseados nos pro-
cessos genéticos de organismos biolégicos. Ao longo de muitas geracoes, populacdes
naturais evoluem de acordo com os principios da sele¢ao natural e "sobrevivéncia do
mais apto", primeiramente pronunciados por Charles Darwin no livro A Origem das
Espécies. Imitando este processo, o algoritmo genético é capaz de "evoluir'solucdes
para problemas do mundo real, desde que tenham sido corretamente codificados. Por
exemplo, GAs podem ser usados para desenhar estruturas de pontes, para a maior
proporcao de forca/peso, ou para determinar a menor quantidade de sobras no corte
de tecidos. Ele também pode ser usado para o controle de processos online, tais
como em uma fabrica quimica, ou balanceando sistemas de computadores de multi
processadores. (BEASLEY, 1993)

Os principios basicos de GAs foram primeiro rigorozamente estabelecidos por
Holland (HOLLAND, 1992), e sdo bem descritos em muitos textos. GAs simulam aqueles
processos em populacdes naturais que sdo essenciais para a evolugao. Exatamente
quais processos bioldgicos sdo essenciais para a evolugcao, e quais processos tem
pouco ou nenhum papel no processo ainda € material para pesquisa; mas as fundagdes
sdo claras.

Na natureza, individuos na populacdo competem entre si por recursos tais
como comida, agua e abrigo. Membros da mesma espécie também competem para
atrair um parceiro. Aqueles individuos mais bem sucedidos em sobreviver e atrair
parceiros teram um numero relativamente maior de descendentes. Individuos com
baixa performance irdo produzir menos ou mesmo nenhum descendente. Isto significa
que os genes de individuos altamente adaptados irdo se espalhar de modo maior
para um numero maior de individuos nas geracdes sucessivas. A combinacao de boas
caracteristicas de diferentes ancestrais pode, algumas vezes, produzir descentendes
"super aptos", cuja adaptabilidade é maior do que aquela de seus ancestrais. Dessa
forma, espécies evoluem para se tornar mais e mais bem adaptadas ao seu meio
ambiente. (BEASLEY, 1993)

GAs usam uma analogia direta do ambiente natural. Ele trabalha com uma
populacdo de "individuos", cada um representando uma possivel solugdo para um
dado problema. Cada individuos recebe um "nivel de adaptabilidade"de acordo com
quao boa € a sua solugao para o problema. Por exemplo, o nivel pode ser a proporcao
de forga/peso para um dado desenho de uma ponte. (Na natureza isso é o equiva-
lente a determinar o quao efetivo um organizmo é em competir por recursos.) Os
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individuos altamente adaptados recebem uma maior oportunidade para "reproduzir”,
por "cruzamento"com outro individuos na populagéo. Isso produz novos individuos
como "descendentes”, os quais compartilham algumas caracteristicas de cada um dos
seus "pais". Os membros menos adaptados da populacao irdo ter menor chance de
reproducéo, de modo que eles "desaparecem”.

Uma nova populagéo de possiveis solu¢des é, portanto, produzida por selegéo
dos melhores individuos da populacao atual, e por cruzamente eles produzem um
novo conjunto de individuos. Essa nova geragao contém uma maior proporcao de
caracteristicas dos melhores membros da geracao anterior. Dessa maneira, ao longo
de muitas geracoes, aos boas caracteristicas sdo espalhadas através da populacao,
sendo misturadas e trocadas com outras boas caracteristicas ao longo do tempo.
Favorecendo o cruzamente de individuos mais adaptados, as areas mais promissoras
de procura sao exploradas. Se o GA for bem desenhado, a populacéo ira convergir
para uma solugéo étima do problema.

GA nao é o unico algoritmo baseado em uma analogia com a natureza.
Redes neuras sao baseados no comportamento de neurdnios no cérebro. Eles po-
dem ser usados para uma grande variedade de problemas de classificacao, tais como
reconhecimento de padrdes, aprendizado de maquinas, processamento de imagens
etc. A sua area de aplicacdo sobrepde-se em parte com o GA. O usa de GAs para o
desenho de redes neurais é atualmente uma area de pesquisa (HARP; SAMAD, 1991)

O poder de GAs vem do fato de que esta técnica é robusta, e pode lidar de
modo satisfatério com uma grande variedade de problemas, incluindo aqueles em
que outro método seria muito dificil de resolver. GAs ndo garantem que encontrardo
a solucéo global 6tima, mas eles s&o geralmente bons em encontrar "razoavelmente
boas"solucdes para problemas "razoavelmente rapidamente". Existindo técnicas espe-
cializadas para resolver problemas em particular, normalmente elas terdo uma melhor
performance em relacdo aos GAs tanto em velocidade quanto em acuracia.O principal
uso de GAs, entéo, é em areas dificeis em que essas técnicas nao existem. Mesmo
onde elas funcionam bem, é possivel uma melhora dessas técnicas com o auxilios de
GA.

7.1 PRINCIPIOS BASICOS

Antes que um GA possa rodar, é necessario uma codificacdo (ou representa-
¢do) do problema. Também é necessario uma fungio fitness, que nos permite verificar o
mérito de cada solucdo codificada. Durante o processo, pais precisam ser selecionados
para reproducado, e recombinados para gerar os descendentes. Tais processos sao
descritos a seguir.
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7.1.1  Codificagao

E assumido que uma solucdo em potencial para o problema pode ser represen-
tado por um conjunto de parametros (por exemplo, a dimensao dos feixes no desenho
de uma ponte). Esses parametros (conhecidos como genes) sao unidos juntos para
formar uma cadeia de valores (frequentemente chamados de cromossomos). ((HOL-
LAND, 1992) foi o primeiro a mostrar e muitos ainda acreditam que o ideal € o0 uso de
um alfabeto binério para essa cadeia de valores.) Por exemplo, se nosso problema for o
de maximizar uma fungéo de trés variaveis, F(x,y, z), nés podemos representar cada
variavel por um numero binario de 10-bits. Nossos cromossomos, portanto, conteriam
trés genes, e possuiriam 30 numeros binarios.

Em termos genéticos, o conjunto de parametros representados por um dado
cromossomo é chamado de gendtipo. O genodtipo contém informagdes necessarias para
construir um organizmo - que é chamado de fendtipo. Os mesmos termos sao usados
em GAs. Por exemplo, na tarefa de desenhar uma ponte, o conjunto de parametros
especificando um desenho em particular € o gendtipo, enquanto que a construcao
finalizada é o fendtipo. A adaptagédo de cada individuo depende da performance do
seu fendtipo. Isso pode ser inferido do seu gendtipo - i.e. pode ser computado do seu
cromossomo usando a fungao fitness.

7.1.2 Funcgao Fitness

A funcéo fitness deve ser desenvolvida para cada problema a ser resolvido.
Dado um cromossomo em particular, a funcéao fitness retorna um unico numero "fitness",
que é supostamente proporcional a sua "utilidade"ou "adaptabilidade"como individuo
representado por esse cromossomo. Para muitos problemas, particularmente funcées
de otimizacgao, € 6bvio o que a funcao fitness deve medir - ela deve ser apenas o valor
da funcao. Mas em outros casos, por exemplo na otimizacdo combinatorial esse nao é
o caso. No problema realistico de desenho de uma ponte, existem muitas medidas de
performance que nés queremos otimizar: propor¢ao forca/peso, comprimento, carga
maxima, custo, tempo de construcéo, ou mais provavelmente, uma combinacao desses.
(BEASLEY, 1993)

7.1.3 Reproducao

Durante a fase de reproducéo do GA, individuos sao selecionados da popula-
¢ao e recombinados, produzindo descendentes que irdo constituir a proxima geracao.
Pais devem ser selecionados aleatoriamente da populagdo usando um esquema que
favoreca mais os mais aptos. Bons individuos irdo provavelmente ser selecionados
diversas vezes na geracao, enquanto maus individuos podem nunca serem seleciona-
dos.
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Tendo selecionado dois pais, seus cromossomos sao recombinados, tipica-
mente usando-se 0 mecanismo de crossover e mutacdo. A forma mais basica dessas
operagdes sdo:

Crossover: selecionam-se dois individuos, e cortam-se seus cromossomos
em alguma posicao aleatéria para produzir dois segmentos "head"e dois segmentos
"tail". Os segmentos "tail"s&o trocados para produzir dois novos cromossomos inteiros.
Os dois descendentes irdo herdar alguns genes de cada pai. Isso € conhecido como
crossover single point.

Crossover nao é usualmente aplicado em todos os pares de individuos selecio-
nado para reproducdo. Uma escolha aleatéria é feita, onde a chance de crossover ser
usado é tipicamente entre 0.6 € 1.0. Se o crossover ndo for aplicado, os descendentes
sao produzidos simplesmente como uma duplicata dos pais. Isso da a cada individuo a
chance de passar seus genes sem a distorcdo do crossover. (BEASLEY, 1993)

Mutacao € normalmente aplicada a cada crianca individualmente apds o cros-
sover. Isso ird, com uma pequena probabilidade, alterar aleatoriamente cada gene.

A viséo tradicional é que o crossover € a técnica mais importante entre essas
duas e pode explorar rapidamente o espaco de procura. Mutagdo provém uma pequena
aleatoriedade na procura, e ajuda a que em nenhum ponto da procura tenha uma
probabilidade zero de ser examinada. (BEASLEY, 1993)

7.1.4 Metodologia

Segundo (KUMAR et al., 2010) a metodologia usada para se trabalhar com
GAs é a seguinte:

7.1.4.1 Inicializacao

Inicialmente muitas solucdes representando individuos sao geradas aleatoria-
mente de modo a se formar a populacgéo inicial. O tamanho dessa populagéo depende
da natureza do problema, mas tipicamente contém muitas centenas de milhares de
possiveis solugdes. Tradicionalmente, a populacao é gerada aleatoriamente, cobrindo-
se todo o possivel espaco de solugdes. Ocasionalmente, pode-se priorizar determinada
area desse espago entendido como tendo uma maior probabilidade de ter a solu¢ao
ideal.

7.1.4.2 Selecao

A cada nova geragao, um conjunto da populacao atual é selecionada de alguma
forma de modo a gerarem a nova geracao. Tais individuos sao selecionados pela sua
funcao fitness. Alguns métodos calculam o fitness de toda a geracdo enquanto outros
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selecionam apenas alguns individuos aleatoérios, no entanto este ultimo método pode
ser muito mais custoso com relagdo ao tempo.

Normalmente a fungéo fitness escolhida é estocéstica e feita de tal forma que
mesmo solucdes com baixo fithess tem uma pequena chance de serem selecionadas,
tal estratégia ajuda a manter a diversidade genética da populagao alta, prevenindo
o surgimento prematuro de solugdes ruins. As formas de selecdo mais estudadas e
usadas incluem selecéo roulette whell e tournament selecion.

7.1.4.3 Reprodugéo

O préximo passo é a geracao dos novos individuos que irdo fazer parte da
nova populagao, que ira substituir a populagcao antiga. Tal reproducao é feita usando-se
0 genotipo dos pais selecionados e os recombinando através do processo de crossover
e mutation.

Como a "crianga"gerada nesse processo possui genotipos dos dois pais, ela
compartilhara muitas caracteristicas com seus "pais". Novos pais sao selecionados
para cada nova crianca e esse processo continua até toda a nova populacao ser
gerada. Embora tipicamente escolham-se apenas dois pais para cada crianga, alguns
pesquisadores (EIBEN; RAUE; RUTTKAY, 2012) sugerem que mais de dois pais podem
produzir uma crianga com um melhor genétipo.

Este procedimento ira, geralmente, aumentar a média do fitness da populacao.

7.1.4.4 Término

O processo de evolucdo de novas solugdes(individuos) continua até que algum
critério de parada seja estabelecido, que pode ser:

* Uma solucéo € encontrada satisfazendo um critério minimo;

« Um numero de geracoes fixado é alcancado;

Um tempo computacional é alcancado;

* A solucdo com o maior fithness da populacédo atinge um platé tal que novas
geracdes ndao conseguem melhorar o resultado;

* Inspecdo Manual,;

* Uma combinacgéo das anteriores.
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7.1.5 Convergéncia

Se o GA for corretamente implementado, a populacéo ira evoluir ao longo de
sucessivas geracoes de modo que o fitness do melhor e do individuos médio de cada
geracado melhore através da otimizacao global. Convergéncia é a progressao para a
uniformidade. Um gene é dito convergente quando 95% da populacdo compartilha o
mesmo valor (DEJONG, 1975). A populacao é dita convergente quando todos os seus
genes forem convergentes.
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8 DESENVOLVIMENTO

8.1 METODOLOGIA

O objetivo principal do trabalho é a geracao de uma malha nao estruturada
triangular e posterior suavizagado da malha de modo a se comparar a solucdo de um
problema de exemplo com o método dos volumes finitos em tais malhas. Dessa forma
€ possivel a comparacao entre os métodos implementados com a solugao analitica.

A geracao da malha triangular foi feita usando-se o moédulo "triangle"para o
Python (SHEWCHUK, 1996). Esse modulo foi usado para gerar uma triangulacao de
Delaunay.

Também foi usado o mdédulo "optimesh"para Python para gerar os algoritmos de
suavizagao "Centroidal Path Tesselation", "Optimal Delaunay Tesselation"e "Centroidal
Voronoi Tesselation".

8.2 PROBLEMA PROPOSTO

O problema proposto consiste na implementacdo computacional da seguinte
equacao de Poisson 2D em regime permanente:

o*r  o*T
N T o)
0x? + 0y? 5

cujo dominio é definido como:

0<z<1,se0<y<05e

0<x<05,s05<y<1.
0<y<Il,se0<xr<05e
0<y<05,se05<z< 1.

e termo-fonte S® = —T" sin ™ sin "X, Deste modo, tém-se as seguinte condigdes
de contorno:

1
T(z,1) :sin<%$>, e0<r<
1 2 1
T(x,z) = gsingx, se 5 <z <1



72

1
Nszﬁﬂ%,%0§y§§
1 2 1
T(E, )—%sin—y, se - <y<l1.

8.3 IMPLEMENTACAO

Para a implementacao do projeto foi usado a linguagem de programagao Python
com o uso do paradigma de programacao orientado a objetos. A malha é criada como
uma classe que possui propriedades como os volumes (triangulagdes) que a compde e
também os seus vértices. Os volumes e vértices por sua vez também sao objetos que
possuem métodos e atributos. Comecando pelos objetos mais basicos e aumentando
a complexidade pode-se resumir o projeto da seguinte forma:

8.3.0.1 Classe No

Representa um vértice dentro da malha a ser criada.

* Propriedades

— Nome: O nome do vértice como um numero 1,2,3...
— Valor: Um vetor 2D com o valorde x e y
— Fronteira: Booleano que diz se o vértice é de fronteira ou ndo

— Volumes: Objetos volume que compartilham esse vértice e podem ser
considerados seus Vizinhos

— Vizinhos: Outros objetos No que possuem alguma ligacao direta com o n6
atual

» Métodos

— Calcula Fitness: retorna o fitness desse n6 usado para o algoritmo genético

8.3.1 Classe Volume

Representa os volumes (triangulacdes) presentes na malha.

* Propriedades

— p1,p2,p3: Os trés pontos x,y que criam esse volume
— faces: Trés faces criadas com os pontos desse triangulo

— vizinhos: Os objetos volume, vizinhos a este volume atual
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— ficticio: Booleano que informa se este € um volume ficticio, usado para
condicoes de contorno, ou nao.

— temp: A temperatura numérica calculada para o centroide desse volume
— P: um vetor x,y com o centréide calculado do volume atual
* Métodos
— qualidade: Retorna 2 vezes a razao entre o raio do circulo inscrito pelo raio
do circulo circunscrito
— angulos: Retorna o maior angulo e 0 menor angulo
— centroide: retorna o x,y do centroide
— normal: recebe a face do volume e retorna sua normal

— eeta: calcula ¢, conforme 6.10

exi: calcula ¢; conforme 6.9

— Difusao Direta: Retorna o termo de difusao direta referente a esse volume
de controle, recebe como parametro o volume vizinho A.

— area: Retorna a area desse volume

— Difusao Cruzada: Retorna o termo de difusdo cruzada do volume

8.3.2 Malha

Representa a malha néao estruturada triangular gerada.

* Propriedades

— volumes: Possui todos os volumes que compde essa malha

— nos: Possui todos os vértices que compde essa malha
+ Métodos

— Melhora Malha: Realiza algum algoritmo de suavizagdao da malha atual

— Carrega Malha: Abre um arquivo de extenséo .vtk e cria os objetos corres-
pondentes a partir dele definindo volumes, seus vizinhos etc.

— Plotar: Plota a malha atual
— Resolve: Usa a teoria do capitulo 6 para resolver a equagao proposta

— Salva Malha: Salva a malha atual no formato .vtk
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8.3.3 Programa Principal

O programa principal tem a funcao de criar um objeto de malha, chamar a
funcao de suavizacao de malha e opcionalmente também a funcao para a solucao do
problema proposto. Também é feito a comparagéo com os valores analiticos e plotagem
da malha. A qualidade da malha é calculado como a média da qualidade dos seus
volumes, sendo que a qualidade de um volume € calculado como 2% em que r € o raio
do circulo inscrito € R o raio do circulo circunscrito.

8.3.4 Algoritmo Genético

O algoritmo genético evolui a posicao de cada n6 interno da malha separada-
mente de modo a se obter a melhor posi¢cao de acordo com a soma da fungéo ‘fithess’
de todos os volumes ao seu redor. Pode-se descrever o algoritmo nos seguintes passos:

* Inicialmente para cada né € criado uma populagcédo de objetos do tipo nd, essa
populagao € de 300 individuos;

E calculado a funcéo ‘fitness’ para cada individuo dessa populacao;

Os individuos se reproduzem através do 'crossover’ de acordo com seu ‘fitness’;

» Os novos individuos gerados podem sofrer mutagdo com uma probabilidade de
10/0;

* O ciclo é continuado até um total de 40 geragdes, esse algoritmo é repetido para
cada no.
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9 RESULTADOS

9.1 MALHA EM FORMATO 'L

Conforme ja especificado, a malha a ser resolvida para o problema de difuséo
de calor 2D é uma malha em formato L. Tal malha, gerada por uma triangulacédo de
Delaunay em um dominio fechado é apresentada na Figura 21.

Nessa malha aparecem em todas as células o valor da solucdo analitica
seguido do valor numérico encontrado. Em vermelho estao os centroides dos volumes
'Reais’ e em azul o centroide dos volumes 'Virtuais’.

Além de visualizar a malha, € muito util a informacao de maior angulo, menor
angulo, desvio padrao do angulo, média da qualidade da malha, maior qualidade, menor
qualidade resultando nas Tabelas 1 e 2. As qualidades se referem as qualidades de
cada volume que constitui a malha, sendo que esta € obtida pela formula:

4%/3x A

A
a? 4+ b2 + ¢2 (8.1)

Em que:

« A: Area do volume de controle;
* a: Primeiro lado do triangulo;
* b: Segundo lado do triangulo;

« c: Terceito lado do triangulo;

A média das qualidades pode ser associada a malha como uma indicagao da
sua qualidade geral.

De modo a testar os algoritmos de suavizagdo da malha, esta malha inicial foi
distorcida, ou seja, seus vértices internos foram propositalmente alterados de posicao,
resultando na malha 22 com as Tabelas 3 e 4.



9.11

° .
1.0 4
0.199.19 0.55¢.53
o [0.069.06 0323 [0.439.4 0.65§.53| o
0.8 0.18.17 0.53¢.46
0.17.16 0.5 Q45
e [0.059.05 0.27.25(0.378.34 0.55§.5 .
0.6
0.15§.14 0.42.4 . .
0.139.12 0.37¢.36 0.550.67 0.65¢.61
041 e [0.049.04 0.184.18/0.25¢.25 0.37¢.39(0.42¢.46 055 [0.530.47 055015 o
0.09¢.09 0.259.25 0.37¢0.38 0.439.24
05 0.06¢.06 0.18¢.18 0.27¢0.26 0.32.16
e [0.019.01 0.06¢.06(0.09g0.09 0.130.13[0.150.14 0.17g.14[0.18.12 0199.03| o
0.01.01 0.04.04 0.054.05 0.06¢.03
0.0
® . . )

0.

1]

0.2

0.4

0.6

FIGURA 21 — Malha Inicial
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Na Tabela 1 a seguir, temos os seguintes resultados:
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. Maior: Maior angulo interno dentre todas as triangulacdes criadas;

Menor: Menor angulo interno dentre todas as triangulagdes criadas;

Média: A média entre os angulos internos de todas as triangulacdes, como a
soma dos angulos internos de um triangulo é sempre 180 graus, essa média é
sempre 60;

Desvio Padrao: O valor do desvio padréo entre os valores dos angulos internos,
quanto menor esse valor mais proximos sao os valores dos angulos e portanto
mais equilateros sdo os triangulos.

TABELA 1 — Angulos da Malha Inicial

Maior | menor | média | desvio padrao
90 | 45 | 60 | 21.268663

Ja na Tabela 2 temos 0s seguintes resultados:



78

. Maior: O maior valor encontrado entre os triangulos gerados para a equagéo 9.1;

. Menor: O menor valor encontrado entre os triangulos gerados para a equacgao
9.1;

. Média: A média da qualidade de todos os volumes;

. Desvio padrao: O desvio padrao da qualidade das malhas;

TABELA 2 — Qualidades da Malha Inicial

Maior \ menor \ média | desvio padrao
8.284271e-01 \8.2842719—01 \8.2842716—01 \ 0




9.1.2 Malha Distorcida
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FIGURA 22 — Malha Inicial ap6s Deformagoes

Essa malha foi propositalmente distorcida de modo a se poder comparar 0s
algoritmos de suavizagéo. Como pode ser visto na Tabela 3 o maior angulo encontrado
aumentou e o menor diminuiu. A média das qualidade de malha, que € usada como
métrica da qualidade, diminuiu de valor.

TABELA 3 — Angulos da Malha Distorcida

Maior | menor | média | desvio padréo
165.963757 \ 6.340192 \ 60.000000 \ 30.017315

TABELA 4 — Qualidades da Malha Distorcida

Maior | menor | média | desvio padrao
0.928007 \ 0.029467 \ 0.700351 \ 0.227835
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9.1.3 Centroidal Path Tesselation

Em seguida, executaram-se os algoritmos de melhoramento da malha com
apenas uma iteracao, comecando pelo método centroidal patch tesselation (CPT) como
na Figura 23
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FIGURA 23 — Melhoramento CPT
Pode-se observar que a média da qualidade aumentou de valor com essa
suavizagao.

TABELA 5 — Angulos da Malha CPT

Maior | menor | média | desvio padrdo
121.713423 | 28.467019 | 60.000000 | 16.206878

TABELA 6 — Qualidades da Malha CPT

Maior | menor | média | desvio padréo
0.999109 \ 0.582970 \ 0.919103 \ 0.086327
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9.1.4 Optimal Delaunay Tesselation
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FIGURA 24 — Melhoramento ODT
Esse algoritmo também apresentou um valor de média de qualidade superior
em relagdo a malha original.

TABELA 7 — Angulos da Malha ODT

Maior | menor | média | desvio padrédo
92.339656 \ 36.765310 \ 60.000000 \ 14.499022

TABELA 8 — Qualidades da Malha ODT

Maior | menor | média | desvio padrdo
0.997704 \ 0.823047 \ 0.926443 \ 0.046574




9.1.5 Centroidal Voronoi Tesselation
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FIGURA 25— Melhoramento CVT
O CVT apresentou valores semelhantes aos outros algoritmos para a malha
usada.

TABELA 9 — Angulos da Malha CVT

Maior | menor | média | desvio padrao
98.568632 \ 36.794950 \ 60.000000 \ 17.275253

TABELA 10 — Qualidades da Malha CVT

Maior | menor | média | desvio padrdo
0.990750 \ 0.787629 \ 0.907101 \ 0.059118
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9.1.6 Angle Based Tesselation
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FIGURA 26 — Melhoramento Angulos

O algoritmo ABT resultou em uma qualidade inferior com relagao aos outros
métodos.

TABELA 11 — Angulos da Malha Angulos

Maior | menor | média | desvio padrao
90.003446 \ 44.996564 \ 60.000000 \ 21.268508

TABELA 12 — Qualidades da Malha Angulos

Maior | menor | média | desvio padrdo
0.866070 \ 0.865999 \ 0.866027 \ 0.000013
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9.1.7 Gurobi Optimization Based Tesselation
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FIGURA 27 — Melhoramento Gurobi

O método de suavizagao baseado em otimizacdo usando-se o Gurobi resultou
um valor de qualidade ligeiramente inferior, no entanto, tal resultado pode ser atribuido
ao fato do modelo linear adotado usar como meta a minimizacao de todos os angulos
internos dos triangulos. Também deve-se levar em considerag¢ao que para uma malha
maior o tempo computacional aumentaria bastante em relagdo aos outros métodos
vistos até agora.

TABELA 13 — Angulos da Malha Gurobi

Maior | menor | média | desvio padrao
118.072487 | 30.541971 | 60.000000 | 24.045397

TABELA 14 — Qualidades da Malha Gurobi

Maior | menor | média | desvio padrdo
0.977771 \ 0.618590 \ 0.831586 \ 0.098368




9.1.8 Genetic Algorithm Based Tesselation
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FIGURA 28 — Melhoramento GA

O método de suavizagao baseado no algoritmo genético resultou em um bom
valor para a qualidade da malha, no entanto, a média da qualidade dos seus volumes
foi inferior aos outros métodos.

TABELA 15 — Angulos da Malha GA

Maior | menor | média | desvio padrao
103.651693 \ 36.916308 \ 60.000000 \ 21.561762

TABELA 16 — Qualidades da Malha GA

Maior | menor | média | desvio padrdo
0.924401 \ 0.751680 \ 0.862425 \ 0.033582

9.2 COMPARACAO ENTRE OS ALGORITMOS

Na Tabela 17 esta o valor da média das diferencas entre o valor analitico e
numeérico para todos os algoritmos usados no trabalho em ordem crescente, ou seja,



TABELA 17 — Comparagéo entre as médias das diferengas em relagdo ao valor analitico

TABELA 18 — Comparagéao entre as médias qualidades dos volumes de controle

por essa métrica o algoritmo de melhoramento por angulos e o genético foram os

melhores.

Ja na Tabela 18 tem-se a métrica da média das qualidades conforme foi definido.
Nesse caso o melhor algoritmo foi o ODT.

Algoritmo | diferenca

Angulos | 0.054529
Genético | 0.054563
Gurobi | 0.056215
CPT | 0.060670
ODT | 0.060929
CVT | 0.062826

Algoritmo | diferenca

ODT [ 0.926443
CPT |0.919103
CVT |0.907101
Angulos | 0.866027
Genético | 0.860447
Gurobi | 0.831586
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10 CONCLUSOES

O problema proposto foi realizar uma comparagao dos principais métodos
de suavizacdo de malha existentes e a criacdo de um novo método de suavizacao
baseado no algoritmo genético. Para se fazer a comparacéao, criou-se uma aplicacao
capaz de gerar uma malha triangular em formato 'L e resolver um problema de difusao
de calor com o0 método dos volumes finitos sendo que a malha em questéo é do tipo
nao estruturada. Antes de se resolver o problema a malha passou por um outro passo
do algoritmo responsavel pela sua suavizagao, ou seja, refazer as triangulagdes da
malha de modo a torna-las mais equilateras e assim, diminuir os erros numericos.

Resolveu-se o problema da suavizagdo de malha com o algoritmo genético, o
algoritmo possui parametros arbitrarios que sdo o tamanho da populacédo, 0 niumero
de geracoes totais e a probabilidade de mutacao. O algoritmo foi capaz de melhorar
a malha distorcida e produziu um resultado comparavel com os demais, no entanto,
apresentou um tempo computacional muito maior.

De modo a ser feita a comparagao entre os diferentes algoritmos de suavizagéao,
definiu-se dois tipos de métrica, o primeiro é a média das diferencas do resultado
numérico em relacao ao resultado analitico para todos os volumes da malha, conforme
apresentado na Tabela 17, a segunda métrica € a média das qualidades dos volumes
de controle da malha como mostrado na Tabela 18.

Este trabalho abordou uma comparagao entre diversos algoritmos para sua-
vizacao de malhas nao estruturadas e o uso do algoritmo genético como um novo
processo adaptativo capaz de realizar a suavizagao de uma malha ndo estruturada. Foi
apresentado o fundamento tedrico que mostra a importancia da geragéo e suavizagao
de malhas para a solucdo numérica em malhas nao estruturadas.

Comparando o algoritmo genético com os demais através dessas métricas
tem-se que a média das diferencas em relacao ao valor analitico foram muito pequenas,
0 que indica que em geral as solugbes numéricas feitas nessa malha tiveram uma
grande acuracia numérica, ja a métrica da comparacao entre as médias das qualidades
dos volumes de controle apresentou um valor um pouco inferior aos métodos mais
usados.

Como sugestao para trabalhos futuros, podem-se realizar mais testes com
diferentes formator de malha e com um numero maior de volumes. Também & possivel
modificar o algoritmo genético para evoluir varios vértices simultaneamente.
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