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RESUMO

Neste trabalho estudou-se a familia de equacoes de Benjamin pelas abor-
dagens analitica e numérica. Na abordagem analitica a boa colocagao foi
garantida para a familia de equacoes de Benjamin regularizada utilizando a
teoria de semigrupos. Na abordagem numérica, foram estudados os opera-
dores que aparecem na familia de equacoes de Benjamin tanto no dominio
da frequéncia, quanto no dominio fisico, distinguindo-se tanto o caso nao
periddico quanto o caso periddico. Um desses operadores ¢ a Transformada
de Hilbert na faixa. No caso periodico, a expressao do ntcleo desse ope-
rador é dada por funcoes especiais, cujo célculo é comparado com o caso
nao periédico no mesmo intervalo. Ainda no caso perioédico foi analisada a
sua representacao por Série de Fourier. Por fim, foi feita a implementacao
numérica da solucao da familia de equacoes de Benjamin. Na discretizacao
espacial utilizou-se o método dos cinco pontos e o método espectral. Na dis-
cretizacao temporal, a partir do método das linhas, foram comparados dois
métodos: leapfrog e Runge-Kutta de quarta ordem.

Palavras-chave: Ondas internas; modelos dispersivos; sistema do tipo Bous-
sinesq; equacao de Ondas Longas Intermediérias; equagoes de Benjamin; boa
colocacao para EDPs; operador pseudodiferencial; funcoes especiais; leapfrog;
Runge-Kutta.



ABSTRACT

In this work we study a Benjamin equations family by an analytical and
numerical approach. In the analytical approach the well-posedness was pro-
ved for the regularized Benjamin equations family using semigroup theory.
In the numerical approach, we studied the operators that appear in the Ben-
jamin’s family of equations, both in the frequency domain and in the physical
domain, distinguishing both the non-periodic and the periodic cases. One
of these operators is a Hilbert transform in the strip. In the periodic case,
an expression for the operator’s kernel is given by special functions, whose
calculation is compared with a non-periodic case in the same range. Also
in the periodic case its representation by Fourier Series is analyzed. Finally,
the solutions of the Benjamin equations family was numerically implemented.
For the spatial discretization, the five-point method and the spectral method
were used. For the temporal discretization, from the method of lines, two
methods were compared: leapfrog and fourth order Runge-Kutta.

Key words: Internal waves; dispersive models; Boussinesq type system; Inter-
mediate Long Waves equation; Benjamin equations; well-posedness for PDEs;
pseudodifferential operator; special functions; leapfrog ; Runge-Kutta.
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Capitulo 1

Introducao

O desenvolvimento de onda nao é apenas um fenémeno superficial devido
& interacao entre o ar e a superficie do mar ou outra massa de dgua, o mesmo
mecanismo acontece sempre que hé estratificacao do fluido por densidade.
Isso aparece frequentemente na atmosfera quando o ar quente cobre o ar
frio, em que as ondas podem se manifestar por ondulacoes de nuvens, que
as vezes podem ser periddicas, como na Figura 1.1. Também pode ocorrer
quando a dgua de baixa densidade se sobrepoe a dgua de alta densidade no
oceano, as ondas internas se propagam ao longo do limite da interface, como
na Figura 1.2.

Figura 1.1: Manifestacdo superficial de ondas internas na atmosfera. Fonte:

[1].

15



16

Figura 1.2: Manifestagio superficial de ondas internas oceénicas. Fonte: [1].

As ondas internas dao origem a um fendmeno chamado de dgua morta,
[1], relatado pela primeira vez em 1893 pelo noruegués oceanografo Fridtjof
Nansen. Quando um navio enfrenta forte resisténcia ao movimento para a
frente em condig¢oes normais de navegacao, tal fendmeno ¢é explicado devido
a uma camada de dgua mais doce, cuja profundidade é maior que o calado da
embarcacgao e faz com que ondas internas na interface entre as duas camadas
gerem resisténcia ao movimento do navio, como na Figura 1.3.

Figura 1.3: Tlustragio do fenomeno dgua morta. Fonte: [1].

Para modelar matematicamente tais ondas é comum utilizar-se modelos
simplificados obtidos a partir das equacoes de Euler em duas dimensoes es-
paciais, que por sua vez reduzem a dindmica a uma tnica dimensao espacial,
onde descrevem o comportamento da interface entre as camadas, [2,3].

Com o objetivo de modelar esse fendmeno, considera-se uma onda interna
desenvolvida na interface entre duas camadas de fluidos inviscidos, imisciveis,
irrotacionais e incompressiveis de densidades diferentes, confinados em uma
faixa plana com escalas que configuram um regime de profundidades deno-
minado de intermediario, [3-5]. Entende-se por fluidos inviscidos aqueles
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fluidos ideais os quais nao possuem viscosidade, imisciveis aqueles que nao se
misturam entre si, irrotacionais aqueles cujas particulas, numa certa regiao,
nao apresentam rotacao em torno do seu proprio eixo e incompressiveis, se-
gundo [6], aqueles nos quais a densidade de massa é constante ao longo das
trajetorias das particulas do fluido.

Na reducao das equacoes de Euler que descrevem a evolucao dessas ondas
internas, sob as hipoteses descritas anteriormente, aparece um operador pseu-
dodiferencial, muitas vezes denominado de Transformada de Hilbert na faixa.
No processo de reducao das equacoes de Euler se faz necessério transformar
a informacao sobre a derivada normal na interface para derivada tangencial,
e ¢ o operador da Transformada de Hilbert na faixa que faz a troca na geo-
metria mencionada acima. Como resultado da reducao sao obtidos sistemas
do tipo Boussinesq, especificamente tem-se o seguinte sistema bidirecional
fracamente dispersivo e ndo linear, [3,4,7]:

N — [(1 - om)u]m = )

U + QUUy — Ny = \/B%T[um], el
1

onde n(x,t) esté relacionada a perturbacdo adimensionalizada na interface e
u(z,t) & componente horizontal da velocidade da camada superior, como na
Figura 1.4. Ambas as incognitas sdo fungoes das variaveis temporal e espacial
(na dire¢do horizontal), ¢ e x, respectivamente. As derivadas parciais sfo
denotadas por subindices; o e [ sdao os parametros adimensionais positivos
de ndo linearidade e dispersao, respectivamente. As densidades originais
p1 < p2 das camadas superior e inferior foram mantidas no termo que envolve
o operador nao local de interesse T cujo simbolo no dominio da frequéncia é:

T (k) = icoth(hk), (1.2)

para k € R — {0}, no caso nio periodico (x € R), ou k € Z — {0}, no caso
periodico. A constante h > 0 é a espessura da camada inferior em repouso
apo6s escalamento, isto é, a espessura que o fluido mais denso em repouso
ocupa e i ¢ a unidade imaginaria.
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Z
o n(x, 1)

Figura 1.4: Configuracdo de duas camadas de fluidos limitados por uma
tampa rigida e um fundo plano. Fonte: modificada a partir de [8].

Entende-se por sistema fracamente nao-linear aquele cujo termo nao linear
tem pardmetro o pequeno, enquanto que o sistema fortemente nao linear
nao tem o pardmetro o multiplicando o termo néo linear, como em [4]. J&
o sistema fracamente dispersivo é obtido por uma expansao assintética no
parametro 5 pequeno, essa expansao assintotica é semelhante a uma expansao
de Taylor no parametro 3, detalhes podem ser encontrados em [4].

A partir deste tipo de sistema ainda é possivel fazer uma reducao uni-
direcional cujo resultado é a equagio de ondas longas intermediaria (ILW)
descrita aqui seguindo a notagio de [9],

1

No caso ndo periodico, tem-se um par de Fourier, segundo [4],

V2
—Q—hﬂco th (Qz) ¢ icoth(hk), (1.4)
por essa razao, o operador T é dado por uma convolugao da fung¢ao cotangente

hiperbolica com a funcao que aparece no argumento do operador:

o0

Th@ =~ f_coth [ 2 (o= 0] utd (1.5

onde a integral deve ser interpretada como valor principal de Cauchy. Por
valor principal de Cauchy entende-se:

OOf( dr = lim & f dx+hrnj f(x

a—0— ] a—0t
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Caso a profundidade da camada inferior seja muito grande, considera-se
como se a camada fosse infinita. Nesse caso o operador envolvido é conhecido
como Transformada de Hilbert, e denotado por H, cujo simbolo no dominio
da frequéncia é:

para k € R, onde

Hlul(x) = -

O (1.6)

1
T S @@=

no dominio real. Pela escolha da Transformada de Fourier, o par de Fourier

é:
—\/gi e isgn(k). (1.7)

No dominio 2L-perioédico, L > 0, o operador é dado por:

Hu)(a) = - f cot (57 (e =) uly)dy

Dessa forma, considera-se tanto o operador £ = T como L = H e es-
tendendo o sistema (1.1) tem-se segundo [4, 7], o sistema regularizado dado
por

ne = [(1—an)u],,
(1.8)
Up + QA UUy — Ty = bﬁ[u]m + AUy,

onde n(t, x) estd relacionada & pertubagio adimensionalizada da interface e
u(t,x) & componente horizontal da velocidade da camada superior. Segundo
[10,11], a relacio de dispersdo no sistema linear é tal que

k|
k) = -+ ,
w(k) 1+ 0k + ak?
se L=THe .
w(k) = = il |
/1 + bk coth(hk) + ak?
se L="1T.

Agora, considera-se a familia de equacoes de Benjamin regularizada dada
por

3
M+ e = S0 = DL[] = Wt = 0, (1.9)
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onde os parametros «, a, b sao positivos e a relacao entre os parametros que
é a ¢ da ordem de a enquanto b é da ordem de /a, com b < 24/a. Essa
condi¢ao serd necessaria para garantir que o problema dado por:

e+ 1w — 500 = bL [N, — aneer = 0 em H*
n(x,0) = no(x) € H*,

¢ bem posto. O operador pseudodiferencial £ pode ser a Transformada de
Hilbert, £ = H, onde a camada inferior tem profundidade infinita ou a Trans-
formada de Hilbert na faixa, £ = T, onde a camada inferior tem profundi-
dade h > 0. Segundo [10,11], a relagio de dispersdo da equacio linearizada
é dada por:

k
“%*:1+wm+aﬁ’
se L=He
k
“%*:Lummmmm+aﬁ’
se L="T.

Em 1992, Benjamin, [12], estudou a equagio da forma

para encontrar solugoes do tipo ondas solitarias. Em 1999, Linares, [13],
garantiu a boa colocacao global no espaco L? para problemas de valor inicial
associados a equacao de Benjamin dada por

U lﬂ[n]m = Ngzz + (772)96 = 0,

onde [ ¢ uma constante positiva. Em 2005, Linares e Scialom, [14], garantiram

a boa colocacio global em H*, se s > s, = 1 —% para a equacao de Benjamin

2
generalizada dada por
e+ H[n)ew + 0 s = 0,

para k = 2. Em 2009, Bona e Tzvetkov, [15], estudaram a boa colocacio da
equacdo Benjamin-Bona-Mahony (BBM)

N + N + Nz — Naat = 0,

para H® com s = 0 utilizando a teoria de semigrupos. Em 2018, Schoeffel et
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al, [10], garantiram a boa colocagio global de

3 p
e+ e = 000 \/Bp—zT(nm) =0

para s > 1.

Além disso, em 2011, Alfaro Vigo et al, [8], estudaram o sistema (5.1)
por uma abordagem numérica enfatizando o operador da Transformada de
Hilbert na faixa, T.

Dessa forma o objetivo do presente trabalho é estudar a familia de equa-
¢oes de Benjamin regularizada dada pela equacéo (1.9), fazendo uma aborda-
gem analitica e numérica. Nota-se que serd estudada a equagdo com ambos
os operadores, isto é, L = H ou L = T, diferentemente do que ji foi feito
nas referéncias mencionadas acima. De modo geral, no que se refere a abor-
dagem analitica serd garantida boa colocacao local da familia de equacoes de
Benjamin, mas para isso considera-se a defini¢io dada em [16], a saber,

Definicao 1.0.1. Sejam X, Y dois espacos de Banach e I/ : Y — X uma
funcao continua. O problema de Cauchy

(19089 =

é localmente bem posto em Y se e somente se

(i) Existe T > 0ene C([-T,T],Y) tal que n(0) = ¢ e a equagdo diferencial
é satisfeita no sentido
a4 B) — (o)

h—0

—F(n)| =o. (1.11)

X

(ii) O problema (4.2) tem no méximo uma solucao em C ([-1,77],Y).

(iii) A aplicagio ¢ — 7 é continua, isto &, dado (¢,,), < Y tal que ¢, 5 g
en* e C([-T*T*],Y), onde n* & a solucdo com a condi¢io inicial ¢*,
entdo, para n suficientemente grande, cada solucao 7, correspondente
ao dado ¢, pode ser definida no intervalo [—T*,T*] e

lim  sup ] 17:(t) = n*@®)ly = 0.

00 [—T* ,T*

J& para a boa colocacio global, um problema de Cauchy ¢ globalmente
bem posto se a Definicao 4.1.1 ¢é satisfeita para todo T > 0. Para garantir
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existéncia global, é suficiente combinar o Principio da Extensdo com algumas
estimativas globais a priori para a solucao.

Sendo assim, neste trabalho ser& estudado inicialmente o caso linear por
uma abordagem analitica utilizando a teoria de semigrupos e no caso nao li-
near serd garantida a boa colocagao global para s = 0, com s # %, utilizando
a mesma estratégia apresentada por [15], porém estendendo para a familia
de equacoes de Benjamin regularizada. J& na abordagem numérica, primeiro
serdo estudados os operadores que aparecem na equagao (1.9) para depois
estudar a solu¢ao numeérica da familia de equacgoes de Benjamin a partir do
método de linhas. Diferentemente de [4] que fez também uma abordagem nu-
mérica semelhante, porém para fundo varidvel. Além disso, a implementacio
da solugdo numérica bem como o estudo da estabilidade do método foi inspi-
rada por [8]. Portanto, este trabalho, além de garantir a boa colocacédo global
para a familia de equacoes de Benjamin para s = 0, com s # %, traz também
uma solucdo numérica para essas equacoes, com um estudo cuidadoso dos
operadores que nelas aparecem.

O Capitulo 2 é dedicado a estabelecer notacoes e resumir definicoes e
resultados da teoria dos espacos de Sobolev e da teoria de semigrupos que
serao utilizados neste trabalho. A boa colocacao da familia de equacgoes de
Benjamin linearizada ¢ garantida tanto para a equacao regularizada quanto
nao regularizada (n; + 1, — %omnm —bL [77]“ — aNzee = 0) utilizando a teoria
de semigrupos, como descrito no Capitulo 3.

J& a boa colocacao da familia de equagoes de Benjamin regularizada nao
linear ¢ garantida, utilizando a teoria de semigrupos, para s > 1 baseada
em [7,10] e para 0 < s < 1, com s # £ baseada em [15], como descrito no
Capitulo 4.

No Capitulo 5, apresenta-se a deducao do operador da Transformada de
Hilbert na faixa no caso periddico, obtem-se o ntcleo desse operador do
caso periodico a partir das funcoes especiais Elipticas de Jacobi, Zeta de
Jacobi e Integrais Elipticas completas do Primeiro Tipo, representadas por
sua expansao em ¢-séries. Compara-se o nicleo periddico da Transformada
de Hilbert na faixa com o nacleo ndo periodico no dominio limitado [—L, L] e
analisa-se o operador da Transformada de Hibert na faixa a respeito da Série
de Fourier truncada do caso periédico. Ainda nesse capitulo, implementa-se o
operador tanto da Transformada de Hilbert na faixa quanto da Transformada
de Hilbert.

No Capitulo 6 faz-se a abordagem numérica da solucao da famfilia de
equacoes de Benjamin a partir do método de linhas comparando o método
leapfrog com o método de Runge-Kutta de quarta ordem na discretizacao
temporal. No Capitulo 7 sdao apresentadas as conclusoes e trabalhos futuros.
No apéndice A encontra-se um teorema da boa colocacao local da solucao w
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que serd utilizado para garantir a boa colocacgao global da familia de equacoes

de Benjamin em H*® para 0 < s < 1, com s # 1, usando a teoria de semi-

27
grupos. No apéndice B encontram-se os algoritmos desenvolvidos para este
trabalho tanto da implementacao dos operadores e seus respectivos nicleos,

quanto da solu¢ao numérica da familia de equagoes de Benjamin.



Capitulo 2

Teoria Preliminar

Neste capitulo serdao colocados as notacoes e definicoes além de algumas
propriedades e teoremas que serao utilizados no trabalho.

2.1 Transformada de Fourier e Espaco de So-
bolev

A teoria apresentada é baseada em [16]. Neste trabalho, o simbolo ™ indica
a Transformada de Fourier tanto no caso periédico quanto no caso nao pe-
riodico com respeito a variavel z. Segundo [16], a defini¢io da Transformada
de Fourier de uma funcao ndo periodica f: R — C, fe LY(R) é

J?(k) = \/% J_OOOO f(x)e ™™ dx, vk € R,

e de uma funcio 27-periddica absolutamente integravel é

~ 1 & .
flk) =— (z)e ™ **dx, Yk € Z.

T o o

Definicao 2.1.1. A convolucao de duas funcoes f,g: R — C ¢ definida por

U@ = fe= ety

Vx € R, desde que a integral do lado direito exista.

Além disso, a seguir serdo enunciados alguns resultados importantes que
serdo utilizados nos proximos capitulos. Segundo [16] tem-se os seguintes
teoremas:

24
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Teorema 2.1.2. Desigualdade de Cauchy-Schwarz: Se f, g€ L*(R), entdo

< ([ wera)” ([ pera)

Teorema 2.1.3. Desigualdade de Young: se f,g € L*(R), entdo f+ge L™
e ainda,

[ @it

1/ # 9l < 1f 152 l9ll2 -
Teorema 2.1.4. Sejam f, g€ L*(R), entdo

.

(f » 9)(k) = V2r f(k)§(k),
ke R.

o0

~ 2
Também, define-se em H*(R) = {f € S'(R);j (1 + k*)* f(k)‘ dk < +oo},

onde §'(R) é o conjunto de todas as distribui¢oes temperadas. Entende-se
por uma distribui¢do temperada um funcional linear continuo sobre S(R),
desde que S(R) é o conjunto das fungoes f : R — C suaves e rapidamente
decrescentes, isto é,

S(R) = {f e C*(R); sup ‘xmf(”)(x)‘ < oo, Ym,n € N} .
zeR

O produto interno ¢é definido por

o0
~ _

o g), = f (1 + k) F (k)G R,

— Q0

€ a norma por
2

dk.

~

i = [ iy |iw

-0

oo

Ja em H3(II) = {fe P Z (1 + k?)*
k=—0o0
junto de todas as distribuicoes periodicas. Define-se como uma distribuicao

periédica um funcional linear 7" : P — C tal que existe uma sequéncia
{¥n},>, = P satisfazendo

- 2
f(k)‘ < 4w p, onde P’ é o con-

v

T(¢) = lim | W (@)p(z)dr, Vo e P,

desde que P é o conjunto das fungoes f : R — C infinitamente diferenciaveis
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e 2m-periodicas. Define-se o produto interno e a norma por:

o0

Sogds= D) L+ K f(k)(k),
2= a+ ke |im)

respectivamente. Neste trabalho, as demonstracoes presentes serao feitas no
espaco H*(R), mas também podem ser mostradas em H*(Il) de maneira
analoga.

Teorema 2.1.5. Se s,7 € R, s < r, entdo H" (R) estd conlinuamente e
densamente imerso em H*(R), H"(R) — H*(R) e

£l < U1, Vf e H'(R).

Teorema 2.1.6. Se s > 3, entao H*(R") é uma dlgebra de Banach. Em

particular, existe uma contante Cs = 0 tal que

19l < Cslflclgls, VFg € H(R).

Lema 2.1.7. Se s > %, entao H*(R") — Cy e existe uma constante C' > 0
tal que | flo < C[f],, Vf € H*(R").

Esse lema é conhecido como Lema de Sobolev.

Definicao 2.1.8. Se f € H*(R) e g€ H™*(R), para s = 0, entdo o paréntese
de dualidade ¢é definido por

«@=fﬂm@%

Teorema 2.1.9. Dadas duas fungoes f,g : R — C, desde que as integrais
facam sentido, tem-se que

j F ez = —j fegdx.

Teorema 2.1.10. Desigualdade de Gronwall, forma diferencial: Seja g €
C([0,a],R), a > 0, tal que g(t) = 0, VYt € [0, a], diferencidvel em (0,a) e

—g(t) < a+ Bg(t),
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Vt € [0,al], para certas constantes positivas a, 5. Entdo

{
g(t) < g(0)e” + ozf A=) (s,
0
vt € [0, al.

Observagao 2.1.11. Para simplificar a notacdo, no decorrer do texto H*(R)
serd denotado por H*.

2.2 Semigrupos de Operadores Lineares

A teoria de semigrupos apresentada aqui ¢ baseada em [17-19]. No que segue
X denotard um espaco de Banach real ou complexo e

L(X)={T: X — X;T ¢ linear e limitado}

o espaco de Banach dos operadores lineares em X.
Definicao 2.2.1. Um semigrupo de operadores lineares limitados de X ¢
uma fun¢io S : [0,0) — L(X) tal que

1. S(0) = I, I operador identidade.

2. S(t+s)=5()S(s), ¥t,s = 0.
Definicao 2.2.2. O semigrupo {S(t)},., ¢ fortemente continuo ou de classe
Cy se
lim ||S(t)x — x| =0,

t—0+
para cada x € X.
Teorema 2.2.3. Seja S(-) um semigrupo de classe Cy. Para cada v € X, a
fungio t — S(t)x é continua.

Defini¢ao 2.2.4. Seja {S(t)},., um semigrupo de classe Cy, para h > 0
considera-se o operador
S(h) =1

R
Assim, define-se o operador A : D(A) € X — X, gerador infinitesimal do
semigrupo {S(t)},.,, como sendo

A=

D(A) = {xe X;3 lim Ahx},
h—0+

Az = lim Apzx.
h—0+
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Nota-se que

S(t +h) — S(t)
h

= AhS(t) = S(t)Ah,Vt =0, h > 0.

Teorema 2.2.5. Seja A o operador infinitesimal do semigrupo {S(t)},., de
classe Cy.

1. Se x € D(A), entdo S(t)x e D(A), YVt =0 e

d
%S(t)x = AS(t)x = S(t)Ax.

t

2. Se x € X, entdo f S(r)xdr e D(A), Yt =0 e

A(fShﬁM)=S@x—m

Observagdo 2.2.6. A mesma teoria vale para t € R, nesse caso S(t) é chamado
de grupo.

Definicao 2.2.7. Um grupo {S(t)},.x num espaco de Hilbert H é dito uni-
tario se
S)* = S(t)" ' VteR.

Teorema 2.2.8. Teorema de Stone: Um operador A num espaco de Hil-
bert H é gerador de um grupo unitdrio de classe Cy se, e somente se, A é
densamente definido e A* = —A.

Agora, considera-se o problema de Cauchy dado por

n(x,t) = An(x, t)
{ n(x,0) = no(x). (2.1)

Teorema 2.2.9. Se A é o gerador infinitesimal de um semigrupo {S(1)},.,
de classe Cy, entio o problema de Cauchy (2.1), para cada no € D(A), tem
uma unica solugdo n, a saber, n(x,t) = S(t)no(x).

Observacgao 2.2.10. O mesmo teorema vale para um grupo de classe Cj.



Capitulo 3

Familia de Equacoes de Benjamin
Linearizada

Neste capitulo serd mostrada a boa colocacao da familia de equacoes de
Benjamin linearizada, tanto nao regularizada quanto regularizada, utilizando
a teoria de semigrupos, [17-19], seguindo o mesmo roteiro da demonstragio
feita em [7]. Além disso, serd possivel encontrar uma expressdo para a solugio
analitica dessas equacoes que posteriormente serdao implementadas com o
objetivo de comparar com as solucoes aproximadas.

3.1 Equacao Linear de Benjamin nao Regula-
rizada

Segundo [12], a equacio de Benjamin ndo regularizada linearizada em torno
de n = 0 é dada por:

e + N — bﬁ[n]mm = QMypyy = O, (31)

onde £ = H com 7—A[(k) = isgn(k), para todo k € R no caso ndo periddico
(ou k € Z, no caso periddico), k # 0. Neste trabalho também serd estudado
o caso £L = T com T(k) = icoth(hk), h > 0, para todo k € R no caso
nao periodico (ou k € Z, no caso periddico), k # 0. Os parametros a,b sdo
parametros positivos, tais que b é da ordem de +/a.

Dado o problema de Cauchy:

nt($,t) s An(x)t)’
{ n(x,0) = no(x), (3.2)

29
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determina-se o operador A. Para tal suponha-se que £ = H e da equacao
(3.1) segue que
= (=1 + bH[0,] + a0z )7

Aplicando a Transformada de Fourier em relagao a varidvel x segue que
M = (=14 b(ik)(isgn(k)) + a(ik)?) (ik)7,

{1,sek>0

—~l,8e k<0’ Bniae

como sgn(k) =
e = (=1 = blk| - ak®)(ik)7,
N = —i(k + bk |k| + ak®)7.

De mandeira anédloga, se £ = T, entéo
= (=1 +bT[0:] + a0uz)Ns
e aplicando a Transformada de Fourier em relagdo a varidvel x segue que

fie = (=1 + bicoth(hk)(ik) + a(ik)?) (ik)7,
M = —i(k + bk? coth(hk) + ak®)7.

k + bk |k| + ak® se j =1

k + 5K coth{hk) + ak®se j=g 2000€

Dessa forma, define-se ¢;(k) = {

ﬁt(th) = _igbj(k)ﬁ(k)t)) (33)

emque j = 1 éocasoem que L = H e j=2¢éo0caso em que L =T,
Portanto, o operador A do problema de Cauchy (3.2) é tal que

Ank, 1) = —ig;(kK)(k, 1),

Vk € R, no caso nao periddico (ou Vk € Z, no caso periodico), j = 1,2, onde
A:D(A)c H* — H*.

Nota-se que A é linear no seu dominio. De fato, sejam f,g € D(A) c H?,
v e C, entao

-~ 3

(A +9) (k) = —ig;(B)(v/f +9) ()

~

= —vig; (k) f(k) — ig;(k)G(k)
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= vAJ(k) + Ag(h)

= (vAS + Ag) (k)

para j = 1,2. Aplicando a transformada inversa, conclui-se que

A(vf +g) =vAf + Ag,

e portanto, A é linear.

Observa-se que, a partir do sistema (3.3) obtem-se uma familia de equa-
¢oes diferenciais ordinarias (EDO) no dominio da frequéncia, cujas solugoes
sao:

Nk, t) = ijo(k)e 5™,

para j = 1,2, entdo, |7(k,t)| = |n0(k)|, Yk € Z ou Vk € R, ¥t € R. Logo,

Como a solucao do problema de Cauchy é dada por

(i, t) = S(t)m(x),

entdo a igualdade (3.4) indica que {S(t)},.x deve ser um grupo unitario. Para
mostrar que de fato A é gerador de um grupo unitario usa-se o Teorema de
Stone 2.2.8.

1. A é densamente definido:
D(A) = {f € H' Af € H')
Nota-se inicialmente que D(A) = H*™. De fato, tem-se as seguintes

inclusoes:

(2): Se fe H* entdo f € H® uma vez que H*** estd continuamente
e densamente imerso em H*, isto &, H¥"3 — [I°,

Suponha-se £ = H, assim,

sz = |y 7|

— Q0

= [ @R fwf

— Q0

< Cf;(l )+ ‘f(k)r dk

=C|fI2,5 < +o0,
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pois como ¢y (k) = k + bk |k| + ak?, entdo lim ((k)° =a’ese
’ k—+oo (1 + k2)3

k e [-4,0], 0 > 0, Eﬂfg;i ¢ limitado por ser continua no intervalo

fechado. Portanto, existe uma constante C' > 0 tal que Eﬂfg;i < C,
Yk e R.

Agora, se L = T, entdo ¢o(k) = k + bk* coth(hk) + ak®, como vale a
desigualdade, |7]:

|z| € xcoth(x) < || + 1, Vx e R, (3.5)
segue que
00 o 9
JAfZ = | (k) [AT k)| dk
J 00
00 ~ 2)
= | (LK) (oK) |f(K)| dk
J—0o0
[ 218 k 2 12 .
= | (1R |5 (h+ bk coth(hk) + ahk?) ‘f(k)‘ dk
J 00
35 1 [© s NP
< ﬁf (1 + &)k (h + b |kh| + b + ahk?) f(k)‘ dk
0 P 2
=%f (1 + k2)* (hk + bk k| h + bk + ahk®)? f(k)‘ dk
1 [ (hk + bk |k| b + bk + ahk®)® |~ |2
< . 1 2y s+3
P2 LD( T (1 + k)P HOIKE

C 2
< ﬁ ||f||s+3 < +00,

332
pois klirf (ks + bk ‘(kl‘ :L;;b)ﬁ + ahk) = (ah)?, logo existe C' > 0 tal

que (Bk + bk k| h + bk + ahk®)? < C(1 + k2)3, VEk € R.
Portanto, A : H¥™® — H* ¢ linear e limitado.
(©): Se fe D(A), entdao f e H® e Af € H®. Suponha-se £ = H, logo
o1(k) =k + bk |k| + ak?, nota-se que,
213
i (1
koxo (91(k)? o

entdo existe R > 0 e ¢ > 0 tais que (1 + k?)* < ¢ ¢1(k), para todo k,
k| > R > 0. E se, |k| < R, como ¢;(0) = 0, existe M > 1 tal que
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(1+ k%)% < c¢?(k) + M, pois %J{k@i é continua num intervalo fechado.

Isso pode ser verificado na Figura 3.1, onde a = 0,25, b = \/a.

8 T T T

T ——- 10 .

5 D

il

0 I e I
-1 -0.5 0 0.5 1
k

Figura 3.1: Comportamento da funcio ¢3(k).
Portanto, segue que Yk € R, (1 + k%) < ¢ ¢3(k) + M. Assim,

1f12s = r@ (14 k%) f(k)rdk

— 00

- [ aerra e fof a
< cfo (1 4+ K2) (¢ () \f(k)f dk + Mf;(l )" f(k)f dk

— Q0

= c|Af2 + M| f]2 < +oo.

Isto &, f e HT3,
Caso L = T, entdo ¢y(k) = k + bk? coth(hk) + ak®. Observa-se que
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para todo k = 0:

\hk| < hk coth(hk) < |hk| + 1,
bk |hk| < bhk? coth(hk) < bk |hk| + bk,
(hk + bk |hk| + ahk®)? < (hea(k))? < (hk + bk |hk| + bk + ahk?)?.

(3.6)
Como
e (1 + k?)? _ 1
k—+oo (hk + bk |hk| + ahk?®)?  (ah)?
‘ - (1+ k2)? _ 1
k—+oo (hk + bk |hk| + bk + ahk?)?  (ah)?’
segue que lim bl 4 B = . Isto significa que dado € > 0, existe
kotoo (hda(k))? - (ah)? ’
C > 0 tal que
(1 +Kk%)?® < Ch*¢5(k),Vk € R tal que |k| = e. (3.7)

Além disso, da desigualdade (3.6), dado M > 0 tem-se que

(1+k2)° Q4+
(hk + bk |hk| + bk + ahk®)2 + M~ (hoo (k)2 + M
_ (1 + k2)°
“(hk + bk |hk| + ahk®)2 + M’
233
Vk = 0. Assim, lim L e L Logo, dado ¢ > 0, existe

ko0 (hpa(B))2 + M~ M
C1 > 0 tal que

(1 + k2)? < C1h242(k) + LM, Wk € R tal que [k| < e. (3.8)

Portanto, considera-se C' = min{C,C;} e das desigualdades (3.7) e
(3.8) tem-se que

(1+ k% < Ch2¢3(k) + CM,Vk e R. (3.9)
Dessa forma, segue que

= [ avrys| il e

—Q0
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= [ asrra e i a

dk

~

<cm?fm(1+k%%¢xmf f(k)

—00

fwﬁdk+0Mjfm+%%s

= CR*|Af|S+ CM | f; < +oo.

Conclui-se que f e H**3,

Sendo assim, em ambos os casos, D(A) = H*** < H*, e como, H*™® «—
H?, entao A é densamente definido.

AT = A

Para mostrar essa igualdade é necessério verificar que A é anti-simétrico
e que existe A € R tal que (£A — A)D(A) = H?, isto é, a imagem de
(£ — A) aplicado em D(A) ¢ I*. De fato, sejam f,ge€ D(A) = H*"3
entao

CD —

Afgr = | 4Ry AT TR

— Q0

_ f "1+ K2 (g () PGk

— Q0

= j " R P (i, )Rk

—Q0

- "+ K2 F k) Ag (k) di

o0

= <.]_t7 Ag>s
= <f7 _Ag>s )

para j = 1,2. Logo, A é anti-simétrico.

Além disso, sejam g€ H® e A € R — {0} e escolhe-se f e H® tal que

1

= o ® (3.10)

(k)

Como ¢;(k) e R, Vke Re A e R — {0}, para j = 1,2. Entdo, £\ +
ip;(k) # 0, para j = 1,2,



36

Nota-se que f € D(A) = H*3, De fato, se L = H, entdo:

OO

2
IF = | (L8| fB)] b
00 1
= 1+ k2 S ~ k 2dk
el (1+/€2)3 " )
J_OO( ) A2+ g2 (k) |9(k)]
<o [0y awPa
= Clgll; < +oo,
onde (1+Kk2)* < C(X + ¢(k)), com C > 0.
Caso L =T, entao:
o0 N 2
IF = | (e8| fB)] b
00 1
00 1+ k2)3
m 1 k,2 3(7 & k 2dk
J_OO( + k%) 22+ g2 (k) 19(k)]
ee] . (1 +k2)3 R 5
= h? L)O(l + k%) NRT £ QA0 g(k)|” dk

< R2C g3 < +eo,

onde da desigualdade (3.9), tem-se que (1 +k?)* < C(\2h? + h2¢3(k)),
com M = \2Rh2.

Além disso, da expressio (3.10), tem-se que

~

(X + 19 (K) S (k) =

-~

g
(FA=A)) (k) = g(k),

para j = 1,2, aplicando a transformada inversa, segue que
(£A = A)f =g, isto é, (A — A)D(A) = H*.

Nessas condigoes, pelo teorema de Stone, A é gerador de um grupo de
classe Cy unitario. Portanto, do Teorema 2.2.9 segue que:
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Teorema 3.1.1. Sejam se R e nyg € H®, entao o problema de Cauchy

ne C(R, H%),
N+ Ne — OL[Naz] — AN = 0 em H?,
n(x,0) = no(x) € H?,

tem uma vinica solugdo n e ainda, n € C* (R, H*), onde a solugdo é da forma
n(x,t) = S()no(x).

Além disso, como 7j(k,t) = —ig;(k)7(k,t), entdo 7(k,t) = 7o (k)e ¢k},
logo ' | )
iz, t) = (ﬁo(k)e—wbj(k)t) = nol) » (6—1¢j(k)t) .

Assim, S)no(x) = no(z) = (e79R4)7, isto ¢, S@)(k) = e 401 onde
| k+ bk +ak?sej=1
9i(k) = { k + b2 coth(Bk) & ol se j = & ¢ 0 & Re

3.2 Equacao Linear de Benjamin Regularizada

Agora, considera-se a famflia de equacoes de Benjamin linear regularizada
dada por:

e+ 1 — bL[N)ot — @Nowr = 0, (3.11)
onde £ = H com H(k) = isgn(k) ou £ = T com T (k) = icoth(hk), h > 0,
para todo k € R, k # 0 no caso nio periddico (ou k € Z, no caso periodico).
Os parametros a,b sdo positivos, onde b é da mesma ordem de \/a, com

b < 24/a.

Dado o problema de Cauchy:
nt($7 t) = Aln($7t)7
3.12
i) Z (312)

para determinar o operador A;, suponha-se £ = H e escreve-se a equacao
(3.11) na forma
(1 — bH[Or] — aOua) M = Nac.

Aplicando a Transformada de Fourier em relagio a varidvel x obtém-se

(1= b(ik)(isgn(k)) — a(ik)®) i = —(ik)7.
(1+b|k| + ak®) fe = —ik7).

Dessa forma, define-se A(k) = 1 + b k| + ak?, entdo A(k) > 0, para todo k.
Pois, como a > 0 e b é da mesma ordem de +/a, segue que b? é da ordem de
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a com b < 2y/a, logo A = b* — 4a < 0.
Caso L =T, entao
(1 = bT10:] — ades )i = 1,
aplicando a Transformada de Fourier em relacao a variavel x segue que
(1 — bicoth(hk)(ik) — a(ik)Q) ne = (—ik)n
(1 4 bk coth(hk) + ak®)h; = —ikn

Define-se j(k) = 1+ bkcoth(hk) + ak?, h > 0, como a > 0 e a funcio

cotangente hiperbolico ¢ impar, tem-se A(k) > 0, Vk € R. Além disso,
segundo [7], x| < xcoth(zx), Yx € R, logo:

1+ blk| + ak® < 1 + bk coth(hk) + ak?,
isto é, j(k) > A(k), para todo k € R. Isso implica que £ = T serd um caso

particular do caso £ = H.
Sendo assim, define-se para todo k€ R, k # 0,

(3.13)

koo k .
{ AR) = e ¢ J =1

— k -
A(ky  L+bkcoth(hk)+ak®’ se ) =2,

estendida por continuidade para & = 0. Donde,

ﬁt(kat) = _i¢j(k)ﬁ(k7t)7 (314)

sendo que j=1¢éocasoemque L=Hej=2¢éo0casoem que L ="T.
Dessa forma o operador A; do problema de Cauchy é tal que

Am(l’at) = —i%(Da:)ﬁ(%t)a (315)

onde @J(Dﬂﬂ)n(’h t) = @J(k)ﬁ(’h t)a paraj = 17 27 IOgO, Aln(k7 t) = —IQOJ(k)ﬁ(k, t)a
Vk € R, no caso ndo periddico (ou Yk € Z, no caso periddico), e Vi € R, para
j=1,2 A : D(A) c H*— H*.

Nota-se que A; é linear no seu dominio. De fato, sejam f, g € D(A;) c
H?, ~v e C, entao

-~ -~

(Ai(vf +9) (k) = —ip;(k)(vf +g) (k)
= —vip;(k) f (k) — ip;(k)g(k)
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= A J(k) + A’?guf)

= (VAlf + Alg) (k)7

para j = 1,2. Aplicando a transformada inversa, conclui-se que

A(vf +g) = vALf + Aug,

e portanto, Ay é linear.
Do sistema (3.14) obtem-se uma familia de equagoes diferenciais ordiné-
rias (EDO) no dominio da frequéncia, cujas solucoes sio:

ik, t) = 7o (k)e ™99 0,
para j = 1,2, assim, |7(k,t)| = |qo(k)|, Yk € Z ou Yk € R, Vt € R. Logo,

Como a solucao do problema de Cauchy é dada por

n(,t) = S(t)n(x),

entdo a igualdade (3.16) indica que {S(t)},.p deve ser um grupo unitario.
Dessa forma, para mostrar que A; é gerador de um grupo unitario usa-se o
Teorema de Stone 2.2.8.

Para garantir isso, primeiramente, mostra-se no préximo lema uma limi-
tacdo inferior para A(k).

Lema 3.2.1. A(k) = A(k) = (b+ 2v/a) [k| = bk, Yk € R.

Demonstracao:

Para demonstrar a desigualdade A(k) = (b+ 2+/a) |k|, encontra-se a reta
tangente a A(k) e que passa pela origem. Dessa forma, considera-se o ponto
(ko, A(ko)) que pertence & reta que passa pela origem e tem inclinagio A (ko).
Se k > 0, entdo A (k) = b+ 2ak e a reta tangente r é:

r:y(k) = A (ko)k,

r:y(k) = (b+ 2ako)k,
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como (ko, A(ko)) € r, entdo

1 + bko + ak2 =bkg + 2ak]

aky =1
1
ko =+ %,
mas como kg > 0, entdo kg = ﬁ = ¥ Portanto,

r:y(k) = (b+2ya)k,Vk > 0.
Agora se k < 0, entdo E’(k) = (=b + 2ak) e a reta tangente é:
ry(k) = A'(ko)k,

r:y(k) = (—b+ 2ako)k,

como (ko, A(ko)) € r, entdo

1 — bko + akg = — bk + 2ak?

aks =1
1
ko =+ —,
0 o /\/5
e sendo kg < 0, temos ky = —ﬁ = —%. Portanto,

r:y(k) = (=b—2v/a)k, Yk < 0,
isto é,
r:y(k) = (b+ 2v/a)(—k), Yk < 0.

Assim,
r:ylk) = (b+2Va)|k|,Vk e R.

Além disso, como A (k) = 2a > 0, entdo A(k) tem concavidade para cima
para todo k, e portanto, a reta tangente estd abaixo da curva. Dessa forma,
segue que:

A(k) = A(k) = 1 + blk| + ak® = (b+ 2v/a) |k| ,Vk e R.
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Finalmente, como (b + 2+/a) |k| = b k|, Yk € R, conclui-se que:

A(k) = A(k) = 1+ b|k| + ak® = (b+ 2v/a) |k| = b|k| ,Vk € R.

[ |
35 [ | I
y = 1+ bk coth(hk) + ak?
2
| y=14bjk| +ak ¥
1. ---------- Yy = (b+2\/a)‘k‘ f
\ y = blk| H

Figura 3.2: Comportamento das funcdes A(k) e A(k).

Nota-se que o Lema 3.2.1 pode ser aplicado tanto para o caso nao peri6-
dico (k € R) quanto para o caso periddico (k € Z). A Figura 3.2 ilustra a

desigualdade do Lema 3.2.1, para a = 0,25, b = \/a e h = 1. Além disso, do
Lema 3.2.1 segue que

1
TIvE (3.17)

Agora, mostra-se as hipoteses do Teorema de Stone.

lp2(k)| < o1 (R)] <

1. A; é densamente definido:

D(A) = {f € H' Ayf € I}

Nota-se inicialmente que D(A;) = H*. De fato, se [ € H*, da desigual-
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dade (3.17) segue que:

= [y A7) ar

— 00

= [ ar Ry e o] o

— 0

< — [ awry|fof a

(b + 2v/a)” J-wo
1 2
= 2 ||f||s < +CO)
(b + 2\/a)

para j = 1,2.

Portanto, em ambos os casos, A; é limitado e continua. Dessa forma,
se fe H* entdo [ € D(A;). Portanto, D(A;) = H*, em particular, 4,
¢ densamente definido e é um operador continuo.

2. AT = —All

Para mostrar essa igualdade é necessério verificar apenas que A; é anti-
simétrico. De fato, sejam f, g€ D(A;) = H*, entdo

o0

Aifogr = | (4R ETWTR S

_ f " (14 K2 (i () F R TR R

— 0

_ f " (14 12 () i ARk

— 00

= [ 0wy Damar

o0

= _<f7 Alg>37

para j = 1,2. Assim, A; é anti-simétrico.

Nessas condigoes, pelo Teorema de Stone, 2.2.8, A; é gerador de um grupo
de classe Cp unitario. Portanto, do Teorema 2.2.9 segue que:

Teorema 3.2.2. Sejam s€ R e ng € H®, entao o problema de Cauchy

ne C(R, H%),
Nt + Ny — bﬁ[m«t] — Nyt = 0 em H?,
n(z,0) = no(x) € H*,
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tem uma vnica solugdo n e ainda, n € C* (R, H*), onde a solugdo é da forma
n(x,t) = SE)no(x).

Além disso, como 7;(k, t) = —ip;(k)i(k, 1), tem-se 7j(k,t) = 7y (k)e i k)t
logo ' |
n(w,t) = (%(k)e_lw(k)t)v = no(x) * (e—le(k)t)v .

Assim, S(t)no(x) = no(x) * (e—iw(k)t)v’ portante, 57(?)(/{) S

Equacao Expressao da solucao | Expressao do multipli-
cador

me + e — PR — |0z, t) = nolx) * | di(k) = k + Dk k| +

ANy = 0 (e~ (R v ak®, ke R, teR

e + Ne — bT[n]mm - 77(35; t) ? 770(33) * QS?(k) = ko +

g = 0 (e7ie=(h)t) bk? coth(hk) + ak?,
keR,teR

mot e — WMl — [ (@ t) = ml2) = | o1(k) = e k€

i = U (e~ier(i)) R,teR

ot e = OT [0l — | (@) = mo(2) » | ealk) =

ANggr = 0 (6_1902( ) ) 1-+bk coth(hk)+ak? * keR,
teR

Tabela 3.1: Resumo da familia de equacoes de Benjamin linearizada com
suas respectivas solucoes.

Na Tabela 3.1 verifica-se o resumo das equacoes apresentadas neste Ca-
pitulo com a expressdo da sua solucao. Essa solucao analitica serd utilizada
no Capitulo 6 para validar o método numérico utilizado para encontrar a
solucao numérica.



Capitulo 4

Boa colocacao da familia de
Equacoes de Benjamin
regularizada

A familia de equagbes de Benjamin regularizada (RILW-Benjamin) ¢ dada
por:

3
Ne =y = 50477771 - bﬁ[n]mt = AQNggt = O, (41)

onde £ = H com H(k) = isgn(k) (Transformada de Hilbert) ou £ = T
com T (k) = icoth(hk), h > 0 (Transformada de Hilbert na faixa), para
todo k € R, k # 0 no caso ndo periddico (ou k € Z, no caso periodico).
Os parametros «, a,b sao positivos, a relacdo entre os parametros é: « é da
mesma ordem de a enquanto b é da ordem de +/a, com b < 2+/a.

Neste capitulo serd estudada a boa colocacao da familia de equacoes de
Benjamin numa versao regularizada pela teoria de semigrupos baseada em
[7,10,15,17-19]. Em [7,10] h& uma demonstragdo para o caso em que £ =T
por uma abordagem direta, onde a boa colocacio local ¢ garatida em [7]
para s > % Ja neste trabalho serd mostrada que vale para s = 0 para ambos
os casos do operador £. Além disso, baseado em [10] serd possivel mostrar
que o problema ¢é globalmente bem posto para s > 1, por outro lado, sera
possivel mostrar a boa colocagdo global para 0 < s < 1, com s # % utilizando
uma estratégia de demonstracao diferente, utilizando a teoria de semigrupos,
baseado em [15].

44
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4.1 Boa colocacao local

Nesta secao sera feito o estudo da boa colocacao local a partir da teoria de
semigrupos baseado em [10,15,17-19]. Para garantir a boa colocacio local
do problema de Cauchy considera-se a defini¢io dada em [16], a saber,

Definicao 4.1.1. Sejam X, Y dois espagos de Banach ¢ F' : Y — X uma
funcao continua. O problema de Cauchy

() = F (n(t)) em X, |
{ 20 = ey, (4.2)

é localmente bem posto em Y se e somente se

(i) Existe T > 0ene C([-T,T],Y) tal que n(0) = ¢ e a equagdo diferencial
¢ satisfeita no sentido

n(t +h) —nt)

lim
h—0

~F@(®)] =0 (4.3)

X

(ii) O problema (4.2) tem no méximo uma solucdo em C ([-1,7],Y).
(iii) A aplicacdo ¢ — 7 é continua, isto é, dado (¢,), < Y tal que ¢, L g
en* e C([-T*,T*],Y), onde n* & a solucio com a condi¢io inicial ¢*,

entao, para n suficientemente grande, cada solucao 7, correspondente
ao dado ¢,, pode ser definida no intervalo [—=1*,T%*] e

lim wp]Mdﬂ—nWmH=0-

00 [—T* ,T*

Sendo assim, considera-se a equacio dada em (4.1),

(1= L[0:] — alus) e = Za (nQ)z — M. (4.4)

Caso £ = H, como H = isgn(k), calculando a Transformada de Fourier
na variavel x da expressio (4.4) segue que

(1 —b(ik)isgn(k) — a(ik)?) 7, = ik (ZanAQ — ﬁ) ;

logo

W ik A_%@AQ
T ok a2 1T 1Y)
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Da definiciio 3.13 segue que ¢, (k) = = =

k
Tk = THolkTak?’ 1080

m%) (k, ). (4.5)

W

Ak, 1) = g (k) (ﬁ—

Caso L =T, como T = icoth(hk), h > 0, calculando a Transformada de
Fourier na variavel x da expressio (4.4), segue que

(1 — b(ik)icoth(hk) — a(ik)?) 7y = ik (ZOWAQ - ﬁ) ;

logo

oo ik A—§aA2
T T ¥ bk coth(hk) + ak2 \T 1Y)

De acordo com a definicio 3.13, po(k) = ﬁ = Trokecth(RRyTaR? 1080

B0 = =igall) (7 o ) (1) (46)

Portanto, em ambos os casos segue das equagoes (4.5) e (4.6) que:
. 3 2 1
nt($7 t) = _lgpj(Dm) n- 10“7 ($7 t)) (47)

onde (D (k. 1) = ; (K)i(k, 1), para j = 1,2.
Nos dois lemas a seguir sao provadas duas desigualdades necessirias para
obter a boa colocacao local.

Lema 4.1.2. Para s = 0, existe Cy >0 tal que
(14+ k)2 < Co(1 + E22(1 + (k — k1)H*?, (4.8)
Vk, kl e R.

Demonstragao: De fato, sejam a,b € R logo (a+0)? = a®+2ab+1? e como
(a—0)? = a®—2ab+1? = 0, entdo 2ab < a?+b2. Portanto, (a+b)? < 2a%+20?
e ainda,

1+ (a+b)2 <1+ 2a*+ 20 < 2+ 2a + 2V°
< 2420 + 26% 4 2a%* = 2(1 4 a® + b + a%V?)
=2(1 4+ a*)(1 + b?).
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Portanto, se a = k — k1 e b = ky, segue que
L+ =1+[(k—k) + k> <2(1+ (k—k)®) (1 +£]).

Como s = 0, entao

(1 + k)Y <27 (1+ k)7 (1+ (k- k)7,

isto &, a desigualdade (4.8) ¢ verdadeira para C, = 22, [ |

Lema 4.1.3. Sejam u(-,t),v(-,t) € H®, s = 0, t € I, intervalo ndo vazio.
Entao eziste uma constante Cy = C(s) > 0 tal que

[0 (Da) (wv) (- Oy < Cs Jul, Ol (-, Ol
Vielej=1,2.

Demonstracao: Nota-se que

08}
5 (D) (o) (k) = @;(k) (@) (k) = V2mp;(k) f ; u(ky)o(k — ki)dk,
para j =1,2.

Define-se (k) = (1 + k?)¥2u(k) € L*(R) e 01(k) = (1 + K*)¥%(k) €
LA(R), pois u,v € H*. Logo, |l 2 = Jutl s = Jul, e [z = [olyz = ol..
Assim, da desigualdade de Young, Teorema 2.1.3, tem-se que ;=07 € L™ e
ainda,

1y 01llos < ]2 01 1z - (4.9)

Nota-se também que @; € L*(R), para j = 1,2, pois se j = 1, entdo

2

k

2 —
172 = ]l1+b\k\ +ak?|
_ljoo ak? i} gk
Ca) o 1 +b|k[+ak?1 +blk| + ak?

[ il
S dk
af_ool—%b\k\—%ak?

_1 ! dk < o,
a b \? p2
= (Valkl +5%) +(1-2)

: b2 : ) , ‘
pois 1 — 7= > 0, isto ¢, e < 1 uma vez que b é da mesma ordem de +/a, com
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b < 24/a. Caso j = 2, como |p2(k)| < |p1(k)| segue que |22 < [lo1] 2 < 0.
Dessa forma se u,v € H®, entao:

2

e (D)) = Jff (14 8 [, (Do) 1)
=F (1 + k%) ;(k) (@0 \ dk
= [ @0 @ a

(48) — ("
£ \/QWCSJ lo; ()% ...

Jm 1+ &)Y (1 + (k — k1)? )S/2 (ki) (k—kl)d/ﬁQdk
=V2rC, f o5 (k)|? U (k)01 (k — k1)dky| dk

~VaC. [ 1P 18 0 ik
WCMNMJ’mumk

o0

R AT A YOI
= V21 C, 72 |9 )72 5172
2
= K, [ul; o,
onde K, =/21C. |p;]7..

Sendo assim, existe uma constante C, > 0 tal que

l03(Da) (wo) (-, D)l < Cs fJul, )] ol D), -

Observacao 4.1.4. Nota-se que na demonstracao desse lema foi necesséria a
condi¢do de que b < 24/a.

Agora, considera-se o problema de valor inicial dado por:

{ e+ N — 500 — L[], — @M = 0,
77(%0) = 770(90);
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ele pode ser escrito como

(. 0) = iy (D2) (= Jr?) (2,), |
{ n(x,0) = no(x), (4.10)

onde @J(Dm)n(’ht) = @J(k)ﬁ(’ht)a paraj = 17 2.

Do Lema 4.1.3 tem-se que se n(-,t) € H® para t € I, um intervalo tal
que 0 € I, entdao p;(D,)n* € H*, além disso, da expressio (3.15) tem-
se que se n(-,t) € H® para t € I, como descrito acima, entdo Ain(-,t) =
—ip;(Dy)n(-,t) € H®, pois Ay : H® — H*. Portanto,

wet) = =1es(D2) (0= o) (o) e 1

desde que n(-,t) € H®, Vit e I.

Além disso, do Capitulo 3, tem-se que S(t) = e~ (D<) & um grupo
unitario com S(t)(k) = e %) e ¢(x,t) = S(t)no(z) é solugio do problema
linear associado ao problema (4.10), a saber,

O, 1) = —ip; (D2)p(x, 1), |
{ $(x,0) = no(i). (4.11)

Dessa forma, via teoria de semigrupos, [17-19], o problema (4.10) pode
ser reescrito como a equacao integral:

3

(e, 1) = S(E)mol) + 2 L St — )y (Da)n (2, )t (4.12)

para j = 1,2. A equagdo integral (4.12) pode ser resolvida localmente pelo
argumento do ponto fixo no espaco X7 das funcoes continuas definidas em
[<7,T] com valores em H*, com a norma definida por

||77|X% = . [SquT ||77('at)||s;
€|—1,

]

ou seja, X5 ={f:[-T,T] — H? [ & uma fun¢io continual.

Do Capitulo 3 tem-se que ¢(x,t) = S(t)no(x) é solu¢do do problema
(4.11) e assim ¢ continua definida em [=T,7] com valores em H*®. Portanto,
S(-)no € X3 e ainda, como S(t) é um grupo unitéario, |S(t)no|, = [|no],. Logo,
para todo T" > 0 segue que

[SC )0l

xg = BUP |SEnolls = ol -
te[—T.T1]
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Para mostrar a boa colocacao local é necessario mostrar duas desigualda-
des. Nota-se que o segundo termo da equagio (4.12) é limitado, pois:

3ia [* 3a | *
]TJ S(t =)Dy ()| < = f ISt = )i (D) (-, )], d’
0 s 0
3a |t
< ”h jo ]l%(Dz)n2('at,)]|sdt, v

Pelo Lema 4.1.3 existe uma constante Cy > 0 tal que:

. t
5| st - ees 0oty
0

t
[NERGIRE
0

3a
< _Cs
< 4

3a ! 2 '
<50 | Il
3a 2 ¢ f
=Sl || a
3o 2
= ZCS ||77|X% t‘ )
logo
i ' ’ 2 ’ ’ 3o 2 A
sup a1 S(t =) (D), )| < ZCS ] X5, T. (4.13)
te[-T1.T 0 s

2

Analogamente, como 7% — v? = (n + v)(n — v), tem-se que

3ia [*
sup | == St —t")p;(D,) (772(-, ) — (., t')) dt'| <
te[—T,T 0 s
3o o
<ZCS||T/_V|X% 77+V|X5;T- (4.14)

Teorema 4.1.5. Sejam s = 0, ng € H®, entdo existe T' =T (s, |noll,) > 0 tal
que o problema de Cauchy nao linear

ne C([_T7T]7HS)
M+ e — 500 — DL 1] — @eze = 0 em H*
n(x,0) = no(x) € H*,

€ localmente bem posto no sentido da Definicao 4.1.1.
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Demonstragao: Considera-se a equagio integral dada por (4.12), a saber,

3ia (*
at) = SOmla) + 7 | SC - Di e O)ar
0
Para aplicar o teorema do ponto fixo, define-se
A=AMNT,M)={veC([-T,T], H");d(v,0) < M},

onde d(v,0) = |jv

x3 = Sup |v(-,t)||,- Como A & um subconjunto fechado

de C([-T,T], H®) que é um espaco completo, [10], entdo A é espago métrico
completo para todo M >0e T > 0.
Agora, considera-se M = 2|y, e

J: A - A
v - Juv:[-T,T]— H?,

definida por
SiOZ ! / 2 / /
Ju(x,t) = S(t)no(x) + e St — t")p,; (D )v(z, t')dt'. (4.15)
0

Inicialmente, mostra-se o item (i) da Definicio 4.1.1. Para tal, existe
Ty > 0 tal que T" < T3 o operador J estd bem definido. De fato, se v € A,
entao

)
8

i 7
| 70() = 01, < [S@mol., + ]% | st=tres0aec.trar
0

logo da desigualdade (4.13), existe uma constante C, > 0 tal que

ol < 1SComlg + sup jSt—t s (DR V)t
= ol + sup j St D, )l
te TT s
(4.13) . M .
< ||770||s + ZCS ||U| Xz, T = 7 + ZCS I'UIX%

M 3o M 3o
< — 4+ —CM*T="—|14+=C,MT).
2 T 4 2 ( * 2 )
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Fixado Ty = 57537, entdo para todo T' < T} tem-se que
M
xp <50+ =M.

Além disso, Jv é continua, pois se ¢, € [T, T], f(-,t) = @;(D)v*(-,t) e
i
Tf(,0) = SOm(o) + 8 | S(= )10, ento
0

Tf('at) _Tf (75) =
= S(t)n — S Z) o + SiTaL Sit—)f(-,t)dt’

_ dia j SE— ) f(-,)dt

4 Jo
310[] SE—t)f(-. 1)l
= (S(t) =S (&) n + 31704 [S(t—t) — 1] i SE— ) f(-,")dt
310[] S Oyt

Nota-se que os integrandos ndo dependem de ¢, como {S(1)},.p ¢ um grupo
unitario e portanto fortemente continuo, Definicdao 2.2.2, entao

(S@) = SE)m—0e H* e [SEt—1) jSt—t ANdt —0e H,
quando ¢ — £. Dessa forma, segue que no limite para ¢ — { tem-se que

Tr(t)—Tf (1) = Jo(-,t) — Ju (- T) > 0e H°.

Conclui-se entdo que Jv e C ([=T,7T], H*) e Jue A, se v € A.
Além disso, existe Ty > 0 tal que para todo T' < 15, J : A —> A é uma
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contragdo. De fato, se u,v € A, entdo da desigualdade (4.14), existe uma
constante C, > 0 tal que

| Ju — sup j S(t—t")e;(Dy) (u (,t)—v2(-,t'))dt'
(4. ) Sa
WQ XQT
3a 3o
& ZCSQM e — UIX% F = 703]\4 e — UIX% T
Fixado Ty = 5757, entdo para todo T' < Ty, tem-se que
T
| Ju — = X%=QT||U_U|X%7

onde gp = £ € [0, 1).
2 1
30C,M  3aC, 70l
m Assim, J : A — A estid bem definida e é uma
contracao. Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, existe uma tnica funcao
n € A e portanto, n € C([-T,T], H®), com s = 0, solu¢io do problema
integral (4.12) e consequentemente, uma solu¢io forte do problema original,
segundo [20], pagina 125. Observa-se que a unicidade fornecida pelo Teorema
do Ponto Fixo de Banach s6 é valida em A.
Para finalizar a demonstracio do item (i) da Defini¢do 4.1.1, desde que

F(n(-,t)) = —ig;(Da)n(-, ) + Z20;(Dyp)n?(-, 1) tem-se que

Portanto, considera-se 0 < T < min{T}, T2} =

logo escolhe-se T' =

. U(;t+h) _77('7t) . . .
lim ) Fwwh—
— 1
i 1 . 3ic
———f S(t )nQ(-,t')dt' +10;(Da)n(:, 8) = =05 (Da) (1)
— 1
o }ILH(I) (t + h)n;)L t To 310[ j S t - t,)¢](Dz)n2(,t,)dt,

22 st m%ww+mwmuwf%mmwuw

s
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S+ h)n—St)n 3ial
h 4 h

31a 1 j S(R)S(t — ') (Dx)n2(-,t')dt' +1ip;(Dy)n(,t)

= |lim

h—0

(S(h) — 1) S(t = );(Do)n* (-, t)dt

31a

~SR DR

= lim
h—0

Smlj S()S(t — )y (D)2 (- 1)t + o (D) (-, 1)

S e D)

S(hz‘l( nw—f S(t D) 2(-,t')dt')

= lim
h—0

1
3me~ S(h +t — )y (D) (-, )t + iepy (D )n(-, 1)
3l
—TSOJ(Dm)UQ('at)
.| Sh) =1 .
= }Lli% Tﬁ()t) L] 190J(Dz)77(7t)
31a 1 3l
f S(h+ t = )os(DeP () = =i (D)P (1)

Nota-se, pela teoria de semigrupos, pela Definicao 2.2.4 e pelo Teorema 2.2.5,

que
%n() ) E——)g Aln( ) o _ISOJ(Dm)n()t))

onde A; é o gerador do grupo {S(1)},.z- Além disso, pelo Teorema do Valor
Médio, tem-se que

3l

31a 1
2 (Do)n? (-, 1)

j S(h+t—1)p;(D)n*(-, t)dt’ —

s

3ia 1
) [saz+t-f)wxlzan%»tﬁ—-pxlhwft,w]df
t S
3a |1 [t . 2 2 '
<Z | IS+t =) (DR ) — 9 (D)0 de

4 |n),
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Sa

\ y

S(h— 0u1) 03 (D)0 (-, + 0uh) — (DI 1)

e

onde 0y, € [0,1]. Logo,

Bl [ st -0ty - B0

s«zww—%m%wmﬂw+%m—%wmﬂﬁm

para s = 0.

Agora serd mostrado o item (ii) da Definicio 4.1.1, isto &, que o pro-
blema (4.10) tem no méximo uma solu¢io no intervalo [=T,7T7]. Para isso,
consideram-se n; € C ([T}, T3], H*), para s = 0, com seus respectivos dados
iniciais 1%, ¢ = 1, 2. Logo,

i, t) = S(Eyf + jSt—w%unmutMt

Assim, pela desigualdade (4.14), no intervalo [—T, T], onde T' = min {1,715},
existe uma constante C > 0 tal que

() — ma (- 8)], <

<[5 (o %H+——

jSt—t% 2 (G, E) = 2 (1) de

s

< o — ], ‘*“

fwl O )+ )],
[t =m0, (27 + Il + i1,)

< e — ], ‘*“
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onde M = max {||n1(7t) - 77(%")(? ) ||772(7t) - 773")(?} Portanto,

Im(,t) = m(, 1), <

L
<|nt -, + 8 j (st — o, )],

)

onde § = 22 (2]\7 + Ing ], + ||773||s> Pela desigualdade de Gronwall, Teo-
rema 2.1.10, segue que

Em particular, se n} = 12 e ambas as solugoes estdo definidas em [T, T, en-
tao m = n2. Portanto, a solugio do problema (4.10) é Gnicaem C([=T,T], H*®),
para s = 0.

Finalmente, para mostrar o item (iii) da Defini¢io 4.1.1, considera-se
(N9 ey © H* tal que 0 — i em H® e n* € C([—T*,T*], H%) ¢ solucdo com
a condigdo inicial n5, onde T* > 0. Seja n, € C ((—71,,1,), H*) a solucdo
com condigdo inicial 2 e T,, = min {7T},,7*}, n € N, onde T,, > 0 & tal que
(=T,,T,) ¢ o maior intervalo simétrico onde a soluc¢do 7, estd definida.

Entdo para ¢ € (=T,,T,) segue que da desigualdade (4.14) que existe
uma constante Cs > 0 tal que

t

= |lno — 5|, exp (B1¢]) -

[, 8) = 0™ Dlls < [1S@)ng — SEne, +

rt

3o N N
+ ZCS ||77n(7t,) =7 ('7t,)||s ||nn(7t,) +7 ('7t,)||s dt,

JO
< [S() (5 —mo)ll s +
Sa * * * *
= Cs || MGt =" (O (a5 ) = C Ol + 2™ (5 )] ) dt)
JO
Como {S(t)},eg € um grupo unitario e considerando M* = sup  ||n*(-, 1)/,

te[—T*,T%]
Co = 22C,M* ¢ Cy = 220, entdo,

||77n(7 t) - 77*(7 t)”s <
it

<l =millo+ || (Colmalt) =n* GO, + Cullm(,¥) = (82 ) dt|.

0
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Define-se
Un (t) =
* ! ® * 2 /
I =51+ || (ol ) =1+ s t) = w01 ).

Derivando ¥,(t) em relagdo a t segue que para t # 0,

P () =Co I, 8) = ()]l + Co I 8) = ()5

<Cothn(t) + CLE2(1)

e 9,(0) = ||ng —nill,, logo %ZG(%M < Cy. Integrando de zero a t

obtem-se:

()
dT\CO
» Gt + Cray & S ol

[ Co+ Cihu(r)  Ciepp(7)
o Cotbn(T) (Co + Cl¢n(7))2

[

dT < Co ‘t‘

.

rt 2,0,
= d)l = Cown(T) 2d7— < CO ‘t‘
P Gt (Go+ C1tn(7))

"(aranm) " (@5 anm) <

Cotpn(t)  Co+ Cyllng —ni| )

In SV <Gyl
(Co + Cipn(t)  Collng —ngl, ol
Co + Ci|ng — 78|, < Oolt

(Co + Cip, (1)) |mt — U§||s

ln6 — 05l Colt|
$a(t) < (Co+ Crtha(t T
() < (Go + ())Co+01||no—nolls

bl [1 _ Cilng = Ué‘llsecj[t[] .G Iz — ?76“||S* ol
Co+Cilng —mll,d ~ Co+ Culng —nsll,

Co + Ci |5 — m3ll, (1 — e
Co + Cy g — 5,

n(t)

Co |n8 — n3|, e

T Co+ Cylng -l

Pn(t)

Disto segue que,

Co | — nt, e

w( ) =1 0], < a(t) < . . 4.16
I ) = 1O < (0 € G e, (410
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Para que a desigualdade (4.16) seja valida deve-se ter

Co + Ci lng — g, (1 — @) > 0,

isto é,
1 — %oltl _L
n ] 7
Cu g — sl
Co
> ol

[ ..
Ct|ng — 5l

n (Co + Cy g — 08|,
Ct|ng — 5l

)>Co‘t‘,

‘t‘ < iln (CO + Cl ||778 - n§||s)
CvO Cl ||776L - n§||s

Assim, a desigualdade (4.16) vale para todo t € (—=T,,T,) n (=T}, T¥), onde

nytn
T* — 1 1p Co+01||ﬁ3—ﬁ§ s
Cullng—ntll, )"

n T Co
Desde que |78 —ng], =3 0 e escolhe-se n suficientemente grande, entdo
T > T*, e assim, a desigualdade (4.16) vale para todo ¢t € (=T, T,). Além
disso, se T, < T*, logo T, = T, e

[ (o ) < I 8) =0 C Dl + [0 G D), Ve € (=T, T)

Portanto, |1,(-,t)], € limitado em (=7, 7,), o que contradiz a maximalidade
de T,. Logo, T,, > T* para n suficientemente grande e a estimativa (4.16) é
valida Yt € [-T%*,T*] e ainda,

3 — ¥ — |3 - —n¥(- =

te[—T%,T%]
Portanto, a aplicacao ny — n é continua. Da Definicao 4.1.1, segue que
o problema (4.10) é localmente bem posto para s = 0. [ |

4.2 Boa colocacao global

Um problema de Cauchy ¢é globalmente bem posto se a Definicao 4.1.1 ¢
satisfeita para todo T > 0. Para garantir existéncia global, é suficiente
combinar o Principio da Extensao com algumas estimativas globais a priori
para a solucao na norma H°®. Entende-se por Principio da Extensao o fato
de que a solucao da equacao permaneca limitada para todo T > 0.
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Para garantir a boa colocacao global sera necessario primeiro, demonstrar
alguns resultados. Para isso, considera-se o problema de valor inicial dado
por:

{ e+ 1w — 5007 — bL[1], — aNaar = 0,
77(%0) = 770(90);

ele pode ser escrito como
ne(x,t) = —ip;(Da) (n = Fan?) (2, 1) = Gn(a, 1), ,
(4.17)
77(3570) = 770(33);

onde @@n(k,t) = p;(k)nk,t), para j = 1,2, com ¢;(k) definido na
expressao (3.13).

X -2 3
Lema 4.2.1. Considera-se a norma ||| f|||y = [J A(k) ‘f(k)‘ dk] em que
A(k) = A(k) se L =H e Alk) = j(k) se L ="T. Entdo |||, elll - |ll1 sdo

normas equivalentes.
Demonstragao: De fato, se A(k) = A(k) = 1+ b|k| + ak?, escolhe-se C,
tal que 0 < Cy < min {1, a}, entdo
02(1 -+ k2) = 02 -+ 02k2 < 1+ ak2
< 1+0blk| + ak® = A(k).

Logo Ca [ fll; < Il Al
Agora, considera-se C tal que ) > max {a + b, 1 + b}, de tal forma que

b < 4(Cy — a)(Cy —1). Assim,

Ch(1+ k) —A(k) = (C1 — a)k® = b]k| + C, — 1

b \* b
= (v/C1 — - - —1z
( G- alHl QW) WC—a .

2
pois («/C’l —alk| — =2 ) >0, Yk € R e como b? < 4(Cy — a)(Cy — 1),

24/C1—a
segue que —ﬁ +Cy —1 = 0. Logo, A(k) < Ci(1 + k?) e portanto,
N < Culfly-

De maneira anéloga, se A(k) = j(k) = 1 + bk coth(hk) + ak?®, como
|z| < xcoth(x), Va € R, entdo A(k) <
condicoes para (5 e conclui-se que

A(k), assim basta tomar as mesmas

Co(1 + k) < A(k) < A(k).
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Portanto, Co || f]|; < |l fll1-
Além disso,

A(k) =1+ %hk coth hk + ak?
21+%\hk\+ak2
=1+ b|k| + ak®.

Considera-se ('} tal que C; > max{a+b,1+b} de tal forma que
b < 4(Cy — a) (Cy — 1). Portanto,

Ch(l+ k%) — Ak) < (Cy — a)k2 —blk| + C, — 1
b 2 b2
= (/Ci—alk| - - (=1,
( 1—alk] 2«/6'1—&) WCri—a)

2
Nota-se que («/C’l —alk| - Nﬁ) > 0, Vk € R e como b* < 4(C) —

a) (Cy — 1), entdo —4(%2_&) +Cy — 12 0. Logo, Cy(1 + k?) — j(k) = 0, isto

¢, A(k) < Ci(1 + k%) e portanto, ||| /[l < Cy [ f];. u

Observacao 4.2.2. Observe que pela demonstracao, nao é necessério a condi-
¢do que b < 24/a no lema acima.

Lema 4.2.3. Se 5 satisfaz o problema de Cauchy (4.17) no sentido das dis-
tribuicoes e n € C([-T,T], H®*) com s > 1, entdo para todo t € [=T,T]
tem-se que

¢ Ol = Ml [l -

Demonstracao: Pela teoria de semigrupos, como 1 satisfaz o problema de
Cauchy (4.17) no sentido das distribuigoes e n € C ([=T,T], H*), pelo lema
4.1.3 e do fato que {S(t)},p € um grupo unitéario, segue que

ne = —ip;(Dy) (77 - Zowf) e C([-1,17],H%).

Portanto, tem-se que n € C' ([-T,T], H*). Considera-se a sequéncia

(nn)neN £ Cl ([_T7 T] ) HOO) )
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convergindo para a solu¢io n € C' ([=T,T], H*). Define-se
F Cl ([_T7 T] ) HS) - ([_T7 T] ) HS_2)

tal que F(v) = vy + v, — %avvm — 0L [v],, — QUzue. A fungdo F & continua,
pois é uma soma de fung¢oes continuas, logo
lim £ (n,) = F(n) =0, (4.18)
T 00
em C ([=T,T], H*2).
Se s > 1, entdo s — 2 > —1, logo H® — H' e H*? — H~! portanto,
I, < s e I-l.y < |],_,. Usando o paréntese de dualidade definido em
2.1.8, e do limite (4.18), tem-se que

[y £ ()DL < ally 1 () [y < ol 1 (1) [ 4= = O, (4.19)

quando n — oo em C ([-T,T], H*2).
J& que todo 7, é suave com relacdo a x e usando a identidade de Parseval,
segue que

My Oxl) = 1 (k) Ox () dke

J—o0
00

= nn($)amnn($)d$

J—o0
00 2
o @)

J—00 2

= 0.

De maneira analoga, <77n,6m (nn)2> = (. Assim, calculando a parte real,
denotada por R, de {n,, F (n,)>, tem-se que

2R (s I (1)) = 2R (0, Oy — DL [@ct%] — ACpxtn)
.y f_ R (1, (0) AGR) G, (k) ) d

—9 f; AR (m(k)é;ﬁ(k)) dk
- [ awalnra

i
= Sl iz,
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Integrando de zero a ¢,

2R L (), F (12 (¢))> dt'| = llIna (- 0) 1T = 1l 1 O, (4.20)

para cada t € [T, T] e fazendo o limite para n — <o, do limite (4.19) e da
igualdade (4.20), segue que

Ml 52 T = N2 (5 O = Nl ) T = 1l mollE = O

Isto &,
GOl = [llmo [l -

Lema4.2.4. Se L =H ou L =T, entdo j [ L[ fidx = 5%] fL[

desde que as integrais facam sentido.

Demonstragao: Segundo [7] esse lema ¢é vélido para £ = T, nesse caso
serd provado também para £ = H. Inicialmente, tem-se que

[1 Elflgde = = f; Llg]fd. (4.21)

De fato, se £ = H, entdo H[f](z) = —= } [ (y)dy, disso segue que

—p XY

f H[ gdx———f f p— (x)dydx
j fooy_x fy)dxdy

- f_m Hlg)

Se L =T, entdo T[f](x) = —35 foocoth (W(g; y)) f(y)dy, logo

f:”f]gd“‘—f [ o () spatedya
“ul. L. mcoth( (Z; ) gt dady

7
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isto é,
| Tistgar =~ Tlglsa

Dessa forma, da igualdade (4.21) e pelo Teorema 2.1.9 segue que

[; FoL[Fledw = — f L[] fude
f fuoll

=£(mqﬂm
Portanto,
d 0 8] [0 6] (20
Eiﬁwhﬁﬁmw=Lmhdﬁwx+£mﬁﬁﬁhh
—9 f Y.
Isto &,

[ petnae=35 | et
[ |

Agora, seguem os teoremas da boa colocacdo global, inicialmente, sera
provado para s > 1.

Teorema 4.2.5. Sejam s > 1 e 9y € H®, entao o problema de Cauchy nao

linear
neC (R, H%),

e+ e — 500 = bL 1], — aneer = 0 em H*,
n(x,0) = no(x) € H¥,

€ globalmente bem posto.

Em [10] encontra-se a demonstracio para a equacio das ondas longas
intermediarias (ILW) que aparece o operador £ = T por uma abordagem
direta. E possivel fazer uma demonstracio analoga para a familia de equactes
de Benjamin. Entretanto, a seguir serd feita a demonstracao pela teoria de
Semigrupos.

Demonstracao: Para a demonstracao pela teoria de semigrupos, a soluc¢ao
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local ¢ dada por

est) = SEm(a) + 77 | S~ gD .

para t € [T, T1], logo

3a | [*
It 0, < 1@l + 5[ 1€ - e, .0, de

t
jo (D) (2], de

3o

Pela desigualdade (3.17), segue que

00

e 2
s DG 012 = | 1+ k2 [k, )] dk
J—o0
0 & 9
= | (L+F) |o(R)n?(k,0)| dk
J-w
0 A )
= | o) L+ k) ik, 1| dk
J—0o0
1 * PAY A2 2
<W (1+ k%) n?(k,t)| dk
1 2
= G avap MO0l

Além disso, de [21], como s > 1, entdo existe uma constante C > 0 tal que
||772('7 t)”s < 2C; ||77('7 t)”s ||77('7 t)"oo' Portanto,

{
fo InC O, I )l de]

G, < ol + =S
S TOENG

Pelo Lema 2.1.7, existe uma constante C' > 0 tal que ||n(-,t)||, < C|n(-, 0|,
YVt € I, onde I é um intervalo ndo vazio. Como s > 1, entdao do Lema 4.2.3 ¢
ja que |||, e ||-]], sdo equivalentes, existe D > 0 tal que |n(-,¢)|l; < D |nol,,
logo

[n(- 0l <

3aC !
< . Lt S, dt
bl + 5 s | [ L.



65

3aC,C

< bl + e [ Ol I ), ¢
3aC,CD ||n

<l + 5O (o ), ar

< ||noll, + Co

[ e e,

t
¢M=Mm+%JWWWMﬁU
0

para todo t € [-1,T]. Logo, |n(-,t)], < ®(t) e ®(0) = ||no],. Derivando
(4.22), pelo Teorema Fundamental do Célculo, se ¢ = 0, entdo

'(t) =Co (-, )],
<Cyd(t).

_. 3a0sCD|noly
onde CO == W.
Define-se

(4.22)

Se ¢t < 0 entdo
'(t) = =Colln(-, 1),

portanto,

12'()] =Ch (-, )],
<Cyd(t).

Assim,

w0l

dt
Integrando de zero a t segue que

In (2(¢)) —In (2(0)) < Co 1],
1n(‘“)<00\t\

®(t) < o], .

Como Cj ndo depende de ¢t € [T, T, isto prova que |n(-,t)|, ¢ limitado para
todo intervalo da forma [T, 7T, assim, pelo Principio da Extensdo de [16],
a solucao pode ser estendida em R. [ |

Pelo teorema anterior, a boa colocacao global é garantida para s > 1. No
entanto, é possivel demonstrar que a boa Coloca(;éo do problema de Cauchy
também vale para 0 < s < 1, com s # = pela teoria de semigrupos, como
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segue no proximo teorema.

Teorema 4.2.6. Sejam 0 < s < 1, com s # % e no € H*, entao o problema
de Cauchy nao linear

ne C(R, H%),
M+ Ne — Sanme — bL ], — aNewt = 0 em H*,
n(z,0) = no(z) € H*,

é globalmente bem posto.

Demonstracao: Seja 1y € H®. Fixe T' > 0, entao existe N > 0 tal que ¢
possivel definir vy por:

1 G
ugla) = —j e*e iy (k)dk,
V2T Jjgl=N
tal que
2 ~ 2 02
| sy i an < 2.
k=N
com (' = ﬁ, este 'y é a constante da demonstracao do Teorema 4.1.5.

Nota-se que existe N > 0 uma vez que (1 + |[k[*)¥? |/ (k)| € L*(R). Além
disso, seja wy = 19 — vy, donde

wo(x z"’“”77A()(k)alk.

Seja v e C([—7, 0], H?®) a solucdo local da equagio

3
Vg + Vo — Qe bL[v],, — aVamt = 0,

com dado inicial vq. Do Teorema 4.1.5, sabe-se que 7, = m, como
n c: s
ol = | QP IR dk < T, entio
|k|=N
1 1 1T
TU e 2 —
6aC; |wl, = 6aCsC
Portanto, v é a solucao do PVI
Vg + Uy — %avvz —bL [v],; — QUzee = 0 em H?, (4.23)
v(x,0) = v(x) € H® '



67

no intervalo [=7, T, para s = 0.
Além disso, pelo Teorema 4.1.5, e supondo que 7, + 1, — 2ann, —bL [n],, —
anz.t = 0 € H*, o problema de valor inicial
Mt o T 20”7773: =bL [n]zt = Ayt = 0 em HS) (424)
n(x,0) = no(x) € H*.

tem uma unica solucdo n € C([—7,7,), H®). Portanto, segue que
w(z,t) € C([—-R,R],H*), com w = n—ve R = min{T,7,}, é solugio
do problema de valor inicial dado por:

Wy — QW — bL (W], + Wy — %awwx - %a(vw)x =0 em H*, (4.25)
w(x,0) = wo(x). '
De fato,
3 3
Wy — QWygy — L (W], + Wy, — SOUWW; = ia(vw)x =

N — V¢ — ANzt + Wiy — OL 1], + 0L [V] 4 + N
3 3
= va = (1 = ) (7 = v)e = ol = v*), =

3
N+ Ne — @yt — WL M), — SO = Ve = Uy + Ay

3
+bL [v],, — 5¢ (VU — NUx — VN + NV + MU, — 200,) =

3 3
Nt 4= Ny — ANyt — bL [77]1«,5 - 50”7773: e U= Vg, + Qg bL [U]xt + iavvz = 0.

Nota-se que wy € H”, para todo r € R, pois

Jwol2 = | a+ k)" o (k)| ds
N N N
= | @+I[k>" k)| dk
J—-N
N 2 2 2
= | @+ EPD 0+ R (k)] dk.

J—N

No entanto, 1 < 1+ |k < 1+ N2, logo se r —s = 0, entio
1< (T+kP)7 < 1+N) P eser—s < 0, entdo (1+ N2 <

(1+[k*)"™ < 1, para todo k tal que |[k| < N. Portanto, considera-se
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Cy = max {1, (1+ NQ)T_S}, logo

N
ool < O | (14 ) [0 d
< Cy ol < co.

Nesse caso, escolhe-se wy € H'.
Além disso, se no lema A.0.1 considera-se p = 1, entao 0 < s < 1, com
1 0

§ # 5 € a equagao:

Wy — QWi — bL (W], + Wy — Uy = §a(vw)m =(

tem uma tGnica solu¢io w tal que w(-,t) estd em H! para t € [-R, R], p
R = min{R, A}, uma vez que [v(-,t)|, é limitada no intervalo [-1,T] e
R = min{T, 7,}.

Para mostrar a boa colocacao global, serd garantida uma limitacao para
w(-,t) na norma em H' para ¢ € [-T,T]. Observa-se que v(-,t) € H*, para
s = 0, logo v(-,t) € L*(R) e assim, [[v(,¢)||;» é finita para t € [T, T].

Como o problema (4.25) esta definido em H*(R) para s = 0, entdo esta
definido em L?(R), dessa forma é possivel utilizar a identidade de Parseval,
Teorema 2.1.9 e ainda, do Lema 4.2.4 tem-se

| retac =35 re

Agora, multiplica-se a equacdo do problema (4.25) por w:

ara

3 3
WWt — GWWyyr — WL (W], + wwy, — §0zw2wm - iaw(vw)z =0, (4.26)

Vt € [- R, R]. Integrando a equacdo (4.26) em x e aplicando a identidade de
Parseval:

o0

1 wdr — a Wiy dT — b wl |w], dr + 1 (w?),dx
2 o 2

=G —00 0

1 0 o0
- iozj (w?)dx — gaj w(vw).dr = 0.

—O0 O
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Isto &,

o0

1d 5 0 0 &
e wdx +a WyWaydXx + b w, L |w], de + —a vww,dr = 0,
2dt s C 27 )

lif 2dx+_ij (w )dx—%éij wmﬁ[w]+§aj vwwdxr = 0.

Portanto,
Ld (*,, ) 3 (@
S (w + aw, + bw, L [w]) dx + 50[ vww,dr = 0, (4.27)

vt € [-R,R]. Como w(-,t) € H', Vt € [-R, R], entdo w e H' e

wz('7t)
(5 ) < =

Teorema 2 1 2 tem-se que

e utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz,
1

[OOO ) (ng’t))x dx‘
OV

U vwwy (-, t)dx

< = o O [’ 8)]
< = I'U('at)HL? ||w(7t)||? ) (428)

com Cy > 0, Vt € [-R, R]. Por outro lado,

le(,t)||ﬁ = joo (w2(x,t) + aw?(x,t) + bw,(x, )L [w(x,t)]) dz,

— Q0

Vt € [~ R, R]. De fato, utilizando a identidade de Parseval:

foo (w?(x,t) + aw?(x, t) + bwy (2, 1) L [w(x,t)]) dv =

—Q0
OO

= w?(x, t)dr + af

J—0 —0

o0

w?(x, t)dr + bf_oo w,(x, ) L [w(x, t)] dx

— \@(k,t)ﬁdkmf o (kO dk+b | @y (k, 0L [w(k,t)] dk

J—o0

- \@(k,t)ﬁdkmf k> \@(k,t)ﬁdkmf ik (k, )L [w(k, t)] dk

J 00
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f (14 b k| + ak?) @k, £)2 dk,se £ = H

ssess — 0

f (1 + bk coth(hk) + ak?) [B(k, )| dk,se £ = T

—00

= [lw(- DI, (4.29)

Vt € [ R, R]. Das equagoes (4.27), (4.28) e (4.29) conclui-se que existe uma
constante K > 0 tal que

o 018) = 4 ([ @i+ aned) + b 02 (e, 0]) o

= —Baj vww,(x, t)dx

—Q0

< 3ak I'U('ﬂt)HL? ||w('7t)||?7

Vit € [-R, R]. Pelo lema 4.2.1 as normas ||, e ||-]|, sdo equivalentes, entao
existe uma constante K tal que

-, OIE) < K o8 o

Vt € [~ R, R]. Da desigualdade de Gronwall segue que

t
oG DI < K (ol excp ( [ 1o, dt') |
0

Vt € [-R, R]. Novamente, como as normas |-, e [|-]|, sdo equivalentes,
existe C' > 0 tal que

_ 1t
-, D)l < C ol exp (5 f o, )] dt') - (4.30)

Nota-se que o lado direito da desigualdade (4.30) é finito ¥Vt € [=T, T, pois
lo(-, )] 2 ¢ finita V¢ € [=T,T] e C ndo depende de t. Além disso, a desi-
gualdade (4.30) é valida para qualquer intervalo contido em [—T,T] onde a
solucdo local para o dado wy € H® esteja bem definida, assim como ¢é vélida
com a mesma constante C para qualquer outro dado inicial em H* e sua
respectiva solucio. Pelo Principio da Extensdo, [16] pagina 269, a solu¢do w
pode ser estendida a todo [—1,T1.

Por fim, como 7 = v + w e para qualquer T" > 0, tanto w quanto v estao
bem definidas em todo [T, T], a solugdo 7 do problema localmente bem
posto (4.24), estd bem definida em [T, T'], para todo T > 0. Conclui-se que
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a solucdo n pode ser estendida em R, desde que 0 < s < 1, com s # % [ |
Dessa forma, dos Teoremas 4.2.5 e 4.2.6 tem-se o proximo teorema.

Teorema 4.2.7. Sejam s = 0, com s # % e ny € H®, entao o problema de
Cauchy nao linear

ne C(R, H%),
M+ 1w — Sanny — bL ], — afeat = 0 em H,
n(z,0) = no(z) € H*,

é globalmente bem posto.



Capitulo 5

O operador da Transformada que
aparece na familia de equacoes de
Benjamin

Como visto nas segoes anteriores, na familia de equagoes de Benjamin existe
um termo com uma transformada £, onde £ = H com H(k) = isgn(k)
(Transformada de Hilbert) quando a profundidade da camada inferior é in-
finita ou £ = T com T (k) = icoth(hk), h > 0 (Transformada de Hilbert na
faixa) quando a profundidade da camada inferior é finita, com profundidade
h > 0. Neste capitulo sera feita a deducdo do operador da Transformada
de Hilbert na faixa no caso periddico. Esse operador aparece na reducao
das equacoes de Euler que descrevem a evolucao de uma onda interna numa
interface entre duas camadas de fluidos inviscidos, imisciveis, irrotacionais
e incompressiveis de densidades diferentes. Como o operador serd dado por
uma convoluc¢ao com a cotangente hiperboélica e no dominio periédico o ni-
cleo serd representado por uma série que nao converge pontualmente, entao
computacionalmente se faz necessario obter o nicleo desse operador do caso
periodico a partir das funcoes especiais Elipticas de Jacobi, Zeta de Jacobi
e Integrais Elipticas completas do Primeiro Tipo, representadas por sua ex-
pansao em g-séries.

Além disso, seré feita uma comparacao entre o ntcleo periddico da Trans-
formada de Hilbert na faixa com o ntcleo nao periédico no dominio limitado
[—L, L], além de analisar esse operador a respeito da Série de Fourier trun-
cada do caso periddico. Também, serd implementado o operador tanto da
Transformada de Hilbert na faixa quanto da Transformada de Hilbert.

i2
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5.1 Derivacao no dominio da frequéncia do ope-
rador da Transformada de Hilbert na faixa
- caso periddico

Na reducao das equacoes de Euler para o problema de duas camadas de

fluidos inviscidos, imisciveis, irrotacionais e incompressiveis de densidades

diferentes a informacao da camada inferior é embutida nas equacoes da ca-

mada superior através do termo da derivada da pressdo em x, ji que a pressao
¢ a mesma na interface do fluido.

Z
- n(x, 1)

Figura 5.1: Configuracao de duas camadas de fluidos limitados por uma
tampa rigida e um fundo plano. Fonte: modificada a partir de [8].

Como resultado da reducao sao obtidos sistemas do tipo Boussinesq, es-
pecificamente tem-se o seguinte sistema bidirecional fracamente dispersivo e
nao linear, [3,4,7]:

N — [(1 - om)u]m =

Up + QUUy — 1)y = W%T[um] , (5-1)

onde n(t, x) esté relacionada a perturbacdo adimensionalizada na interface e
u(t, ) a componente horizontal da velocidade da camada superior, como na
Figura 5.1. Ambas as incognitas sao fungoes das variaveis temporal e espacial
(na dire¢do horizontal), ¢ e x, respectivamente. As derivadas parciais sfo
denotadas por subindices; o e 8 sdao os parametros adimensionais positivos
de ndo linearidade e dispersao, respectivamente. As densidades originais
p1 < po2 das camadas superior e inferior foram mantidas no termo que envolve
o operador nao local de interesse T

Para encontrar o operador da Transformada de Hilbert na faixa, 7T, pela



74

Lei de Bernoulli na interface, o calculo da derivada da pressao envolve o
potencial de velocidade da camada inferior. De tal forma que basta resolver
um problema de Neumann na camada inferior em repouso, com profundidade
h, para um potencial de velocidade ¢ nessa regiao fixada e com velocidade
normal g(x) que é uma aproximacdo da condi¢do cinemdtica na interface
original, respeitando a ordem da expansido assintotica em « e § que aparecem
no sistema (5.1). Detalhes podem ser encontrados em [4,22].

Dessa forma, considera-se a equacao de Laplace com condicao de Neu-
mann dada por:

Gpz + @22 = 0, —h<z<0, zell[-L,L],
QZS(_L)Z) = QS(L)Z)) Vze [_h70]7

¢z($70) =g($), gGCl,

¢, (x,—h) =0,

onde II[—7, L] indica que ¢ é 2L-periddica no argumento x.
O objetivo é encontrar uma expressio para ¢.(x,0), veja Figura 5.2.

¢:(x, 0)
¢.(x,0)

Figura 5.2: Problema do potencial na faixa com condicdo de Neumann para
extrair a derivada tangencial na fronteira superior. Fonte: modificada a
partir de [23].

Como o problema é linear, pode-se utilizar a Série de Fourier periodica.
Para simplificar a notacao, considera-se:

Tz = %, z € l[—n, 7).

Assim, ¥ = %T, ¢(7, z) = ¢(x, 2) e o problema descrito acima fica:
() @y + @, = 0, —h<2<0, Tell[-m,7],
¢(—7,2) = ®(m, 2), —h <z <0,
®, (7, ) ()—9(), Ge(C,

e, (T, —h) =
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Aplicando a Transformada de Fourier na varidvel x, segue que

g%f( k)?

Dk, 2) + ¥"(k,z) =0 ke,
¢, (k,0) = G(k),

P.(k, ~h) =0,
logo
k2( ) b =0, —h<z<0,
<I>'(0) G ;
¢'(—h) = 0.
Para cada k tem-se um probzl%ma de valor de contorno, cuja equacao
caracteristica ¢ dada por r? — kLQ = 0 com raizes r; = ’% ery = —’%.

Portanto, a solugao geral da EDO tem a forma:

CTD(k,z) = ¢1 exp (k%z) + coexp (—%z) , B=1,2... (5.2)

Derivando a expressdo (5.2) em relagdo a z, tem-se

~ kw kw kw kw
q)Z(k)Z) = le eXp (fz) + Co <_f) exp (—fz) ;

logo,
. bt o
¢,(k,0) = (c; — Cg)f = G(k) (5.3)
-~ kw kwh kw krwh
¢,(k,—h) = le exp <_T) + ¢ <_f) exp (T) =¥ (5.4)

2kih) ¢ substituindo na expres-

Da expressao (5.4), segue que ¢; = ¢y exp (22
sdo (5.3), tem-se que ¢, [exp (A22) — 1] A2 = @(k)

Se k # 0, tem-se
L 1

“= kr exp (%Wh) 1 G
¢ I exp (2k7rh) -
= kr exp (Qkﬁh) 1 (k).
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Portanto,

~ L exp (%Wh) exp (k“) L exp (%) ~
ka) = 'kw exp (%Wh) 1 Eexp (@) -1 S

Multiplicando e dividindo por exp (—%), tem-se a seguinte expressao para
O(k, 2):

exp ( kzh . kzz)

o e | 200

—8
— segue

—8 7]
e coshf) = &

Utilizando as funcoes hiperbolicas senh 6 = et

que ’
cosh [ Erthtz) ~
( - )ie(k).
senh( 2z ) km

Por outro lado, representando a Série de Fourier da fun¢ido (7, z) por:

Cf(k,z)

(7, 2) = O (k,2)e* + ¢

k

=
&1 8

onde ¢ é a constante referente a frequéncia nula, tem-se que

kn(h-+z)
3 © 5 ocosh(—7—") . .
®(7,2) = Z P sengl(mh) )G(k)elC +c.
ey

Além disso, representando g(x) = G(T) por sua Série de Fourier no caso
periodico com x € [—L, L] segue que

om =g = Y 50 exp(im) = 3 5k e (ikT),

k=—o0 L k=—o0

logo, R
G(k) = g(k). (5.5)
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Conclui-se entao que

o o kn(h-+z) .
soa- 5 L) (Pr2) o

st kr  senh (I“Th)
k0

e a derivada em relacao a x é dada por

oo COSh M . .
L ( )ﬁ(k) exp <1k7rx) 1k_7r

$x(x,2) = et kr senh (I“Th) L L
k50
kn(h+z
_®, cosh (_ ht )) . (ik’ﬂ'l’) .
= 1 ex . J
Mgl senh (’”h) g P L
k0

Por fim, em z = 0, tem-se que

¢x(,0) =1 i coth (kLh) g(k) exp (1/@255) .

k=—o0
k#0

A derivagdo termo a termo pode ser feita porque a série dada por (5.6)
¢ uniformemente convergente V(z,z) € [—L,L] x [—h,0]. De fato: como
cosh(x) é crescente para x > 0 e decrescente para x < 0 segue que:
cosh (%52
h

™) krh
h < M,
senh (*7%) cot ( 2 )‘ =

cosh (52 (R + 2)) ‘ o

senh ( ’“Th)

para certo M > 0, Vk € Z, k # 0. Além disso, como ¢ é de classe C! e

1k7rz

e

= 1, Yo € [—L, L], segue, pelo teste M de Weierstrass, que a série

converge uniformemente e absolutamente Y(x,2) € [-L, L] x [—h,0].
Portanto, T[g](z) = ¢.(x,0) resulta em

Tlgl(x) =i i coth (kLh) g(k) exp <1k2x) .

k=—0o0
k#0

Logo o operador no dominio fisico ¢ descrito pela convolucao:

Th =57 | Tl—&h Du(e)ds 5.7
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com o nicleo T dado por

~ L kmh ikma
T(x;h,L) =1 Z coth (T) exp ( T ) , (5.8)

k=—o0
k#0

onde a série deve ser interpretada no sentido das distribuicoes.

Observa-se que das expressoes (5.7) e (5.8) o operador é dado por uma
convolugio com a cotangente hiperbolica e a série dada pela expressdo (5.8)
nao converge pontualmente, portanto, computacionalmente se faz necessario
obter o nicleo desse operador do caso periodico a partir das funcoes espe-
ciais Elipticas de Jacobi, Zeta de Jacobi e Integrais Elipticas completas do
Primeiro Tipo, representadas por sua expansdo em g¢-séries, isso porque a
série dada em (5.8) deve ser interpretada no sentido das distribuigoes. Na
proxima se¢io serd trabalhado tais fungoes para reescrever o nucleo (5.8) a
partir das mesmas.

5.1.1 Funcgoes Especiais

E possivel escrever o nicleo (5.8) usando funcdes elipticas segundo [9]. Para
isso, define-se tais fungbes conforme [24,25].

Define-se, inicialmente, o parametro m tal que m = sen? o = k?, onde k
¢ o modulo e o é o angulo modular. Nota-se que esse k ndao é o mesmo que
o k de frequéncia da equagio (5.8).

Segundo [24] as fungoes Elipticas de Jacobi sdo dadas por:

r =sen¢ = snv,

cos ¢ = cnv,

v/ 1 —=msen?¢ = dnv, o delta amplitude

¢ = arcsen(snv) = amv, a amplitude

As Integrais Elipticas do Primeiro Tipo sao dadas por:

¢ 1
F(gvm) = jo v/ 1 — msen? Qde

t=s_ent9 ” 1
- jo\/(l—t?)(l—mt?)dt
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- 5 _ isto & Y .
onde, se t = snw, entao dt = cnw dn wdw, isto é, dw = VARl Ja as

Integrais Elipticas do Segundo Tipo sao dadas por:

\/1 —mt2

1—t2

E(p\m) = fmdwen"j

Para as Integrais Elipticas completas, basta considerar ¢ = 7, isto ¢, v = 1,
assim:

Km)=K=F (%\m) = L Vﬁw

2 1
de,
A/1— (1 —m)sen20

pom) = (Jm) = | QN pr——

K'(m) = K(L—m) =

Além disso, a Funcao Zeta de Jacobi é definida por:

Z(p\m) = B@m) - )

Segundo [25], essas fungoes podem ser escritas por g-séries que sdo séries
que dependem de g definido por ¢ = exp( =K). Nesse caso, determina-se
o parametro m de tal forma que [1?((:;)) =2 ¢ q=exp(—"&) = exp (—22),

assim obtém-se que:
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De fato, note que:

coth(x) = tgh (g) + cossech(x), (511}
h 2q™
cossech (nz ) = 1_qq2n, (5.12)
& senh(zx) e*—1 2
A cosh(z) e*+1 e +1
Portanto,
1nmh 1 —nmh 21"
tan (2 7 ) tan (2 7 ) D (5.13)
Além disso, a Série de Fourier da cotangente é dada por
T e}
cot (5) = 2712:1 sen(nx), (5.14)

no sentido das distribuicoes.
Combinando esses resultados, segue que:

T(x;h, L) =i Z coth (kLLh) exp <1k2$)
kmh ikmx - kmh ikmax
T) exp ( 7 ) +1i Z coth <_T) exp (— 7 )

(
= kmh ikrx = kmh ikmx
=1Zcoth<T)eXp< 7 )+Z;C0th<T)eXp<_ 7 )
@ ox ikrx N _ikm;
L PA7L P\
k=1
e kmh\ _. krx
= ] Z coth (T) 2isen (T)
k=1
- kmh krx
= D Z coth (T) sen (T)

k=1

(5.11) . — kmh kmh kmx
=2 Z [— tanh (—) - cossech (— sen { —
= 2L L L
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(512)e(5.13) ¢~ kmx = kmx
e 421+ ksen T —QZSGH T

k=1 q k=1
w k
q krx
-4 Z sen ( )
= 1__‘q2k L
_ 2K |2 i g® conl krn(Kx/L)
T | K= 1—g¢* K
2K | 7 & krx oM - g~ kmx
- '?Zn (T) "R AT (T)
(5.14) 2K |27 i q* corl kn(Kx/L)\| 2K [ 7 . krn(Kx/L)
T [ K& 1—g* K T |2K 2K
2r > ¢ Kz/L
S, (A
K&=T1q K

(5.9)e(5.10) 2K Kz Kx Kz
0 _ g 22 =7 =279
- [ ( 7 ) + dn( 7 cs 7

Essa expressao encontrada para o niicleo do caso periddico sera utilizada
na implementaciao, uma vez que a série dada pela cotangente hiperbolica,
(5.8), deve ser interpretada no sentido das distribui¢oes, isto ¢, ndo converge
uniformemente.

5.2 Implementacao: Conhecendo o Ntucleo do

Operador
Resumindo, o operador 7 no caso nao periédico tem como nucleo:
~ 1 T
T(a; h) = —— coth (—) . 1
(x; h) 57 cot 5 ) 5 & # 0 (5.15)

J& no dominio da frequéncia, o nicleo periddico é representado por uma Série

de Fourier:
~ T kmh thoms
T(x;h,L) = o7 coth (T) exp ( 7 ) , (5.16)

k=—o0
k+#0
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no sentido das distribuicoes. Ainda no caso periédico, esse nicleo pode ser
calculado utilizando funcoes especiais:

T(x;h, L) = ‘%% [Z (%) +dn (%) cs (%)} : (5.17)

onde
2@ =2 3 L en (120 (5.18)
a) =— Sen .
K &) — gl K
dn(a) cs(a) = cot (Z2) = 20 37 0" e (70T
2K \2K/ K Z14gn K

com ¢ = exp (—2).

A Figura 5.3 mostra a diferenca entre o nicleo periodico dado por (5.17)
e o nicleo do caso ndo periddico dado por (5.15) no intervalo de [—m,7].
No dominio real, a cotangente hiperbolica foi calculada com a funcao coth
do Matlab avaliada nos valores da malha, enquanto que no dominio peri6-
dico com as funcoes especiais, foi utilizada a funcao ellipj do Matlab para
encontrar os valores de dn e ¢s. J4 a funcao Zeta foi calculada truncando sua
g-série dada em (5.18). Os dados utilizados foram:

o L =m;
oh:%;
o N = 128;

o xp=-7+2k ondek=1,...,N,

Os dados L e h foram escolhidos com o objetivo de facilitar a visualizacao
do operador e N foi escolhido com o objetivo de ter uma malha com uma
quantidade par de pontos. Vide apéndice B.1.1. O parametro m, que é
requerido na funcao ellipj do Matlab, foi encontrado impondo a condic¢ao
[1?((:;)) o= % Para tal, foi utilizada a funcao ellipke do Matlab, colocando
diversos valores de m (m = 0.001 : 0.001 : 1 —0.001) para calcular os valores
de K e K’ e interpolando, encontrou-se o valor de m de forma que Klm) _ b

Vide apéndice B.1.2.

K(m) ~— L-*
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=— fungdes especiais
| emm—— definido nos reais | |
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 5.3: Nicleo do operador: o nicleo no caso periddico plotado a partir
das fung¢oes especiais (—); o ntcleo no caso ndo periodico plotado no intervalo

[-7,7] (= —).
Pontos da | Valores do nicleo no domi- | Valores do mnicleo no do-
malha (k) | nio real minio periodico dado pelas
funcoes especiais
1 0.3196 0.0117
2 0.3198 0.0235
3 0.3199 0.0352
4 0.3201 0.0470
b 0.3203 0.0588
6 0.3205 0.0706
7 0.3207 0.0824
8 0.3209 0.0943
9 0.3212 0.1062
10 0.3215 0.1182
11 0.3218 0.1302
12 0.3222 0.1422
13 0.3226 0.1544
14 0.3230 0.1666
15 0.3235 0.1789
16 0.3241 0.1912




17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
&l
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
93
%!
95
296
o7

0.3247
0.3253
0.3261
0.3269
0.3278
0.3288
0.3299
0.8511
0.3325
0.3339
0.3356
0.3374
0.3395
0.3417
0.3443
0.3471
0.3502
0.3536
0.3575
0.3618
0.3667
03721
0.3781
0.3850
0.3926
0.4013
0.4111
0.4223
0.4349
0.4495
0.4661
0.4854
0.5077
0.5339
0.5648
0.6015
0.6457
0.6997
0.7668
0.8518
0.9625

0.2037
0.2163
0.2291
0.2419
0.2550
0.2682
0.2816
0.2952
0.3090
0.3231
0.3375
0.3521
0.3672
0.3825
0.3983
0.4145
0.4312
0.4485
0.4663
0.4847
0.5038
0.5236
0.5442
0.5657
0.5881
0.6115
0.6359
0.6616
0.6884
0.7166
0.7464
0.7777
0.8110
0.8463
0.8844
0.9257
0.9713
1.0228
1.0829
1.1558
1.2487
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o8
99
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
7l
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98

1.1118
1.3228
1.6419
21771
3.2527
6.4898
-Inf
-6.4898
-3.2527
-2.1771
-1.6419
-1.3228
-1.1118
-0.9625
-0.8518
-0.7668
-0.6997
-0.6457
-0.6015
-0.5648
-0.5339
-0.5077
-0.4854
-0.4661
-0.4495
-0.4349
-0.4223
-0.4111
-0.4013
-0.3926
-0.3850
-0.3781
-0.3721
-0.3667
-0.3618
-0.3575
-0.3536
-0.3502
-0.3471
-0.3443
-0.3417

1.3738
1.65643
1.8365
2.3289
3.3569
6.5428
-Inf
-6.5428
-3.3569
-2.3289
-1.8365
-1.5543
-1.3738
-1.2487
-1.1558
-1.0829
-1.0228
-0.9713
-0.9257
-0.8844
-0.8463
-0.8110
-0.7777
-0.7464
-0.7166
-0.6884
-0.6616
-0.6359
-0.6115
-0.5881
-0.5657
-0.5442
-0.5236
-0.5038
-0.4847
-0.4663
-0.4485
-0.4312
-0.4145
-0.3983
-0.3825

85




g9

100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128

-0.3395
-0.3374
-0.3356
-0.3339
-0.3325
-0.3311
-0.3299
-0.3288
-0.3278
-0.3269
-0.3261
-0.3253
-0.3247
-0.3241
-0.3235
-0.3230
-0.3226
-0.3222
-0.3218
-0.3215
-0.3212
-0.3209
-0.3207
-0.3205
-0.3203
-0.3201
-0.3199
-0.3198
-0.3196
-0.3195

-0.3672
-0.3521
-0.3375
-0.3231
-0.3090
-0.2952
-0.2816
-0.2682
-0.2550
-0.2419
-0.2291
-0.2163
-0.2037
-0.1912
-0.1789
-0.1666
-0.1544
-0.1422
-0.1302
-0.1182
-0.1062
-0.0943
-0.0824
-0.0706
-0.0588
-0.0470
-0.0352
-0.0235
-0.0117
-0.0000
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Tabela 5.1: Valores do Nueleo na malha.

Observa-se, pelo Grafico 5.3 que T dada em (5.17) zera para L = T,
diferente da funcao cotangente hiperbolica. Na Tabela 5.1 encontra-se todos

os valores para os pontos da malha com N = 128 pontos.

Observa-se a

diferenca entre os valores de acordo com o niicleo e ainda, em k = 64 o valor
correspondente a menos infinito refere-se ao valor do limite lateral do ntcleo
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em zero. Além disso, considerando o erro relativo dado por:

LA I — B

B, =

(5.19)
Jnax |
Nesse caso, v € o nicleo especial e 5 é o nicleo real, entdao F, = 0,3759 ~
38%. Nota-se que o erro relativo é alto, confirmando a necessidade de uma
abordagem sistematica para calcular o nicleo periddico.

Além disso, no caso periddico, tem-se a expressao do ntucleo dada pela
Série de Fourier, (5.16). No entanto, esta série ndo converge pontualmente,
apenas no sentido das distribuicoes. Por esse motivo nao foram utilizadas
aproximacoes por truncamento da série que exibem valores que alternati-
vamente sao quase nulos ou ndo em um mesmo ponto como ilustrado nas
Figuras 5.4 e 5.5.

1 5 T T T T T T T

N=150
N=300

10

_15 1 1 1 1 1 1 1

Figura 5.4: Nucleo do operador no caso perioédico dado pela Série de Fourier
truncada para malhas encaixadas.
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-10

-127

14 {

-16

88

Z\JWW

N=150

N=300 | |

X

3.5

Figura 5.5: Nucleo do operador no caso periédico dado pela Série de Fourier
truncada para malha encaixadas, detalhe da figura anterior.

Na implementacao foram usados os mesmos pardmetros L, h e x utiliza-
dos para a implementacao da Figura 5.3. Foi feito também a implementacao
para valores diferentes de N. Tem-se as seguintes figuras. Para N multiplos

de 70:

Nucleo

-50

N\ v / T
/

N=70

N=210
N=280

N=350 | -

N=420
N=490

N=140| |

0.05

0.1
%

0.15

0.2

Figura 5.6: Nucleo do operador no caso periédico dado pela Série de Fourier

truncada para malha encaixadas.
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Para N na base 2:

0
-10
5 =20
<@
3
e
-30 | N=64 | |
N=128
N=256
-40 N=512 | -
N=1024
N=2048
_50 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2

X

Figura 5.7: Nucleo do operador no caso periédico dado pela Série de Fourier
truncada para malha encaixadas.

Observa-se o mesmo fendmeno acontecendo para diferentes valores de N
devido ao fato da série s6 convergir no sentido das distribui¢oes. Além disso,
para valores diferentes de N alguns valores do niicleo se repetem.

5.3 Implementacao dos Operadores

Para implementar o calculo numérico do operador da Transformada de Hil-
bert na faixa:

Z kmh ikmx
Tlu] =1 Z coth (T) u(k) exp ( T ) :
k=—o0
k#0
descrito no dominio fisico pela convolugao:

T =—5; | Te—h Du(e)ds
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com o nicleo T dado por

~ = kmh ikmx
T(x;h, L) =1 Z coth (T) exp ( T ) : (5.20)

k=—o0
k#0

T(x;h, L) = ‘%% [Z (%) +dn (%) cs (%)} : (5.21)

onde a série deve ser interpretada no sentido das distribuicoes, foram utili-
zadas duas abordagens. Na primeira, foi implementada a Regra do Trapézio
Alternada (RTA), como descrito em [26], utilizando a expressdo (5.21), isto
é, o calculo foi realizado no dominio fisico. E a segunda abordagem, a espec-
tral, baseou-se na implementacio da Transformada Répida de Fourier (FFT),
como descrita em [27], e sua inversa a partir do simbolo ¢ coth (%) que apa-
rece em (5.20). Na sequéncia os resultados foram comparados utilizando a
funcao gaussiana como argumento.

Tabém foi feita a implementacdao do operador da Transformada de Hil-
bert, ‘H, seguindo ambas abordagens, onde o nicleo 2L-perioédico é dado por
T(x) = — cot (Z£).

Na implementagio foi feita a comparagao entre os dois métodos descritos
com o nicleo periddico T" do operador da Transformada de Hilbert na faixa,
T, e também com o nucleo T do operador da Transformada de Hilbert, H.
Analisou-se esses operadores convoluidos com diferentes funcoes. A primeira
escolhida foi u(z) = e=**/2, como mostram as Figuras 5.8, 5.9, 5.10 e 5.11.
No apéndice B.2 est& o codigo em Matlab.
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0.6 T T T T T T T

02r 7

Operador
o

gk [ RTA |
FFT

P N 0 1 7 3 4

Figura 5.8: Comparacao do operador ‘H com o niicleo cotangente, com fungao
argumento u(x) = e *"/2,

35 T T T T T T T
— cot

—o fit | A

w
o
T

N N
o (€]
T T
I I

Frequéncia
>

Figura 5.9: Comparacio da frequéncia do operador H com o ntcleo cotan-
gente, com funcio argumento u(x) = e/,
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T

Frequéncia pela
mada de Fourier

Frequéncia pela Regra do
Trapézio Alternada

0 =1 O U W= O

0.0000 + 0.00001
1.5237 +31.0151i
-0.6709 - 6.81151
0.0907 + 0.6114i
0.0040 + 0.0202i
0.0069 + 0.0274i
0.0062 + 0.0203i
0.0055 + 0.0155i
0.0050 + 0.0121i
0.0045 + 0.00961
0.0041 + 0.00771
0.0038 + 0.00631
0.0035 + 0.0052i
0.0032 + 0.0044i
0.0030 + 0.00371
0.0028 + 0.0031i
0.0026 + 0.0026i
0.0024 + 0.0022i
0.0023 + 0.0019i
0.0022 + 0.0016i
0.0020 + 0.0014i
0.0019 + 0.0012i
0.0018 + 0.0010i
0.0017 + 0.00081
0.0016 + 0.00071
0.0016 + 0.00061
0.0015 + 0.0004i
0.0014 + 0.0004i
0.0013 + 0.00031
0.0013 + 0.0002i
0.0012 + 0.0001i
0.0012 + 0.00011
0.0011 + 0.00001
0.0011 - 0.00011

0.0010 - 0.00011

0.0010 - 0.00011

0.0009 - 0.0002i

0.0009 - 0.0002i

0.0000 + 0.00001
1.5237 -31.01511
-0.6709 + 6.8115i
0.0907 - 0.6114i
0.0040 - 0.0202i
0.0069 - 0.0274i
0.0062 - 0.02031
0.0055 - 0.01551
0.0050 - 0.01211
0.0045 - 0.00961
0.0041 - 0.00771
0.0038 - 0.00631
0.0035 - 0.00521
0.0032 - 0.0044i
0.0030 - 0.00371
0.0028 - 0.00311i
0.0026 - 0.00261
0.0024 - 0.0022i
0.0023 - 0.0019i
0.0022 - 0.00161
0.0020 - 0.0014i
0.0019 - 0.0012i
0.0018 - 0.0010i
0.0017 - 0.00081
0.0016 - 0.00071
0.0016 - 0.00061
0.0015 - 0.0004i
0.0014 - 0.00041
0.0013 - 0.00031
0.0013 - 0.0002i
0.0012 - 0.00011
0.0012 - 0.00011
0.0011 -+ 0.00001
0.0011 + 0.00011
0.0010 + 0.0001i
0.0010 + 0.00011
0.0009 + 0.0002i
0.0009 + 0.0002i




38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
o0
ol
52
93
54
95
o6
a7
o8
99
60
61
62
63
64
-63
-62
-61
-60
-99
-o8
-97
-56
-9
-54
-93
-92
-01
-50

0.0008 - 0.0002i
0.0008 - 0.0003i
0.0007 - 0.0003i
0.0007 - 0.00031
0.0007 - 0.0004i
0.0006 - 0.0004i
0.0006 - 0.0004i
0.0006 - 0.0004i
0.0005 - 0.0004i
0.0005 - 0.0004i
0.0005 - 0.00051
0.0004 - 0.00051
0.0004 - 0.00051
0.0004 - 0.00051
0.0003 - 0.00051
0.0003 - 0.00051
0.0003 - 0.00051
0.0002 - 0.00051
0.0002 - 0.00051
0.0002 - 0.00051
0.0002 - 0.00051
0.0001 - 0.00051
0.0001 - 0.00051
0.0001 - 0.0006i
0.0001 - 0.0006i
0.0000 - 0.0006i
0.0000 - 0.0006i
0.0000 + 0.00061
0.0001 + 0.00061
0.0001 + 0.00061
0.0001 + 0.00051
0.0001 + 0.00051
0.0002 + 0.00051
0.0002 + 0.00051
0.0002 + 0.00051
0.0002 + 0.00051
0.0003 + 0.00051
0.0003 + 0.00051
0.0003 + 0.00051
0.0004 + 0.00051
0.0004 + 0.00051

0.0008 + 0.0002i
0.0008 + 0.00031
0.0007 + 0.00031
0.0007 + 0.00031
0.0007 + 0.0004i
0.0006 + 0.0004i
0.0006 + 0.0004i
0.0006 + 0.0004i
0.0005 + 0.0004i
0.0005 + 0.0004i
0.0005 + 0.00051
0.0004 + 0.00051
0.0004 + 0.00051
0.0004 + 0.00051
0.0003 + 0.00051
0.0003 + 0.00051
0.0003 + 0.00051
0.0002 + 0.00051
0.0002 + 0.00051
0.0002 + 0.00051
0.0002 + 0.00051
0.0001 + 0.00051
0.0001 + 0.00051
0.0001 -+ 0.00061
0.0001 -+ 0.00061
0.0000 -+ 0.00061
0.0000 -+ 0.00001
0.0000 - 0.00061
0.0001 - 0.00061
0.0001 - 0.00061
0.0001 - 0.00051
0.0001 - 0.00051
0.0002 - 0.00051
0.0002 - 0.00051
0.0002 - 0.00051
0.0002 - 0.00051
0.0003 - 0.00051
0.0003 - 0.00051
0.0003 - 0.00051
0.0004 - 0.00051
0.0004 - 0.00051
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0.0004 + 0.00051
0.0005 + 0.00051
0.0005 + 0.0004i
0.0005 + 0.0004i
0.0006 + 0.0004i
0.0006 + 0.0004i
0.0006 + 0.0004i
0.0007 + 0.0004i
0.0007 + 0.00031
0.0007 + 0.00031
0.0008 + 0.00031
0.0008 + 0.0002i
0.0009 + 0.0002i
0.0009 + 0.0002i
0.0010 + 0.00011
0.0010 + 0.00011
0.0011 + 0.00011
0.0011 + 0.00001
0.0012 - 0.0001i
0.0012 - 0.0001i
0.0013 - 0.0002i
0.0013 - 0.0003i
0.0014 - 0.0004i
0.0015 - 0.0004i
0.0016 - 0.00061
0.0016 - 0.00071
0.0017 - 0.0008i
0.0018 - 0.0010i
0.0019 - 0.0012i
0.0020 - 0.0014i
0.0022 - 0.0016i
0.0023 - 0.0019i
0.0024 - 0.0022i
0.0026 - 0.00261
0.0028 - 0.00311i
0.0030 - 0.00371
0.0032 - 0.0044i
0.0035 - 0.0052i
0.0038 - 0.0063i
0.0041 - 0.00771
0.0045 - 0.0096i

0.0004 - 0.00051
0.0005 - 0.00051
0.0005 - 0.0004i
0.0005 - 0.0004i
0.0006 - 0.0004i
0.0006 - 0.0004i
0.0006 - 0.0004i
0.0007 - 0.0004i
0.0007 - 0.00031
0.0007 - 0.00031
0.0008 - 0.00031
0.0008 - 0.0002i
0.0009 - 0.0002i
0.0009 - 0.0002i
0.0010 - 0.00011
0.0010 - 0.00011
0.0011 - 0.00011
0.0011 - 0.0000i
0.0012 + 0.0001i
0.0012 + 0.0001i
0.0013 + 0.0002i
0.0013 + 0.00031
0.0014 + 0.0004i
0.0015 + 0.0004i
0.0016 + 0.00061
0.0016 + 0.00071
0.0017 + 0.00081
0.0018 + 0.0010i
0.0019 + 0.0012i
0.0020 + 0.0014i
0.0022 + 0.0016i
0.0023 + 0.0019i
0.0024 + 0.0022i
0.0026 + 0.0026i
0.0028 + 0.0031i
0.0030 + 0.00371
0.0032 + 0.0044i
0.0035 + 0.0052i
0.0038 + 0.00631
0.0041 + 0.00771
0.0045 + 0.00961
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-8 0.0050 - 0.0121i1 0.0050 + 0.0121i
-7 0.0055 - 0.01551 0.0055 + 0.01551
-6 0.0062 - 0.0203i 0.0062 + 0.0203i
-5 0.0069 - 0.0274i 0.0069 + 0.0274i
-4 0.0040 - 0.0202i 0.0040 + 0.0202i
-3 0.0907 - 0.6114i 0.0907 + 0.6114i
-2 -0.6709 + 6.81151 -0.6709 - 6.8115i1
-1 1.5237 -31.0151i 1.5237 +31.0151i

Tabela 5.2: Frequéncias do operador H, com funcao ar-
gumento u(z) = e/,

A Tabela 5.2 mostra as frequéncias do operador ‘H convoluido com a fun-
¢do Gaussiana, u(r) = e="/2, pelas duas implementacoes, isto é, pela Trans-
formada Rapida de Fourier e pela Regra do Trapézio Alternada. Mesmo que
os graficos contidos nas Figuras 5.8 e 5.9 nao mostrem, na Tabela 5.2 observa-
se que tanto pela Transformada de Fourier como pela Regra do Trapézio
Alternada a parte real das frequéncias tem sempre o mesmo sinal enquanto
que na parte imaginaria o sinal fica alternando.

08 T T T T T T T

06 .

04r .

02r .

Operador
o

Figura 5.10: Comparacao do operador 7 com o ntcleo T, com funcao argu-
mento u(x) = e~ /2,



Frequéncia

40

35

30

— coth
— fit

96

Figura 5.11: Comparacao da frequéncia do operador T com o nicleo T, com

fun¢ao argumento u(r) = ¢

—x2/2

o
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mada de Fourier

Frequéncia pela Regra do

Trapézio Alternada

oo -1 O Uk W= O

P e et et e el et (O
O O s W N - O

[y
-J

0.0000 + 0.00001
1.9516 +39.72661
-0.6915 - 7.0212i
0.0910 + 0.6137i
0.0040 + 0.0202i
0.0069 + 0.0274i
0.0062 + 0.0203i
0.0055 + 0.0155i
0.0050 + 0.0121i
0.0045 + 0.00961
0.0041 + 0.00771
0.0038 + 0.00631
0.0035 + 0.0052i
0.0032 + 0.0044i
0.0030 + 0.00371
0.0028 + 0.0031i
0.0026 + 0.0026i
0.0024 + 0.0022i

0.0000 -+ 0.00001
1.8778 -38.22401
-0.6760 + 6.86391
0.0900 - 0.6069i
0.0040 - 0.02011
0.0068 - 0.0273i
0.0062 - 0.02031
0.0055 - 0.01551
0.0050 - 0.01211
0.0045 - 0.00961
0.0041 - 0.00771
0.0038 - 0.00631
0.0035 - 0.0052i
0.0032 - 0.0044i
0.0030 - 0.00371
0.0028 - 0.00311i
0.0026 - 0.00261
0.0024 - 0.0022i
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24
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35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
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0.0023 + 0.0019i
0.0022 + 0.0016i
0.0020 + 0.0014i
0.0019 + 0.0012i
0.0018 + 0.0010i
0.0017 + 0.00081
0.0016 + 0.00071
0.0016 + 0.00061
0.0015 + 0.0004i
0.0014 + 0.0004i
0.0013 + 0.00031
0.0013 + 0.0002i
0.0012 + 0.00011
0.0012 + 0.00011
0.0011 + 0.00001
0.0011 - 0.0001i
0.0010 - 0.00011
0.0010 - 0.00011
0.0009 - 0.0002i
0.0009 - 0.0002i
0.0008 - 0.0002i
0.0008 - 0.0003i
0.0007 - 0.0003i
0.0007 - 0.0003i
0.0007 - 0.0004i
0.0006 - 0.0004i
0.0006 - 0.0004i
0.0006 - 0.0004i
0.0005 - 0.0004i
0.0005 - 0.0004i
0.0005 - 0.00051
0.0004 - 0.00051
0.0004 - 0.00051
0.0004 - 0.00051
0.0003 - 0.00051
0.0003 - 0.00051
0.0003 - 0.00051
0.0002 - 0.00051
0.0002 - 0.00051
0.0002 - 0.00051
0.0002 - 0.00051

0.0023 - 0.0019i
0.0022 - 0.00161
0.0020 - 0.0014i
0.0019 - 0.0012i
0.0018 - 0.00101
0.0017 - 0.00081
0.0016 - 0.00071
0.0016 - 0.00061
0.0015 - 0.0004i
0.0014 - 0.00041
0.0013 - 0.00031
0.0013 - 0.0002i
0.0012 - 0.00011
0.0012 - 0.00011
0.0011 + 0.00001
0.0011 + 0.00011
0.0010 + 0.0001i
0.0010 + 0.0001i
0.0009 + 0.0002i
0.0009 + 0.0002i
0.0008 + 0.0002i
0.0008 + 0.00031
0.0007 + 0.00031
0.0007 + 0.00031
0.0007 + 0.0004i
0.0006 + 0.0004i
0.0006 + 0.0004i
0.0006 + 0.0004i
0.0005 + 0.0004i
0.0005 + 0.0004i
0.0005 + 0.00051
0.0004 + 0.00051
0.0004 + 0.00051
0.0004 + 0.00051
0.0003 + 0.00051
0.0003 + 0.00051
0.0003 + 0.00051
0.0002 + 0.00051
0.0002 + 0.00051
0.0002 + 0.00051
0.0002 + 0.00051
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0.0001 - 0.00051
0.0001 - 0.00051
0.0001 - 0.0006i
0.0001 - 0.0006i
0.0000 - 0.00061
0.0000 - 0.0006i
0.0000 -+ 0.00061
0.0001 + 0.00061
0.0001 + 0.00061
0.0001 + 0.00051
0.0001 + 0.00051
0.0002 + 0.00051
0.0002 + 0.00051
0.0002 + 0.00051
0.0002 + 0.00051
0.0003 + 0.00051
0.0003 + 0.00051
0.0003 + 0.00051
0.0004 + 0.00051
0.0004 + 0.00051
0.0004 + 0.00051
0.0005 + 0.00051
0.0005 + 0.0004i
0.0005 + 0.0004i
0.0006 + 0.0004i
0.0006 + 0.0004i
0.0006 + 0.0004i
0.0007 + 0.0004i
0.0007 + 0.00031
0.0007 + 0.00031
0.0008 + 0.00031
0.0008 + 0.0002i
0.0009 + 0.0002i
0.0009 + 0.0002i
0.0010 + 0.00011
0.0010 + 0.00011
0.0011 + 0.00011
0.0011 + 0.00001
0.0012 - 0.0001i
0.0012 - 0.00011
0.0013 - 0.0002i

0.0001 + 0.00051
0.0001 + 0.00051
0.0001 + 0.00051
0.0001 -+ 0.00061
0.0000 + 0.00071
0.0000 + 0.00001
0.0000 - 0.00071
0.0001 - 0.00061
0.0001 - 0.00051
0.0001 - 0.00051
0.0001 - 0.00051
0.0002 - 0.00051
0.0002 - 0.00051
0.0002 - 0.00051
0.0002 - 0.00051
0.0003 - 0.00051
0.0003 - 0.00051
0.0003 - 0.00051
0.0004 - 0.00051
0.0004 - 0.00051
0.0004 - 0.00051
0.0005 - 0.00051
0.0005 - 0.0004i
0.0005 - 0.0004i
0.0006 - 0.00041
0.0006 - 0.0004i
0.0006 - 0.00041
0.0007 - 0.0004i
0.0007 - 0.00031
0.0007 - 0.00031
0.0008 - 0.00031
0.0008 - 0.0002i
0.0009 - 0.0002i
0.0009 - 0.0002i
0.0010 - 0.00011
0.0010 - 0.00011
0.0011 - 0.00011
0.0011 - 0.00001
0.0012 + 0.0001i
0.0012 + 0.0001i
0.0013 + 0.0002i
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-28 0.0013 - 0.0003i 0.0013 + 0.0003i
=27 0.0014 - 0.00041 0.0014 + 0.0004i
-26 0.0015 - 0.0004i 0.0015 + 0.0004i
-25 0.0016 - 0.00061 0.0016 + 0.0006i
-24 0.0016 - 0.00071 0.0016 + 0.0007i
-23 0.0017 - 0.0008i 0.0017 + 0.0008i
-22 0.0018 - 0.00101 0.0018 + 0.0010i
-21 0.0019 - 0.0012i 0.0019 + 0.0012i
-20 0.0020 - 0.0014i 0.0020 + 0.0014i
-19 0.0022 - 0.00161 0.0022 + 0.0016i
-18 0.0023 - 0.0019i 0.0023 + 0.0019i
-17 0.0024 - 0.0022i 0.0024 + 0.0022i
-16 0.0026 - 0.0026i 0.0026 + 0.0026i
-15 0.0028 - 0.00311i 0.0028 + 0.0031i
-14 0.0030 - 0.00371 0.0030 + 0.0037i
-13 0.0032 - 0.0044i 0.0032 + 0.0044i
-12 0.0035 - 0.0052i 0.0035 + 0.0052i
-11 0.0038 - 0.0063i 0.0038 + 0.0063i
-10 0.0041 - 0.00771 0.0041 + 0.0077i
-9 0.0045 - 0.0096i 0.0045 + 0.00961
-8 0.0050 - 0.0121i 0.0050 + 0.0121

-7 0.0055 - 0.01551 0.0055 + 0.0155i
-6 0.0062 - 0.0203i 0.0062 + 0.0203i
-9 0.0069 - 0.0274i 0.0068 + 0.0273i
-4 0.0040 - 0.0202i 0.0040 + 0.02011
-3 0.0910 - 0.61371 0.0900 + 0.60691
-2 -0.6915 + 7.02121 -0.6760 - 6.86391
-1 1.9516 -39.72661 1.8778 +38.22401

Tabela 5.3: Frequéncias do operador T, com funcao ar-
gumento u(z) = /2,

A Tabela 5.3 mostra as frequéncias do operador T pelas duas implementa-
¢oes, isto é, pela Transformada Répida de Fourier e pela Regra do Trapézio
Alternada. Nota-se que a parte imaginiria fica alternando de sinal assim
como no caso do operador H. Além disso, h4 uma pequena diferenca prin-
cipalmente nas frequéncias altas, isso pode ser verificado também pelo erro
relativo. Nesse caso, considera-se o erro relativo dado por (5.19), com ~ a
frequéncia pela implementacao espectral e § a frequéncia pela implementa-
cao da Regra do Trapézio Alternada, tem-se que o erro relativo é de 1,9598 e
o erro relativo real é de 0,0378, observa-se esse erro nas Figuras 5.10 e 5.11.
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Além disso, também foi realizada a implementacao com a derivada da
3 ¥ 5 —p2
gaussiana como argumento, isto é, com u(z) = —xe > /2.
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Figura 5.12: Comparacao do operador com o niicleo cotangente, com fungio
argumento u(x) = —zxe " /2,
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Figura 5.13: Comparacao da frequéncia do operador com o niicleo cotangente,
com funcio argumento u(x) = —xe /2,
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Frequéncia pela
mada de Fourier

Transfor-

Frequéncia pela Regra do
Trapézio Alternada

0.0121 - 0.02251
0.0114 - 0.0225i1
0.0107 - 0.02261
0.0100 - 0.02261
0.0094 - 0.02261
0.0087 - 0.02261
0.0081 - 0.02261
0.0075 - 0.02261
0.0069 - 0.0226i
0.0063 - 0.02261
0.0057 - 0.0226i
0.0051 - 0.02261
0.0045 - 0.02261
0.0039 - 0.0226i
0.0034 - 0.02261
0.0028 - 0.02261
0.0022 - 0.02261
0.0017 - 0.02261
0.0011 - 0.02261
0.0006 - 0.0226i
0.0000 - 0.0226i
0.0006 + 0.0226i
0.0011 + 0.0226i
0.0017 + 0.0226i
0.0022 + 0.0226i
0.0028 + 0.0226i
0.0034 + 0.0226i
0.0039 + 0.0226i
0.0045 + 0.0226i
0.0051 + 0.0226i
0.0057 + 0.0226i
0.0063 + 0.0226i
0.0069 + 0.0226i
0.0075 + 0.0226i
0.0081 + 0.0226i
0.0087 + 0.0226i
0.0094 + 0.0226i
0.0100 + 0.0226i

0.0121 + 0.0225i
0.0114 + 0.0225i
0.0107 + 0.0226i
0.0100 + 0.0226i
0.0094 + 0.0226i
0.0087 + 0.0226i
0.0081 + 0.0226i
0.0075 + 0.0226i
0.0069 + 0.0226i
0.0063 + 0.0226i
0.0057 + 0.0226i
0.0051 + 0.0226i
0.0045 + 0.0226i
0.0039 + 0.0226i
0.0034 + 0.0226i
0.0028 + 0.0226i
0.0022 + 0.0226i
0.0017 + 0.0226i
0.0011 + 0.0226i
0.0006 + 0.0226i
0.0000 -+ 0.00001
0.0006 - 0.02261
0.0011 - 0.02261
0.0017 - 0.02261
0.0022 - 0.02261
0.0028 - 0.02261
0.0034 - 0.02261
0.0039 - 0.02261
0.0045 - 0.02261
0.0051 - 0.02261
0.0057 - 0.02261
0.0063 - 0.02261
0.0069 - 0.02261
0.0075 - 0.02261
0.0081 - 0.02261
0.0087 - 0.02261
0.0094 - 0.02261
0.0100 - 0.02261




102

-46 0.0107 + 0.0226i 0.0107 - 0.0226i

-45 0.0114 + 0.02251 0.0114 - 0.0225i

-44 0.0121 + 0.0225i 0.0121 - 0.0225i
Tabela 5.4: Frequéncias do operador H, com funcao ar-
gumento u(z) = —xe /2,

A Tabela 5.4 mostra algumas frequéncias do operador H convoluido com
a fun¢io argumento u(r) = —xe~*"/2 pelas duas implementacoes, isto é, pela
Transformada Rapida de Fourier e pela Regra do Trapézio Alternada. Nota-
se 0 mesmo efeito que no caso da fun¢do argumento u(x) = e=™'/2 onde a
parte real da frequéncia tem sempre o mesmo sinal e na parte imaginaria o
sinal fica alternando, mesmo que isso nao seja visivel nos graficos contidos
nas Figuras 5.12 e 5.13.

0.5

Operador

Figura 5.14: Comparacao do operador com o nicleo T, com fung¢ao argu-
mento u(z) = —xe /2,
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Figura 5.15: Comparacao da frequéncia do operador com o niicleo T, com
funcéio argumento u(z) = —xe /2,

k Frequéncia pela Transfor- | Frequéncia pela Regra do
mada de Fourier Trapézio Alternada

0 0.0000 + 0.0000i -0.0000 + 0.00001
1 39.7275 - 1.9227i 38.2249 + 1.85001
2 -14.0409 + 1.4063i -13.7263 - 1.3748i
3 1.8433 - 0.2505i 1.8228 + 0.24771

4 0.0837 + 0.0064i 0.0833 - 0.0064i

5 0.1405 - 0.0119i 0.1402 + 0.0119i

6 0.1263 - 0.0147i 0.1262 + 0.0147i

7 0.1137 - 0.0167i 0.1137 + 0.0167i

8 0.1026 - 0.0180i 0.1026 + 0.0180i

9 0.0930 - 0.0190i 0.0930 -+ 0.0190i
10 0.0847 - 0.0197i 0.0847 + 0.0197i
60 0.0022 - 0.0226i1 0.0022 + 0.0225i
61 0.0017 - 0.0226i1 0.0017 + 0.0224i
62 0.0011 - 0.0226i1 0.0011 + 0.0228i
63 0.0006 - 0.0226i 0.0007 + 0.0278i
64 0.0000 - 0.0226i 0.0000 -+ 0.0000i
-63 0.0006 + 0.0226i 0.0007 - 0.0278i
-62 0.0011 + 0.0226i 0.0011 - 0.0228i
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-61 0.0017 + 0.0226i1 0.0017 - 0.0224i
-60 0.0022 + 0.02261 0.0022 - 0.02251
-10 0.0847 + 0.01971 0.0847 - 0.01971
-9 0.0930 + 0.01901 0.0930 - 0.01901
-8 0.1026 + 0.01801 0.1026 - 0.01801
-7 0.1137 + 0.01671 0.1137 - 0.01671
-6 0.1263 + 0.01471 0.1262 - 0.01471
-9 0.1405 + 0.01191 0.1402 - 0.0119i
-4 0.0837 - 0.0064i 0.0833 + 0.0064i
-3 1.8433 + 0.25051 1.8228 - 0.24771
-2 -14.0409 - 1.40631 -13.7263 + 1.37481
-1 39.7275 + 1.9227i 38.2249 - 1.85001

Tabela 5.5: Frequéncias do operador T, com funcao ar-
gumento u(z) = —xe /2,

A Tabela 5.5 mostra algumas frequéncias do operador T convoluido com
a funcio argumento u(z) = —we "2 pelas duas implementacoes, isto é,
pela Transformada Rapida de Fourier e pela Regra do Trapézio Alternada.
Nota-se que a parte imaginaria fica alternando de sinal assim como no caso
do operador H. Além disso, h4 uma pequena diferenca principalmente nas
frequéncias altas, isso pode ser verificado também pelo erro relativo. Nesse
caso, cosidera-se o erro relativo dado por (5.19), com v a frequéncia obtida
pela implementacao espectral e § a frequéncia pela implementacao da Regra
do Trapézio Alternada, tem-se que o erro relativo é de 0, 1021 e o erro relativo
real é de 0,0378, observa-se isso nas Figuras 5.14 e 5.15. Além disso, a parte
imaginaria oscila menos quando comparada com a func¢ao argumento sendo a
gaussiana, u(x) = e/ 2 isso porque o erro relativo nesse caso foi de 1,9598.

Também foi feita a implementagdo com a derivada dessa gaussiana como
argumento, isto &, u(z) = —8zxe *"/2,
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Operador

Figura 5.16: Comparacao do operador com o niicleo cotangente, com func¢io
argumento u(z) = —8xe " /2,
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Figura 5.17: Comparacao da frequéncia do operador com o niicleo cotangente,
com funciio argumento u(z) = —8xe /2,



106

As Figuras 5.16 € 5.17 mostram que o operador ‘H teve um comportamento
muito parecido nesse caso com os demais. Nao foi apresentada a tabela com
os valores das frequéncias, mas o erro relativo nesse caso foi de 0,0967 e o
erro relativo real foi de 1,1455 - 1071%, confirmando que também para essa
fungdo argumento, a parte imaginéria das frequéncias fica trocando de sinal
e a parte real tem sempre o mesmo sinal.
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Figura 5.18: Comparacao do operador com o nicleo T, com func¢ao argu-
mento u(z) = —8xe /2,
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Figura 5.19: Comparacao da frequéncia do operador com o niicleo T, com
funciio argumento u(x) = —8xe /2,
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Nas Figuras 5.18 e 5.19 nota-se que o operador T teve um comportamento
muito parecido nesse caso com os demais. Nao foi apresentada a tabela com
os valores das frequéncias, mas o erro relativo nesse caso foi de 0,1021 e
o erro relativo real foi de 0,0378, o mesmo erro com a fung¢io argumento
u(x) = —xe 12,

Por fim, foi feita a implementacao com a gaussiana como argumento dada
por u(z) = —8xe™4’,

Operador

Figura 5.20: Comparacao do operador com o niicleo cotangente, com funcio
argumento u(x) = —8xe 4’
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Figura 5.21: Comparacao da frequéncia do operador com o niicleo cotangente,
com funciio argumento u(z) = —8xe ",

Com as Figuras 5.20 e 5.21 observa-se que o operador H teve um com-
portamento muito parecido nesse caso com os demais. Nao foi apresentado
a tabela com os valores das frequéncias, mas o erro relativo nesse caso foi de
0,2356 e o erro relativo real foi de 2,3052 - 1071°, confirmando que também
para essa funciao argumento, a parte imaginaria das frequéncias fica trocando
de sinal e a parte real é sempre positiva.
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Figura 5.22: Comparacao do operador com o nicleo T, com func¢ao argu-

mento u(xr) = —8xe
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Figura 5.23: Comparacao da frequéncia do operador com o niicleo T, com

fun¢ao argumento u(r) = —8xe
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O operador T, a partir das Figuras 5.22 e 5.23, teve um comportamento
muito parecido nesse caso com os demais. Nao foi apresentado a tabela com
os valores das frequéncias, mas o erro relativo nesse caso foi de 0,2283 e o
erro relativo real foi de 0,0343.

Sendo assim, nesse capitulo foi possivel fazer um estudo cuidadoso dos
operadores que aparecem na famfilia de equacoes de Benjamin. A partir da
implementacdo numérica dos mesmos serd possivel entdao fazer a implemen-
tacao numérica das solucoes da familia de equacoes de Benjamin.



Capitulo 6

Solucao Numérica da familia de
Equacoes de Benjamin

6.1 Meétodo numérico para a implementacao da
solucao da familia de equacoes de Benjamin
regularizada

Considera-se o problema de valor inicial para a familia de equagoes de Ben-
jamin

Us + Uy — %auum = bL[u]pt — QUger =0 (x,t) € (=L, L) x (0,7),
u(—L,t) = Tl,U(L,t) =15 te [O,T], (61)
u(x,0) = ug(x) x € [0, L],

onde £ = H com H = isgn(k) ou £L =T com T = icoth(kh), h > 0, para
todo k € R no caso ndo periodico (ou k € Z, no caso periodico), k # 0. Os
parametros a, a, b sdo positivos, onde b da mesma ordem de y/a, com b < 2y/a
e o da mesma ordem de a.

Para a solu¢do numérica considera-se uma malha uniforme que divide o
intervalo [—L, L] em N subintervalos de mesmo comprimento Az = 2. Os
pontos pertencentes a malha sdo xg = —L, v1 = —L + Ax, 2y = —L +
2Ax, ...,xn—1 = =L + (N = 1)Ax, xx = L. Por outro lado, o intervalo

[0,T] é subdividido em m subintervalos de mesmo comprimento At = L

escolhendo os pontos {p = 0, t; = At, ty =2At, ..., t 1 = (m—=1)AL, t,, =
T. Denota-se a solucao discreta por

ul = u(—L + kAx, jAt),

111
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P b = Oy cas VN B T = Use 1y

Baseado em [27,28], a construcio do método numérico utilizado para
resolver a equacio diferencial parcial (EDP) consiste em discretizar o espago
e manter a varidvel tempo continua, assim, o resultado é um sistema de
equagoes diferenciais ordinarias (EDQO) cuja solugio foi encontrada a partir
de dois métodos: leapfrog com o primeiro passo do método das diferencas
finitas progressiva e Runge-Kutta de quarta ordem. Este método é chamado
de método das linhas. Na discretizacao espacial, foi utilizado o método das
diferencas finitas dos cinco pontos para a derivada de primeira ordem e para a
derivada de segunda ordem foi utilizado o método espectral assim como para
o termo envolvendo o operador nao local, £. Nao foi utilizada a discretizacao
espectral para a derivada primeira pois o estudo da condicao de estabilidade
se torna invidvel nesse caso, justamente pela Tranformada de Fourier da
primeira derivada.

6.1.1 Discretizacao espacial

Na sequéncia serao detalhados os métodos para aproximar as derivadas espa-
ciais, sendo eles: diferencas finitas dos cinco pontos e discretizacao espectral.
O método de diferencas finitas dos cinco pontos serd utilizado para a dis-
cretizacao da primeira derivada enquanto que a discretizacao espectral sera
utilizada para a segunda derivada, uma vez que para garantir a estabilidade
do método, como serd visto posteriormente, a aproximacao por diferencas
finitas dos cinco pontos para a derivada segunda nao se mostrou adequada,
uma vez que para garantir a estabilidade do método de linhas é necessario
encontrar os autovalores da matriz apés discretizacao espacial e isso nao foi
possivel com o método das diferecas finitas dos cinco pontos para a derivada
segunda.

Diferencas finitas dos cinco pontos

Baseado em [4], para descrever o método das diferencas finitas dos cinco
pontos, considera-se Ax > 0 e as seguintes expansoes de Taylor de uma
funcao u em torno de um ponto xy, respectivamente a direita e & esquerda
de Xo:

w(xg + Ax) =u + v'Ax + 21 W' Ax? + = 3 u"Ar® + — 4 uM Azt + O(Az%),
(6.2)

4 8 16
u(rg + 2Ax) =u + 2u'Ax + Pk (o) Az® + — 7 u"Ax® + 1 uM Azt + O(A2%),
(6.3)
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1 1 1
u(zo — Ax) =u — u'Ax + gu"AxQ - gu"'(QAx)S + Iu(4)(2Ax)4 + O(AxP),
' ' ' (6.4)
/ 4 " 2 8 " 3 16 (4) 4 5
u(wo — 2Ax) =u — 2u'Ax + oY Ax® — 37t Az® + e Azx® + O(Az?),
' ' ' (6.5)

onde u e as derivadas que aparecem do lado direito estdao avaliadas em .
Dessas igualdades segue que:

8 (u(xo + Ax) — u(xo — Ax)) + u(zo — 2Az) — u(x + 2Ax) =
_ 1% 20 Az + O(ALY),
dx

assim,
du 8 (u(xo + Ax) — u(xo — Ax)) + u(zo — 2Az) — u(xo + 2Ax)
— (@) =
dx 12Ax
+ O(Ax?).
Portanto,
du —u(xg + 2Ax) + 8u(xo + Ax) — 8u(zg — Ax) + u(xo — 2Ax)
——(@o) =
dx 12Ax
+ O(Azxh).

Dessa forma, o esquema das diferencas finitas explicito para aproximar wu,
com um erro de quarta ordem ¢é dado por:

du 1 1, 2, 2. 1
%(%;tj) ~ A \ Ttk + 3+ T 3% + To%—2 | -

Se v9) é o vetor no passo do tempo j que se aproxima de u(xy, jAL), entdo
na grade de pontos zy, a derivada espacial ¢ (DoY), onde D ¢ uma matriz
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circulante e simétrica dada por:

T 0 2/3 —1/12 0 -~ 0 1/12 —2/3 ]
~2/3 0 2/3  —1/12 112
/12 -2/3 0 2/3 - 0
1 0 1/12 -2/3 0
D_Ax ; - :
0 o0 2/3 —1/12
—1/12 - Lo-2/3 0 2/3
2/3 —1/12 0 /12 =2/3 0
(6.6)

Analogamente, para aproximar a derivada espacial de segunda ordem
pelo método das diferencas finitas dos cinco pontos, considera-se as igualda-
des (6.2), (6.3), (6.4) e (6.5), acrescentando os termos HuPAz® + O(Ax),
2uB Az + O(Ax%), —LuPAz® + O(Az®) e — 24D Az® + O(Ax®), respec-
tivamente. Assim:

—u(xg + 2Ax) + 16u(xg + Ax) + 16u(rg — Ax) — u(rg — 2Az) =
2
= 30u(xo) + 12d—u(xo)Ax2 + O(Az®).

da?
Logo,
d*u
) =
—u(xo + 2Az) + 16u(rg + Ax) — 30u(xo) + 16u(xe — AZ) — u(rg — 2A1)
12052
+ O(AzY).

Portanto, o esquema das diferencas finitas explicito para aproximar u,, com
um erro de quarta ordem é:

@(%ati) N A2 \ T gtk + 3 Ukt~ 5% + g Uk—1 7 To%k—2 | -

A matriz da derivada espacial, pelo método das diferencas finitas dos cinco



pontos, de segunda ordem D2 ¢é dada por:

—5/2  4/3 —1/12 0 0
4/3  —5/2  4/3 —1/12
—~1/12  4/3  —5/2  4/3
1 0 —1/12 4/3 —5/2
D2 =—
Ar2 . . .
0 -5/2
—1z 4/3
4/3  —1/12 0 —1/12
Discretizacao espectral
Considera-se a equacio (6.1), dela segue que:
g — OL[U]es — QUgas = —tg + —0(t?),.

Se ¢ = u — bL[u)y — Gyy, entdo

~

(k) = a(k) — bL[ulw(k) — arhe (k).

~1/12

4/3

—5/2
4/3

Caso L = H vale que H = isgn(k), para todo k € R e portanto:

(k) = (1 " b@ +a (%ﬂ) ) a(k) = vi (k)a(k).
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4/3
~1/12

~1/12

2/3
52 |

Caso L =T vale que T = icoth(kh), h > 0, para todo k € R e portanto:

&w)=<1+b 7

k coth(kh)m (kw
———ta( %

Escrevendo na forma matricial,

onde P = diag (v;(k)), com

1+b¢+a(’%)2,sei=l(£=%)

(%)2,8(32': 20£="T)

Uz = CO m
(k) {ku s,

) ) a(k) = va(k)a(k).

(6.7)
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Logo, P é a matriz da discretizagio espectral para o termo ¢ = u — bL[u], —
au,, da familia de equacoes de Benjamin.

6.1.2 Discretizacao temporal

Neste trabalho serd feita uma comparacao entre dois métodos para a discre-
tizacdo temporal, sao eles: o método de leapfrog e o método de Runge-Kutta
de quarta ordem. Esses métodos sdo completamente distintos uma vez que o
método de leapfrog usa diferencas finitas avaliando a fun¢do em dois passos
da malha para obter maior precisao. Enquanto que os métodos de Runge-
Kutta simplificam os métodos de Taylor eliminando o célculo dos termos com
derivadas, mantendo o mesmo erro.

Método de leapfrog

Segundo [28,29], o método de leapfrog aproxima u,, a derivada de primeira
ordem no tempo, por diferencas finitas centradas:

ou Wt —y
—(l’k,tj) ek Tk

Py + O(A). (6.8)

O método das diferencas finitas progressiva aproxima u,, a derivada de pri-
meira ordem no tempo por:

0 Jj+1 7
_“(%’tj) _ Y T
At

= +O(AD). (6.9)

O método das diferencas finitas progressiva serd utilizado no primeiro passo
do método de leapfrog. A convergéncia do método de leapfrog nao é alterada
pelo primeiro passo, porque o erro da aproximacao de Taylor envolvida em
(6.9) ¢ de ordem dois para ', Gnico vetor calculado. Isto é, a expressao dada
por (6.9) ndo é utilizada para iterar, por isso o que é necessério da expressdo
(6.9) é apenas a aproximacdo de Taylor de ordem dois e ndo a ordem de
convergéncia.

Método de Runge-Kutta

De acordo com [28], 0 método de Runge-Kutta consiste em comparar um po-
lindbmio de Taylor apropriado para eliminar o célculo das derivadas, fazendo-
se varias avaliacoes da funcao a cada passo. O método de Runge-Kutta pode
ser entendido como um aperfeicoamento do método de Euler. No método
de Euler a estimativa do valor de y;,; é realizado com o valor de y; e com
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a derivada no ponto zx. No método de Runge-Kutta, busca-se uma melhor
estimativa da derivada com a avaliacao da funcao em mais pontos no inter-
valo [xg, Tx11]. Um método de Runge-Kutta de ordem n possui um erro da
ordem de O(A{™*1).

Depois da discretizacao espacial, considera-se o sistema de EDO’s

ou

a(:er’t) = f (ZCk,t,u(:Ck)t)) )

onde f é a expressdao obtida da EDP semidiscretizada.
Dessa forma, o método de Runge-Kutta de quarta ordem ¢é dado por:

1
u(zg, t; + At) ~ ulxg, t;) + 7 (K + 2K, + 2K;5 + Ky),

onde
Ky = Atf ($k7tj7u ($k7tj)) ) (610)
At K
Ky = Atf (xk,tj—%?,u(xk,tj)—%?l) 5 (6.11)
At K
Ks = Atf (xk,tj+7,u(xk,tj)+72) 5 (6.12)
Ky = Atf (z, t; + At,u (xk, t;) + Ks) . (6.13)

Na proxima secao serd explicitado o algoritmo para encontrar a solugao
da familia de equagoes de Benjamin descritas em (6.1).

6.1.3 Algoritmo para encontrar a solugao da familia de
equacoes de Benjamin

Para encontrar a solugdo da familia de equagoes de Benjamin dada por (6.1),
serd utilizado o método das linhas na discretizaciao temporal, ap6s discreti-
zacdo espacial. Segundo [27], pagina 101, quando a EDP depende do tempo,
ou seja, € uma EDP de evolucdao no tempo, ela é resolvida numericamente
de forma eficiente por métodos espectrais. O padrao é geralmente o mesmo:
discretizacao espectral no espaco e diferencas finitas no tempo. Por exemplo,
pode-se utilizar para a discretizacao temporal o método de Euler, o método
de leapfrog, métodos de Adams ou o método de Runge-Kutta. A principio,
sacrifica-se a precisao espectral ao fazé-lo, mas na pratica, pequenos passos
no tempo com férmulas de ordem 2 ou superior geralmente deixam a precisao
global bastante satisfatoria. Passos pequenos no tempo sdo muito mais van-
tajosos do que intervalos de discretizacdo pequenos no espaco, pois afetam o
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tempo de execucdo, mas nao o armazenamento, e somente linearmente. Por
outro lado, reduzir pela metade o passo da discretizacao espacial geralmente
multiplica o armazenamento por 2¢ onde d é a dimensio do espaco, e pode
multiplicar o tempo de execucio de cada passo de 2¢ até 23¢, dependendo da
algebra linear envolvida.

Na discretizacao espacial serd utilizado o método das diferencas finitas
dos cinco pontos para a derivada espacial de primeira ordem e a discretiza-
cao espectral para a derivada espacial de segunda ordem, com isso obtem-se
uma EDP semidiscretizada. Depois disso, na discretizacao temporal serao
utilizados os métodos de leapfrog com o primeiro passo pelo método das
diferencas finitas progressiva e de Runge-Kutta de quarta ordem.

Como a familia de equacoes de Benjamin regularizadas sao da forma

Up + Uy gauum - bﬁ[u]zt — AUy = 0,

entao,
3
(1 = 0L[0y] — a0ps) ws = — (u - ZauQ) ) (6.14)
Fazendo inicialmente a discretizacao espacial, do lado direito da equacao
(6.14) aparece a matriz P dada pela equagio (6.7) e do lado esquerdo da
equacdo (6.14) aparece a matriz D dada pela equagdo (6.6). Assim, considera-

se B = P7'D, da equagao (6.14) segue que

3
u = —B (u - ZQUQ) : (6.15)

obtendo assim a EDP semidiscretizada.

Agora, pelo método de linhas, seja v o vetor no passo do tempo j que
se aproxima de wu(xy, jAt). Considera-se, inicialmente, o método de leapfrog
para a aproximagdo temporal, da expressao (6.8) e da equagdo (6.15) segue

que
J+1 -1
U Uk _ Gy _ 3 o (2
Yk "% (g9 2
a7 (0= a0

, , N3 ;
Ui+1 _ Ui—l _9At (B (U(J) _ Za(v(]))Q)) . (6.16)
k

Observa-se que no primeiro passo, isto ¢, j = 0 na equagao (6.16), & necesséario
encontrar v, ' no lado direito da igualdade desta equacio, o que nao faz
sentido. Sendo assim, para calcular v} serd utilizado o método das diferencas
finitas progressiva dado pela equacio (6.9). Fazendo j = 0 na equagdo (6.9),

isto é,
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tem-se que:

1 0
U — Uk (0) 3 (012
=—|RB 2
Tt = (B (00 - Fa02))

assim para o primeiro passo do método considera-se:

vi = vh — At (B (v(o) - Za(v(o))Q)) .
k

De maneira andloga, considera-se no método de linhas a discretizacao
temporal dada pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem, (6.13), entdo
para a grade de pontos r; tem-se que

. o1
vitt = ol + o (K14 20 + 2K + K,

onde

. 3 .
K, = -AtB (v] - Za(v])Q) :
Ky 3 K\’
Ky=—-AtB|v + = -2 fp =
2 t <v+ 5 40z<v+ 2)),
. K, 3 K\’
J — 7
<v+ 5 40z<v+ 2)),

K, = —-AtB (v] + K5 — Za (U] + K3)2) )

Kg = —AtB

Dessa forma, o pseudocoddigo do algoritmo da implementacao com o mé-
todo leapfrog é descrito da seguinte forma:

Algoritmo 6.1.1. Solucao pelo método leapfrog

Dados: N, L, a, b, «

Al = %

r=—-L+Ax:Ar: L

t = 0 (define-se o tempo inicial)

At (escolhe-se o tamanho do At)

D (matriz da discretizagdo espacial de primeira ordem pelo método das
diferencas finitas dos cinco pontos)

P (matriz da discretizagiio espacial de segunda ordem pela discretizagio
espectral)

B= P
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up (define-se a solugdo inicial)

Repita para cada instante de tempo ¢ + At
uy = ug — AtB(up — 0, 75au?)
(passo 1 dado pelo método das diferengas finitas
progressiva)
Chame: wold = ug e u = uy
Faca: unew = uold — 2AtB(u — 0, T5au?)
(passo m do leapfrog)

Plot unew
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? ? ?

.

wold = wug
U = Uy

N

unew =
uold —

2ALB(u —

0, 750u?)

Figura 6.1: Fluxograma mostrando os passos do Método leapfrog.
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O fluxograma 6.1 ilustra o algoritmo 6.1.1 da implementagao com o mé-
todo leapfrog. Analogamento, o cédigo do algoritmo da implementagdao com
o método Runge-Kutta de quarta ordem ¢ descrito da seguinte forma:

Algoritmo 6.1.2. Solucao pelo método Runge-Kutta de quarta ordem
Dados: N, L, a, b, «
Ag = %
r=—=L+Ax:Ax: L
t = 0 (define-se o tempo inicial)
At (escolhe-se o tamanho do At)
D (matriz da discretizagdo espacial de primeira ordem pelo método das
diferencas finitas dos cinco pontos)
P (matriz da discretizagiio espacial de segunda ordem pela discretizagio
espectral)
B=P'D
up (define-se a solugdo inicial)
Repita para cada instante de tempo ¢ + At
Chame: u = 1y ou u = unew
K1 = —-AtB(u — 0, 7Thau?)

K2 = =AtB (u+ K- 0,750 (u+ 51)%)
K3 = —AtB (u+ 52 - 0,750 (u+ 52)°)
K4 =—AtB (u+ K3—0,75a (u+ K3)%)
unew = u + t(K1+ 2K2+ 2K3 + K4)

Plot unew
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U = unew

unew = u +
AU
2K3 + K4)
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Figura 6.2: Fluxograma mostrando os passos do Método Runge-Kutta de

quarta ordem.
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O fluxograma 6.2 ilustra o algoritmo 6.1.2 da implementagao com o mé-
todo Runge-Kutta de quarta ordem.

6.2 Implementacao da solucao da familia de equa-
coes de Benjamin linearizada

Nesta secao, inicialmente, serd feito o estudo da condicao de estabilidade,
segundo [27,30], do método descrito na se¢io anterior apenas para o caso da
equacdo Benjamin-Bona-Mahony (BBM) linear adaptada com as constantes
de acordo com a famfilia de equacoes de Benjamin dada por:

Ugp + Uy — AUy = 0,

isto &, @« =0 e b=0. A condicio de estabilidade ir& fornecer o valor de At
para garantir a estabilidade do método.

Depois, sera feita a implementacao da solucdao para a equacao da onda
unidirecional (u; + u, = 0), da BBM adaptada linear e do tipo Benjamin
no caso linear a partir do método descrito na secao anterior. A solucao
aproximada serd comparada com a solu¢ao analitica (com expressdo dada na
Tabela 3.1 do Capitulo 3).

Também sera feita a implementacao do método como descrito na secao
anterior para a familia de equacoes de Benjamin no caso nao linear. Nesse
caso, nao tem solucao analitica, mas serd possivel analisar a diferenca do
método de linhas quando utilizado o método leapfrog e quando utilizado o
método de Runge Kutta de quarta ordem.

6.2.1 Condicao de estabilidade

Considera-se a equacdo BBM linear adaptada da equacio de Benjamin:
U + Uy — Qg = 0 (a equagdo sem o operador). Como ja foi descrito, a
EDP semidiscretizada é dada por

u ~ —P 71 Du,



onde as matrizes D e P s&o
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obtidas da discretizacdo espacial, isto é, D é

dada por:
[0 2/3 —1/12 0 0 1/12 —2/3 ]
—2/3 0 2/3  —1/12 1/12
/12 —2/3 0 2/3 0
1 0 /12 =2/3 0
P o=——
LY : .
0 L0 2/3 —1/12
—1/12 -2/3 0 2/3
2/3  —1/12 0 1/12 —2/3 0

e a matriz P tem como simbolo P = diag (v(k)), onde v(k) = 1 +a (’%)2 # 0,
-F+i<k<i

Dessa forma, segue que D ¢ real, anti-simétrica e Toeplitz circulante.
Portanto, D ¢é diagonalizada pela matriz de Fourier e seus autovalores tém a
forma:

N
(D) = Z 0%
=]

onde d,, sio os elementos da primeira coluna da matriz D, 0, = 2ck

N ?
T +1<k<Z. Logo,

Me(D) = 2 i1 [cOs (MOy) + 1sen (m0y)]
= _Aixg [cos (0k) + isen (0k) — cos (N — 1)0,) —isen (N — 1)0;)]
- A—x% [cos (20k) + isen (20k) — cos (N — 2)0;) — isen (N — 2)0)],

como 0 = =, cosseno é uma fungao par e seno uma fungao impar, segue
que cos (p(N — 1)0;) = cos (pbx) e sen (p(N — 1)0;) = —sen (pby), para todo

p real. E disso segue que

1
= i 21 20
A(D) 3Ax21 sen (6g) + T9As isen (26,)
1

= 200 = Zeen (0)|.
[0 = Gom0)
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Se v (6x) = 1sen (20,) —4 sen (0x), entdo A\o(D) = =7 (0k), —F+1 < k < &.
Além disso, como a matriz P tem como simbolo P = diag (v(k)), onde

v(k) =1+a( L”) #0, =5 + 1 <k < &, segue que seus autovalores sdo

Ae(P) = v(k),

—% +1<k< % Nota-se que P é inversivel, pois seus autovalores sdo nao
nulos.
Conclui-se que se P~'D = B, entdo os autovalores da matriz B sdo:

==kl g i I

Agora na discretizacao temporal considera-se a malha ¢, = nAt, onde
0=ty <ty <...<T. Segundo [27], o método de linhas é estével se
os autovalores do sistema semidiscretizado linear, escalado por At, estao na
regido de estabilidade R do método usado na discretizacao temporal, isto é,

Segunto [27,30], para garantir a estabilidade, inicialmente, denota-se por
ul, a solugdo no passo do tempo n que se aproxima de u(x,,, nAt) e poste-
riormente, substitui-se u?, por ¢"e"™’ no método, onde m e n sdo poténcias,
obtendo assim, a equacao caracteristica do método. A condicao para esta-
bilidade é que ambas as raizes desta equacao devem estar no disco unitario
fechado.

No método de leapfrog considera-se o passo n+ 1 dado pelo método como:

urtt = ot — 2A¢ (Bu™),

m

n 1m0

substituindo !, por ¢"e'™’, segue que

n+1 _imé =gn 1 1m0 2At)\ ( ) n 1m0

g e
n+1 n
I —1 - 200\.(B) L.
g g

gn+1 gn 2 gn+1

Nota-se que g = = gy logo ¢° = =

9 +2At)\ (B)g—1=0
LAt 0)

N o | e
Ao (g)?
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s At (0) A2 (9)
J= 2
AL ~(6) A2 H(0)?
0, Ax) = —1— eal [ p—— 6.17
gi—(a $) IAI’U(ﬁ)_ Axgv(é)w ( )
considera-se % = g constante.

Disso segue que

u(k) = Ay (k)gy (0, Ar) + A_(k)g” (0, Ax)

-t 2550

E se g, = g_, entao
(k) = A(k)g™ (0, Ax) + B(k)ng" (0, Ax), (6.18)

onde A(k) e B(k) dependem das condig¢oes iniciais do problema.

As condicoes de estabilidade seréo analisadas pelo discriminante da equa-
¢do (6.17). Lembrando que 7(9) Lsen(20)—2sen(f) ev () = 1+a (= )2,
logo 0 < [y(0)| <2el<v(), paratodo \9\<7reAx>O

%]
CASO 01: Se 1 — &2 7 i = (), entao A — ( ;) Nesse caso, tem-se

Aa? 2 L) RO -
que
g=9g+=9-

At ~(0)
Azv(Z)

() A0)
V(O] v (%)

= 4,

o sinal é o oposto do sinal da v(6). Mas na equagio (6.18) tem-se que para
um # e k fixo
(k) = A(k)(+1)" + B(k)n(£i)"*

e quando os valores de B nao sao nulos, 1™ cresce quase linearmente em n. Ja
que 1" para 0 e k fixos se comportam assim, existem solucoes para o esquema
das diferencas finitas cuja norma cresce quase linearmente em n. Portanto,
nesse caso o método leapfrog é instével.
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CASO 02: Se 1 — &2 2O o o engio A2 < P(22) ¢ g (6.17) segue
4 : AT 2( L) 5 B ~2(0) . g

que
. A2 () AP (0)
|| " Alw (L) 1—A—x2v2(9)}=1.
Az Az
v(az)
Portanto, [g+| = 1se o0 = £ < =5 |» logo

[9[<3Tn£m>o(< )) 12

sup (( 32 3

0]<m

(][]

Reciprocamente, se o < , entdo ﬁ—fz <4 Comov () =1lely() <

~ K .
entdo 0 < 2O < 2, assim

v*(%)

A2 poF 19
A2 (L)
0

AL [v(O)

TR

Disso segue, que o método é estavel se, e somente se, 0 < %

CASO 03: Se 1 — &8 ;’((9)) <0, entdo £L > vgg) . Da equagao (6.17)

segue que a
_i| At 2O AR 20)
U Aau(E) TV AR (L) ]
e entao,
7(0) | At At> y*(0) At y*(0)
= LA e A N | — 1> 1
@A arw @) T Y asw ) T

Assim, o método é instavel.

Conclui-se entao que [g¢| < 1 se, e somente se, o < 2. Isto ¢, o método
leapfrog ¢ estével se, e somente se, o < 2

Analogamente, se o método da discretizagdo temporal for pelo método
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Runge-Kutta de quarta ordem, segue-se que

At? At? At?
n+1l __ o 2 % 4 n
u —(1 AtB+—2!B —3!B+—4!B)u,

como B = P71D, e além disso, P e D tem os mesmos autovetores, entdo elas
comutam e portanto, B? = P72D? B® = P3D% e Bt = P74D4
Para estudar a estabilidade do método substitui-se u? por ¢"e™™’. Logo,

| A2 A At |
g = [1 ~ AbAW(B) + SN(B) = SN (B) + 4—t')\§1(B)] gre™,
At? At? At
g=1-Ath,(B) + TA?n(B) - T)\;O)n(B) + ﬂ)\fn(B)
_ AL A0) AL AO) AP A0) A1 A(0)
T T Ar (L) A2 (L) T ASGe (L) Art2dvt (L)
1,720 1,0 [ w0 1, ) ]
=1--0? + —g* +i|- —o?
v(x) 2 o () v(zs) 6 (%)

Sey=avg@),entéog=1—%+g—i+i(—y+y—;), assim,

Az

2 4N 2 3\ 2 67,2
vy Y y°(y* —8)
‘g‘2=<1_5+ﬂ) +<—y+g) =1+7.

60,2
Logo, [g" = 1+ p(y), onde p(y) = “47= e y = oy, Se ply) <0,

)
entdo |g|* < 1 e portanto, |g| < 1. No entanto, nota-se que p(y) < 0 se, e

somente se, |y| < 2v/2. Isto é, |g| < 1 se, e somente se, |o Z“;’)) < 24/2. Mas,
“\ 2z
sup (|7(0)])
10| < b = 2. Logo, o |9 | < 02 < 24/2, assim,
R (63 ) B
inf v —
[0|l<m,Ax>0 Az
o< 2

Cognclui—se, entao que o método Runge-Kutta de quarta ordem ¢é estéavel
apenas se o < %.

Nota-se que o método leapfrog é estavel se, e somente se, o < % enquanto
que o método Runge-Kutta de quarta ordem é estavel apenas se o < 47*/5,
dessa forma, o método Runge-Kutta de quarta ordem é o método que garante
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a estabilidade para um At maior comparado com o método leapfrog.

6.2.2 Consideragoes gerais para a implementagao da so-
lucao das equacgoes lineares

Nas subsecoes seguintes serd feita a implementacao descrita na secao ante-
rior para cada uma das equacoes, a saber, equacao da onda unidirecional,
BBM adaptada linear, tipo Benjamin linear. Os dados iniciais considerados
sao adotados neste trabalho em todas as implementacoes com o objetivo de
comparar as solucoes para as diferentes equacoes. Os dados iniciais sdo:

o N =28 = 256;
o [ =100;
o a=1=02

5
o b=+/a=0,4472;
o h =10L = 1000;

e At = 0,6 Ax = 0,4688 para o método de linhas que utiliza o método
de leapfrog na discretizacao temporal;

e At = 1,8 Ax = 1,4063 para o método de linhas que utiliza o método
de Runge-Kutta de quarta ordem na discretizacido temporal.

Os valores de At para cada um dos métodos da discretizacdo temporal foram
determinados a partir da condicao de estabilidade demonstrada na subsecao
6.2.1. A solucao inicial é dada por uy = exp (—(ZJ‘;)O)Q), a solucao inicial foi
escolhida deslocada da origem para uma melhor visualizagao do deslocamento
da onda.

6.2.3 Equacao da onda unidirecional

Dada a equacao da onda unidirecional: u;+u, = 0, seguem a solucao analitica
dada por: u(z,t) = ug(z) » (e7¥**) ", onde p(k) = k e as solugdes dadas a
partir dos métodos descritos na subsecao anterior.
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Figura 6.3: Solucao analitica da Equacao Unidirecional.
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Figura 6.4: Solucao da Equagao Unidirecional dada pelo método de leapfrog.
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Figura 6.5: Solucao da Equacao Unidirecional dada pelo método de Runge-

Kutta de quarta ordem.

Para verificar o erro entre as solucoes encontradas, seguem os graficos das

mesmas em varios instantes de tempo.

t=0 t=4,688
§ [\ = [\
RK4
Sot— “~——___ e 20
) eapfrog 2
L
(9} 1 | I Exata 1 | | |
-100 50 0 50 100 -100 50 0 50 100
X Eixo x
t=13,125 t = 34,219
A 3 A\
18 18
S 0 S 0
Q Q
@ 1 % 1
-100 50 0 50 100 -100 50 0 50 100
X X
t = 76,406 t = 118,593
s A s C
18 18
=0 =0
(@] (@]
e 1 “ 1
-100 50 0 50 100 -100 50 0 50 100

Figura 6.6: Solucao da Equacao Unidirecional.
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Agora, considera-se o erro relativo dado por:

E(t) — ||uanalitica (t) - Unum (t) ||oo
||uanalitica (t) || o

, (6.19)

entdo na Figura 6.7 nota-se o erro dado pela equagio (6.19) obtido em cada
um dos tempos dos graficos da Figura 6.6.

0.045 1 leapfrog .

0.04 - T

0.035 T

0.03 r T

0.025 T

0.02 r T

Erro relativo

0.015 .
0.01r T
0.005 T

0 s —F 1 1 1 1

Figura 6.7: Erro relativo das solu¢ées numéricas da Equacao Unidirecional.

Nota-se com o grafico da Figura 6.7 que o erro relativo do método de
Runge-Kutta de quarta ordem é na ordem de 1072 enquanto que o erro
relativo do método leapfrog é na ordem de 1072,

6.2.4 BBM adaptada linear

Considera-se a equacao BBM adaptada da equacao do tipo Benjamin no caso
linear, a saber w4+, — auge = 0 (a equagio sem o operador). Analogamente,
seguem a solucdo analitica dada por: u(z,t) = uo(z) * (e7¥*)1) ", onde
k) = Hﬁ e as solucoes dadas a partir dos métodos descritos na subsecao
anterior.
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Figura 6.8: Solucdo analitica da Equacao BBM linear.
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Figura 6.9: Soluc¢ao da Equagao BBM linear dada pelo método leapfrog.
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Figura 6.10: Solucao da Equacao BBM linear dada pelo método Runge-Kutta

de quarta ordem.

Na Figura 6.11 é possivel verificar a dispersao na solucao da equagido da
BBM pelos métodos estudados.

t=20

= 1
18" RK4
20— - leapfrog
(@]
(9} 1 | I Exata

-100 50 0 50 100

X
t=13,125

s LN\
3
S 0
[@]
@ 1

-100 50 0 50 100

X
t = 76,406

3 RN
3
=0
o
e 1

-100 50 0 50 100

Solucado Solucado

Solucdo

t = 4,688
T\
0
1 : : :
-100 -50 0 50 100
X
t = 34,219
1
0 A\
-1
-100 -50 0 50 100
X
t=118,593
1 . . .
i N
-1
-100 -50 0 50 100

Figura 6.11: Solucao da Equacao BBM linear.



z Solucao | Solucao Numé- | Solugcao Numé-
anali- rica pelo método | rica pelo método
tica Runge-Kutta de | leapfrog

quarta ordem

11.7188 | 0.0000 0.0000 -0.0001

12.5000 | 0.0000 0.0000 -0.0001

13.2813 | 0.0000 0.0000 -0.0001

14.0625 | 0.0000 0.0000 -0.0001

14.8438 | -0.0000 | -0.0000 -0.0001

15.6250 | -0.0000 | -0.0000 -0.0002

16.4063 | -0.0000 | -0.0000 -0.0002

17.1875 | -0.0000 | -0.0000 -0.0003

17.9688 | -0.0000 | 0.0000 -0.0003

18.7500 | 0.0000 0.0000 -0.0004

19.5313 | 0.0000 0.0001 -0.0004

20.3125 | 0.0000 0.0001 -0.0004

21.0938 | 0.0000 0.0000 -0.0005

21.8750 | -0.0000 | -0.0000 -0.0005

22.6563 | -0.0001 | -0.0001 -0.0005

23.4375 | -0.0001 | -0.0002 -0.0005

24.2188 | -0.0001 | -0.0002 -0.0005

25.0000 | -0.0001 | -0.0001 -0.0005

25.7813 | 0.0000 0.0001 -0.0005

26.5625 | 0.0002 0.0003 -0.0003

27.3438 | 0.0003 0.0004 -0.0001

28.1250 | 0.0003 0.0004 0.0002

28.9063 | 0.0002 0.0002 0.0006

29.6875 | -0.0001 | -0.0001 0.0009

30.4688 | -0.0004 | -0.0006 0.0010

31.2500 | -0.0007 | -0.0010 0.0011

32.0313 | -0.0009 | -0.0012 0.0011

32.8125 | -0.0007 | -0.0009 0.0011

33.5938 | -0.0002 | -0.0002 0.0011

34.3750 | 0.0006 0.0009 0.0013

35.1563 | 0.0015 0.0020 0.0017

35.9375 | 0.0023 0.0029 0.0022

36.7188 | 0.0026 0.0031 0.0026

37.5000 | 0.0020 0.0023 0.0027

38.2813 | 0.0006 0.0005 0.0022

39.0625 | -0.0017 | -0.0021 0.0011
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39.8438
40.6250
41.4063
42.1875
42.9688
43.7500
44.5313
45.3125
46.0938
46.8750
47.6563
48.4375
49.2188
50.0000
20.7813
51.5625
52.3438
93.1250
53.9063
54.6875
55.4688
56.2500
57.0313
97.8125
58.5938
99.3750
60.1563
60.9375
61.7188
62.5000
63.2813
64.0625
64.8438
65.6250
66.4063
67.1875
67.9688
68.7500
69.5313
70.3125
71.0938

-0.0043
-0.0066
-0.0079
-0.0073
-0.0044
0.0009
0.0079
0.0156
0.0223
0.0263
0.0257
0.0191
0.0062
-0.0127
-0.0359
-0.0608
-0.0837
-0.1006
-0.1075
-0.1005
-0.0770
-0.0352
0.0250
0.1023
0.1940
0.2963
0.4044
0.5133
0.6179
0.7133
0.7956
0.8616
0.9094
0.9379
0.9472
0.9385
0.9134
0.8744
0.8241
0.7654
0.7010

-0.0051
-0.0077
-0.0089
-0.0080
-0.0047
0.0012
0.0089
0.0171
0.0241
0.0280
0.0271
0.0200
0.0062
-0.0135
-0.0375
-0.0629
-0.0861
-0.1030
-0.1095
-0.1019
-0.0776
-0.0351
0.0259
0.1038
0.1959
0.2984
0.4065
0.5151
0.6193
0.7142
0.7960
0.8616
0.9089
0.9371
0.9463
0.9374
0.9124
0.8735
0.8233
0.7647
0.7005

-0.0007
-0.0029
-0.0051
-0.0066
-0.0068
-0.0051
-0.0016
0.0036
0.0096
0.0150
0.0183
0.0178
0.0126
0.0019
-0.0137
-0.0327
-0.0526
-0.0699
-0.0807
-0.0810
-0.0674
-0.0371
0.0113
0.0776
0.1603
0.2563
0.3615
0.4708
0.5790
0.6806
0.7711
0.8464
0.9036
0.9412
0.9584
0.9561
0.9356
0.8992
0.8499
0.7905
0.7242

137



71.8750
72.6563
73.4375
74.2188
75.0000
75.7813
76.5625
77.3438
78.1250
78.9063
79.6875
80.4688
81.2500
82.0313
82.8125
83.5938
84.3750
85.1563
85.9375
86.7188
87.5000
88.2813
89.0625
89.8438
90.6250
91.4063
92.1875
92.9688
93.7500
94.5313
95.3125
96.0938
96.8750
97.6563
98.4375
99.2188
100.0000

0.6335
0.5653
0.4983
0.4342
0.3741
0.3188
0.2689
0.2244
0.1855
0.1519
0.1232
0.0991
0.0789
0.0624
0.0488
0.0380
0.0293
0.0224
0.0170
0.0128
0.0096
0.0071
0.0052
0.0038
0.0028
0.0020
0.0014
0.0010
0.0007
0.0005
0.0004
0.0003
0.0002
0.0001
0.0001
0.0001
0.0000

0.6332
0.5652
0.4984
0.4343
0.3743
0.3191
0.2691
0.2247
0.1858
0.1521
0.1234
0.0992
0.0790
0.0624
0.0489
0.0380
0.0293
0.0224
0.0170
0.0128
0.0095
0.0071
0.0052
0.0038
0.0028
0.0020
0.0014
0.0010
0.0007
0.0005
0.0004
0.0002
0.0002
0.0001
0.0001
0.0001
0.0000

0.6540
0.5824
0.5118
0.4441
0.3806
0.3223
0.2698
0.2233
0.1828
0.1481
0.1188
0.0943
0.0741
0.0577
0.0445
0.0340
0.0258
0.0193
0.0144
0.0106
0.0078
0.0056
0.0041
0.0029
0.0021
0.0014
0.0010
0.0007
0.0005
0.0003
0.0002
0.0001
0.0001
0.0001
0.0000
0.0000
0.0000

Tabela 6.1: Solucao da Equacao BBM linear no tempo

t =118, 593.
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Os valores das solucoes sao iguais a menos de quatro casas decimais para
valores de z que nao estdo presentes na Tabela 6.1. Nos graficos da Fi-
gura 6.12 e na Tabela 6.1 nota-se o erro relativo dado pela equagio (6.19)
obtido em cada um dos tempos dos graficos da Figura 6.11.

0.045F ' - - . .

leapfrog
004 | ——— RK4 .

0.035 T

0.03 r T

0.025 .

0.02 r .

Erro relativo

0.015 .
0.01r T

0.005 .

Figura 6.12: Erro relativo das solu¢oes numéricas da Equagio BBM linear.

Nota-se com os graficos da Figura 6.12 e a Tabela 6.1 que o erro relativo
do método de Runge-Kutta de quarta ordem é na ordem de 107® enquanto
que o erro relativo do método leapfrog é na ordem de 1072,

Além disso, analisou-se o erro relativo dado pela equagio (6.19) para cada
um dos métodos com valores de At diferentes. Para o método leapfrog os
valores de At sao: At = 0,469, At = 0,234 e At = 0,625, nos graficos da
Figura 6.20 é possivel observar esse erro.
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01F 0,469 7
————— 0,234
---------- 0,625 i
0.08 | .
. .
=
® 0.06 1
o
o
g 0.04 .
0.02 | .
0 ------------- |—— 1 1
0 50 100 150

Tempo

Figura 6.13: Erro relativo das solugoes numéricas pelo método leapfrog da
Equacao BBM linear para diferentes valores de At.

Observa-se no gréafico da Figura 6.13 que o erro relativo é crescente no
decorrer do tempo e proporcional ao fator que multiplica Ax. Além disso,
o erro relativo é na ordem de 1072 quando At = 0,469 e At = 0,234. No
caso em que At = 0,625, tem-se que 0 = 0,8 > %, isto &, o, nesse caso, nao
satisfaz a condicao de estabilidade estudada na subsecao 6.2.1 e o erro fica
na ordem de 1071,

Para o método Runge-Kutta de quarta ordem os valores de At sdao: At =
0,469, At = 1,406 e At = 1,875. Nos graficos na Figura 6.14 é possivel
observar o erro relativo para cada um dos valores de Af.
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004 |7~ 1,406 1
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Figura 6.14: Erro relativo das solu¢oes numéricas pelo método Runge-Kutta
de quarta ordem da Equaciio BBM linear para diferentes valores de Af.

Observa-se no gréafico da Figura 6.14 que o erro relativo é crescente no
decorrer do tempo e proporcional ao fator que multiplica Ax. Além disso, o
erro relativo é na ordem de 1072 para At = 0,469, 1072 para At = 1,406.
No caso em que At = 1,875, tem-se que ¢ = 2,4 > 4*3/5, isto é, o, nesse caso,
nao satisfaz a condicao de estabilidade estudada na subsecao 6.2.1 e o erro
relativo fica na ordem de 1072

6.2.5 Equacao de Benjamin linear com operador da Trans-
formada de Hilbert

Considera-se agora a equacao com o operador da transformada de Hilbert,
isto €, w, +u, — bH [u],, — atty,e = 0. Assim, seguem a solugdo analitica dada
por: u(x,t) = ug(x) » (e 7 onde p(k) = Trora © as solugdes dadas
a partir dos métodos descritos na secao anterior.
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Figura 6.15: Solucao analitica da Equacdo do tipo Benjamin linear com
operador da Transformada de Hilbert.
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Figura 6.16: Solucao da Equacao do tipo Benjamin linear com operador da
Transformada de Hilbert dada pelo método leapfrog.
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Figura 6.17: Solucao da Equacao do tipo Benjamin linear com operador da
Transformada de Hilbert dada pelo método Runge-Kutta de quarta ordem.

Nos graficos da Figura 6.18 ¢é possivel verificar a dispersao das solugoes

encontradas pelos métodos estudados.

t:
o 1
’§« o RK4
s | |7 leapfrog
wn P A S i Exata
-100 -50 0 50 100
X
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NN
i
S 0
(o]
wn 1 | | |
-100 -50 0 50 100
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t = 76,406
o 1
i
(o]
@ 1
-100 -50 0 50 100

Solugéo Solucgédo
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L\
0
A
-100 -50 0 50 100
X
t = 34,219
1
. \/L
-100 -5IO 0 50 100
X
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1
. __\,\/\
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Figura 6.18: Solugao da Equacdo Equacdo do tipo Benjamin linear com

operador da Transformada de Hilbert.



z Solucao | Solucao Numé- | Solugcao Numé-
anali- rica pelo método | rica pelo método
tica Runge-Kutta de | leapfrog

quarta ordem

-99.2188 | 0.0126 0.0126 0.0125

-98.4375 | 0.0118 0.0118 0.0117

-92.9688 | 0.0076 0.0076 0.0075

-89.0625 | 0.0057 0.0057 0.0056

-88.2813 | 0.0054 0.0054 0.0053

-85.9375 | 0.0046 0.0046 0.0045

-67.9688 | 0.0016 0.0016 0.0015

-64.0625 | 0.0013 0.0013 0.0012

-50.0000 | 0.0006 0.0006 0.0005

-25.7813 | -0.0002 | -0.0002 -0.0001

-16.4063 | -0.0004 | -0.0004 -0.0005

-15.6250 | -0.0004 | -0.0004 -0.0005

-14.8438 | -0.0004 | -0.0004 -0.0005

-14.0625 | -0.0004 | -0.0004 -0.0005

-13.2813 | -0.0005 | -0.0004 -0.0005

-11.7188 | -0.0006 | -0.0006 -0.0005

-10.9375 | -0.0007 | -0.0008 -0.0006

-10.1563 | -0.0008 | -0.0009 -0.0008

-9.3750 | -0.0009 | -0.0010 -0.0009

-8.5938 | -0.0009 | -0.0009 -0.0010

-7.8125 | -0.0008 | -0.0007 -0.0009

-7.0313 | -0.0006 | -0.0005 -0.0008

-6.2500 | -0.0004 | -0.0002 -0.0006

-5.4688 | -0.0002 | -0.0001 -0.0003

-4.6875 | -0.0003 | -0.0002 -0.0002

-3.9063 | -0.0006 | -0.0006 -0.0004

-3.1250 | -0.0012 | -0.0013 -0.0007

-2.3438 | -0.0019 | -0.0022 -0.0014

-1.5625 | -0.0026 | -0.0029 -0.0021

-0.7813 | -0.0030 | -0.0032 -0.0027

0 -0.0028 | -0.0030 -0.0030

0.7813 -0.0021 | -0.0020 -0.0027

1.5625 -0.0007 | -0.0005 -0.0019

2.3438 0.0009 0.0014 -0.0004

3.1250 0.0025 0.0031 0.0012

3.9063 0.0035 0.0040 0.0027
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4.6875

5.4688

6.2500

7.0313

7.8125

8.5938

9.3750

10.1563
10.9375
11.7188
12.5000
13.2813
14.0625
14.8438
15.6250
16.4063
17.1875
17.9688
18.7500
19.5313
20.3125
21.0938
21.8750
22.6563
23.4375
24.2188
25.0000
25.7813
26.5625
27.3438
28.1250
28.9063
29.6875
30.4688
31.2500
32.0313
32.8125
33.5938
34.3750
35.1563
35.9375

0.0034
0.0018
-0.0011
-0.0051
-0.0095
-0.0132
-0.0152
-0.0147
-0.0111
-0.0046
0.0042
0.0138
0.0226
0.0288
0.0305
0.0267
0.0169
0.0016
-0.0176
-0.0386
-0.0584
-0.0742
-0.0831
-0.0830
-0.0728
-0.0523
-0.0227
0.0137
0.0537
0.0935
0.1291
0.1566
0.1726
0.1748
0.1618
0.1334
0.0906
0.0356
-0.0286
-0.0984
-0.1696

0.0037
0.0019
-0.0014
-0.0058
-0.0103
-0.0141
-0.0160
-0.0151
-0.0111
-0.0041
0.0051
0.0151
0.0240
0.0300
0.0313
0.0270
0.0166
0.0007
-0.0190
-0.0402
-0.0601
-0.0756
-0.0842
-0.0836
-0.0727
-0.0516
-0.0215
0.0152
0.0554
0.0952
0.1306
0.1577
0.1733
0.1751
0.1616
0.1328
0.0897
0.0344
-0.0299
-0.0996
-0.1707

0.0033
0.0028
0.0009
-0.0023
-0.0063
-0.0104
-0.0135
-0.0147
-0.0132
-0.0087
-0.0016
0.0072
0.0163
0.0239
0.0282
0.0277
0.0216
0.0097
-0.0069
-0.0265
-0.0466
-0.0642
-0.0765
-0.0811
-0.0761
-0.0609
-0.0360
-0.0032
0.0347
0.0742
0.1114
0.1422
0.1629
0.1708
0.1640
0.1416
0.1043
0.0538
-0.0073
-0.0754
-0.1465
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36.7188
37.5000
38.2813
39.0625
39.8438
40.6250
41.4063
42.1875
42.9688
43.7500
44.5313
45.3125
46.0938
46.8750
47.6563
48.4375
49.2188
50.0000
50.7813
51.5625
52.3438
93.1250
53.9063
54.6875
55.4688
96.2500
97.0313
97.8125
58.5938
99.3750
60.1563
60.9375
61.7188
62.5000
63.2813
64.0625
64.8438
65.6250
66.4063
67.1875
67.9688

-0.2381
-0.2999
-0.3516
-0.3902
-0.4136
-0.4205
-0.4104
-0.3837
-0.3415
-0.2853
-0.2174
-0.1402
-0.0562
0.0317
0.1211
0.2095
0.2947
0.3748
0.4485
0.5143
0.5717
0.6200
0.6591
0.6890
0.7100
0.7227
0.7276
0.7255
0.7171
0.7033
0.6849
0.6627
0.6375
0.6099
0.5806
0.5503
0.5194
0.4884
0.4576
0.4274
0.3981

-0.2390
-0.3007
-0.3521
-0.3904
-0.4135
-0.4202
-0.4100
-0.3832
-0.3408
-0.2847
-0.2168
-0.1396
-0.0557
0.0321
0.1214
0.2097
0.2948
0.3749
0.4484
0.5143
0.5716
0.6198
0.6589
0.6888
0.7098
0.7225
0.7275
0.7254
0.7170
0.7032
0.6849
0.6627
0.6374
0.6099
0.5806
0.5503
0.5194
0.4884
0.4576
0.4274
0.3981

-0.2163
-0.2808
-0.3361
-0.3790
-0.4071
-0.4188
-0.4133
-0.3907
-0.3519
-0.2985
-0.2324
-0.1562
-0.0725
0.0159
0.1063
0.1962
0.2833
0.3655
0.4412
0.5092
0.5685
0.6186
0.6592
0.6905
0.7126
0.7261
0.7316
0.7298
0.7217
0.7080
0.6895
0.6672
0.6418
0.6141
0.5846
0.5541
0.5230
0.4917
0.4607
0.4303
0.4007
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68.7500
69.5313
70.3125
71.0938
71.8750
72.6563
73.4375
74.2188
75.0000
75.7813
76.5625
77.3438
78.1250
78.9063
79.6875
80.4688
81.2500
82.0313
82.8125
83.5938
84.3750
85.1563
85.9375
86.7188
87.5000
88.2813
89.0625
89.8438
90.6250
91.4063
92.1875
92.9688
93.7500
94.5313
95.3125
96.0938
96.8750
97.6563
98.4375
99.2188

0.3698
0.3426
0.3168
0.2924
0.2694
0.2478
0.2277
0.2089
0.1915
0.1754
0.1606
0.1469
0.1343
0.1228
0.1123
0.1027
0.0939
0.0858
0.0785
0.0718
0.0658
0.0603
0.0552
0.0507
0.0465
0.0427
0.0393
0.0362
0.0333
0.0307
0.0284
0.0262
0.0242
0.0224
0.0208
0.0193
0.0179
0.0167
0.0155
0.0145

0.3698
0.3427
0.3169
0.2924
0.2694
0.2478
0.2277
0.2089
0.1915
0.1754
0.1606
0.1469
0.1344
0.1228
0.1123
0.1027
0.0939
0.0858
0.0785
0.0718
0.0658
0.0603
0.0552
0.0507
0.0465
0.0427
0.0393
0.0362
0.0333
0.0307
0.0284
0.0262
0.0242
0.0224
0.0208
0.0193
0.0179
0.0167
0.0155
0.0145

0.3720
0.3445
0.3183
0.2935
0.2700
0.2480
0.2275
0.2084
0.1907
0.1744
0.1595
0.1458
0.1333
0.1219
0.1116
0.1021
0.0935
0.0856
0.0783
0.0717
0.0656
0.0601
0.0550
0.0503
0.0461
0.0423
0.0389
0.0358
0.0330
0.0304
0.0281
0.0260
0.0241
0.0224
0.0207
0.0192
0.0178
0.0166
0.0154
0.0143
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| 100.0000 | 0.0135 | 0.0135 | 0.0134
Tabela 6.2: Solucao da Equacao Equacao do tipo Benja-
min com operador da Transformada de Hilbert no tempo
t = 118,593.

Os valores das solu¢oes que sao iguais a menos de quatro casas decimais
para valores de x nao estao presentes na Tabela 6.2. Nos graficos da Fi-
gura 6.19 e na Tabela 6.2 nota-se o erro relativo dado pela equagio (6.19)
obtido em cada um dos tempos dos graficos da Figura 6.18.

0.03

leapfrog

0.025

0.02

0.015

Erro relativo

0.01

0.005

Figura 6.19: Erro relativo das solu¢oes numéricas da Equacao do tipo Ben-
jamin com operador da Transformada de Hilbert.

Nota-se com os graficos da Figura 6.19 e a Tabela 6.2 que o erro relativo
do método de Runge-Kutta de quarta ordem é na ordem de 107* enquanto
que o erro relativo do método leapfrog é na ordem de 1072,

Além disso, analisou-se o erro relativo dado pela equagio (6.19) para cada
um dos métodos com valores de At diferentes. Para o método leapfrog os
valores de At sao: At = 0,469, At = 0,234 e At = 0,625, nos graficos da
Figura 6.20 é possivel observar esse erro.
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006 | .iie-nnn 0,625

0.05
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Erro relativo

0.03 -
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001+ 4
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Figura 6.20: Erro relativo das solugoes numéricas pelo método leapfrog da
Equacao do tipo Benjamin linear com operador da Transformada de Hilbert
para diferentes valores de At.

Observa-se no gréafico da Figura 6.20 que o erro relativo é crescente no
decorrer do tempo e proporcional ao fator que multiplica Azx. Além disso,
o erro é sempre na ordem de 1072, Além disso, nota-se que o caso em que
At = 0,625, tem-se que 0 = 0,8 > %, isto é, o, nesse caso, nao satisfaz a
condicao de estabilidade estudada na subsecao 6.2.1 e mesmo assim o erro
fica na ordem de 1072,

Para o método Runge-Kutta de quarta ordem os valores de At sdo: At =
0,469, At = 1,406 e At = 1,875. Nos graficos na Figura 6.21 é possivel

observar o erro relativo para cada um dos valores de Af.
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Figura 6.21: Erro relativo das solu¢oes numéricas pelo método Runge-Kutta
de quarta ordem da Equacao do tipo Benjamin linear com operador da Trans-
formada de Hilbert para diferentes valores de At.

Observa-se no grafico da Figura 6.21 que o erro relativo é crescente no
decorrer do tempo e proporcional ao fator que multiplica Ax. Além disso, o
erro relativo ¢ na ordem de 107% para At = 0,469 e 1072 para At = 0, 234,
nos casos em que o < 47*/5. No caso em que At = 1,875, tem-se que o =

2,4 > %, isto é, o, nesse caso, nao satisfaz a condi¢do de estabilidade
estudada na subsecdo 6.2.1 e o erro relativo fica na ordem de 1072, Nota-se
que esse erro ficou melhor quando comparado com o caso anterior que nao

tem o operador na equacao.

6.2.6 Equacao de Benjamin linear com operador da Trans-

formada de Hilbert na Faixa

Agora considera-se a equacao com o operador da Transformada de Hilbert
na faixa, isto ¢, w;+u, —bT [u],, —aug.: = 0. Analogamente, segue a solucao
analitica dada por: u(z,t) = uo(x) » (e7¥ ") ", onde (k) = kucothk(hk)mkz
e as solucoes dadas a partir dos métodos descritos na subsecao anterior.
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Figura 6.22: Solucao analitica da Equacdo do tipo Benjamin linear com
operador da Transformada de Hilbert na faixa.
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Figura 6.23: Solucao da Equacao do tipo Benjamin linear com operador da
Transformada de Hilbert na faixa dada pelo método leapfrog.
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Figura 6.24: Solucao da Equacao do tipo Benjamin linear com operador da
Transformada de Hilbert na faixa dada pelo método Runge-Kutta de quarta
ordem.

Nos graficos da Figura 6.25 é possivel verificar a dispersdao da solugao da
equacao e também as solucoes encontradas pelos métodos estudados para
varios valores de t.

t=0 t = 4,688
2 ' N\ g\
RK4

5 Q" | = leapfrog 5 :
O O
wn P S SR it Exata wn 1

-100 -50 0 50 100 -100 -50 0 50 100

X X
t=13,125 t = 34,219

NN SN
AT iy}
On On
S 0 S 0
[ [
(2} 1 (2} 1

-100 -50 0 50 100 -100 -50 0 50 100

X X
t = 76,406 t = 118,593

o 1 o 1
ZS.. ZS..
S50 —/\/L S50 —'\/\/\
(o] (o]
wn 1 wn 1

-100 -50 0 50 100 -100 -50 0 50 100

Figura 6.25: Solugao da Equacdo Equacdao do tipo Benjamin linear com
operador da Transformada de Hilbert na faixa.



z Solucao | Solucao Numé- | Solugcao Numé-
anali- rica pelo método | rica pelo método
tica Runge-Kutta de | leapfrog

quarta ordem

-99.2188 | 0.0126 0.0126 0.0125

-98.4375 | 0.0118 0.0118 0.0117

-92.9688 | 0.0076 0.0076 0.0075

-89.0625 | 0.0057 0.0057 0.0056

-88.2813 | 0.0054 0.0054 0.0053

-85.9375 | 0.0046 0.0046 0.0045

-67.9688 | 0.0016 0.0016 0.0015

-64.0625 | 0.0013 0.0013 0.0012

-50.0000 | 0.0006 0.0006 0.0005

-25.7813 | -0.0002 | -0.0002 -0.0001

-16.4063 | -0.0004 | -0.0004 -0.0005

-15.6250 | -0.0004 | -0.0004 -0.0005

-14.8438 | -0.0004 | -0.0004 -0.0005

-14.0625 | -0.0004 | -0.0004 -0.0005

-13.2813 | -0.0005 | -0.0004 -0.0005

-11.7188 | -0.0006 | -0.0006 -0.0005

-10.9375 | -0.0007 | -0.0008 -0.0006

-10.1563 | -0.0008 | -0.0009 -0.0008

-9.3750 | -0.0009 | -0.0010 -0.0009

-8.5938 | -0.0009 | -0.0009 -0.0010

-7.8125 | -0.0008 | -0.0007 -0.0009

-7.0313 | -0.0006 | -0.0005 -0.0008

-6.2500 | -0.0004 | -0.0002 -0.0006

-5.4688 | -0.0002 | -0.0001 -0.0003

-4.6875 | -0.0003 | -0.0002 -0.0002

-3.9063 | -0.0006 | -0.0006 -0.0004

-3.1250 | -0.0012 | -0.0013 -0.0007

-2.3438 | -0.0019 | -0.0022 -0.0014

-1.5625 | -0.0026 | -0.0029 -0.0021

-0.7813 | -0.0030 | -0.0032 -0.0027

0 -0.0028 | -0.0030 -0.0030

0.7813 -0.0021 | -0.0020 -0.0027

1.5625 -0.0007 | -0.0005 -0.0019

2.3438 0.0009 0.0014 -0.0004

3.1250 0.0025 0.0031 0.0012

3.9063 0.0035 0.0040 0.0027
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4.6875

5.4688

6.2500

7.0313

7.8125

8.5938

9.3750

10.1563
10.9375
11.7188
12.5000
13.2813
14.0625
14.8438
15.6250
16.4063
17.1875
17.9688
18.7500
19.5313
20.3125
21.0938
21.8750
22.6563
23.4375
24.2188
25.0000
25.7813
26.5625
27.3438
28.1250
28.9063
29.6875
30.4688
31.2500
32.0313
32.8125
33.5938
34.3750
35.1563
35.9375

0.0034
0.0018
-0.0011
-0.0051
-0.0095
-0.0132
-0.0152
-0.0147
-0.0111
-0.0046
0.0042
0.0138
0.0226
0.0288
0.0305
0.0267
0.0169
0.0016
-0.0176
-0.0386
-0.0584
-0.0742
-0.0831
-0.0830
-0.0728
-0.0523
-0.0227
0.0137
0.0537
0.0935
0.1291
0.1566
0.1726
0.1748
0.1618
0.1334
0.0906
0.0356
-0.0286
-0.0984
-0.1696

0.0037
0.0019
-0.0014
-0.0058
-0.0103
-0.0141
-0.0160
-0.0151
-0.0111
-0.0041
0.0051
0.0151
0.0240
0.0300
0.0313
0.0270
0.0166
0.0007
-0.0190
-0.0402
-0.0601
-0.0756
-0.0842
-0.0836
-0.0727
-0.0516
-0.0215
0.0152
0.0554
0.0952
0.1306
0.1577
0.1733
0.1751
0.1616
0.1328
0.0897
0.0344
-0.0299
-0.0996
-0.1707

0.0033
0.0028
0.0009
-0.0023
-0.0063
-0.0104
-0.0135
-0.0147
-0.0132
-0.0087
-0.0016
0.0072
0.0163
0.0239
0.0282
0.0277
0.0216
0.0097
-0.0069
-0.0265
-0.0466
-0.0642
-0.0765
-0.0811
-0.0761
-0.0609
-0.0360
-0.0032
0.0347
0.0742
0.1114
0.1422
0.1629
0.1708
0.1640
0.1416
0.1043
0.0538
-0.0073
-0.0754
-0.1465
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36.7188
37.5000
38.2813
39.0625
39.8438
40.6250
41.4063
42.1875
42.9688
43.7500
44.5313
45.3125
46.0938
46.8750
47.6563
48.4375
49.2188
50.0000
50.7813
51.5625
52.3438
93.1250
53.9063
54.6875
55.4688
96.2500
97.0313
97.8125
58.5938
99.3750
60.1563
60.9375
61.7188
62.5000
63.2813
64.0625
64.8438
65.6250
66.4063
67.1875
67.9688

-0.2381
-0.2999
-0.3516
-0.3902
-0.4136
-0.4205
-0.4104
-0.3837
-0.3415
-0.2853
-0.2174
-0.1402
-0.0562
0.0317
0.1211
0.2095
0.2947
0.3748
0.4485
0.5143
0.5717
0.6200
0.6591
0.6890
0.7100
0.7227
0.7276
0.7255
0.7171
0.7033
0.6849
0.6627
0.6375
0.6099
0.5806
0.5503
0.5194
0.4884
0.4576
0.4274
0.3981

-0.2390
-0.3007
-0.3521
-0.3904
-0.4135
-0.4202
-0.4100
-0.3832
-0.3408
-0.2847
-0.2168
-0.1396
-0.0557
0.0321
0.1214
0.2097
0.2948
0.3749
0.4484
0.5143
0.5716
0.6198
0.6589
0.6888
0.7098
0.7225
0.7275
0.7254
0.7170
0.7032
0.6849
0.6627
0.6374
0.6099
0.5806
0.5503
0.5194
0.4884
0.4576
0.4274
0.3981

-0.2163
-0.2808
-0.3361
-0.3790
-0.4071
-0.4188
-0.4133
-0.3907
-0.3519
-0.2985
-0.2324
-0.1562
-0.0725
0.0159
0.1063
0.1962
0.2833
0.3655
0.4412
0.5092
0.5685
0.6186
0.6592
0.6905
0.7126
0.7261
0.7316
0.7298
0.7217
0.7080
0.6895
0.6672
0.6418
0.6141
0.5846
0.5541
0.5230
0.4917
0.4607
0.4303
0.4007

155



68.7500
69.5313
70.3125
71.0938
71.8750
72.6563
73.4375
74.2188
75.0000
75.7813
76.5625
77.3438
78.1250
78.9063
79.6875
80.4688
81.2500
82.0313
82.8125
83.5938
84.3750
85.1563
85.9375
86.7188
87.5000
88.2813
89.0625
89.8438
90.6250
91.4063
92.1875
92.9688
93.7500
94.5313
95.3125
96.0938
96.8750
97.6563
98.4375
99.2188

0.3698
0.3426
0.3168
0.2924
0.2694
0.2478
0.2277
0.2089
0.1915
0.1754
0.1606
0.1469
0.1343
0.1228
0.1123
0.1027
0.0939
0.0858
0.0785
0.0718
0.0658
0.0603
0.0552
0.0507
0.0465
0.0427
0.0393
0.0362
0.0333
0.0307
0.0284
0.0262
0.0242
0.0224
0.0208
0.0193
0.0179
0.0167
0.0155
0.0145

0.3698
0.3427
0.3169
0.2924
0.2694
0.2478
0.2277
0.2089
0.1915
0.1754
0.1606
0.1469
0.1344
0.1228
0.1123
0.1027
0.0939
0.0858
0.0785
0.0718
0.0658
0.0603
0.0552
0.0507
0.0465
0.0427
0.0393
0.0362
0.0333
0.0307
0.0284
0.0262
0.0242
0.0224
0.0208
0.0193
0.0179
0.0167
0.0155
0.0145

0.3720
0.3445
0.3183
0.2935
0.2700
0.2480
0.2275
0.2084
0.1907
0.1744
0.1595
0.1458
0.1333
0.1219
0.1116
0.1021
0.0935
0.0856
0.0783
0.0717
0.0656
0.0601
0.0550
0.0503
0.0461
0.0423
0.0389
0.0358
0.0330
0.0304
0.0281
0.0260
0.0241
0.0224
0.0207
0.0192
0.0178
0.0166
0.0154
0.0143
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| 100.0000 | 0.0135 | 0.0135 | 0.0134 |
Tabela 6.3: Solucao da Equacao Equacao do tipo Benja-
min com operador da Transformada de Hilbert na faixa
no tempo t = 118, 593.

Os valores das solu¢oes que sdo iguais a menos de quatro casas decimais
para valores de x nao estao presentes na Tabela 6.3. Nos graficos da Fi-
gura 6.26 e na Tabela 6.3 nota-se o erro relativo dado pela equagio (6.19)
obtido em cada um dos tempos dos graficos da Figura 6.25.

0.03

leapfrog

0.025

0.02

0.015

Erro relativo

0.01

0.005

Figura 6.26: Erro relativo das solugoes numéricas pelo método leapfrog da
Equacao do tipo Benjamin linear com operador da Transformada de Hilbert
na faixa.

Nota-se nos graficos da Figura 6.26 e na Tabela 6.3 que o erro relativo do
método de Runge-Kutta de quarta ordem é na ordem de 10~ enquanto que
o erro relativo do método leapfrog é na ordem de 1072

Além disso, analisou-se o erro relativo dado pela equagio (6.19) para cada
um dos métodos com valores de At diferentes. Para o método de leapfrog os
valores de At escolhidos foram: At = 0,469, At = 0,234 ¢ At = 0,625 e nos
graficos da Figura 6.27 observa-se os erros para cada um deles.
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Figura 6.27: Erro relativo das solugoes numéricas pelo método leapfrog da
Equacao do tipo Benjamin linear com operador da Transformada de Hilbert
na faixa para diferentes valores de At.

Observa-se no grafico da Figura 6.20 que o erro relativo é crescente no
decorrer do tempo e proporcional ao fator que multiplica Azx. Além disso,
o erro é sempre da ordem de 1072, Além disso, nota-se que o caso em que
At = 0,625, tem-se que 0 = 0,8 > %, isto é, o, nesse caso, nao satisfaz a
condicao de estabilidade estudada na subsecao 6.2.1 e mesmo assim o erro
fica na ordem de 1072, Nota-se o mesmo comportamento que no caso anterior
com o operador ‘H na equagio.

Para o método Runge-Kutta de quarta ordem os valores de At sdo: At =
0,469, At = 1,406 e At = 1,875. Nos graficos na Figura 6.28 é possivel

observar o erro relativo para cada um dos valores de Af.
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Figura 6.28: Erro relativo das solu¢oes numéricas pelo método Runge-Kutta
de quarta ordem da Equacao do tipo Benjamin linear com operador da Trans-
formada de Hilbert na faixa para diferentes valores de At.

Observa-se no grafico da Figura 6.28 que o erro relativo é crescente no
decorrer do tempo e proporcional ao fator que multiplica Ax. Além disso, o
erro relativo ¢ da ordem de 1072 para At = 0,469 e 1072 para At = 1,406,
08 casos em que o < %. No caso em que At = 1,875, tem-se que 0 = 2,4 >
42

=¥=, isto &, o, nesse caso, nao satisfaz a condicao de estabilidade estudada

na subsecdo 6.2.1 e o erro relativo fica na ordem de 1072,

6.3 Implementacao da solucao da familia de equa-
coes de Benjamin nao linear

Nesta secao serd feita a implementacao da solucao da familia de equacoes de
Benjamin no caso ndo linear, com os mesmos métodos descritos anteriormente
a menos da solugao analitica, pois agora a equagdo nao é mais a linear.

Os dados iniciais considerados sao hipoteses estabelecidas neste trabalho
em todas as implementacoes com o objetivo de comparar as solugoes para
as diferentes equacoes, o tinico dado a mais do caso linear é o coeficiente do
termo nao linear na equacao, isto é, a. Os dados iniciais sdo:

o N =28 = 256;
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°
h
|
—
-
S

0a=%=0,2;

b=+/a=0,4472;

e a=qa=02

e h=10L = 1000;

At = 0,6 Az = 0,4688 para o método de linhas que utiliza o método
de leapfrog na discretizacao temporal;

At = 1,8 Az = 1,4063 para o método de linhas que utiliza o método
de Runge-Kutta de quarta ordem na discretizacido temporal.

Os valores de At serdo considerados os mesmos do caso linear que foi encon-

trado a partir da condicao de estabilidade na subsecao 6.2.1. E a solucao

(2+90)2
50

deslocado da origem comparado com a implementacao do caso linear, tal es-
colha foi feita para poder analisar o deslocamento completo da onda para a
direita.

inicial é dada por up = exp (— ), nesse caso o dado inicial estd mais

6.3.1 BBM adaptada

Considera-se a equacao sem o operador, isto é, a equacao BBM adaptada da
equagao do tipo Benjamin: u; 4 u, — 20w, — Gty = 0.

v'f'u D H\ 0.
z%z';:'/'"m ‘.'\.w;*;* &
=
it S
AR X
S . 200
SRS ’
SO
AR
N 150
1
3 100
So
?
R 50
-100 o ) t
50 0
x 100

Figura 6.29: Solucao da Equacao BBM adaptada dada pelo método leapfrog.
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Figura 6.30: Solucao da Equacao BBM adaptada dada pelo método Runge-
Kutta de ordem quatro.

Nos graficos das Figuras 6.31 e 6.32 é possivel verificar a dispersao da
equacao da BBM e as solugoes encontradas pelo método leapfrog e pelo mé-
todo de Runge-Kutta de quarta ordem para vérios valores de ¢.

Solugéo
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T
\\_ I B RK4 |
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X
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T
i
0 b L S Ol (S P ———
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-100 -50 0 50 100
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t = 76,406
1 ~,
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1 T A
) 'if
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-100 -50 0 50 100

Solugéo

Solugéo

t— 4,688
1 T
A
0 AR R I I —
-1
-100 -50 0 50 100
X
t— 34,219
1 ~
I\
0 M-M-";{' (VPO SRR FS—
v
-1
-100 -50 0 50 100

Figura 6.31: Solucao da Equacao BBM adaptada.
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Figura 6.32: Solucao da Equacao BBM adaptada.

Observa-se nas Figuras 6.31 e 6.32 a dispersao da solucao resolvida pelos
dois métodos e nota-se que no decorrer do tempo a amplitude da onda se
mantém de —1 a 1.

6.3.2 Equacao de Benjamin com o operador da Trans-
formada de Hilbert

Considera-se a equacao com o operador da transformada de Hilbert: u; +
Uy — %auum — bH [u],, — QU = 0.
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Figura 6.33: Solucao da Equacao do tipo Benjamin nao linear com operador
da Transformada de Hilbert dada pelo método leapfrog

SRR
=
SR
S (A o
'Qf."‘"
SRS, _ 200
Qf?";za“
L
150
1
8 100
So
o)
P 4 50
-100 & . t
0
0 100

Figura 6.34: Solucao da Equacgdo do tipo Benjamin nao linear com opera-

dor da Transformada de Hilbert dada pelo método Runge-Kutta de quarta
ordem.
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Nos graficos das Figuras 6.35 e 6.36 é possivel verificar a dispersao da
solucao da equacao da BBM e as solugoes encontradas pelo método leapfrog
e pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem para varios valores de .

t= t =4, 688
A g '
o /N = RK4 | | On K G R N B
(—:; Op =77 leapfrog (—:; 0y
wn 1 . . . wn 1 . . .
-100 -50 0 50 100 -100 -50 0 50 100
X X
t=13,125 t = 34,219
o '[N ' ' o | ] ' '
18 AN 18 I' \‘
20*\’ ———— S 0y SR IR S
(@] (@] .
w 1 . . . wn 1 . . .
-100 -50 0 50 100 -100 -50 0 50 100
X X
t = 76,406 t =118, 593
o ! [, [ ' o | [ ' '
lgq ,,\ I \\\ lgq 4 rn '/-.\~
S Op~figtf T S0 ey L
o} y o} Y
w 1 . . . wn 1 . . .
-100 -50 0 50 100 -100 -50 0 50 100
X X

Figura 6.35: Solucao da Equacao do tipo Benjamin nao linear com operador
da Transformada de Hilbert.
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Figura 6.36: Solucao da Equacao do tipo Benjamin nao linear com operador

da Transformada de Hilbert.

Observa-se nas Figuras 6.35 e 6.36 a dispersao da solucao resolvida pelos
dois métodos e nota-se que no decorrer do tempo a amplitude da onda se
mantém de —1 a 1, sendo que apds um longo periodo de tempo a amplitude
¢ menor que um, como no Gltimo tempo plotado na Figura 6.36.

6.3.3 Equacao de Benjamin com o operador da Trans-
formada de Hilbert na faixa

Agora considera-se a equacao é com o operador da transformada de Hil-

bert na faixa: v, + u, —

%auum —bT [u],; — Gtigy: = 0.
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Figura 6.37: Solucao da Equacao do tipo Benjamin nao linear com operador
da Transformada de Hilbert na faixa dada pelo método leapfrog.
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Figura 6.38: Solucao da Equacao do tipo Benjamin nao linear com operador
da Transformada de Hilbert na faixa dada pelo método Runge-Kutta de
quarta ordem.



167

Nos graficos das Figuras 6.39 e 6.40 é possivel verificar a dispersao da
solucao da equacao da BBM e as solugoes encontradas pelo método leapfrog
e pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem para varios valores de .
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-100 -50 0 50 100 -100 -50 0 50 100
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Figura 6.39: Solucao da Equacao do tipo Benjamin nao linear com operador
da Transformada de Hilbert na faixa.
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Figura 6.40: Solucdo da Equacao do tipo Benjamin nao linear com operador
da Transformada de Hilbert na faixa.

Observa-se nas Figuras 6.39 e 6.40 a dispersao da solucao resolvida pelos
dois métodos e nota-se que apds um longo periodo de tempo a amplitude da
onda se mantém de —0,5 a 0, 5.

Conclui-se entao, pela implementacao do caso linear, que o método de
Runge-Kutta de quarta ordem fornece uma solucdo numérica com um erro
relativo na ordem de 1072, e o método de leapfrog com um erro relativo na
ordem de 1072, Outro fator importante, é que o método de leapfrog mantém
a ordem do erro relativo em 1072 mesmo que a condicio de estabilidade nio
seja satisfeita, desde que os operadores estejam presentes na equacao. Porém,
isso nao acontece com o método de Runge-Kutta de quarta ordem.

J& na implementacdo do caso nao linear, foi feita a plotagem da solugao
numérica para tempos maiores quando comparado com o caso linear e assim
foi possivel analisar o efeito da dispersao ao longo do tempo. Além disso, a
amplitude da onde se manteve no intervalo de [—1, 1] em todos os instantes
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de tempo, observando que apds um longo periodo de tempo essa amplitude
reduziu ao intervalo de [—0,5;0, 5].



Capitulo 7

Conclusoes e trabalhos futuros

Neste trabalho foi realizado o estudo da familia de equacoes de Benjamin.
Na abordagem analitica, foi mostrado que o problema de Cauchy da equacao
RILW-Benjamin dado por

ne C(R, H%),
e + e — Samn. — bﬁ[n]mt — Nyer = 0 em H*,
n(0) = ¢ e 1,

¢ globalmente bem posto em H®, para s = 0, com s # % Inicialmente, no
Capitulo 3, estudou-se o caso da familia de equacoes de Benjamin linearizada
a partir da teoria de semigrupos, tanto a equacao regularizada quanto a nao
regularizada. Nesse caso, verificou-se que o problema de Cauchy da equacao
nao regularizada

ne C(R, H®),
nt(t) = wafl, = b['[nmc] + aNpyr,
77(0) = 1o € HS)

tem uma tnica solu¢ao n e ainda, n € C! (R, H*), para s € R. Analogamente,
o problema de Cauchy da equagao regularizada

ne C (R, H),
Ne(t) = =N + OL[N2t] + anat,
n(0) = no € H°,

tem uma tGnica solugio 7 e ainda, n € C* (R, [*), para s € R. Com esse
estudo foi possivel escrever a solucao analitica da familia de equagoes de Ben-
jamin linearizada que foi utilizada na implementacdo para avaliar a solucao
numérica no Capitulo 6. Além disso, foi possivel verificar que o semigrupo
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associado ao problema de Cauchy é unitario e por consequéncia, de classe
(o, informacao essencial para o estudo da boa colocacao do caso nao linear
que foi feito no Capitulo 4.

Dessa forma, no Capitulo 4 a boa colocacao da familia de equacoes de
Benjamin numa versao regularizada foi garantida. Para tal foi utilizada a
teoria de semigrupos baseada em [7,10,15,17-19] utilizando os resultados en-
contrados no Capitulo 3. No caso local, foi possivel garantir a boa colocacao
para s = 0, esse resultado se deve ao lema 4.1.3 que foi estendido a partir
de [15]. Nota-se que foi possivel melhorar o resultado apresentado em [7,10],
uma vez que em [7,10] foi feita uma demonstracio direta para a equagio
rILW garantindo a boa colocacao local para s > %, onde para a familia de
equacoes de Benjamin é possivel fazer uma demonstracao aniloga. A defi-
ni¢do que foi utilizada para garantir a boa colocagio local ¢ dada por [16].
Dessa forma, concluiu-se que:

Teorema 7.0.1. Sejam s = 0, ny € H®, entdo existe I’ =T (s, ||no,) > 0 tal
que o problema de Cauchy nao linear

ne C([_T7T]7HS)
M+ 1 — S0, — bL ), — @Npwe = 0 em H*
(0, ) = no(x) € H*,

€ localmente bem posto no sentido da definicao 4.1.1.

J& para a boa colocacao global foi necessario separar em dois teoremas.
Um deles foi baseado em [10], estendendo o resultado para a familia de equa-
¢coes de Benjamin e utilizando a teoria de semigrupos. Dessa forma, foi
possivel garantir que o problema é bem posto para s = 1, devido a equiva-
léncia das normas como detalhado no lema 4.2.1. J& no segundo teorema,
foi feita uma demonstragio pela teoria de semigrupos baseada em [15] esten-
dendo para a familia de equacoes de Benjamin e foi possivel garantir que o
problema é bem posto para 0 < s < 1 com s # % utilizando o lema A.0.2
e decompondo a solugdo n numa soma de duas func¢oes v e w. Portanto, a
familia de equacoes de Benjamin ¢é globalmente bem posta em H® para s = 0,
com s # %, isto é,

Teorema 7.0.2. Sejam s = 0, com s # % eny € H®, entao o problema de
Cauchy nao linear

ne C(R, H%),
e + 1 — 500 = bL 1], — aneer = 0 em H*,
n(x,0) = no(x) € H*,

é globalmente bem posto.
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Além disso, no Capitulo 5, estudou-se o operador pseudodiferencial que
aparece nos sistemas do tipo Boussinesq para ondas intermediarias e nas
equagoes derivadas destes, conhecido como Transformada de Hilbert na faixa,
T. O nucleo desse operador estudado no caso periédico é diferente do caso
nao periodico, uma vez que é dado pelas funcoes especiais enquanto que o
outro é dado pela cotangente hiperbolica, respectivamente. A motivacao do
estudo do nicleo pelas fungoes especiais foi dada por [9].

Na abordagem numérica, inicialmente, no Capitulo 5 verificou-se a dife-
renca entre o nicleo do operador da Transformada de Hilbert na faixa, T, do
caso periddico e do nao perddico. Além disso, foi possivel verificar que a Série
de Fourier truncada nao fornece uma boa aproximacao numérica do ntcleo
periddico, desse operador, por convergir apenas no sentido das distribuicoes,
o que justifica a necessidade de representacao pelas funcoes especiais desse
operador.

Ainda na abordagem numérica, também foi feita a implementacao dos
operadores que aparecem na famfilia de equacoes de Benjamin e depois foi
implementada a solucao numérica da familia de equacoes de Benjamin. No
Capitulo 5 foi feita a implementacao do operador tanto da Transformada de
Hilbert na faixa, 7, quanto do operador da Transformada de Hilbert, #,
ambos no caso periodico. Como esses operadores sao uma convoluc¢ao com
os seus respectivos nicleos, a implementacao foi feita por duas abordagens:
Transformada de Fourier e Regra do Trapézio Alternada. Além disso, fo-
ram realizados testes com diferentes fun¢oes como argumento da convolugao.
Para funcao argumento foi escolhida a Gaussiana e sua derivada, a menos de
constantes. Observou-se que para ambos os operadores e para as diferentes
fungoes argumento, a diferenca entre a implementacao por Transformada de
Fourier e Regra do Trapézio Alternada ficou muito pequena. No entanto, foi
possivel observar para todas as fungoes argumento, que tanto pela Transfor-
mada de Fourier como pela Regra do Trapézio Alternada a parte real das
frequéncias tem sempre o mesmo sinal enquanto que na parte imaginaria o
sinal fica alternando.

No Capitulo 6 foi implementada a solucao numérica da familia de equa-
coes de Benjamin com os dois operadores, da Transformada de Hilbert e da
Transformada de Hilbert na faixa, tanto no caso linear quanto no caso nao
linear. O método utilizado foi o método das linhas, em que a discretizacao
espacial foi feita pelo método das diferencas finitas dos cinco pontos e pela
espectral. Optou-se pela discretizacao espectral para a derivada espacial de
segunda ordem, pois o método das diferencas finitas dos cinco pontos nao se
mostrou estavel. Apoés essa discretizacao foi feita a discretizacao temporal
comparando o método leapfrog ¢ o método Runge-Kutta de quarta ordem.
Segundo [27], quando a EDP depende do tempo, elas sio resolvidas nume-
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ricamente por métodos espectrais, normalmente escolhe-se discretizacao es-
pectral no espaco e diferencas finitas no tempo. Isso porque pequenos passos
no tempo com férmulas de ordem 2 ou superior geralmente deixam a precisao
global bastante satisfatoria. Passos pequenos no tempo sdao muito mais van-
tajosos do que intervalos de discretizacdo pequenos no espaco, pois afetam o
tempo de execucdo, mas nao o armazenamento, e somente linearmente.

No estudo da condicao de estabilidade foi possivel observar que o At no
método leapfrog ¢ menor que o método de Runge-Kutta de quarta ordem,

2

pois o método leapfrog & estavel quando o < £ e o método Runge-Kutta

de quarta ordem é estavel se o < 47*/5. O estudo da estabilidade dos dois
métodos foi baseado em [27,30].

Verificou-se na implementacao do caso linear, que o método de Runge-
Kutta de quarta ordem forneceu uma solucao aproximada com um erro re-
lativo na ordem de 1073, e a solucio aproximada pelo método de leapfrog
teve um erro relativo na ordem de 1072, Para analisar esse erro, foi utilizada
a solucao analitica encontrada no Capitulo 3. Analisou-se também, o erro
relativo das solucoes numéricas, fornecida por cada um dos métodos, para
diferentes valores de At. Com isso, observou-se que no método de leapfrog
o erro relativo se manteve desde que a condicao de estabilidade fosse man-
tida. No caso em que ¢ nao satisfez a condicao de estabilidade verificou-se
que erro relativo continuou na mesma ordem, isto é, 1072, para as equacoes
com qualquer um dos operadores. JA no método de Runge-Kutta de quarta
ordem, para ¢ = 1,8 que ainda satisfaz a condicao de estabilidade o erro
relativo aumentou para a ordem de 1072, mesma ordem do erro relativo para
o = 2,4 que nao satisfaz a condicao de estabilidade.

Além disso, no caso nao linear, para todas as equacoes, observou-se o
efeito da dispersao para tempos maiores e a amplitude da onda iniciou com
tamanho igual a um, depois de um periodo de tempo aumentou para um
tamanho um pouco maior que um, nao ultrapassando dois, e ap6s um periodo
de tempo maior volta ao tamanho um, sendo que iniciou no intervalo de [0, 1]
e ap6s um longo periodo de tempo ficou no intervalo de [0, 5; 0,5]. Nota-se
também que a solucao dada para a equacao de Benjamin com a Transformada
de Hilbert e com a Transformada de Hilbert na faixa ficaram muito préximas,
isso se deve ao fato de que a profundidade da camada inferior foi escolhida
como h = 10L, onde L é a largura da faixa. Isto é, a profundidade da camada
inferior é dez vezes maior que a largura da faixa, isso se aproxima do caso em
que a profundidade da camada inferior tende ao infinito quando comparada
com a largura da faixa.

Como trabalhos futuros pretende-se:

e Verificar a boa colocacao global para s = %
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e Implementar a Regra do Trapézio Alternada para calcular o operador
atuando em funcoes suaves.

e Aprimorar e realizar mais testes numéricos para comparacao das solu-
coes a partir de diversos dados iniciais, inclusive ondas viajantes.
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Apéndice A

Boa colocacao local da parcela da
solucao correspondente a wy

,%<s<p<s+1ous+%<p<s+1e
ve C([-T,T],H?), T > 0, entdo e:z:z'steO<A=A(p,s,||wo||p,lllez) L T

tal que IIUIIXZ é finito e o problema de Cauchy ndo linear

{ we C([—A,A], H?)

Teorema A.0.1. Sejam s = 0

W — AWyt — OL W], + Wy — Saww, — Sa(vw), =0 em HF (A1)
w(z,0) = wo(x) € H?,

€ localmente bem posto no sentido da definicao 4.1.1.

Demonstracao: Considera-se a equacao integral dada por

w(z,t) = S()we(x) + SiTajo St —1);(Dy) (w?(x,t') + 2(vw)(x,¢')) dt',

(A.2)
e para aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Banach, define-se
A= A4, M) = {ue C([-A, 4], B?); Jul g, < M},
onde ||u||X£ = sup [u(,?)|,. Como A é um subconjunto fechado em

te[—A,A]
C([—A, A], H?) que é um espaco completo, [10], entdo A ¢ um espago métrico

completo para todo M > 0e A > 0.
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Agora, considera-se M = 2 max {||w0||p v

X;} €

J: A
u u:[-A, Al - H?,

— A
= J

definida por

Ju(z,t) = S(t)w &QJSt—t% o) (122, ) + 2(vu)(x, ) dt’

(A.3)
Disso segue que J satisfaz as seguintes condic¢oes:
Condicao 1: Existe B; > 0 tal que para todo A < B; o operador
J : A — A estd bem definido, isto é, que J(A) < A.
Condicao 2: Existe B, > 0 tal que para todo A < By o operador
J: A — A é uma contracio.
De fato, para mostrar a condicdo 1, nota-se que se u € A, entdo

.0, < 15@uol, +| 7 * [ st ettt

+ ]

< IIS(t)onp e ]

+
|

P

5[ st -t

p

. t
| s =0y
0

P

)
s+1

§9Lﬂww%memww

porque p < s+ 1. A partir dos Lemas 4.1.3 e A.0.2, existem constantes
Cs > 0e (> 0 tais que

wwm<wm+sw
te[—A,A]

jsww% ) (o) (-, )t

JﬁAS D), t)dt!

p

s+1

<WW+—QMMA+—@M
4 A 2

M

X% U'lng
3a 3a - M
< —C.M?*A+ —C,—MA
T 40 4 5 C 5

2

M
M 3%k ma),

2 2
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onde K, = Cs + C,. Fixado B; =
que

—3M?SM, entdo para todo A < B; tem-se
M
[Tull g < 5 (14+1) = M.

Além disso, Ju ¢ continua, pois se ¢,1 € [~ A, A,

f(')t) = QOJ(DHC) (u2('7t) + 2(“”)('7t))

e Tf(t) = S(t)wo(x) + B j tS(t — ) f(-,t)dt', entdo

Tf('at) — 4" f (75) =
= S(H)wo — S (t) wo + SiTaJ St =) f(, )t

310[] SG LVt
- (S(t) — S () wo + SiTa ) [St—t)—S{E—)] [ t")dt

=(S(t)—S(Z))wO+31—a [t—Z) I SE=E)f(, ¢t

310[]5, _ ) L.

Nota-se que os integrandos ndo dependem de ¢, como {S(1)},.p ¢ um grupo
unitdrio e portanto fortemente continuo, entdo (S(t) — S(f))wo — 0€ HP e

S = 1) j S(t—t)f(-,t)dl' - 0 € H?, quando ¢t — 1. Dessa forma,

segue que no limite para t — ¢ tem-se que

TrCt)=Tf (1) = Ju(-,t) — Ju (-, 1) - 0e H”.

Conclui-se entdo que Jue C([—A, A], H?) e Ju € A, se u € A.
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Para mostrar a condigao 2, considera-se u, v € A, entao pelos Lemas 4.1.3
e A.0.2, existem constantes C > 0 e C, > 0 tais que

| Ju— JV"XQ =

i 7
= sup o j St —t);(Dy) (u® + 20u — v* = 2vv) (-, ')t
te[-A,a1ll 4 Jo p
SiOZ ! / / / /
= sup |— | St —=)p;(D)(u—v)(-, ) (u+v+2v)(t)dt
te[-Aa1ll 4 Jo o
30[ ! / ik ik /
< sup (= | S(E = E)pi(Da)(u = v)( ) (w + v)( )], dt
te[—A,A] 0
30[ ! / / / /
+ sup = | IS(E = )i (De)(u =) (1) (20) (S E) 4 dl
te[—A,A] 0
3o [ .
< 22 [Cullu = vl e+ v+ 2Cs fu = g ol ] A
3a [ -
< 2 [Collu = vl (g + Ixg ) +2Cs = vl ol | 4
3a [ - M
% o Cs2M ||ju — V"Xg + 2033 [ — VIIX;;‘] A
B1a} -
Fixado B, = m, entdo para todo A < B,, tem-se que
B1a}

= A
| Ju — JV"xg < —(20; + CS)M§232 le — V||Xg = qallu— V"XQ )

4
_ A
onde g4 = - € [0, 1).
Portanto, considera-se

0 < A<min{By, By} e M = 2max {Ilwollp s vl

XZ}’

. = sup |-, t)],. Assim, J: A — A estd bem definida e é uma
X5 . i s
€|—A,

onde |v]

contracao. Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, existe uma tnica funcao
w € A e portanto, w € C ([—A, A], H?) solu¢do do problema integral (A.2)
no espaco A e consequentemente, uma solucao forte do problema original.
Observa-se que a unicidade fornecida pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach
s6 ¢ valida em A.

Para finalizar a demonstragio do item (i) da defini¢io 4.1.1, desde que
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F(w(-,t)) = —ip;(Dy)w(:,t) + 3:10‘ ©i(Dy) (w?(-, 1) + 2v(-, )w(-, 1)) tem-se que

w(-,t+h) —w(-,t)

lim . -l -
h—0 h
t+h
3;“2 St + h— )5 (D) (2 + 20w) (-, )’

1
_31_0[_] S t—t gpj w + 2vw)( )dt, + ISOJ(Dm)w()t)

p
S(t + h)wo o S(t)wo
h

= |lim

h—0

3‘“ 1 " SISt — )05 (D) (@ + 2000) (. )t

_l&_aj S(t (w? + 20w)(-, )dt’ + ig; (Dy)w(-, 1)

—%%(Dmxw +20)(,0)

S(t + h)wy — S(t)wy
h

P

= |im
h—0
i 1 ; 5 b
x5 (S(h)—I)S(t—t)soj(Dx)(w + 2vw) (-, t')dt

+31041 t+h
4 h

—%%wmxw +20)(,1)

S(h)S(t —1)ii(Da)(w® + 20w) (-, ¥)dt’ + i (Da)w(-, )

= lim MS( 31aS f St —t)i(D)(w? + 20w) (-, t')dt’
h—0 h
i1 [TH" .

+— 5 S(h)S(t —t )goj(Dx)(w + 2vw) (-, t)dt' + ip;(D)w(-, 1)
3

—Tgoj(Dx)(w? + 200) (1)
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- lim S(hz‘f ( sla L S(t—t')goj(Dm)(wQ+2vw)(-,t')dt')
3‘“1 j S(h + 1 — )03 (Do) (W + 20w) (-, )t + g5 (Da)o(-, 1)

—SiTagoj(Dz)(wQ + 20w) (-, t)

=ggﬂ%l%uwmﬁwmwm

1
31a j S(h+t —1)p;(Dg)(w? + 2vw) (-, t)dt’

f?%wmw+%wuw

p

Nota-se, pela teoria de semigrupos, pela definicao 2.2.4 e pelo Teorema 2.2.5,

que

§@%:lw@wﬁi%%w(t%=—wADﬁw&ﬂ,

onde A; é o gerador do grupo {S(t)},.z- Além disso, pelo Teorema do Valor
Médio, tem-se que

3‘“ ! f S(h +t — )03 (D) (w? + 20w) (-, )t — SiTo‘goj(Dm)nQ(-,t)
_ %O‘% UIS(h + £ = Oy (Da)(w? + 20w)(-, )

~i(Da) (w* + 20w) (-, )] dt’|

<%%L [S(h + ¢ = );(Da) (w? + 200)(-,¥') = 05(Da) ()], d’
< h]|s (h = 0,5 (Da)(@? + 20w)(-, £ + Onh)

—; (D) (w?® + 2vw) (-, 1) ]|p

)
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onde 0y, € [0,1]. Logo,

—%%(Dm)(w? +20u)(-,1)

31a 1

j S(h+t —1)p;(Dy)(w? + 20w)? (-, t)dl!

p

< %TOZ ]|S(h — 0,h) i (D) (w? + 20w) (-, t + 0xh) — @; (D) (w? + 2vw) (-, t)]|p
225 = S0)s(Da) (W + 20w) (-, 1) — (D) (w? + 20w) (-, 1), = 0,
pois S(0) = I. Portanto,

lim w(t + h) —w(t)
h—0 h

p

Agora ser4d mostrado o item (i) da definicio 4.1.1, isto é, que o pro-
blema (A.1) tem no méximo uma solu¢do no intervalo [—A, A]. Para isso,
consideram-se w; € C ([—A;, A;], H?), com seus respectivos dados iniciais w,
t = 1,2. Logo,

wi(z,t) = S(t)wh + j S(t —1)p;(D,) (wF + 2vw;)(x, t')dt’.

Pelos Lemas 4.1.3 e A.0.2, no intervalo [—ﬁ, ;1], onde A = min {4, A5},
existem constante Cs > 0 e (s > 0 tais que

(1) — wz(-,t)llp <

< |80 (b~ wd) |, + 55

) (w%('at,) - wg('at,)

+2vw (-, t') — 20w, (-, 1)) dt"lp

3a |
< Jud =], + 22| [ JonCt) = w1 (Coln 1)
0

3 t s
< [t — ], + 2 f s, ) = ws(, )], (20,57 + C, Jucd], + Cu ],
+2C Jlo(-, t),) dt'\,
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onde M = max {I]wl(-,t) - wél]X;)g Nwa (-, 8) — w%l]X;}}. Portanto,

[ws () — wa(:, 1))

—wa (- )], dt’|,

onde 3 = 3 (203]\7 + Cs |lwgll, + Cs |l + 2Cs ||v||X;,). Pela desigualdade
de Gronwall, Teorema 2.1.10, segue que

Em particular, se wy = w? e ambas as solugoes estdo definidas em [—A, A],
entdo w; = wsy. Portanto, a solu¢do do problema (A.1) é Gnica em
C([_A7 A]) H,o)

Finalmente, para mostrar o item (iii) da definigdo 4.1.1, considera-se
(wp) ey © H? tal que wd — wi em H? e w* € C([—A*, A*], H?) ¢ solu-
¢do com a condicdo inicial w§, onde A* > 0. Seja w, € C ((—A,, A,), H?) a
solucdo com condicdo inicial wj e A, = min {A,, A*}, n € N, onde A, > 0
é tal que (—A,, A,) é o maior intervalo simétrico onde a solugdo w, esté
definida.

Entdo para t € (—4,, A,) segue dos Lemas 4.1.3 e A.0.2, que existem

constates C; > 0 e (s > 0 tais que

[wn (- ) = w*(, 1), < |S(Owg — SEwg|

t
lwi (-, 8) —wa (-, )], < ]|wé - w§]|pexp (ﬁ U dt’
0

= [wo — wi, exp (B 1t]).

pr

3a | N N -
|, ot = w0, (Gl #) + (21, + 2C o 0, )
<[IS@) (g = u)l,

30[ ! / * / / * / * /
|| Toonle ) = w0l (G lon ) = (001, + 20, b (1)),

+2C o, 1)|,) dt'|,

Como {S(t)}, ¢ um grupo unitario e se M* = 2Cs  sup |w*(-,?)[, +
te[— A%, A%]
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2C;  sup |ou(-,t)], Co=32M* e C) = 22C;, entéo
te[—A*, A%]

lwn (- 8) —w* (1), < Jwg —wgl,
4

|| (Coluwnl ) =w* (O], + Cr (-, #) = w* (- £)2) dt|

0

Define-se
Pu(t) =[wy —wgll,

[ (Cotnt.y w0, + Gl ) — w002 ]

0

+

Derivando ¥,(t) em relagdo a t segue que para t # 0,

2

[n ()] =Co lwn (1) —w* ()], + Cy fwn (- ) —w* (-, )],
<Cothu(t) + Crifp(t)

e 9,(0) = |wg —wg] . Portanto, Wiﬂm < Cp. Integrando de zero a
t obtem-se:

¥ Cotb (1)
Jo Cothn(T) + Crep2(7)
[ Co+ Ciipa(r)  CRYl(7)

dT < Co ‘t‘

dT = Co
Jo Cothn(T) (Co + Clwn(T))2 = 4
1 Ct (1)
oo (T 2d7’ < CO ‘t‘
Jo %ﬁ,ﬂm (Co + Cipn(T))
(G 5anm) (G onm) <o

Co + Cyllwd — we
h’l Cown(t) 0 17! 0 . O||p < CO ‘t‘
Co + Cihn(t)  Co |wg — wg ||p

Co + C1 |wg —wgll,

Un(t) - < eColtl
(Co + Crpn(t)) wg — wsll,
||wg - w(:_)k"s Colt|

7vbn(i&) % (CO + Clwn(t))

Co + C1 |lwg — wgl,
Gl Co |wg —wgl,

= Co+ Cy up —wil,

Cy Jwg — wil, e

 Co+ Gy wg —wil,

Colt|

Un(t)
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Co+ Cy Jufp —wil, (1 —e®) | Collwp — wi, e

Co + C |wg — wgll, = Co+ Oy lwg —wgll,

n(t)

Disto segue que,

Co Jug — wg ], e

i) = w0l < nlt) € GG T w4

Para que a desigualdade (A.4) seja valida deve-se ter
Co + Cr Juf —wgl, (1 —e®) >0,

isto é,

I Co + Cy |wg — wS"p
lt| < —1In ~ p )
Co Ch |wg — wg ||p

Assim, a desigualdade (A.4) vale para todo ¢ € (—A4,, A,) n (=A%, A%), onde

A — Ly <00+C1||w3—w§||p).

m G G [lug—wg],
Desde que [lwg —wg], 2% 0 e escolhe-se n suficientemente grande, entfio
A% > A*, e assim, a desigualdade (A.4) vale para todo ¢ € (—A4,, 4,). Além
disso, se A, < A*, logo A, = A,, e

[wn (- Dll, < fwn8) —w* (0, + [w* ¢ D), VE € (= An, An) .

Portanto, [lw,(+t)], ¢ limitado em (—A,, A,), o que contradiz a maximali-
dade de A,,. Assim, A, > A* para n suficientemente grande e a estimativa
(A.4) é valida Yt € [-A*, A*] e ainda,

3 — * — |3 - e wL . =
Jig o = g, = Ji, e e w9, =

Portanto, a aplicacdo wy — w ¢é continua. Assim, segue pela definicao



4.1.1, que o problema (A.0.1) & localmente bem posto para s = 0,
p<s+1ous+%<p<s+1.

Lema A.0.2. Sejam u(-,t) € H® ewv(-,t) € H", t € I, I um intervalo ndo

vazio, onde 3 < s <r ou0 <s<r comr—s> s, entdo ;(D,)(uv)(-,t) €

H**Y e existe uma constante C = C(s) > 0 tal que

03 (Da) (W) (-, )41 < Cllul, )] o ),
Viel.

Demonstracao:
Inicialmente, nota-se que

o] . k2 -
| e e e CDICIE

* k* + k1 R
- | G R @ b

i k2 + K 1 K2t
OO (L4 bk + ak?)2 a2 = (FbRI+a)?

[—0,0], 6 > 0. Dessa forma, existe M > 0 tal que

||901(Dm)(uv)('7t)||s+l <M ||(uv)('7t)||37 (A5)

Vt e I. Além disso, como |pa(k)| < |p1(k)|, VEk € R, tem-se que

I (D) (o), O, < M (o) 01 (A.6)

¢ continua num compacto

Vielej=1,2.
Nota-se que se % < 8 < r, entdao pelos Teoremas 2.1.5 e 2.1.6, existe uma
constante K, = K(s) > 0 tal que

lo5(Da) (wo) (- )2, <M [ (u0) ()]
<MK, Ju(- )2 o, )2

s

<MK, Ju- 0 (017 (A7)

r

Além disso, caso 0 < s <rcom 1 — s > %, tem-se que

03 (D) (wv) (-, )24, < M (w0) (),

_ M[O (1 4+ K2)° (8 + ) (k)2 dk
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= x/%M:D (1 + k?)* fo D(ky)a(k — ky)dky 2 dk

< @M:D (14 k%)* U_OO 16(k)| |Gk — k1) dklr dk

= @MJZ U_Zm + k272 5 (k)| % Gk — k)| dky ]2dk.
Nota-se que a integral J_OOOO giizgj [a(k — k1)|* dk, é finita pela desigual-

dade (4.8). Dessa forma, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, Teorema
2.1.2, segue que

03 (D) (o) (-, )12,
<V2rM f: [ flm + K2 [5(ky)? dkl]

U ) %W—mmm] dk

(1 + k?)*
= V21 M |u (-t ||f f ey Gk — k) [? diydie.

Da desigualdade (4.8) existe uma constante C, > 0 tal que
lo5(Da) (w0) (-, )4
B 5 a0 1 o0 A 5
< V2rMCy |v(-, 1) e (14 (k= k1)) |ulk — k1)|” dkdky
—oo (LKD) )

<K ||U(7t)||72« ||u(7t)||§ ) (AS)

VYt e I, uma vez que r — § > %
Portanto, das desigualdades (A.7) e (A.8) tem-se que existe uma cons-

tante Cy = C(s) tal que

l3(Da)(u0) (- D)l o1y < Cs el Dl ol D,

ses<s<roul<s<rcomr—s:> 1. [



Apéndice B

Implementacao

B.1 Algoritmo para o nuacleo do operador da
Transformada de Hilbert na faixa

B.1.1 Comparativo dos nitcleos

L=pi;

h=pi/2;

N=128;
x=-pi+2*pi/N:2*pi/N:pi;
g=h/L;

%NUCLEO USANDO AS FUNCOES ESPECIAIS POR Q-SERIES:
%calculo do parametro m
parametro_m = calculo_parametro(h/L);

%calculo da eliptica completa K
K=ellipke(parametro_m) ;

%hcalculo funcao zeta de jacobi por expansdo

%de g-serie e dncs por pacote do Matlab

for k=N/2:-1:1
Z(k,:)=(2*pi*q~k) / (K*(1-q~(2*k)))*sin (k*pi*x/L) ;

end

zeta=sum(Z) ;

[sn,cn,dn]=ellipj(K*x/L,parametro_m) ;

dncs=cn.*dn./sn;

190
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%calculo do operador usando as funcoes especiais
T=-K/(L*pi) * (zeta+dncs) ;

%NUCLEQ USANDO TRANSFORMADA DE FOURIER
for k=N/2:-1:1
B(k,:)=(i/(2*L))*coth (k*pi*h/L)*exp (i*k*pi*x/L);
end
TFFT=sum(B) ;

%NUCLEQ DEFINIDO EM R -
%heste foi plotado separadamente para diferentes valores de N
TR=-1/(2%h)*coth(pi/ (2%h)*x) ;

B.1.2 Calculo do parametro m

function M = calculo_parametro(delta_sobre_L)

0.001:0.001:1-0.001;
ellipke(m);

_linha = ellipke(1l-m);
K_linha_sobre_K = K_linha./K;

= N B
1l

M = interpl(K_linha_sobre_K,m,h_sobre_L);

B.2 Comparativo dos dois operadores por RTA

e FFT
function y=comparacao(op)
h=pi/3;
L=pi;
N=128;

deltax=2*L/N;
x=-L+deltax:deltax:L;
f=exp(-x.72/2);

op_trapezio=operadorT2(h,L,N,deltax,x,f,op);
op_fourier=fourier (h,L,N,op);

plot(x,op_trapezio,’k-’,’DisplayName’,
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’Operador pela Regra do Trapézio’);
hold on
plot(x,op_fourier,’k.’,’DisplayName’,
’Operador por Transformada de Fourier’);
legend (’show’);
hold off
grid on
switch lower (op)
case ’normal’
N_string = ’Operador com Nucleo cotangente’;
title(N_string)
print -depsc2 ’comparativo_operador_cot.eps’
case ’especial’
N_string = ’Operador com Nucleo fung¢bes especiais’;
title(N_string)
print -depsc2 ’comparativo_operador_especial.eps’
end
end

function y=operadorT2(h,L,N,deltax,x,f,op)

hcalculo do nucleo - caso impar
nuc=[];
for i=1:2:N-1
n(i) = nucleo(deltax*i,h,L,N,op);
nuc={n];
end

for j=1:N
aux2=0;
for k=1:N
auxl=0;
if rem(j+k,2)~=0
if j-k>0
aux1=-2*deltax*f (k) *nuc(j-k) ;
aux2 = aux2 + auxl;
else
aux1=2*deltax*f (k) *nuc(k-j) ;
aux2 = aux2 + auxl;
end
end
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operadorT2(j,1)=aux2;
end
end

y=operadorT2;

function y=nucleo(x,delta,L,N,op)
switch lower (op)

case ’normal’
y=1/(2*L)*cot ((pi*x) /(2+L));

case ’especial’

g=delta/L;
parametro_m = calculo_parametro(delta/L);

hhhcalculo da eliptica completa K%k%
K=ellipke(parametro_m) ;

hhhcalculo funcao zeta de jacobi e dncs por expansdo delih

hhhg-serielihh

for k=N/2:-1:1
Z(k,:)=(2+pi*q~k) / (K*(1-q~(2*k)))*sin (k*pi*x/L) ;

end

zeta=sum(Z) ;

[sn,cn,dn]=ellipj(K*x/L,parametro_m) ;
dncs=cn.*dn./sn;

%hhcalculo do nucleo do operador usando as funcoes%i%
hhhespeciaishih

y=K/ (L*pi) * (zeta+dncs) ;

end
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function y=fourier(h,L,N,deltax,x,f,op)

%fft da funcdo f
10 i o o

%fft do nucleo
aux = [1:N/2 -N/2 + 1:-1];
aux = pi%aux/L; % 2L period

switch lower (op)
case ’normal’
fftnucleo=i*sign(aux);
case ’especial’
fftnucleo=i*coth (h*aux) ;
end
fftnucleo=[0 fftnucleo];

%sproduto das fft
fftresultado=fftf.*xfftnucleo;

Ytransformada inversa
resultado=ifft (fftresultado);
y=real (resultado) ;

B.3 Algoritmo da solucao da familia de equa-
coes de Benjamin

B.3.1 Equagao de Benjamin com o operador de Hilbert

function y=benjamin_hilbert_leapfrog(l,L)

% Solugdo equagdo de Benjamin na faixa usando

% matriz de diferenciagdo de 5 pontos e espectral
% Derivagdo temporal pelo método leapfrog

%hou_t + u_x -3/2%alfa*u*u_x -bL(u)_xt-a*u_xxt = 0

% Grid, and initial data:
a=1/5;

b=sqrt(a);

alfa=a;

deltax=2*L/N;



x=-L+deltax:deltax:L;

x=x7;

t = 0;

dt = 0.6*deltax; %deve ser menor que dt/dx=2/3
D = dif (W) ;

D = (1/deltax)#*D;

D2 = dif2_hilbert(L,N,a,b);

B=D2\D;

%solugdo inicial
u=exp (- ((x+90) .~2) /50) ;

uold=u;
u = uold - dt*B*(uold-0.75*alfa*uold."2);

%ipasso 1 do leap-frog

data = [ uold’ ; u’; zeros(48,N)]; tdata = [t;t+dt];

t=t+dt;
for i = 2:49
for n = 1:9
t = t+dt;
unew = uold - 2*dt*B*(u-0.75*%alfa*u.~2);

%passo n do leap-frog
uold = u;
u = unew;
end
data(i+1l,:) = [u’]; tdata = [tdata; t];
end
y=data;

function y=benjamin_hilbert_rk4_plot(N,L)

% Solugdo equagdo de Benjamin na faixa usando

% matriz de diferenciag8o de 5 pontos e espectral
% Derivagdo temporal pelo método Runge-Kutta
%hou_t + u_x -3/2%alfa*u*u_x -bL(u)_xt-a*u_xxt = 0

% Grid, and initial data:
a=1/5;
b=sqrt(a);
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alfa=a;

deltax=2*L/N;

x=-L+deltax:deltax:L;

x=x7;

t = 0;

dt = 1.8*deltax; Y%deve ser menor que dt/dx=4\sqrt{2}/3
D=dif (N);

D=(1/deltax)*D;

D2=dif2_hilbert(L,N,a,b);

B =-D2\D;

%solugdo inicial
u=exp (- ((x+90) .72) /50) ;

hpara poder comparar com o método leap-frog
%plotar no tempo t=0+1/3+*dt

dt=1/3*dt;

Ki=dt*B* (u-0.75*%alfa*u.~2);

K2=dt*B* (u+K1/2-0.75*alfa*(u+K1/2) .~2);
K3=dt*B* (u+K2/2-0.75%alfa* (u+k2/2) .~2);
K4=dt*B* (u+K3-0.75*alfa* (u+K3) .~ 2);

uold = u + (K1+2xK2+2xK3+K4)/6;
data = [ u’ ; uold’; zeros(48,N)]; tdata = [t;t+dt];
t=t+dt;
u=uold;
for i = 2:49
for n = 1:9
t = t+dt;
Ki=dt*B* (u-0.75*%alfa*u.~2);
K2=dt#*B* (u+K1/2-0.75*alfa*(u+K1/2) .~2);
K3=dt*B* (u+K2/2-0.75*alfa*(u+K2/2)."2);
K4=dt#*B* (u+K3-0.75*alfa* (u+K3) .~2);
unew = u + (K1+2xK2+2xK3+K4)/6;
U = unew;
end
data(i+1,:) = [u’]; tdata = [tdata; t];
end

y=data;
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B.3.2 Equagao de Benjamin com o operador de Hilbert
na faixa

function y=benjamin_hilbert_faixa_leapfrog(N,L)

% Solugdo equagdo de Benjamin na faixa usando

% matriz de diferenciag8o de 5 pontos e espectral
% Derivagdo temporal pelo método leapfrog

%hou_t + u_x -3/2%alfa*u*u_x -bL(u)_xt-a*u_xxt = 0

% Grid, and initial data:

a=1/5;

b=sqrt(a);

alfa=a;

h=10%L;

hprofundidade da camada no caso da transformada
%de hilbert na faixa

deltax=2*L/N;

x=-L+deltax:deltax:L;

x=x7;

t = 0;

dt = 0.6*deltax; %deve ser menor que dt/dx=2/3
D = dif (W) ;

D = (1/deltax)#*D;
D2 = dif2_hilbert_faixa(L,N,a,b,h);
B=D2\D;

%solugdo inicial
u=exp (- ((x+90) .72) /50) ;

uold=u;
u = uold - dt*B*(uold-0.75*alfa*uold."2);
Jipasso 1 do leap-frog

data = [ uold’ ; u’; zeros(48,N)]; tdata = [t;t+dt];
t=t+dt;

for i = 2:49
forn = 1:9
t = t+dt;

unew = uold - 2*%dt*Bx(u-0.75*alfa*u.~2);
%ipasso n do leap-frog
uold = u;



u = unew;
end
data(i+l,:) = [u’]; tdata = [tdata; t];
end
y=data;

function y=benjamin_hilbert_faixa_rk4(N,L)
% Solugdo equagdo de Benjamin na faixa usando

% matriz de diferenciagdo de 5 pontos e espectral

% Derivagdo temporal pelo método Runge-Kutta
%hou_t + u_x -3/2%alfa*uru_x -bL(u)_xt-a*u_xxt =

% Grid, and initial data:

a=1/5;

b=sqrt(a);

alfa=a;

h=10%L;

hprofundidade da camada no caso da transformada
%de hilbert na faixa

deltax=2*L/N;

x=-L+deltax:deltax:L;

x=x7;

t = 0;

dt = 1.8*deltax;
D = dif(W);

D = (1/deltax)#*D;
D2 = dif2_hilbert_faixa(L,N,a,b,h);
B =-D2\D;

%solugdo inicial
u=exp (- ((x+90) .72) /50) ;

hpara poder comparar com o método leap-frog
%plotar no tempo t=0+1/3+*dt

dt=1/3*dt;

Ki=dt*B* (u-0.75*%alfa*u.~2);

K2=dt*B* (u+K1/2-0.75*%alfa* (u+kK1/2) .~2);
K3=dt*B* (u+K2/2-0.75*alfa* (u+k2/2) .~2);
K4=dt*B* (u+K3-0.75*alfa* (u+K3) .~ 2);

uold = u + (K1+2*xK2+2*xK3+K4)/6;

0
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data = [ u’ ; uold’; zeros(48,N)]; tdata = [t;t+dt];
t=t+dt;

u=uold;
for i = 2:49
forn = 1:9
t = t+dt;

Ki=dt*B* (u-0.75*%alfa*u.~2);

K2=dt*B* (u+K1/2-0.75*alfa*(u+K1/2) .~2);
K3=dt*B* (u+K2/2-0.75%alfa*x(u+kK2/2) .72);
K4=dt*B* (u+K3-0.75*alfa*(u+K3)."2);
unew = u + (K1+2*xK2+2xK3+K4)/6;

u = unew;
end
data(i+1,:) = [u’]; tdata = [tdata; t];
end
y=data;

B.4 Algoritmo matriz derivacao espacial

B.4.1 Discretizagao espacial de cinco pontos

function D = dif (N)
% dif compute D = differentiation matrix
%finite difference differentiation 5 pontos
if N==
E=[0 2/3 0 -2/3];
F=[0;-2/3;0;2/31;

else
E=[0 2/3 -1/12 0%(1:N-5) 1/12 -2/3];
F=-E’;

end
D=toeplitz(F,E);

B.4.2 Discretizagao espectral para o operador de Hil-
bert

function D2 = dif2_hilbert(L,N,a,b)

% dif compute D2 = differentiation matrix
%finite difference differentiation fft

w = exp(-2*pi*i/N);
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for j = 1:N

for k = 1:N

F(j,k) = w ((G-1)*(k-1));
end

end

aux = [0:N/2 -N/2 + 1:-1];
aux = pi%aux/L; % 21 period

v = (ones(1,N) + b*xabs(aux)+axaux.”2);
diagonal_v = diag(v);
D2 = real(conj(F)*diagonal_v*F/N);

B.4.3 Discretizagao espectral para o operador de Hil-
bert na faixa

function D2 = dif2_hilbert_faixa(L,N,a,b,h)
% dif compute D2 = differentiation matrix
%finite difference differentiation fft

w = exp(-2*pi*i/N);

for j = 1:H

for k = 1:N

F(j,k) = w((G-1)*(k-1));
end

end

aux = [1:N/2 -N/2 + 1:-1];
aux = pi*aux/L; % 21 period

v = (ones(1,N-1) + b*aux.*coth(h*aux.*L/pi)+a*aux."2);
v={1 v];

diagonal_v = diag(v);

D2 = real(conj(F)*diagonal_v*F/N) ;



