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RESUMO

A modelagem matematica da vibrac&o livre de placas finas € um assunto
importante para engenheiros e pesquisadores das mais variadas areas da
ciéncia. Tal importancia reside principalmente no fato de que muitas estruturas
sujeitas a acdes dinamicas podem ser representadas por esse modelo.
Metodologias numéricas fundamentadas no Método Elementos Finitos (MEF)
tem sido amplamente utilizadas em problemas da andlise dindmica e
demonstrado bons resultados. Neste contexto, o Método dos Elementos Finitos
Generalizados (MEFG) surge como uma ferramenta poderosa. Aumentando o
espaco de solugcao aproximada, o MEFG melhora a precisao das solugdes sem
refinar a malha. O presente estudo se propbés a avaliar diferentes
enriquecimentos para o MEFG na analise de vibragdes livres de placas finas.
Funcgdes trigonométricas, hiperbdlicas e polinomiais especiais (tais como
polinbmios de Legendre) foram empregados nos problemas de autovalores
associados. Todas as funcdes de enriquecimento também foram combinadas
com diferentes fungdes particdo da unidade. A fim de compreender melhor o
comportamento do MEFG, compararam-se os resultados obtidos com duas
outras abordagens numéricas enriquecidas: o Método dos Elementos Finitos
Hierarquico (MEFH) e o Método dos Elementos Finitos p-Fourier. Todos os
resultados aproximados foram comparados com solugdes analiticas de
referéncia da literatura. Pela analise de convergéncia para as frequéncias
naturais mais baixas, foi possivel concluir que as abordagens mais precisas
foram as do MEFG. Analises de espectro de solugdes e parametros de
estabilidade numérica também foram realizadas paralelamente. Como
observado em trabalhos correlatos anteriores, o MEFG pode diminuir sua
precisao para a ultima parcela do espectro de solu¢gdes e mostrar aumentos
significativos no numero de condicdo da matriz de massa. Por fim, pode-se
concluir que o MEFG mostrou resultados uniformemente melhores na analise de
convergéncia, quando comparado ao refinamento h do MEF convencional e ao
MEF p-Fourier. Com 6timos resultados na analise de convergéncia, o MEFG
forneceu resultados proximos e, por vezes, superiores ao MEFH. As duas
abordagens propostas com maiores taxas de convergéncia foram utilizando
enriquecimentos trigonométricos aliados a particdes da unidade Lagrangeanas
quadraticas e utilizando enriquecimentos via polinbmios de Legendre associados
a particdes da unidade trigonométricas.

Palavras-chave: Método dos Elementos Finitos Generalizados. Analise
Dindmica. Placas de Kirchhoff-Love. Vibracoes Livres.



ABSTRACT

Mathematical modeling of thin plates free vibration is an important issue from the
point of view of engineering and researches from many fields of science. Such
importance lays mainly on the fact that a lot of structures subjected to dynamical
effects can be represented by this model. Numerical methodologies based on the
Finite Element Method (FEM) are widely employed in structural dynamic analysis
and show good results. In such context, the Generalized Finite Element Method
(GFEM) arises as a powerful tool. By increasing the approximated solution space,
the GFEM improves the solution accuracy without increase the mesh size. The
present study proposes and evaluates different enrichments for the GFEM in free
vibration analysis of thin plates. Trigonometrical, hyperbolical and special
polynomials functions (such as Legendre polynomials) were employed in the
associated eigenvalue problem. All these enrichment functions were also
combined with different partitions of unity. In order to better understand the GFEM
behavior, one also compared the results with two other enriched approaches: The
Hierarchical Finite Element Method (HFEM) and the p-Fourier Finite Element
Method. All the numerical results were then compared with analytical results
provided by literature. By the convergency analysis of the lowest natural
frequencies was possible to conclude that the more accurated approaches were
the GFEM ones. The spectrum analysis and numerical stability parameters were
also carried out simultaneously for all the numerical solutions. As observed for
earlier applications on structural analysis, the GFEM suddenly decays the
solutions accuracy on higher frequencies and might show substantial increases
on the condition mass matrix number. Finally, one can conclude that the GFEM
approaches reveal uniformly better results in convergence terms comparing to
the h-refinement FEM and p-Fourier FEM. With great convergence results, GFEM
accuracy is similar and sometimes better than the HFEM accuracy. The more
convergent GFEM approaches were obtained by using quadratic Lagrangian
partition of unity functions on trigonometrical enrichments and trigonometrical
partition of unity functions on Legendre polynomials enrichments.

Keywords: Generalized Finite Element Method. Dynamic Analysis. Kirchhoff-

Love Plates. Free Vibration.
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1 INTRODUGAO

As equacgdes diferenciais sdo, em resumo, o principal produto oriundo do
interesse do homem em descrever, compreender e sintetizar através de modelos
matematicos, os mais variados fenémenos fisicos, bioldgicos e, até econdmicos,
presentes ao longo de sua vida. A abstragdo matematica de um problema real possui,
sinteticamente, duas etapas que delimitam e asseguram a validade do modelo: (i)
identificar as variaveis que possuem potencial de gerar mudangas no sistema em
questao; (ii) definir, de maneira clara, a quais hipoteses, ou simplificacbes, a
modelagem podera ser aplicada (ZILL; CULLEN, 1993). Denomina-se como solugao
do problema de equacdes diferenciais ou, simplesmente, variavel primaria, a fungao
que, atendendo simultaneamente todo o conjunto de condi¢bes de contorno e
satisfazendo as hipéteses impostas pela propria equacgao, descreve o fendmeno em
questdo. Existem trés aspectos importantes que surgem ao analisar a obtengéo da
variavel primaria. Inicialmente, € necessario saber se, de fato, a solugdo existe. Em
caso afirmativo, & preciso garantir a sua unicidade e, também, verificar a sua
estabilidade. Quando uma modelagem satisfaz estes aspectos (existéncia, unicidade
e estabilidade da solugdo) o problema é designado, em inglés, de “well-posed
problem” (REDDY, 1997). No entanto, o que se observa é que, mesmo com todas
estas trés condi¢cdes atendidas, muitas vezes, as condigbes de contorno e as
informacdes conhecidas sobre o comportamento do problema podem ser escassas,
impossibilitando o conhecimento da solugdo analitica da equacgao diferencial. Para
estes casos, o enfoque torna-se encontrar a melhor aproximacao possivel para a
resposta desconhecida (REDDY, 1997).

Este processo de aproximagdo, geralmente, recai em duas abordagens
possiveis para obtencio da solugédo aproximada. A primeira delas consiste em definir
uma aproximagao para os operadores diferenciais, convertendo-os para sua
formulacao discreta, e avaliando pontualmente a fungdo em diversos pontos do
dominio, metodologia aplicada, por exemplo, no Método das Diferengas Finitas. Existe
também, a possibilidade de abordagens focadas na obteng&o aproximada, ndo dos
operadores diferenciais, mas sim da propria variavel primaria. Neste segundo grupo
de métodos é que se encontram o Método dos Elementos Finitos (MEF) e todas as

metodologias fundamentadas nele. O MEF é uma metodologia consagrada, na qual a
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variavel primaria € aproximada por uma associagao de funcdes de interpolagdo com
suporte compacto, que cobrem, individualmente, todo o dominio de aplicacédo da
equacao diferencial, discretizado em particdes, chamadas elementos.

Existem diversos métodos enriquecidos baseados no MEF, dentre os quais
destacam-se o Método dos Elementos Finitos Hierarquico (MEFH), o Método dos
Elementos Finitos p-Fourier (MEF p-Fourier) e o Método dos Elementos Finitos
Generalizados (MEFG). Todas estas abordagens visam ampliar o espago da solugao
aproximada do MEF através da inser¢gdo de novos graus de liberdade e de novas
fungdes de forma polinomiais ou de natureza transcendente, como trigonométricas ou
exponenciais.

Ainda no contexto das metodologias enriquecidas fundamentadas no MEF, o
MEFG corresponde a uma extensdo do Método da Particdo da Unidade (MELENK,
1995). Nele, as funcbes de enriquecimento sdo ponderadas por fungdes do tipo
particdo da unidade. Os enriquecimentos séo particularizados para cada problema,
buscando agregar um conhecimento prévio sobre a solu¢cdo analitica no espago
aproximador. Em diversas situagdes, formulagdes do MEFG ja demonstraram sua
versatilidade e eficiéncia para a resolugéo aproximada dos mais variados problemas
(FRIES; BELYTSCHKO, 2010).

Dentre a gama de aplicagdes das metodologias fundamentadas no MEF,
destaca-se a analise dindmica de estruturas. Um ramo amplamente difundido e muito
ativo atualmente. Recentemente, muitos trabalhos demonstraram grande precisdo do
MEFG também em lidar com problemas provenientes da analise dindmica de
estruturas (ARNDT, MACHADO e SCREMIN, 2016; SHANG, MACHADO e ABDALLA
FILHO, 2016; WHEINHARDT, 2016; DEBELLA, 2018; CITTADIN, 2020).

Dentro da analise estrutural, as placas de Kirchhoff-Love, também chamadas
de placas finas, sdo um dos modelos matematicos uteis a representacdo fendmenos
diariamente presentes na engenharia. Lajes de concreto armado e pistas de
aeroportos sujeitas a esforgos dinamicos sdo exemplos de fendmenos reais que
satisfatoriamente sdo representados por este modelo. Neste contexto, o presente
trabalho se propde a avaliar a aplicabilidade do MEFG quando utilizado para modelar
um dos fendmenos da analise dindmica de estruturas: vibracao livre de placas de
Kirchhoff-Love.
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1.1 OBJETIVO GERAL

O objetivo deste trabalho é estudar a aplicabilidade e eficiéncia do Método dos

Elementos Finitos Generalizados na analise dinamica de placas de Kirchhoff-Love.

1.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

Propdem-se atingir o objetivo principal do trabalho estruturando os seguintes

objetivos especificos:

Propor diferentes particbes da unidade e funcdes de enriquecimento
para o MEFG;

Avaliar a convergéncia das propostas para as frequéncias naturais de
vibragdo em diversas condi¢cdes de contorno;

Analisar o espectro de frequéncias fornecido pelas abordagens do
MEFG comparando-o com outras metodologias numéricas
consagradas;

Analisar o comportamento quanto a estabilidade numérica do MEFG

pela evolugado do numero de condi¢gdo da matriz de massa.

1.3 ESCOPO DO TRABALHO

Propdem-se avaliar a aplicabilidade do MEFG para a analise dinamica de

placas de Kirchhoff-Love contemplando o seguinte escopo:

Analise de vibracbes livres: calculo de frequéncias naturais de
vibragao;

Avaliar dominios de geometria quadrada, apenas;

Condi¢des de contorno uniformes aplicadas ao longo das bordas;
Todas as formulagdes baseadas apenas em um elemento retangular
conforme;

Métodos enriquecidos avaliados apenas para uma malha fixa;

Analise feita avaliando os resultados unicamente em termos de

deslocamentos;
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Desta forma, por consequéncia, o presente trabalho nao contemplara:

e Analises transientes;

e Dominios com geometrias complexas;

o Existéncia e/ou ocorréncia de modos de vibracdo espurios em
geometrias complexas;

e Condicbes de contorno nado uniformes (singularidades ou
regularidades);

¢ Analises de travamento;

e Enriquecimentos aplicados a elementos nao retangulares;

e Enriquecimentos aplicados a elementos com formulagbes nao
conformes;

¢ Analises de refinamento “h” para os métodos enriquecidos;

¢ Analises de tensdes e esforgos internos.

1.4 ESTRUTURA DO TRABALHO

O capitulo 1 introduz de maneira geral o tema, definindo os objetivos geral e
especificos do trabalho. No capitulo 2, contextualiza-se a revisdo da literatura
relacionada a pesquisa, primeiramente situando-a em meio ao panorama global do
Método dos Elementos Finitos Generalizados e, na sequéncia, posicionando-a no
contexto especifico do método aplicado a analise dinamica de estruturas. O capitulo
3 destina-se a formular o modelo matematico associado ao fenébmeno das vibracdes
livres, contemplando o conjunto de hipoteses simplificadoras, deducédo da equagao
diferencial governante e composi¢ao do problema de autovalores. Com 0 modelo em
maos, o capitulo 4 introduz o MEF e as metodologias enriquecidas usadas como
referéncia, comentando alguns aspectos gerais sobre suas respectivas formulacoes.
Na sequéncia, pontos tedricos relativos ao MEFG e as formulagbes propostas no
presente trabalho sao definidos. Os capitulos 6 e 7 compreendem a apresentacao e
validacéo dos resultados obtidos. O capitulo 8 tece algumas conclusées mediante os
resultados obtidos e propdem sugestdes para trabalhos futuros na area. Por fim, o
texto contém dois apéndices. O primeiro, comentando alguns pontos referentes a um

ramo novo da elasticidade que permite encontrar solugdes analiticas para o problema
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da vibragéo livre de placas finas. O segundo, por fim, fornecendo alguns comentarios

e detalhes referentes a implementagao computacional do MEFG.
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2 REVISAO DA LITERATURA

Capitulo destinado a fornecer uma breve revisdo da literatura,
contextualizando a importancia e mencionando trabalhos realizados sobre os dois
principais temas abordados no trabalho: a analise dinamica de placas de Kirchhoff-
Love e o Método dos Elementos Finitos Generalizados.

2.1 ANALISE DINAMICA DE PLACAS FINAS

A andlise dindmica de placas retangulares finas ndao € um objeto novo de
estudo. Desde que as premissas e fundamentos da teoria classica da dindmica de
placas finas foram propostas pelo matematico inglés Augustus Edward Hough Love
(1863-1940) em seu trabalho intitulado “On the small free vibration and deformation of
elastic shells” (LOVE, 1888), muitos pesquisadores dedicaram seus esforcos para
encontrar solucdes analiticas que satisfizessem simultaneamente a equacéao
diferencial e as diferentes condi¢cdées de contorno encontradas na pratica.

Levy (1942) propés uma solugao analitica para vibragao de placas finas com
produtos de fungdes senoidais, entretanto, demonstrou-se que estas solugdes eram
inviaveis para algumas condigdes de contorno e para a implementagao
computacional. Em seu trabalho intitulado “Double Fourier series and boundary value
problems”, Green (1944) sugeriu uma abordagem ligeiramente diferente utilizando um
método mais geral de solugdo, que, para os casos em que o método proposto por
Levy (1942) era aplicavel, fornecia resultados equivalentes.

As abordagens via produtos de séries de Fourier, por sua vez, forneceram o
fundamento para Gorman (1978) discutir de maneira exaustiva um conjunto de
solugdes analiticas para vibragdo de placas. Gorman (1978) propds, através da
sobreposicao de blocos de solugdes em série, uma maneira satisfatéria de contornar
um dos problemas mais dificeis encontrados pelos pesquisadores até o momento: a
representacdo de solugdes analiticas para placas pontualmente apoiadas. Os
trabalhos subsequentes de Gorman (1980;1981) estenderam a aplicagéo dessa forma
de solugdo analitica para a teoria classica de placas finas, considerando apoios
localizados estritamente ao longo da borda (GORMAN, 1980) e distribuidos de
maneira simétrica ao longo da placa (GORMAN, 1981).
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Embora, em termos de modelagem matematica, as solugbes analiticas
possam representar, em uma primeira analise, a prioridade dentre os resultados,
muitas vezes, a medida que condi¢cbes de contorno mais realistas sao impostas, a
complexidade envolvida na obtencdo de uma solugdo analitica cresce
substancialmente. E, frente a essa limitagdo intrinseca aos métodos analiticos em
representar problemas com elevado grau de complexidade, que as metodologias
aproximadas, devidamente validadas e consolidadas, surgem como ferramentas
poderosas. Dentre os métodos numéricos utilizados para aproximar o problema
classico de vibragcdes em placas finas, destacam-se as metodologias fundamentadas
no Método dos Elementos Finitos (MEF).

Na década de 1950, os pesquisadores passaram por um periodo de
desenvolvimento extremamente ativo no estudo de formulagdes aproximadas via
MEF. Com o passar dos anos, estes esfor¢gos culminaram na ampliacdo das possiveis
aplicagoes para o MEF (HRABOK; HRUDEY, 1984). Nesse contexto, o interesse por
parte dos pesquisadores em utilizar as formulacdes de elementos finitos para modelar
fendmenos de flexdo em placas finas estaticas data do inicio da década de 1960.

Baseados na formulagdo de campos de deslocamentos, surgiram trabalhos
como o de Adini e Clough (1960), primeiro trabalho relativo a flexdo de placas finas
pelo MEF, Tocher (1962), estudando o uso de elementos triangulares e, Melosh
(1961) e Clough e Tocher (1965), que estudaram com mais profundidade a formulagéo
de matrizes de rigidez para o problema. Todos estes trabalhos pioneiros, entretanto,
careciam de um amparo matematico variacional mais robusto, pois os fundamentos
relativos a alguns critérios necessarios, como compatibilidade e conformidade entre
elementos, ndo eram plenamente conhecidos. Por estas razbes, a convergéncia
dessas abordagens nem sempre era observada. A bem da verdade, a maioria dos
elementos desenvolvidos inicialmente também ndo atendia ao critério de
conformidade, garantido através da exigéncia de continuidade tanto no campo de
translagdes verticais, como no campo de inclinagdes entre os elementos (HRABOK;
HRUDEY, 1984).

Prosseguindo no estudo da modelagem numérica das placas, foram
desenvolvidos alguns trabalhos relacionados a formulagdo de elementos finitos com
trés nds, sem grandes resultados inicialmente. A fim de desenvolver uma formulagao
conforme mantendo-se apenas trés graus de liberdade por n6, Bazeley et al. (1965)

propuseram a utilizagao de sistemas de coordenadas alternativos, baseados em areas
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internas do elemento. Infelizmente, essa abordagem foi amplamente testada e nao
satisfez o “patch” teste. Os autores, entéo, introduziram a técnica de superposi¢cao de
fungdes de forma nao polinomiais.

Quase uma década depois, Zienkiewicz (1977), referiu-se as fungdes de
forma propostas por Bazeley et al. (1965) como “fungdes de forma conformes com
singularidades nodais”. Clough e Tocher (1965) sugeriram uma abordagem
semelhante a proposta por Bazeley et al. (1965), mas com um sistema de
coordenadas de area, conhecida como “abordagem dos subdominios”, para a qual
cada elemento triangular € subdividido em outros trés triangulos. As matrizes de
rigidez de cada elemento sdo entdo obtidas através da sobreposicdo e
compatibilizagdo das informagdes provenientes de cada um dos tridngulos internos.

A despeito destas abordagens, em um primeiro momento, as metodologias
que se mostraram mais diretas para atingir uma formulacdo conforme consistiam na
utilizacdo de elementos de alta ordem com noés internos, modelados através de
polinbmios completos de quinta ordem para deslocamentos (ARGYRIS; FRIED;
SCHARPF, 1968; BELL, 1969; IRONS, 1969; VISSER, 1969). Polinbmios completos
de ordem ainda maior foram utilizados nos trabalhos de Argyris, Fried e Scharpf (1968
e de Bell (1969).

Atingir uma formulagado conforme para elementos de trés nés mostrou-se um
grande desafio, por conta de problemas como a falta de convergéncia (HRABOK;
HRUDEY, 1984). Uma evolugdo a abordagem proposta por Bazeley et al. (1965) foi
sugerida por Irons e Razzaque (1972), por meio do uso das, como denominadas pelos
proprios autores, “funcdes de forma substitutivas” e “técnica das derivadas suaves”.
As funcdes de forma substitutivas, na pratica, consistiam em substituir termos das
funcdes de forma ja existentes, nao alterando o grau mais alto do polinbmio completo
e aproximar as derivadas presentes no funcional de energia por meio do método dos
minimos quadrados.

Principios energéticos variacionais alternativos também foram sugeridos, como
o Principio da Minima Energia Potencial Complementar, para o qual as fungdes de
forma deveriam satisfazer as equagdes de equilibrio em todo e qualquer ponto e as
condicbes de contorno sobre tensdes nas interfaces de elementos. O trabalho
precursor nesse sentido foi apresentado por Veubeke (1965). Veubeke (1965) propos
a formulagao direta de matrizes de flexibilidade para, através de sua inversao, obter

indiretamente as matrizes de rigidez e obter a solugdo em termos de deslocamentos.
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Devido a problemas na composigdo de matrizes globais semi-positivas definidas,
instabilidade cinematica, dificil implementacdo e escolha de for¢cas para a montagem
do sistema, o principio alternativo foi gradualmente tendo seu uso abandonado em
problemas de elementos finitos (HRABOK; HRUDEY, 1984).

Seguindo as abordagens alternativas para lidar com o problema da
conformidade, surgiram os designados Métodos Hibridos, propostos inicialmente
através da utilizacdo de multiplicadores de Lagrange. Através da aplicagdo dos
multiplicadores de Lagrange no contorno dos elementos, tornou-se possivel uma
‘relaxagao” das condigcbes de continuidade, exigindo que as fungdes pertengam
apenas a classe C°. Os Métodos Hibridos s&o assim designados pois, através de
alguma técnica matematica, promovem a eliminagao a nivel de elemento de alguma
das incognitas do problema (HRABOK; HRUDEY, 1984).

Os primeiros elementos finitos conformes para flexao de placas finas foram
desenvolvidos por Bogner, Fox e Schmit (1965), mediante a utilizagdo de elementos
retangulares de dezesseis e de trinta e seis graus de liberdade. De acordo com Irons
e Draper (1965), na modelagem de placas finas € impossivel atingir uma formulagcéo
conforme utilizando-se apenas fungbes polinomiais de Lagrange com trés graus de
liberdade por né. Neste contexto, Bogner, Fox e Schmit (1965), formulando o
problema dinamico de placas finas, obtiveram matrizes de massa e rigidez,
considerando as derivadas de segunda ordem também como graus de liberdade.
Utilizando polinbmios cubicos de Hermite como fungdes de forma, adicionaram o
designado “twist”, obtendo assim a primeira formulagdo conforme de elemento finito
de placa fina conhecida. Este elemento mostrou boa precisao.

Uma vez que o elemento conforme fora atingido, os esforgos direcionaram-se
a melhorar ainda mais a qualidade da aproximacdo da formulacdo em elementos
finitos. Representando uma quebra de paradigma em relagdo aos trabalhos
precursores, as primeiras tentativas nesta dire¢ao, consistiram em utilizar bases de
fungdes nao polinomiais para expansao do espacgo de solugdo, datando do inicio da
década de 1970.

Inicialmente, propds-se a utilizacdo de fungdes n&o polinomiais para
modelagem de campo de tensdes considerando elementos finitos com fraturas.
Nestes elementos, as bases exclusivamente polinomiais de fungdes néo
representavam de maneira satisfatéria o comportamento assintético e, por vezes, até

descontinuo, das tensdes observadas (BYSKOV, 1970). Seguindo na mesma linha,
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outros estudos visaram promover uma representagao mais sofisticada de fenébmenos
nos quais os modelos contivessem singularidades no interior de seus elementos (FIX;
GULATI; WAKOFF, 1973) e, também, a extensao desta representagao aos elementos
finitos isoparamétricos (BENZLEY, 1974). Em outras palavras, em um primeiro
momento, a utilizagcdo destas fungdes nao polinomiais foi empregada para a
modelagem de fenbmenos nos quais algum tipo de descontinuidade ou singularidade
precisava ser representado. Uma verdadeira quebra de paradigmas dentro da
modelagem numeérica via MEF.

Dentro da analise dinamica, esta quebra de paradigma aconteceu de uma
maneira mais sutil. Bardell (1991) utilizou polinbmios de Legendre de alta ordem na
formulacao de funcbdes de forma adicionais para o elemento conforme proposto por
Bogner, Fox e Schmit (1965), designado aqui de Método dos Elementos Finitos
Hierarquico (MEFH) polinomial. Muitos pontos interessantes foram levantados por
Bardell (1991) em seu trabalho a respeito do MEFH: (i) esta abordagem permitia a
insercao de graus de liberdade sem necessidade de refinar a malha de elementos; (ii)
os autovalores relativos as novas matrizes de massa e rigidez possuiam convergéncia
monotdnica por valores superiores; (iii) problemas de autovalores de mesma ordem,
quando solucionados pelo MEFH, conduziam a respostas mais precisas quando
comparadas ao refino h do MEF, demonstrando maior convergéncia e precisao; (iv) a
modelagem de estruturas através de um unico elemento possui vantagens pois torna
desnecessaria a compatibilizacdo das fungdes entre as bordas de elementos
adjacentes. Embora muito promissores os resultados da técnica proposta por Bardell
(1991), a magnitude real da gama de aplicagbes desta técnica apenas ficaria mais
evidente em trabalhos futuros.

A utilizacdo do modelo das placas de Kirchhoff-Love ainda € um objeto ativo
de pesquisas em variadas areas. Marinov e Marinova (2012) estudaram o
desenvolvimento de uma abordagem numérica para estimar a rigidez flexural de
placas modeladas segundo a teoria de Kirchhoff-Love utilizando o Método da
Incorporagao Variacional. O modelo de Kirchhoff-Love também se mostrou atil em
problemas relacionados a estrutura de propagacdo de ondas flexurais em
metamateriais. Aplicagdo realizada por Miranda Jr. et. al (2018), verificando
concordancia entre resultados para analises experimentais, numéricas (via elementos
finitos) e métodos de expansédo foram observados. O interesse em representar

fendmenos mais complexos em placas finas, como a existéncia de rachaduras em
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fendmenos dinamicos e flexurais, também motivou trabalhos na area, como Vilela et.al
(2019). Por fim, uma metodologia recentemente empregada no estudo das placas
finas é o Método dos Elementos Virtuais (MEV). O modelo de Kirchhoff-Love permitiu
conduzir a formulagdo variacional do MEV para o calculo de autovalores e
autofungdes em problemas de flambagem, estudado por Mora e Velasquez (2019) e
estudando o escopo mais geral de aplicagcdo do MEV para este problema, estimativas

mais consolidadas de erro foram desenvolvidas por Feng, Han e Huang (2021).

2.2 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS GENERALIZADOS

Aproximadamente vinte anos apds os primeiros trabalhos relativos a
metodologias enriquecidas fundamentadas no MEF, a utilizagdo de novas fungdes de
forma auxiliares com suporte compacto, compostas pelas fungées convencionais do
MEF, multiplicadas por fungdes de carater nao polinomial, foi proposta e avaliada por
Babuska, Caloz e Osborn (1994). Neste trabalho, os autores nomeiam a formulagéo
proposta de Método dos Elementos Finitos Especial e avaliam sua eficiéncia para a
resolucao, ndo mais de um problema especifico, como feito nos trabalhos anteriores,
mas de toda uma classe de equacgbes diferenciais, os designados problemas elipticos.

Mesmo com resultados mostrando a eficiéncia desta generalizacdo do MEF
para toda essa gama de problemas numéricos, a fundamentagdo matematica tedrica
robusta foi apresentada apenas no ano seguinte, na tese de doutorado de Melenk
(1995), intitulada “On Generalized Finite Element Method”, desenvolvida na
Universidade de Maryland, Estados Unidos. Em sua tese, o autor consolida o método
hoje denominado Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG),
demonstrando que, se um conjunto de fungdes se propéem a ser usado como uma
base para aumentar o espaco de solu¢ao de um problema aproximado do MEF, estas
funcdes de base podem ser obtidas através da multiplicagdo de qualquer fungdo do
tipo particdo da unidade por fungdes polinomiais ou nao polinomiais.

Os métodos que apresentam a expansdo (enriquecimento) da base de
funcdes de forma do MEF também sdo conhecidos como métodos enriquecidos.

Outros métodos enriquecidos também foram propostos concomitantemente
ao MEFG. Poucos anos depois, Leung e Chan (1998) formularam um elemento
fundamentado no elemento proposto por Bogner, Fox e Schmit (1965) com graus de

liberdade ndo nodais obtidos através da multiplicagao de fungdes trigopnométricas por
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particdes da unidade Lagrangeanas de segunda ordem, conhecido como Método dos
Elementos Finitos p-Fourier. Propriedades de convergéncia semelhantes as obtidas
por Bardell (1991) para o MEFH foram observadas, uma vez que o método apresentou
precisao elevada para os modos de vibragdo com numero de semi-ondas menor ou
igual ao numero de semi-ondas da fungdo enriquecedora de maior ordem.

As bases do MEFG apresentadas por Melenk (1995) garantiram que sua
aplicagao fosse estendida para outras areas como, por exemplo:

e Problemas de mecanica de graos (SIMONE; DUARTE; GIESSEN,
2006);

e Problemas vetoriais de eletromagnetismo (LU; SHANKER, 2007);

e Problemas térmicos, como a equacido diferencial do calor
tridimensional (O’HARA; DUARTE; EASON, 2009).

O’Hara, Duarte e Eason (2009) em seu estudo do problema da condugao do
calor, mostraram que a utilizacdo de elementos tri-lineares ou tri-quadraticos e,
portanto, sem enriquecimento, exigiam uma taxa muito elevada de refino para
obtencao de convergéncia e precisao aceitaveis quando comparados aos elementos
enriquecidos. Posteriormente, Babuska e Lipton (2010), publicaram um artigo
intitulado “Optimal Local Approximation Spaces for Generalized Finite Element
Methods with Applications to Multiscale Problems”, no qual provam que as taxas de
convergéncia fornecidas pelo MEFG apresentam ordem exponencial, caracteristica
esta também verificada por Matache, Babuska e Schwab (2000).

De fato, o MEFG representa uma alternativa possivel a resolucido de uma
larga gama de problemas presentes nas mais variadas areas da analise numérica.
Assim como o MEF convencional, o MEFG consegue lidar com problemas de natureza
simples, porém com maior convergéncia, € no que concerne aos problemas mais
complexos, como problemas com descontinuidades, variaveis primarias com
comportamento pouco suave, gradientes elevados e derivadas de alta ordem, o MEFG
se mostra substancialmente mais eficaz para fornecer respostas com grau de preciséo
aceitavel (FRIES; BELYTSCHKO, 2010).

Particularizando a aplicabilidade do MEFG, delimitando-o para um grupo
especifico de equacgdes diferenciais parciais elipticas: os problemas da analise
dinamica de estruturas, Arndt (2009) propés, em sua tese de doutorado, um conjunto
de formulagdes para o MEFG utilizando fungbes transcendentes, destinado a modelar

elementos de estruturas reticuladas, como barras, trelicas planas, vigas e pérticos. O
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autor comparou os resultados obtidos pelo MEFG para o calculo de frequéncias
naturais com métodos analiticos e numéricos, como o MEF convencional e o Método
Composto (ZENG, 1998a, 1998b), confirmando as taxas mais elevadas de
convergéncia esperadas para o MEFG. Entretanto, mesmo com as boas propriedades
de convergéncia, uma aparente limitagdo do MEFG proposto por Arndt (2009) foi
observada. O autor observou precisao elevada da solugao na faixa inicial do espectro
de frequéncias, mas erros consideraveis na avaliacao das frequéncias mais altas do
espectro. Aplicar o MEFG Adaptativo mostrou-se uma alternativa viavel para contornar
este problema, modelando uma frequéncia alvo associada a um determinado modo
de vibrar e melhorando substancialmente a resposta (ARNDT, MACHADO e
SCREMIN, 2010). A resposta promissora evidenciada por Arndt (2009), motivou
trabalhos subsequentes a estenderem e adaptarem estas formulagdes para outros
problemas da analise dinamica de estruturas.

Ainda tratando das estruturas reticuladas, Torii € Machado (2012), estudaram
o comportamento dindmico de barras e trelicas, ndo mais para vibracdes livres, mas
forcadas. Utilizando o Método da Superposicdo Modal e o Método de Newmark
combinados ao MEFG, as respostas confirmaram maior qualidade para o MEFG em
relacdo ao MEF convencional e ao MEFH.

Outros trabalhos concentraram-se em aplicacdes voltadas ao estudo mais
detalhado dos elementos de viga de Euler-Bernoulli, visando ampliar a analise para
condi¢cbes mais complexas de modelagem. Entre eles, destaca-se o uso do MEFG
Adaptativo aplicado em vigas uniformes e n&o-uniformes (ARNDT, MACHADO e
SCREMIN, 2016) e também de enriquecimentos trigonométricos e exponenciais
utilizados para analises elasticas e elasto-plasticas de vigas (SHANG, MACHADO e
ABDALLA FILHO, 2016). Em ambos os casos, os resultados obtidos pelo MEFG foram
superiores aos obtidos pelo MEF convencional.

Apesar da elevada taxa de convergéncia do MEFG observada em diversos
trabalhos, sua eficiéncia, de acordo com Babuska e Banerjee (2012), esta intimamente
ligada a escolha das fungdes de forma que compdem o espago aproximador. Muitas
vezes, tais fungdes podem tornar a base de fungbes enriquecedoras quase
linearmente dependente. Segundo Babuska e Banerjee (2012), esta € a principal
razao de matrizes mal condicionadas serem frequentes em aplicagdes do MEFG.
Visando estudar ainda mais as caracteristicas relativas a estabilidade numérica das

solugdes fornecidas pelo MEFG, alguns pesquisadores dedicaram esfor¢gos para



30

estudar mais a fundo esta questdo, visando propor alternativas que permitissem
contornar o problema da instabilidade numérica, que pode ser mensurada pelo
numero de condi¢gao das matrizes envolvidas na solugao do problema.

Piedade Neto e Proenca (2016) utilizaram matrizes diagonalizadas em
problemas lineares e nio lineares, observando resultados consistentes em termos de
deslocamentos e verificando que tais matrizes permitiam a manutengao da magnitude
dos numeros de condicdo em niveis aceitaveis. Outros dois caminhos alternativos
foram discutidos por Weinhardt (2016) para problemas uni e bidimensionais da analise
dinamica: (i) uma adaptacao do MEFG estabilizado; (ii) um pré-condicionamento
aplicado diretamente sobre as fungdes de forma. Resultados muito satisfatorios foram
observados para ambas as técnicas, controlando a dimensdo dos numeros de
condigao gerados.

Trabalhos ainda mais especificos relacionados ao estudo dos elementos de
barras, trelicas e vigas do MEFG permitiram elucidar alguns pontos muito importantes
na analise dindmica de estruturas. Debella (2018) propds uma condensagéo da matriz
modal de forma a eliminar os modos aproximados de maneira pobre e, para tornar a
analise ainda mais precisa, mensurando a influéncia de cada modo na resposta
transiente para aplicacdo do MEFG Adaptativo tendo como alvo o modo mais
influente. A autora concluiu que as respostas do MEFG podem ser ainda melhores se,
na analise transiente, apenas os modos mais predominantes forem utilizados na
composi¢cao da matriz modal.

Malacarne (2018) aplicou o indicador de erro de Friberg para nortear
enriquecimentos seletivos em barras, trelicas e vigas. Ja Cittadin (2020) estudou a
aplicagao do indicador de Friberg para promover enriquecimentos seletivos de malhas
na analise dindmica envolvendo estado plano de tensdes e de deformacoes.

Fica evidente que muitos sdo os trabalhos e promissores sdo os resultados
do MEFG na analise dindmica de estruturas até o momento. O presente trabalho,
portanto, se propde a ampliar ainda mais os horizontes da aplicagdo do MEFG na
analise dindmica de estruturas, voltando-se para o estudo de fendmenos flexionais

em elementos bidimensionais: as placas de Kirchhoff-Love.
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3 FORMULAGAO MATEMATICA

Modelar matematicamente o problema de interesse é essencial para
fundamentar qualquer analise, pois, antes de tudo é preciso entender o fenébmeno que
se pretende estudar. Portanto, a presente secéo € destinada a descrever a formulacéo
matematica do problema de vibragao livre de placas de Kirchhoff-Love.

A modelagem matematica do problema seguira duas etapas principais.
Primeiramente, através do formalismo Lagrangeano, a equacdo diferencial sera
deduzida, para depois, segundo a aplicacédo da hipotese da separagao das variaveis,

o problema de autovalores e autofungdes surgir.

3.1 O MODELO DE PLACAS DE KIRCHHOFF-LOVE

Placas planas sao corpos solidos de faces planas para os quais duas de suas
dimensdes sdo substancialmente maiores do que uma terceira e cujas solicitagdes
externas sao, preponderantemente, carregamentos transversais, aplicados na diregéo
do eixo de menor dimens&o, a chamada espessura h. Estes carregamentos, quando
aplicados, d&o origem a respostas mecanicas de flex&o.

Convencionalmente, adota-se a diregdo e;, como eixo que orienta a menor
dimensdo da placa. Por hipdtese, na direcdo de e;, as deformagdes normais (e3)
resultantes podem ser consideradas suficientemente pequenas, ou seja
(TIMOSHENKO; KRIGER, 1989):

eg~0=>05=0 (3.1)

sendo o3 a tensdao normal na diregdo de e;.

Apoiadas nesta hipotese fundamental, duas das diversas abordagens tedricas
destinadas a fornecer uma modelagem matematica de uma placa s&o: a teoria de
Kirchhoff-Love e a teoria de Reissner-Mindlin. Essas teorias sdo chamadas teorias de
ordem inferior e se diferenciam, fundamentalmente, na magnitude atribuida as
distor¢des angulares observadas nas sec¢des transversais da placa.

Para a teoria de Kirchhoff-Love, também conhecida como teoria de placas

finas, as deformacdes causadas pelo cisalhamento podem ser tomadas como muito
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pequenas, mantendo as seg¢des da placa praticamente planas na configuragao
deformada. Desconsidera, portanto, qualquer influéncia do fenbmeno empenamento.

O que se observa, entretanto € que, a medida que a espessura da placa
modelada cresce, o modelo proposto por Kirchhoff-Love torna-se pouco
representativo. Isso acontece, geralmente, quando a rigidez ao cisalhamento se torna
grande em comparacao com a rigidez a flexao. Nestes casos, as distorcdes causadas
pelos esforgos cisalhantes ndo podem mais ser desconsideradas. Fato este que
justifica o desenvolvimento de outro modelo, o modelo de Reissner-Mindlin.
Hierarquicamente superior ao modelo proposto por Kirchhoff-Love, ele introduz as
deformacgdes provocadas pelo cisalhamento em sua formulagao e, portanto, conduz a
equacoes diferenciais mais sofisticadas e complexas. A complexidade nem sempre
deve ser considerada como uma vantagem ou desvantagem no processo de
modelagem matematica. Os aspectos praticos envolvidos em sua resolugao, muitas
vezes, podem determinar a escolha de um dado modelo em detrimento de outro.
Problemas complexos quase sempre significam solugdes mais complexas. Portanto,
0 caminho mais prudente € sempre avaliar a aplicagao e, para os casos em que a
utilizacdo de modelos mais simples fornecer resultados semelhantes a utilizagao de
modelos mais complexos, optar pela aplicacdo dos modelos mais simples.
Exatamente isto é o que se observa em relacédo a modelagem de placas. A medida
em que a espessura se torna baixa, os resultados fornecidos por ambas as
abordagens se tornam proximos, n&o justificando, pois, a utilizagdo do modelo mais
complexo, proposto por Reissner-Mindlin. Por estes motivos, o presente trabalho se
concentrou na abordagem tedrica das placas finas. A Figura 1 ilustra uma

representacdo do modelo de placas finas com h sendo a espessura da placa.

FIGURA 1 — llustracao de placa fina.

FONTE: Adaptado de Bardell (1991).
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Isotropia e regime elastico linear também foram tomados como hipoéteses,
tornando permitida a aplicagao do principio da superposigcao dos efeitos. Por fim, as
tensdes observadas na configuragéo deformada séao consideradas como aplicadas na
configuragdo indeformada, pois a peg¢a encontra-se em regime de pequenos

deslocamentos.
3.2 EQUACAO DE EULER-LAGRANGE

Este tépico se destina a descrever o processo de obtencdo da equacgao
diferencial governante seguindo o formalismo Lagrangeano, uma abordagem
totalmente em termos de coordenadas generalizadas e energia (DYM e SHAMES,
2013).

Inicialmente, sédo discutidos os fundamentos desse formalismo, aplicando o
Principio da Minima Agéao (Principio de Hamilton) no funcional de energia da placa. A
aplicagao deste principio, por sua vez, conduz a Equacéao Diferencial mais importante
da mecanica analitica Lagrangeana: a Equacao de Euler-Lagrange. Posteriormente,
através da resolugcdo desta equacgao, a formulagdo convergira para a equagao
diferencial particular das placas de Kirchhoff-Love.

Considere que w":R3 - R representa a fungcdo que descreve a posicdo
vertical de uma dada particula vinculada a linha neutra da placa, em algum instante
de tempo t, associada a uma posi¢cao no plano xy. Genericamente, &€ possivel realizar
uma aplicagdo matematica na fungdo w’, em suas variaveis independentes e em suas
derivadas, associando a estes termos um dado numero real.

Seja I1;: H = R, um funcional definido por (DYM e SHAMES, 2013):

1, = deQ (32)

onde H representa um espaco de Hilbert, ou seja, o dominio de aplicagao do funcional
e o diferencial dQ € igual a dQ,dt, representando dominio relativo a posigao da placa
multiplicado pelo dominio do tempo, respectivamente.

Funcionais sao estruturas matematicas de extrema importancia no formalismo

Lagrangeano. Caso a fungdo £ seja composta representando a diferenca entre a
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energia cinética e potencial acumulada por uma dada particula, entre duas
configuragdes distintas observadas, a fungao £ recebe o nome de Lagrangeana do
sistema.

Devido ao principio de Hamilton, sabe-se que, embora existam,
supostamente, infinitas maneiras possiveis, para um sistema ou particula ir de uma
configuracao para outra, fisicamente, o sistema o faz sempre da mesma forma. Este
principio desempenha o papel central na mecanica analitica. Conhecido também
como principio da minima agéao, ele enuncia que a natureza € “econdmica” em seus
processos, sempre realizando mudangas de configuragdo em sistemas visando o
caminho que minimize a Lagrangeana acumulada (também chamada de ag&o) entre
os estados finais e iniciais de um dado fenébmeno (DYM e SHAMES, 2013).

O ponto de partida é supor que exista uma fungao, a principio desconhecida,
definida no interior do dominio de aplicagao do funcional, que minimize I1,, atendendo
simultaneamente a todas as imposicdes existentes no contorno. Dentro deste
contexto, define-se como caminho possivel, qualquer funcdo que descreva uma
mudanca de configuragao do sistema e esteja ligada ao caminho minimizador por
(DYM e SHAMES, 2013):

w =w+ey (3.3)

sendo y: R®* - R, uma fungdo chamada de caminho admissivel e ¢ € R um parametro
real associado a essa fungdo. Para que as condi¢gdes de contorno sejam atendidas,
w' =wemT, sendo I' o contorno do problema. Tanto o caminho admissivel, quanto
suas derivadas parciais sdo nulas em I', para garantir que a condi¢édo de minimo seja
atingida somente em w.

Uma vez fixas as fungbes w e s, transforma-se o funcional em uma fungao

escalar da forma:

M, =1, (¢) (34)

Se e = ¢, e [I; é escrito em uma série de Taylor centrada em g, (ASSAM,
2008):
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(3.5)

() = I (g) + Z e s") [aalzfl

Por hipbtese, o comportamento do funcional sera analisado nas proximidades
de g, = 0, pois & quando o caminho possivel coincide com o caminho estacionario. E

possivel perceber que, para que I1; tenha extremo local em ¢, = 0, é suficiente que:

[anl (3.6)

800

A fungédo Lagrangeana é, por definicdo, uma aplicagdo matematica sobre a

funcdo w' e suas derivadas. Do teorema do diferencial total (GUIDORIZZI, 2018):

oL (3.7)

df = dw ij

i=xy,t i=xy
j=xy

Uma vez que a derivacdo parcial em relacdo a ¢ € um operador linear,

observa-se que:

o1, oL .
el [, e oY

68 8020

Cada uma das parcelas que compdem a variagdo da Lagrangeana em relagéo
ao parametro & possui um fator proveniente de uma variagdo da propria fungdo w’, ou
de alguma de suas derivadas. Considerando w’; como a derivada de primeira ordem

de w' emrelacdo a i, e w';; a derivada sequnda cruzada de w' emrelacdoaie j, tem-
ij ]

se (DYM e SHAMES, 2013):

aL 613 Z Z 6£ (3.9)
ds aw ow'; ow

i=xy,t i=xy
j=xy
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Retornando a expressao inicial (Eq. (3.7)), a variacdo da Lagrangeana
centrada no ponto € = 0, faz a fungdo w' coincidir com o caminho estacionario w, bem

como todas suas derivadas. Percebe-se entdo que a seguinte integral deve ser nula:

(3.10)

ﬁf L Y X +26£ \|dddt—0
i=x,y,t i=xy
j=xy

Com a expressao reescrita em termos do caminho estacionario w, torna-se
necessario, pois, estabelecer condigbes para que a determinagdo de w néo esteja
vinculada a escolha da fungdo admissivel . As restrigdes de continuidade sobre o
caminho admissivel | devem ser transferidas para o caminho estacionario juntamente
com imposigdes relativas ao comportamento do caminho admissivel no contorno de
integracdo (DYM e SHAMES, 2013).

Aplica-se entdo a Primeira Identidade de Green em todas as derivadas de
primeira ordem da expresséo, seguida de duas aplicagbes em todas as parcelas com

derivadas segundas. Agrupam-se os termos semelhantes e obtém-se:

(3.11)

2
- 00 5 e o

i=xy,t 1=Xxy
j=xy
+sz)‘8£ +6L61|J d (oL _0
i=xy,t ] j T
j=xy

Por hipoétese, tanto a fungao  como todas as suas derivadas parciais devem

ser nulas em todo e qualquer ponto do contorno T, reduzindo a expressao a:

/ \ (3.12)
j oL 2 6(6£)+Z 0% (oL | pda.de = 0
ow  Zu 0i\ow;/ L. 0i0j\dw; bdfdpde =
1=xy,t 1=Xy
j=xy /



37

Para que a Eq. (3.12) seja verdadeira para toda escolha possivel de {, é

suficiente que (DYM e SHAMES, 2013):

oL z 0(6£)+Z 0% (oL o (3.13)
ow Ly di\ow;)  Zu 0idj\dw;)
i=x,y,t i=xyy
j=xy

Equacdo (3.13) é conhecida como equagao de Euler-Lagrange para o

problema de vibracao de placas de Kirchhoff-Love.
Define-se a Lagrangeana em termos energéticos (DYM e SHAMES, 2013)

Ccomo.
L = E¢in — Epot (3.14)

onde E., € a energia cinética e E,,. a energia potencial. Petyt (2010), descreve a

energia potencial elastica da placa de Kirchhoff-Love em fung¢do da rigidez flexional D

na forma:

Do h3E (3.15)
T 12(1 = v?)

onde E representa o modulo de Young, h a espessura da placa, tida como constante
em todo o dominio e, por fim, v o coeficiente de Poisson. Segundo Petyt (2010), a

energia potencial € dada por:

D D D/1—v 3.16
EpOt = E ZVWXXWyy + E z W121 + E( > ) z Wijoi ( )
i=xy i;]'_=7f,y
i#j
enquanto a energia cinética é dada por (PETYT, 2010):
h
Ecin p?wtz (317)

sendo p a densidade da placa, h a espessura e w; a primeira derivada temporal de w
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Desta forma, basta avaliar cada uma das oito parcelas da equacgao de Euler-

Lagrange (Eq. (3.13)) baseada na composi¢cao da Lagrangeana, comegando por:

6_13 _ (3.18)
ow

Das Eq. (3.16) e Eq. (3.17) percebe-se que a Lagrangeana do sistema nao é
funcao direta do caminho minimizador w, logo a sua derivada parcial € nula. Pelo
mesmo motivo, a segunda e terceira parcelas de derivadas parciais sao igualmente
nulas. A Lagrangeana, portanto, independe, também, das derivadas espaciais de

primeira ordem de w:

3(01:)_0 (3.19)
ox\ow,/
0 (0oL (3.20)
—(—)=0
dy \ow,,
para a quarta parcela:
0 /0L (3.21)
3 () = P

Analisando as parcelas das derivadas de segunda ordem de w em relagao a

uma unica variavel observa-se que:

02 ( oL )_ D(64w do*w > (3.22)

ax2 Wy ox* TV 0x? dy?

analogamente, pode-se escrever que:

0% [ oL do*w o*w (3.23)
— =D +v
dy? \ 0wy, dy* 0x? dy?

Por fim, as derivadas cruzadas, utilizando o Teorema de Schwarz
(GUIDORIZZI, 2018) sao iguais a:
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02 [ oL d*w (3.24)

=D(1—Vv)|————

0x 0y \ Owyy 0x? dy?
0> ([ oL o* 3.25
=D(1 - V) (om0 (3.25)

dy 0x \ Owyy 0x? dy?

substituindo na Equacgao de Euler-Lagrange (Eq. (3.13)), obtém-se:

N b d*w N o*w s o*w £ 21— ) o*w — 0 (3.26)
PiWe dy* = 0x* V\ox2 dy? Y\ oxz ay2) )

que pode ser escrita de forma compacta como:

h
%th + V4W = 0

(3.27)

a Eq. (3.27) corresponde a equacao diferencial que descreve a vibracgao livre de placas
de Kirchhoff-Love.

3.3 PROBLEMA DE AUTOVALORES E AUTOFUNCOES GENERALIZADO

Com a equacgao diferencial em maos (Eq. (3.27)), € necessario supor uma
hipétese acerca da solugédo, conhecida como hipétese da separacéo de variaveis,

para que o problema de autovalores possa ser extraido (LEISSA, 1969):

w = cos(At) P (3.28)

com A € R. De acordo com esta hipotese, o campo de translagdes w pode ser descrito

através de um produto de duas funcdes. A primeira delas, representa uma funcao

essencialmente temporal, responsavel por atribuir o carater e comportamento

periodico a w. O segundo fator, ®:R* -» R, € fungio exclusiva da morfologia de

translagdo associada a cada um dos pontos (x,y) da linha neutra da placa.
Substituindo a Eq. (3.28) na Eq. (3.27), obtém-se:
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h

As fungbes @ sdo, portanto, autofungdes relativas a V* e associadas a

h
autovalores da forma A2 %.

3.4 SOLUCOES PARA O PROBLEMA DE AUTOVALORES

Encontrar solugdes analiticas para o problema de vibracao livre de placas de
Kirchhoff-Love tem se mostrado, desde os trabalhos precursores (POISSON, 1829;
TIMOSHENKO, 1937; RAYLEIGH, 1945), um verdadeiro desafio. De uma maneira
geral, a maior dificuldade intrinseca a este problema reside no fato de, muitas vezes,
a formulacdo de uma expressao matematica para os modos de vibrar que permita
satisfazer as equagdes governantes do problema de autovalores nao ser algo simples.
Este fator, por sua vez, justifica o grande numero de esforgos empregados na
obtencdo de metodologias aproximadas com precisdao adequada (BIANCOLINI,
BRUTTI e RECCIA, 2005).

Dentre as metodologias aproximadas, talvez a mais importante ao longo da
historia tenha sido o Método de Ritz e, desde que as primeiras foram propostas,
pesquisadores tém focado seus estudos em fornecer outras alternativas para lidar
com este problema. Gorman (1995; 2005) utilizou uma solugdo em séries através do
Método da Superposi¢cao, no qual os modos de vibrar eram assumidos como séries
trigonométricas e hiperbdlicas. Kshirsagar e Bhaskar (2008) propuseram uma
inovacado no Método da Superposicdo de Gorman (1995) através do uso de
expressbes caracteristicas de Levy em sua forma fechada, para simplificar a
resolugao.

Fundamentadas na Teoria de Germain-Lagrange, também surgiram tentativas
baseadas em métodos variacionais, como por Filipich e Rosales (2000). Com o intuito
de utilizar a abordagem variacional para modelar condigdes de contorno mais
complexas, Seok, Tiersten e Scarto (2004) observaram que ao combinar condi¢des
de contorno ao longo da placa e aplicar uma metodologia semelhante a de Filipich e
Rosales (2000), problemas com placas do tipo cantiléver tinham as condi¢cbes de
deslocamentos satisfeitas analiticamente e as demais condi¢des de contorno nas
bordas satisfeitas variacionalmente.
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Por fim, alguns pesquisadores, comeg¢ando por Ouyang e Zhong (1993),
depois por Bao e Deng (2005) e Zhong e Zhang (2006), propuseram uma metodologia
alternativa baseada em um modelo de equacéo diferencial diferente: O Método Dual
de Hamilton. O Método Dual de Hamilton consiste em uma proposta na qual as
solucdes sao modeladas através de expansdes simpléticas de autofungdes ao invés
de utilizar formas fechadas em espacos euclidianos. Algumas destas Equacgdes
Diferenciais Duais de Hamilton sdo elencadas em Cen et al. (2005). Descrever um
sistema mecanico através de uma abordagem simplética permite obter solugbes
analiticas para diversos problemas que, devido as suas limitagbes, nao podiam ser
resolvidos pela abordagem euclidiana. Portanto, a utilizagdo de um espag¢o nao-
euclidiano, em uma abordagem puramente energética, permite um nivel de abstragao
maior, ampliando o tratamento de problemas da dinamica e conduzindo a uma maior
gama de equacbes de frequéncia. A unica limitagdo envolvida na formulagao
simplética € a exigéncia de que duas das bordas paralelas da placa fina
obrigatoriamente sejam simplesmente apoiadas (LIM et al., 2009).

Neste trabalho serdo utilizadas todas as equacdes de frequéncia obtidas por
Lim et al. (2009) para o calculo dos valores analiticos em diversas condi¢cbes de
contorno, respeitando a limitacdo do método. Os valores de referéncia utilizados para
estabelecer a analise de convergéncia dos métodos numéricos aqui estudados serao,
portanto, extraidos de formulagdes fundamentadas na elasticidade simplética.

Os principais pontos relativos aos principios da formulagdo Hamiltoniana em
espacos simpléticos estdo expostos no APENDICE deste trabalho. Para maiores

detalhes a respeito desta abordagem, ver Yao, Zhong e Lim (2009).
3.5 FORMULACAO VARIACIONAL E FORMA FRACA

Na construcédo dos métodos numéricos para solu¢cao do problema de vibracao
livre de placas de Kirchhoff-Love, o objetivo &€ converter um problema inicialmente de
autovalores diferencial (Eq. (3.29)) em um problema de autovalores algébrico da

forma:

h
(k-2Em)u=0

(3.30)
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onde as matrizes K e M relacionam-se ao operador linear aplicado a ®. O vetor u
representa os graus de liberdade do sistema em coordenadas generalizadas.

Existem duas maneiras possiveis de chegar a essa aproximagéo: obtendo a
resolugcao aproximada da equacgao de Euler-Lagrange (Eq. (3.13)) ou aproximar a
solugao da propria equacéo diferencial (Eq. (3.29)). O presente capitulo destina-se a
descrever o procedimento para aproximar o problema pela primeira via.

Para que uma formulagdo em elementos finitos possa ser desenvolvida, o
problema precisa fornecer uma equacgéao integral em uma forma chamada de “fraca”,
isto é, com restricées de continuidade iguais em todas as fun¢des envolvidas.

Esta metodologia tem seu ponto de partida na fungao lagrangeana do sistema,

escrita de maneira genérica como (adaptado de Petyt, 2010):

£ =2 (w2 (Ew)™D(ew) (3:31)

particularizando para o problema das placas finas:

92 82 202\ (3.32)
- <6X2 "dy?’ 0x 6y>

a matriz D, chamada de matriz constitutiva, € dada por (PETYT, 2010):

D Dv 0 (3.33)
D= Dv D 0
- 0 0 D(1—-v)
2

Propondo uma maneira aproximada de escrever o campo de translacbes w,
em uma particédo ; denotada por w, substitui-se a expresséo do funcional de energia,

particularizando a aplicagdo. Construindo um funcional local ﬁ1ii

My; = %f(ph(v‘vt)z - (t’v‘v)TD({’v—v))in (3.34)

Supdem-se, por hipotese, que a solugcao aproximada w € da forma:
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w=wlg (3.35)
sendo w o vetor de fung¢des temporais do tipo:
w = cos(At)u (3.36)

ou seja, wi: R = R, e u 0 vetor de constantes associadas ao vetor ¢, que aproxima e
distribui de maneira local o comportamento espacial das translagdes verticais ®. Se

¢@;: R? - R com @; = ¢;(x,y), entdo:
@, = wT (3.37)

onde w; representa a derivada temporal do vetor w.

Substitui-se estas consideragdes na expressao do funcional local aproximado
(Eq. (3.34)), e entdo ela é expandida em relacdo ao produto matricial que descreve a
energia potencial aproximada. Por fim, manipulando os limites de integracao, sabendo

que dQ; = dxdydt, obtém-se:

_ ph [t D [t (3.38)
I, = t thMiwtdt_E : wTK;w dt
0 (0]

fazendo o diferencial relacionado a posi¢ao igual a dQp; = dxdy, torna-se possivel
aplicar os limites de integracéo. A matriz M;, relacionada a energia cinética da placa

pode ser obtida por:

M, = j(p(pT dQy,; (3:39)

e K; a matriz relacionada a energia potencial:



44

D D 3.40
Ki = E.l- 2V(pyy(plxdﬂpi + E Z f‘pii(p'ili‘dﬂpi ( )

i=xy

D/1—v T
+2(57) 2 [ enetan

Lj=xy
i#]j

O funcional de energia local ﬁli pode, por fim, ser expresso em termos

unicamente da variagcado dos vetores w e w;:

Nesta formulacéo as entradas variam unica e exclusivamente em relagcdo ao
tempo. Em outras palavras, o continuo passa a ser caracterizado através de um
nuamero finito de particulas, caracterizadas em w e em suas velocidades w,. Petyt
(2010) também se vale desta formulagdo, que conduz a uma formulagao aproximada

da Equacéo de Euler-Lagrange na forma:

oL 0 (dL (3.42)
ow 0Ot

ow;

A primeira parcela da equagao de Euler-Lagrange para o movimento das

particulas é equivalente a:

6_L —EK-W (3.43)
ow 2!

enquanto a segunda parcela é igual a:

9] < (’)f) 1 (3.44)

—— =) = —ZphM:
at\aw, 2 P¥iWe

substituindo as Egs. (3.44) e (3.43), na Eq. (3.42), obtém-se:
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1
— 5 (phM;wy; + DKjw) = 0 (3.45)

Por fim, pela definicdo do vetor w, efetuando as derivadas temporais e

simplificando a expresséo da Eq. (3.45) obtém-se:

h

formulando assim o problema de autovalores e autovetores relativo a cada uma das i-
ésimas particdes do dominio de aplicagao da equacao diferencial.

O capitulo seguinte é destinado a apresentar brevemente uma construgéo dos
vetores de funcdes de forma para o MEF convencional e para as chamadas
metodologias enriquecidas. Os vetores de fungdes de forma, por sua vez,

determinaréo a composicao das matrizes da Eq. (3.47).
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4 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS E METODOS ENRIQUECIDOS

O presente capitulo é destinado a discutir aspectos praticos da formulagao e
alguns conceitos envolvidos na modelagem do problema de vibragao livre de placas
de Kirchhoff-Love via elementos finitos. Cada uma das modelagens utilizadas se
diferenciara, basicamente, quanto a escolha das fungdes de forma que comporao o
vetor ¢, uma vez que estas determinarao a composicao de diferentes matrizes K; e
M;.

4.1 ASPECTOS PRATICOS GERAIS

Para as metodologias fundamentadas em elementos finitos, os valores da
variavel de interesse sdo expressos em funcdo dos valores calculados em alguns
pontos especificos das particdes do dominio, designados de nos (PETYT, 2010).

Sendo Q, o dominio de aplicagdo da equagédo integral na forma fraca,
definem-se como particoes, ou elementos finitos, de Q, os conjuntos Q; para os quais

duas proposicdes sao verdadeiras:

n 4.1)
| Joo =9,
i=1

(i) V p1,p2 € Qpi,a ER = ap; + (1 — a)p, € Qp; (4.2)

Ou seja, a uniao de todos estes conjuntos € igual ao dominio e os conjuntos
ndo compartilham pontos, ou seja, o conjunto O, € a soma direta de suas parti¢oes,
todas convexas. Este processo de discretizacdo do dominio em elementos constitui a
chamada malha de elementos finitos e, para o caso bidimensional, consiste na divisao
de Q, em n quadrilateros convexos Q,; (PETYT, 2010).

Por definicdo, qualquer ponto da placa pode ser alocado de maneira suficiente

através de um sistema de coordenadas (x,y) € Q,, onde:

Qp = [0,L,] X [0, Ly] (4.3)
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Representar um ponto qualquer da placa utilizando de suas coordenadas
(x,y) significa representar esse ponto no sistema de coordenadas global.

Mesmo sendo uma forma muito intuitiva de se pensar a representagao dos
pontos de um dominio, em termos praticos, essa metodologia pode n&o ser viavel.
Optar por uma representagao alternativa € uma técnica observada desde os trabalhos
precursores (BOGNER, FOX E SCHIMIDT, 1965). Outros trabalhos consagrados
também se utilizaram deste artificio, como Bardell (1991) e Leung e Chan (1998).

A representacdo dos pontos através de um sistema unico e global de
coordenadas possui algumas limitagées, como dificultar o processo de integragao
numérica para obtengcdo das matrizes de massa e de rigidez do problema. O
procedimento alternativo utilizado consiste, portanto, em estabelecer um sistema de
coordenadas interno para cada elemento, designado sistema local de coordenadas
adimensionais. Uma vez definido, cada ponto sera entdo alocado em relacdao a sua
posicao interna no elemento em que ele esta contido, uniformizando, de maneira muito
conveniente, os limites de integracédo (PETYT, 2010).

O sistema de coordenadas adimensionais sera descrito para o caso de

elementos retangulares. Para estes casos, cada elemento (,; pode ser entendido

como um retdngulo de base 2a; e altura 2b;. No interior de cada uma destes

retdngulos, define-se um sistema adimensional de coordenadas locais (§,n) tal que:

_ X (4.4)
3 2
_Y (4.5)
n b,
e o diferencial de dominio, dQ;, para placas planas é:
dQp; = dxdy (4.6)

E possivel expressar o diferencial de dominio df,;, em termos do sistema local

piv

adimensional através do Jacobiano, na forma:

_0xy) (4.7)
d.Qpi = mdzdn
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sendo % o médulo do determinante da matriz jacobiana entre os dois sistemas de

coordenadas. Para a presente aplicagao o valor do determinante da matriz jacobiana

€ igual a:

0(xy) _ b (4.8)
agn)

Torna-se necessario, portanto, que os operadores diferenciais envolvidos também

sejam reescritos no novo sistema:

9 10 (4.9)
0xl gl 0
9 10 (4.10)
oyl pon

Estabelecidos os principais conceitos relativos ao sistema local adimensional
de coordenadas, o proximo passo € elencar os dois critérios relativos a escolha das
fungdes utilizadas para compor a base do espago de aproximagao ¥. Uma vez
atendidos, estes critérios garantirdo a convergéncia para a solugéo analitica.

Existem dois critérios que devem nortear a escolha das funcgdes de forma que
comporao o vetor ¢: o Critério de Completude e o Critério de Conformidade. Definir
as funcdes de forma de maneira que tais condicbes sejam atendidas é de extrema
importancia para uma modelagem numeérica satisfatoria.

Para que um elemento seja dito completo, suas fungbées de forma devem
possuir todos os termos polinomiais até a maxima ordem da derivada presente na
equacgao integral governante da formulagdo na forma fraca. Esse é o critério que
considera o elemento de maneira isolada. Fisicamente, caso os graus de liberdade
estejam associados a deslocamentos de alguma natureza, a modelagem deve,
obrigatoriamente, conseguir representar satisfatoriamente estados de tensdes
constantes e deslocamentos de corpo rigido.

Por outro lado, define-se como elemento conforme um elemento que possua

continuidade de suas fun¢des de forma dos graus de liberdade, e de suas derivadas,
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nas interfaces com elementos adjacentes em até uma ordem inferior ao maximo grau
observado na formulagédo da equacao integral em sua forma fraca (PETYT, 2010). No
presente trabalho, apenas formulagdes que conduzam a elementos conformes e

completos foram utilizadas.
4.2 FORMULACAO DO ELEMENTO FINITO CONFORME

Definidos os conceitos relativos a conformidade a a completude, a abordagem
do MEF utilizada nesse trabalho é a do elemento conforme proposto por Bogner, Fox
e Schmit (1965). Existem diversas outras formulacbes e geometrias de elementos
finitos voltados para o problema de placas: elementos triangulares, elementos com
varios nos, elementos paramétricos, entre outros. No presente estudo, entretanto,
todos os enriquecimentos serao propostos visando enriquecer e ampliar o espago de
solugao do elemento CR, visto que esta é a formulagdo mais simples a satisfazer a
conformidade.

O elemento conforme de placas, também designado Elemento CR (BOGNER,
FOX e SCHMIDT, 1965) pode ser representado pelo esquema da Figura 2. Entre

parénteses estdo indicadas as coordenadas locais de cada um dos nds do elemento.

FIGURA 2 — Esquema do elemento conforme de quatro nds.

(1,1) E‘ (1,1)
[ . ]

&

v ]

L
(41,41 |:' (1.-1)

FONTE: o autor.

Afim de aproximar a solugdo do problema de autovalores da Eq. (3.29),
propdem-se que a funcdo ® seja aproximada por ®ygr NO interior de cada um dos

subdominios Q.
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Como definido na Eq. (3.28), ® representa a componente espacial da
translagédo vertical de uma placa fina sujeita a vibragdes livres. Nas metodologias
baseadas em elementos finitos, parte-se da premissa de aproximar os valores desta
funcéo através de uTg. O vetor u é conhecido como vetor de graus de liberdade e
representa, como ja mostrado anteriormente, valores pontuais de ®ygr calculados nos
nés do elemento.

Para atingir a formulagao conforme, Bogner, Fox e Schmit (1965) propéem o
a utilizacdo de quatro graus de liberdade em cada nd, utilizando um grau de liberdade
designado “twist”. Diferenciando-se da proposta de autores anteriores, o “twist’
representa uma parcela relativa as agdes produzidas pelo momento volvente.

Considerando isso, o vetor de graus de liberdade do elemento conforme é:
u= (er eXll eyli eZl' ey Wy, eX4-' 9y4f 624)T (731 )

os graus de liberdade w; representam as translagdes verticais do j-€simo no. As
rotacbes 0,;, 0y; € 6, sado as rotacbes em torno de eq, e, e ez, respectivamente
(PETYT, 2010).

Assim como observado em vigas de Euler-Bernoulli, as rotagbes em placas
sao acopladas as translagdes verticais e tidas, consequentemente, como graus de
liberdade no calculo da solugdo aproximada. As fungdes de interpolacdo adotadas
para compor o vetor ¢ sado obtidas através da multiplicagdo dos polindmios cubicos
de Hermite (as mesmas funcdes unidimensionais utilizadas para elementos de viga
de Euler-Bernoulli) em duas dire¢des, dados por (PETYT, 2010):

1
fy5(c) =Z(2+3aja—a].a3) (4.11)

ij(O() Zé(—()(j —O(+O(]-O(2 +(x]-3) (412)

onde os valores de o; correspondem as coordenadas dos nds do elemento, tanto no
sentido horizontal, quanto vertical. O valor ] representa o jacobiano entre os sistemas
de coordenadas, relativo ao eixo em questao. Graficamente, as funcbes de Hermite
utilizadas para obter todas as entradas do vetor de fungdes de forma estédo

apresentadas na Figura 3.
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FIGURA 3 — Polinémios Cubicos de Hermite. (a) f1(-1); (b) f1(+1); (c) f2(-1); (d) f2(+1)
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0
02 \_/
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Fonte: o autor.

Na formulagédo conforme do MEF a solugao € aproximada por:

Dygr = z z E(fki(z)fkj(n))uijk (4.14)

i=—1,1j=—1,1k=1,2

onde u;j, sao os valores dos graus de liberdade associados ao i-€simo no e as k-ésima

e j-ésima fungdes de forma 1D.

Com a composicao do vetor de fungdes de forma do elemento CR em maos,
€ possivel estruturar o problema de autovalores e autovetores desejado. Substituindo
a Eq. (4.14) no calculo da integral da Eq. (3.39), torna-se possivel determinar o valor
de cada uma das entradas da matriz de massa local. O mesmo vale para a formulagao
da matriz de rigidez local, definida na Eq. (3.40).

Entretanto, resolver o problema de autovalores e autovetores generalizado
apenas no interior dos elementos nao suficiente. Para que a aproximagao da solugao
seja valida, € necessario que a solugao seja aproximada e compatibilizada em todo o

dominio Q,. Mediante esta condigao, surge a necessidade de estruturar o problema
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de autovalores e autovetores em todo o dominio. O processo consiste em, através da
utilizagcdo de n problemas de autovalores locais, agrupar os termos semelhantes,
relativos aos graus de liberdade compartilhados por dois ou mais elementos e assim
compor um problema global de autovalores a autovetores. Somam-se entdo as
entradas relativas aos mesmos graus de liberdade e, por fim, constrdi-se o problema

global de autovalores e autovetores:

A?ph 4.16
<KG_ P MG)'“G=0 ( )

com Kg, Mg € R™ e ug € R". As matrizes K e Mg representam, respectivamente, as
matrizes globais de rigidez e massa, enquanto que ug designa e vetor de graus de

liberdade global.

4.3 METODOS ENRIQUECIDOS

Considerando o espago aproximado gerado pelas fungbes de forma do
elemento CR, o conceito de enriquecimento consiste em uma técnica de ampliagao
deste espacgo. Adicionando novas fungdes ao conjunto de fungdes de forma inicial,
novos graus de liberdade sao adicionados ao sistema. Estes novos graus de liberdade
sdo parametros sem significado fisico intrinseco, que visam apenas melhorar a
solugao fornecida pelo MEF.

Uma pratica que demonstrou bons resultados em problemas 2D é realizar este
enriquecimento da solugao apenas adicionando os novos graus de liberdade no
interior dos elementos ou em bordas compartilhadas por dois elementos adjacentes
(TORII, 2012; CITTADIN, 2020). Desta forma, o processo de imposi¢cao das condi¢des
de contorno sofrera poucas alteragbes quando comparado a formulagao original do
MEF, facilitando sua implementacdo computacional e compatibilizagao interna dos
graus de liberdade. Outro detalhe importante € que, devido a natureza fisica do
problema modelado, a inser¢do de fungdes que nio garantam continuidade C! nas
interfaces dos elementos nao é viavel, ocasionando resultados nao convergentes.
Portanto, apenas funcdes 1D com valores nulos e derivadas nulas no contorno foram

utilizadas para compor os enriquecimentos. Desta maneira, o enriquecimento nao
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interfere na continuidade dos graus de liberdade de rotagdo aproximados nas

interfaces dos elementos.

4.3.1 Fungdes enriquecedoras

Assim como na obtencéo das fung¢des de forma do MEF convencional, os
enriquecimentos sio obtidos através do produto de duas fung¢des de forma 1D. Caso
uma das duas fungdes 1D utilizadas seja relativa a formulagao original do MEF e a
outra uma funcao 1D atenda as exigéncias descritas acima (nula com derivadas nulas
nos nos), a funcao resultante sera associada a um parametro designado grau de
liberdade “borda”. Os graus de liberdade “borda” sdo associados a fungbes com
suporte apenas em dois elementos adjacentes. Relacionam-se, portanto, a um
enriquecimento que visa aprimorar a solugao na interface dos elementos. Um bom
esquema da compatibilidade e continuidade das fung¢des enriquecedoras borda é

ilustrado por Torii (2012) na Figura 4.

FIGURA 4 — Esquema de fun¢éo enriquecedora borda.

FONTE: Torii (2012).

Por outro lado, se as duas fungdes 1D utilizadas forem nulas com derivadas
nulas nos nds do elemento, a fungao resultante recebe o nome de funcao bolha.
Func¢des bolha sédo enriquecimentos presentes em trabalhos consagrados de métodos
enriquecidos com bons resultados, como Bardell (1991) e Leung e Chan (1998).

Caracterizam-se pelo aprimoramento da solugao por fungdes enriquecedoras 2D com
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suporte unica e exclusivamente no interior dos elementos. Torii (2012) também traz

uma representacdo muito didatica de fungdes bolha, ilustrada na Figura 5.

FIGURA 5 — Esquema de funcao enriquecedora bolha.

FONTE: Torii (2012).

4.3.2 Niveis de enriquecimento

Enriquecer uma solugéo convencional do MEF através de fun¢des borda ou

bolha é equivalente a construir a solu¢gdo aproximada igual a:

B _ N (4.17)
Penr = Puer + k_1Ykrk

onde vy e ry representam, respectivamente, as fungdes enriquecedoras e os graus de
liberdade enriquecedores.

Cada nova fungao 1D utilizada na composicdo das fungdes enriquecedoras
2D da origem a um numero especifico de fungbes borda e de fungdes bolha,
constituindo o que se chama de nivel de enriquecimento. Essa € uma caracteristica
intrinseca, inclusive ao proprio MEFG. Um novo nivel de enriquecimento introduzira
uma quantidade caracteristica de novos graus de liberdade ao sistema, dependente
do numero de fungbes 1D utilizadas na formulagdo convencional do MEF e da

quantidade de niveis de enriquecimento anteriores.
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4.3.3 Construcao do problema enriquecido

Através da Eq. (4.17) é possivel perceber que a formulagdo enriquecida
contém a formulagéo convencional de MEF, isto €, o espacgo aproximador do MEF
esta contido no espago aproximador enriquecido. Portanto, na composi¢cao das
matrizes globais de massa e rigidez é possivel alocar e ordenar os graus de liberdade
de tal forma que o problema original do MEF aparecga integralmente contido em um

bloco da matriz enriquecida:

<IKG KE,El_i_)‘thIMG ME,E
Kee Kg D |Mgeg Mg

> (") =0 (4.17)

onde o vetor r representa o vetor de graus de liberdade enriquecidos, os blocos K¢ g
e Mg correspondem aos coeficientes de rigidez e massa relativos aos graus de
liberdade do MEF associados aos graus enriquecidos e os blocos Ki e Mg as matrizes
relativas unicamente aos coeficientes entre graus enriquecidos. Tal caracteristica
facilita a ordenagao dos graus de liberdade. Os elementos das matrizes relativos as
fungdes enriquecedoras podem ser inseridos e numerados de maneira independente
a formulagao convencional do MEF.

Duas metodologias enriquecidas consagradas da literatura serdo aplicadas
juntamente ao MEFG para resolu¢ao do problema proposto no presente trabalho: O
MEFH polinomial de Bardell (1991) e o MEF p-Fourier de Leung e Chan (1998).

4.3.4 Método dos Elementos Finitos Hierarquico Polinomial
As funcdes 1D utilizadas para o enriquecimento da solugdo do Método dos

Elementos Finitos Hierarquico Polinomial basearam-se no trabalho de Bardell (1991)

e correspondem aos polindmios de Legendre na forma de Rodriguez:

d ((1 - aZ)i> (4.18)
Yi —

“dd \ 2!

fazendoj=15,6,7 ..
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Graficamente, as funcdes enriquecedoras 1D do MEFH Polinomial estao

representadas na Figura 6.

FIGURA 6 — Polinémios de Legendre (a) j=5; (b) j=6; (c) j=7; (d) j=8; (e) j=9; (f) j=10.
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FONTE: o autor.

4.3.5 Método dos Elementos Finitos p-Fourier

Outra formulacao enriquecida utilizada no presente trabalho corresponde a
proposta de Leung e Chan (1998), denominado Método dos Elementos Finitos p-
Fourier. Nesta formulacdo, a solugdo € enriquecida através de fungdes 1D

trigonométricas multiplicadas por uma fungao quadratica polinomial, da forma:
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v = (1 — ad)sen (J_n 1 er a)> (4.20)

sendoj=1,2,..
Na Figura 7 seguem representadas graficamente todas as fungdes

enriquecedoras 1D utilizadas na solug¢ao via MEF p-Fourier.

FIGURA 7 — Fungdes enriquecedoras do MEF p-Fourier (a) j=5; (b) j=6; (c) j=7; (d) j=8, (e)
j=9; (F) j=10; (9) j=11; (h) j=12; (i) j=12; (j) j=13.
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FONTE: o autor.
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5 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS GENERALIZADOS

O contexto de criagdo do MEFG surge através da extensdao do Método da
Particdo da Unidade (MPU), proposto por Melenk e Babuska (1996). Considera-se
como MEFG a unido do espaco de solu¢gdes do MEF convencional ao enriquecimento
local da solugao obtida por meio de uma particdo da unidade (PU) aliada a funcdes
base com caracteristicas que podem ou nao representar o fenébmeno estudado. O
MPU, assim como o MEF, é um método de resolucdo de equacdes diferenciais
caracterizado pela formulacao de espacos aproximados de solugdo com propriedades
de regularidade e conformidade (MELENK e BABUSKA, 1996).

5.1 ASPECTOS TEORICOS DO METODO

Na literatura, existem ferramentas de analise funcional que comprovam a
aplicabilidade do MPU para a resolu¢cao de problemas de valores de contorno de
quarta ordem (BRENNER, DAVIS e SUNG, 2014). Estas ferramentas sdo formulagdes
que conduzem a estimadores do erro de aproximagado envolvido no processo de
solugdo. Com estimadores de erro em maos, caso o erro esteja limitado e existam
condigdes para que ele se aproxime suficientemente de zero, a convergéncia do MPU

para a solucdo analitica € demonstrada.
5.1.1 Particao da Unidade

A fim de introduzir os estimadores de erro para o MPU em problemas de

valores de contorno de quarta ordem, alguns conceitos devem ser apresentados.

Defini¢éo 5.1 (Particdo da Unidade) seja um conjunto aberto Q, pertencente a R" e
ﬁpj uma cobertura, também aberta, que satisfaca uniformemente em todos os pontos

(MELENK e BABUSKA, 1996):

AIMEeNV (xy) € Q, card(j: xy) € !_lp]-) <M (5.1)
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ou seja, com um numero limitado de subcoberturas relativas a um mesmo ponto.
Sendo {;} uma PU Lipschitiziana subordinada a cobertura ﬁpj, define-se que tal PU
€ nao nula apenas dentro de seu suporte e que 0 somatoério em todo o dominio &
constante e igual a um (MELENK e BABUSKA, 1996):

vij: suporte(uj) C fechamento(ﬁj),z B =1lemQ (5.2)

)

Por fim, define-se que existam constantes K, K; e K, para as quais as fun¢gées devam
ser limitadas com derivadas e laplacianos limitados (MELENK e BABUSKA, 1996;
BRENNER, DAVIS e SUNG, 2014):

Il o < Ko (5.3)

. 1 (5.4)
”Vu]”Lw = diam(Q;)

K 55

(LT p— (5:9)

(diam(ﬁj))z

Com as caracteristicas necessarias para uma fungao ser PU, basta unir o
espaco de solugdbes do MEF convencional ao MPU para resultar no espaco

aproximador do MEFG.

5.1.2 O espaco de solugdes aproximado e convergéncia do MEFG em problemas de

quarta ordem

Considerando os espagos de aproximacao local das i-ésimas particdes
indexadas da forma V,, pode-se definir o espago aproximador do MEFG como o
conjunto Vi (BRENNER, DAVIS e SUNG, 2014) tal que:

(5.6)

Vi = zZUjYFYi eV
T
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Considerando ®ygrg; @ aproximagao local da solugdo analitica @ em Qpi

sabe-se que em problemas de quarta ordem existird uma constante K para a qual
(BRENNER, DAVIS e SUNG, 2014):

o - CT)MEFG,i”Loo < Kh (5.7)

ou seja, sempre existira um valor positivo e independente do tamanho do elemento,
limitando a distancia maxima da solucdo aproximada em relacéo ao valor analitico. O
valor h denota o grau de aproximacgao do espaco e esta limitado entre 0 e 1 (REDDY,
1998). A medida em que h se aproxima suficientemente de zero (seja através da
diminuicdo do tamanho dos elementos ou da insercdo de novos niveis de
enriquecimento), a solugao uniformemente converge para a solugao analitica. Maiores
detalhes envolvendo a prova deste corolario encontram-se em Brenner, Davis e Sung
(2014)

5.2 FORMULACOES PROPOSTAS PARA O MEFG

Para compor as formulagdes dos enriquecimentos usados no MEFG
selecionaram-se algumas PU e fun¢des enriquecedoras base. Cada formulagéo, por
sua vez, se distinguira pela escolha da PU e/ou da base de fungbes enriquecedoras.

5.2.1 Particoes da unidade selecionadas

O presente trabalho utilizou quatro diferentes tipos possiveis de fungdes

particdes da unidade para os enriquecimentos propostos do MEFG:

e PU Lagrangeanas Lineares;
e PU Lagrangeanas Quadraticas;
e PU Hermitianas Cubicas;

e PU Trigonométricas.

As PU Lagrangeanas Lineares séo definidas dentro do elemento como:
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1+ (5.8)

Ui = 2
_ 1-w (5.9)

H2 = >

As PU Lagrangeanas Quadraticas sao dadas por:

a(l+ a) (5.10)
==

a(l —a) (5.11)
=5
uz =1 —a? (5.12)

As PU Hermitianas cubicas, por sua vez, sao dadas pela Eq. (4.11). e as PU
Trigonométricas correspondem a:

i, = sen? <TL’(1 + a)> (5.13)
2

L, = cos? (n(l + a)) (5.14)
2 2

Os diferentes tipos de PU utilizadas estao representadas graficamente a na
Figura 8.
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FIGURA 8 — Particoes da Unidade. (a) PU linear lagrangeana; (b) PU cubica hermitiana; (c)
PU quadratica lagrangeana; (d) PU trigonométrica
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FONTE: o autor.
5.2.2 Bases de fung¢des enriquecedoras para o MEFG

Trés diferentes bases de fungdes foram selecionadas para compor o0s

enriquecimentos do MEFG.
a) Funcbes enriquecedoras trigonométricas

A primeira base de fung¢des enriquecedoras corresponde a um enriquecimento
trigonométrico, proposto por Arndt (2009) e com bons resultados na analise dindmica

de vigas:

1+« .
Yj = cos (]nT) + cos ((] +2)1

1+a) (5.15)

comj=1,23..
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b) Fungdes enriquecedoras trigopnométricas e hiperbdlicas

O segundo tipo de fungdes enriquecedoras utilizado, também se baseou no
trabalho de Arndt (2009). E uma base de funcgdes fundamentadas no Método dos
Modos Admissiveis, onde cada fungao enriquecedora contém fun¢des trigonométricas
e hiperbdlicas ponderadas por coeficientes. Os coeficientes, por sua vez, associam-
se aos niveis de enriquecimento e sdo obtidos através da solucdo analitica do
problema de vibragdo 1D de vigas bi engastadas. As fungdes enriquecedoras

apresentam a forma:
1+ 1+ 5.16
Yj = sen (7\1- (2—00) — senh (7\]- %) ( )

—q; (cos (7\1- a _; OO) — cosh <7\]- a -; OO))

onde:

B sen(A]-) - senh(kj) (5.17)
%= cos(?\j) — cosh(A]-)

comj=1,23,..

Os valores do parametro A; s&o retirados da literatura para a Tabela 1.

TABELA 1 — Frequéncias naturais analiticas para vigas bi engastadas

Frequéncia Valor Nivel de Enriquecimento
M 4,7300 1
Ay 7,8532 2
A3 10,9956 3
Ay 14,1372 4

FONTE: Adaptado de Carvalho (2011).

¢) Enriquecimento polinomial

O ultimo tipo de funcdes enriquecedoras para o MEFG utilizadas neste

trabalho sao os polinbmios de Legendre (Eq. 4.18) ja apresentados na descrigao do
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MEFH proposto por Bardell (1991). No presente trabalho serdo também utilizados

para compor um MEFG polinomial.

5.2.3 Formulagdes propostas

Iniciam-se, pois, o0s equacionamentos e representagdes graficas das
diferentes formulagdes propostas para o MEFG para analise de vibracéo livre de

placas finas.

a) MEFG-TPUL

A primeira formulagao apresentada é a adaptacgao direta da proposta de Arndt
(2009) para vigas de Euler-Bernoulli e sera denominada MEFG-TPUL. As funcdes
enriquecedoras 1D utilizadas para compor as fungbées borda e bolha, sdo obtidas
multiplicando-se o enriquecimento trigonométrico (Eq. (5.15)) pela PU Lagrangeana
Linear (Egs. (5.8) e (5.9)) Os quatro primeiros niveis de enriquecimento utilizados

estdo graficamente apresentados na Figura 9.

FIGURA 9 — Funcgoes enriquecedoras para o MEFG-TPUL. (a) j=1; (b) j=2; (c) j|=3; (d) j=4
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FONTE: o autor.
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Percebe-se que cada novo nivel de enriquecimento do MEFG-TPUL traz
consigo duas fung¢des enriquecedoras 1D. Cada par de fungdes 1D sera utilizado para

compor graus de liberdade borda e bolha no problema 2D.

b) MEFG-TPUQ

A segunda formulacdo do MEFG proposta € a extenséo da proposta de Arndt
(2009), utilizando PU Quadraticas Lagrangeanas a fungdes enriquecedoras
trigonométricas e denominado MEFG-TPUQ. Nesta nova proposta, cada nivel de
enriquecimento adiciona trés novas funcdes de forma em cada diregao dadas pelo
produto das PU das Eqgs. (5.10), (5.11) e (5.12) pelas fung¢des enriquecedoras da Eq.
(5.15). As funcbes de enriquecimento do MEFG-TPUQ sao apresentadas

graficamente na Figura 10.
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FIGURA 10 — Funcgbes enriquecedoras para o MEFG-TPUQ. (a) j=1; (b) j=2; (c) j=3.
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FONTE: o autor.

c) MEFG-TPUH

Seguindo a mesma linha proposta no MEFG-TPUQ, de variar a particdo da
unidade existente na proposta original do MEFG-TPUL, chega-se ao MEFG-
TPUH. Nesta formulagao, assim como no MEFG-TPUL, as fungbées 1D s&o inseridas
aos pares na composi¢cao dos novos graus de liberdade borda e bolha. Tais fungdes
sao obtidas fazendo-se o produto dos polindmios cubicos de Hermite (Eq. (4.11)) pelo
enriquecimento trigonométrico (Eq. (5.15)) As fungdes do MEFG-TPUH estéo

representadas graficamente na Figura 11.
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FIGURA 11 — Fungbes enriquecedoras para o MEFG-TPUH. (a) j=1; (b) j=2; (c) j=3; (d) j=4.
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FONTE: o autor.

d) MEFG-MMAPUL

Partindo para as formulagdes que se baseiam no Meétodo dos Modos
Admissiveis (MMA), utilizando a PU Lagrangeana linear obtém-se um paralelo 2D
para o MEFG proposto por Arndt (2009), aqui designado MEFG-MMAPUL. Nele, as
fungbes da Eqg. (5.16) sao multiplicadas pelas PU das Egs. (56.8) e (5.9). A
representacao grafica dos niveis de enriquecimento do MEFG-MMAPUL é disposta

na Figura 12.
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FIGURA 12 — Fungbes enriquecedoras para o MEFG-MMAPUL. (a) j=1; (b) j=2; (c) j=3; (d)
j=4
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FONTE: o autor.

e) MEFG-MMAPUH

Alterando a PU utilizada, propdem-se a primeira formulagao alternativa ao
trabalho de Arndt (2009), também utilizando fun¢des enriquecedoras baseadas no
Método dos Modos Admissiveis. A formulagcdo recebe o nome de MEFG-MMAPUH,
pois utiliza PU Hermitianas Cubicas. Nesta formulagcdo os enriquecimentos sao
obtidos através das fungdes enriquecedoras da Eq. (5.16) multiplicadas pelas PU da
Eq. (4.11).

A representacao grafica das funcdes de enriquecimento 1D utilizadas no

trabalho estéo dispostos na Figura 13.
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FIGURA 13 — Funcgbes enriquecedoras para o MEFG-MMAPUH. (a) j=1; (b) j=2; (c) j=3; (d)
j=4.
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FONTE: O autor.

f) MEFG-MMAPUT

A terceira e ultima formulacdo do MEFG baseada no Método dos Modos
Admissiveis € obtida através da utilizagao de PU trigonométricas, multiplicando-se as
funcdes das Eq. (5.16) pelas PU das Eq. (5.13) e Eq. (5.14). Tal formulagao sera aqui
denominada de MEFG-MMAPUT.

A representacao grafica das funcdes enriquecedoras do MEFG-MMAPUT

esta exposta na Figura 14.
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FIGURA 14 — Fungbes enriquecedoras para o MEFG-MMAPUT. (a) j=1; (b) j=2; (c) j=3; (d)
j=4.
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g9) MEFG-PPUT

Por fim, a ultima formulagdo proposta para o MEFG neste trabalho utiliza
fungdes enriquecedoras 1D polinomiais (Eq. (5.18)) multiplicadas por PU
Trigonométricas (Eq. (56.13) e Eq. (5.14)), nomeado MEFG-PPUT. O uso de
polinbmios de Legendre no MEFG é motivado pelos excelentes resultados observados
por Bardell (1991) no MEFH polinomial.

Graficamente, na Figura 15, representam-se as fung¢des enriquecedoras 1D

para os quatro primeiros niveis do MEFG-PPUT:
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FIGURA 15 — Funcgdes enriquecedoras para o MEFG-PPUT. (a) j=5; (b) j=6; (c) j=7; (d) j=8.
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6 ESTUDOS DE CASO E ANALISE DE CONVERGENCIA

Este capitulo é destinado a apresentar os resultados obtidos pela aplicagao
dos métodos numéricos na analise de vibracao livre em diversas placas e realizar a
analise de convergéncia em relagdo as solugdes analiticas. Primeiramente, sao
definidas as propriedades e condigdes de contorno que delimitam o escopo da analise,
na sequéncia, as solugdes de referéncia obtidas da literatura sdo apresentadas e
servirao para avaliar a precisao de cada uma das propostas de formulagdo para o
MEFG.

6.1 PROPRIEDADES MECANICAS E CONDICOES DE CONTORNO

As propriedades fisicas e geométricas utilizadas para formular os exemplos
estudados e, posteriormente, as condi¢cdes de contorno avaliadas sdo apresentadas
na presente secao.

6.1.1 Propriedades Fisico-Geométricas de Referéncia

Todas as propriedades fisicas e geométricas do presente trabalho foram

extraidas integralmente de Petyt (2010) e estdo dispostas na Tabela 2.

TABELA 2 — Propriedades fisico-geométricas

Propriedade Simbolo Valor Unidade
Altura da placa Ly 0,3048 m
Largura da placa Ly 0,3048 m
Espessura da placa h 0,0032766 m
Coeficiente de Poisson \ 0,3 -
Densidade da Placa p 2821 kg/m?
Modulo de Young E 73084000000 Pa

FONTE: Adaptado de Petyt (2010).

6.1.2 Condigbes de Contorno

Esquematicamente, a Figura 16 traz, para fins de ilustracdo, as condi¢des de

contorno representadas por diferentes tipos de linhas nas bordas.



FIGURA 16 — Esquema das condi¢gdes de contorno avaliadas
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As nomenclaturas “S”, “C” ou “F” referem-se respectivamente aos termos em

inglés “simple supported”, “clamped” e “free edge”. A descricdo completa das

condi¢des de contorno de Dirichlett ou de Neumann associadas a cada uma destas

condicdes de contorno pode ser encontrada em Leissa (1969).

O presente trabalho constitui uma analise que contempla seis diferentes

condicdes de contorno. A Tabela 3 contém a nominacado das condi¢gdes de contorno

utilizando a notacdo de Leissa (1969), indicando a distribuicdo das imposi¢cdes em

cada uma das bordas da placa, juntamente com a fonte de obtengéo dos valores de

referéncia para cada um dos casos.

TABELA 3 — Siglas e nomenclaturas para as condi¢ées de contorno

_Sigla Fonte Borda1e3 Borda2e 4
SSSS Analiticos Simplesmente apoiadas Simplesmente apoiadas
CCcCC Literatura Engastadas Engastadas
CSCs Analiticos Simplesmente apoiadas Engastadas
FSFS Analiticos Simplesmente apoiadas Livres
SSFS Analiticos Simplesmente apoiadas Simplesmente apoiada/Livre
CSFS Analiticos Simplesmente apoiadas EngastadalLivre

FONTE: o autor.

Na Tabela 3 os valores designados por “analiticos” na coluna “fonte” sao

valores para os quais existem expressdes analiticas para o calculo das frequéncias

naturais de vibragdo. No caso da condicdo CCCC, denota-se por “Literatura” um

conjunto de solugbes numéricas consagradas retiradas de Leissa (1969).
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6.2 EQUACOES DE FREQUENCIA E SOLUCOES DE REFERENCIA

Atualmente, existe uma formulagdo analitica que contempla algumas
condigdes de contorno para o problema de vibragdes livres em placas finas
denominada de elasticidade simplética. Denomina-se elasticidade simplética a
formulagcdo de problemas de elasticidade em espacgos vetoriais simpléticos. Yao,
Zhong e Lim (2009) definem como espacgo simplético uma geometria fundamentada
em um produto interno antissimétrico, designado produto interno simplético.
Utilizando-se desta nova geometria, Yao, Zhong e Lim (2009) reescrevem os
problemas classicos de elasticidade em problemas essencialmente de autovalores. A
formulagcdo dos problemas em elasticidade simplética € substancialmente mais
complexa do que o tratamento convencional. Contudo, uma vez formulada, torna-se
possivel abranger uma maior gama de problemas, encontrando suas respectivas
solugdes analiticas.

Lim et al. (2009) aplicaram os conceitos presentes em Yao, Zhong e Lim
(2009) para o problema de vibracéo livre de placas de Kirchhoff-Love. Os autores
conseguiram obter com sucesso solugdes analiticas para placas com duas bordas
paralelas simplesmente apoiadas. As solugdes analiticas apresentadas no presente
trabalho seguirdo a proposta estabelecida por Lim et al. (2009).

De acordo com a proposta estabelecida por Lim et al. (2009), define-se que

as bordas tomadas como simplesmente apoiadas, séo as bordas com y=0ey = L,.
A imposig¢ao das demais condi¢des de contorno se da nos contornos x =0 e x = L,.

Segundo Lim et al. (2009) estas solugdes seguem a forma de Levy e satisfazem todas

as condi¢des de contorno impostas.
6.2.1 Placa SSSS

Segundo Lim et al. (2009), a equacao de frequéncias da placa SSSS obtida

através da Elasticidade Simplética é:

L L Ly | Ly 5.1
senh (7)( wn> cosh (7)( u)n) senh (?X oon) cosh (7)( oon) =0 1)
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Resolvendo esta equacado em termos de w, € w,,, parametros da elasticidade
simplética diretamente relacionados ao autovalor usado para o calculo de A,, a
expressao encontrada por Lim et al. (2009) fornece os valores analiticos para as dez
primeiras frequéncias quando aplicado a uma placa com as propriedades utilizadas
no presente trabalho (ver Tabela 4). Como a solugdo aproximada do problema é

2
encontrada para os autovalores da forma % (Eq. (3.29)), o célculo das frequéncias

naturais aproximadas de vibracao A, é feito através da raiz quadrada da divisdo dos

valores fornecidos pelo produto ph e pela multiplicagao da rigidez flexural D.

TABELA 4 — Frequéncias analiticas da analise simplética para a placa SSSS

Modo de Vibragao Frequéncia Autovalor associado Frequéncia (rad/s)
1° A 1072,31291 19,7392088
2° Ay 2680,782276 49,34802201
3° A3 2680,782276 49,34802201
4° Ay 4289,251642 78,95683521
5° As 5361,564552 98,69604401
6° e 5361,564552 98,69604401
7° Ay 6970,033918 128,3048572
8° Ag 6970,033918 128,3048572
9° Ag 9114,659739 167,7832748
10° Ao 9114,659739 167,7832748

FONTE: Adaptado de Lim et al. (2009).

6.2.2 Placa CSCS

Prosseguindo a analise com a condigao de contorno CSCS, a equacéao de

frequéncia obtida por Lim et al. (2009) é:

2w,wih (cosh(Lywy,)cosh(Lywy) —1) =0 (5.2)

Resolver esta equacao em termos de w, e wy,, fornece as seis primeiras frequéncias

naturais apresentadas na Tabela 5.
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TABELA 5 — Frequéncias analiticas da analise simplética para a placa CSCS.

Modo de Vibragao Frequéncia Autovalor associado Frequéncia (rad/s)
1° M 3812.5834 28.95085
2° As 13631.857 54.74307
3° As 21862.586 69.327
4° Ay 40695.251 94.58527
5° As 47526.528 102.2162
6° Ag 75808.677 129.0955

FONTE: Adaptado de Lim et al. (2009).

6.2.3 Placa FSFS

Para a terceira condigao de contorno, a placa FSFS, a equacgao de frequéncia

fornecida por Lim et al. (2009) é:

2wpop(k* — (1 - vz))z(cosh(wan)cosh(LXmg) -1)=0

onde o parametro k é dado por:

2

B 2wyLy |ph

n?m? | D

(5.4)

As seis primeiras frequéncias analiticas obtidas por Lim et al. (2009) estédo

apresentadas na Tabela 6.

TABELA 6 — Frequéncias analiticas da analise simplética para a placa FSFS.

Modo de Vibragao Frequéncia Autovalor associado Frequéncia (rad/s)
1° M 421,9291 9,631
2° Ay 1184,192 16,13477
3° A3 6135,282 36,7256
4° A4 6898,868 38,944
5° As 9936,581 46,738
6° Ag 22762,86 70,74

FONTE: Adaptado de Lim et al. (2009).
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6.2.4 Placa SSFS

Para a condicdo SSFS, a equacao de frequéncia obtida por Lim et al. (2009),
visto que agora duas bordas paralelas do elemento n&o estdo mais sujeitas a mesmas

condicdes de contorno, é:
wp(k?—(1- vz))zsenh(wan)cosh(wa;) =0 (5.5)
e as frequéncias analiticas obtidas estdo apresentadas na Tabela 7.

TABELA 7 — Frequéncias analiticas da analise simplética para a placa SSFS.

Modo de Vibragao Frequéncia Autovalor associado Frequéncia (rad/s)
1° M 621,0395 11,68453
2° A, 3504,45 27,7563
3° A3 7720,038 41,1966
4° A4 15869,55 59,0655
5° As 17407,04 61,8606
6° e 37086,45 90,29408

FONTE: Adaptado de Lim et al. (2009).

6.2.5 Placa SCSF

Por fim, o ultimo tipo de condicdo, a placa SCSF representa uma combinacao
complexa de condicdes possivel para a qual a analise simplética é capaz de fornecer

equacgdes de frequéncia (Lim et al., 2009) na forma:

20p0p ((k4 -(1- VZ))Z +(k*+ (- vz))zcosh(Lan)cosh(wa;)> (5.6)

+ (w2 + w,?) ((1 —ka> -(1- v2)> senh(Lyw,)senh(Lyw})

=0

As primeiras seis frequéncias naturais analiticas obtidas estdo apresentadas na
Tabela 8.
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TABELA 8 — Frequéncias analiticas da analise simplética para a placa CSFS.

Modo de Vibragao Frequéncia Autovalor associado Frequéncia (rad/s)
1° M 732,2632 12,68777
2° As 4974,923 33,07081
3° As 7912,133 41,70599
4° Ay 18085,35 63,05435
5° As 23906,79 72,4957
6° Ag 37356,32 90,62201

FONTE: Adaptado de Lim et al. (2009).

6.2.6 Placa CCCC

Devido a limitacdo da abordagem simplética em exigir que duas bordas
paralelas sejam obrigatoriamente simplesmente apoiadas, torna-se necessario
recorrer a uma via alternativa de obtencédo de valores de referéncia para a placa
CCCC. Pelo histérico, durante os ultimos séculos, a obtengdo de uma metodologia
analitica que permita a obtencao exata de todas as frequéncias naturais de vibracao
de uma placa sujeita ao pleno engastamento tem sido objeto de intenso estudo por
parte de fisicos e matematicos. Infelizmente, ainda atualmente, ndo é possivel se dizer
que exista uma metodologia completamente satisfatéria (WU, LIU, CHEN, 2007).

Portanto, como solugdes de referéncia desta placa serao utilizados os valores
numeéricos obtidos por Leissa (1969). Estes valores sdo baseados em séries de

Fourier com grande precisao. Os resultados estao dispostos na Tabela 9.

TABELA 9 - Frequéncias numéricas de referéncia para a placa CCCC.

Modo de Vibragao Frequéncia Autovalor associado Frequéncia (rad/s)
1° A 1954,859783 35,9851915
2° A, 3987,02844 73,39349
3° A3 3987,02844 73,39349
4° Ay 5878,75441 108,21651
5° As 7147,993539 131,58075
6° g 7950,067 132,2017
7° o 8963,41764 164,9992
8° Ag 8963,41764 164,9992
9° g 11436,38767 210,5218
10° Mo 11436,38767 210,5218

FONTE: Adaptado de Leissa (1969).
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6.3 ANALISE DE CONVERGENCIA PARA FREQUENCIAS NATURAIS DE
VIBRACAO

O estudo de convergéncia se baseou no calculo do erro relativo da solugao

numeérica obtida, em relacéo a solu¢ao de referéncia, na forma:

}\calc - }\ref (57)
}\ref

onde e representa o erro relativo, 1.4, 0s valores calculados de frequéncias naturais
e A..f Os valores de referéncia para uma dada frequéncia. Os erros foram dispostos
nas ordenadas de um grafico log-log com abscissas iguais aos numeros de graus de
liberdade livres do sistema, ou seja, a magnitude do problema de autovalores
resolvido computacionalmente.

Inicialmente, a analise de convergéncia foi estruturada contemplando todas
as abordagens do MEFG apresentadas no capitulo 5. Nesta etapa, todas as propostas
foram utilizadas para modelar placas sujeitas a condigdes de contorno do tipo SSSS
e CCCC. Dentre este conjunto de metodologias testadas, aquelas que se mostraram
mais precisas, foram, entdo, testadas quanto a sua capacidade de representar as
frequéncias naturais de vibragdo quando condi¢cbes distintas forem impostas aos
pares de bordas paralelas, representadas pelas placas CSCS e FSFS. Realizou-se
entdo uma segunda selegdo das metodologias mais precisas. Por fim, foi realizada
uma nova analise aplicando-se condi¢des de contorno ainda mais complexas,
combinando bordas opostas com condi¢cdes diferentes (condicdes SSFS e CSFS),
para as abordagens mais precisas das analises anteriores.

As analises de espectro de frequéncia e de estabilidade numérica também
foram realizadas paralelamente ao desenvolvimento das etapas da analise de
convergéncia para todas as metodologias classificadas como mais promissoras.

Resumidamente, as metodologias do MEFG testadas sdo sete. A Tabela 10

elenca cada uma das metodologias e suas respectivas siglas utilizadas.



TABELA 10 — Esquema geral dos enriquecimentos propostos para o MEFG
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Enriquecimento Particao da Unidade utilizada Sigla
Trigonométrico Linear Lagrangeana MEFG-TPUL
Trigonométrico Quadratica Lagrangeana MEFG-TPUQ
Trigonométrico Cubica Hermitiana MEFG-TPUH

Método dos Modos Admissiveis

Método dos Modos Admissiveis

Método dos Modos Admissiveis
Polinomial

Linear Lagrangeana
Cubica Hermitiana
Trigonométrica
Trigonométrica

MEFG-MMAPUL

MEFG-MMAPUH

MEFG-MMAPUT
MEFG-PPUT

FONTE: o autor.

Para incorporacdo dos enriquecimentos por funcbes borda em todas as
condicdes de contorno escolhidas, fixou-se a utilizagdo de uma malha com quatro
elementos (Figura 17). Uma vez fixada a malha, o aumento do numero de graus de

liberdade se deu unica e exclusivamente pela insergdo de novos niveis de

enriquecimento.

FIGURA 17 - Malha utilizada nos métodos enriquecidos.

ELEMENTO 3

ELEMENTO 4

ELEMENTO 1

ELEMENTO 2

Fonte: O autor.

Para a obtencéo das matrizes de massa e rigidez locais utilizou-se integragao

numeérica via quadratura de Gauss-Legendre. A rotina desenvolvida utilizou 30 pontos

de Gauss em cada uma das direc¢des, totalizando 900 pontos. O grande numero de

pontos de Gauss foi utilizado para assegurar a precisao na integragao das fungoes

trigonométricas e hiperbdlicas envolvidas.
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Por fim, os autovalores calculados para obtengao das frequéncias naturais de
vibragcdo foram obtidos numericamente através do modulo “linalg” da biblioteca
“numpy” da linguagem Python.

6.3.1 Convergéncia para Placa SSSS

Os resultados relativos a analise de convergéncia da placa SSSS estao
dispostos na Figura 18.
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FIGURA 18 - Analise de Convergéncia SSSS: (a) 12 Frequéncia, (b) 22 e 32 Frequéncias, (c)
42 Frequéncia, (d) 5% e 62 Frequéncias, (e) 72 e 82 Frequéncias, (f) 92 e 102 Frequéncias.
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Observa-se na Figura 18 que, para a placa SSSS, o refinamento h do MEF
revelou a menor taxa de convergéncia em todas as frequéncias avaliadas, atingindo
seus melhores resultados com erros da ordem de 10~*. Com comportamentos muito
semelhantes ao MEF convencional, o MEF p-Fourier e o MEFG-TPUH pouco se
diferenciaram da metodologia n&o enriquecida, mantendo-se com resultados
ligeiramente melhores, no melhor dos cenarios, cerca de dez vezes menores do que
os do MEF h. Com uma ligeira melhora em relagdo ao MEFG-TPUH, o MEFG-TPUL
apresenta um leve aumento na taxa de convergéncia a medida que se aumenta o
numero de graus de liberdade. Apesar dessa caracteristica, a melhora na precisao
torna-se expressiva apenas nas duas frequéncias mais altas. Embora, para algumas
frequéncias (12, 5% e 6?), as trés metodologias baseadas no MMA apresentassem
erros pouco menores do que o MEF p-Fourier, para frequéncias mais altas, como a
4292 e 102, os métodos demonstraram potencial em fornecer bons resultados, com
erros da ordem de até 10~°. Diferentemente do MEFG-TPUH e o MEFG-TPUL, o
MEFG-TPUQ, apresentou convergéncia e precisdo com comportamentos
semelhantes para todo o horizonte de frequéncias avaliado, atingindo valores de erro
inferiores até a 10710, Por fim, as posi¢des de destaque para a modelagem da placa
SSSS pertencem ao MEFH polinomial enriquecido com fungdes borda e ao MEFG-
PPUT. Ambas as metodologias exibiram os melhores resultados em todas as
frequéncias, com excec¢ao da 12. Comparando os dois métodos entre si, verifica-se
que as repostas fornecidas pelo MEFG-PPUT sao melhores. Também se pontua um
aumento progressivo da qualidade das respostas do MEFG-PPUT a medida em que

as frequéncias crescem.

6.3.2 Convergéncia para Placa CCCC

Os resultados obtidos para a analise de convergéncia da placa CCCC estao

dispostos na Figura 19.
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FIGURA 19 - Analise de Convergéncia CCCC: (a) 12 Frequéncia, (b) 22 e 32 Frequéncia,
(c) 42 Frequéncia, (d) 52 Frequéncia, (e) 72 e 82 Frequéncia, (f) 92 e 102 Frequéncia.
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Observando a Figura 19, percebe-se que os resultados para a condigdo CCCC,
quando comparados a condicdo SSSS, revelaram erros maiores para todas as
frequéncias naturais. Em termos qualitativos, propriedades analogas para o
refinamento h do MEF, MEF p-Fourier e MEFG-TPUH foram observadas em relagao
a placa SSSS, mostrando estas como as abordagens menos precisas. Algumas das
divergéncias qualitativas manifestam-se no comportamento de outros métodos, como,
por exemplo, a grande proximidade entre o MEFG-TPUL e o MEFG-MMAPUH em
todas as dez frequéncias. Com uma melhora relativa na sua convergéncia, o MEFG-
MMAPUL, apresentou precisdao e taxas de convergéncia semelhantes ao MEFG-
TPUQ em algumas frequéncias, com erros inferiores a 1078 nas frequéncias
associadas a modos simétricos. Percebe-se que, desde a primeira frequéncia, o
MEFG-MMAPUT apresentou resultados muito bons. Para a 22, 72 e 82 frequéncias, os
valores fornecidos pelo MEFG-MMAPUT superaram a qualidade dos resultados
obtidos pelas metodologias MEFH polinomial enriquecido com fungbes borda e
MEFG-PPUT, duas formulagdes com resultados também muito bons. Para finalizar, o
método mais eficiente para a condicdo CCCC foi o MEFG-TPUQ, alcancando erros
préximos a 10719,

A ideia de comparar as informagdes da Figura 17 com a Figura 18, é elencar
metodologias mais promissoras, norteando a analise para condigbes de contorno
potencialmente mais complexas. Percebe-se que, para as condi¢des de contorno em
questao, algumas abordagens se mostraram menos precisas: refinamento h do MEF,
MEF p-Fourier e MEFG-TPUH. Com resultados um pouco mais precisos, o MEFG-
TPUL e o MEFG-MMAPUH atingiram valores de erro bons, mas que nao os
classificaram como abordagens mais promissoras. Por fim, como as melhores
abordagens, cinco métodos foram elencados: MEFG-MMAPUL, MEFG-MMAPUT,
MEFG-TPUQ, MEFG-PPUT e MEFH polinomial enriquecido com fung¢des borda.
Estes, portanto, sdo os métodos que continuarao sendo analisados nas duas proximas

condicdes de contorno: a placa CSCS e a placa FSFS.

6.3.3 Convergéncia para Placa CSCS

A figura 20 contém os resultados da placa CSCS.



86

FIGURA 20 - Analise de Convergéncia CSCS: (a) 12 Frequéncia, (b) 22 Frequéncia, (c) 32
Frequéncia, (d) 42 Frequéncia, (e) 52 Frequéncia, (f) 62 Frequéncia.
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Na Figura 20, plotando os resultados do refinamento h do MEF para fins de
comparagao, percebe-se que, novamente, todas as frequéncias foram melhores
representadas pelas metodologias enriquecidas. Entretanto, ainda que se perceba
superioridade dos métodos enriquecidos, um comentario deve ser feito. Os
enriquecimentos baseados no MMA apresentam erros inferiores até a 10~> em todas
as frequéncias avaliadas. Contudo, em quase metade dos resultados observados (12,
32, 42 e 62 frequéncias para o MEFG-MMAPUL e 32 e 42 frequéncias, para o MEFG-
MMAPUT), manifestaram uma reversédo na tendéncia de decrescimento do erro para
o ultimo nivel de enriquecimento. Por outro lado, o MEFG-TPUQ, MEFG-PPUT e
MEFH polinomial enriquecido com fungbes borda, em ordem crescente de taxa
convergéncia, atingem resultados com precisdo semelhante. Todas estas
metodologias atingiram erros majoritariamente inferiores a 10~7. Percebe-se uma

crescente proximidade entre os resultados do MEFG-PPUT e do MEFH.

6.3.4 Convergéncia para Placa FSFS

Os resultados da analise de convergéncia para a placa FSFS estao

compilados e expostos na Figura 21.
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FIGURA 21 - Analise de Convergéncia FSFS: (a) 12 Frequéncia, (b) 22 Frequéncia, (c) 32
Frequéncia, (d) 42 Frequéncia, (e) 52 Frequéncia, (f) 62 Frequéncia.
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O estudo contido na Figura 21, refere-se a condicdo FSFS. Mesmo com
variagbes na taxa de convergéncia, percebe-se que todos os métodos numeéricos
apresentaram precisdo praticamente idéntica em todo o horizonte da analise. A
eficiéncia descrita pelos métodos destaque nas trés condi¢cdes de contorno anteriores,
MEFG-TPUQ, MEFG-PPUT e MEFH polinomial enriquecido com funcdes borda, &
praticamente a mesma para a condigcdo FSFS. As metodologias fundamentadas no
MMA, pela primeira vez, forneceram resultados superiores ao MEFG-TPUQ em
praticamente todos os cenarios.

Constatou-se que, na maioria das frequéncias analisadas, os trés métodos de
maior destaque observados na primeira parte da analise, mantiveram a eficiéncia para
as condi¢gdes CSCS e FSFS, ainda que com algumas excegdes pontuais. A qualidade
superior das respostas fornecidas pelo MEFG-MMAPUT no calculo das 32, 42 e 62
frequéncias da placa FSFS, € um exemplo pontual. Selecionando, portanto, o MEFG-
TPUQ, o MEFG-PPUT e o MEFH como as melhores abordagens, parte-se para a
ultima etapa da analise de convergéncia. Na ultima etapa, o comportamento de cada
um destes métodos enriquecidos sera avaliado para representar vibragoes livres em
placas finas sujeitas a duas condi¢ées mais complexas: a placa SSFS e a placa CSFS.
Ambas as condigdes combinam imposicoes diferentes em bordas paralelas. Como
feito anteriormente, o refinamento h do MEF convencional também foi mantido como

referencial de ordem de grandeza dos resultados.

6.3.5 Convergéncia para Placa SSFS

Os resultados para a condigao SSFS estao presentes na Figura 22.
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FIGURA 22 - Analise de Convergéncia SSFS: (a) 12 Frequéncia, (b) 22 Frequéncia, (c) 32
Frequéncia, (d) 4% Frequéncia, (e) 52 Frequéncia, (f) 62 Frequéncia.
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1,0E+03 1,0E+01 1,0E+02

Graus de Liberdade Graus de Liberdade

1,0E+03

—&— MEF refinamento "h"

—o—MEFH Bardell —*-MEFG-TPUQ —+—MEFG-PPUT

Fonte: O autor.
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As curvas de convergéncia da Figura 22 sinalizaram pequenas diferengas no
comportamento dos métodos enriquecidos, quando comparados a placa FSFS. Muito
provavelmente, tal semelhanca seja fruto das condicbes de contorno que séao
compartilhadas em trés das bordas de cada placa. Vale comentar que, apesar de
morfologicamente semelhantes, a condicdo SSFS manifestou respostas mais
precisas, com erros cerca de cem vezes menores do que as da placa FSFS. O
desempenho relativo entre os trés métodos enriquecidos manteve o padrao até aqui
observado. MEFH, MEFG-PPUT e MEFG-TPUQ apresentaram ordem decrescente de
taxas de convergéncia com precisbes semelhantes. Portanto, embora, dentro do
horizonte do numero de graus de liberdade avaliado, o MEFG-TPUQ apresente
resultados menos precisos entre as 3 abordagens, a partir da 42 frequéncia, percebe-
se uma tendéncia de melhora nas respostas a medida em que as frequéncias

aumentam.

6.3.6 Convergéncia para Placa CSFS

Por fim, os resultados para a ultima condi¢do de contorno, a placa CSFS,

estao apresentados na Figura 23.
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FIGURA 23 - Analise de Convergéncia CSFS: (a) 12 Frequéncia, (b) 2% Frequéncia, (c) 32
Frequéncia, (d) 42 Frequéncia, (e) 52 Frequéncia, (f) 62 Frequéncia.

(a)
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(c)

Erro Relativo

(e)
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—&— MEF refinamento "h"

*— MEFH Bardell —+—MEFG-TPUQ —+—MEFG-PPUT

Fonte: O autor.
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Na Figura 23, todas as formulag¢des analisadas, sem excegdes, apresentaram
uma taxa de convergéncia praticamente constante na escala bi logaritmica,
delineando graficos praticamente lineares com acentuada inclinagao e erros menores
do que 1077. Os graficos relativos aos métodos enriquecidos delinearam as curvas
mais proximas observadas até entdo. Observa-se grande precisdo nos resultados de

metodologias enriquecidas.

6.4 DISCUSSAO DOS RESULTADOS DA ANALISE DE CONVERGENCIA

No tocante ao MEFH polinomial, o presente estudo constituiu uma extensao
a proposta de Bardell (1991), propondo uma formulagdo que incorpora fungbes que
enriquecem a solugao nas bordas, uma vez que no trabalho de Bardell (1991) apenas
um elemento é utilizado para representar as placas. Para fins de validagdo dos
resultados apresentados pela formulagao utilizada do MEFH, os valores obtidos para
as condi¢des de contorno estudadas tanto no presente trabalho, quanto por Bardell

(1991), encontram-se elencadas na Tabela 11.

TABELA 11 — Comparativo entre MEFH polinomial proposto por Bardell (1991) e sua versao

adaptada com fungdes enriquecedoras do tipo borda.

Condigoes Bardell (1991) MEFH adaptado Referéncia
SSSS Ngl. = 64 Ngl. = 64 Lim et al. (2009)
M 19,73 19,73 19,73
Agy Ag 49,34 49,35 49,34
Ay 78,95 78,96 78,95
As, Ag 98,71 98,93 98,69
Ccccc Ngl. = 36 Ngl. = 36 Leissa (1969)
M 35,99 35,99 35,98
Az s 73,39 73,43 73,39
Ay 108,22 108,23 108,21
CScCS Ngl. = 52 Ngl. =48 Lim et. al (2009)
M 28,95 28,95 28,95
Az 54,74 54,75 54,74
As 69,33 69,36 69,32
Ay 94,59 94,59 94,58
FSFS Ngl. =80 Ngl. =80 Lim et. al (2009)
M 9,63 9,63 9,63
Ay 16,13 16,13 16,13
A3 36,73 36,72 36,72
Ay 38,95 38,95 38,94

FONTE: o autor. * Ngl:

Numero de Graus de Liberdade.
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A precisao numeérica de duas casas decimais com algarismos truncados foi a
mesma adotada por Bardell (1991) em seu trabalho. Embora perceba-se grande
proximidade entre os resultados fornecidos pelo MEFH de Bardell (1991) e sua versao
enriquecida com graus de liberdade do tipo borda, n&o existiram ganhos significativos
de precisao mediante a insergéo de graus de liberdade do tipo borda. Entretanto, como
o numero final de graus de liberdade utilizados nesta comparagao € muito pequeno,
uma afirmacéao categorica a respeito da influéncia dos graus borda no enriquecimento
da solug¢ao nao é recomendada. Além do mais, mesmo com estes resultados, a taxa
de convergéncia e a precisdao do MEFH adaptado com fung¢des de borda mostram-se
excelentes no estudo como um todo. Uma posterior comparagao estendendo o
horizonte do numero de graus de liberdade da abordagem original de Bardell (1991)
para valores proximos aos utilizados no presente estudo seria necessaria para
verificar se esta divergéncia ainda se faz presente ou ndo. Tal analise permitiria
categorizar o fenbmeno como uma ocorréncia pontual, restrita a modelos com poucos
graus de liberdade, ou como uma caracteristica do método enriquecido com fungdes
de borda.

Utilizando a formulagdo do MEF p-Fourier, proposto por Leung e Chan (1998)
em uma malha de 4 elementos, apenas uma condicdo de contorno foi abordada
simultaneamente nos dois estudos, a placa CCCC. O observado foi que, truncando os
resultados para a mesma precisao usada por Leung e Chan (1998) (quarta casa
decimal), tem-se o comparativo mostrado na Tabela 12.

TABELA 12 — Comparativo entre MEF p-Fourier proposto por Leung e Chan (1998) e sua
versao adaptada com fungbes enriquecedoras do tipo borda.

Condigoes Leung e Chan (1998) | MEF p-Fourier Adaptado Referéncia
Ccccc Ngl =210 Ngl =196 Leissa (1969)
M 35,9856 35,9878 35.9851
Az, A3 73.4021 73,4075 73.3934
As 108,2474 108,2556 108.2165
As 131,6137 131,6255 131.5807
Ae 132,2385 132,2457 132.2017
Ay, g 165,0685 165,0952 164.9992
Ao, g 210,6011 210,7208 210.5218

FONTE: o autor.

Para o MEF p-Fourier, a utilizagdo de uma malha de quatro elementos
conduziu a respostas substancialmente préximas, validando os resultados obtidos,

para fins de comparagéo. Entretanto, devido a sua taxa de convergéncia baixa para
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as frequéncias avaliadas e resultados levemente melhores do que o refinamento h do
MEF, a formulacdo adaptada do MEF p-Fourier se mostrou pouco promissora na
modelagem das condigdes SSSS e CCCC.

Um comentério importante a ser feito: € de suma importancia salientar que a
influéncia da incorporagdo de graus de liberdade enriquecedores nas bordas deve ser
vista de maneira particularizada para cada problema. Esta questao, por exemplo,
também foi objeto de estudo de Cittadin (2019). Em seu estudo, a autora verificou a
influéncia da utilizagcao destas fungdes para problemas do estado plano de tensdes
constatando uma significativa melhora mediante a incorporagao destas fungbes. Os
ganhos de precisao aproximaram-se da ordem de 98%. Portanto, afirmar uma piora
ou melhora na qualidade das respostas baseada na simples comparagao para um tipo
de aplicacao, € uma conclusao precipitada que nao possui respaldo na literatura. A
insercdo ou nao destas fungdes deve ser avaliada individualmente para cada
aplicagao.

Tratando agora dos enriquecimentos do MEFG, todas as variantes se
mostraram com maiores taxas de convergéncia e mais precisas do que o refinamento
h do MEF, em todas as condigbes de contorno e frequéncias avaliadas.

Quanto a enriquecimentos com base puramente trigopnométrica, verificou-se
que multiplicar as fungdes de base por PU cubicas Hermitianas (MEFG-TPUH)
conduziu a erros de magnitude muito semelhante ao préprio MEF. Comparada com a
utilizacdo de PU linear Lagrangeana, a utilizagdo de PU cubica Hermitiana nao
resultou em uma modificagdo vantajosa em termos de precisao. Por outro lado, com
o uso da PU quadratica lagrangeana, ganhos expressivos de precisdao foram
observados. Resultados melhores foram observados para todas as frequéncias
avaliadas.

Paralelamente, duas variantes alternativas também foram propostas para o
MEFG baseado no MMA. O MEFG-MMAPUT conservou, em termos gerais, boas
propriedades de convergéncia nas quatro condigdes de contorno para as quais foram
submetidas: SSSS, CCCC, CSCS e FSFS. Embora tal modificagdo mantivesse a
qualidade dos resultados observados boa, em termos de precisdo, apenas forneceu
respostas proximas ao MEFG-MMAPUL.

Por fim, a qualidade e a precisédo das respostas fornecidas pelo MEFG-PPUT
foram extremamente satisfatérias para todas as frequéncias e em todas as seis

condigdes de contorno avaliadas. O MEFG-PPUT foi a metodologia que mais se
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aproximou das excelentes respostas fornecidas pela proposta MEFH adaptada de
Bardell (1991), apresentando em algumas aplicagbes resultados até mesmo
superiores. Muito provavelmente, esse fato se deve a ambas as abordagens utilizarem

os polinbmios de Legendre na composi¢cédo do seu espago enriquecedor.
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7 ANALISE DO ESPECTRO DE FREQUENCIAS E CONDICIONAMENTO DAS
MATRIZES DE MASSA

Este capitulo destina-se a apresentar duas analises desenvolvidas
paralelamente a analise de convergéncia para as abordagens mais promissoras nos
estudos de caso do Capitulo 6. Estas analises fornecem informagbdes extras
importantes para caracterizar mais amplamente o comportamento dos métodos
avaliados na resolugao do problema: a analise do espectro de frequéncias e a analise
da evolugdo do numero de condicdo como parametro quantitativo para risco de

instabilidade numérica.

7.1 ANALISE DO ESPECTRO DE FREQUENCIAS

O estudo do espectro de frequéncias € uma ferramenta util na verificagéo da
precisdo dos resultados obtidos pelos métodos numéricos aplicados a problemas de
vibracao livre. Através deste tipo de analise, torna-se possivel avaliar a precisao de
todo o conjunto de frequéncias obtido em uma analise.

Primeiramente, é necessario estabelecer uma coletanea de valores (analiticos
ou numeéricos) considerados como respostas de referéncia, para balizar essa analise.
Realiza-se entdo a razdo entre o valor numérico obtido e o seu respectivo valor de
referéncia. A qualidade global da resposta € mensurada por meio deste coeficiente.

Por meio desta analise, conclusdes importantes podem ser formuladas, como
descobrir o percentil das respostas de um determinado método numérico que possui
boa aproximagao, permitindo ajustar o numero de graus de liberdade previamente,

visando atingir a precisao desejada na modelagem.
7.1.1 Valores de Referéncia para a Analise do Espectro
A Unica condigdo de contorno de placa que possui uma sequéncia de

resultados analiticos provenientes de uma relagdo de recorréncia simples é a placa

SSSS, relagao essa dada pela equacao:
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~ m?(m? +n?) | ph (6.1)

A =
mn 4 DL

com m,n € N. Para as demais condi¢cdes, os valores analiticos fornecidos pela
abordagem simplética sdo de obtengao pouco viavel nas frequéncias mais altas. Essa
limitacdo se da, entre outros motivos, pelo fato de que as equacdes de frequéncia da
analise simplética formuladas por Lim et al. (2009) conduzem a férmulas muito
complexas e de dificil resolugdo. Os valores de referéncia para as demais condicdes
de contorno aqui estudadas serdo obtidos através de refinamentos h do MEF
convencional utilizando-se malhas altamente refinadas (com muitos graus de
liberdade).

As informacgdes relativas a composicdo das solucbdes de referéncia para a

analise dos espectros de frequéncias estdo apresentadas na Tabela 13.

TABELA 13 — Respostas de referéncia para a analise do espectro de frequéncias.

Condicao de Contorno Respostas Numero de Graus de
Liberdade Utilizados
SSSS Analiticas -
CCcCcC Numeéricas via MEF 1520
CSCSs Numeéricas via MEF 1380
FSFS Numeéricas via MEF 1368
SSFS Numeéricas via MEF 1332
CSFS Numeéricas via MEF 900

FONTE: o autor.

Para a analise do espectro de frequéncias dos métodos enriquecidos mais
promissores utilizou-se a malha padrao definida para a analise de convergéncia, com
quatro elementos. Ja para ilustrar as propriedades do espectro de frequéncias do
refinamento h do MEF utilizou-se um refinamento suficiente para obtencdo de um
numero préximo de graus de liberdade das malhas enriquecidas. Em todos os
métodos enriquecidos contemplados na analise do espectro de frequéncias, foi
estabelecido o ultimo nivel de enriquecimento utilizado na analise de convergéncia. A
quantidade de graus de liberdade utilizados, bem como os niveis de enriquecimento
utilizados para cada uma das condi¢gdes de contorno avaliadas estdo dispostos na
Tabela 14.
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Método Enriquecido Niveis de Condigao de Ngl.
Enriquecimento Contorno

SSSS 324

CCcCcC 256

MEFH polinomial 7 niveis CSCSs 288

FSFS 360

SSFS 342

CSFS 310

SSSS 324

CCcCC 256

MEFG-TPUQ 3 niveis CSCs 224

FSFS 288

SSFS 272

CSFS 244

SSSS 256

CCcCC 256

MEFG-PPUT 4 niveis CSCsSs 224

FSFS 288

SSFS 272

CSFS 244

FONTE: o autor.

7.1.2 Espectro de frequéncias para placas SSSS e CCCC

As respostas relacionadas as condigdes de contorno SSSS e CCCC estéo

apresentadas na Figura 24. Para fins de salientar as diferengas na microescala entre

os métodos, uma aproximacao visual para o primeiro quartil foi evidenciada em cada

uma das figuras.
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FIGURA 24 - Espectro de frequéncias para placa com condigbes de contorno:(a)

(@)
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Observando os resultados da placa SSSS, nota-se que as diferencas
perceptiveis entre os padrdes dos espectros se manifestam majoritariamente nas 30%
ultimas frequéncias do espectro, elevando os erros numéricos para cerca de 300%.
Um padrdo de crescimento abrupto € observado no MEFH. Percebem-se perdas
semelhantes da qualidade das respostas do MEFG-TPUQ e MEFG-PPUT, entretanto
com uma leve defasagem em relacdo aos métodos mencionados anteriormente,
ocorrendo apenas nos ultimos 23% dos resultados. Por fim, ndo se observaram
crescimentos abruptos para o refinamento h do MEF convencional. Na microescala, o
primeiro quartil das respostas evidenciou que o comportamento entre as metodologias
possui diferencas. O MEF apresenta respostas mais distantes da solugcédo analitica,
que progressivamente crescem até atingirem valores de erro préximos a 8%,
enquanto todos os outros métodos mantém-se com erros muito menores.

Observando os resultados para a condicdo CCCC, todas as metodologias
apresentaram erros inferiores a 50% na faixa inicial correspondente a 90% do
espectro. Destaque para o maior aumento do erro, de cerca de 250%, nos ultimos 5%
da série de frequéncias, manifestado para o MEFG-PPUT. Semelhangas sé&o
observadas no comportamento em microescala do primeiro quartil em relacéo a placa
SSSS, sobretudo no comportamento do refinamento h do MEF. Todas as outras
abordagens mantiveram erros quase inexpressivos no primeiro quartil do espectro da

placa com condigédo de contorno CCCC.

7.1.3 Espectro de frequéncias para placas CSCS e FSFS

A Figura 25 apresenta os espectros de frequéncias de uma placa com
condicdes de contorno CSCS e FSFS. Para a placa com condi¢ao de contorno CSCS,
observa-se que todas as metodologias apresentaram resultados bons (com erros
inferiores a 30%) na faixa inicial de frequéncias correspondente a 70% do espectro.
Pouco apds a marca de 70% do espectro, as metodologias enriquecidas comegam a
apresentar seus distanciamentos mais expressivos em relacdo a referéncia. O
primeiro salto corresponde ao MEFH e ocorre por volta de 77% do espectro, € nos
ultimos 5% do espectro o método acaba atingindo erros ainda maiores, da ordem de
400%. O MEFG-TPUQ descreve um comportamento similar nos ultimos 20% do

espectro.
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FIGURA 25 - Espectro de frequéncias para placa com condigdes de contorno: (a) CSCS; (b)
FSFS.
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Por fim, ainda relativo a Figura 25(a) o aumento mais abrupto e tardio é
manifestado pelo MEFG-PPUT, por volta da marca de 82,5% do espectro.
Concentrando-se na microescala do primeiro quartil, erros séo perceptiveis para duas
abordagens: o refinamento h do MEF e o MEFH. Desde o inicio do quartil, o
refinamento h do MEF manteve uma tendéncia de crescimento de erro praticamente
constante, seguidas de um leve aumento perto dos ultimos 5% do espectro, quase
triplicando a magnitude dos erros. O erro do MEFH s6 se torna perceptivel nos ultimos
5% do primeiro quartil, mas ainda com maximos inferiores a 1%.

Em um primeiro momento, a morfologia de todas as curvas apresentadas para
o caso FSFS muito se assemelha a das obtidas para a placa com condicdo de
contorno CSCS. As respostas mantiveram-se, de uma maneira geral, com erros
abaixo de 40%. As curvas delineadas pelo MEFG-TPUQ e pelo MEFG-PPUT
mantiveram-se praticamente paralelas em toda a analise. Nota-se que, novamente,
apenas o refinamento h do MEF convencional e o MEFH apresentaram resultados
visiveis na microescala da analise para o primeiro quartil. Os resultados que muito se
assemelham em magnitude e forma aos fornecidos pelas metodologias no caso
CSCsS.

7.1.4 Espectro de frequéncias para placas SSFS e SCSF

Os espectros de frequéncias para placa com condi¢des de contorno SSFS e
SCSF estdo apresentadas na Figura 26. Poucas mudangas significativas no
comportamento do espectro de solugdes dos métodos enriquecidos se observam para
a placa SSFS. Novamente, assim como nos casos anteriores, todas as metodologias
enriquecidas mantém seus resultados com erros inferiores a 40% no trecho inicial de
70% do espectro. O primeiro método a apresentar um crescimento abrupto nos erros
continua sendo o MEFH. O MEFG-TPUQ e o MEFG-PPUT apresentam
comportamentos muito semelhantes, com aumentos abruptos no erro mais tardios,
por volta dos ultimos 20% do espectro e respostas muito ruins para as ultimas
frequéncias, com erros da ordem de 500%. Novamente isso reforca a tendéncia
observada em todas as condicbes de contorno precedentes de que, todas as
metodologias enriquecidas apresentam o6timos resultados para o inicio do espectro

das respostas.
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FIGURA 26 - Espectro de frequéncias para placa com condi¢cdes de contorno: (a) SSFS; (b)
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O maior destaque da anadlise para a placa CSFS esta centrado no
comportamento no primeiro quartil. Pela primeira vez, fica evidente uma mudanga no
padrao dos resultados obtidos. Logo apés o inicio do primeiro quartil até quase 20%
do espectro, todas as metodologias enriquecidas comegaram a apresentar
divergéncias em relacdo aos valores de referéncia, mas, embora com alguns
resultados menos precisos que os obtidos pelo MEF, os erros se mantiveram em
valores baixos, da ordem de 2%. Nao é possivel afirmar de maneira categérica o real
motivo desta mudancga subita no comportamento das metodologias enriquecidas em
representar os resultados da placa.

Contrastando com os resultados da analise de convergéncia, a analise do
espectro de solugdes revelou limitagdes das metodologias enriquecidas. Ao avaliar a
acuracia das respostas como um todo, percebe-se que a excelente precisdo das
metodologias enriquecidas, limita-se a pouco além do primeiro quartil das solugdes.
Quanto a perda de precisao, percebem-se semelhangas no desempenho dos métodos
enriquecidos. Semelhancas sao observadas para as placas SSSS, CCCC, CSCS,
FSFS e SSFS. Em todas estas condi¢cdes de contorno, observa-se uma progressiva
perda na qualidade das respostas, intensificada substancialmente no ultimo quartil das
solucbes. Em todos estes casos, a diminuicdo da precisdo € primeiramente
manifestada pelo MEFH, seguida do MEFG-PPUT e do MEFG-TPUQ. A unica
excecgao corresponde a placa CSFS, para a qual os erros, manifestos desde o primeiro

quartil, apresentam-se levemente mais perceptiveis.

7.2 CONDICIONAMENTO DAS MATRIZES DE MASSA

Esta se¢ao destina-se a discutir conceitos relativos a segunda analise paralela
desenvolvida: andlise de sensibilidade numérica. A sensibilidade numérica esta
intimamente relacionada a dois pontos cruciais de algoritmos computacionais
envolvendo operagdes algébricas entre matrizes: o condicionamento e a estabilidade.

Associar estes conceitos a resolugdo computacional de sistemas lineares néo
€ objeto novo de estudo. A utilizagdo de algoritmos aproximados se tornou
amplamente difundida para resolugcado de problemas de algebra linear em grandes
escalas. Wilkinson (1965) foi pioneiro a introduzir um parametro matematico que
pudesse, de certa forma, quantificar a sensibilidade das matrizes envolvidas a
perturbagdes na solugcdo. Wilkinson (1965) formulou o conceito de numero de
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condicdo de uma matriz, associando a importancia desse novo parametro a qualidade
de resolugdo de um sistema linear. Anos mais tarde, apds diversas pesquisas
desenvolvidas, Higham (1995) afirma por fim que o numero de condi¢ao de uma matriz
€ parametro util em quantificar as perturbagdes na solugdo de um sistema linear
inerentes aos processos de inversao da matriz.

Neste contexto, outro problema matricial da algebra que se tornou objeto de
interesse no estudo da sensibilidade, foi o problema de autovalores e autovetores.
Diversas pesquisas associaram, também, o condicionamento de uma dada matriz a
obtencdo de boas solugbes aproximadas para autovalores e autovetores. Petroli
(2016) afirma que este conceito também é de extrema importancia para avaliar a
qualidade de solugdes aproximadas em problemas de autovalores e autovetores

generalizados.

7.2.1 Calculo do numero de condicdo de uma matriz

A definigdo formal, encontrada em Bazan (2003) para o numero de condig&o

surge a partir dos conceitos descritos a seguir. Considere A € R™", e um sistema

linear da forma:

Ax=b (6.1.1)

onde a solugcao x é obtida diretamente através de:

x=A"1b (6.1.2)

definindo a norma matricial induzida pela fungao raio espectral T: R™" - R:

(6.1.3)

N| =

1Al = ((ATA))

Sabe-se que um dado erro e, tem como imagem um residuo r (RUGGIERO;
LOPES, 1998):
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Ae=r (6.1.4)
€ que, por consequéncia, também:
e=Alr (6.1.5)
Pela definicdo de produto interno, podem-se extrair quatro desigualdades:
1 ||A|| (6.1.6)
IxIl = IIbll
1 S 1 (6.1.7)
lIxIl — [[bllllA=H]|
llell < [IA=*]l{Ir]l (6.1.8)
lel| > llxll (6.1.9)
~ Al

das quais é possivel condensar uma unica expressao em termos da razdo conhecida

[le]| el
e darazdo —
(1l Ibll’

por (RUGGIERO; LOPES, 1998):

como erro relativo — e que é conhecida como residuo relativo e dada

Il _llell _ . lir 6.1.12)
ol = Tl = ]

k(A)™
Percebe-se que, tanto o limite superior, quanto o limite inferior da desigualdade s&o
combinacgdes lineares do residuo relativo em relagdo a um mesmo escalar. A este
fator, que define a amplitude do intervalo de proporcionalidade entre o residuo relativo
e o erro relativo da-se o nome de numero de condigdo da matriz A, representado por
k(A):

k(A) = A7l (6.1.11)
Computacionalmente falando, o processo de inversdo de matrizes € muito

custoso, tornando a definicdo acima, ainda que fundamental, pouco viavel para a

obtencdo do numero de condi¢cdo. Felizmente existe uma relacdo alternativa
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proveniente de um teorema dos numeros de condigdo, demonstrado por Ford (2015),
que associa o numero de condicdo a uma razao entre o menor e o maior autovalor da

matriz A na forma:

~ max(JA]) (6.1.12)
~ min(|4;])

k(A)
Esta foi a relacéo utilizada para a obtengdo dos numeros de condi¢cao (NC)

das analises de sensibilidade do presente trabalho.

7.2.2 Condicionamento da matriz de massa como parametro de estabilidade

numérica

Leung e Zhu (2004) sugerem que, uma vez que a matriz de massa M seja
simétrica e positiva definida, condicdo do presente contexto, a sensibilidade a
perturbagdes numéricas do problema generalizado pode ser analisada de maneira
equivalente a um problema padrao em relacdo apenas a matriz de massa. Portanto,
para avaliar a evolugdo da sensibilidade numérica em cada um dos métodos
propostos a medida em que o numero de graus de liberdade do sistema aumenta,
calculou-se o NC das matrizes de massa relativas aos graus de liberdade livres do
sistema. O objetivo aqui € avaliar a evolugdo do numero de condi¢do das matrizes de
massa envolvidas com o intuito de mensurar um parametro associado ao risco de

instabilidade numérica.

7.2.3 Condicionamento da matriz de massa para condi¢gdes de contorno SSSS e
CCcCC

Iniciando a apresentacido dos resultados de sensibilidade numérica, tem-se
na Figura 27 as curvas de numero de condigado das matrizes de massa para as placas

sujeitas a condigdes de contorno SSSS e CCCC.
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FIGURA 27 - Numero de condicdo da matriz de massa para placa com condi¢des de
contorno : (a) SSSS; (b) CCCC.
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Fonte: O autor.

Para a condicdo de contorno SSSS, percebe-se que o refinamento h do MEF
possui os menores NC observados, revelando-se a metodologia numericamente
menos sensivel a perturbagdes. Dentro do intervalo avaliado, o MEFH apresentou
uma ordem de grandeza inferior a 10'°(< 10¢), estando dentro dos limites de
precisdo numérica da maquina. O MEFG-TPUQ apresentou NC atingindo valores da
ordem de 102!, conflitando com as boas propriedades de convergéncia ja mostradas
pelo método. Por fim, a abordagem que apresentou os maiores valores de NC foi o
MEFG-PPUT, da ordem de 10%* , mostrando-se a metodologia mais sensivel a
perturbacdes.

Para a condicdo CCCC, o refinamento h do MEF apresentou comportamento
analogo a placa SSSS. As duas formulagdes enriquecidas, MEFG-PPUT, MEFG-
TPUQ apresentaram crescimentos acentuados do NC comparados ao MEFH. Por fim,
também em concordancia ao observado na placa SSSS, o método com NC mais
elevados, de até 10%*, foi o MEFG-PPUT.
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7.2.4 Condicionamento da matriz de massa para condi¢cdes de contorno CSCS e
FSFS

Prosseguindo, a Figura 28 apresenta os graficos dos numeros de condigao
das matrizes de massa variando com o numero de graus de liberdade para placas

com condicdes de contorno CSCS e FSFS.

FIGURA 28 - Numero de condicdo da matriz de massa para placa com condicbes de
contorno: (a) CSCS; (b) FSFS.
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Fonte: O autor.

Avaliando a evolugao do NC com o0 aumento do numero de graus de liberdade
para a placa com condicdo CSCS, sem grandes mudangas caracteristicas e com
valores baixos, da ordem de 10, o refinamento h do MEF mantém-se como a
abordagem menos sensivel numericamente, seguido pelo MEFH. Ao combinar
imposigdes diferentes no contorno da placa, ndo foram observadas grandes
distor¢cdes no comportamento dos NC ao compara-los com as condigdes anteriores.

Por fim, o MEFG-PPUT foi a metodologia mais sensivel numericamente, superando
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todas as abordagens numéricas para todos os valores de graus de liberdade,
atingindo NC da ordem de 102* na ultima analise.

Para a placa FSFS verifica-se que poucas sao as diferengas manifestadas por
todos os métodos. Pode-se apontar uma aproximacao do MEFG-TPUQ em relagao
ao MEFH, devido a um suave aumento dos numeros de condi¢&o por parte do MEFH
e uma suave diminui¢gdo por parte do MEFG-TPUQ. A metodologia mais sensivel

numericamente permanece sendo o MEFG-PPUT.

7.2.5 Condicionamento da matriz de massa para condi¢cdes de contorno SSFS e
CSFS

Por fim, os ultimos resultados, relativos as condicoes SSFS e CSFS, estéo

dispostos na Figura 29.

FIGURA 29 - Numero de condicdo da matriz de massa para placa com condi¢des de
contorno: (a) SSFS; (b) SCFS.
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Percebe-se semelhanca entre os comportamentos delineados pelo
refinamento h do MEF e pelo MEFH para a placa SSFS, para a placa CSCS e para a
placa SCSF. Nestas 3 abordagens, a evolu¢gao da magnitude do numero de condigao
foi praticamente idéntica. Dentre as metodologias enriquecidas, o MEFG-TPUQ
apresentou uma leve suavizagdo na curvatura, terminando o ultimo nivel de
enriquecimento com valores de NC da ordem de 10°. Por fim, o comportamento do
MEFG-PPUT, embora ainda se mostre mais sensivel numericamente, apresenta uma
ligeira atenuacao na taxa de crescimento do NC.

O ultimo resultado da analise de sensibilidade numérica da solugao, referente
a placa CSFS, manteve o mesmo padrao morfolégico e de magnitude para os métodos
MEFH e MEFG-TPUQ, com pouquissimas divergéncias em ordem e numero. O unico
método que mudou de comportamento em relagcdo a condicdo SSFS, foi o MEFG-
PPUT, que retornou ao padrao demonstrado para as outras condigdes de contorno
com excegao da SSFS.

Por fim, € possivel inferir que a sensibilidade numérica dos problemas
aumenta substancialmente com a utilizagcdo das metodologias enriquecidas. O
aumento da sensibilidade numérica revela-se através dos elevados NC das matrizes
de massa, sobretudo para as formulagcées do MEFG. Pode-se concluir, portanto, que
a elevada convergéncia dos métodos enriquecidos esta atrelada a um aumento direto
no risco de instabilidade numérica. Felizmente, em termos praticos, a instabilidade
numeérica nao foi observada em nenhuma das condi¢gdes de contorno dos estudos de
caso deste trabalho.

De fato, conciliar boa convergéncia com baixos numeros de condi¢cao parece
ser um desafio inerente a formulacao de solugbes numéricas via MEFG. Babuska e
Banerjee (2012), ao estabelecerem uma proposta visando combater o problema do
mau condicionamento, chamada MEFG Estabilizado, comentam que o mau
condicionamento estaria relacionado ao aparecimento de fungdes de forma quase
linearmente dependentes, o que, por consequéncia, acarretaria no mau
condicionamento da matriz de rigidez, para problemas estaticos. O paralelo direto para
a analise dinamica reside em solucionar um problema de autovalores e autovetores
generalizado. Como afirmam Leung e Zhu (2004), a medida numérica indireta
associada ao risco a instabilidade nestes problemas, pode ser tida como numero de
condigao da matriz de massa. Neste contexto, sugere-se que o mau condicionamento

das matrizes de massa do MEFG testemunhado no presente trabalho possivelmente
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tenha fonte no problema mencionado por Babuska e Banerjee (2012). Todas as
abordagens enriquecidas avaliadas demonstraram maior crescimento do numero de

condigao quando comparados ao refinamento h do MEF.
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8 CONCLUSAO

O MEFG constitui-se uma extensao do MPU, aliando o espago de solugdes
aproximado do método ao espaco de solugdes do MEF convencional. Trata-se de uma
ferramenta poderosa para a resolugdo aproximada de problemas de valores de
contorno, pois permite o enriquecimento da solugao através da adicdo de graus de
liberdade no interior dos elementos e/ou na interface de elementos adjacentes.

Neste contexto, o presente trabalho posiciona-se como um estudo de caso da
aplicabilidade do MEFG a um problema especifico de valores de contorno: a vibracao
livre de placas de Kirchhoff-Love.

Observa-se que todas as formulacbées do MEFG propostas no presente
trabalho forneceram resultados precisos e elevadas taxas de convergéncia. Dentro do
horizonte de frequéncias estudado na analise de convergéncia, as solugdes
enriquecidas do MEFG revelaram excelentes resultados.

Variagdes na utilizacdo dos enriquecimentos e fungdes particdo da unidade
também foram estabelecidas. Duas propostas foram identificadas como as mais
indicadas para o problema. Primeiramente, utilizar polinbmios de Legendre aliados a
particoes da unidade trigonométricas e, em segundo lugar, utilizar enriquecimentos
trigonométricos aliados a particbes da unidade Lagrangeanas quadraticas.

Paralelamente, algumas metodologias numéricas consagradas também foram
aplicadas ao problema para constru¢ao de valores de referéncia, como o MEF e o
MEFH polinomial. As respostas fornecidas pelo MEFG mostraram-se sempre mais
precisas, quando comparadas ao refinamento h do MEF e, para a maioria das
frequéncias avaliadas, tdo precisas quanto as do MEFH polinomial. Em alguns casos,
a qualidade dos valores obtidos pelas formulagdes do MEFG superou inclusive a
precisdo do MEFH polinomial.

Contudo, a alta precisdo dos resultados fornecidos pelo MEFG nao esteve
presente em todo o espectro das solugdes. Um dos revezes observados foram perdas
significativas e abruptas na qualidade das respostas manifestas nas parcelas finais do
espectro, para todas as condi¢gbes de contorno. Assim como o0 observado para o
MEFH polinomial, os ultimos valores do espectro de frequéncia revelaram uma
limitacdo do MEFG em representar com precisdo aceitavel valores muito altos de
frequéncia. A evolugdo do numero de condicdo das matrizes de massa foi

estabelecida como parametro de sensibilidade e de possivel risco de instabilidade
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numeérica das solu¢des. Embora aumentos significativos na magnitude do numero de
condigdo das matrizes de massa tenham sido observados ao comparar as
formulagbes mais precisas do MEFG com os demais métodos, nenhum problema de
instabilidade numeérica das solugbes foi observado neste trabalho. Nao foram
observados modos espurios para nenhum dos enriquecimentos do MEFG.

Frente aos 6timos resultados conclui-se, portanto, que o MEFG possui grande
aplicabilidade e eficiéncia na resolugao do problema de vibracao livre de placas de
Kirchhoff-Love.

8.1 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Como sugestdo de continuidade sugere-se aplicar as formulagbes mais
promissoras propostas neste trabalho para problemas transientes. Propdem-se aliar
aos presentes métodos, técnicas de estabilizacdo numérica, visando o melhor
condicionamento das matrizes de massa para mitigacdo dos riscos a instabilidade
numérica. Quando possivel/necessario, sugere-se associar técnicas de refinamento
adaptativo, almejando melhorar as respostas de frequéncias especificas, caso estas
encontrem-se em zonas de baixa precisao do espectro. Uma analise relativa ao custo
computacional associado a cada uma das propostas, visando quantificar a viabilidade
de aplicagcdao de cada técnica € recomendada. Propdem-se também ampliar a
utilizacdo do MEFG para condi¢gbes de contorno e geometrias ndo contempladas no
presente estudo, como placas pontualmente apoiadas, e o desenvolvimento de
elementos isoparamétricos. Por fim, objetivando verificar a aplicabilidade completa
destas formulagdes do MEFG na analise dinamica de placas, sugere-se a extensao

do presente estudo para placas de Reissner-Mindlin.
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APENDICE I: FUNDAMENTOS EM ELASTICIDADE SIMPLETICA

Apéndice destinado a fornecer um pano de fundo a respeito de um dos
métodos existentes para obtencédo da solugao analitica do problema de autovalores
associado a vibracgao livre das placas finas: a elasticidade simplética. O apéndice se
inicia por seu histérico, passando por suas limitacbes e propostas aproximadas. Os
tépicos apresentados baseiam-se fundamentalmente no livro “Symplectic Elasticity”
de Yao, Zhong e Lim (2009). Portanto, para mais detalhes, consultar a bibliografia.

Espaco de fases € o nome dado a seguinte relacdo estabelecida entre um
espaco vetorial M e seu respectivo espago dual M’ (YAO, ZHONG e LIM, 2009):

p

W=M><]\/[’:{(q

):pEM,qEM’} (a.1)

Na maioria das situagdes praticas, mesmo que nao exista correspondéncia
fisica direta entre as grandezas dos elementos de M e de seu espago dual, M, a
composicao de W é definida em um problema para casos em que o produto destas
duas grandezas fisicas possui algum significado de interesse (YAO, ZHONG e LIM
2009).

Nesse contexto, define-se um espago de fases como simplético quando existe

um produto interno, representado por < x,y >, que satisfaz quatro propriedades:

<x,y>=-<y,x> (a.2)
<kx,y>=k<x,y>keR (a.3)
<x+z,y>=<x,y>+<z,y> (a.4)
x=0y ©<x,y>=0VyeWw (a.5)

ou seja, todo e qualquer espaco de fase que possua um produto interno definido tal
que seja antissimétrico, linear em relagdo ao primeiro argumento para soma e
multiplicagdo por escalares e ndo degenerado, constitui um espacgo simplético (YAO,
ZHONG e LIM 2009). E imediato que todo elemento de um espaco simplético é

simpleticamente ortogonal a si mesmo:

<xX,x>=0VxeW (a.6)
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A matriz identidade simplética é denotada pela letra J. Ela € a estrutura que
relaciona um espacgo simplético 2n-dimensional as matrizes identidades euclidianas,
através da matriz antissimétrica (YAO, ZHONG e LIM 2009):

e[3, 4

de tal forma que algumas propriedades podem ser estabelecidas:

J2n = —lzn (a.8)
Jzn = ~Jzn (a.9)
Jzn =Jzn (a.10)
ADH =1 (a.11)

de maneira analoga, dentro de um espacgo euclidiano, a matriz unitaria simplética
exerce o papel da unidade imaginaria. Por esta razao, pode-se correlacionar o produto
interno simplético ao euclidiano da seguinte maneira (YAO, ZHONG e LIM 2009):
<x,y>=x'(y) (a.12)

Para espacgos euclidianos € usual que a modelagem de fendmenos da mecanica
classica conduza a transformacoes lineares simétricas. Diz-se que uma transformacao
linear euclidiana é simétrica se (YAO, ZHONG e LIM 2009):

xT(Ay) =yT(Ax) © A = A" (@.13)
ou seja:

IAI = AT (a.14)

Tracando o paralelo para os espacos simpléticos, € interessante definir uma

estrutura andloga. Quando a ordem dos termos n&o influencia o resultado de uma
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transformacao simplética, tal transformacdo € nomeada como uma Transformacgao

Hamiltoniana:
<x,Hy>=<y,Hx > (a.16)
onde H: W — W. O paralelo se torna evidente:
JH] = HT (a.17)
As matrizes hamiltonianas possuem caracteristicas especificas quando
olhados sob o ponto de vista de seus autovalores. Algumas destas caracteristicas, as
tornam muito importantes para aplicacdes na fisica.

Primeiramente, seja H uma matriz hamiltoniana, tal que H: W - W, sendo W
um espacgo simplético 2n-dimensional. Todos os autovalores complexos ndo nulos de
H sdo mutualmente simpléticos e adjuntos. Ou seja (YAO, ZHONG e LIM 2009):

Hx =Ax © Hx = —Ax,VA € C* (a.18)
portanto, se A € autovalor de uma matriz hamiltoniana, —A obrigatoriamente também
0 €, e vice-versa. Para provar esse resultado dos espacos simpléticos, extremamente
util para enunciar diversas conclusdes futuras, considere o problema (YAO, ZHONG
e LIM 2009):

(IM-H)x=0 (a.19)
a fungao caracteristica pode ser obtida através de:
P(A) = A(IA — H) (a.20)

aplicando-se a seguinte manipulagao:

P() = AQJIJ — JHJ) (a.21)
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de acordo com Eq. (a.21) e com Eq. (a.20):

P(A) = A(-AI—HT) (a.22)
transpondo-se todas as parcelas da Eq.(a.22):

P(A) = A(—AI — H) (a.23)

portanto, conclui-se que, de fato, transformagbes hamiltonianas em espacos

simpléticos possuem polinbmios caracteristicos pares (YAO, ZHONG e LIM 2009):
P(A) = P(—1) (a.24)

Considerando que para um dado autovalor A; exista um conjunto de m

autovetores {x{, x{,...,x{"} e que, em paralelo, para um outro autovalor ; exista um

1

conjunto com k autovetores associados {x]-o, Xj, ...,x}‘}, entdo, se A; +; # 0, existe

ortogonalidade simplética entre os autovetores (YAO, ZHONG e LIM 2009):
A+ #0=2<x4,%>=0 (a.25)

comr=1,...,mes =1,..,k.Tal resultado é obtido através do processo de inducao
matematica. A demonstragcao completa esta disponivel em Yao, Zhong e Lim (2009).

Outra ferramenta matematica fundamental para a elasticidade simplética é a
Transformada de Legendre. Ela é, segundo Lim etal (2009), a chave para
compreender a transformacdo de um sistema construido com formalismo
Lagrangeano para um sistema com formalismo Hamiltoniano.

Define-se a Transformada de Legendre de uma fungédo f: R" - R, como a
funcdo F tal que (YAO, ZHONG e LIM 2009):

j:( of of of (a.26)

a—xl,@, ,a) = (X1, X5, ) Xp)
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Ou seja, para uma dada f existira outra fungdo F aonde as derivadas de f
figuram como variaveis independentes e tal que F é equivalente a f. Esse é o conceito
e a definicdo da Transformada de Legendre (YAO, ZHONG e LIM, 2009). Para
compreender o Principio de Formacao da Transformada de Legendre, sera estudado
0 caso em que as componentes de f sdo definidas em termos das entradas de dois

vetores genéricos x ey, tal que:

f=1f(xy) (a.27)

assim sendo, através do teorema do diferencial total:

of of (a.28)
df = a— dx + a—dy
existe uma fungao:
(g E) B (a.29)
ox’'dy)

introduzida através do Principio de Formagéo da Transformada de Legendre, definido
por (YAO, ZHONG e LIM 2009):

of of of of
gt o _f<_’_) (a.30)
0x ady 0x dy
pode-se perceber que:
oF o0F (a.31)
—_— = X; —_— = y
0x dy

Descrever um sistema através da funcao lagrangeana em termos continuos
nem sempre € uma forma viavel de representar um fenbmeno mecanico. Muitas

vezes, pela falta de informagbes e condi¢des, utilizar informagdes discretas e
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pontuais, conhecidas como graus de liberdade, ja é suficiente. Definindo um vetor n-
dimensional v = (vy,v,, ...,v,)T, onde cada uma das entradas v; é equivalente a um
valor pontual de deslocamento generalizado, localizado em algum ponto da linha
neutra da placa, e tomando v = (v, V,, ..., v,)T o vetor n-dimensional definido a partir
das velocidades generalizadas, relativas a cada um dos valores de deslocamento de
v. A acao realizada pelo sistema, pode ser aproximada pelo somatdrio da lagrangeana
acumulada apenas entre os instantes de tempo que unem os estados iniciais (vg, Vp)

e finais (v, v¢), nos tempos t, e t¢, respectivamente, onde:
L~ Ly(V,V) (a.32)

desta forma, o sistema sera caracterizado apenas através das equagdes de
movimento de algumas de suas particulas, chamadas de graus de liberdade e a agao

sera:

t (a.33)
ID = fLD(V,V) dt

to

Aplicando o operador variacional §(.) na forma discreta do funcional de energia, I1;p,
surge uma composicao alternativa da Equacao de Euler-Lagrange (YAO, ZHONG e
LIM, 2009):

te

0= )y “at\av/) Y

to

(a.34)

De acordo com o Principio de Hamilton, obrigatoriamente 511, = 0, (LIM et.al,

2009) e, para variagdes arbitrarias 6v:

Jdv dt

0L, d (GLD) (a.35)
ov

Para escrever o sistema em coordenadas hamiltonianas candnicas deve-se, através

da aplicagdo da Transformada de Legendre, obter um sistema dual de outras
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coordenadas generalizadas m associadas a v, chamadas de momentos generalizados
(YAO, ZHONG e LIM 2009):

0Lp (3.37)
m=—-
av
Percebe-se que, nestas condi¢des, as velocidades generalizadas serdo escritas em
termos dos momentos generalizados e dos deslocamentos generalizados (YAO,
ZHONG e LIM 2009):

v =v(v,m) (a.38)

Esta manipulagdo é extremamente util. Descrever o sistema em termos de
momentos generalizados, permite eliminar a utilizagdo de derivadas temporais como
variaveis independentes do problema. De acordo com o Principio de Formacao da
Transformada de Legendre, torna-se possivel introduzir a Fungdo Hamiltoniana H,
equivalente a Transformada de Legendre da Fungédo Lagrangeana (YAO, ZHONG e
LIM 2009):

H(v,m) = m"™v(v,m) — Lp(v,v(v,m)) (a.39)
O paralelo entre a Eq. (a.39) e a Eq. (a.30) torna-se evidente, pois H(v,m) é
a transformada de Legendre de L(v, V). A primeira parcela de H corresponde a duas
vezes a energia cinética do sistema. Portanto (YAO, ZHONG e LIM 2009):

H(v,m) = Egjp + Epor (a.40)

Com a funcao hamiltoniana do sistema formulada, torna-se possivel relacionar

as formulacées em ambos os sistemas e obter (YAO, ZHONG e LIM 2009):

o __ory @1
v v

e também perceber que:



130

o (2.42)
~ 0m
oLy (a.43)

av

relagdes que permitem obter as duas Equagbdes Hamiltonianas na Forma Canénica
(YAO, ZHONG e LIM 2009):

. 0K (a.44)
m=—
ov
. oH (a.45)
m=——
om

Juntas, elas fornecem duas formas distintas de obtengado da derivada dos momentos
lineares generalizados em termos dos deslocamentos generalizados e dos proprios
momentos lineares generalizados, respectivamente. As duas Equacdes

Hamiltonianas na Forma Candnica podem ser sintetizadas em uma unica equacao:

0H O0H
Of L _, (a.46)
dv  0m

Particularizando esta analise para os fendmenos elasticos relativos a placas
finas, a fim de se extrair um problema de autovalores para uma matriz hamiltoniana,
€ necessario listar alguns resultados diretos da mecanica newtoniana aplicada as
placas. Estes resultados se referem ao equilibrio interno de esforgcos da placa e sao
dados por (LIM et.al, 2009):

0Qx 0Qy (a.47)

a_X + a—y =—-A phq)

oM, M, (a.48)
ax dy Q=0

M, M, 49

_y + Y —_ Qy = 0 (a )

dy 0x
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onde Q4 e Q, representam os esforgos cortantes nas faces da placa, My e My os
momentos fletores e M,, 0 momento volvente. Para tornar o equacionamento mais

conveniente, cada um dos momentos envolvidos sera escrito em fungdo das
curvaturas gy, 0, € 0xy:

M, = D(ex + voy) (a.50)
M, = D(gy + vex) (a.51)
My =D(1 —v)oyy (a.52)

Cada uma das curvaturas representa uma das derivadas segundas de w (LIM et.al,
2009):

%P (a.53)

%= "o
0%d (a.54)

Qy = —W
0% (a.55)

Oxy 0x dy

Também pode-se determinar as for¢as equivalentes de cisalhamento como (LIM et.al,
2009):

oMy _0OM,, (a.56)
V=55 t2 gy
oM oM (a.57)
y Xy
=—=+2
Ve dy M

A fim de dar continuidade a deducéo, é necessario introduzir uma variavel de rotagcao
em torno do eixo e;, permitindo a implementacdo da analise simplética, através da

construcao do par dual de variaveis (LIM et.al, 2009):

00 (a.58)

%= 9%
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Define-se também o conceito de energia complementar dada por (LIM et.al, 2009):

B L (a.59)
E— DA (M2 + M2 + 2vM, M, + 2(1 + v)MZ)

Associada aos momentos de flexado e tor¢éo da placa, permite escrever I1,, o segundo

funcional de energia da placa, em termos da energia complementar E (LIM et.al, 2009):

—= a.60
M, = f (Myox+Myoy + 2Myy0xy — E — Ecip ) dQ ( )

A formulagao de II, entretanto, infelizmente, ainda ndo é conveniente, pois
nao permite a construgcio do problema de autovalores em relagao ao vetor de estados
(LIM et.al, 2009). Para contornar este problema, suponha que se deseje construir um

vetor de estado s, que represente o sistema no espacgo simplético W, da forma:
s=(b,06,V,M)T (a.61)

Por convencédo V e M, representam, respectivamente, V;, e M,. Ou seja, nesta
representacdo, o sistema de coordenadas no espago simplético sera estabelecido e
descrito de maneira suficiente através de quatro informacdes. Informagdes relativas a
deslocamentos, rotagdes e esforgos internos. Uma vez que as entradas relativas aos
momentos e esforgos cortantes equivalentes dizem respeito apenas ao eixo e;, 0s
momentos e cortantes relativos as outras dire¢cées deverao, portanto, ser reescritos
unicamente em termos das variaveis que compdem o vetor de estado (LIM et.al,

2009). Para que essa manipulagao seja possivel, reescreve-se:

920 (a.62)

My = —(1 - VZ)DW
~ 20 (a.63)

M, = —(1— V)Da—y

Essa substituicdo € necessaria porque permite obter uma formulagao alternativa para

a energia potencial total da placa, em termos das entradas do vetor de estado:
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— 2
Epot—V6+vMa—yz+ﬁM - >

2 1 1 —v2 5 (ach)Z 90 (a.64)

Substituindo-se a Eq. (a.62) e Eq. (a.63) na Eq. (a.60) e Eq. (a.59) na Eq. (a.60) e
aplicando-se as manipulagdes necessarias, obtém-se a equacdo do segundo

funcional de energia, agora reescrito de uma maneira conveniente (LIM et.al, 2009):

M, = f (V@, — MOy — Egip — Epor) dQ (2.65)

O indice x indica derivacao parcial em relagao a variavel. Percebe-se que a ultima

parcela é equivalente a funcdo hamiltoniana da placa:

I, = j(dex — M6, — H) dQ (a.66)

Fazendo-se SI1, = 0, a fim de atingir um problema matricial em termos das entradas
do vetor de estados, pode-se rearranjar os termos da igualdade obtida para a seguinte
relacao:

s, = Hs (a.67)

uma expressdo unicamente em termos do vetor de estados s. H é um operador

hamiltoniano, tal que H € W, dado por:

_[H1,1 I'11,zl (a.68)
Hy: Hi,

onde, cada um dos blocos do operador hamiltoniano € dado por:
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0 1 (2.68)
Hy,,=| 0
e
0 0 (2.69)
Hiz =1, 1
D
o* a.70
[D(l - VZ) F - ph}\z 0 l ( )
Hy1 = Y 52
[ 0 2D(1 - Vz) a_yZJ

Com a equacgao hamiltoniana dual em maos, basta estabelecer hipéteses acerca da
construcéo do vetor de estados e, a partir desta metodologia, obter um problema de
autovalores em relacéo a matriz H.

Para obter tal problema de autovalores em W, utiliza-se a hipotese da

separacgao das variaveis (LIM et.al, 2009):
s = c(x)d(y) (a.70)

onde, segundo esta hipotese, o vetor de estados € definido através de um produto de
uma funcdo escalar na diregdo de x por uma fungéo vetorial na diregdo y. Uma vez
que a Equacdo Dual Hamiltoniana €, na realidade um sistema de equacbes
diferenciais em relagdo a variavel x através do operador linear H, por analogia ao
problema equivalente relativo a sistemas de equagdes diferenciais ordinarias,

supdem-se que:
c(x) = e®* (a.71)
Substituindo-se a Eq. (a.71) na Eq. (a.67):

0 oxqy — T(awox (a.72)
—(e”"d) = H(e“*d)

-~ wd = Hd (a.73)

um problema de autovalores e autovetores em W, onde w € C. O vetor d é autovetor

de H. Constroéi-se entdo o problema de autovalores:
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(H—In)d =0 (a.74)

Infelizmente, devido a existéncia de operadores diferenciais em H, essa, ainda ndo &
uma forma conveniente de formular o problema de autovalores. Isso porque, muito
pouco ou nada se sabe acerca do vetor de funcdes d. Para tal, supdéem-se que d seja
um vetor composto por fungdes suficientemente diferenciaveis em relagéo a y, da

forma:

d=e¢Y(A B C P)T (a.75)

onde A,B,C,De RerteC.
Através de sua distribuicdo através dos blocos de H percebe-se que, na

realidade:

(Hy1 — Lw)e” Hy,e™ (A B)T] _[(0,0)T (a.76)
Hy e™ (Hy1 - Izw)ety C,BHT 0,07
Iniciando pelo primeiro bloco:
0 1 w 0 (a.77)
— Ty — _ Ty
(Hl,l 12(1))6 ([—VTZ O] [O o ) e
Portanto:
-0 1 a.78
(Hy —Lw)eV = [_Wz o e ( )
Prosseguindo para o segundo bloco:
0 0 (a.79)
Hl‘zety = 0 1 e
D

Agora, para o terceiro bloco:
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R a.80
|[D(1 —v?) oy phAZe™ 0 ]| ( )
Hz‘lety = ; aZGTy
0 2D(1 -V

Portanto, ao serem realizadas todas as derivagdes parciais em relagéo a y:

D(1 — v?)t* — phA? 0 - (a.81)
e
0 2D(1 — v?)1?

H; eV = [
Para obter o quarto e ultimo bloco do problema de autovalores, basta-se transpor o
primeiro. Percebe-se que uma vez que a funcao escalar e™ multiplica todos os termos
do lado esquerdo da equacao do problema de autovalores, e que, finalmente, agora,
a matriz relativa ao problema de autovalores € composta apenas por entradas
numeéricas, permitindo desenvolver a expressdao do polinbmio caracteristico, o
problema de autovalores esta em uma forma conveniente de ser trabalhada.

Para que d seja autovalor da matriz hamiltoniana, € necessario que:

A(H,) = 0 (a.82)
o 1 0 01 l (a.83)
_y2 -
H, = VT w 0 D
lD(l — )t — phi? 0 —» —VTZJ
0 2D(1—VvH)T? 1 -

De acordo com Lim et.al (2008), embora o polinbmio caracteristico, a
principio, dependa de trés variaveis, ou seja, P=P(\, w,7), na realidade, o
procedimento padrdo da analise simplética define que o problema deve ser resolvido
primordialmente buscando-se uma expressao geral para os autovalores relativo ao
autovetor da diregao y, isto €, derivando as expressdes como 7 = t(w,A). Para tal,
primeiramente € necessario expressar a forma geral do polinbmio caracteristico e
depois o fatorar, buscando expressar as raizes t(w,A). Aplicando-se o Teorema de

Laplace na primeira linha da matriz hamiltoniana, desenvolve-se o determinante em:
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PO, w, 1) = w*(w? + 2(1 — v¥)1? + vi?) + 2 (vw + (1 — 2v¥)1?) (a.84)

Fatorando-se a expressao Eq. (a.84), percebe-se que existem valores para w, A para

0S quais a expressao € nula em termos de t:

. / \ (a.85)
PQA,w,T) = 1_[ kr + (=1)% |2 'DD—h+ (—l)fw2)

i,j=1

A equacéo Eq. (a.85) expressa que existem quatro formas possiveis de correlacionar

0s parametros w, A para que eles constituam uma solu¢ao da equagao caracteristica

em termos de 7, sendo estas, pois, as formas gerais dessa solugao:

(a.86)

(a.87)

(a.88)

(a.89)

Com estas quatro relagdes em méaos, pode-se estabelecer a forma geral dos
autovetores relacionados a todos os autovalores 7; # 0.

Outro detalhe é que, uma vez que, para matrizes hamiltonianas, em espagos
simpléticos, os polinbmios caracteristicos sdao sempre pares, tanto T como —t serao,
obrigatoriamente, autovalores associados ao mesmo autovetor. Portanto, permite-se
expressar a formulagado geral da solugdo, que, anteriormente era escrita em termos

de fungdes exponenciais, em termos de func¢des hiperbdlicas. Para cada autovalor t;
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existira um vetor de constantes (A; B; C; F;)T escrito em termos das fungdes

hiperbdlicas associadas a cada um dos autovalores (LIM et.al, 2008):

Aq Ay Az Ay (a.90)
By B, B3 By
d= cosh(tyy) + senh(t,y) + cosh(tzy) + senh(t,y)
Gy Cz Cs Cy
F, F, Fs F,

Ou seja, conclui-se que, no vetor de estados, os valores de ® podem ser expressos

como:
® = e“*(A; cosh(tyy) + A, senh(t,y) + A; cosh(t3y) + A, senh(t,y)) (a.91)
As rotagdes, como:
0 = e®*(B, cosh(t,y) + B, senh(t,y) + B3 cosh(t3y) + B, senh(t,y)) (a.92)
Os valores do esforgo cortante equivalente:
V = e®*(C; cosh(tyy) + C, senh(t,y) + C;5 cosh(tzy) + C4 senh(t,y)) (a.93)
E, por fim, os valores para os momentos fletores:
M = e®*(D, cosh(t;y) + D, senh(t,y) + D5 cosh(t3y) + D, senh(t,y)) (a.94)
As expressobes das Eq. (a.91), Eq. (a.92), Eq. (a.93) e Eq. (a.94), mesmo que
representem, de fato, a expressao geral para a composic¢ao das entradas de d, pouco
dizem a respeito da obtencao dos valores de t;. Existem infinitos valores de we A e,
para cada uma das combinacdes entre estes valores, existira infinitos diferentes
valores de T;.
A fim de padronizar esta analise, Lim et.al (2008) mostram que, para a
condicdo da placa com dois de seus lados simplesmente apoiados, € possivel

sintetizar a variagdo de w e A, associando-0s a um unico parametro natural, da forma

w, € A,, particularizando a expresséo da Eq. (a73), para o caso em que tal indice
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seja variado, ou seja, d = d,, expressao geral para o vetor de estados é dada, por fim,

unicamente através do parametro natural n (LIM et.al, 2008):

Fo , ) (a.95)
s = Z(zl (n)e®r*d, + z,(n)e"®r*d_, + z3(n)e“r*d, + 24(n)e‘°nxd’_n)
n=1

onde w, € w;, sao os valores possiveis para o caso em que duas das bordas paralelas
sdo simplesmente apoiadas. As funcbes escalares z;(n) sado fungdes genéricas
utilizadas para atender as condi¢gdes de contorno nas bordas que néo sao definidas a
priori como simplesmente apoiadas. Os vetores d,, sdo simplesmente os autovetores
associados aos valores na forma w;, € possuem ortogonalidade simplética em relacao

ad,:
<dpd,>=0 (a.96)

Mostrando, portanto, que existem duas formas distintas e equivalentes de expressar

o vetor de estados s.
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APENDICE Il: COMENTARIOS SOBRE A IMPLEMENTAGAO COMPUTACIONAL
DO MEFG

Apéndice destinado a detalhar pontos importantes inerentes a um dos
principais desafios comuns a implementacdo computacional do MEFG em problemas
bidimensionais: o gerenciamento dos graus de liberdade enriquecidos.

Para fins de padronizagao, os graus de liberdade foram indexados no sistema

global segundo a seguinte sequéncia:

e Graus de liberdade nodais;
e Graus de liberdade borda;

e Graus de liberdade bolha.

Os principais pontos relativos a indexagao e numeracao utilizados para cada um dos
tipos de graus de liberdade possuem peculiaridades que os diferenciam.

Os graus de liberdade nodais sdo enumerados primeiro. Seguindo a
disposi¢ao e numeracgao dos nos, estrutura-se uma maneira equivalente ao feito sem
a presenca dos enriquecimentos. Em um sistema de numeragao dos nds, cada no
recebe um numero n,4. Considerando quatro graus de liberdade por né, a relagéo de
recorréncia a seguir determina a numeragédo dos graus de liberdade ng, com seu

respectivo no:

ngL = 4n, + k (a.96)

com k=1,2,3,4. Desta forma, existem um total de graus de liberdade nodais

N¢L nodais dados como fungéo do numero total de nés N 4.:

NGL nodais = 4 Npgs (397)

Para enumerar os graus de liberdade borda, dois pontos principais precisam
ser considerados. O primeiro deles € a compatibilidade entre os enriquecimentos.
Compatibilizar os enriquecimentos de uma dada borda, de uma maneira geral,

significa garantir que as fun¢des de forma relativas a cada dado grau de liberdade
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sejam equivalentes para os dois elementos que compartilham a interseccéo. Este &,
sem duvidas, o maior desafio inerente aos graus de liberdade borda. Automatizar esse
procedimento significa encontrar uma maneira padronizada de ordenar os graus de
liberdade borda no sistema local de graus de liberdade. A técnica proposta no
presente estudo para atingir esse objetivo consiste, basicamente, em um sistema de
classificagao das fungdes de forma do tipo borda. O algoritmo realiza a classificacao

em duas etapas:

e Classificar os graus de liberdade quanto a borda a que eles pertencem,
padronizando a ordem das bordas no sistema ja adotado para a aplicagéo das
condicdes de contorno;

e Com os graus de liberdade corretamente atribuidos as suas respectivas
bordas, padroniza-se a ordenacdo dos graus de liberdade de uma mesma
borda, para que a compatibilizacdo possa ser feita na existéncia de um

elemento que compartilne a borda.

Um sistema de simbolos é definido. Tal sistema permite que cada um dos
graus de liberdade borda possa ser identificado de maneira unica e suficiente

mediante apenas 3 informacgdes:

e Borda a qual pertence: |, Il, Ill ou 1V;

e A funcao 1D nodal: “t” para translacao e “r’ para rotagao;

¢ O nivel do enriquecimento: 1, 2, 3, ...

Dessa forma, os graus de liberdade borda sdo numerados no sistema local

seguindo a seguinte convengéo:

e Ordem crescente de bordas;
e Graus de liberdade provenientes de enriquecimentos de translagao primeiro;

e Ordem crescente de niveis de enriquecimentos.

Assim, esta garantida a compatibilidade entre os enriquecimentos do tipo borda e os

graus de liberdade podem ser enumerados no sistema global. A numeragao dos graus
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de liberdade do tipo borda no sistema global necessita, por sua vez, de uma
numeragao auxiliar das bordas. Cada borda recebe um numero ny,.q,, € 0S graus

podem ser alocados no sistema global seguindo a seguinte expressao:

NgL = NGLnodais T M1 Nporda + K (898)

onde M; representa o numero de graus de liberdade enriquecidos por borda e k =
1,2,..M.

Por fim, os graus de liberdade do tipo bolha, ndo necessitam de nenhum tipo
de compatibilizagdo, visto que possuem suporte apenas em um unico elemento.
Consequentemente, podem ser diretamente numerados no sistema global, seguindo

a relacéao:

ngL = NgLnodais T NGLborda T 1Mz +k (a.99)

com M, igual ao numero de graus de liberdade bolha por elemento, i igual ao indice

do elemento, Ngiporaa © NUMero total de graus enriquecidos do tipo borda em toda a
malhaek =1,2,...,M,.



