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RESUMO

Neste trabalho, apresentamos tres novos algoritmos para clusterizacao de dados multidi-
mensionais baseados na multipla otimizacao da funcao do estimador de densidade kernel
Gaussiano, o MulticlusterKDE, o AdditiveclusterKDE e o TreeKDE. Os algoritmos pro-
postos possuem a principal vantagem de nao exigirem, a priori, o nimero de clusters, além
de serem simples de implementar, bem definidos e sempre convergirem em um nimero
finito de etapas, independentemente do conjunto de dados a ser agrupado. Além dos algo-
ritmos, propomos ainda uma nova métrica de validacao interna de clusterizacdo, o indice
de Densidade da Clusterizagao (indice CD), baseado na méxima razao entre a dispersao
interna dos clusters e a separacao entre centroides. Visando facilitar a compreensao dos
algoritmos propostos, os quais foram implementados no Software R, descrevemos detalha-
damente suas metodologias e procedimentos, exemplificando cada um dos seus passos por
meio de um problema simples, bidimensional, com um nimero reduzido de observacoes e
uma estrutura de grupos bem definida. Na sequéncia, realizamos experimentos numéricos
comparando os tres algoritmos propostos a alguns outros ja consagrados na literatura,
sendo: K-means, K-medoids, CLARA, GMM, DIANA, CLINK, PdfCluster e DBSCAN.
Os experimentos conduzidos tiveram tres vertentes: explorar e analisar as diferentes carac-
teristicas dos algoritmos de clusterizacao aplicados em problemas bidimensionais; medir
a qualidade das clusteriza¢oes propiciadas pelos algoritmos em problemas de dimensoes
variadas; avaliar o comportamento dos algoritmos de clusterizacao aplicados a problemas
de classificacao. Os dados utilizados consistem em problemas praticos provenientes da
literatura e de pacotes do Software R, além de problemas cujos dados foram gerados ran-
domicamente. Os resultados numéricos evidenciaram que os algoritmos MulticlusterKDE,
AdditiveclusterKDE e TreeKDE sao promissores e competitivos para a clusterizacao de
dados multidimensionais, quando comparados aos outros algoritmos da literatura supra
citados, uma vez que esses apresentam bons desempenhos, nao necessitam da especificacao
do ntimero de clusters e conseguem identificar grupos de alta densidade. Quanto ao indice
CD, resultados preliminares revelaram que quando comparado com métricas ja consagra-
das na literatura, tais como o indice DB e o coeficiente de silhueta, é eficiente para avaliar
clusterizacao de dados multidimensionais uma vez que apresentou uma concordancia subs-
tancial com o indice DB a um custo de execucao similar, e uma concordancia significativa
com o coeficiente de silhueta a um custo execucao consideravelmente menor, comprovando
sua qualidade como métrica de validagao interna para clusterizacao de dados multidimen-

sionais.

Palavras-chave: Clusterizacao; Estimador de Densidade Kernel; Otimizacao.



ABSTRACT

In this thesis we present three new algorithms for multidimensional data clustering based
on multiple optimization of the Gaussian kernel density estimator function, the Multi-
clusterKDE, AdditiveclusterKDE and TreeKDE. The suggested algorithms have the main
advantage of not requiring, a priori, the number of clusters, besides the fact that they are
simple to implement, are well defined and always converge in a finite number of steps,
regardless of the dataset to be clustered. In addition to the algorithms, we also propose a
new internal clustering validation metric, the Clustering Density index (CD index), based
on the maximum ratio between the internal dispersion of clusters and the separation
between centroids. In order to facilitate the understanding of the suggested algorithms,
which were implemented in the software R, we describe in detail its methodologies and
procedures, exemplifying each of its steps by means of a simple two-dimensional problem,
with a reduced number of observations and a well-defined structure of groups. After this,
we performed numerical tests by comparing the three proposed algorithms with some oth-
ers already established in the literature, as follows: K-means, K-medoids, CLARA, GMM,
DIANA, CLINK, PdfCluster and DBSCAN. The experiments conducted had three main
aspects: to explore and analyze the different characteristics of clustering algorithms ap-
plied to two-dimensional problems; to measure the quality of clustering provided by the
algorithms in problems of different dimensions; to evaluate the performance of clustering
algorithms applied to classification problems. The input data consist of practice problems
sourced from the literature and from Software R packages, as well as problems whose
data were randomly generated. The numerical results showed that MulticlusterKDE, Ad-
ditiveclusterKDE and TreeKDE algorithms are promising and competitive for multidi-
mensional data clustering when compared with other algorithms in the abovementioned
literature, since they have good performance, do not require specification of the number
of clusters and can identify high-density clusters. Regarding the CD index, preliminary
results showed that when compared to metrics already established in the literature, such
as the DB index and the silhouette coefficient, it is an accurate way to evaluate the clus-
tering of multidimensional data since it showed substantial agreement with the DB index
at a similar execution cost, and significant agreement with the silhouette coefficient at
a considerably lower execution cost, hence proving its quality as an internal validation

metric for multidimensional data clustering.

Key-words: Clustering; Kernel Density Estimator; Optimization
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1 INTRODUCAO

Com o avanco e o uso massivo de tecnologias, a quantidade de dados gerada e
disponibilizada tem crescido exponencialmente. No entanto, para que essa grande quanti-
dade de dados forneca informacoes que possam ser transformadas em conhecimentos Uteis

e relevantes € preciso realizar andlises essenciais para a sua correta interpretacao.

O processo de explorar grandes quantidades de dados a procura de padroes, regras
ou sequencias de informacoes, para detectar correlacoes entre as variaveis, faz parte do
campo da ciencia denominada Ciéencias de dados, do inglés Data science. De acordo com
Mount e Zumel (2019) e Said e Torra (2019), a Ciéncia de Dados se concentra na imple-
mentacao de decisoes fundamentadas em dados e no gerenciamento de suas consequencias
sendo uma prética interdisciplinar com forte conexdo com Estatistica, Aprendizado de

maquina e Big data.

Para Mount e Zumel (2019) e Kassambara (2017) a clusterizagao, do inglés clus-
tering, ¢ um dos campos de estudos da Ciencias de Dados que busca identificar padroes
ou grupos! de objetos semelhantes em um conjunto de dados de interesse, sendo utilizada
nos mais variados campos da pesquisa cientifica, tendo seus resultados frequentemente

utilizados para prever, analisar e replicar fenomenos, além de fomentar novas pesquisas.

A quantidade de algoritmos de clusterizacao é vasta na literatura, com as mais
variadas metodologias, apresentando fatores positivos e negativos no processo de agrupa-
mento multidimensional. A maioria desses algoritmos é, de alguma forma, dependente da
definicao a priori do nimero de grupos que, em muitas circunstancias, é desconhecida,
nao especificada e um dos focos da analise de dados. Outra caracteristica de iniimeros al-
goritmos de clusterizacao é a de formacao de grupos globulares, isto é, grupos inscritos em
hiperesferas, determinadas por raios baseados em distancias, principalmente a Euclidiana.
Por isso, a busca por novas metodologias capazes de suprir as dificuldades em determinar
de forma autonoma o nimero de grupos e/ou com formas arbitrarias, ainda é um campo

fértil para a pesquisa sobre clusterizacao de dados multidimensionais.

Neste trabalho, propomos trés novos algoritmos para agrupar dados multidimen-
sionais, baseados na multipla otimizacao da funcao do estimador de densidade kernel, do
ingles Kernel Density FEstimation (KDE). Denominamos o primeiro algoritmo de “Mul-
ticlusterKDE” | em virtude desse realizar multiplas otimizagoes da funcao KDE, com o
intuito de determinar os centroides de cada grupo. Tal algoritmo tem a vantagem de de-

terminar o nimero de grupos de forma autonoma e ser dependente apenas de um escalar

1 No decorrer do texto também é adotada a expressio cluster para fazer referéncia a cada grupo prove-

niente do agrupamento de dados, da mesma forma que clusterizacio e agrupamento sdo considerados
sinénimos
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como parametro de entrada, utilizado para o calculo da matriz largura de banda da funcao

KDE, além ¢ claro, do préprio conjunto de dados a ser agrupado.

O segundo algoritmo, por ter como base a adi¢ao de um novo grupo a cada passo,
é denominado “AdditiveclusterKDE”. A ideia central desse algoritmo é trabalhar com
amostras e, a partir dessas, realizar multiplas otimizacoes da funcao KDE com o objetivo
de obter um conjunto de centroides que serao utilizados para clusterizacao do problema
(populagéo). Assim como o Algoritmo MulticlusterKDE; o Algoritmo AdditiveclusterKDE
nao necessita, a priori, do nimero de grupos, sendo esse determinado por meio da adicao
de um novo grupo e pela avaliacao da qualidade dessa insercao a cada etapa do algoritmo.
O algoritmo ¢ interrompido quando a adicao de novos grupos nao produz melhoras na

clusterizagao.

O terceiro algoritmo, denominado “TreeKDE”, é baseado numa estrutura de
arvore de decisao associada com a otimizacao da funcao do estimador de densidade kernel
unidimensional. O Algoritmo TreeKDE utiliza a otimizagao da fun¢ao KDFE unidimensi-
onal para criar particoes do espaco de forma semelhante a uma estrutura de arvore de
decis@o. As KDEs unidimensionais sao construidas com base na projegao ortogonal do
conjunto de dados sobre os eixos coordenados. A principal caracteristica desse algoritmo
é a determinacao do nuimero de grupos de forma autonoma com formatos arbitrarios

inscritos em regioes hiper-retangulares paralelas aos eixos coordenados.

Além dos algoritmos mencionados, propomos também uma nova métrica de va-
lidacao interna para clusterizacao multidimensional, baseada na maxima razao entre a
dissimilaridade intra-grupos e a intergrupos, denominada indice de Densidade de Cluste-

riza¢ao ou, simplesmente, “indice CD”.

Com o intuito de melhor apresentar nossas contribuicoes, o presente trabalho esta
organizado em 5 capitulos. No Capitulo 2, apresentamos os conceitos fundamentais sobre
clusterizacao, estimador de densidade kernel, arvore de decisao e otimizacao de fungoes
reais, os quais sao essenciais para o entendimento dos algoritmos propostos. O Capitulo 3
é destinado exclusivamente para a apresentacao do indice CD e dos algoritmos Multiclus-
terKDE, AdditiveclusterKDE e TreeKDE. Experimentos numéricos sao apresentados no
Capitulo 4 e, por fim, no Capitulo 5, apresentamos as observacoes finais e o delineamento

de propostas de continuidade da pesquisa.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Este capitulo é destinado a uma breve apresentacao dos quatro principais pilares
tedricos envolvidos nessa pesquisa. Sao eles: 1. métodos de clusterizacao e métricas de va-

lidacao; 2. estimador de densidade kernel; 3. arvore de decisao e 4. métodos de otimizacao.

2.1 METODOS DE CLUSTERIZACAO

A realizagdo de um agrupamento (do inglés clustering) de um conjunto de dados
consiste na identificagdo de grupos (do inglés cluster) onde os elementos pertencentes
a um mesmo grupo devem possuir caracteristicas semelhantes enquanto elementos de
grupos distintos devem exibir caracteristicas diferentes. Logo, a clusterizacao consiste
num processo de particao do conjunto de dados em subconjuntos disjuntos de forma a

minimizar a dissimilaridade intra-grupos! e maximizar a intergrupos?.

A clusterizacgdo, segundo James et al. (2013) e Kassambara (2017), refere-se ao
método de aprendizado de maquina nao-supervisionado cuja tarefa é a de inferir uma
estrutura oculta a partir de dados nao rotulados por uma varidvel preditora pré-definida.
Para Shah, Bhensdadia e Ganatra (2012), os algoritmos de clusteriza¢iao podem ser clas-
sificados, de acordo com a metodologia empregada, em cinco vertentes principais, sendo

elas: particionais, hierarquicos, baseados em densidade, em grade e em modelos.

De acordo com Ahuja e Bal (2014), os métodos de particionamento sao os mais
simples entre os métodos de clusterizagio. Para Kaufman e Rousseeuw (2009), a ideia
bésica desses métodos é a de particionar o conjunto de dados em k grupos, atendendo a
dois principios: 1. cada grupo deve conter pelo menos um objeto (aqui entendemos por
objeto qualquer observagio que possa ser expressa como um vetor x € R™); 2. cada objeto
deve pertencer a exatamente um Unico grupo, sendo esse o mais préximo, segundo um
critério de dissimilaridade baseada em distancia, por exemplo, a distancia Euclidiana.
De acordo com Rodriguez e Laio (2014), a abordagem de particionamento do conjunto
nao ¢ capaz de detectar aglomerados nao esféricos ou nao-globulares. Uma das grandes
desvantagens dos algoritmos de particionamento é a necessidade de se conhecer a priori o
nimero de grupos, visto que essa informacao é, para a maioria dos problemas pesquisados,

uma pergunta a ser respondida.

Um dos métodos de particionamento mais conhecido é o Algoritmo K-means,
proposto por MacQueen (1967), o qual consiste em um processo iterativo constituido de

duas etapas, em que na primeira o objetivo é determinar um conjunto de % centroides

1
2

Mede o quanto os objetos dentro de um grupo estdao préximos.
Mede o quanto cada elemento de um grupo estd afastado dos elementos de outros grupos.
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(centros dos grupos), sendo k € Z* um parametro pré estabelecido e, na segunda, alocar
os objetos do conjunto de dados a estes centroides, pelo critério de minima distancia. Ao
fim da designacao dos objetos aos grupos, os k centroides sao atualizados tornando-se os
baricentros® dos elementos dos grupos e o processo é reiniciado. Quando nao houver mais

mudancas na posicao dos centroides ou a mudanca for minima, o algoritmo € encerrado.

Outro método bastante difundido na literatura é o Algoritmo K-medoids ou PAM
(Partitioning Around Medoids), proposto por Kaufman e Rousseeuw (1987). Segundo
Kaufman e Rousseeuw (2009), esse algoritmo é baseado na busca de k objetos representa-
tivos entre os objetos do conjunto de dados. Ele é um algoritmo semelhante ao K-means,
pois também busca minimizar a distancia entre os objetos designados aos grupos com seus
respectivos centroides, cuja diferenca ocorre pela forma de escolha dos candidatos a cen-
tros. No K-means os objetos determinados como centroides sdo os respectivos baricentros
dos grupos e nao pertencem necessariamente aos dados do problema, enquanto que no
K-medoids os objetos designados como centros (medoids) obrigatoriamente pertencem ao
conjunto de dados, escolhidos de forma combinatéria, tornando o método mais robusto a

influencia de outliers quando comparado ao K-means.

Ainda segundo Kaufman e Rousseeuw (2009) o Algoritmo K-medoids produz re-
sultados satisfatérios em muitas situagoes, no entanto, nao é pratico para agrupar grandes
conjuntos, devido & sua natureza combinatéria na busca pelo melhor conjunto de & me-
doids. Por causa dessa dificuldade, Kaufman e Rousseeuw (1987) propuseram um novo
método denominado CLARA (Clustering LARge Applications).

O Algoritmo CLARA, segundo Kaufman e Rousseeuw (2009), trabalha com
multiplas amostras representativas (no minimo 5), extraidas do conjunto de dados de
forma aleatéria, ao invés de todo o conjunto. O tamanho das amostras depende do nimero
de grupos, em que para uma clusterizacdo com k grupos o tamanho das amostras é dado
por 40+ 2k. Sobre cada uma das amostras sao determinados k medoids usando o algoritmo
PAM com posterior atribui¢ao de todos os objetos do conjunto ao medoids mais préximo.
A distancia média obtida para atribuicdo é usada como uma medida da qualidade da
clusterizacao, sendo a que apresentar a menor distancia média é escolhida como resultado

do algoritmo.

Uma outra vertente de algoritmos de clusterizacao sdo os métodos hierarquicos,
os quais decompoem o conjunto de dados em vérios niveis de particionamento, geralmente
representados por um dendrograma. O dendrograma é uma arvore que divide os dados
recursivamente em subconjuntos até que um critério de finalizagao seja atendido. Cada
né na arvore representa um grupo, podendo ser utilizado a partir das folhas para a raiz

(abordagem aglomerativa) ou, ainda, a partir da raiz para as folhas (abordagem divisiva)

3 Baricentro é o centro de um conjunto de pontos, ou seja, dados z1, ..., z,, € R” pontos, o baricentro

é o ponto T = %
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pela fusao ou divisdo de grupos em cada etapa, Ester et al. (1996). Embora algoritmos
hierarquicos possam ser muito eficazes na descoberta de padroes, estes possuem a carac-
teristica de requerer critérios de finalizacao do processo de fusdo ou divisao. O algoritmo
DIANA (Dlvisive ANAlysis clustering), proposto por Kaufman e Rousseeuw (2009), é
um exemplo de algoritmo hierdrquico com abordagem divisiva, enquanto os algoritmos
SLINK(Single-LINKage, Sibson (1973)) e CLINK (Complete LINKage, Defays (1977))

sao exemplos de algoritmos hierdrquico com abordagem aglomerativa.

De acordo com Han, Kamber e Pei (2011), métodos baseados em grade dividem
o espaco, no qual o conjunto de dados esteja inserido, em um nimero finito de células,
independentemente da distribuicao dos objetos de entrada, quantizando o espaco em um
numero finito de células que formam uma estrutura de grade na qual todas as operagoes
de agrupamento sao realizadas. A principal vantagem dessa abordagem é o rdapido tempo
de processamento, o qual é independente do nimero de objetos e dependente do nimero

de células em cada dimensao do espaco quantizado. Dois exemplos tipicos de agrupamento
por grade sao: STING e CLIQUE.

O Algoritmo STING (STatistical INformation Grid), proposto por Wang et al.
(1997), explora informagoes estatisticas armazenadas em células retangulares do espago
quantizado em grade, que sao subdivididas de maneira hierarquica e recursiva, formando
multiniveis de solugdes dentro dessa estrutura. O algoritmo CLIQUE (CLustering In
QUFEst), proposto por Agrawal et al. (2005), busca encontrar grupos baseados em densi-
dade dentro de subespacos obtidos do particionamento das dimensoes em intervalos nao

sobrepostos, incorporando todos os objetos de dados em células.

Segundo Gan, Ma e Wu (2007), métodos de clusterizagdo baseados em modelo
buscam otimizar o ajuste entre os dados e modelos pré-definidos. Nessa metodologia, os
dados sao vistos como provenientes de uma mistura de distribuicoes de probabilidade,
cada uma representando um grupo diferente. Assim, podemos esperar que um método de
agrupamento especifico funcione bem quando os dados estiverem em conformidade com
o modelo. O modelo de mistura Gaussiana (GMM-Gaussian Mizture Model) é um bom

exemplo dessa metodologia.

Uma mistura Gaussiana é uma funcao composta por k funcoes densidade de
probabilidade Gaussianas, cada uma identificando um grupo. Para Gan, Ma e Wu (2007),
o GMM fornece uma abordagem cléassica e poderosa para a analise de agrupamentos, Uteis

para entender e sugerir critérios para clusterizacao.

Por fim, temos os métodos baseados em densidade, centrados na ideia de que
centros de grupos sao caracterizados por terem uma densidade mais alta que seus vizinhos
incorporados ao mesmo cluster. Segundo Gan, Ma e Wu (2007) e Han, Kamber e Pei

(2011) algoritmos de clusterizagdo baseados em densidade s@o, em alguns casos, capazes
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de encontrar grupos de formatos arbitrarios, definidos como regioces densas separadas por
regices de baixa densidade. Os algoritmos DBSCAN e OPTICS sao exemplos classicos de

algoritmos baseados em densidade.

Um dos mais importantes e conhecidos algoritmos baseado em densidade é o
DBSCAN (Density-Based Spatial Clustering of Applications with Noise) proposto por
Ester et al. (1996). A ideia chave desse algoritmo é que para cada ponto de um grupo, sua
vizinhanca, limitada por um raio, deve conter pelo menos um nimero minimo de pontos,
de tal forma que elementos do mesmo grupo sejam intimamente compactos e pontos fora
da vizinhanga sejam o mais distantes possivel. Para Kassambara (2017), o DBSCAN pode
descobrir grupos de diferentes formas e tamanhos, contendo ruidos (outliers), sendo seus
resultados significativamente mais eficazes na descoberta de grupos nao globulares do que

algoritmos baseados em partigao.

Outro algoritmo baseado em densidade é o OPTICS (Ordering Points To Identify
the Clustering Structure) proposto por Ankerst et al. (1999). Esse algoritmo se assemelha
ao DBSCAN, porém é menos sensivel a variabilidade dos parametros de entrada. No
OPTICS inicialmente sao identificados elementos com maior densidade e, em seguida, os
elementos do conjunto sao ordenados linearmente de tal forma que, espacialmente, pontos

mais préximos tornam-se vizinhos na ordenacao.

Todos os algoritmos mencionados anteriormente sao algoritmos classicos de clus-
terizacao, amplamente difundidos no meio cientifico. Além desses, uma variedade enorme
de trabalhos foram propostos, apresentando novas ideias e metodologias. A seguir apre-

sentamos alguns desses trabalhos.

Menardi e Azzalini (2014) propuseram um algoritmo multivariado, intitulado Pdf-
Cluster, como uma extensao natural do procedimento de agrupamento baseado em den-
sidade univariada desenvolvido por Azzalini e Torelli (2007). O Algoritmo PdfCluster,
determina grupos que estao associados aos componentes conectados com densidade (es-
timada por estimador de densidade kernel) acima de um limite. A detecgao das regides
conectadas é realizada por procedimentos descritos em Azzalini e Torelli (2007), para
problemas com dimensdo baixa e, em Menardi e Azzalini (2014), para dimensoes altas.
Em ambos os casos, apds a identificacao de varios nicleos de grupos, com alta densidade,
os dados de densidade mais baixa sao alocados seguindo uma abordagem semelhante a
classificacdo supervisionada. Uma caracteristica interessante do PdfCluster é a nao neces-
sidade da informacao do niimero de grupos a priori, sendo esse determinado no préprio

processo de clusterizagao.

Kulezycki e Charytanowicz (2010) propuseram um algoritmo de clusterizacao

baseado na suposicao de que grupos sao relacionados com maximos locais da funcao do

o~

estimador de densidade kernel (f). Nesse algoritmo é realizada a transposi¢ao sucessiva
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dos elementos do conjunto de dados na direcao do vetor gradiente de f com um passo
fixo apropriado. O algoritmo interrompe sua execuc¢ao quando a soma dos deslocamentos
dos pontos da iteragao k para k + 1 nao sofre alteracao significativa. Segundo Kulezycki
e Charytanowicz (2010), o algoritmo nao exige a suposi¢do preliminar do nimero de
grupos, sendo esse parametro determinado pela estrutura interna de dados, no entanto, o
algoritmo é muito sensivel ao KDE e apresenta um alto custo de execucao para problemas

com numero elevado de observacoes.

Rodriguez e Laio (2014) propuseram o Algoritmo DPC (Density Peak Cluste-
ring), baseado na suposi¢io de que os centros dos grupos sdo cercados por vizinhos com
menor densidade local e que estao a uma distancia relativamente grande de qualquer
ponto com maior densidade local. No entanto, esse algoritmo pode produzir um grupo
ruim, porque a métrica de densidade depende fortemente da dimensdao do conjunto de
dados e a estratégia de atribuir os pontos restantes a um grupo incorreto pode causar
propagagao de erros. Para contornar esses problemas, Xie et al. (2016) propuseram o Al-
goritmo FKNN-DPC (Fuzzy weighted K-Nearest Neighbors Density Peak Clustering) que
usa duas novas estratégias de atribuicao baseadas em vizinhos mais préximos de K e

vizinhos mais préximos de K ponderados difusos.

Liu, Xia e Yu (2000) desenvolveram um método de clusterizacio de dados multi-
dimensionais (campo de estudo do aprendizado nfo supervisionado) empregando exclusi-
vamente o método de drvore de decisio (ferramenta amplamente utilizada no aprendizado
supervisionado) para particionar o espago de dados em grupos e regides esparsas com di-
ferentes niveis de detalhes. O método transforma um problema nao supervisionado em
supervisionado acrescentando N observacoes ficticias uniformemente distribuidas, possi-
bilitando o uso de arvores de decisao para detectar aglomerados “naturais” em grandes

espacos de alta dimensao de forma eficiente.

Vale ressaltar que, todos os algoritmos mencionados aqui estao focados na cluste-
rizagao de dados multidimensionais armazenados em matrizes do tipo m x n. Entretanto,
muitas aplicagoes modernas, como reconhecimento de imagem e video, mineracao de texto,
pesquisa na internet, telecomunicacoes em larga escala e registros de redes sociais, geram
grandes quantidades de dados com multiplos aspectos que podem ser expressos por meio
de matrizes multilineares, isto é, tensores. A clusterizacdo de problemas expressos por

tensores esta além do foco deste trabalho. Para mais detalhes sugerimos os trabalhos de
Huang et al. (2008), Sun e Li (2019), Wu, Lin e Zha (2019).

2.1.1 Métricas de validacao

Todos os métodos de clusterizacao buscam determinar grupos de elementos que
apresentem caracteristicas semelhantes. No entanto, surge uma indagacao: quando uma

clusterizacao realizada por um algoritmo pode ser considerada satisfatéria ou, no minimo,
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aceitavel? A fim de responder essa indagacao, é necesséario avaliar os resultados dos algorit-
mos de clusterizacao, o qual é uma tarefa dificil e muitas vezes subjetiva. Por esse motivo,
existem técnicas e indices destinados exclusivamente para a validacao de um agrupamento.
Segundo Nguyen e Rayward-Smith (2008), determinar a qualidade da clusterizagao en-
volve avaliar a qualidade dos grupos produzidos por meio de critérios externos, internos

ou relativos.

De acordo com Kassambara (2017), critérios de validagdo externos sdo usados
quando os resultados dos algoritmos podem ser comparados com alguma estrutura pré-
especificada, com informagoes externas, como rétulos de classe e nimero de grupos, fa-
zendo uma correspondencia biunivoca entre cada observacao real do conjunto com o re-

sultado predito pelo algoritmo.

Para Race (2014) e Tharwat (2020), o conhecimento prévio dos rétulos de classes
propicia o uso da matriz de confusdo como critério de representacio dos resultados. A
matriz de confusao, também chamada matriz de correspondéncia, é uma tabela de dupla
entrada que exibe a correspondeéncia entre os rétulos de grupos determinados pelos algo-
ritmos e os rétulos reais permitindo, de maneira simples, visualizar uma correspondencia
assertiva dos algoritmos em relacao aos dados reais, fornecendo o niimero de acertos e

erros de forma intuitiva.

Tabela 1 — Matriz de confusao

Classes Preditas
. P P P Total
Z ) A o 3
é E
~ C1 ai alg v a1k > aij
& j=1
w2
% k
= Oy an1 22 s Aok > ag;
i=1
k
Ck Akl Qg2 T Ak Z A;
i=1
2 2 2
Total | D as D>aw - D ap m
=1 =1 =1

Fonte: O autor (2021)

Na Tabela 1, apresentamos uma estrutura geral de uma matriz de confusao multi-
classes, em que k corresponde ao numero de grupos e classes; a;, com ¢ = 1,... k,
corresponde a quantidade de elementos da classe C; atribuidos corretamente ao grupo
Pi; a;;, com i, = 1,...,k e i # j, é a quantidade de elementos da classe C; atribuidos
incorretamente ao grupo F;. Cabe observar que a ssociagao do grupo FP; com a classe C;

é realizada de forma a maximizar o trago da matriz de confusao.

Em resumo, os elementos da diagonal principal da matriz de confusao sao atri-
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buigbes corretas, enquanto, os elementos fora da diagonal s@o atribui¢oes incorretas. Assim
k

o somatério ) a5, com ¢ = 1,..., k, representa a quantidade de elementos que pertencem
i=1
a classe real C;, ou seja, a soma da i-ésima linha da matriz de confusao correspondente a
k

quantidade de elementos da classe C;; > a5, com j = 1,..., k, é a quantidade de elemen-

=1
tos atribuidos pelo algoritmo ao grupo denominado P}, ou seja, a soma da j-ésima coluna
da matriz de confusao correspondente a quantidade de elementos atribuidos ao grupo F;;
por fim, m é a quantidade total de elementos do conjunto de dados que pode ser obtida
por
n=32n
i=1 j=1

A disposicao dos resultados do agrupamento na matriz de confusao fornece quatro

tipos de classificacao imediatas entre a associagao da classe real com a predita. A Figura 1

apresenta um esquema de analise codificado por cores e siglas, sendo elas:

Figura 1 — Representacao dos tipos de classificacao da matriz de confusao

Classes Preditas

P Py P; Piyp o Py
UH
' TN TN
o
.E u""
2
. I
n
n
E —
O %
L]
: Y N
&

Fonte: Adaptado de Kriiger (2016).

o TP (True Positive - Verdadeiro Positivo): a célula verde corresponde a classifica¢io

correta da classe C; ao grupo F;, ou seja, a classe foi alocada onde realmente deveria;

o TN (True Negative - Verdadeiro Negativo): as células em laranja também correspon-
dem as classificacoes corretas em relacao a Classe C, isto é, sdo todos os elementos

das classes Cj4; alocados nos grupos Pj;, para j = 1,...,k;

o F'P (Fulse Positive - Falso Positivo): as células na cor marrom estabelecem valores

ao0s quais o algoritmo preve a classe Positiva quando deveria prever a classe Negativa,
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isto é, o grupo F; possui elementos de classes distintas a C;. Este erro é denominado
“Frro Tipo I";

o FN (False Negative - Falso Negativo): nas células em vermelho, o agrupamento preve
valores designados a classe Negativa quando deveriam ser da classe Positiva, isto é,
o algoritmo designa elementos da classe C; a outros grupos diferentes ao F,. Este

erro é denominado “Frro Tipo I17;

Com base na matriz de confusao, Tabela 1, e os tipos de classificacao que ela
fornece, Figura 1, é possivel determinar métricas de avaliacao do agrupamento: Acurécia,

Precisao, Sensibilidade e F1-score.
e Acuracia

Segundo Han, Kamber e Pei (2011) e Tharwat (2020), a acurdcia de um classi-
ficador é a porcentagem de elementos que sao classificados corretamente pelo algoritmo,
ou seja,

k k
> Ay > G
acurdcia = kzzl ==L

Zi%

i=1j=1

Ela indica o desempenho geral do modelo, revelando a proporcao do nimero total
de previsoes corretas, sendo também chamada de taxa de reconhecimento ou eficiencia do
modelo. Obviamente, essa ¢ uma medida que produz valores no intervalo [0, 1|, que pode
ser representada na forma de porcentagem. De forma simples, corroborando com Tharwat
(2020), podemos relacionar a acuracia com a taxa de erro ou taxa de classificagio incorreta,
dada por:

Erro = 1 — acuricia.

A acurdcia é uma boa indicagdo geral de como o modelo performou, porém,
de acordo com Tharwat (2020), essa métrica é sensivel a dados desequilibrados?, sendo

necessario observar outras métricas de validacao associadas aos erros tipo [ e I1.
e Precisdo

A precisao é uma métrica que indica, das classificagbes associada a cada grupo

P;, quantas foram acertadas. Essa métrica, associada ao Erro Tipo I, verifica dentro de

4 Por dados desequilibrados, Tharwat (2020) entende como sendo os conjuntos onde uma classe supera

a soma das outras classes.
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cada grupo F; a razao do nimero de elementos atribuidos de forma correta, isto é,

a/.
precisao; = — (j=1,...,k).

k
> i
=1

Quanto maior seu valor menor sera a variabilidade entre os resultados obtidos no grupo
P;, de modo que ¢ indicada para situacoes em que a designagao de elementos de classes

diferentes a um mesmo grupo €é mais prejudicial.
e Sensibilidade

Outra métrica obtida da matriz de confusao ¢é a sensibilidade, também denomi-
nada recall ou revocacao, cujo objetivo é medir a frequencia em que o algoritmo designa
elementos de uma dada classe do problema ao grupo de forma correta, Erro Tipo II, sendo

dada pela expressao:

44

> aij
=1

G=1,... k)

sensibilidade; —

No sentido oposto a precisao, a sensibilidade é indicada para medir a qualidade do agrupa-
mento nas situacoes em que a designacao de elementos de uma mesma classe a diferentes

grupo ¢ mais prejudicial.
e Fl-score

Por fim, a métrica Fl-score, também denominada medida F, trata-se de uma

média harmonica entre a precisao e a sensibilidade.

precisao,; x sensibilidade;

Fl-score; = 2 x 1=1,... k.

precisao, + sensibilidade; ’

Tal métrica combina precisao e sensibilidade de modo a trazer uma tunica medida de
qualidade, sendo que um baixo valor indica que a precisao ou a sensibilidade apresentam

resultados insatisfatérios.

Cabe salientar que um agrupamento avaliado por medida externa é considerado

adequado quanto mais proximos de 1 forem os valores das quatro métricas apresentadas.

Os critérios de validagao externos sao dependentes do conhecimento prévio das
classes das observacoes. No entanto, nem sempre se tem tal informacao, sendo necessario
utilizar outros meios que sejam independentes de tais informagcoes, como por exemplo, os
critérios de validacao internos, os quais utilizam apenas o conjunto de dados e o agrupa-

mento imposto a ele para avaliar sua qualidade.
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Segundo Kassambara (2017), as métricas internas refletem a compactagao de
elementos e a separagao entre diferentes grupos. Assim, considerando que o objetivo dos
algoritmos de clusterizacao é agrupar elementos semelhantes no mesmo grupo e elementos
diferentes em grupos distintos, as métricas de validacao interna geralmente sao baseadas

em dois critérios: a coesdo e a separagao.

Na coesao, cada elemento do mesmo grupo deve estar o mais préximo possivel dos
outros elementos do grupo. Por outro lado, na separacao, elementos de diferentes grupos
devem estar o mais separados possivel. Varias abordagens para medir essa proximidade e
separacao de elementos de grupos sdo apresentadas na literatura: indice Ball-Hall (Ball e
Hall (1965)), indice Banfield-Raftery (Banfield e Raftery (1993)), indice Calinski-Harabasz
(Calinski e Harabasz (1974)), indice Dunn (Dunn (1974)), coeficiente de silhueta (Rous-
seeuw (1987)) e o Indice DB (Davies e Bouldin (1979)), sendo as duas dltimas utilizadas

nesse trabalho, e por esse motivo, sao apresentadas a seguir.
e Coeficiente de silhueta

Para determinar o coeficiente de silhueta, precisamos apenas da particao obtida
pela aplicacao de algum algoritmo de clusterizacao e a informacao de todas as proximida-
des entre os elementos do conjunto, por exemplo, a matriz de distancias Fuclidianas. O
coeficiente de silhueta é calculado para cada objeto ¢ dentre os m elementos do conjunto
de dados, da seguinte forma

, b(2) — als
(i) = ma:i{)b(i),;()i)}’

em que a() é a diferenga (dissimilaridade) média entre o objeto i e todos os outros pontos

=1

RN 1]

do mesmo grupo a qual 7 pertence e b(i) é a dissimilaridade média minima do objeto i
aos objetos pertencentes a grupos diferentes. O coeficiente de silhueta é a média de todos
os valores de saida s(7) e estd no intervalo [—1, 1], tal que s(i) préximo de 1 significa que
o objeto i estd bem agrupado, enquanto s(i) préximo de -1 significa que néo estd bem

agrupado.

Para Rousseeuw (1987), o coeficiente de silhueta ¢ indicado para avaliar grupos
aproximadamente esféricos e pode ser usado como métrica de validacao de algoritmos ou
para melhorar os resultados da andlise de grupo, por exemplo, movendo um objeto com
s(i) negativo para seu vizinho de forma que o novo valor 3(%) seja positivo ou no minimo
s(1) > s(1).

e Indice DB

O indice DB, proposto por Davies e Bouldin (1979), considera a razao entre a

soma da dispersao interna dos agrupamentos (coesdo, dissimilaridade intra-grupos) e a
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distancia entre os diferentes grupos (separagao, dissimilaridade intergrupos). A dispersao

interna de um agrupamento ¢ é calculada como

| & ¢

em que T; é o numero de elementos pertencentes ao grupo i; A; é o centroide do grupo
1; k é o nimero de grupos; ¢ é um parametro que expressa a tendencia ou dispersao dos
pontos do grupo ¢ em relacao ao centroide desse grupo, de modo que ¢ = 1, S; se torna a
distancia média dos elementos do grupo ao seu centroide e, se ¢ = 2, S; se torna o desvio

padrao das distancias dos elementos ao centroide do grupo.

Por outro lado, a separacao entre grupos é medida por

Kk 0
Mi; = {Z lai — alj||p}
=1

sendo a;; o [ — ésimo componente do centroide a; € R™. Se p = 1, M;; é a distancia de

Manhattan, caso p = 2, M,; é a distancia Euclideana entre os centroides 7 e j.

Com base nas expressoes anteriores, determina-se uma matriz de ordem k, das

razoes que associam cada grupo ¢ com o grupo j, com ¢,j = 1,--- .k e i # j, dada por
S +5;
Rij — J .
M,

O indice Davies-Bouldin é entao definido como

k
>
=1

E:

| =

em que
R; =max{R;;, comi #j, j=1,... k}

Segundo Davies e Bouldin (1979), R ¢ a média de todo o sistema das medidas de
similaridade de cada grupo com o grupo mais semelhante, de forma que a melhor escolha

do agrupamento é aquela que minimiza essa similaridade média.

Ambos os critérios, silhueta e indice DB, possuem a caracteristica de nao depen-
derem do nimero de grupos e do método de clusterizacao, o que os tornam adequados
para avaliacdo de algoritmos de clusterizacao, por outro lado, sao métricas baseadas em
distancia, normalmente a Euclidiana, o que tende a favorecer agrupamentos com grupos

esféricos.



27

2.2 ESTIMADOR DE DENSIDADE KERNEL

Seja x € R”™ uma variavel aleatéria e f uma funcdo de densidade de probabi-
lidade (f.d.p.) associada a x. O conhecimento de [ fornece uma descrigdo natural do
comportamento da variavel x e permite que caracteristicas associadas a ela sejam estu-
dadas e replicadas. No entanto, nem sempre conhecemos a f.d.p. das varidveis aleatorias
envolvidas nos problemas provenientes de fenomenos reais. Diante disso, estimadores nao

paramétricos sao utilizados para contornar tal dificuldade.

Para Scott (2015), o foco da estimag@o nao-paramétrica é diferente da paramétrica.
Nos estimadores paramétricos a énfase estd em obter o melhor estimador 0 para um dado
parametro ¢, enquanto no caso nao-paramétrico o objetivo estd diretamente ligado & ob-

tencao de uma boa estimativa fda funcao de densidade f.

A estimativa de densidade kernel é uma técnica ndo-paramétrica para suavizacao
de dados com base em amostras finitas, que fornece uma maneira simples de encontrar
estruturas em conjuntos de dados sem a imposicdo de um modelo paramétrico. Segundo
Wand e Jones (1994), essa é uma das técnicas de suavizagdo de dados mais importantes
e amplamente usadas. Por suavizagio de dados, Gramacki (2018) versa que esta consiste
em encontrar solucoes aproximadas de uma funcao que captura padroes importantes dos
dados, considerando cada um dos elementos, desprezando ruidos, removendo varia¢oes
aleatérias e mostrando componentes de tendencia do conjunto, sendo a suavizacao um

conceito fundamental na analise de dados.

De acordo com Silverman (1986), Wand e Jones (1994) e Gramacki (2018), seja
x € R” o vetor das varidveis do espaco n-dimensional; X € R™*” a matriz dos dados,
sendo m o nimero de observagoes, n o nimero de caracteristicas/atributos e x;; o valor do
j-ésimo atributo da observacao ¢, com i =1,...,me j=1,...,n; H a matriz largura de
banda ou matriz de suavizacao, de ordem n, nao-aleatéria, simétrica e definida positiva;

|H| o determinante de H e K : R” — R a funcao kernel, satisfazendo a condic¢ao

/ K(2)dz = 1.

Dessa forma, o estimador de densidade kernel multivariado é dado por

(z, H) € R* x R™" v f(z, H) = m™" zm: \H[ 2K (H ™2 (x — X)) (2.1)

Cabe aqui observar alguns pontos importantes para o entendimento das discussoes
que virao a seguir. Em alguns momentos do texto, iremos nos referir as linhas e colunas da

matriz de dados X. Dessa forma, usaremos as seguintes notacgoes: X; e R*, 1 =1,...,m
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para representar as linhas e ¥Y; € R™, j = 1,...,n para representar as colunas, ou seja,
Ti Ty
Xi _ X2 }/J _ l’.gj
Lin $m]

De modo que,

T
Xl 11 12 ... Tin
T
X2 21 T2 ... Xop
X = = = Yl }/2 Yn
T
X, Tl Tm2 - Tom

Outro ponto importante é que a maioria das integrais que aparecem nesse trabalho
sao multidimensionais e impréprias, mas por simplicidade adotamos um abuso de notacao

representado-as com um Unico simbolo de integral e omitindo os parametros, isto é, as

/ / / flxr, 2o, ... xy)dreydes . .. dx,

sao expressas por [ f(z)dx. Por fim, na matriz H adotamos a notagdo H > 0 para

integrais do tipo

expressar que a matriz H é simétrica e definida positiva, conforme Definicao 2.1 dada por
Ribeiro e Karas (2013).

Definicao 2.1. Seja A € R™™ uma matriz simétrica. A € dita definida positiva quando
2T Ax >0, para todo x € R*\ {0}. Tal propriedade é denotada por A > 0. Se 2T Ax > 0,
para todo x € R*, A ¢ dita semidefinida positiva, fato este denotado por A > 0.

Sobre a fungao kernel, segundo Silverman (1986), K é normalmente escolhida den-
tre as f.d.p. que apresentam a caracteristica de serem unimodais e radialmente simétricas,

sendo a densidade normal padrao multivariada
n 1
x € R"— K(x)=(2r) 2exp <—§xTx> (2.2)

comumente usada. Além da f.d.p Gaussiana, Silverman (1986), Wand e Jones (1994), Scott
(2015) e Gramacki (2018) relatam que as fungoes Epanechnikov, Biweight, Triangular,

Uniforme e Triweight também sao utilizadas como kernel no KDE.

Considerando as relagoes (2.1) e (2.2), o estimador de densidade kernel Gaussiano

tem a forma

(x, H) ER”XR”X”Hf(x,H):m Y2m)2 |H| > Zexp <—— (x — X)) H™ (x—Xi)>

(2.3)
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Para Gramacki (2018), o KDE multivariado pode ser visto como uma soma pon-
derada de “colisoes” de densidade que sao centradas em cada ponto X; do conjunto de
dados. A relagdo (2.3) pode ser entendida como uma fungdo nas varidveis x e H, no
entanto, uma vez fixada a matriz H temos uma fun¢ao na variavel x € R”. A seguir

abordamos uma forma de se determinar a matriz H.

2.2.1 Matriz de suavizacao ou matriz largura de banda

Na funcéo (2.1) e/ou (2.3), escolher a matriz largura de banda ideal é um pro-
blema extremamente delicado, uma vez que pequenas variacoes na matriz H afetam sig-

nificativamente a forma e a orientacao do KDE.

Wand e Jones (1994) e Gramacki (2018) relatam que a matriz largura de banda é
definida em tres niveis de complexidade. Seja I o conjunto de matrizes do R™*"”, simétricas
e definidas positivas. O caso mais simples de matrizes do conjunto I é quando o quadrado
de um escalar A > 0 multiplica a matriz identidade de ordem n, isto é, H € S C F, em
que S = {h%I,}. Considerando H construida dessa maneira, a expressio (2.1) pode ser

reescrita como

n * -~ 1 = ZL’—XZ
(x,h) e R XR+|—>f(x,h)mhnZK< - )

i=1

O segundo nivel de complexidade da matriz largura de banda ocorre quando a
matriz H é estabelecida por uma matriz diagonal definida positiva, ou seja, H € D C I,
sendo D = diag(h?,h%,... ,h2) com h; > 0,4 = 1,...,n. Desta forma, reescrevendo (2.1),

temos:
-1
-~ 1 - = X1 — Ty Ty — T2 Tn — Tin
H) e R"xR™" — H)y—=— h; K cee, —— .
('I.? ) X ('I.? ) m <H ]) zz; < hl 9 h2 9 9 hn >

Por fim, no terceiro nivel, H é uma matriz completa, simétrica e definida posi-

tiva. Do ponto de vista tedrico, o uso dessa matriz deve fornecer os melhores estimadores
de densidade, mas o custo dessa precisao é também o mais alto e, portanto, sua analise
formal é a mais dificil. Por outro lado, o uso de um tnico parametro de suavizacao h é
uma ideia muito atraente para fins praticos, pois apenas um parametro deve ser estimado,
porém, segundo Silverman (1986), o uso de um unico parametro de suavizagao implica
em um dimensionamento da funcao KDE igual em todas as dire¢oes, desprezando a vari-
abilidade das componentes dos dados. Sobre esses argumentos pode ser mais apropriado
usar um conjunto de parametros de suavizacao, considerando assim a variabilidade das
coordenadas. Esse conjunto de parametros é expresso pelo uso da matriz diagonal, que

corresponde ao segundo nivel de complexidade.

Silverman (1986) argumenta ainda que, assim como em muitos outros proce-

dimentos estatisticos multivariados, o KDE necessita de um pré-dimensionamento dos
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dados, para evitar diferencas extremas da amplitude das varidveis. Se isso for feito, ge-
ralmente nao ha necessidade de considerar formas mais complicadas para a matriz H,
onde um Unico parametro de suavizacao ou um vetor de parametros € o suficiente para

expressar significativamente os dados por meio do KDE.

Independentemente do nivel de complexidade da matriz H, o objetivo de se de-
terminar a melhor matriz H para um conjunto de dados estd na importancia de reduzir
a discrepancia do estimador de densidade fda densidade real f. Autores como Wand e
Jones (1994), Silverman (1986) e Gramacki (2018) relatam que, ao considerar o erro do
estimador para dados discretos, uma medida natural é o erro quadratico médio (do ingleés,
Mean Square Error-MSE), dado por

o~

MSE,(Fe. 1) = | (T ) - )]

em que F é a esperanca matematica ou valor esperado de um vetor aleatéria. Para maiores
esclarecimentos, consultar os trabalhos de Hardle e Simar (2015) e Morettin e Bussab
(2017).

A partir desse momento desenvolvemos a expressao do MSE com o intuito de
determinar uma relacao fechada para os elementos da matriz H. Desenvolvimentos se-
melhantes s@o apresentados nos trabalhos de Silverman (1986) e Wand e Jones (1994),
contudo de forma mais direta, omitindo etapas do desenvolvimento. A fim de simplificar
a escrita, adotamos algumas notagoes: j?(l’, H) = fe f(x) = f. Com isso temos

J

o~

MSE.(f) = E

kﬁ>

= F

(-
(-
(-
(-

Nessa expressao, (E (f)— f) e E/(f) sdo constantes e, como a esperanca de uma constante
é a prépria constante, segue que

MSE.(]) — E_<f—E(A)>2_ +2

= F
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Como

o~

var(f) =K {(j?— E(f))1 e viés — E(j?) —f
o MSE pode ser reescrito como

o~ o~

MSE,(f) = var(f) + (viés)?

O MSE ¢ um erro pontual, desse modo, uma maneira amplamente usada para
medir o erro sisteméatico de forma global, ou seja, para todo o dominio, é por meio do erro

quadratico médio integrado (do ingles, Mean Integrated Squared Error-MISE), dado por

MISE[f(x, H)] = / var f(z, H)dx + / (viés)? dz. (2.4)

Silverman (1986) e Wand e Jones (1994) enfatizam que a decisdo de trabalhar
com o MISE para medir o desempenho global do KDE se deve, em grande parte, a sua
simplicidade matematica. Segundo Wand e Jones (1994) para se obter uma aproximagao
assintotica simples ao MISE de um KDE multivariado é preciso supor certas hipéteses

sobre as densidades f e K, além da matriz H, que sao:

(h1) Cadaentrada damatriz V2 f(x) é continuae [ |[V?f(z)|*dxr < oo, ou seja, é quadrado

integravel;

, A . _ _1
(h2) H = (H™)men é uma sequéncia de matrizes largura de banda tal que m™!|H| 2
e todas as entradas de H se aproximam de zero quando m — oo. Além disso,
assume-se que a razao entre o maior e menor autovalor de H é limitada para todos

m.

(h3) K :R" — R ¢é um kernel multivariado, limitado e compacto, que satisfaz

/K(z)dz =1, (2.5)

/zK(z)dz =0, (2.6)

/zzTK(z)dz = pa(K)HI, (2.7)

onde ps(K) = [ 22K (z)dz é independente de 1,

K(z) > 0 para todo z € R" (2.8)



32

A hipétese (h1) estabelece que cada componente da matriz Hessiana da f.d.p. ele-
vada ao quadrado precisa ser integravel, ou seja, possui um valor limitado. J4 a hipétese
(h2) equivale a dizer que H se aproxima de zero na medida que m cresce, mas a uma taxa
mais lenta que m~t H |_%. Por dltimo, se a funcéo kernel K atende a hipétese (h3), temos
que K é uma f.d.p. positiva, par, com vetor de médias ¢ = 0 e matriz de covariancia
31, sendo essa uma matriz diagonal com seus elementos definidos por [ 22K (z)dz. Cabe
observar que as expressoes (2.6) e (2.7) sdo os primeiro e segundo momentos, respecti-
vamente, da f.d.p. K. Por fim, na expressao (2.6) o integrando é um vetor do R”, sendo
cada uma das suas componentes uma funcao f; : R” — R, enquanto na expressao (2.7) o

integrando ¢ uma matriz do R"*" cujos elementos sao funcoes f;; : R® — R.

De acordo com Wand e Jones (1994), considerando a hipétese (h2) e a expansao
em série de potencias do viés quadrado e da variancia, a soma dos termos principais do
MISE é o chamado erro quadratico integrado médio assintético (do ingles, Asymptotic

Mean Integrate Square Error-AMISE), ou seja,

MISE = AMISE + erro.
De acordo com a hipétese (h2), temos entdao que, AMISE ~ MISE a medida que

m — Q.

Voltando ao problema de se determinar o M1SE, para uma melhor compreensao
da relacdo (2.4), fizemos seu desenvolvimento em partes, usando os pressupostos das

hipéteses listadas e unindo os resultados, quando conveniente, para obtermos a expressao
do AMISE.

Iniciamos o desenvolvimento pelo viés, para tal, definimos o conceito de con-
volugdo de duas fungdes, que segundo Fisher e Tag (2005) e Chacén e Duong (2018) é
dada por:

Definicao 2.2. Sejam f,g : R” — R funcoes integrdveis, entao a convolucao f * g é

definida por
(f * 9)(x) = / (f()glx — p)dy = / F— y)g)dy

para todo x para o qual as integrais existam.

Para Chacén e Duong (2018), a nogao de convolugao de fungoes pode ser estendida
a convolucao de duas distribuicoes de probabilidade, onde o KDE pode ser considerado
a convolucao da medida de probabilidade induzida pelo kernel Ky escalado com a distri-

buicao empirica dos dados, sendo o valor esperado do KDE dado por

o~

Elf(z, H)] = (Ku * [)(x).

Com base na defini¢io (2.2) e na expressao anterior, segue que

E(f(e. )| = / Kal(e — 9)f(y)dy (2.10)
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em que
1 _1
Ku(x —y) = |H[2K(H > (x —y)).
Segundo a hipétese (h3-2.9), temos
Ku(z) = Ku(-2)

Kylx —y) = Kuly—x)
= |H|2K(H 2 (y — ).

o . _1 1
Fazendo uma mudanga de variavel, ou seja, z = H™2(y — x), temos y = x + H2z, com

dy = |H|2dz. Substituindo essas informacdes em (2.10), segue que

o~

Elf(z, H)| = |H|™ / K(2)f(x+ H22)(|H|*)d2
_ /K(z)f(x bR,
Aplicando Taylor de 2% ordem em f(z + H2z), em torno de z, obtemos
i1t = g (1) Vst (1) Vst (i) o (is) (i)

que substituido na valor esperado, resulta em

o~

Elf(x, HY — /K(z) {f(x) + (H%z)TVf(x) +%<H§z>TV2f(x) (H%z) +

v oo{ () (i)}
Elf(z, H)] =~ / K(2)f(x)dz + / K(2) (H%z)TVf(x)dz+

A e (e

Como K (z) é uma f.d.p., pela hipétese (h3-2.5), a primeira integral da expressao
(2.11) é dada por

/K(z)f(x)dz = f(x)/K(z)dz
fx)-1

— f(x). (2.12)
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Pela hipétese (h3-2.6), a segunda itegral de (2.11) resulta em
/ K(2) (H%z)Tv fla)ds — / K(2):T BV f(z)dz
= / (K H2V f(x)dz
_ { / (ZK(Z))TCZZ} H3V f(x)

_ V zK(z)dz} ' H2V f(x)

— 0-H2V [(x),
- 0. (2.13)

Substituindo (2.12) e (2.13) em (2.11), obtemos

Elf(z, H)] =~ f(x)+%/<H5z>TV2f(x) (H%z) dz

~ f(x) +%/ZTH%V2f($)H%ZK(Z)dZ. (2.14)

O integrando da rela¢do (2.14) pode ser substituido por uma expressio equivalente

que utiliza o conceito de trago® de uma matriz quadrada (tr(A)).

Proposicao 2.1. Considere os vetores u,v € R™ e a matriz A € R™*", tal que A = wv”.

Entao

tr(A) = ulv = v
Usando a proposicio (2.1) com u = HzV2f(z)H?z e v = zK(2), segue que

zTH%VQf(x)H%zK(z) = ulv
= tr(ue?)
— te(H2V2f(x)H? 22" K (2)).

Integrando essa ultima igualdade, temos
/zTH%V2f(x)H%zK(z)dz = /tr (H%VQf(x)H%zzTK(zD dz
= tr </ H%V2f(x)H%zzTK(z)dz>
= ftr <H%V2f(x)H§ /zzTK(z)dz> :

O traco de uma matriz quadrada de ordem n é a soma de todos os elementos da diagonal principal.

5
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Substituindo esse dltimo resultado em (2.14), obtemos

Q

Elf(x, H)] f(x)+% / (H%z)TW ) (H%z) dz
f(x)+%/ZTH%V2f(x)H%zK(z)dz

F)+ %tr (H%W Fa) i / zzTK(z)dz> |

Q

Q

Aplicando a hipé6tese (h3-2.7), segue que

o~

Blf, M)~ f(a) + e (HE ) (01

Antes de continuar, precisamos enunciar duas propriedades de traco de matriz,

que serao utilizadas no desenvolvimento do AMISE, sendo elas:
tr(AB) = tr(BA)
tr(aA) = atr(A).

Voltando ao AMISE, com base nas propriedade de trago, é possivel reescrever o

valor esperado da KDE como

Elf(e, )] ~ f( )+%tr<H5V2 2V H o (K 1)
~ f(z) +;u2 tr<H2V2 H%I)
- S i ()
~ f(x) +;u2 tr<H2H2Vf ))
S )+ el i (HV? (@)
Com isso,
Blfe, 1))~ f) ~ LK) (HY [ ()
(BlF ) = 1)~ (Guton (HV2f(x))>2

/ (Bl )]~ f@)) dr ~ / Guz(K)QtTQ {Hv2f<x>}> de
i/jg(K)2/tT2 (HV?f(x)) dx. (2.15)

Q

Essa expressao fornece a primeira parte de (2.4), sendo necessario determinar a

segunda parte, dada por [ var| (x H)]dx. De acordo com Wand e Jones (1994) e Chacén,
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Duong e Wand (2011), a variancia pode ser definida como

var [f(x, H)} — o [(KE o ) (@) — (K f)(@)?]

_ [/KHx— dy—</KHx— dy)]

Da mesma forma que no célculo do viés, seja Ky(x —y) = Kply — x) =
|H|_%K(H_%(y—x)). Com a mudanca de variavel z = H_%(y—x) temos que y = -+ Hzz

e dy = |H|2dz, com isso

var[A(x,H)} — ! U|H|—1K2(z)f(x+H%z)|H|%dz

- (e (“H%znm%dﬂ
= m™ [IH|—%/K2(z)f(x+H%z)dz— </K(Z)f(x+H;Z)dz>2] |

Fazendo uma aproximacao por meio de Taylor de 1¢ ordem em torno de x, ou seja,
T
fzrmz) = fa@y+ (132) Vi@ +o ()
T
o+ mz) ~ fa)+ (Hiz) Vi),

obtemos

var [J(w 1))~ {|H| /K2 { + (i) Vf(x)} d
_ UK(z) {f(x) + () Vf(x)} dzr}

{|H| /K2 x)dz + |H| 2/[(2 sz) V[ (x)dz

_ {/K(z)f(x)der/K(z) (2) Vf(x)dzr}. (2.16)

Na expressao (2.16) hd quatro integrais a serem calculadas, as quais analisamos

Q

var [f(x, H)}

individualmente a seguir. Na primeira integral, conforme Wand e Jones (1994), denotamos
J K?(2)dz = R(K), logo

[ @ — s [ K
()

— f(a)R(K
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Ja& na terceira integral,

[ K@@ — s [ K

A quarta é exatamente a mesma desenvolvida em (2.13), ou seja,
T
/K(z) (fﬁz) Vf(x)dz =
Por dltimo, a segunda integral requer um pouco mais de atencao, onde
1 \T T 7t
/KQ(z) (H?z) Vf(xr)dz = /KQ(z)z H2V f(x)dz
= /(zKQ(z))TH%Vf(x)dz

_ </ zK2(z)dz>T H2V ().

Este ltimo integrando é o produto de uma funcao simétrica por uma funcao impar, logo

seu resultado é zero, isto é,
/ K2(:) (112) 'Yi@ds — (07 BV (@)
/K2(z) H7z> Vf(x)dz = 0.

Substituindo os resultados das quatro integrais obtidas anteriormente na expressao (2.16),

obtemos

Q

“H{IHI @ R - |H|-% 0= fa) -0}
m IR f ) —m™ 2

/var[f(x,ﬂ)} dr =~ /m—1|H| SR(K) S dx—/m L2y
m RO 7 [ P

var [A(x, H)}

Q

Q

Pelas suposi¢oes de integrabilidade nas hipéteses (hl) a (h3), é possivel combinar

essa ultima relagdo com a express@o (2.15) para obter o AMISE do KDE multivariado,

AMISE|f(z, H)| ~ iug(m/tr? (HV?f(x)) de +m™ | H|"3 R(K) —m~ /f

(2.17)

A integral do primeiro membro da expressdo (2.17) pode ser substituida por uma
expressao equivalente, para tal, precisamos definir alguns operadores e propriedades de

matrizes. Para maiores detalhes consultar Magnus e Neudecker (2019).
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Definigao 2.3. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. O vetor de A, denotado por
vec(A), € o vetor de ordem n? x 1 obtido pelo empilhamento das colunas de A na ordem

da esquerda para a direita. Isto €, seja

ail aiz . Qin
A=
pl Ap2 - Opn
Entao ~ _
a1
An1
12
vec(A) =
Up2
A1n
- a/nn -

Definigao 2.4. Seja A uma matriz quadrada de ordem n, a metade do vetor de A denotada
por vech(A) € o vetor n(n+1) x 1 obtido da vec(A), eliminando cada uma das entradas

acima da diagonal principal de A.

Definigao 2.5. Seja A uma matriz quadrada, simétrica e de ordem n. Existe uma matriz
D,,, de ordem n? x %n(nJr 1), denominada “matriz de duplicagcao”, constituida de zeros e

uns, escolhida de forma apropriada tal que
vec(A) = Dypvech(A).

Propriedade 2.1. Seja A uma matriz quadrada de ordem n, entao valem as sequintes

propriedades:
1)
DEvec(A) = vech(A + AT — diag(A))
onde a matriz diag(A) é uma matriz formada pela diagonal da matriz A.
1)
tr(ATB) = (vecA) (vecB).

Voltando na relagao (2.17), para facilitar a apresentagao dos resultados, adotamos

a notacao V2 [ para V2 f(z). Considerando a primeira integral, segue que

/tr2 (HV2f) dr = /tr (HVQf) tr (HV2f) dzx.
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Como H é uma matriz simétrica, definida positiva, logo H = H”. Entdo pela Propriedade

(2.1), temos que
tr (HV2f) = (vecH)" (veeV2f) = (veeV2f)" (vecH).
Logo,
/ tr? (HV2f) de = / (vecH)" (veeV2f) (veeV2 )" (vecH) da.
Pela propriedade (2.1) e pela simetria de H, vecH — D,, vechH, entéio
/ tr (HV2f) de = / (Dy vechH)" (vecV2f) (veeV2f)" (vecH) du
- / (vech” H) DY (veeV2f) (veeV2 f)" (vecH) dx

mas,

DTvecV? f = vech <V2f + (VQf)T - diagVQf(x)>
e, como a Hessiana da funcao f é uma matriz simétrica, segue que V2f — (VQf)T, logo
DTvecV?f = vech (2V2f — diagVQf) )

Portanto,

/tr2 (HV?f)dx = / (vech )" vech (2V2f — diagV?f) (veCVQf)T (vecH) dx.
Por outro lado, ve¢ H = D,, vech H, entao

/tr2 (HVQf) dr =

— / (vech )" vech (2V2f — diagV?f) (vecVQf)T (D, vech H)dx

— / (vech )" vech (2V2f — diagV?f) (D vecV2f)T (vech H) dx

— / (vech )" vech (2V2f — diagV?f) (vech (2V?f — diagVQf))T (vech H)dx

- (vechH)T {/ vech (2V2f — diagVQf) (vech (2V2f — diagVQf))T dx| (vech H)
denotando

Up = /vech (2V2f — diagVQf) (vech (2V2f — diagVQf))T dzx,

temos

/tr2 (HV?*f)dx = (vechH)" Wy (vech H).
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Substituindo este resultado em (2.17), obtemos finalmente a expressdao do AMISE, dada
por

o~

AMISE|f(z, H)| — iug(K ) (vech )T W (vech H) 4+ m~'|H|~% R(K)
— /f (2.18)

Como mencionado, a escolha adequada da matriz H reduz a discrepancia entre o
estimador fe a densidade real f. Logo, almejamos que o AMISE seja o menor possivel,

o que nos leva ao seguinte problema:

min AMISE[A(x,H)}
sa. H>0.

Para Wand e Jones (1994), Chacén, Duong e Wand (2011) e Gramacki (2018), nao
¢é possivel determinar uma férmula explicita e fechada para H que minimize a expressao
(2.18). No entanto, supondo que f seja uma f.d.p. normal multivariada do espago R”, com
vetor de médias i e matriz covariancia i, ou seja, [ ~ N(u,>:) e, considerando fcomo
o KDE multivariado Gaussiano, o AMISE pode ser rescrito como

~ 1
AMISE f(x, H) = m™ ' (47) "2 |H|~ 2+16
Minimizando em funcao de H, obtemos

* 4 %H .
Hiyise = N2 Yim” e

(4m) 3577 (2t (HX T HYY) 4 402 (HY)) e

Tomando como hipdtese que as n varidveis que expressam o conjunto de dados

nao sejam correlacionadas, temos

* ) s N
Hiyvrse = <—n+2> : : m_nte,
o .- 0}2/”

* . 4 %H 2 __2
HAMISE — dZCLg n—~|>2 U}/Jm nt4 .

Portanto, cada elemento da diagonal de H%,,;¢5 pode ser expresso por

2
4 nt4 2
2 2 2
hi = <n+2> oy;m” i

W -

Logo,
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sendo n a dimensao do espago, m o numero de observagoes e oy;, com j = 1,...,n, o

desvio padrao dos elementos da j-ésima coluna da matriz X.

Azzalini e Torelli (2007) e Menardi e Azzalini (2014) sugerem que a matriz de
suavidade deva ser multiplicada pela constante %, denotado por fator de encolhimento,
a fim de aliviar o excesso de suavizacao determinado pelo célculo das larguras de banda
sob a premissa de normalidade multivariada. Neste trabalho, para minimizar os efeitos
inferidos pelas hipéteses na determinacao da matriz H introduzimos uma varidvel o € R,

de forma semelhante a proposta de Matioli et al. (2017) para o caso univariado, ou seja,

_ *
H = a-Hjysp

. 4 ntd 2 __2
H = «a-diag —— oy,m- | (2.19)

A relagao definida em (2.19) é empregada nos algoritmos MulticlusterKDE, Ad-
ditiveclusterKDE e TreeKDE com o intuito de determinar a matriz largura de banda.
Dessa forma, o KDE Gaussiano, em ambos os algoritmos, é definido como (2.3) e com

matriz largura de banda definida conforme (2.19).

2.3 ARVORE DE DECISAO

Os métodos baseados em arvores sao algoritmos de aprendizagem supervisionada
que habilitam modelos preditivos com alta precisao, estabilidade e facilidade de inter-
pretagdo. Segundo Liu, Xia e Yu (2000), esses métodos, do ponto de vista geométrico,
particionam o espaco recursivamente em um conjunto de regioces hiper-retangulares por
uma série de testes (ou cortes) e, em seguida, ajustam um modelo simples de acordo com
a variavel resposta. Se a variavel resposta é categérica, temos uma arvore de decisao ou

classificacao; se é continua, temos uma arvore de regressao.

De acordo com Maimon e Rokach (2014), uma &rvore de decisdo consiste em
noés que formam uma arvore enraizada em um né inicial, denominado “né raiz”, o qual
nao possui arestas de entrada e contempla todas as observacoes do problema. Todos os
outros ndés tem exatamente uma aresta de entrada e aqueles que possuem arestas de
saida sao referidos como “nds internos” ou “nds de teste”. Por outro lado, nds que nao
possuem arestas de saida sao chamados de “nés folhas” ou “nés terminais” ou ainda “nés
de decisao”. Em uma arvore de decisao, cada né interno divide o espaco em dois ou mais
subespacos de acordo com o método utilizado, sendo a separacao binaria uma das mais

comuns e a utilizada neste trabalho.

Sejam X € R™*" o espaco de um determinado evento e y € R™ o vetor de
classificacao das observagoes desse evento. A construgao da arvore de decisdo comega com

seu né raiz, composto por todas as m observagoes. A partir desse né, o método determina,
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mediante uma regra, a melhor varidvel, indicada pelo indice v, e o melhor valor ¢, para
fazer uma divisao do né em outros nés, sendo o né analisado denominado “né pai” e os nés
provenientes da divisao denominados “nés filhos”. Considerando uma particao binaria, os
nos filhos sao delimitados pelas regioes do espaco, denominadas R; e R, e descritas por
Hastie, Tibshirani e Friedman (2009) como

Rl(ch’y): {X(Z7) | X(%’Y) SC,\/,COIHZ.: 17"'7m}

R2(77C"/) - {X(Z7) |X(Z77) >C"/7C0mi: 17"'7m}

em que X (7,:) a i-6sima observacao do conjunto de dados (i-ésima linha da matriz X) e

X (i,7) é o elemento da i-ésima linha e da coluna v da matriz X.

Segundo Maimon e Rokach (2014), existem vérios critérios (regras) que podem
ser usados para selecionar a componente v e o valor de corte ¢, todos tendo a varidvel
y como pilar central. Esses critérios podem ser caracterizados por dependencia, distancia
ou impurezas. Dentre as mais comuns temos a entropia, o indice Gini, a razao de veros-

similhanga e a razao de ganho.

A arvore de decisao é um método recursivo em que cada um dos nés filhos, obtidos
da particao do conjunto de recurso, na iteracao subsequente é considerado como né pai e,
entao, o processo de busca e divisao é repetido até que um critério de parada seja atendido.
Vérios critérios podem ser utilizados como, por exemplo, niimero minimo de observagoes

por né, quantidade méxima de nés ou quantidade maxima de parti¢oes (iteragoes).

2.4 METODOS DE OTIMIZACAO

Nesta secao, abordamos conceitos bésicos de otimizacao de funcgoes reais que
servirao de suporte para os algoritmos de clusterizacdo propostos nesse trabalho. Para
um maior aprofundamento sobre otimizacao, consultar os trabalhos de Nocedal e Wright
(1999), Izmailov e Solodov (2012), Izmailov e Solodov (2014) e Ribeiro e Karas (2013).

Para Ribeiro e Karas (2013), um problema de otimizacao pode ser expresso como

minimizar  f(x) (2.20)
sujeitoa  x € () '

sendo f:R” - Re () CR™

No caso em que 2 = R"™, temos um problema de otimizacao irrestrito. Caso
Q={reR"|cl(x) =0, ¢(xr) <0}, sendo ¢ : R* - R™ e ¢; : R* — RP, temos
um problema de otimizacao restrito, com m restricoes de igualdade e p restri¢oes de

desigualdade.
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Segundo Nocedal e Wright (1999), problemas no formato (2.20) podem ser clas-
sificados como linear, nao-linear, convexo ou nao-convexo, de acordo com a natureza da
fungao objetivo e restrigdes. Além disso, podem ser considerados problemas de grande
ou pequeno porte dependendo do ntimero de varidveis e, ainda, podem ser problemas

diferenciaveis ou nao, mediante a suavidade das fungoes a qual o problema é expresso.

Técnicas de otimizagao buscam determinar pontos de minimos locais da funcao
objetivo que atendam ao conjunto de restri¢oes. Por ponto de minimo, ou minimizador
da fungao f, Ribeiro e Karas (2013) definem:

Definicao 2.6. Considere uma funcao f : R® — R e a* € Q C R*. O ponto x* é um
minimizador local de [ em Q quando existe um 6 > 0, tal que f(x*) < f(x), para todo
x € B(x*,0)NQ. Caso f(z*) < f(x), para todo x € Q, x* € dito minimizador global de f

em €.

Nos limitamos neste trabalho a apresentar conceitos referentes a problemas de
otimizacgao irrestritos, ou seja, {2 = R”. Desse modo, todo ponto x* € R™ é um ponto
vidvel para o problema (2.20), no entanto, ser vidvel ndo garante que o ponto seja uma
solucao. Para que z* seja solucao do problema, ha condi¢oes necessarias e suficientes que
o caracterizam como ponto de minimo da fungdo. A seguir apresentamos essas condigoes

e para maiores detalhes consultar Izmailov e Solodov (2014) e Ribeiro e Karas (2013).

Teorema 2.1 (Condigao necessaria de 1* ordem). Seja f: R” — R diferencidvel no

ponto x* € R™. Se o ponto x* é um minimizador local de [, entao

V() = 0.

O Teorema 2.1 estabelece que se x* é¢ um minimizador da funcao f, entao V f(x*) =
0, porém, sua reciproca nao é verdadeira, isto é, o fato de V f(z*) = 0 ndo garante que
x* seja um minimizador de f. De qualquer modo, tal resultado fornece mecanismos para

a resolucao de problemas de otimizacao e motiva a definicao de ponto critico.

Definigao 2.7. Seja f : R® — R wma funcao diferencidvel. Se V f(x*) = 0, o ponto

x* € R™ € dito ponto critico ou ponto estaciondrio de f.

Em geral, algoritmos de otimizagdo sao desenvolvidos para encontrar pontos
criticos e o Teorema 2.1 fornece um bom critério de parada, isto é, |V f(z*)| < ¢, sendo

¢ > 0 uma precisao pré-estabelecida.

Teorema 2.2 (Condigao necessaria de 2* ordem). Seja f : R” — R duas vezes
diferencidvel no ponto xz* € R". Se x* é um minimizador local de f, entao a matriz

Hessiana de f no ponto x* € semidefinida positiva, isto €,

ATV f(2*)d > 0
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para todo d € R™.

Assim como no Teorema 2.1, a reciproca do Teorema 2.2 também nao é verdadeira,
isto ¢, dado um ponto critico *, o fato de V2f(x*) ser uma matriz semidefinida nao

garante que x* seja um minimizador de f.

Teorema 2.3 (Condicao suficiente de 2 ordem). Seja f : R" — R duas vezes

diferencidvel no ponto x* € R™. Se x* é um ponto estaciondrio da funcio f e V?f(x*) é

definida positiva, entao x* é um minimizador local estrito de f.

De acordo com Nocedal e Wright (1999) e Ribeiro e Karas (2013), minimizado-
res globais sao dificeis de reconhecer e ainda mais dificeis de determinar. Por essa razao,
métodos de otimizacao irrestritos buscam por minimos locais, mas muitas vezes se con-
tentam com pontos estacionérios. Esses métodos exigem, a priori, um ponto de partida,
um ponto inicial, geralmente denotado por z° € R™. A partir desse ponto os métodos
geram uma sequéncia de iteragoes {x¥}%° ,, caracterizando-os como processos iterativos.
Esse processo é encerrado quando nao é possivel fazer mais progresso ou tenha atingido

uma solucao satisfatoria.

Segundo Ribeiro e Karas (2013), uma forma de construir um método de oti-
mizacao implica escolher, a partir de um determinado ponto, uma direcao para dar o
proximo passo, sendo uma direcao a qual a funcao f decresce uma escolha razoavel. Essa

direcao é definida como dire¢ao de descida.

Definicao 2.8. Considere uma funcao f : R® — R, um ponto T € R* e uma direcao
d € R"\ {0}. d € uma direcao de descida para f, a partir de T, quando ezxiste § > 0 tal
que f(T +td) < f(x), para todo t € (0,6).

Uma condi¢ao para que uma dada direcao d seja de descida é dada pelo Teo-
rema 2.4 a seguir, o qual pode ser encontrado, juntamente com sua demonstragdo nos
trabalhos de Izmailov e Solodov (2012) e Ribeiro e Karas (2013).

Teorema 2.4. Se Vf(z)1d <0, entio d é wma direcio de descida para [ a partir de T.

De acordo com Ribeiro e Karas (2013) uma classe de diregoes de descida pode ser
definida por uma transformacao do gradiente de f via matrizes definidas positivas. Seja
H : R* — R™"” uma fun¢ao continua que associa a cada x € R” uma matriz definida
positiva H(x) € R™™. Assim, se V f(x) # 0, uma direcao de descida pode ser definida
como

d=—H(x)Vf(x).
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E f4cil verificar que d, definida conforme a expressao anterior, é uma direcao de
descida, isto é, H(x) é por definicio uma matriz definida positiva, logo,

Vi)' Hx)Vf(x) >0 Yo e R,

com 1sso temos

NN ON DV
o o o o

o que mostra que d é uma direcao de descida.

Para Nocedal e Wright (1999), a estratégia usada para definir a matriz H dis-
tingue um método de otimizacao de outro, sendo que a maioria das estratégias utilizam
informacoes de primeira ou segunda ordem da funcao objetivo. De acordo com Izmailov
e Solodov (2012), se H(2*) = I € R™" para todo k € N, temos o Método do Gradiente,
o qual é globalmente convergente, no entanto, com convergencia linear na melhor das
hipéteses. Caso H(x*) = <V2f(xk))_1, temos o Método de Newton, o qual é localmente
convergente, porém com convergencia quadrédtica, desde que sejam atendidas algumas
hip6teses. Para maiores detalhes consultar Izmailov e Solodov (2012) e Ribeiro e Karas
(2013).

Entre os Métodos do Gradiente e Newton, h4d uma classe de métodos, conhecida
como Métodos quase-Newton, que buscam obter uma matriz H que seja uma boa apro-
ximacao da Hessiana da funcdo f, avaliada no ponto 2* € R”, cuja construcio emprega
apenas informacoes de primeira ordem. Nesse contexto, os Métodos quase-Newton consti-
tuem uma classe de métodos com melhor desempenho com relagao a convergencia, quando
comparado ao Método do Gradiente, e com relacao ao custo computacional, quando com-

parado ao Método de Newton.

Segundo Izmailov e Solodov (2012), historicamente o Método DFP, proposto
por Davidon-Fletcher-Powell, é o primeiro Método quase-Newton. Este determina a cada
iteracao uma matriz H € R™*", simétrica e definida positiva, por meio da expressao
PHpE)T - Hog" (¢%) T H,

(PF)T g (¢")T Hygk
sendo p* e ¢* € R™, tal que (p*)TgF > 0, p* = 2%t — a2k e ¢* = Vf(2*) — Vf(2¥). Com

isso, temos

HPRP — Het

HPEP (%)~ (V2 ()7

Para Nocedal e Wright (1999) e Ribeiro e Karas (2013), o Método BFGS pro-

posto por Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno é o método quase-Newton mais popular. O
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Método BFGS tem uma relacao semelhante ao Método DFP, porém esse busca encontrar
uma aproximacao para a matriz Hessiana, ao invés da sua inversa, ou seja, o método

busca encontrar
By &~ VQf(ka)a

em que
Hpp = (Bk+1)_1-

Segundo Ribeiro e Karas (2013), a relagio que determina a matriz H € R"*",
que atualiza o passo do Método BFGS, é dada por
(qk)THqu> PO R Hy + Hag* (05)T

PTqx ) (pF)Tgk () Tq*

HHES = Hy + (1 +

A partir do Método BFGS Nocedal (1980) propos o Método quase-Newton com
memoria limitada, denominado Método L-BFGS, o qual pode ser visto como uma variacao
do Método BFGS com a imposicao de uma restricao na armazenagem de informacoes de

iteracoes anteriores.

Segundo Nocedal e Wright (1999), os métodos quase-Newton de meméria limi-
tada sao uma classe de algoritmos indicados para resolver problemas de grande porte
cujas matrizes Hessianas nao podem ser calculadas a um custo razodvel ou sao densas
demais para serem manipuladas facilmente. Fssa classe de métodos recebe o nome de
memoria limitada devido ao armazenamento de aproximacgoes de baixo custo da matriz
Hessiana, ou de sua inversa, ao invés de sua forma completa. De acordo com Nocedal
(1980), métodos quase-Newton aproximam a Hessiana por matrizes simétricas que neces-
sitam % posicoes de armazenamento para cada aproximacao, onde n é a dimensao
do espaco. Considerando problemas de grande porte, tal armazenamento torna-se uma
pratica custosa e até inviavel. Entao a proposta dos métodos de memoria limitada ao
invés de armazenar aproximacoes de ordem n X n, salvam apenas alguns vetores de com-
primento n que representam implicitamente as aproximacoes da matriz Hessiana, sendo
atualizados a cada iteracao, descartando as informacoes mais antigas e substituindo-as

pelas informacoes mais recentes.

De acordo com Nocedal e Wright (1999), apesar de suprimir informagoes acerca
da matriz Hessiana, os métodos quase-Newton com meméria limitada geram uma taxa

aceitavel de convergencia, embora essa seja linear. Para maiores detalhes, consultar os
trabalhos de Nocedal (1980) e Nocedal e Wright (1999).

Partindo do Método L-BFGS, Byrd et al. (1995) propuseram uma extensao desse
método para problemas de otimizacao nao lineares de alta dimensao com restricoes de
caixa do tipo [ < x < u, denominado Método L-BFGS-B, sigla em ingles para Limited

memory BFGS with Bound constraints. Fsse método necessita apenas de informacgoes
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da primeira derivada da funcao objetivo e da atualizacao quase-Newton com meméria

limitada para aproximar a matriz Hessiana.

Nesse trabalho, propomos novos algoritmos de clusterizacao que utilizam em suas
metodologias a minimizacao da funcao KDE e, para tal, utilizamos o método quase-
Newton L-BFGS-B.
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3 CONTRIBUICOES DO TRABALHO

Neste capitulo apresentamos as contribuicoes desse trabalho ao campo da clus-
terizacao de dados multidimensionais. Tais contribuicoes referem-se a tres algoritmos de
clusterizacao intitulados MulticlusterKDE, AdditiveclusterKDE e TreeKDE e, também,
uma métrica de validagao interna, denominada indice CD (do inglés, Clustering Density

inder).

Os algoritmos propostos possuem a caracteristica de serem centrados na multipla
otimiza¢ao da funcao do estimador de densidade kernel Gaussiano e nao exigirem, a pri-
ori, o numero de grupos, sendo esse para os algoritmos MulticlusterKDE e Additiveclus-
terKDE um parametro opcional. Além disso, sdo simples, bem definidos e param em um
nuimero finito de passos, de modo a sempre convergirem, independentemente do conjunto

de dados a ser agrupado.

A métrica de validagdo consiste na maxima razao entre a dissimilaridade intra-
grupos (coesdo) e a intergrupos (separa¢io) do agrupamento, refletindo a compactagao

de elementos e a separacao entre diferentes grupos sobre o pior caso.

Para um melhor entendimento das contribuicoes desse trabalho, inicialmente
apresentamos os conceitos relacionados ao indice CD e, na sequéencia, os algoritmos Mul-
ticlusteKDE, AdditiveclusterKDE e TreeKDE. Cabe observar que todos os experimentos
numéricos foram realizados com o uso do Software R, sendo que o principal motivo pela
sua escolha foi o fato de ser um software livre, com cédigo aberto e uma linguagem
acessivel, totalmente flexivel, o que permite desenvolver facilmente funcoes e pacotes,

além de possuir uma boa capacidade gréfica.

3.1 INDICE DE DENSIDADE DA CLUSTERIZACAO PARA VALIDACAO INTERNA
DE AGRUPAMENTOS

Na Secao 2.1.1, apresentamos duas métricas internas para validacao de cluste-
rizagao disponiveis na literatura, o coeficiente de silhueta e o indice DB. Nessa secao,
descrevemos uma das contribui¢oes dessa pesquisa para o campo de estudo sobre cluste-

rizacao, intitulada indice de Densidade da Clusterizacao ou, resumidamente indice CD.

No aspecto geral, o indice CD é definido como a maxima razao entre a dispersao
interna de cada grupo e a separacao do respectivo centroide do grupo ao centroide mais
proximo. Supondo que um agrupamento tenha & grupos, o indice CD calcula k razoes, e
dentre essas, a maior é definida como sendo a métrica de avaliacao do agrupamento, ou

seja, valor do indice CD.
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De forma mais detalhada, supondo que um conjunto de dados, X € R™*" te-
nha um agrupamento com k grupos provenientes de algum algoritmo de clusterizacao. A
coesao do j-ésimo grupo € calculada pela média das distancias de todas as observagoes

pertencentes a esse grupo a seu respectivo centroide, ou seja,
1 &
Sj: TZHXZ_M]H ) jil,,k
7 i=1

em que 7} é a quantidade de elementos pertencentes ao grupo j, u; € R® é o centroide

do grupo j e X C X sdo todos os elementos que pertencem ao grupo j.

Além disso, a separacao entre os grupos é medida da seguinte forma

Dy =Amin{||p; — pillii =1, ki #54), j=1,..k

em que p; € o centroide do grupo analisado e u; é qualquer outro centroide diferente de
;. Na separacao entre grupos, cada grupos ¢ analisado de forma isolada, ou seja, fixado
o grupo j, calculamos a distancia do centroide u; a todos os outros & — 1 centroides. A

minima distancia encontrada é considerada como medida de separacao do grupo j.

Com base nos valores S; e D; definimos a razao sobre cada um dos grupos da
seguinte maneira

CD]:D—, jil,,k
7

O Indice CD corresponde ao valor maximo obtido, ou seja,

indice CD = mazx{CDy;;j =1,... k}.

Esse resultado exprime quantitativamente a qualidade do agrupamento de um
conjunto de dados X em k grupos, onde quanto mais préximo de zero for o valor do

indice, melhor é a qualidade do agrupamento.

A justificativa para que o indice CD ideal seja um valor préximo de zero é simples
e intuitiva. Como o indice CD consiste em uma razao, logo devemos avaliar o comporta-
mento do seu numerador e do seu denominador. O numerador mede a coesao do grupo,
dessa forma, quanto mais compacto o grupo j, menor o valor de S;. Por outro lado, o
denominador avalia a separacao entre grupos e, é evidente que, para um agrupamento
ser considerando bom, almejamos que os centroides dos grupos estejam o mais distante
possivel um do outro, logo D; deverd ser o maior possivel. Nestes termos um agrupa-
mento é considerado adequado quando S; for o menor possivel e D; o maior possivel,
o que conduz g—é a um numero pequeno. Note que, quando o grupo consistir de apenas
um elemento, este serd o préprio centroide e \S; sera nulo. Por outro lado, em virtude da
estrutura dos problemas de clusterizacao, D; poderd assumir um valor alto, no entanto

nunca assumira realmente um valor infinito.
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Em contrapartida, se o agrupamento for formado por grupos dispersos e os cen-
troides forem préximos, a ordem de grandeza do numerador e do denominador da razao
se invertem, provocando que % seja um numero grande caracterizando um agrupamento
insatisfatorio. No entanto, para que um agrupamento seja considerado inadequado, nao ha
a necessidade de que o Indice CD seja um nimero muito grande, basta que seja superior

al.

Supondo que o valor da métrica seja superior a 1 e considerando a natureza da
razao %, entao S; > Dj, isto ¢, a distancia média dos elementos do grupo ao seu cen-
troide é superior a distancia deste ao centroide vizinho mais préximo, ou seja, o centroide
mais proximo apresenta uma distancia menor que alguns elementos do préprio grupo,
o que caracteriza o agrupamento como insatisfatéorio. Dessa forma, o valor do indice CD
superior a 1 caracteriza um agrupamento inconsistente, com centroides deslocados ou com
sobreposi¢ao de centroides num mesmo conjunto de observagoes tornando o agrupamento

indesejavel.

De acordo com a estrutura do indice CD, k razoes sao calculadas e a maxima é
definida como métrica final de validagao do agrupamento. A escolha por associar o valor
do indice CD com a maxima razao se deve ao fato que, se o grupo que propiciou a pior
razao é um grupo considerado bom, compacto e distante de outro centroide, entao todos os
demais k — 1 grupos terao caracteristicas semelhantes ou melhores, justificando a escolha
pela maxima razao. Porém, a reciproca dessa afirmacao nao é verdadeira, visto que um
valor do indice CD alto nao implica que todos os grupos sejam considerados ruins e sim

que existe ao menos um mensurado como insatisfatério.

Para ilustrar o funcionamento do indice CD, escolhemos um exemplo simples
com 45 observagoes de 2 atributos e com uma clusterizagao constituida por 3 grupos. A

clusterizagdo juntamente com os centroides sio representados no quadro (a) da Figura 2.

Primeiramente calculamos uma razao para cada um dos grupos e selecionamos
como métrica de validagdo o seu valor maximo, ou seja, C'D = max{CD;}, com CD; =

S .
D—Jj,jzl,...,S.

O quadro (b) da Figura 2 ilustra a determinagdo de C'Dy. Para tanto, inicial-
mente determinamos as distancias Fuclidianas, representadas por segmentos pontilhados
na cor vermelha, de cada elemento do grupo 1 ao seu respectivo centroide. Em seguida,
calculamos o valor médio dessas distancias, S; = 0, 142, que representa a coesao do grupo
1. J4 a medida de separacao do grupo 1 em relacao aos demais grupos é dada pelo valor
minimo entre a distancia Fuclidiana do centroide 1 aos centroides 2 e 3, representadas
no quadro (b) da Figura 2 pelos segmentos na cor preta. Conforme é possivel observar,
a distancia entre o centroide 1 aos centroides 2 e 3 é de 1,427 e 1,091, respectivamente.

Logo Dy = min{1,427;1,091} = 1,091 é a medida de separagao do grupo 1 aos demais



Figura 2 — Ilustracao do indice CD
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Fonte: O autor (2021).

grupos do problema. Dessa forma, temos que CD; = 242 = (),

1,091

13.

ol

De forma analoga, calculamos os valores C'Dy = 0,103 e C'D3 = 0,129, con-
forme apresentado nos quadros (c) e (d) da Figura 2. Com base nas trés razoes, temos

C'D = max{0,13;0,103;0,129} = 0, 13, o qual quantifica a qualidade da clusterizagao do
conjunto de dados do exemplo em 3 grupos.

Na secao 4.1 conduzimos experimentos numéricos que demonstram o desempenho

do indice CD, comparado a outras métricas de validacao internas amplamente utilizadas

na literatura.

3.2 ALGORITMO MULTICLUSTERKDE

O Algoritmo MulticlusterKDE é um algoritmo composto de duas etapas. A pri-

meira objetiva determinar o nimero de grupos e seus respectivos centroides, enquanto
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a segunda etapa consiste na designacao das observacoes aos grupos, com a possibilidade
de reducao da quantidade de grupos em um nimero pré determinado ou uma busca pela
melhor configuracdo. A seguir, apresentamos uma descricao geral do Algoritmo Multi-
clusterKDE, um exemplo para ilustrar o seu funcionamento e, para finalizar a secao,

apresentamos uma discussao a respeito da sua convergencia.

3.2.1 Algoritmo MulticlusterKDE: descri¢ao geral

Como mencionado, o Algoritmo MulticlusterKDE ¢é dividido em duas etapas: a
primeira é composta por um lago e uma tomada de decisao, sendo a mesma responsavel
por determinar multiplos centroides; a segunda etapa é composta por uma tomada de
decis@o e por lacos, sendo essa responsavel pela designacao dos elementos aos centroides

e pela escolha da melhor configuracao para clusterizacao.

Para o Algoritmo MulticlusterKDE, a ser apresentado a seguir, sdo necessarios:
uma matriz X € R™"” com os dados do problema, sendo m o nimero de observacoes e
n o numero de atributos; um parametro a € R, responsavel pela suavidade da funcao
KDE, calculado conforme (2.19) para determinar a matriz H, e nc € Z* um nimero
inteiro fornecido de forma opcional pelo usuario que tem a func¢ao de limitar o nimero
de grupos, isto é, a quantidade maxima de subdivisoes, de modo que, sua auséncia nao

inviabiliza a execucao do algoritmo.

Na primeira etapa, o lago (linhas 3 a 14) tem como principal tarefa determinar
a quantidade de centroides ou, equivalentemente, controlar o nimero de iteracoes que o
algoritmo realizara. Note que o lago comeca com a determinacdo do minimizador, x*, da
funcao KDE (—j?), tendo 2° como ponto inicial, o qual foi selecionado de forma aleatdria

antes do inicio do lago.

Apés a determinacao do minimizador, o algoritmo tem sua primeira tomada de
decisdo, sendo essa estabelecida como o Unico critério de parada do algoritmo. Nessa
tomada de decisao o algoritmo verifica se o ponto x* ja pertence ou nao ao conjunto dos
centroides. Em caso positivo, o lago é encerrado, caso contrario, o valor £* é armazenado
no conjunto dos centroides, o respectivo valor de j?(x*) é armazenado no vetor das imagens
e o vetor de distancias entre o ponto x* e todas as observacoes do conjunto X ¢ calculado,
com posterior incorporacao desse vetor, de dimensao m, na matriz de distancia entre

centroides e o conjunto X.

Ainda dentro do laco da primeira etapa, o algoritmo executa o processo de sele¢ao
do novo ponto inicial, o qual sera utilizado na préxima repeticao. Este ponto é escolhido
em X possuindo a maxima distancia aos elementos do conjunto dos centroides. Para tal,
o algoritmo analisa a minima distancia em cada uma das linhas da matriz de distancia,

determinando um vetor de minimas distancias. Sobre esse vetor, uma nova busca ¢é reali-



Algoritmo 1: MulticlusterKDE

Entrada: X ¢ R™", a € RY, nc € Zy;
1 Escolha k = 0,2 c X efaga S =0, I' =0, C = ones(1 : m), rep = 0,
D =10, s = co (para indice CD ou DB) ou s = —co (para silhueta);
2> Determine: H e f de acordo com (2.19) e (2.3);
3 Enquanto rep < 1 faca

4 A partir de z* determine: z* € argmin {—f(x)},
r€R™

Se z* € S entao
‘ rep = rep + 1;
Senao

o~

S=5Sux* F=FU f(xz*);
D = Du {dist(z*, X(3,:)),i=1,...,m};

10 mkmax{'rrllink{D(:,j)}};
iy

e W N o !

11 2 = ¢ e X | dist(x, S) = my;
12 kE=Fk+1,

13 Fim

14 Fim

15 Ordene F' em ordem decrescente;
16 Ordene S e D de acordo com I
17 Se nc # ) entao

18 faca nc = min{nc, k};

19 Para ¢ = 1:m faca

20 Para j = 1: nc faga

21 Se dist(X(i,:),5(j,:)) = min{D(i,1 : nc)} entao
22 | Cli] =

23 Fim

24 Fim

25 Fim

26 s = métrica de validacdo de X de acordo com C'

27 Senao

28 Paral=2:Fk faga

29 B = ones(1 : m);

30 Para:=1:m faca

31 Para j =1:1[ faca

32 Se dist(X(1,:),5(j,:)) = min{D(i, 1 : 1)} entao
33 | Bli]=j

34 Fim

35 Fim

36 Fim

37 r = métrica de validacao de X de acordo com B;
38 Se r € melhor que s entao

39 | s=r;C=B;S=S(1:1,:);

40 Fim

41 Fim

42 Fim

43 Retorna (' s,S
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zada com intuito de obter o elemento correspondente a méxima distancia para ser o novo

ponto inicial para otimizacao da funcao KDE, finalizando assim a iteracao.

O Algoritmo MulticlusterKDE repete o processo descrito, até que haja uma re-
peticao de um centroide, obtendo ao final dessa etapa k minimizadores distintos da funcao
KDE (—j?), candidatos a centroides da clusterizacao, os quais serao utilizados na préxima

etapa.

Com o término da primeira etapa, o algoritmo ordena os centroides obtidos em
ordem decrescente de acordo com os valores funcionais do vetor de imagens (linha 15).

Da mesma forma, ordena as colunas da matriz de distancias (linha 16).

A segunda etapa do Algoritmo MulticlusterKDE ¢é constituida por uma tomada
de decisao principal e por outra secundaria, além de dois lacos excludentes. No inicio dessa
etapa ocorre a primeira tomada de decisdo (linha 17), em que o algoritmo verifica se o
parametro nc foi ou nao informado. Em caso afirmativo (nc # (), o algoritmo seleciona
os nc centroides que possuem os maiores valores de imagem e as nc primeiras colunas
da matriz de distancias D, em seguida, realiza a designacao de cada cada elemento do
conjunto X ao centroide mais préximo (linhas 19 a 25), retornando com a clusterizagio

do conjunto X em exatos nc grupos.

Caso o usudrio nao tenha informado o nimero de grupos (nc = ), o Algo-
ritmo MulticlusterKDE busca, dentro do conjunto dos centroides, a melhor clusterizacao
segundo uma métrica de validagao. Para tal, uma busca com os centroides obtidos na
primeira etapa ¢ realizada (linhas 28 a 42), iniciando com 2 centroides e, em seguida,
um novo ¢ adicionado a analise, até que os k centroides sejam inseridos. A cada nova
clusterizagio o algoritmo verifica se a configuracdo com i (i = 2,..., k) grupos é a me-
lhor. Em caso afirmativo, o algoritmo armazena as informacoes da clusterizacao com i
grupos, caso contrario, descarta tal configuragdo. Ao final, a clusterizacao que apresen-
tar a melhor avaliacio, segundo a métrica, ¢ apresentada como soluc¢ao pelo Algoritmo
MulticlusterKDE.

Vale salientar que os processos correspondentes as linhas 18 a 26 e 28 a 42 sao
excludentes, ou seja, apenas um deles é realizado, dependendo da informacao ou nao
do parametro opcional nc. Independente do caminho tomado pelo Algoritmo Multiclus-
terKDE este retorna com a clusterizacao C, o valor da métrica de validacao s e o conjunto

dos centroides S.

3.2.2 Exemplo do Algoritmo MulticlusterKDE

Para ilustrar o funcionamento do Algoritmo MulticlusterKDE, foi escolhido um
exemplo simples com 45 observacoes e 2 atributos, gerados randomicamente. Os dados

sao apresentados na Tabela 2 e representados pelo gréfico de dispersao do lado esquerdo
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da Figura 3. Além dos dados, para executar o Algoritmo MulticlusterKDE utilizamos

o parametro a = 0,75, que aplicado na relaciao (2.19) resultou na seguinte matriz de

suavidade
. [ 0,0464 0 ] |
0 0,0595
Tabela 2 — Banco de dados utilizado no exemplo
Observacoes Atributos Observacoes Atributos Observacoes —Atrlbutos
X Ty il ) X T
1 4,97 1,98 16 597 2,95 31 4,90 1,90
2 4,94 1,98 17 6,01 291 32 4,85 2,00
3 5,07 1,93 18 6,04 3,05 33 4,82 2,10
4 4,78 1,92 19 597 2,99 34 5,10 2,10
5 5,06 1,98 20 6,10 3,00 35 4,83 2,15
6 5,01 2,00 21 4,85 3,11 36 5,20 2,00
7 4,81 1,91 22 4,90 3,00 37 5,30 1,90
8 4,93 2,09 23 5,02 3,12 38 5,95 3,10
9 4,90 2,05 24 5,00 2,99 39 6,05 2,90
10 513 1,95 25 4,82 3,07 40 6,08 2,00
11 5,00 2,06 26 4,80 3,18 41 5,00 3,15
12 514 2,13 27 5,10 3,02 42 5,00 3,20
13 598 3,17 28 508 3,13 43 5,10 3,18
14 6,10 3,11 29 4,90 3,20 44 5,20 3,16
15 6,00 2,84 30 4,85 3,15 45 4,90 2,85

Fonte: O autor (2021).

O gréfico do lado direito da Figura 3 ilustra o comportamento da funcao KDE
com kernel Gaussiano para o conjunto de dados. Tanto a matriz H quanto a funcao fséo
construidas apenas uma tnica vez pelo Algoritmo MulticlusterKDE, independentemente

do nimero de iteracdoes que o mesmo ira realizar.

Uma vez construida a matriz H e definida a funcao KDE, escolhemos um ponto
inicial arbitrario x; = (4,97;1,98). Este ponto é utilizado para determinar o primeiro
maximizador da funcao KDE. Na Figura 4, o ponto inicial é representado pelo simbolo
“4+” na cor vermelha. A partir deste ponto, iniciamos o processo iterativo até que o critério

de parada seja atendido.

Para a otimizacao da funcao KDE, utilizamos a rotina optim, do Software R
(R Core Team (2019)), com especificagdo do Método L-BFGS-B. Vale salientar que esta
rotina realiza a minimizacao de funcoes, logo executamos mm(—f), que € equivalente
a max(j?). O Método L-BFGS-B exige, a priori, uma restricao de caixa, de modo que
optamos por utilizar em todas as iteracoes os limitantes das varidveis, formando assim

uma regiao compacta.
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Figura 3 — Representacao dos dados e da funcao do estimador de densidade kernel
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Fonte: O autor (2021).

Figura 4 — Determinacdo do primeiro centroide da clusterizacao

..: ) :. .. * .. L ]
& $ - ® s
LN )
° e ©
Ue]
o]
. P o, o*
N_ .0. .““ .. e * .
I I I
5.0 55 6.0

Fonte: O autor (2021).

Dessa forma, partindo do ponto inicial 1, o algoritmo determinou x} = (5, 00; 2, 00)
como o minimizador de —j?, o qual é imediatamente definido como um centroide da clus-
terizacao. Na Figura 4, este ponto € representado pelo simbolo “x” na cor azul. Vale
observar que x] nao é necessariamente um elemento do conjunto X. O ponto x] é entao
designado para o conjunto dos centroides, vazio até o momento, como primeiro centroide
e o valor f(z}) = 19,26 é atribuido ao vetor das imagens dos centroides. Nesse momento,

o algoritmo determina o vetor de distancias dos elementos de X ao centroide xj.

Na sequencia, o Algoritmo MulticlusterKDE determina o ponto do conjunto X

que apresenta a maxima distancia Euclidiana aos centroides ja definidos. O algoritmo
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ent@o retorna o ponto xy = (6,10; 3, 11) (representado pelo simbolo “+” na cor vermelha
- Figura 5), cuja distancia a x] é de 1,56. Dessa forma, o algoritmo finaliza a primeira

iteracao da primeira etapa.

Figura 5 — Determinacdo do segundo centroide da clusterizacao
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Fonte: O autor (2021).

A segunda iteracao inicia com xe = (6,10;3,11) e o algoritmo determina x} =
(6,00; 3,00) como minimizador de —f(Figura 5). Nesse momento, o Algoritmo Multiclus-
terKDE faz uma andlise desse novo ponto verificando se a3 pertence ou nao ao conjunto
dos centroides. A repeti¢do de um centroide é o Unico critério de parada para o primeiro
laco do algoritmo, visto que, uma vez repetido o ponto de minimo da funcao, a busca por
um novo ponto inicial conduziria novamente a um ponto inicial ja utilizado que, por sua

vez, determinaria o mesmo ponto de minimo, provocando um loop infinito.

Como x5 = (6, 00; 3,00) nfo pertence ao conjunto dos centroides, o mesmo é desig-
nado para esse conjunto, que passa agora a possuir 2 elementos, {(5, 00; 2, 00), (6,00; 3,00)},
e a imagem f(x}) = 12,53 é acrescida ao vetor das imagens Gtimas. O algoritmo deter-
mina entao o vetor de distancias entre o ponto x} e o conjunto X, incorporando tal vetor

a matriz de distancias dos centroides ao conjunto, cuja ordem passa a ser 45 x 2.

O préoximo passo do Algoritmo MulticlusterKDE é determinar qual das 45 ob-
servagoes do conjunto X apresenta a maxima distancia Fuclidiana a ambos os elementos
do conjunto dos centroides. Para tal, o algoritmo faz uma varredura em todas as 45 ob-
servacoes do problema, determinando a menor distancia entre cada observacao e os dois
centroides, resultando em um vetor contendo todas as minimas distancias de cada linha
da matriz de distancias. Em seguida, o algoritmo identifica o elemento do conjunto X

associado a maxima distancia apresentada no vetor de distancias, que nesse caso é o
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ponto x3 = (4,80; 3, 18). Este elemento é entao escolhido como novo ponto inicial para a
iteracio seguinte (ponto representado com o simbolo de “+” na cor vermelha - Figura 6),

finalizando assim a segunda iteracao.

Figura 6 — Determinacdo do terceiro centroide da clusterizacao
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Fonte: O autor (2021).

Considerando x3 = (4, 80; 3, 18) como ponto inicial na minimizagao de —f, o algo-
ritmo determina o minimizador z} = (5,00; 3, 10) (ponto representado pelo simbolo “x”
na cor azul - Figura 6). Novamente, o algoritmo avalia se o ponto z% = (5, 00; 3,00) per-
tence ou nao ao conjunto dos centroides. Como &% nao pertence, ele é entao armazenado no
conjunto, o qual passa ser constituido pelos pontos {(5, 00; 2, 00), (6, 00; 3,00), (5,00; 3, 10) }.
A imagem f(x}) = 15,69 é atribuida ao vetor de imagens e na matriz de distancias é acres-
cida mais uma coluna composta pela distancia de X a x%. Na sequéncia, o algoritmo de-
termina o elemento x4 = (5, 30; 1,90), ponto representado em vermelho pelo simbolo “+”
na Figura 7, pertencente ao conjunto X que apresenta a maxima distancia aos centroides
x3, 15, e x3.

Utilizando z4 = (5,30;1,90) como ponto inicial, o Algoritmo Multicluster KDE
determina z} = (5,00;2,00) como minimizador de —f. Porém, esse ja é um centroide e,

pelo critério de parada, o algoritmo finaliza a sua primeira etapa.

No inicio de sua segunda etapa, o Algoritmo MulticlusterKDE primeiramente
ordena o conjunto dos centroides de acordo com o vetor das imagens. Essa ordenacao
ocorre de forma decrescente, com o intuito de determinar quais centroides possuem o
maior valor funcional (imagem), que consequentemente corresponderd, em virtude das
caracteristica da fun¢ao KDE, a uma regiao de maxima densidade, com alta concentracao

de observacoes. Para o exemplo considerado, o conjunto dos centroides ordenado segundo
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Figura 7 — Determinacao do quarto centroide da clusterizacao
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Fonte: O autor (2021).

o vetor de imagens é dado por {(5,00;2,00), (5,00; 3, 10}, (6,00; 3,00)}, da mesma forma,

o algoritmo ordena as colunas da matriz de distancias.

A partir desse momento o caminho a ser executado pelo algoritmo depende da
atribuicao feita ao parametro nc. Nesse exemplo, o parametro nc nao foi informado, entao
o algoritmo inicia uma busca pela melhor configuracao dos centroides obtidos na etapa
anterior. Para tanto, o algoritmo executa um lago, que inicia a clusterizacao do conjunto
de dados com 2 centroides, e a partir dai é acrescentado um novo centroide até que o
numero maximo, determinado na primeira etapa (3 nesse exemplo), seja alcangado. Para
o exemplo, ha duas possibilidades de agrupamento para o conjunto X, isto é, 2 ou 3
grupos. Para avaliar qual é a melhor configuracio, o Algoritmo MulticlusterKDE utiliza
métricas de validagao internas, sendo que para esse exemplo utilizamos a métrica discutida

na secao anterior, isto é, o indice CD.

Inicialmente o algoritmo analisa o agrupamento utilizando os dois primeiros cen-
troides do conjunto ordenado. Considerando as duas primeiras colunas da matriz de
distancias o algoritmo determina para cada uma das observagoes o centroide mais préximo.
Assim para a primeira observagao (4,97;1,98), por exemplo, o algoritmo determinou as
distancias 0,036 e 1,12 aos centroides (5, 00;2,00) e (5,00; 3, 10), respectivamente. Logo,
como a menor distancia esta relacionada ao primeiro centroide, entdo a primeira ob-
servacao dos dados pertencera ao grupo 1. Essa mesma andlise é repetida para as outras
44 observacgoes configurando a clusterizacao do problema em 2 grupos, conforme ilustrado
na Figura 8. Na sequencia, o algoritmo avalia por meio do indice CD a qualidade desse

agrupamento, obtendo o resultado C'D = 0,4671.
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Figura &8 — Clusterizacao para 2 centroides
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Fonte: O autor (2021).

No segundo momento, o algoritmo acrescenta o terceiro centroide e designa todas
as observacoes ao respectivo centroide mais préximo, com base na minima distancia Fu-
clidiana. O resultado dessa clusterizacao esta expresso na Figura 9 e o valor obtido para
o indice CD é de C'D = 0,1302.

Figura 9 — Clusterizacao para 3 centroides
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Fonte: O autor (2021).

Como o valor do Indice CD para a clusterizacdo com 3 grupos foi o menor, essa

configuracao é selecionada como resultado final pelo Algoritmo MulticlusterKDE.
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3.2.3 Convergencia do Algoritmo MulticlusterKDE

A seguir, enunciamos o Teorema de Weierstrass, o qual aborda conceitos que

corroboram com a discussao sobre a convergencia do algoritmo proposto.

Teorema 3.1 (Teorema de Weierstrass). Sejam D C R™ um conjunto compacto nao-vazio

e f: D — R uma fungao continua. Entao, f tem minimizador e mazimizador em D.
Demonstracao. lzmailov e Solodov (2014) [p.8, Teorema 1.2.1]. O

Esse resultado, juntamente com o teorema a seguir, contribuirao para a com-
preensao dos argumentos que comprovam que o Algoritmo MulticlusterKDE esta bem
definido e converge em um numero finito de passos. Outro ponto que precisa ser levado
em consideracao na demonstracao da convergencia é o método de otimizacao utilizado.
Como mencionado, optamos pelo Método L-BFGS-B, que é um método quase-Newton
de memoria limitada para problemas com restri¢oes de caixa. Nestes termos, podemos

enunciar a convergencia do Algoritmo MulticlusterKDE da seguinte forma:

Teorema 3.2. O Algoritmo MulticlusterKDFE estd bem definido e executa no mdximo

m + 1 passos.

Demonstracao. A cada iteragao do Algoritmo MulticlusterKDE é preciso determinar x*
como minimizador de —j?, a qual é uma funcao suave, continua e possui derivadas de
todas as ordens. Utilizamos o Método [-BFGS-B para otimizacao da funcao KDE cujos
limitantes inferior e superior do conjunto de dados constituiram a restricao de caixa
necessaria para o emprego do método. Como os limitantes definem um conjunto limitado
e compacto (I < x < u) e de acordo com o 3.1, todo conjunto compacto possui um
minimizador, entao todas as iteracoes do algoritmo apresentarao um ponto de minimo,
garantindo assim que o préximo passo do Algoritmo MulticlusterKDE existird, ou seja, o

passo do algoritmo é bem definido.

Para finalizar, precisamos mostrar que o algoritmo determina uma solu¢ao em um
nimero finito de passos. Seja k € Z% o numero de grupos determinado pelo algoritmo,
e m € Z% o numero de elementos do conjunto de dados X € R™*", tal que & < m. No
cenario mais favoravel temos k < m, ou seja, o algoritmo determina em k iteracoes todos
os pontos estaciondrios e distintos do problema, de forma que sera preciso realizar apenas
mais uma iteracao, k + 1, para que ocorra a repeticao de um centroide, atendendo ao
critério de parada do algoritmo. Dessa maneira, o algoritmo convergira em k +1 < m
iteracoes. Supondo agora o pior cendrio, ou seja, k = m, onde cada elemento do conjunto X
esteja isolado, formando grupos com apenas um unico elemento. Nesse cenario, o algoritmo
determinaria os m centroides em m iteracoes e precisaria de mais uma para que ocorresse

a repeticao de um centroide, totalizando m + 1 iteracoes para se obter a solucao.
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Como m é um nimero finito, em qualquer cenario o algoritmo para em um nimero

finito de iteracoes, mais especificamente, em no maximo m + 1 iteracoes. O

Na préxima subsecao apresentamos a terceira contribuicao desse trabalho que é
o Algoritmo AdditiveclusterKDE.

3.3 ALGORITMO ADDITIVECLUSTERKDE

O Algoritmo AdditiveclusterKDE é um algoritmo baseado na clusterizacao de
multiplas amostras com selecao do melhor conjunto de centroides para o agrupamento da
populagao (conjunto de dados) segundo uma métrica de validacao interna. Para apresentar
o Algoritmo AddittiveclusterKDE, primeiramente, realizamos uma descri¢ao geral da sua
execucao, com a discussao da rotina principal e de suas sub-rotinas. Na sequencia, apre-
sentamos um exemplo bidimensional para facilitar a compreensao dos principais aspectos

do algoritmo e, para finalizar a secao, discutimos a sua convergencia.

3.3.1 Algoritmo AdditiveclusterKDE: descricao geral

O Algoritmo AdditiveclusterKDE, a ser apresentado a seguir, é constituido prin-
cipalmente por um laco principal, duas tomadas de decisao e um lago secundario. Para sua
execucao sao necessarios: uma matriz X € R™*" com os dados do problema, sendo m o
nimero de observagoes e n o numero de atributos; um parametro o € R’ responsdvel pela
suavidade da funcao KDE, calculado conforme (2.19) para determinar a matriz H; um
escalar A € Z7 que define a quantidade de amostras utilizadas; my € Z%, com my < m, o
tamanho de cada amostra selecionada durante o processo iterativo e nc € Z* um nimero
inteiro fornecido de forma opcional pelo usuario que tem a funcao de limitar o ndmero de

grupos e é recomendado para problemas de classificacao.

No Algoritmo AdditiveclusterKDE, o objetivo do lago principal (linhas 1 a 22)
¢é realizar a clusterizacdo para cada uma das amostras selecionadas. A cada passo do
algoritmo, este seleciona uma amostra com my4 elementos (linha 2) por meio da amos-
tragem aleatdria simples e, em seguida, ocorre a primeira tomada de decisao, dependente
do parametro nc. Supondo que o usuario tenha conhecimento do nimero de grupos que
constitui o problema, entao o parametro nc é conhecido e pode ser informado no inicio da
execugao. Nesse caso, o Algoritmo AdditiveclusterKDE executa a sub-rotina nc-centroides,

descrita na se¢do 3.3.1.2, para obter nc centroides (linha 4).

Por outro lado, se o problema nao possui nenhuma informacao sobre o nimero
de grupos, o parametro nc nao precisa e nao deve ser informado, logo o Algoritmo Ad-
ditiveclusterKDE executard a sub-rotina k—centroides, descrita na secao 3.3.1.1, a qual
determina de forma autonoma k centroides (linha 6), que corresponde, de acordo com a

métrica de validagao interna, a clusterizacao mais adequada para a amostra selecionada.



63

Algoritmo 2: AdditiveclusterKDE
Entrada: X e R™" a e R, Ac Z}, my € Z, nc € Z*
1 Parai=1: A faga

2 Selecione X € R™4*» ¢ X € R™™ por amostragem aleatéria simples;
3 Se nc # () entao
4 Determine S € R™*™ centroides pela sub-rotina nc—centroides tendo
X € R™*" pce o como parametros de entrada.
5 Senao
6 Determine S € R**™ centroides pela sub-rotina k—centroides tendo
X € R™4*" ¢ o como parametros de entrada.
7 Fim
8 Defina: B =0, s = oo (para indice CD ou DB) ou s = —o0o (para
silhueta);
9 Para ¢ = 1:m faca
10 t = o0;
11 Para j = 1: k faga
12 Se dist(S(j,:), X(i,:)) <t entao
13 | w=j,t=dist(S(j,:), X(i,:))
14 Fim
15 Fim
16 B =B U{w}
17 Fim
18 r = métrica de validacao de X de acordo com B;
19 Se r € melhor que s entao
20 ‘ s=r,C=B, P=S
21 Fim
22 Fim

23 Retorna C',P,s

Independentemente da decisdo tomada, ao final desta etapa, o Algoritmo Addi-
tiveclusterKDE retorna com um conjunto de centroides e inicia o seu lago secundario,
responsavel pela designacao de todas as observagoes a um dos centroides com base no
critério de minima distancia Euclidiana (linha 9 a 17). Apéds a clusterizagao, o algoritmo
emprega uma métrica de validagdo interna (indices CD, DB ou coeficiente de silhueta)
para medir a qualidade da clusterizacao proveniente dos centroides obtidos pela amostra

X (linha 18).

Na sequeéncia, o Algoritmo AdditiveclusterKDE tem a segunda tomada de de-
cisao, a qual é responsavel por avaliar se o valor da métrica de validacao, proveniente
da iteracdo atual, tem o melhor valor obtido até o momento (linhas 19 a 21). Em caso
afirmativo, o algoritmo armazena as informacoes referentes a clusterizacao, centroides e
métrica de validagado, caso contrario, a clusterizacao da iteracao ¢ descartada. O Algo-
ritmo AdditiveclusterKDE ¢ finalizado assim que executar a clusterizacao de todas as A

amostras selecionadas, armazenando a melhor clusterizagao do conjunto X de acordo com
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a métrica de validacao utilizada.

3.3.1.1 Sub-rotina k-centroides

A sub-rotina, denominada k-centroides, Algoritmo 3 a seguir, tem o objetivo de
determinar k& centroides de forma autonoma, a cada repeti¢ao do lago principal do Al-
goritmo 2, quando o parametro nc nao é fornecido. Embora, nessa pesquisa, estejamos
abordando o k-centroides como uma sub-rotina, o mesmo equivale a um algoritmo de clus-
terizacao completo, podendo ser empregado na clusterizacao de dados multidimensionais

como algoritmo principal.

O k-centroides é um algoritmo construtivo que aumenta o nimero de grupos (cen-
troides) a cada iteragdo por meio do particionamento do conjunto de dados. Desse modo,
o processo iterativo é iniciado com apenas um unico grupo e, a cada nova iterac¢ao, caso
os critérios de parada nao sejam atendidos, um novo centroide ¢ adicionado, consequen-

temente, uma nova clusterizacao.

A determinagao desse novo grupo ¢ realizada por meio da obtengao de um se-
gundo centroide no grupo cujos elementos sdo mais heterogéneos. A verificacao do grau
de heterogeneidade dos elementos é feita pela dispersao interna do grupo, ou seja, pelo

calculo da distancia média de seus elementos ao seu respectivo centroide.

Estruturalmente, o Algoritmo 3 é constituido por: um lago principal, responsavel
por controlar o nimero de iteracoes; por 3 tomadas de decisao, as quais estao interligadas
entre si e sdo responsaveis por finalizar o lago principal; e por um lago secundario, res-
ponsavel pela designacao dos elementos de X ao centroide mais préoximo de acordo com

a minima distancia Euclidiana.

Para o Algoritmo k-centroides sdo necessarios: uma matriz X € R”4*" com
os dados da amostra selecionada, sendo my4 o nimero de observacoes e n o nimero de
varidveis; um parametro o € R’ usado na expressao (2.19) para determinar a matriz
diagonal H, responsavel pela suavidade da funcao KDE; os vetores limitantes [,u € R”
para a restricdo de caixa utilizada no processo de otimizacao da funcao e, por fim, um

ponto inicial escolhido arbitrariamente entre os elementos de X.

Em seu lago principal (linhas 3 a 34), a primeira operagéo realizada é a otimizacao
da fungao KDE com kernel Gaussiano (linha 4). Os pontos estacionarios determinados na
otimizacao sao definidos como centroides da clusterizacao. Optamos por utilizar para o
processo de otimizagao da fungao KDE o Método 1-BFGS-B, disponibilizado no Software
R na rotina optim, visto que esse é um método quase-Newton com memodria limitada e
com restri¢ao de caixa, o qual assegura uma boa velocidade de convergéncia e se adapta

de forma natural a metodologia empregada pelo Algoritmo k — centroides.

Como mencionado, no inicio de cada iteragao um minimizador z* é determinado,
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Algoritmo 3: k-centroides

Entrada: X € R™4*" a € RY;

1 Escolha k=0, 2* € X efaga S =0, Parar =0, rep=0,t =0, D = 0,
s = oo (para indice CD ou DB) ou s = —oo (para silhueta), [, v € R™ tal
que l; = min{X(:,j)} e u; = max{X (:,j)} para j = 1,...,n;

2> Determine: H e f de acordo com (2.19) e (2.3);

3 Enquanto Parar = 0 faca

4 A partir de z* determine: z* € argmin {—f(x) 1 <x< u};
x€ER"

5 Se z* € S entao

6 ‘ Parar = 1;

7 Senao

8 S=8SUx* k=k+1, B=ones(l:ma,),

D = DU {dist(z*, X(i,:)),i=1,...,ma};

9 Para:=1:my4 faga

10 Para j =1:t faga

11 Se dist (X (i,:), S(j,:)) = min{D(i,:)} entao
12 | Bli] =

13 Fim

14 Fim

15 Fim

16 r = métrica de validacao de X de acordo com B

17 Se r € melhor que s entao

18 ‘ s=r,C=B,P=Srep=0

19 Senao

20 | rep=rep+1

21 Fim

22 Ser > 1 ourep > 10 entao

23 ‘ Parar =1

24 Senao

25 Determine: Med = {%i||Xz—u]||} G=1,...,p);

7 =1

26 w = j tal que Med(j) = max(Med);

27 X C X onde X(i,) € X <= B(i) = w;

28 l; = min{X(,j)} e u; = max{X(:,j)} para j = 1,...,n;
29 my = max {z{mr?ln {dist(S(w,:), X (4, ))}},

30 ot =z € X|dist(z, S(w,:)) = my;

31 t=t+1

32 Fim

33 Fim
34 Fim

35 Retorna C',s,P
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levando o algoritmo a sua primeira tomada de decisao, que consiste em verificar se esse
minimizador é distinto daqueles determinados em iteragoes anteriores (linhas 3 a 34).
Caso x* ja faca parte do conjunto dos centroides, o algoritmo € encerrado, caso contrario,
x* é designado ao conjunto dos centroides. A repeticdo de um ponto estaciondrio é o
primeiro critério de parada do Algoritmo k-centroides, pois devido a forma de escolha do
ponto inicial para o método de otimizagio a partir da segunda iteragao (processo esse que
serd descrito mais adiante), uma vez repetido um minimizador, o algoritmo entra num
loop infinito, obtendo sempre o mesmo ponto x* como minimizador de —f, inviabilizando

assim a continuidade do processo.

Considerando que x* seja um minimizador diferente aos obtidos nas iteragoes
anteriores, entao o algoritmo designa x* para o conjunto dos centroides (linha 8) e, partir
disso, realiza uma nova clusterizagao pelo critério de minima distancia Fuclidiana de cada
um dos elementos do conjunto X aos centroides determinados (linha 9 a 15). Apds essa
etapa, o algoritmo avalia a qualidade dessa clusterizacao, por meio da aplicacao de uma

das métricas de validag@o interna (linha 16).

Com base no valor da métrica, o algoritmo realiza sua segunda tomada de decisao
(linhas 17 a 21), verificando se a clusterizagdo atual é a melhor. Em caso afirmativo,
o algoritmo armazena as informacoes sobre os centroides, a clusterizacao e o valor da
respectiva métrica (linha 18), além de zerar o contador de iteragoes sucessivas consideradas
improdutivas. Em caso negativo, o algoritmo acrescenta em uma unidade o contador de

iteragbes improdutivas (linha 20).

Em seguida, ainda com base no valor da métrica resultante na iteracao atual, o
algoritmo tem sua terceira e Ultima tomada de decisao, responsavel por avaliar a possibili-
dade de finalizagao do algoritmo (linhas 22 a 32). Nesse trabalho, optamos por considerar
tres possiveis critérios de parada, dois envolvendo a métrica de validacao e um relacionado
a repeticdo do centroide (minimizador de —j?) ja mencionado. Com relacao a métrica de
validacao, o algoritmo € finalizado quando o valor da métrica é superior a um valor pré-
fixado. Nesse trabalho adotamos para as métricas indice CD e DB o valor 1, enquanto
que para o coeficiente de silhueta, adotamos o valor 1 para o resultado da expressao
1 — silhueta, o qual é equivalente ao coeficiente de silhueta apresentar valores menores
que zero. Clusterizacdes com essas avaliagoes, segundo as métricas de validacao expostas,
apresentam caracteristicas insatisfatérias com grupos dispersos e/ou centroides préximos.
O algoritmo ¢ finalizado também quando nao ha melhora no valor da métrica de validacao
por um numero fixo de iteragbes consecutivas. Apds testes numéricos, escolhemos fixar

em 10 o nimero méximo de itera¢oes improdutivas.

Caso nenhum dos critérios seja atendido, o Algoritmo 3 continua sua execuc¢ao em
busca de um grupo que possui maior heterogeneidade entre seus elementos, verificando a

maxima distancia média dos elementos de cada grupo a seu respectivo centroide (linhas
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25 e 26). Uma vez definido o grupo mais heterogéneo (linha 27), o algoritmo determina
os limitantes inferior (1) e superior (u) (linha 28), delimitando assim uma nova regiao de

busca na otimizacao da funcao KDE.

Para finalizar a iteracdo, o algoritmo determina um novo ponto inicial para
iteracdo seguinte (linhas 29 e 30). Como o k — centroides sempre almeja por um novo
minimizador dentro do grupo mais heterogeneo, a escolha do ponto inicial ndao pode ser
arbitraria, mas sim escolhida de forma a evitar uma repeticao do minimizador. Nesse
sentido, o ponto inicial escolhido, a partir da segunda iteracao, tem como caracteristica
ser um elemento pertencente ao conjunto X interno a regiao definida pelos limitantes [
e u e que possua a maxima distancia ao centroide ja pertencente ao grupo selecionado.
Essa estratégia tende a evitar uma repeti¢cao do minimizador da funcao KDE num cenario
onde existe mais de um ponto de minimo local. No entanto, tal escolha pode gerar um
loop infinito em caso de repeti¢ao do minimizador, visto que, uma vez obtido um mesmo
ponto de minimo, o agrupamento se mantém o mesmo, assim como o grupo mais hete-
rogeneo e, consequentemente, a escolha do ponto inicial, formando dessa forma um ciclo
sem fim. Por outro lado, em todo o processo ha apenas um tinico ponto inicial totalmente
randomico, o que garante ao algoritmo que uma vez escolhido o mesmo ponto inicial na

primeira iteracao a clusterizacao final sera sempre a mesma.

Ao fim de sua execucdo, o Algoritmo 3 retorna k centroides que produziram
a melhor clusterizacao, segundo uma métrica de validacao, dentre todas as iteracoes.
Esses centroides serdo utilizados pelo Algoritmo AdditiveclusterKDE para expandir a

clusterizacao a todo o conjunto de dados.

3.3.1.2 Sub-rotina nc-centroides

Nessa se¢ao apresentamos a sub-rotina nc-centroides, Algoritmo 4 a seguir, vincu-
lada ao Algoritmo AdditiveclusterKDE, a qual objetiva determinar exatos nc centroides,
com nc € Z%. O seu funcionamento ¢ semelhante a sub-rotina k-centroides, porém mais
simples, visto que nao necessita realizar avaliacoes da clusterizacao a cada iteracao, além
de ter seus critérios de paradas extremamente definidos pelo parametro nc. A utilizacao
dessa rotina é recomendada para problemas em que o usuério ji tenha o conhecimento do

numero de grupos e/ou problemas de classificagao.

Para execugao do Algoritmo nc-centroides sdo necessarios: uma matriz X €
R™4%" contendo os dados da amostra selecionada (ou dados do problema), sendo m4
o numero de observacoes e n o numero de varidveis; um parametro a € R% usado na
expressao (2.19) para determinar a matriz diagonal H, responsavel pela suavidade da
funcao KDE; um parametro nc responsavel por estabelecer o nimero maximo de centroi-
des que o algoritmo obtera durante sua execucao; os vetores limitantes [,u € R™ para

a restricao de caixa, utilizada no processo de otimizacao da funcao e, por fim, o ponto
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Algoritmo 4: nc-centroides
Entrada: X ¢ R™4*" a € R, nc € Z};
1 Escolha k=0, 2% € X e faga S = (), Parar =0, D = ), l,u € R™ tal que
[; =min{X(:,j)} e u; = max{X(:,j)} paraj=1,... n;
2> Determine: H e f de acordo com (2.19) e (2.3);
3 Enquanto Parar = 0 faca

4 A partir de z* determine: z* € argmin {— A(x) 1 <x< u};
xeR™

5 Se x* € S entao

6 ‘ Parar = 1;

7 Senao

8 S=5SUx* B=ones(l:mau);

9 D = DU {dist(z*, X{3,:)),i =1,...ma};

10 Para:=1:my4 faga

11 Para j = 1: k faga

12 Se dist (X (i,:), S(j,:)) = min{D(i,:)} entao

13 | Bli]=j

14 Fim

15 Fim

16 Fim

17 Se k = nc entao

18 ‘ Parar=1,C=B, P=S8

19 Senao

20 Determine: Med = {%i||Xz—u]||} (G=1,--- k)

7 i=1

21 w = j tal que Med(j) = max(Med);

22 X C X onde X(i,:) € X < B(i) = w ;

23 l; = min{X(,j)} e u; = max{X(:,j)} para j = 1,...,n;
24 My = max {z minm {dist(S(w,:), X (1, )}},

25 o = € X | dist(x, S(w,:)) = ma;

26 k=k+1

27 Fim

28 Fim
29 Fim

30 Retorna C',P

inicial (2*) utilizado no processo de otimizacio da funcio, sendo o primeiro escolhido de

forma aleatéria entre um dos elementos de X.

O Algoritmo 4 é composto por um lago principal (linhas 3 a 29), responsdvel
por controlar o nimero de iteracoes sendo limitado superiormente pelo parametro nc.
Dentro do lago ha duas tomadas de decisao interligadas, que controlam os critérios de
parada e, além disso, um lago secundério responsavel pela designacao das observagoes

aos centroides pelo critério de minima distancia Euclidiana. Ao iniciar o lago principal, a
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primeira operacao realizada ¢ a otimizagao da fungao KDE (linha 4). Da mesma forma

que na sub-rotina k — centroides, nessa também utilizamos o Método L-BFGS-B.

A cada nova iteragdo o nc — centroides obtém um minimizador de —j?candidato
a centroide. Sobre esse minimizador, o algoritmo realiza sua primeira tomada de decisao
(linhas 5 a 28), verificando se esse j4 é um centroide. Caso se verifique uma repeticao,
o algoritmo encerra sua execuc¢ao, caso contrario, acrescenta o minimizador ao conjunto
dos centroides (linha &), atualiza a matriz de distancias dos centroides ao conjunto X
(linha 9) e realiza a designacao das observagoes de X aos k centroides ja determinados
(linhas 10 a 16). Na sequeéncia, a rotina realiza sua tltima tomada de decisdo (linhas 17 a
27), em que ¢ verificado se com a inser¢do de mais esse ponto, o conjunto dos centroides
conterd exatos nc elementos, ou seja, k = nc. Km caso afirmativo, o algoritmo encerra sua
execucao retornando como solugao os nc centroides, caso contrario, retoma o processo de
busca por novos centroides, determinando o grupo mais heterogeneo, os novos limitantes

e o ponto inicial para a otimizac¢ao da fungao KDE.

Para verificar qual grupo é o mais heterogeneo, o Algoritmo 4 determina a
distancia média de todos os elementos de cada grupo ao seu respectivo centroide (li-
nha 20) e aquele que apresentar a maior distancia média (linhas 21 e 22), serd o grupo
utilizado para definir os novos limitantes | e u (linha 23) para o processo de otimizagao
da funcao KDE. Por fim, para encerrar a iteracao, o algoritmo determina um novo ponto
inicial que possui a caracteristica de pertencer a regiao delimitada por [ < z < u e apre-
sentar a méxima distancia Euclidiana ao centroide do grupo mais heterogeneo (linhas 24
e 25).

O algoritmo repete o processo até atender ao critério de parada. Ao fim de sua
execugao retorna k centroides, k < nc, que serdo utilizados pelo Algoritmo 2 para expandir

a clusterizacao a todo o conjunto de dados.

3.3.2  Exemplo do Algoritmo AdditiveclusterKDE

Apés ter definido formalmente o Algoritmo AdditiveclusterKDE e suas duas sub-
rotinas, apresentamos agora um exemplo simples, no espaco bidimensional, a fim de ilus-
trar o seu funcionamento. De forma semelhante a Secao3.2, utilizamos a mesma base de
dados disposta na Tabela 2 e os seguintes parametros: o = 0,75, A = 2 e my = 18,
que correspondem ao parametro de suavidade da funcao KDE, nimero de amostras e
tamanho de cada amostra, respectivamente. Optamos por nao informar o parametro nc,
de modo que o algoritmo execute apenas a sub-rotina k-centroides. Dentro da sub-rotina,
optamos por utilizar a métrica de validacao, indice CD, como critério de selecao da melhor

clusterizagao.

Considerando a primeira iteracao, o lado esquerdo da Figura 10 apresenta o
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grafico de dispersao do conjunto de dados, ou seja, 45 observacoes representados pelos
pontos em preto, conforme Tabela 2. Os pontos destacados por circulos em vermelho,
representam a primeira amostra composta por 18 elementos, 40% da populagao, seleci-
onados do conjunto de dados pelo processo de amostragem aleatéria simples. Ja o lado

direito da Figura 10 ilustra a funcao KDE proveniente dos dados da amostra.

Figura 10 — Gréfico de dispersao dos dados e elementos selecionados para compor a primeira
amostra e a respectiva funcao KDE
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Fonte: O autor (2021).

Uma vez selecionada a amostra, o Algoritmo AdditiveclusterKDE entra na sub-
rotina k—centroides (Algoritmo 3), responsdvel por determinar os centroides da amostra
que, posteriormente, serao utilizados como centroides para a clusterizacao da populacgao.
O Algoritmo 3 tem como parametros de entrada o subconjunto contendo os dados da
amostra, X € R'¥%2? ¢ o escalar « = 0,75 utilizado para determinacio da matriz H
e da fungdo KDE, conforme expressoes (2.19) e (2.3), respectivamente. Cabe salientar
que, diferentemente do Algoritmo MulticlusterKDE, o Algoritmo AdditiveclusterKDE

determina uma matriz H e uma funcao KDE para cada amostra, ou seja, A vezes.

No inicio, o Algoritmo k — centroides determina os limitantes inferior e superior
da amostra, utilizados na restri¢io de caixa representada na Figura 11 pelo retangulo
na cor magenta. Em seguida, seleciona de forma aleatéria o ponto x; = (6,00;2,84),
representado na Figura 11 pelo simbolo “4” na cor vermelha, como ponto ponto inicial o

qual é empregado no processo de otimizacao da funcao KDE.

Tomando 2y como ponto inicial no processo de otimizacao da funcao KDE pelo
Método L-BFGS-B, obtemos z} = (6, 10;3,00) como minimizador de —j?, representado
na Figura 11 pelo simbolo “x” na cor azul. Cabe observar que o ponto inicial sempre
serd uma das observacoes da amostra que atenda a restricao de caixa, por outro lado,
o minimizador nao é necessariamente um elemento da amostra, mas ainda é um ponto

que atende a restricao [ < x < wu. Sobre a restricdo de caixa, na primeira iteracao do
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Figura 11 — Primeiro centroide
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Fonte: O autor (2021).

Algoritmo 3, ela abrange toda a amostra, visto que todos os elementos sao interpretados

como um unico grupo.

Apés a obtenc¢do de um novo minimizador, o Algoritmo 3 avalia se tal ponto
ja é um centroide. Como ] é o primeiro minimizador determinado, nao ha nenhuma
restri¢ao ao seu uso como centroide. Tendo x] como primeiro centroide, o algoritmo realiza
a designacao das observagoes ao centroide mais préoximo, que obviamente serd z}. Cabe
observar que o agrupamento propiciado pelo primeiro centroide constituira em um unico
grupo formado pelo préprio conjunto. Essa clusterizacao obviamente nao tera atendido a
nenhum critério de parada do algoritmo, além de apresentar os mesmos limitantes inferior
e superior. No entanto, com a obtencao do primeiro centroide, o processo de escolha do
ponto inicial tem alteracoes, isto é, a partir da existencia de centroides, a escolha de
pontos inicias para o processo de otimizacdo nao ocorre mais de forma aleatéria e sim
deterministica. Logo, para finalizar a primeira iteracao, o algoritmo busca por um novo
ponto inicial que atenda as condig¢oes de pertencer a caixa e ter a méxima distancia
Euclidiana ao ponto x}. No nosso exemplo esse ponto é xy = (4, 78; 1,92) representado,

pelo simbolo “4” na cor vermelha, na Figura 12.

Na segunda iteracao, partindo de x5 como ponto inicial, o algoritmo determina o
minimizador x5 = (4, 90; 2,00), representado na Figura 12 pelo sfmbolo “x” na cor azul.
Com a determinacao deste segundo minimizador, o k — centroides verifica se esse é igual
ou nao ao centroide da primeira iteracao. Como podemos observar x} # x3, logo, ele é

designado ao conjunto dos centroides e o processo é repetido.

Uma vez determinado dois centroides, realizamos a designacao de todos os ele-
mentos da amostra aos centroides pelo critério de minima distancia Euclidiana, resultando

em dois grupos, conforme Figura 13. A partir desta clusterizacao, o indice CD obtido é de
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Figura 12 — Segundo centroide
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Fonte: O autor (2021).

6.5

C'D = 0,559. Nesse momento, o algoritmo avalia se a clusterizacao atual é a melhor. Con-

siderando que na segunda iteracao ocorre a primeira divisao da amostra em subgrupos,

entao o Indice CD dessa iteracao é melhor.

Figura 13 — Clusterizagao com 2 centroides

3.0

2.5

2.0

4.5 5.0 55 6.0

Fonte: O autor (2021).

6.5

Com a subdivisao da amostra em dois grupos, o algoritmo avalia qual desses é

mais heterogeneo, por meio da méxima distancia média dos seus elementos ao respectivo

centroide. No exemplo, o grupo 2 (elementos na cor verde na Figura 13) é o mais hete-

rogeneo e sobre esse, o algoritmo constréi as novas restrigoes de caixa, conforme mostrado

na Figura 14.

Dentro da nova restricao de caixa, imposta pelos novos limitantes [ e u, sempre

havera um centroide determinado em iteracoes anteriores e partindo desse o algoritmo

seleciona o elemento interno a caixa que apresente a mdxima distancia ao centroide.
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Figura 14 — Segunda restricao de caixa
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Fonte: O autor (2021).

Considerando nosso exemplo, o ponto x3 = (4, 85; 3, 15), representado na Figura 15 pelo
simbolo + na cor vermelha, é o elemento que apresenta a maxima distancia a x3. Com

isso a segunda iteracao ¢ finalizada.

Figura 15 — Terceiro centroide
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Fonte: O autor (2021).

Tomando x3 como ponto inicial na terceira iteracao, o processo de otimizacao
retorna com xj = (5,00; 3, 10) como minimizador da fun¢do KDE, conforme apresentado
na Figura 15 pelo simbolo x na cor azul. Com a determinacao de z3%, o algoritmo verifica
que esse ainda nao pertence ao conjunto dos centroides e realiza a designacao de todas as
observacoes da amostra aos 3 centroides, resultando em um agrupamento com 3 grupos,
conforme ilustrado pela Figura 16. Avaliando essa nova clusterizacdo por meio do indice
CD, obtemos C'D = 0,1262, e comparado com o resultado da iteracao anterior 0, 1262 <

0, 559 conclui-se que até o momento a clusterizacao com 3 grupos ¢ a mais adequada para
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o conjunto de dados.

Figura 16 — Clusterizacao com 3 centroides
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Fonte: O autor (2021).

Como houve uma reducao no valor do indice CD, nenhum dos critérios de parada
do algoritmo foram atendidos, logo a execucao continua. Como préximo passo, o algoritmo
determina qual dos 3 grupos é o mais heterogeneo por meio da méxima distancia média
dos elementos de cada grupo aos seus respectivos centroides. Em nosso exemplo, o grupo
3, representado pelos pontos em azul na Figura 16, é o grupo mais heterogéeneo e sobre
este, o algoritmo determina os limitantes inferior e superior que definem a nova restricao

de caixa, ilustrada na Figura 17.

Figura 17 — Terceira restricao de caixa
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Fonte: O autor (2021).

Com base nessa nova restrigdo, o algoritmo seleciona o ponto x4 = (4, 90; 2, 85)
como ponto interior & caixa que apresenta a maxima distancia ao centroide x%. Tomando

x4 como ponto inicial, o Método L-BFGS-B retorna o minimizador x; = (6,00; 3, 10), con-
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Figura 18 — Quarto centroide
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Fonte: O autor (2021).

forme apresentado na Figura 18. No entanto, x} = %, encerrando com isso o laco principal
do Algoritmo k-centroides, de acordo com o critério de parada referente a repeticao de
centroides. Com o término do processo de busca, para nosso exemplo, a configuracao com
3 grupos, conforme mostrado na Figura 16, é a melhor subdivisao da primeira amostra,
com CD = 0,1262.

Os centroides obtidos pela sub-rotina k—centroides sao utilizados pelo Algoritmo
AdditiveclusterKDE para expandir a clusterizacio a todas as observacoes do conjunto
de dados (populac¢do) pelo critério de minima distancia Euclidiana. No nosso exemplo
essa expansao resulta na clusterizacao apresentada pela Figura 19, a qual avaliada pelo
indice CD apresenta um valor de C'D = 0, 1334. Devemos relembrar que os procedimentos
descritos anteriormente sao provenientes da primeira amostra, que resultara na primeira

clusterizacao viavel do problema.

Com a clusterizacdo proveniente dos centroides da primeira amostra o Algoritmo
AdditiveclusterKDE finaliza sua primeira repeticao do lago principal. Na segunda re-
peticao, este seleciona uma nova amostra, com mesmo tamanho que a anterior, e reinicia
o processo. Por se tratar de um processo iterativo andlogo, omitiremos os detalhes da
sua execugao, apresentado apenas a amostra selecionada, a funcao KDE (Figura 20) e o

resultado final (Figura 21), para fins de comparagao.

Como podemos observar, por ser um exemplo simples e com 3 grupos bem defini-
dos, mesmo utilizando amostras diferentes, o algoritmo determinou o mesmo agrupamento
com apenas pequenas varia¢oes nos centroides. Essas variacoes nao propiciaram nenhuma
mudanca na clusterizacao dos dados, consequentemente, nao produziram um valor da
métrica de validacao inferior a informada na primeira iteracao, ocasionando o descarte da

solucao produzida pela segunda amostra. Como haviamos informado no inicio da execucao
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Figura 19 — Clusterizacao da populagao com centroides provenientes da amostra 1
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Fonte: O autor (2021).

Figura 20 — Grafico de dispersao dos dados e elementos selecionados para segunda amostra e a
respectiva funcao KDE
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Fonte: O autor (2021).

do AdditiclusterKDE o parametro A = 2, logo apenas duas amostras foram utilizadas,
sendo os resultados da primeira selecionada como solugao 6tima pelo Algoritmo Additi-

veclusterKDE, conforme apresentado na Figura 19.

Uma tltima caracteristica interessante a ser observada nos resultados provenientes
das duas amostras é a ordem em que os centroides foram determinados. Observando as
Figuras 19 e 21, percebemos que a clusterizacao é exatamente a mesma, no entanto, as
cores estao invertidas. O Software R, tem como ordem padrao das cores de plotagem a
sequencia: vermelho, verde, azul. Logo a disposicao das cores nos graficos representam a
ordem que os centroides foram determinados, enfatizando que apesar das duas amostras
resultarem, no final, em um mesmo agrupamento, o caminho percorrido foi diferente. Essa

diferenca é proveniente da escolha do ponto inicial, o qual é o Unico escolhido de forma
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Figura 21 — Clusterizacao da populagao com centroides provenientes da amostra 2
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totalmente aleatdria.

3.3.3 Convergéencia do Algoritmo AdditveclusterKDE

Nessa se¢ao apresentamos argumentos que garantem que o algoritmo Additve-
clusterKDE esta bem definido e para em um ntmero finito de passos. Tal resultado sera

apresentado pelo teorema a seguir.

Teorema 3.3. O Algoritmo AdditiveclusterKDFE estd bem definido e executa no mdximo

A-(ma+1) passos.

Demonstracao. Para provar a convergencia do Algoritmo AdditiveclusterKDE precisamos
apenas provar a convergencia das sub-rotinas k — centroides e nc — centroides, visto que

a otimizacao da funcao KDE ocorre durante suas execucoes.

A cada iteragao dos algoritmos k — centroides ou nc — centroides é preciso de-
terminar x* como minimizador de —j?, cuja funcao é continua, suave, com derivadas de
todas as ordens, sujeito a restricao de caixa | < x < u, definindo assim um conjunto com-
pacto como dominio de busca. De acordo com o Teorema de Weierstrass (Teorema 3.1) a
cada iteracao existird pelo menos um ponto de minimo global contido no conjunto com-
pacto [ < x < u, sendo esse um ponto estacionario ou ponto pertencente a fronteira, de
toda forma, ao final da execucao do processo de otimizacao da fungao KDE, os Algorit-
mos 3 ou 4 retornam um ponto x*, candidato a centroide, garantindo dessa forma que os

algoritmos estao bem definidos.

Para completar a demonstracao, falta mostrarmos que o nimero de passos exe-
cutados pelas sub-rotinas é um ndmero finito. Consideremos primeiramente, por simpli-
cidade, o Algoritmo nc—centroides. Esse exige, a priori, o niimero maximo de grupos e,

por consequencia, o nimero maximo de passos executados. Supondo que nc < my, temos
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como pior caso nc = my, onde o Algoritmo 4 tentara obter uma quantidade de centroi-
des igual a quantidade de observacoes da amostra, ou seja, cada grupo tera apenas um
elemento que serd o préprio centroide. Nessas condigoes, o nimero de passos sera de no
maximo m4. Supondo agora que nc > my4, temos o valor do parametro nc superior ao
nimero de elementos da amostra. Nesta situagao, o Algoritmo 4 buscaria encontrar os
nc centroides e no pior dos cenarios, no passo m4 + 1 encontraria um centroide repetido,
ocasionando o encerramento do algoritmo pela primeira condi¢ao de parada. Logo no pior

cenario, o nc—centroides executa no maximo my4 + 1 iteracoes, o qual é um valor finito.

Analisando agora o nimero maximo de passos do Algoritmo k—centroides. Con-
siderando como pior cendrio, a subdivisao da amostra de my4 elementos em exatos my4
grupos, o algoritmo precisaria realizar m 4 iteracoes para obter os m4 grupos e mais uma
para repetir um centroide, atendendo dessa forma o critério de parada, ou seja, ele execu-
taria no maximo (my4 + 1) iteragdes, que é um nimero finito. No caso em que o nimero
de grupos formados pelo algoritmo é menor que a quantidade de observacoes da amostra,
isto é, k < my, o algoritmo k—centroides executaria um numero finito de iteracoes, na
ordem de k+ 10, sendo o valor 10 fixado como nlimero maximo de iteracoes improdutivas
ek+10 <my+ 1. Em ambos os cendrios, o algoritmo k—centroides executa um nimero

finito de passos.

Dessa forma, temos que os algoritmos k—centroides e nc—centroides sao bem
definidos e executam no maximo (m4 + 1) iteragoes. Como o Algoritmo Additiveclus-
terKDE executa uma dessas duas sub-rotinas A vezes, entao o nimero méximo de passos
proveniente do Algoritmo AdditiveclusterKDE é de A - (my4 + 1), o qual é um nimero
finito. O

Na préxima subsecao apresentamos a quarta e ultima contribuicao da tese a qual

denominamos de Algoritmo TreeKDE.

3.4 ALGORITMO TREEKDE

Esta secao destina-se a descrever uma nova abordagem, denominada Algoritmo
TreeKDE, que se baseia em uma estrutura de arvore de decisdo associada a otimizacao
da funcao do estimador de densidade kernel. Ela utiliza a otimiza¢ao da fun¢ao unidi-
mensional do KDE, obtida a partir da projecao ortogonal do conjunto de dados nos eixos
coordenados, a fim de criar particoes do espaco original de forma semelhante a uma estru-
tura de arvore de decisao. Para facilitar a compreensao da abordagem proposta, iniciamos
a secao apresentando uma descri¢ao inicial da similaridade do Algoritmo TreeKDE com a
abordagem de arvore de decisdo, seguida de um exemplo, no espaco bidimensional. Para
encerrar a secao, apresentamos o algoritmo formalmente e discutimos aspectos da sua

convergencia.
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3.4.1 Descrigao inicial do Algoritmo TreeKDE

A metodologia empregada pelo Algoritmo TreeKDE para agrupar dados multi-
dimensionais é semelhante aquela empregada pela drvore de decisdao para problemas de
classificacdo, porém usaremos cluster como terminologia ao invés de né. Nesse sentido,
na primeira iteragao do algoritmo (k = 1), todas as observagoes do problema constituem
o cluster raiz ou, também chamado, cluster pai. A particao do cluster pai em dois clus-
ters filhos é determinada por meio do minimizador da funcao KDE, que denominamos de

variavel de particao.

Definicao 3.1. Considere f: R — R% a funcao KDE unidimensional e x* € R um ponto
de minimo da funcao f Dizemos que x* € uma varidvel de particao quando |j?l(l’*)| <,

sendo ¢ € (0, 1) uma precisao pré-estabelecida.

De forma geral, a metodologia proposta pelo Algoritmo TreeKDE pode ser exe-

cutada em 3 etapas:
Etapa 1) Selecionar o cluster pai;
Etapa 2) Definir a varidvel de partigao;
Etapa 3) Obter o particionamento do cluster pai em 2 clusters filhos.

Conforme mostrado na Figura 22 (lado esquerdo), ao final da primeira iteragao
(k = 1), o algoritmo apresenta 2 clusters filhos, que serdo definidos no inicio da segunda
iteracao (k = 2) como clusters pais. As tres etapas descritas acima sio repetidas recursi-
vamente sobre cada uma das sub arvores, conforme ilustrado na Figura 22 (lado direito).
O algoritmo repete o processo até atingir o critério de parada, que nesse trabalho optamos

por ser a classificacao de todos os grupos como clusters folha.

3.4.2  Exemplo do Algoritmo TreeKDE

Para ilustrar o funcionamento do Algoritmo TreeKDE, utilizamos os dados da
Tabela 2 com a adigdo de uma nova observagao, (6,05;2,45), conforme apresentado pelo
grafico de dispers@o na Figura 23. Além dos dados, para executar o TreeKDE foram
utilizados os parametros a = 0,75 e MinPts = 5. Com o intuito de facilitar a associacao
do problema de clusterizacao com arvores de decisao, adotamos algumas terminologias

muito comuns a arvore de decisao, conforme apresentado na Secao 2.3.

Observe que no inicio da primeira iteracdo (k = 1) o conjunto de dados pode
ser caracterizado como um agrupamento de um tunico grupo, denominado cluster raiz ou
cluster pai da iteracdo. Fm seguida, todos os elementos do cluster raiz sao selecionados
e analisados pelo Algoritmo TreeKDE para particiond-lo em dois clusters filhos. Nesse

momento, para a particao do cluster raiz, o algoritmo determina a projecao ortogonal das
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Figura 22 — Associac@o entre o Algoritmo TreeKDE e 0 método da arvore de decisao
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Fonte: O autor (2021).

Figura 23 — Gréfico de dispersao dos dados
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Fonte: O autor (2021).

componentes x; e ry de cada observacao sobre os eixos coordenados, conforme ilustrado
pelos pontos verdes e azuis, respectivamente, no quadro esquerdo da Figura 24. A partir
das proje¢oes sobre cada eixo, o Algoritmo TreeKDE determina as respectivas funcgoes
unidimensionais do KDE, que também sao expressas no quadro esquerdo da Figura 24
pelas curvas nas cores preta e vermelha. Essas fungoes sao determinadas de acordo com
a expressao dada em (2.3) e o coeficiente de suaviza¢ao dado por (2.19) com a = 0,75 e

n — 1.

Agora, a otimizacao de ambas as fun¢oes unidimensionais do KDE é realizada pelo
algoritmo, por meio da rotina optimise do Software R, a fim de encontrar os minimizadores

que sao os candidatos a variavel de particao do cluster pai. Obviamente, como podemos
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Figura 24 — Primeira iteracao do Algoritmo TreeKDE
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observar pela Figura 24, o algoritmo determinou dois minimizadores, 27 = 5,59 e x5 =

2,50, um para cada funcao KDE.

Mesmo que o algoritmo tenha encontrado dois candidatos a variavel de particao,
ele sempre definird a regiao de particao com base no minimizador com o menor valor
funcional. Nesse sentido, o algoritmo selecionou zj = 5,59. Portando, o cluster raiz é
particionado nas regides RV (1:5,59) = {X(4,:) | X(&:1) < 5,59 com ¢ = 1,...,46} e
RV(1;5,59) = {X(4,:) | X(i:1) > 5,59 com i = 1,...,46}, conforme mostrado no grafico
do lado direito da Figura 24, cujas regioes constituirao individualmente o cluster filho 1

e 2, respectivamente.

Ao particionar o cluster pai em dois clusters filhos, o Algoritmo TreeKDE termina
sua primeira iteragao. Assim, na segunda iteracao, ambos os clusters filhos, anteriormente
encontrados, tornam-se os clusters pais e o processo iterativo é repetido até que um
critério de parada seja satisfeito. Neste trabalho, optamos por utilizar como critério de
parada para o TreeKDE a classificagao de todos os grupos como clusters folhas, o qual
sera detalhado mais adiante.

Na segunda iteracao, as funcoes KDE obtidas pela projecao ortogonal de cada
componente x; e x2 sao minimizadas. Para o grupo 1 (Rgl)) o minimizador selecionado
como variavel de particao é x; = 2,58, conforme ilustrado no canto superior esquerdo
da Figura 25. Assim, a particao em dois novos clusters filho é definida pelas regioes
RP(2:2,58) = {RV(5,) | RM(4:2) < 2,58 comi = 1,...,35} e R (2:2,58) = {R (3, :
)| X(4;2) > 2,58 com ¢ = 1,...,35}, conforme mostrado no canto superior direito da

Figura 25.

Da mesma forma, para o grupo 2 (RS)), destacado no canto inferior esquerdo
da Figura 25, o minimizador selecionado como variavel de particao é x3 = 2,63, resul-
tando na particio de dois clusters filhos, definidos pelas regides R (2;2,63) = {R (i, -
)| R\V(5:2) < 2,63 comi—1,... 11} e R (2;2,63) = {RV(i,:) | X(4;2) > 2,63 com i —
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Figura 25 — Segunda iteracdo do Algoritmo TreeKDE
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Fonte: O autor (2021).
1,...,11}, conforme mostrado no canto inferior direito da Figura 25.

Observando o cluster filho Rgf), verificamos que esse possui um unico elemento
e, uma vez que, estabelecemos um numero minimo de 5 elementos para cada grupo
(MinPts = 5) a parti¢ao do cluster pai, regiao Rgl), nao sera considerada e, portanto,
Rg) é classificado como um cluster folha.

Em resumo, o Algoritmo TreeKDE determinou ao fim da segunda iteragao (k = 2)

um cluster folha (Rgl)) e dois clusters filhos (RgQ) e Rg)) provenientes do cluster pai (Rgl)).

O processo é repetido na préxima iteragao (k = 3) considerando os dois clusters
filhos obtidos anteriormente como os novos clusters pais. No entanto, nessa iteragao ne-
nhum dos cluster pai foi particionado devido ao fato de que o Algoritmo TreeKDE nao
encontrou nenhuma variavel de particao, conforme mostrado na Figura 26. Sendo assim,

o algoritmo é encerrado.

Nesse sentido, o Algoritmo TreeKDE agrupou o conjunto de dados em 3 grupos.
A solugdo do agrupamento e o processo iterativo com base na arvore de decisao sao

ilustrados na Figura 27.

Na sec¢ao seguinte, apresentamos uma descri¢ao formal do Algoritmo TreeKDE.
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Figura 26 — Classificacao dos clusters em folhas
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Figura 27 — Resultado final da clusterizacao proveniente do Algoritmo TreeKDE
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3.4.3 Algoritmo TreeKDE: descricao geral

Para o Algoritmo TreeKDE, a ser apresentado a seguir, sao necessarios: uma
matriz X € R™*” com os dados do problema, sendo m o nimero de observacoes e n o
nimero de atributos; um parametro o € R% , responsdvel pela suavidade da funcao KDE
calculado conforme (2.19) para determinar A e, por fim, um nimero inteiro MinPts € Z7

que estabelece um nimero minimo de observacoes para cada grupo, sendo 2 < MinPts <

m

5.

A cada nova iteragao (linhas 2 a 35), o Algoritmo TreeKDE seleciona os clusters
pais ainda nao classificados como clusters folha (linhas 3 a 33) e, entao, o processo de
particao ¢ iniciado.

Para cada cluster pai o algoritmo determina: as projecoes ortogonais das compo-
nentes nos eixos coordenados, uma funcao KDE unidimensional (]?) para cada projecao
e o respectivo minimizador (z*) para cada uma das fungoes KDE (linhas 7 a 16). Note
que z* é determinado, em cada caso, a partir da minimizacao de ]? sujeita a restricao

[ <z <wu,ondel e u sao os limites inferior e superior das projecoes, respectivamente.

O menor minimizador que satisfaca a condicao ]ﬁ(xf ) <e(@=1,...,n)é



84

Algoritmo 5: TreeKDE

Entrada: X ¢ R™",a € R}, MinPts € Z*,
1 Faga: t =0, k=1,k;=0,Cy =0, X = X Uones(l:m), e € (0, 1);
2 Enquanto k; < k faga

3 Para j =1:k faga

4 Se j ¢ Cy entao

5 Selecione X € R™*" C X € R™" | X(:;n + 1) = j;
6 fmin =oo; var =0; g = k;

7 Para:=1:n faca

8 v=X(3,4), | = min(v), u = max(v), o = std(v);
9 Determine: h e fde acordo com (2.19) e (2.3);
10 x* € argmin {f(x) l<x< u};

x€eR

11 Se |j?l(l’:)| <ece j?(x;“) < fmin entao

12 var = i

13 X, = x7;

14 fmin = J(x}):

15 Fim

16 Fim

17 Se var = 0 entao

18 Cr=CrU{j};

19 kr=Fkp+1

20 Senao

21 Xowzr = X

22 X(:,n+1):{g+1|7(:,var)>x;§};

23 Mmgr1 = #H(X(,n+1) =g+ 1)

24 Se min{mgy1,m; —mgy1} > MinPts entao
25 ‘ g=g-+1

26 Senao

27 X = Xoue;

28 Cr=CrU{j}

29 k’f = kf +1

30 Fim

31 Fim

32 Fim
33 Fim
34 k=git=1+1
35 Fim

36 cluster = X(;,n + 1);
37 Retorna cluster




85

selecionado pelo algoritmo como varidvel de parti¢do (linhas 11 a 15). Se o algoritmo néao
determinar nenhuma variavel de particao, o cluster pai é classificado como um cluster
folha (linhas 17 a 19), caso contrério, o cluster pai é particionado em dois clusters filhos
(linhas 20 a 31).

Uma vez que a particao foi realizada, o algoritmo avalia se os clusters filhos
obtidos tém um nimero minimo de elementos (MinPts). Em caso afirmativo, a partigao é
realizada (linhas 24 e 25), caso contrario, a parti¢ao é descartada e o cluster pai classificado
como um cluster folha (linhas 26 a 30). O processo é repetido até que todos os grupos
sejam classificados como clusters folhas e, por fim, o algoritmo apresenta a solucao com a

clusterizagdo do conjunto de dados (linha 36).

3.4.4 Convergencia do Algoritmo TreeKDE

No préximo teorema, mostramos que o Algoritmo TreeKDE é bem definido e

converge em um numero finito de iteragoes.

Teorema 3.4. O Algoritmo TreeKDE € bem definido e executa no mdximo

= UogQ (ﬁﬂ Passos.

Demonstracao. A cada iteragao o Algoritmo TreeKDE precisa determinar um minimiza-
dor x* da funcao unidimensional, obtido a partir das projec¢oes ortogonais das componentes

nos eixos coordenados.

Visto que a funcao unidimensional j?é continua, suave com derivados de todas
as ordens e definida em um intervalo fechado, pelo Teorema de Weierstrass, existe um
minimizador x* em cada iteragdo, o que implica que o Algoritmo TreeKDE estd bem
definido.

Agora, mostraremos que o algoritmo determina a solu¢do em um nimero finito de
passos. Devido a particao ser bindaria de cada cluster pai em dois clusters filhos, o nimero
de grupos, k, determinado em cada passo do Algoritmo TreeKDE é de no maximo 2°.
Dessa forma, seja m € Z% o numero de observacoes e MinPts € Z% , o nimero minimo de

observagoes em cada grupo, considerando 2 < MinPts < 2, entao o niimero de grupos ¢

limitado em 1 < ne < s <5 Segue que
m
k< —— =2 < ———
- MiwinPts - MiwinPts

Dai segue que

m
b < logs (m) :

Como t € Z*, temos

b= POg? (Mz'ZLPtsﬂ '
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Concluimos entao que o Algoritmo TreeKDE é bem definido e para em um ndmero
O

finito de passos de no maximo ﬂog2 (ﬁﬂ
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4 EXPERIMENTOS NUMERICOS

Neste capitulo, apresentamos resultados que evidenciam e qualificam os algorit-
mos MulticlusterKDE, AdditiveclusterKDE e TreeKDE como métodos de clusterizagao

de dados multidimensionais e, também, o indice CD como métrica de validacao interna.

Além dos trées algoritmos propostos nesse trabalho, submetemos os conjuntos de
dados a 8 algoritmos amplamente difundidos na literatura para resolucao de problemas
de clusterizacao. O principal motivo pela escolha desses algoritmos foi o fato de estarem
disponiveis na biblioteca do Software R (R Core Team (2019)). Na Tabela 3, apresentamos
a relagao dos algoritmos, o pacote necessério (ou se¢ao de referéncia) e os parametros de

entrada em cada caso.

Tabela 3 — Algoritmos utilizados para comparacao

Algoritmos pacote do Software R parametros
MulticlusterKDE Secao 3.2 a
AdditiveclusterKDE | Se¢ao 3.3 a, A, my
TreeKDE Secao 3.4 a, MinPts
K-means stats(R Core Team (2019)) k
K-medoids cluster(Maechler et al. (2019)) k
CLARA cluster(Maechler et al. (2019)) k
GMM mclust(Scrucca et al. (2016)) k
DIANA cluster(Maechler et al. (2019)) k
CLINK stats(R Core Team (2019)) k
PdfCluster pdfcluster(Azzalini, Menardi et al. (2014)) hmult, bwtype
DBSCAN dbscan(Hahsler, Piekenbrock e Doran (2019)) | eps, MinPts

Fonte: O autor (2021).

Vale ressaltar que os parametros utilizados nos experimentos numéricos apresen-
tados neste capitulo nao foram submetidos a nenhum tipo de otimizagao e sim escolhidos

de forma a melhor se adaptar aos dados dos problemas.

Para a execucao dos testes numéricos utilizamos um notebook com processador
Intel(R) Core(TM) i5-7200U CPU @ 2.50GHz 2.71GHz com sistema operacional Windows
10 home 64 bits. A versao do Software R utilizada foi a 3.6.1 (2019-07-05) executado via
Rstudio Version 1.1.463.

Para uma melhor exposicao dos resultados, esse capitulo foi subdividido em 4
secoes. Inicialmente, analisamos a qualidade do indice CD como métrica de validacao
interna para clusterizacao. Na sequencia, mostramos os resultados da clusterizacao de 8
problemas bidimensionais, com enfoque na visualizacao grafica das solugoes e nas carac-

terfsticas dos algoritmos. Em seguida, abordamos 6 problemas multidimensionais (n > 2)
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e, por fim, exploramos alguns problemas de classificacao resolvidos por algoritmos de

clusterizagao.

4.1 ANALISE DE DESEMPENHO DO INDICE CD

Para realizar a verificacdo do desempenho do indice CD como métrica de va-
lidac@o interna, optamos por utilizar como base para os testes o Algoritmo CLARA, uma
vez que esse hecessita apenas da informacao do nimero de grupos como parametro de
entrada e possui um tempo de execucao consideravelmente baixo. Cabe observar que ou-
tros algoritmos, tais como: K-means, K-medoids e GMM, também poderiam ser utilizados

para essa verificacao.

Para analisar o desempenho do indice CD, executamos 9 configuracoes de agru-
pamentos, ou seja, consideramos k = 2,...,10, sendo k£ o nimero de grupos, em 14
problemas diferentes, totalizando 126 execugoes. A partir dos agrupamentos quantifica-
mos os agrupamentos por meio de 3 métricas de validacao interna: o indice DB, proposto
por Davies e Bouldin (1979); o coeficiente de silhueta, proposto por Rousseeuw (1987) e

o Indice CD, contribui¢ao desse trabalho e apresentado na Secao 3.1.

A Figura 28 ilustra o desempenho das 3 métricas de validagao para os problemas
testados. Em cada um dos graficos apresentados o eixo horizontal expressa o nimero de
grupos, enquanto o eixo vertical expressa os valores das métricas de validacao. Como dis-
cutido, quanto menor for o valor do indice CD (Segao 3.1) e do indice DB (Segao 2.1.1),
melhor é a qualidade da clusterizacao. Por outro lado, o coeficiente de silhueta avalia de
forma diferente e, assim, quanto mais préximo de 1, melhor é o agrupamento (Secao 2.1.1).
Devido ao comportamento oposto do coeficiente de silhueta, nos gréficos apresentados na
Figura 28, plotamos o resultado de 1 — stlhueta, com o intuito de uniformizar a apre-
sentacao dos resultados. Ainda sobre a Figura 28, os pontos representados pelo simbolo
“+7 destacam em qual configuragdo (nimero de grupos) as métricas obtiveram o menor

valor, sendo tal clusterizacao indicada como étima sob a ética de cada uma das métricas.

Os 14 conjuntos de dados utilizados nao possuem nenhuma informacao externa
sobre o nimero de grupos considerados como ideal, se enquadrando no tipo de situacao
em que as métricas de validacao interna sao utilizadas. Optamos, nessa secao, em omitir
maiores informacoes sobre cada um dos problemas utilizados, visto que os mesmos serao

reutilizados nas sec¢oes seguintes juntamente com o detalhamento de cada caso.

Para uma analise detalhada, as clusteriza¢oes consideradas 6timas sao reapre-
sentadas na Tabela 4 a seguir, juntamente com o tempo total gasto pelas métricas para
realizar as avaliagoes nas 9 diferentes configuragoes de agrupamentos (k = 2,...,10),
executados pelo Algoritmo CLARA para cada problema. Cabe salientar que o tempo

apresentado nao contempla o tempo de execugao do Algoritmo CLARA no processo de
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Figura 28 — Avaliacdo das 3 métricas para os diferentes problemas com variagao do ntiimero de
grupos na clusterizagao
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Fonte: O autor (2021).

clusterizacao, apenas de avaliacao pelas métricas.

Analisando primeiramente as clusterizagoes indicadas como étimas pelas 3 métricas,
encontramos uma correspondencia muitua em 10 dos 14 problemas testados. Outro fato
interessante é que nao houve divergencia entre as 3 métricas, sempre pelo menos duas de-
las apresentaram o mesmo resultado para o nimero de grupos. De forma mais especifica,
o indice CD nao divergiu simultaneamente das duas outras métricas em nenhum dos pro-
blemas analisados. Na Figura 29 ilustramos tais correspondencias por meio do diagrama
de Venn. Note que hd uma correspondéncia mutua entre as 3 métricas em 71,4% dos
problemas. Comparando as métricas duas a duas, os resultados do indice CD coincidiram

em 85,7% dos casos com o coeficiente de silhueta e em 78,6% com o indice DB.



90

Tabela 4 — Resultado da clusterizagao avaliada pelas métricas

Numero de grupos Tempo(s)
Problemas indice CD | indice DB | silhueta | CD DB silhueta
Prob 1 5 5 5 0,082 | 0,018 | 0,764
Prob 2 3 3 3 0,071 | 0,032 | 0,267
Prob 3 2 10 2 0,056 | 0,031 | 0,677
Prob 4 2 10 2 0,101 | 0,042 | 0,778
Prob 5 4 4 4 0,097 | 0,02 | 1,793
Prob 6 4 4 4 0,121 | 0,451 | 17,997
Prob 7 2 2 2 0,066 | 0,034 | 1,658
Prob 8 2 2 2 0,288 | 0,276 | 184,755
TripAdvisor 2 2 2 0,073 | 0,014 | 1,676
Sales 2 2 2 0,136 | 0,108 | 2,306
Google 2 8 2 0,295 | 0,259 | 63,282
USArrests 2 2 2 0,053 | 0,022 | 0,031
Ratio 8 8 4 0,062 | 0,001 | 0,031
Multinormais 3 3 3 0,277 | 0,162 | 0,116

Fonte: O autor (2021).

Figura 29 — Diagrama de Venn para similaridade do nimero de grupos considerados como
otimos

indice CD indice DB

silhueta

Fonte: O autor (2021).

A avaliagao do desempenho do indice CD por meio, exclusivamente, do percentual
de correspondeéncia é simples e de facil visualizagao, contudo pode gerar questionamentos
da real confiabilidade da qualidade da métrica em avaliar a clusterizacao multidimensional.
Nesse sentido, para garantir uma analise consistente, usamos dois testes de concordancia,
o primeiro, denominado Kappa (&), proposto por Cohen (1960) e executado por meio da
rotina “Kappa2” disponivel no Software R pelo pacote “irr” (Gamer, Lemon e Puspendra
(2019)) e o segundo, proposto por Fleiss (1971), denominado Fleiss-x, calculado pela

rotina “kappam.fleiss”, também disponivel no pacote “irr” do Software R.

O coeficiente Kappa avalia a concordancia entre dois avaliadores, neste caso, en-

tre os indices DB e CD, entre o indice CD e o coeficiente de silhueta e, por tltimo, entre
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o Indice DB e o coeficiente de silhueta. Enquanto o coeficiente de Fleiss-x, avalia a con-
cordancia entre n avaliadores, nesse caso os 3 avaliadores, indices DB, CD e o coeficiente
de silhueta.

Considerando o niimero 6timo de grupos para cada uma das 3 métricas sobre os
14 problemas analisados, conforme Tabela 4, aplicamos o teste de concordancia de Kappa

e Fleiss-x e os resultados sao apresentados na Tabela 5.

Tabela 5 — Resultados dos testes de concordancia

CD e DB | CD e silhueta | DB e silhueta | Todas as métricas
K 0,71 0,884 0,614 0,724
Concordancia | substancial | quase perfeita | substancial substancial
p-valor 2.3e-08 4,01e-08 1,03e-06 0

Fonte: O autor (2021).

De acordo com Landis e Koch (1977), resultados para « e Fleiss-x entre 0,61 e 0,80
indicam que existe uma concordancia substancial entre os avaliadores, enquanto valores
superiores a 0,81 indicam uma concordancia quase perfeita. Além disso, o p-valor inferior
a 0,001 revela que a concordancia entre as métricas nao é puramente aleatéria. Analisando
a Tabela 5, percebemos que os valores para x, foram todos superiores a 0,61, com destaque
para a correspondencia de 0,884 entre o indice CD e o coeficiente de silhueta, indicando
uma correspondencia quase perfeita. O coeficiente de Fleiss-x também apresentou uma
concordancia substancial entre as 3 métricas analisadas com um valor de 0,724. Por fim,
todas os testes de Kappa e Fleiss-x, apresentaram um p-valor < 0,001, com isso rejeitamos
a hipdtese de que a concordancia entre as métricas é puramente aleatoéria, caracterizando-

as como concordantes.

Analisando agora o tempo de execucao utilizado pelas 3 métricas para avaliar os
9 diferentes agrupamentos para cada um dos 14 problemas expostos na Tabela 4, ou seja,
para as 126 avaliacoes, temos que o indice CD precisou de um total de 1,778 segundos,
o indice DB levou 1,470 segundos, enquanto o coeficiente de silhueta precisou de 276,131
segundos para avaliar todas clusteriza¢oes. Observamos uma proximidade de valores do
tempo gasto pelos indices CD e DB, com uma leve vantagem para o indice DB. Por outro
lado, o coeficiente de silhueta apresentou tempo superior as outras duas, indicando a

inviabilidade da sua utilizacao para problemas de dimensoes mais elevadas.

Com base nos resultados expostos é possivel garantir que o indice CD, proposto
nesse trabalho, é eficiente para medir a qualidade de agrupamentos quando comparado as
métricas ja consagradas na literatura tais como o indice DB (Davies e Bouldin (1979)) e
o coeficiente de Silhueta (Rousseeuw (1987)). O indice CD mostrou uma correspondéncia
substancial com o indice DB com tempo de execugao similar, enquanto que com o coefici-

ente de silhueta sua correspondéncia foi quase perfeita com um tempo de execu¢ao muito
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menor, evidenciando seu uso como métrica de validacao interna para clusterizacao.

1.2 COMPARACAO ENTRE ALGORITMOS PARA DIFERENTES ESTRUTURAS
DE DADOS BIDIMENSIONAIS

Elaboramos essa secao com o intuito de apresentar algumas caracteristicas dos
algoritmos de clusterizacao utilizados nesse trabalho, aplicados a conjuntos de dados bidi-
mensionais com diferentes estruturas de agrupamentos. Embora os problemas bidimensi-
onais fornecam algumas particularidades sobre os algoritmos, essas podem nao se aplicar

em problemas de dimensoes mais altas.

Com o objetivo de facilitar a comparacao entre os algoritmos, organizamos os
resultados na forma de uma matriz de clusterizacao, apresentada pela Figura 30. Cada
uma das linhas da figura corresponde aos algoritmos de clusterizacao utilizados nos ex-
perimentos numéricos desse trabalho (Tabela 3), enquanto as colunas correspondem a
8 problemas bidimensionais, nomeados de “Prob 17 a “Prob 8”. Os 6 primeiros proble-
mas foram gerados aleatoriamente, enquanto os 2 dltimos sao provenientes de pacotes do
Software R. Cabe ressaltar que as clusterizacoes apresentadas na Figura 30 nao foram
submetidas a nenhum tipo de validacao, ficando a clusterizacdo focada na visualizacao

grafica que melhor se adaptou aos dados.

Por meio da Figura 30, observamos que os algoritmos AdditiveclusterKDE, Mul-
ticlusterKDE, K-means, K-medoids e CLARA possuem a caracteristica de formar grupos
esféricos, centrados em centroides ou medoids e com designacao das observacgoes pelo
critério de minima distancia. Dentre esses o K-means, K-medoids e 0 CLARA necessitam,
a priori, do nimero de grupos, enquanto os algoritmos AdditiveclusterKDE e Multiclus-

terKDE nao possuem essa exigencia.

Os algoritmos GMM e PdfCluster por sua vez, tem grupos mais direcionados ao
formato de elipsoides definidos por distribui¢oes normais de probabilidade provenientes
de subconjuntos de pontos. O GMM exige a informacao do nimero de grupos enquanto
o PdfCluster nao exige. No entanto, o Algoritmo PdfCluster, tem uma tendéncia em

determinar um nimero elevado de grupos, como por exemplo no “Prob 8.

De forma geral, os algoritmos AdditiveclusterKDE, MulticlusterKDE, K-means,
K-medoids, CLARA, GMM e PdfCluster sdo mais indicados na clusterizacao de problemas

com grupos globulares, como por exemplo, os problemas: “Prob 17 e “Prob 2”.

O Algoritmo TreeKDE por sua vez realiza o particionamento do espago de recurso
do problema em regides retangulares (caso o problema seja de dimensao maior que 2 em
regides hiper-retangulares). Ele ndo exige a informagao do nimero de grupos e também
nao utiliza matriz de distancias para o processo de designacao das observacoes aos grupos.

Tal algoritmo € indicado, principalmente, para problemas cujos grupos podem ser inscritos
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Figura 30 — Comparacao do comportamento de diferentes algoritmos para estruturas de dados
variadas
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Fonte: O autor (2021).

em regioes retangulares, linearmente separaveis por retas paralelas aos eixos coordenados.
Os problemas “Prob 17, “Prob 4”7 e “Prob 6”7 sao bons exemplos de sua aplicabilidade,

especialmente o “Prob 6”.

Os algoritmos DIANA e CLINK nao apresentam uma estrutura visual definida
de seus agrupamentos, visto suas dependencias com a matriz de dissimilaridade. Tais

algoritmos podem formar grupos com baixa concentracao de observacoes mesmo que estas
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sejam claramente pertencentes a grupos com maior densidade, como pode ser observado
no “Prob 1”7 e “Prob 27.

Por dltimo, destacamos o Algoritmo DBSCAN, o qual constréi grupos arbitrarios
baseados na proximidade e quantidade de vizinhos, isto é, a partir de um ponto qualquer
enquanto existir um determinado nimero de observacoes em torno desse ponto, segundo
um raio pré-estabelecido, o algoritmo inclui pontos vizinhos ao grupo, conforme € possivel
observar nos problemas “Prob 3”7, “Prob 77 e “Prob 8” da Figura 30. Outro ponto sobre
o DBSCAN ¢ o fato deste nao agrupar todas as observagoes do problema, podendo classi-
ficar algumas observagoes como ruidos (outliers). Esses ruidos estao representados pelos
pontos em vermelho nos graficos na linha do Algoritmo DBSCAN. Assim, dependendo
do problema e dos parametros de entrada, a quantidade de ruidos pode representar uma

parte consideravel do nimero total de observagoes do problema, por exemplo, “Prob 8”.

Podemos ver que a maioria dos algoritmos utilizados nos experimentos, possuem
a caracteristica de formar grupos globulares e necessitam, a priori, da informacao do
nimero de grupos. Dentre os algoritmos com grupos globulares, os algoritmos Additive-
clusterKDE, MulticlusterKDE e PdfCluster tem a vantagem de conseguirem identificar

de forma autonoma o nimero de grupos dos problemas.

A formacao de grupos globulares, em geral, é proveniente do uso de distancia
Euclidiana para designagao de observagoes aos centroides (ou medoids). Os algoritmos
TreeKDE e DBSCAN s@o excegoes a essa estrutura. O Algoritmo TreeKDE consegue
detectar grupos arbitrarios, desde que estes estejam inscritos em particoes retangulares do
espaco de recurso. O DBSCAN, apesar de também utilizar distancia em sua metodologia,
possui a caracteristica de detectar automaticamente o niimero de grupos e com formatos

arbitrérios.

Dentre os algoritmos analisados, os algoritmos TreeKDE, AdditiveclusterKDE;,
MulticlusterKDE e PdfCluster utilizam o KDE como ferramenta no processo de cluste-
rizagao. O Algoritmo TreeKDE trabalha com o KDE unidimensional, enquanto os outros
tres com a KDE multidimensional. A vantagem do uso do KDFE unidimensional é o baixo
tempo de execucao da clusterizacao em relacao ao tempo gasto pela abordagem multidi-

mensional, cuja relacao serd evidenciada mais detalhadamente na Secao 4.4.

Nesse contexto, o tres algoritmos propostos neste trabalho, além de utilizarem
o KDE para construcao da funcao de densidade, aplicam também a multipla otimizacao
dessa funcao no processo de clusterizacao, porém com objetivos distintos. Nos algoritmos
MulticlusterKDE e AdditiveclusterKDE a otimizagao tem o foco na obtencao de pontos
com alta densidade de observacoes em sua vizinhanca, que serao caracterizados como cen-
troides dos grupos, em outras palavras, o objetivo é obter pontos de maximo da funcao

KDE multidimensional. Por outro lado, o Algoritmo TreeKDE busca pontos de minimos
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das fungbes KDEs unidimensionais (varidveis de parti¢ao), que identificam baixas concen-
tragoes de observagoes para realizar a separacao linear do conjunto de dados. Apesar dos
diferentes objetivos, matematicamente nao ha diferenca entre obter pontos de maximo ou
de minimo da funcao, ficando a grande diferenca entre os algoritmos marcada pelo fato

das KDE serem multidimensional e unidimensional.

Conforme o exposto, podemos observar que cada algoritmo tem sua particulari-

dade, sendo indicado para um determinado conjunto de problemas e situacoes.

4.3 TESTES NUMERICOS COM PROBLEMAS DE CLUSTERIZACAO

Nesta secao, mostramos os resultados da clusterizacao de 6 problemas multidi-
mensionais (n > 2), em que o nimero de grupos é desconhecido, sendo submetidos a 11
algoritmos diferentes (Tabela 3) e avaliados pelas métricas de valida¢do interna: indice
CD, indice DB e coeficiente de silhueta.

Para execucao dos experimentos, algumas diretrizes foram adotadas para esco-
lha dos parametros de entrada. No Algoritmo AdditiveclusterKDE fixamos o ntimero de
amostras em 5 (A = 5) e o tamanho de cada uma das amostras utilizadas (m4 € Z%) foi
estimado por meio de fragoes da quantidade total de observacoes de cada conjunto (m),

da seguinte forma,

([ 0,4xm, se m < 100

0,2xm, se 100 <m <500
ma = 0,1 xm, se 500 <m < 1000

0,05 xm, se 1000 < m < 5000
[ 0,025 xm, se m > 5000.

Por 1ltimo, o parametro « foi ajustado a cada problema com o objetivo de obter a melhor

clusterizagao.

Os algoritmos MulticlusterKDE, TreeKDE e PdfCluster tiveram seus parametros
ajustados em testes com o intuito de se obter clusterizacoes que propiciassem os melho-
res resultados segundo as métricas de validacao. Nos algoritmos K-means, K-medoids,
CLARA, GMM, DIANA e CLINK foram executadas clusterizagbes com variacoes no
numero de grupos de 2 até 20 (k= 2,...,20) com sele¢ao da clusterizacdo com melhores

resultados de acordo com as métricas de validagao.

O Algoritmo DBSCAN possui dois parametros de entrada obrigatérios, o minPts
e o eps. O minPts estabelece o nimero minimo de pontos que o Algoritmo DBSCAN pre-
cisa considerar para continuar com o processo de alocacao de elementos em um mesmo
grupo. Para esse parametro, optamos por usar o valor fixo minPts = 5, valor esse con-

siderado como padrao no Software R. Para definir o outro parametro, executamos uma
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varredura de 100 diferentes valores para eps, igualmente espacados entre a minima e a

méxima distancia Fuclidiana entre os elementos do conjunto analisado.

Ainda sobre o Algoritmo DBSCAN] este tem a caracteristica de considerar pontos
de baixa densidade como ruidos, os quais nao sao incluidos na clusterizacdo. Como a
exclusao de elementos do conjunto afetam diretamente a validacao pelas métricas internas,
optamos nesse trabalho por apresentar a clusterizacao do Algoritmo DBSCAN com a
menor quantidade de rufdos! concomitante com os melhores resultados das métricas de

validagao.

Por fim, os resultados dos experimentos expostos nesta secao sao apresentados em
tabelas as quais possuem as informagoes do nimero de grupo (k) e os valores das 3 métricas
de validacao interna ja mencionadas, o tempo de execucao dos algoritmos no processo de
clusterizacao e os parametros de entrada utilizados em cada um dos algoritmos, para
os respectivos problemas. Cabe observar que o tempo de execucao apresentado é apenas
referente ao processo de clusterizacao que proporcionou o melhor resultado, ou seja, o
tempo apresentado se refere a uma Unica execucao dos algoritmos, nao sendo computado o
tempo gasto para executar todas as outras clusterizacoes e também o calculo das métricas

de validagao.
o TripAdvisor (X € R%x10)

O primeiro problema analisado é o proveniente do banco de dados TripAdvisor.
O conjunto consiste em avaliagdes de usuarios ao TripAdvisor.com, sobre 10 categorias de
atracoes da Asia oriental: galerias de arte, boates, lanchonetes (juice bars), restaurantes,
museus, resorts, parques, praias, cinemas e instituicoes religiosas. Cada usuario avalia
todas as atragoes visitadas como Excelente (4), Muito boa (3), Média (2), Ruim (1) ou
Terrivel (0). A classificacdo média do usudrio sobre cada tipo de atracgdo é atribuida ao
“Travel Reviews Data Set”, disponibilizado por Asuncion e Newman (2007), sendo este
constituido por 980 registros numéricos. Os resultados da clusterizacao desse conjunto

estao dispostos na Tabela 6.

De acordo com a Tabela 6, observamos que a maioria dos algoritmos estabelece-
ram que o melhor agrupamento é o constituido por 2 grupos. O Algoritmo PdfCluster foi
o que apresentou solucao com a maior quantidade de grupos, 17 grupos. Para os demais
algoritmos, apesar do nimero de grupos ser o mesmo, o resultados para as métricas de
validacao apresentaram valores distintos, sendo que os algoritmos AdditiveclusterKDE e

MulticlusterKDE obtiveram os melhores resultados nas 3 métricas, seguidos pelos algo-
ritmos DBSCAN, TreeKDE e DIANA.

1

Em cada um dos problemas, a informacao do niimero de elementos considerados como rufdos (outliers)
é expresso como uma nota em cada tabela.



97

Tabela 6 — Resultado dos algoritmos aplicados ao conjunto TripAdvisor

Algoritmo k CD DB Silhueta tempo Parametros

AdditiveclusterKDE 2 0,46 0,91 0,44 10,3345 o =3, A=15, m4q — 98

MulticlusterKDE 2 0,46 091 0,44 8,5465 « =0,01

TreeKDE 2 0,70 1,45 0,32 0,0378 «a=2; MinPts =4

K-means 2 0,71 1,43 0,30 0,0060 k=2

K-medoids 2 0,75 148 0,28 0,8241 k=2

CLARA 2 0,83 1,57 0,26 0,0030 k=2

GMM 5 1,63 247 0,10 1,8718 k=5

DIANA 2 0,70 1,45 0,32 2,9980 k=2

CLINK 2 0,71 1,51 0,28 0,0469 k=2

PdfCluster 17 1,41 2,02 0,04 359,7566 -

DBSCAN! 2 0,60 094 0,29 0,0312 eps =0,89; MinPts =5
'ruido=41

Fonte: O autor (2021).

Em relagao ao tempo de execucao, os algoritmos CLARA e K-means foram os que
apresentaram os menores tempos computacionais, seguidos pelos algoritmos TreeKDE,
DBSCAN e CLINK. Os algoritmos PdfCluster, AdditiveclusterKDFE e MulticlusterKDE
foram os que utilizaram maior tempo computacional para obter a solucao, chegando a
ultrapassar 359 segundos (Algoritmo PdfCluster). Cabe observar que estes 3 algoritmos
utilizam o estimador de densidade kernel multivariado em suas metodologias o que exige

um elevado custo de processamento devido a complexidade de operacoes.
e Sales (X € R¥1x52)

O segundo problema analisado é proveniente do banco de dados Sales Transacti-
ons Dataset Weekly, denominado “sales”, o qual é constituido pela venda de 811 produtos
durante 52 semanas, utilizado no trabalho de Tan e Lau (2014) e disponibilizado por Asun-
cion e Newman (2007). Os resultados da clusterizacao desse conjunto estdo dispostos na
Tabela 7.

Novamente a maioria dos algoritmos indicou que a melhor clusteriza¢ao é com 2
grupos, com excecao dos algoritmos PdfCluster e GMM. A melhor clusterizacao, de acordo
com as métricas de validagao, foi proveniente do Algoritmo DBSCAN, no entanto, com 3
elementos excluidos da avaliacido. Dentre os algoritmos que agruparam 100% dos dados,
os melhores resultados foram alcancados pelos algoritmos AdditiveclusterKDE, Multiclus-
terKDE e CLINK. De modo geral, todos os algoritmos obtiveram resultados similares com
excecao do GMM e PdfCluster, sendo que este ltimo nao conseguiu determinar mais que

um Unico grupo nao sendo possivel utilizar métricas de validagao.

Quanto ao tempo de execucao, de forma semelhante ao problema anterior, os algo-

ritmos K-means e CLARA apresentaram os melhores desempenhos, enquanto PdfCluster,
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Tabela 7 — Resultado dos algoritmos aplicados ao conjunto Sales

Algoritmo k CD DB Silhueta tempo Parametros

AdditiveclusterKDE 2 0,23 0,43 0,75 6,7140 ao=1; A=5m4q =81

MulticlusterKDE 2 023 0,43 0,75 358364 a=0,1

TreeKDE 2 0,23 0,50 0,69 0,2694 o =2; MinPts =50

K-means 2 029 0,49 0,74 0,0001 k=

K-medoids 2 032 0,51 0,73 0,1825 k=

CLARA 2 025 0,45 0,75 0,0030 k=

GMM 3 0,69 0,74 0,42 3,2469 k=

DIANA 2 024 0,44 0,75 1,0963 k=2

CLINK 2 023 0,43 0,75 0,1092 k=2

PdfCluster 1 - - - 332,8038 -

DBSCAN! 2 022 042 0,75 0,1002 eps =61,49; MinPts =5
'ruido=3

Fonte: O autor (2021).

MulticlusterKDE e AdditiveclusterKDE tiverem os maiores tempos computacionais.
e Google (X € R?55%21)

O conjunto de dados Travel review ratings, denominado “Google”, é constituido
por 5456 avaliacoes do Google sobre atracoes de 24 categorias em toda a Europa e esta
disponivel em Asuncion e Newman (2007). A classificacio do Google varia de 1 a 5 e
a classificacao média do usudrio por categoria é calculada, sendo as categorias: igrejas,
resorts, praias, parques, teatros, museus, shoppings, zoolégicos, restaurantes, pubs, locais,
pizzarias, outros alojamentos, bares de suco, galeria de arte, clubes de danca, piscinas,
academias, padarias, beleza e spas, cafés, pontos de vista, monumentos e jardins. Os

resultados dessa clusterizacao estao dispostos na Tabela 8.

Tabela 8 — Resultado dos algoritmos aplicados ao conjunto Google

Algoritmo k CD DB Silhueta tempo Parametros

AdditiveclusterKDE 2 0,97 1,85 0,16 24573 a=3; A=5; m4 — 136

MulticlusterKDE 2 1,00 1,87 0,15 107,2036 o =1

TreeKDE 2 1,02 1,96 0,15 0,6012 «=5,5; MinPts = 200

K-means 15 1,05 1,88 0,17 0,0244 k=15

K-medoids 6 1,15 2,13 0,13 22,4933 k=6

CLARA 2 126 249 0,14 0,0101 k=2

GMM 2 149 285 0,12 54718 k=2

DIANA 3 09 1,88 0,14 467,7150 k=3

CLINK 2 1,20 243 0,14 54739 k=2

PdfCluster Error: cannot allocate vector of size 26.6 Gb

DBSCAN! 3 0,8 1,09 0,101 1,2354 esp—=4,36; MinPts =5
lruido=76

De acordo com os resultados, é possivel observar que para esse conjunto, nao

houve uma concordancia entre os algoritmos sobre o nimero ideal de grupos, sendo, no
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entanto, a configuracao com 2 grupos a mais frequente, 6 vezes. O Algoritmo DBSCAN
foi o que apresentou o menor indice CD e DB, no entanto, foi o que apresentou o pior
coeficiente de silhueta. Outro ponto sobre o DBSCAN ¢é que este deixou de agrupar 76

observacoes, classificadas como ruidos.

Os algoritmos propostos neste trabalho apresentaram resultados que nos levam a
clagsificar os desempenhos como intermediarios, ficando bem avaliados nas tres métricas.
Cabe observar que a clusterizacao do conjunto Google mostrou-se de grande complexi-
dade, devido a variabilidade das solucoes e os valores das métricas. Considerando o indice
CD, observamos que 7 algoritmos apresentaram valores superiores a 1 como melhor de-
sempenho e, conforme discutido na Secao 3.1, uma clusterizacdo com essa avaliagao é
considerada ineficiente. Da mesma forma que o indice CD, o indice DB e o coeficiente de
silhueta também evidenciaram as mesmas deficiencias no agrupamento do conjunto. O al-
goritmo PdfCluster, por sua vez, apresentou um erro de capacidade de meméria excedida,

conforme pode ser observado na Tabela 8.

Quanto ao tempo de execucao, o Algoritmo DIANA foi o que mais demorou
para realizar a clusterizacao desejada, ultrapassando 467 segundos. Por outro lado, os
algoritmos TreeKDE, K-means e CLARA executaram o agrupamento em menos de 1
segundo, evidenciando a grande diferenca entre os tempos de execucao dos algoritmos
utilizados nesses experimentos. Considerando apenas os algoritmos MulticlusterKDE e
AdditiveclusterKDE;, fica evidente as implica¢oes do uso de amostragem pelo Algoritmo

AdditiveclusterKDE no tempo de execucao quando comparado ao Algoritmo Multiclus-
terKDE.

o USArrests (R°*%)

O conjunto de dados “USArrests”, foi apresentado inicialmente por McNeil (1977)
e, também, discutido em Kassambara (2017) e pode ser obtido no pacote “datasets” (R
Core Team (2019)). Esse conjunto contém a quantidade de detengoes a cada 100.000
habitantes pelos crimes de agressao, assassinato e estupro levando em consideracao os 50
estados dos EUA no ano 1973. Além das informagoes dos crimes também ¢é fornecida a
porcentagem da populacao que vive em areas urbanas. Desta forma, a amostra contém
50 observagoes, cada uma com 4 atributos (murder, assault, urbanpop e rape), sendo este
o menor conjunto em nimero de observagoes abordado nesse trabalho. Os resultados da

clusterizacao sao apresentados na Tabela 9.

De acordo com os resultados expostos, Tabela 9, percebemos que esse problema
apresentou uma maior similaridade com rela¢ao ao nimero de grupos considerados ideal,
assim como os valores das métricas de validacao. Com exce¢ao do Algoritmo DBSCAN

todos os outros algoritmos acusaram a clusterizacao com 2 grupos como a mais adequada.
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Tabela 9 — Resultado dos algoritmos aplicados ao conjunto USArrests

Algoritmo k CD DB Silhueta tempo Parametros

AdditiveclusterKDE 2 0,27 0,59 0,59 03684 «=2, A=5 mgq =20

MulticlusterKDE 2 0,27 0,59 0,59 0,6475 «=0,5

TreeKDE 2 0,30 0,58 0,58 0,0050 «=0,9; MinPts =25

K-means 2 0,27 0,60 0,59 0,0010 k=2

K-medoids 2 0,27 0,60 0,59 0,0020 k=2

CLARA 2 0,27 0,60 0,59 0,0199 k=2

GMM 2 0,29 0,67 0,55 0,1574 k=2

DIANA 2 0,29 0,67 0,54 0,0130 k=2

CLINK 2 0,30 0,57 0,57 0,0001 k=2

PdfCluster 2 0,34 0,68 0,51 0,0911  hmult = 0,25

DBSCAN! 4 0,44 0,80 0,47 0,0311 eps =25,6; MinPts =5
'ruido=3

Fonte: O autor (2021).

Com base nas métricas, percebemos uma proximidade das solugoes, com varios algoritmos
indicando os melhores resultados. Cabe observar que a pequena diferenca entre os resul-
tados é consequencia da designacao de elementos de forma diferente, isto é, apesar dos
algoritmos apresentarem o mesmo nimero de grupos, isso nao significa que a disposicao
dos elementos seja a mesma, visto que cada algoritmo possui sua prépria metodologia.
Como o problema USArrests ¢ de pequeno porte, a divergéncia de um tnico elemento ja

pode provocar uma variacao significativa no valor das métricas de validacao.
e Ratio (X € R™*%)

O conjunto “Ratio” faz parte do pacote “clusterSim” (Walesiak e Dudek (2019))
e é constituldo por 75 observagoes com 5 atributos, gerados artificialmente. De forma
semelhante ao conjunto USArrests esse também é um conjunto com baixo nimero de

observacoes e os resultados de sua clusterizacao estao apresentados na Tabela 10.

O conjunto Ratio, de forma semelhante ao conjunto Google, nao apresentou uma
concordancia no nimero de grupos para os diferentes algoritmos aqui utilizados. Conside-
rando o indice CD, o Algoritmo GMM foi o que apresentou o melhor resultado, com uma
clusterizacao com 7 grupos. Observando os resultados para o indice DB, o melhor resul-
tado foi obtido pelo algoritmo K-means com 20 grupos e, por fim, o algoritmo K-medoids

com o melhor coeficiente de silhueta, também com 7 grupos.

Quanto a tempo de execugao, observamos que o Algoritmo AdditiveclusterKDE;,
apesar de trabalhar com amostras, apresentou dificuldades com um conjunto de pequeno
porte, visto que o seu tempo de execugao foi superior aos demais algoritmos, indicando

que seu uso é mais apropriado para problemas com elevado nimero de observacoes.
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Tabela 10 — Resultado dos algoritmos aplicados ao conjunto Ratio

Algoritmo k CD DB Silhueta tempo Parametros
AdditiveclusterKDE 5 0,68 1,29 0,28 2,7908 ao=2,A=5 mgq =30
MulticlusterKDE 10 0,68 1,19 0,24 2,0997 a=1

TreeKDE 5 0,76 1,32 0,30 0,0156 «=20,5; MinPts =10

K-means 20 0,62 091 024 00000 k—20

K-medoids 7 061 1,16 032 00030 k-7

CLARA 8 061 104 031 00050 k=8

GMM 7060 1,12 031 00378 k—T

DIANA 20 0,84 1,06 0,11 0,0020 k=20

CLINK 5 0,72 122 031 00000 k=5

PAfCluster 4075 136 0,19 02916 -

DBSCAN! 30,96 1,62 020 00000 eps—5,00 MinPts—5
Truido=9

Fonte: O autor (2021).

e Multinormais (X € R123xl81)

O conjunto Multinormais foi gerado randomicamente por multiplas amostras nor-
malmente distribuidas de acordo com os seguintes passos. Inicialmente geramos dois valo-
res inteiros positivos n e g, em que n representa a dimensao das amostras e g a quantidade

de amostras com distribuicao normal. Para cada uma das g amostras normais geramos m;

g

pontos, totalizando m = > m; elementos do espago R™. Para construir as amostras nor-
i1

mais, geramos aleatoriamente o vetor de médias 1 com matriz de variancia >, simétrica

e definida positiva. De forma resumida, ao fim temos o conjunto

X =N ~ (ma, s, %), (4.1)

i=1

Executando os passos descritos, obtivemos um conjunto de 123 observacoes do
espaco R'*®!, ou seja, temos um problema com o nimero de atributos superior ao nimero

de observacoes. Os resultados da clusterizacao desse conjunto estao expostos na Tabela 11.

Com base na Tabela 11, é notério que o conjunto de dados gerados aleatoriamente
constitui 3 grupos bem definidos, sendo que apenas o Algoritmo PdfCluster ndao conse-
guiu determinar esse resultado. Quanto ao tempo de execucao, todos os algoritmos que
utilizam o KDE multidimensional apresentaram os maiores tempo de execucao, principal-
mente para esse problema, em que o nimero de varidveis é maior em relacdo aos demais
problemas. No entanto, devemos destacar que o uso do KDE permite aos algoritmos Addi-
tiveclusterKDE, MulticlusterKDE e TreeKDE a deteccao do nimero de grupos de forma
autonoma, sem a necessidade de realizar uma varredura como realizado nos algoritmos

K-means, CLARA, K-medoids, GMM, CLINK e DIANA.
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Tabela 11 — Resultado dos algoritmos aplicados ao conjunto Multinormais.

Algoritmo k CD DB Silhueta tempo Parametros

AdditiveclusterKDE 3 0,14 0,28 0,80 9,2543 a=1,A=5 ma =25

MulticlusterKDE 3 0,14 0,28 0,80 15,5350 «=0,25

TreeKDE 3 0,14 0,28 0,80 0,3691 «a=1,5 MinPts =15

K-means 3 0,14 0,28 0,80 0,0040 k=

K-medoids 3 0,14 0,28 0,80 0,0150 k=

CLARA 3 0,14 0,28 0,80 0,0120 k=

GMM 3 0,14 0,28 0,80 0,1003 k=

DIANA 3 0,14 0,28 0,80 0,0318 k=3

CLINK 3 0,14 0,28 0,80 0,0032 k=3

PdfCluster 1 - - - 3,7221 -

DBSCAN! 3 0,14 0,28 0,80 0,1444 eps = 18,8, MinPts =5
Truido=0

Fonte: O autor (2021).

4.3.1 Comentéarios adicionais sobre os problemas de clusterizacao

Finalizando os experimentos numéricos para problemas de clusterizacao, obser-
vamos que os algoritmos propostos neste trabalho mostraram-se competitivos em relacao
aos outros algoritmos da literatura submetidos a comparacao. Com base nos valores das
métricas de validacao, provenientes de cada uma das clusteriza¢oes produzidas, os algo-
ritmos AdditiveclusterKDE e MulticlusterKDE apresentaram bons resultados. Por ou-
tro lado, o Algoritmo TreeKDE nao apresentou os melhores desempenhos, no entanto,
¢é preciso ressaltar que as métricas, aqui utilizadas, se baseiam em distancia Euclidiana

diferentemente da clusterizagao proveniente do Algoritmo TreeKDE.

Quanto ao tempo de execucao, sem dividas os algoritmos de particionamento tais
como K-means e CLARA apresentaram os melhores desempenho em uma andlise geral,
no entanto, esses sao algoritmos que necessitam da informacao do nimero de clusters
para serem executados, necessitando de varias execugdes para conseguir a solucao 6tima.
Outro algoritmo que se mostrou extremamente rapido foi o DBSCAN, porém esse também
requer uma quantidade enorme de tentativas para se obter a clusterizacao ideal, sendo que
neste trabalho, por exemplo, para cada um dos problemas, foram realizadas 100 diferentes

clusterizacoes com variacoes dos parametros.

Com relacao aos tres algoritmos propostos nesse trabalho, fica evidente que o
Algoritmo TreeKDE apresentou um tempo de execugao muitas vezes menor que os outros
dois. Tal vantagem ocorre pelo fato de que o Algoritmo TreeKDE utiliza a otimizacao da
funcao KDE unidimensional para a determinacao das varidveis de parti¢ao, enquanto os
outros dois realizam a otimizacao da funcao KDE multidimensional na determinacao dos

centroides.

Comparando os algoritmos MulticlusterKDE e AdditiveclusterKDE fica evidente
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a diferenca de tempo de suas execucgoes quando temos problemas com nimero elevado de
observacoes, sendo essa diferenca consequéncia de dois principios. O primeiro se deve ao
fato do Algoritmo AdditiveclusterKDE trabalhar com amostras e o segundo pelo uso da
restricao de caixa que restringe o espaco de busca tornando o processo de otimizacao da

fungao KDE mais eficiente.

4.4 TESTES NUMERICOS COM PROBLEMAS DE CLASSIFICACAO

Nessa sec@o, apresentamos os resultados da classificacio de 8 problemas ([ris,
Wine, Olive oil, Seeds, Facebook, WBDC, Divorce e Heart), a qual se tem o conhecimento
prévio do nimero de clusters e das classes que cada uma das observacoes pertencem. O
objetivo do uso desse tipo de problema é a possibilidade de reconstrucao da estrutura ja
definida pelo conjunto de dados, evidenciando a capacidade dos algoritmos em classificar

dados com numero de grupos e classes conhecidas.

Para os problemas de classificacao, foram analisados os desempenhos de 8 al-
goritmos: AdditiveclusterKDE, MulticlusterKDE, K-means, K-medoids, CLARA, GMM,
DIANA e CLINK. Em relacao a Tabela 3, ficaram de fora desses experimentos os algorit-
mos TreeKDE, PdfCluster e DBSCAN, pois nesses nao é possivel delimitar um ntmero

exato de clusters.

Nessa secao, apresentamos a avaliacao da qualidade dos algoritmos por meio
do emprego das métricas de validacao externas, discutidas na Secao 2.1.1. Para ilustrar
os resultados dos testes para cada um dos problemas, foram construidas duas tabelas.
A primeira apresenta as matrizes de confusao provenientes de cada um dos algoritmos
executados, cujos nomes foram abreviados a fim de facilitar a descri¢ao, isto é, o “Algo-
ritmo AdditiveclusterKDE” é denominado “Additive”’e o “Algoritmo MulticlusterKDE”
por “Multi”. Ja a segunda, exibe a quantidade de observacoes classificadas incorreta-
mente, ou seja, o erro absoluto (Fus), o tempo de execugdo em segundos e os valores das

métricas: acuracia, precisao, sensibilidade e F1-score.
o Iris (X € RI50x4)

O conjunto de dados “Iris” é um conjunto multivariado introduzido no trabalho
de Fisher e Marshall (1936), contendo 150 observagoes de 3 variedades de plantas da
espécie Iris, igualmente divididas entre as variedades Setosa, Versicolour e Virginica.
Cada uma das observacoes é constituida por 4 atributos ou caracteristicas, sendo eles
o comprimento e a largura da pétala e o comprimento e a largura da sépala, todas em

cent{metros.

Para execucao da classificacio desse conjunto, no Algoritmo AdditiveclusterKDE

os parametros de entrada a = 0,25, maq = 30, A = 10 e nc = 3 foram utilizados. J4 no
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Algoritmo MulticlusterKDE empregamos os parametros @ = 0,1 e nc = 3. Para todos
os outros algoritmos foi utilizado & = 3 como parametro de entrada. Com base nessas
informacoes, os algoritmos foram executados e os resultados da classificagao do problema

das Iris sao apresentados na Tabela 12 e Tabela 13.

Tabela 12 — Matriz de confusdo para o conjunto Iris

Variedad Additive Multi K-means K-medoids
anedades o o 03 €1 C2 3 C1 C2 3 C1 (2 (3
Setosa 50 0 0 5 0 0 50 0 0 5 0 0

Versicular 0 483 2 0 49 1 0 483 2 0 47 3
Virginica 0 4 46 0 4 46 0 4 46 0 4 46

CLARA GMM DIANA CLINK
cr 2 C3 C1 (2 C3 C1 C2 C3 C1 C2 C3
Setosa 50 0 0 50 0 0 50 0 0 50 0 0

Versicular 0 48 2 0 47 3 0 31 19 0 29 21
Virginica 0 4 46 0 2 48 0 11 39 0 2 48
Fonte: O autor (2021).

Tabela 13 — Comparativo dos resultados para o conjunto Iris

Algoritmo FE.s Acurdcia  Precisdo Sensibilidade F1-Score tempo(s)
AdditiveclusterKDE 6 0,96 0,96 0,96 0,96 3,276
MulticlusterKDE 5 0,97 0,97 0,97 0,97 2,115
K-means 6 0,96 0,96 0,96 0,96 0,052
K-medoids 7 0,95 0,95 0,95 0,95 0,055
CLARA 6 0,96 0,96 0,96 0,96 0,109
GMM 5 0,97 0,97 0,97 0,97 0,199
DIANA 30 0,80 0,80 0,80 0,80 0,063
CLINK 23 0,85 0,88 0,85 0,84 0,056

Fonte: O autor (2021).

De acordo com os resultados, fica evidente uma similaridade entre os resultados
de 6 dos 8 algoritmos, com uma leve vantagem para os algoritmos MulticlusterKDE e
GMM. Com base na acuracia e no Fl-score, percebemos uma classificacao satisfatéria do
conjunto Iris, sendo que apenas os algoritmos DIANA e CLINK apresentaram resultados
nao satisfatérios para classificacao do problema. Outro fator interessante é a classificacao
precisa da espécie Setosa em todos os algoritmos, ficando os erros de classificacao exclu-

sivamente entre as espécies Versicular e Virginica.
o Wine (X € RI"8x13)

O conjunto “Wine” foi proposto inicialmente por Forina et al. (1988) como resul-

tado de uma andlise quimica de vinhos cultivados na Italia. O conjunto é constituido de 178
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vinhos cultivados numa mesma regiao da Italia, mas produzidos a partir de tres diferentes
cultivares (Barolo, Grignolino, Barbera). A amostra é composta por 59 vinhos de Barolo,
71 de Grignolino e 48 de Barbera. Cada um dos vinhos possui 28 caracteristicas quimicas,
no entanto segundo Menardi e Azzalini (2014), apenas 13 sdo comumente escolhidas en-
tre as 28 originais, sendo elas: Alcohol, Malic acid, Ash, Alcalinity of ash, Magnesium,
Total phenols, Flavanoids, Nonflavanoid phenols, Proanthocyanins, Color intensity, Hue,
0OD280/0D315 of diluted wines e Proline.

Para resolver esse problema de classificacdo, no Algoritmo AdditiveclusterKDE
consideramos os parametros a = 0,25, A = 10, m4 = 36 e nc = 3, enquanto no Algoritmo
MulticlusterKDE os valores a = 3 e nc = 3 foram utilizados. Para os demais algoritmos

o parametro k = 3 foi escolhido.

Tabela 14 — Matriz de confusao para o conjunto Wine

Cultivar Additive Multi K-means K-medoids
WHIVATES o 2 3 €1 €2 03 C1 C2 €3 C1 (2 (3
Barolo 59 0 0 59 0 0 59 0 0 59 0 0

Grignolino 2 67 2 4 66 1 6 63 2 4 66 1
Barbera 0 1 47 0 0 48 0 0 48 0 1 47

CLARA GMM DIANA CLINK
cr C2 C3 C1 C2 C3 C1 C2 C3 C1 C2 C3
Barolo 59 0 0 58 1 0 58 1 0 58 1 0

Grignolino 4 66 1 0 68 3 2 68 1 6 65 0
Barbera 0 1 47 0 0 48 47 1 0 0 20 28
Fonte: O autor (2021).

Tabela 15 — Comparativo dos resultados para o conjunto Wine

Algoritmo FE.s Acurdcia  Precisdo Sensibilidade F1-Score tempo(s)
AdditiveclusterKDE 5 0,97 0,97 0,97 0,97 2,189
MulticlusterKDE 5 0,97 0,97 0,98 0,97 4,082
K-means 8 0,96 0,96 0,96 0,96 0,002
K-medoids 6 0,97 0,97 0,97 0,97 0,970
CLARA 6 0,97 0,97 0,97 0,97 0,004
GMM 4 0,98 0,98 0,98 0,98 0,185
DIANA 52 0,71 0,5 0,65 0,55 0,003
CLINK 27 0,85 0,89 0,83 0,84 0,006

Fonte: O autor (2021).

De acordo com os resultados dispostos na Tabela 14 e Tabela 15, temos uma clas-
sificago com eficiéncia superior a 95% em 6 dos 8 algoritmos analisados, sendo o GMM o
que apresentou a melhor classificacao, no entanto, em termos absolutos, isso corresponde

a apenas uma observagao classificada corretamente a mais que os algoritmos Additive-
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clusterKDE e MulticlusterKDE. Novamente os algoritmos DIANA e CLINK foram os que

apresentaram os piores resultados.

Vale observar que embora os resultados sejam semelhantes ou até mesmo iguais,
a classificacao dos vinhos apresentada pelos algoritmos sao diferentes, como pode ser
observado pelas matrizes de confusao da Tabela 14. Por exemplo, os algoritmos Additi-
veclusterKDE e MulticlusterKDE apresentaram 5 classificacoes erradas, no entanto, com

matrizes de confusdo distintas.
o Seeds (X € R21%%7)

O conjunto de dados, denominado “Seeds”, coletado e analisado por Chary-
tanowicz et al. (2010) e disponibilizado por Asuncion e Newman (2007) apresenta in-
formagoes sobre sementes de tres variedades de trigo: Kama, Rosa e Canadian. Tal con-
junto é composto por 210 observacoes, 70 sementes para cada uma das 3 variedades.
Cada observacao é composta por 7 parametros geométricos das sementes de trigo: area

ArA

(A), perfmetro (P), compacidade (C' = 55%), comprimento do nicleo, largura do nicleo,

coeficiente de assimetria e comprimento do sulco do nicleo.

Para realizar a classificagdo dessas sementes o Algoritmo AdditiveclusterKDE foi
executado com os parametros a = 0,1, A = 10, m4 = 42 e nc = 3, enquanto no Algoritmo
MulticlusterKDE utilizamos o = 0,5 e nc = 3. De forma semelhante aos outros problemas,
nos demais algoritmos o parametro k = 3 foi utilizado, resultando na classificacao exposta
na Tabela 16 e Tabela 17.

Tabela 16 — Matriz de confusao para o conjunto Seeds

Variedades Additive Multi K-means K-medoids

1 C2 C3 Ci1 (2 (3 Ci1 C2 (C3 (C1 C2 (3
Kama 60 2 8 60 2 8 60 1 9 57 1 12
Rosa 5 65 0 10 60 O 10 60 O 10 60 O
Canadian 3 0 67 3 0 67 2 0 68 0 0 70

CLARA GMM DIANA CLINK

1 C2 C3 Ci1 (2 (3 Ci1 C2 (C3 (C1 C2 (3
Kama 60 2 8 98 2 10 57 11 2 63 3 4
Rosa 9 61 0 1 69 O 0 70 0 19 51 0

Canadian 4 0 66 0 0 70 8 0 62 15 0 55
Fonte: O autor (2021).

Com base nos resultados, novamente o Algoritmo GMM apresentou o melhor
resultado, superando o Algoritmo AdditiveclusterKDE em 5 classificagoes corretas. Para
esse conjunto, todos os algoritmos apresentaram uma acurdcia, assim como um F1-score,
superior a 0,8, evidenciado a homogeneidade dos algoritmos em classificar as diferentes

variedades de sementes de trigo.
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Tabela 17 — Comparativo dos resultados para o conjunto Seeds

Algoritmo FEus Acurdacia Precisdo Sensibilidade F1-Score tempo(s)
AdditiveclusterKDE 18 0,91 0,92 0,91 0,91 2,466
MulticlusterKDE 23 0,89 0,89 0,89 0,89 3,824
K-means 22 0,90 0,90 0,90 0,90 0,008
K-medoids 23 0,89 0,90 0,89 0,89 0,017
CLARA 23 0,89 0,89 0,89 0,89 0,890
GMM 13 094 0,94 0,94 0,94 0,080
DIANA 21 0,90 0,90 0,90 0,90 0,015
CLINK Al 0,80 0,84 0,80 0,81 0,004

Fonte: O autor (2021).

e Olive oil (X € R>2%¥)

O conjunto de dados “Olive o0il” foi originalmente apresentado por Forina et
al. (1983) e usado por vérios pesquisadores para validacdo de algoritmos de clusterizagao,
dentre estes Menardi e Azzalini (2014). De acordo com Forina et al. (1983) e Menardi e Az-
zalini (2014) os dados séo referentes a azeites produzidos em 9 areas da Itélia, concentradas
em 3 macro-areas geograficas: Sul, Ilha da Sardinia e Centro-Norte. Na macro-area do Sul,
temos as regides da Apulia north, Apulia south, Calabria e Sicily. Na macro-drea Sardina
temos as regioes da costa e do interior da Sardina e, por Ultimo, na macro regiao centro-
norte temos as regides da Liguria.east, Liguria.west e Umbria. Ainda segundo Menardi e
Azzalini (2014), o conjunto de dados em sua forma bruta é de natureza composicional,
totalizando 10.000 elementos. Em seu trabalho, os autores adotaram uma transformacao
aditiva log-ratio (ARL), reduzindo o conjunto de anédlise para 572 observacoes. Cada uma
das observagoes ¢ constituida de 8 medigoes quimicas do azeite (Palmitic, Palmitoleic,
Stearic, Oleic, Linoleic, Linolenic, Arachidic, eicosenoic), além das informagoes da sua

regiao e macro-regiao de origem.

De forma semelhante ao trabalho de Menardi e Azzalini (2014), optamos por
utilizar a informacao de classificacdo do azeite pelas 3 macro-regioes, estruturando o
conjunto em 3 grupos, onde 323 observacoes sao da macro-regiao Sul, 98 da Ilha da
Sardina e 151 da macro-regiao Centro-Norte. Vale observar que, segundo Tharwat (2020),
este conjunto apresenta classes desequilibradas, visto que macro-regiao Sul apresenta mais

observagoes que as outras duas regides.

Como parametros de entrada, no Algoritmo AdditiveclusterKDE utilizamos a =
5 ma =57, A =10 e nc = 3. No Algoritmo MulticlusterKDE, os parametros @ = 1,5
e nc = 3 foram empregados, enquanto nos demais algoritmos foi estabelecido k = 3. Os

resultados da classificacao estao dispostos na Tabela 18 e Tabela 19.

De acordo com a Tabela 18 e Tabela 19, os melhores resultados referentes a clas-
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Tabela 18 — Matriz de confusao para o conjunto Olive oil

aCTO-area Additive Multi K-means K-medoids

c1 C2 C3 (C1 C2 C3 Ci (C2 C3 (C1 (2 (3
Sul 322 1 0 318 0 5 322 1 0 322 1 0
Sardina 0 86 12 0 97 1 0 98 0 0 98 0
Centre-North 0 8 143 0 23 128 0 98 53 0 83 68

CLARA GMM DIANA CLINK

c1 C2 C3 (C1 C2 C3 Ci (C2 C3 (C1 (2 (3
Sul 322 0 1 281 0 42 272 0 51 323 O 0
Sardina 0 0 98 0 97 1 97 0 1 0 92 6

Centre-North 0 48 103 0 0 151 0 65 8 O 87 64
Fonte: O autor (2021).

Tabela 19 — Comparativo dos resultados para o conjunto Olive oil

Algoritmo FE.s Acurdcia  Precisdo Sensibilidade F1-Score tempo(s)
AdditiveclusterKDE 21 0,96 0,94 0,94 0,94 5,060
MulticlusterKDE 29 0,95 0,92 0,94 0,93 5,683
K-means 99 0,83 0,83 0,78 0,73 0,005
K-medoids 84 0,85 0,85 0,82 0,77 0,101
CLARA 147 0,74 0,50 0,56 0,53 0,006
GMM 43 0,92 0,93 0,95 0,93 0,546
DIANA 214 063 0,45 0,47 0,46 0,258
CLINK 93 0,84 0,81 0,79 0,75 0,027

Fonte: O autor (2021).

sificagdo do azeite, foram determinados pelos algoritmos AdditiveclusterKDE e o Mul-
ticlusterKDE nessa ordem, respectivamente. O Algoritmo GMM foi o que apresentou a
terceira melhor classificacao, no entanto, com mais que o dobro de classifica¢oes equi-
vocadas quando comparado ao Algoritmo AdditiveclusterKDE. Como ambas as medidas
de acurécia e F1-Score sao altas, é possivel enfatizar a qualidade da classificacao pro-
piciada por esses algoritmos. Por outro lado, os algoritmos CLARA e DIANA foram os
que apresentaram os piores resultados com destaque para os baixos valores do F1-Score,

provocados pela classificacdo equivocada de todos os azeites da macro-regiao da Sardina.
e Facebook (X € R7050x9)

O conjunto de dados “Facebook Live Sellers in Thailand” , denominado aqui ape-
nas por “Facebook”, consiste em informacoes de péaginas do facebook de 10 vendedores
varejistas tailandeses da drea de moda e de cosméticos, Dehouche e Wongkitrungrueng
(2018). O conjunto é composto por 7050 observagoes de postagens de video, fotos, status e
links. Cada uma das postagens é avaliada por 9 medidas numéricas (reactions, comments,

shares, likes, loves, wows, hahas, sads, e angrys).
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A variavel que caracteriza as classes do problema ¢ o atributo tipo da publicacao,
o qual é dividido em 4 categorias: video, fotos, status e links com, respectivamente, 4288,
2334, 365 e 63 observacoes para cada uma das categorias. Da mesma forma que o problema
“Olwe 0il”, o problema “Facebook” também apresenta classes desbalanceadas e, é dentre

os conjuntos discutidos nessa sec¢ao, o que apresenta o maior nimero de observacoes, 7050.

Para realizar sua classificacdo consideramos no Algoritmo AdditiveclusterKDE
os parametros a = 0,1, A = 10, myq = 176 e nc = 4, no Algoritmo MulticlusterKDE
a = 0,5 e nc = 4, enquanto nos demais algoritmos o parametro k = 4 foi utilizado. Os

resultados da classificacao estao dispostos na Tabela 20 e Tabela 21.

Tabela 20 — Matriz de confusdo para o conjunto Facebook

Tipo de status Additive Multi K-means

cT 2 C3 ¢4 C1 C2 C3 C4 C1 C2 C3 (4
photo 4027 17 170 74 4128 1 152 7 4064 0 223 1
video 1684 555 68 27 1873 401 56 4 1854 316 107 57
status 277 3 71 14 333 0 32 0 287 0 78 0
link 49 0 13 1 57 0 6 0 49 0 14 0

K-medoids CLARA GMM

cT 2 C3 ¢4 C1 C2 C3 C4 C1 C2 C3 (4
photo 4025 17 245 1 3252 788 247 1 2868 224 1107 &9
video 1429 617 149 139 1055 868 160 251 788 625 429 492
status 280 0 85 0 201 79 85 0 156 42 148 19
link 49 0 14 0 44 5 14 0 38 2 23 0

DIANA CLINK

cT C2 C3 ¢4 C1 C2 C3 (4
photo 4283 0 4 1 3369 9 908 2
video 2306 22 0 6 908 745 412 269
status 365 0 0 0 208 0 157 0
link 63 0 0 0 47 0 16 0

Fonte: O autor (2021).

Tabela 21 — Comparativo dos resultados para o conjunto Facebook

Algoritmo Eus Acuracia Precisdo Sensibilidade F1-Score tempo(s)
AdditiveclusterKDE 2396 0,66 0,47 0,35 0,34 4791
MulticlusterKDE 2489 0,65 0,44 0,31 0,29 28,920
K-means 2502 0,63 0,46 0,32 0,30 0,043
K-medoids 2323 0,67 0,46 0,36 0,36 20,189
CLARA 2845 0,60 0,35 0,34 0,34 0,107
GMM 3409 0,52 0,38 0,34 0,31 10,235
DIANA 2745 0,61 0,40 0,25 0,20 946,099
CLINK 2779 0,61 0,46 0,38 0,35 3,636

Fonte: O autor (2021).
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De acordo com os resultados apresentados é perceptivel a ineficiencia dos algorit-
mos em classificar o conjunto Facebook devido a diferenca entre o valor da acuracia e das
outras medidas, principalmente o Fl-score. Fssa discrepancia caracteriza uma acuracia
duvidosa, que foi obtida apenas pela alta concentracao de elementos de uma mesma classe
em um mesmo grupo. Este fato é facilmente notado ao se observar a quantidade de ele-
mentos dispostos na posi¢ao (1,1) da matriz de confusdo com relagao aos elementos da
posigao (4,4), em que praticamente nenhum algoritmo conseguiu classificar as observagoes

da classe link corretamente.

Apesar da ineficiéncia na classificacdo desse conjunto os algoritmos que apre-
sentaram os melhores resultados foram os algoritmos K-medoids e AdditiveclusterKDE,

enquanto os algoritmos DIANA e GMM apresentaram as piores classifica¢oes.
e WBDC (X € R59%30)

O conjunto Breast Cancer Wisconsin (Diagnostic), denominado “WBDC” é cons-
tituido por 569 observacoes de pacientes de Wisconsin, submetidos a um exame, “fine ne-
edle aspirate (FNA)” | para diagnosticar cancer de mama. Para cada uma das observagoes,
o conjunto de dados apresenta a identifica¢ao do paciente (a qual serd excluida no processo
de classificac@o), o resultado do exame com diagnéstico maligno ou benigno (variavel de
classificagdo) e outros 30 atributos provenientes do exame FNA. Das 569 observacoes do
conjunto 212 foram diagnosticadas com cancer de mama maligno, enquanto 357 foram

diagnosticados como benigno.

Esse conjunto representa um problema de classificacao bindria, para tal utiliza-
mos nos algoritmos os seguintes parametros: no Algoritmo AdditiveclusterKDE, oo = 0, 5,
A =10, my = 57 e nc = 2; no Algoritmo MulticlusterKDE, a = 0,1 e nc = 2; nos algo-
ritmos K-means, K-medoids, CLARA, GMM, DIANA e CLINK utilizamos k£ = 2. Com
base nesses parametros os algoritmos retornaram os seguintes resultados, apresentados na
Tabelas 22 e 23.

Tabela 22 — Matriz de confusao para o conjunto WBDC

Additive Multi K-means K-medoids CLARA
c1r C2 C1 C2 (C1 C2 Ci (C2 C(C1 (2
Malignant 177 35 201 11 158 54 164 48 153 59
Benign 7 350 53 304 5 352 5 352 4 353
GMM DIANA CLINK
c1 C2 Ci1 (C2 C1 (2
Malignant 157 55 153 59 151 61
Benign 8 271 9 348 6 351

Fonte: O autor (2021).

Variedades
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Tabela 23 — Comparativo dos resultados para o conjunto WBDC

Algoritmo FEus Acurdacia Precisdo Sensibilidade F1-Score tempo(s)
AdditiveclusterKDE 42 0,93 0,94 0,91 0,92 3,573
MulticlusterKDE 64 0,89 0,88 0,90 0,88 10,142
K-means 59 0,90 0,92 0,87 0,88 0,006
K-medoids 53 0,91 0,93 0,88 0,90 0,053
CLARA 63 0,89 0,92 0,86 0,87 0,027
GMM 141 0,75 0,74 0,75 0,74 0,790
DIANA 68 0,88 0,90 0,85 0,86 0,520
CLINK 67 0,88 0,91 0,85 0,87 0,047

Fonte: O autor (2021).

Os resultados para classificacao do conjunto WBDC foram similares, sendo que
o Algoritmo AdditiveclusterKDE apresentou a melhor classificacdo, seguido pelos algorit-
mos K-medoids, K-means, MulticlusterKDE e CLARA. O Algoritmo GMM foi o tnico

com uma acuracia inferior a 0,88.
e Divorce (X € RIT0%5)

O conjunto Divorce Predictors, denominado “Divorce”, oriundo do trabalho de
Yontem et al. (2019), é constituido por 170 observagoes de casais que responderam um
questionario composto por 54 perguntas com informacoes pessoais sobre a vida de casa-
dos. Dos 170 casais, 84 eram divorciados e os outros 86 casados. Dessa forma, temos um
problema de decisao bindria constituido por 54 atributos mensurados por valores intei-
ros de 0 a 4. Para classificacao, utilizamos nos algoritmos os seguintes parametros: no
Algoritmo AdditiveclusterKDE, o = 0,5, A = 10, m4 = 34 e nc = 2; no Algoritmo Mul-
ticlusterKDE, o = 2 e nc = 2; nos demais algoritmos & = 2. Os resultados da classificacao

estao dispostos na Tabela 24 e Tabela 25.

Tabela 24 — Matriz de confusao para o conjunto Divorce

Additive  Multi  K-means K-medoids CLARA

c1 C2 C1 C2 C1 C2 C1 (€2 C1 (2

Casados 86 0 8 0 &6 0 86 0 86 0

Divorciados 4 80 4 80 4 80 4 80 4 80
GMM DIANA CLINK
cl1 C2 C1 C2 C1 C2
Casados 8 0 8 0 86 0
Divorciados 21 63 4 8 4 80
Fonte: O autor (2021).

Estado civil

Os resultados da classificagdo mostram que apenas o Algoritmo GMM nao apre-

sentou o mesmo resultado para todas as métricas usadas, isto é, 7 dos 8 algoritmos apre-
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Tabela 25 — Comparativo dos resultados para o conjunto Divorce

Algoritmo FEus Acurdacia Precisdo Sensibilidade F1-Score tempo(s)
AdditiveclusterKDE 4 0,98 0,98 0,98 0,98 2,941
MulticlusterKDE 4 0,98 0,98 0,98 0,98 4,873
K-means 4 0,98 0,98 0,98 0,98 0,004
K-medoids 4 0,98 0,98 0,98 0,98 0,070
CLARA 4 0,98 0,98 0,98 0,08 0,055
GMM 21 0,88 0,9 0,88 0,87 0,254
DIANA 4 0,98 0,98 0,98 0,98 1,017
CLINK 4 0,98 0,98 0,98 0,98 0,016

Fonte: O autor (2021).

sentaram 0,98 para acuracia, precisao, sensibilidade e F1-Score. Esse fato mostra que o
conjunto Divorce é facilmente classificado por quase todos os algoritmos utilizados nessa

secao.
e Heart failure clinical records (X € R*9%12)

O conjunto Heart failure clinical records, denominado “Heart”, segundo Chicco
e Jurman (2020), é composto por 299 registros médicos de pacientes com insuficiéncia
cardiaca, coletados no Faisalabad Institute of Cardiology e no Allied Hospital em Faisa-
labad (Punjab, Paquistdo), durante o perfodo de abril a dezembro de 2015. O conjunto
contém 12 recursos, que relatam informacoes clinicas, corporais e de estilo de vida dos
pacientes, além da informacao sobre 6bito, ou seja, 203 dos pacientes sao sobreviventes
(valor da varidvel resposta igual a 0), enquanto 96 foram a 6bito (valor da varidvel resposta

igual a 1).

Para classificar os pacientes utilizamos os seguintes parametros: no Algoritmo
AdditiveclusterKDE, o = 0,1, A = 10, m4 = 60 e nc = 2; no Algoritmo MulticlusterKDE,
a = 3 e nc = 2; nos demais k = 2. Os resultados da classificacdo estao dispostos na
Tabela 26 e Tabela 27.

Tabela 26 — Matriz de confusao para o conjunto Heart

Additive Multi K-means K-medoids CLARA

1 C2 C1 C2 C1 €2 C1 C2 (C1 (2

Vida 197 6 200 3 112 91 112 91 107 96

Morte 50 46 69 27 b4 42 57 39 44 52
GMM DIANA CLINK
Cc1 C2 C1 C2 C1 (2
Vida 137 66 198 5 181 22
Morte 66 30 82 14 &7 9
Fonte: O autor (2021).

Evento de 6bito
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Tabela 27 — Comparativo dos resultados para o conjunto Heart

Algoritmo FEus Acurdacia Precisdo Sensibilidade F1-Score tempo(s)
AdditiveclusterKDE 56 0,81 0,84 0,72 0.75 1,318
MulticlusterKDE 72 0,76 0,82 0,63 0,64 3,146
K-means 145 0,52 0,50 0,49 0,49 0,001
K-medoids 148 0,51 0,48 0,48 0,47 0,013
CLARA 140 0,53 0,53 0,53 0,53 0,016
GMM 132 0,56 0,49 0,49 0,49 0,080
DIANA 87 0,71 0,72 0,56 0,53 0,047
CLINK 109 0,64 0,48 0,49 0,46 0,001

Fonte: O autor (2021).

Com base nos resultados, percebemos que o Algoritmo AdditiveclusterKDE apre-
sentou o melhor resultado (acurdcia de 0,81), seguido pelo Algoritmo MulticlusterKDE
(acurdcia de 0,76) e DIANA (acurdcia de 0,71). Apenas os trés algoritmos citados apresen-
taram uma acuracia superior a 0,7 e, dentre esses, apenas o AdditiclusterKDE apresentou
um F1-Score também superior a 0,7, evidenciando a dificuldade dos algoritmos em clas-

sificar de forma satisfatéria os pacientes com insuficiencia cardiaca.

4.4.1 Comentéarios adicionais sobre os problemas de classificacao

Nessa secao abordamos 8 problemas de classificacao, os quais foram submetidos
a 8 diferentes algoritmos de clusterizacao, sendo 2 deles propostos nesse trabalho e ou-
tros 6 ja consagrados na literatura. Ao final dos experimentos, é possivel observar que o
Algoritmo AdditiveclusterKDE foi o que apresentou uma maior ocorréncia de melhores

resultados, conforme grafico de colunas empilhadas, ilustrado pela Figura 31.

Ainda com base nos resultados indicados pelo grafico, as colunas em verde re-
presentam a quantidade de vezes que o algoritmo apresentou a melhor acurédcia dentre os
resultados dos 8 algoritmos. De forma andloga, as colunas em azul representam a quan-
tidade de vezes que cada algoritmo teve o segundo melhor resultado e as colunas em
amarelo o terceiro melhor resultado. Para posicoes superiores ao terceiro lugar, temos as
colunas na cor vermelha. Vale observar que, em caso de empate os algoritmos receberam

a mesma classificacao.

Nesse sentido, fica evidente que os dois algoritmos propostos nesse trabalho obti-
veram um bom desempenho, principalmente o Algoritmo AdditiveclusterKDE que apre-
sentou todas as solugoes entre as tres primeiras posi¢oes, sendo em 4 delas como a melhor.
O Algoritmo MulticlusterKDE apresentou por duas vezes o melhor resultado e, em 6 dos
8 problemas, com classificacao até a terceira melhor solucao. Entre os demais algoritmos o
GMM foi o que apresentou o melhor desempenho, obtendo 3 vezes a melhor classificacao,

no entanto, em outros 4 problemas apresentou uma classificacao acima da terceira posicao.
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Figura 31 — Ranqueamento dos resultados para os problemas classificacao
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Fonte: O autor (2021).

Quanto ao tempo de execucao, assim como ressaltado na secao anterior, os dois
algoritmos propostos, nao apresentaram os melhores tempos, figurando em todos os pro-
blemas com valores intermediarios ou piores dependendo da dimensdo dos dados. Os
algoritmos K-means e CLARA executaram todas as classificagoes em tempos inferiores
a 1 segundo, enquanto os algoritmos K-medoids, GMM, DIANA e CLINK se mostraram
eficientes em problemas de baixa dimensao, no entanto encontraram algumas dificuldades

em problemas maiores.

Analisando os tempos de execucao apenas dos algoritmos AdditiveclusterKDE e
MulticlusterKDE, observamos que esses apresentaram um desempenho nao proporcional
ao numero de observacgoes, isto é, o tempo de execucao cresce a uma taxa inferior a razao
do nimero de observacoes. Este fato se mostrou evidente no problema Facebook, em que os
dois algoritmos propostos apresentaram tempos relativamente baixos quando comparados

ao Algoritmo DIANA | por exemplo.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, apresentamos trés novos algoritmos para clusterizacao de dados
multidimensionais, MulticlusterKDE, AdditiveclusterKDE e TreeKDE, além de uma nova

métrica de validacao interna para clusterizacao, indice CD.

Como visto, os algoritmos MulticlusterKDE e AdditiveclusterKDE possuem uma
metodologia similar, sendo baseados na miltipla otimizagao da fungao KDE, com kernel
Gaussiano multivariado utilizado na determinacao do nimero de grupos, de seus respecti-
vos centroides e com posterior alocacao das observagoes pelo critério de minima distancia

Euclidiana.

O Algoritmo MulticlusterKDE tem como principal caracteristica, a construcao da
funcao KDE uma tnica vez durante a execucao, contemplando todo o conjunto de dados
e, a partir dessa funcao, é realizada a determinacao dos centroides com alta concentracao
de observacgoes definindo, dessa forma, grupos com formatos globulares. Mostramos que

esse é um algoritmo bem definido que executa no maximo m + 1 passos.

O Algoritmo AdditiveclusterKDE, por sua vez, também trabalha com a obtencao
de centroides, porém por meio de multiplas amostras, com posterior clusterizacao da po-
pulacao tendo como base o conjunto de centroides provenientes das amostras e designacao
pelo critério de minima distancia Euclidiana. As principais caracteristicas do Algoritmo
AdditiveclusterKDE, além do uso de amostragem, é o fato deste realizar a otimizagao da
funcao KDE sujeita a restricao de caixa definida com base no grupo mais heterogeneo,
limitando assim, o espago de busca por otimizadores da funcao. Mostramos também que o

Algoritmo AdditiveclusterKDE é bem definido e executa no maximo A - (m4 + 1) passos.

Quando comparamos esses dois algoritmos, observamos que o Algoritmo Multi-
clusterKDE é um algoritmo mais simples, no entanto, o uso de amostras e da restricao de
caixa sobre o grupo mais heterogéeneo, propicia ao Algoritmo AdditiveclusterKDE melho-
res resultados e um tempo de execucao menor quando submetido a problemas com elevado
nimero de observacoes. Em ambos os algoritmos a classificacao de uma nova observacao
ao problema € realizada pelo processo de designacao ao centroide mais préximo, segundo

o critério de minima distancia Euclidiana.

J& o Algoritmo TreeKDE apresenta uma metodologia diferente comparada aos
dois algoritmos precedentes, apesar de ainda estar centrado no uso da fun¢ao KDE. O
Algoritmo TreeKDE estd alicercado em uma associagdo da metodologia de drvore de de-
cisao com a otimizacao de func¢oes KDE unidimensionais, construidas a partir da projecao
ortogonal do conjunto de observagoes sobre os eixos coordenados. A reducao da KDE

multidimensional para unidimensional confere ao Algoritmo TreeKDE uma reducao sig-
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nificativa da complexidade da otimizacao envolvida, tornando sua execu¢ao muito mais

rapida.

As principais caracteristicas do Algoritmo TreeKDE sao a formacao de grupos
arbitrarios, linearmente separaveis e limitados por regioes hiper-retangulares do espaco e
a independencia da matriz de distancia para alocacao de observagoes aos grupos. Outro
ponto interessante sobre o Algoritmo TreeKDE ¢é a possibilidade de classificagdo de uma
nova observacao ao problema, sendo que esta é feita de forma simples e intuitiva, neces-
sitando apenas da comparacao dos valores de varidveis, assim como ocorre com o método
de arvores de decisdo. Além disso, uma outra caracteristica relevante é que o Algoritmo

TreeKDE é bem definido e sua rotina é executada em no maximo ”092 (ﬁﬂ passos.

Os trés algoritmos propostos foram implementados no Software R e aplicados em
problemas de clusterizacao e classificacao de diversas dimensoes. Os resultados numéricos
indicaram que os algoritmos sao satisfatérios para clusterizacao de dados multidimensio-
nais com uma leve vantagem para o Algoritmo AdditiveclusterKDE quando comparados
os valores das métricas de validacdo. Com relacdo ao tempo computacional o Algoritmo
TreeKDE apresentou desempenho superior quando comparado aos algoritmos Multiclus-
terKDE e AdditiveclusterKDE. Além da eficiencia, um dos aspectos principais dos algo-
ritmos propostos é o de nao requerer o nimero de grupos como parametro de entrada,
sendo esse determinado pelo préprio algoritmo durante sua execucao. Outro aspecto po-
sitivo é que os algoritmos sao bem definidos e convergem independentemente do conjunto

de dados a serem agrupados.

Como aspecto negativo, destacamos a dependencia dos algoritmos a fun¢ao KDE,
que por sua vez ¢ estritamente dependente da matriz largura de banda, H. Com o intuito
de minimizar erros provenientes da estimacao da funcao KDE, introduzimos, nos trés

algoritmos, um escalar (a) de controle de suavidade da fun¢ao KDE.

Quanto ao tempo de execucao, é possivel observar pelos resultados numéricos, que
os algoritmos AdditiveclusterKDE e MulticlusterKDE nao possuem os menores tempos
computacionais dentre os algoritmos comparados, no entanto, também nao apresentam
os maiores tempos, principalmente se o conjunto analisado tiver um nidmero elevado de
observagoes. Por outro lado, o Algoritmo TreeKDE se configurou como um dos algoritmos
com menor tempo computacional durante os testes, ficando atras apenas de algoritmos
como CLARA e K-means. Se compararmos os algoritmos que utilizam a fun¢gao KDE
como metodologia de clusterizacao, sua execucao se dd muitas vezes mais rapida que os
demais, evidenciando o uso das KDEs unidimensionais em detrimento ao uso da KDE

multidimensional.

Ainda sobre o tempo computacional é preciso considerar a relagao existente entre

o tempo de execucao dos algoritmos propostos e a estrutura de cada conjunto de da-
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dos a ser agrupado, uma vez que, quanto mais grupos forem definidos maior o nimero
de iteracoes, no caso dos algoritmos MulticlusterKDE e AdditiveclusterKDE, e maior o
nimero de particoes, no caso do Algoritmo TreeKDE, aumentando consequentemente o

tempo computacional.

Propomos ainda neste trabalho uma nova métrica de validacao interna de cluste-
rizagao, o indice de Densidade da Clusterizacao, o indice CD. Este possui a caracteristica
de avaliar cada grupo por meio da maxima razao entre a dispersao interna dos grupos
com a separagao entre grupos. De acordo com os experimentos, o indice CD, apresentou
uma concordancia significativa com as outras duas métricas de validacao ja consagradas
na literatura, o indice DB e o coeficiente de silhueta. Com rela¢ao ao tempo de execucao,
o indice CD mostrou-se similar ao indice DB e superior ao coeficiente de silhueta, princi-

palmente para problemas com elevado niimero de observacoes.

Mediante ao exposto, julgamos que as contribuicoes desse trabalho sao significa-
tivas para o campo de estudo da clusterizacao podendo contribuir para o desenvolvimento

de novas pesquisas.

Para finalizar, gostarfamos de observar que as informagoes sobre o Algoritmo
MulticlusterKDE referem-se ao contetido do artigo Scaldelai et al. (2020) intitulado “Mul-
ticlusterKDE: a new algorithm for clustering based on multivariate kernel density estima-

tion”, publicado pela revista Journal of Applied Statistics no ano de 2020.

5.1 SUGESTOES PARA FUTUROS TRABALHOS

Como sugestoes/perspectivas para futuros trabalhos, procuraremos investigar
uma abordagem multiobjetivo para a clusterizacao empregada nos algoritmos Multiclus-
terKDE e AdditiveclusterKDE, focada na sele¢ao autonoma do melhor parametro a que

maximiza a qualidade da clusterizacao.

No Algoritmo TreeKDE, concentraremos nossos esfor¢os em buscar alternativas
ao uso de particoes ortogonais apenas sobre os eixos coordenados. Uma proposta vislum-
brada a um curto espaco de tempo consiste em realizar, além das projecoes ortogonais
sobre o0s eixos, projec¢oes ortogonais sobre as bissetrizes dos eixos. Essa ideia aumentaria,
a cada iteracdo, um nimero de projecoes na ordem de n? —n que, acrescido as n projecoes
executadas pelo atual algoritmo, resultaria em n? projecoes ortogonais a cada cluster pai.
Supondo uma clusterizacao com k grupos, o nimero de otimizacoes, de fun¢ées K DE
unidimensionais, seria na ordem de (2k — 1) - n?, elevando o tempo de execugao. No en-
tanto, o uso de projecoes nao paralelas aos eixos, tende a melhorar consideravelmente a
solucao de uma gama de problemas, além de particionar o conjunto de dados em regides

hiper-poligonais, diferentes das hiper-retangulares utilizadas pelo Algoritmo TreeKDE.

Outra linha interessante para pesquisas futuras e ainda pouco explorada é a ex-
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pansao do uso do estimador de densidade kernel para conjuntos de dados expressos por
meio de matrizes de multiplas vias, isto é, Tensores. Os tensores possuem uma gama de
aplica¢oes modernas, como reconhecimento de imagem e video, mineracao de texto, pes-
quisa na internet, telecomunicagoes e registro de redes sociais entre outros. A clusterizacao
de tensores ainda é um campo pouco explorado e, ainda menos explorado, no contexto do

estimador de densidade kernel.

Por fim, como pesquisa futura sugerimos o desenvolvimento de uma nova métrica
de validacao interna que contemple grupos nao globulares de formatos arbitrarios, ou seja,
nao dependente do calculo de distancia, por se tratar de um campo carente na literatura

merecendo ser investigada.
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