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RESUMO

A proposta do presente trabalho ¢ analisar as solugoes dos bilhares quanticos triangular reto e
retangular mediante variacoes de seus parametros relacionados a geometria e permeabilidade,
respectivamente. Para o bilhar triangular, estudaremos as solugoes quando a sua geometria
varia na regiao de transicao entre os regimes regular e cadtico, sendo estas variagoes causadas
pela modificacao dos seus angulos internos 3 e «. Para o bilhar retangular, a sua geometria
serd definida por um contorno externo formando um retangulo constituido também por um
segmento de reta conectando dois vértices opostos, caracterizando a diagonal do sistema.
Dessa forma, vamos buscar as solucoes resultantes de variacoes na transmissao Ty nesta
diagonal enquanto as paredes periféricas do contorno mantém transmissao 7, constante e
préxima de zero.

O método utilizado para obtencao das solugoes é o Método do Contorno de Paredes, uma
ferramenta para calculos de espalhamento quantico que tem por objeto principal a matriz T,
a qual carrega informacoes da geometria e energia I — k2 do bilhar. Utilizando as proprie-
dades da matriz T, podemos obter o espectro do bilhar como funcao dos seus parametros de
geometria e permeabilidade para entao determinar a dinamica das familias de autoestados
decorrentes destas variagbes no espaco de fase k x 8 e k x Ty. Através da analise das fun¢oes
de onda associadas a estes autoestados, obtivemos informacoes de certos comportamentos
caracteristicos observados como, por exemplo, a repulsao entre familias. Ao final, analisamos
também a distribuicao dos niveis de energia usando a teoria do espacamento de niveis para

identificar a dinamica do sistema.

Palavras-chaves: Dinamica dos niveis de energia. Bilhar quantico triangular e retangular.

Método do Contorno de Paredes.



ABSTRACT

The purpose of this work is to analyze the solutions of straight and rectangular triangular
quantum billiards by varying their parameters related to geometry and permeability, respec-
tively. For triangular billiards, we will study the solutions when their geometry varies in
the transition region between the regular and chaotic regimes, these variations being caused
by the modification of their internal angles § and «. For rectangular billiards, its geometry
will be defined by an external contour forming a rectangle also constituted by a line segment
connecting two opposite vertices, characterizing the diagonal of the system. Thus, we will
seek solutions resulting from variations in the T, transmission on this diagonal while the
peripheral walls of the contour keep 7, transmission constant and close to zero.

The method used to obtain solutions is the boundary wall method, a tool for quantum
scattering calculations whose main object is the T-matrix, which carries information about
the geometry and energy I/ — k? of billiards. Using the properties of the T-matrix, we can
obtain the billiard spectrum as a function of its geometric parameters and then determine
the dynamics of the families of eigenstates resulting from these variations in the & x 5 and
k x Ty phase space. By analyzing the wave functions associated with these eigenstates, we
obtained information about certain observed behaviors such as, for example, the repulsion
among families. In the end, we also analyze the distribution of energy levels using the level

spacing theory to identify system dynamics.

Key-words: Level dynamics. Rectangular and triangular quantum billiards. Boundary Wall

Method.
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k= 100,182, 8 = 30,00 o o
a) Gréfico de densidade k x 3 x {|Tk(4, 7)|?) da regiao IV. Ao lado sao plotados
ad e b2 em tres dimensoes. b) Densidade de probabilidade da fungdo de onda
|1]? associada aos estados: al) k = 100,165, 3 = 29,43°; a2) k = 100, 166,
B = 29,46° a3) k = 100,155, § — 29,49°; ad) k = 100,144, 3 = 29,5° bl)
k= 100,194, 8 = 29,45% b2) k = 100,18, 5 = 29,467°; b3) k = 100, 168,
B=29,5% bd) k= 100,169, B = 20,53°. . . . o i
a) Gréfico de densidade k x 3 x (|Tx(z, 7)|?) da regido V. Ao lado é plotado a4
sob ponto de vista tridimensional. b) Densidade de probabilidade da fungao
de onda |¢|? associada aos estados: al) k = 100,926, 3 = 30,65°; a2) k =
100,929, 8 = 30,67°; a3) k — 100,921, 8 = 30,71% ad) k — 100,900, 3 —
30,73 b1) k = 100,96, = 30,67% b2) k — 100,945, § — 30,69°; b3)
k= 100,936, 8 = 30,74° bd) k = 100,94, 8 = 30,77 . . oo
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3.28

3.29

3.30

3.31

a) Gréfico de densidade k x 3 x {|T}(4, 7)|?) da regiao VI. Ao lado sao plotados
al e ¢4 em tres dimensoes. b) Densidade de probabilidade da fungdo de onda
|9)]? associada aos estados: al) k = 100,52, B = 29,3° a2) k = 100,537,
8 = 29,32° a3) k = 100,547, 5 = 29,33° ad4) k = 100,531, g = 29, 38°; bl)
k = 100,556, 6 = 29,27° b2) k = 100,554, 8 = 29,3° b3) k = 100,551,
8 = 29,33°% b4) k = 100,547, § = 29,38° ¢1) k = 100,586, § = 29,27°;
c2) k = 100,564, 8 = 29,32°; ¢3) k = 100,58, 8 = 29,346° c4) k = 100, 6,
B =20,36° .
a) Grafico de densidade kx 8x {|Tx (¢, 7)|?). Aolado sdo plotados os autoestados
bl e ¢l em tres dimensoes. As linhas vermelhas indicam a trajetéria de uma
particula no seu bilhar analogo classico. No detalhe, uma porcao ilustrada
do grupo D. b) Densidade de probabilidade da funcao de onda |¢)|? associada,
aos estados: al) k = 100,64, § = 29,39°; a2) k = 100,782, § = 29,45°; a3)
k = 100,948, § = 29,62°; ad4) k = 100,044, § = 29,7°;, a5) k = 101,192,
B = 29,82° bl) k = 100,92, 3 = 29,23 b2) k = 101,012, 8 = 29,33°; b3)
k = 101,084, 3 = 29,4° b4) k — 101,144, 8 = 29,48% bb) k = 101,25,
8 = 29,61° cl) k = 100,652, 5 = 30, 740; ¢2) k = 100,862, § = 30,52°; ¢3)
k = 100,956, 5 = 30,42° c¢4) k = 101,312, g = 30,31°; ¢b) k = 101,212,
8 = 30,14°;, d1) k = 100,849, 5 = 30,75% d2) k = 100,982, 5 = 30,64°;
d3) k = 101,072, 8 = 30,54°; d4) k — 101,14, 8 = 30,45° d5) k — 101,22,
B =30,35%
Funcao de escada espectral dos primeiros 1290 niveis de energia para angulos
compreendidos nas proximidades da regiao regular do triangulo. As curvas
representam as solugdes analiticas e numéricas por (3.1) (Weyl) e MCP, res-
pectivamente. . . . . .. L Lo oL
a) Funcao de escada espectral mediante resultados analiticos e numéricos via
MCP. b) Distribui¢ao dos niveis de energia P(s) para os primeiros 1009 auto-
estados do triangulo (30°,60°,90°). As linhas continuas representam as curvas

de Poisson e GOE. . . . . . .
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3.32 Densidade de probabilidade P(s) para angulos § = 29°, § = 29,25°, 3 =

4.1
4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

22,5° B = 30,5°, B = 30,75° e § = 31°. As linhas continuas representam
P(s) de Wigner (GOE) e Berry-Robnik (BR). Os histogramas sdo montados

numericamente via MCP. . . . . . . . . .

Bilhar retangular com diagonal permeavel. . . . . . ... 000000
Funcao de escada spectral mediante MCP com ng = 2, § = 30° e T; = 0.
O “ajuste” consiste na remocao de uma das energias duplicadas. As demais
curvas representam autoestados obtidos analiticamente. A divergéncia visivel
do MCP com Weyl ¢ resultado da presenca de degenerescencias no triangulo
(30°,60°,90°). . . L ..
Representagao gréfica da equacéo (2.61) mostrando a dependéncia linear da
dimensao da matriz 7' do retangulo da relacao N x k para g = 30,0° e § =
22,5°com p=0,05. . . . ..
Estrutura da geometria atribuida ao bilhar retangular com uma parede que
forma a diagonal do sistema. . . . . .. .. o000 0oL
Gréfico de k x Ty x (|T(i, 7)|?) para 8 = 30,0°. As regioes claras formando
curvas representam familias de autoestados do bilhar retangular com diago-
nal permedavel. A setas indicam esquematicamente o processo de variacao da
transmissao na parede ac. Ao lado é mostrado a relagao entre os estados ini-
cial e final diante da permabilidade calculada nos limites inferior e superior,
respectivamente. . . .. ..o oL L L L Lo
a) Grafico de k x Ty x {|T(i,7)|?) da regiao I. b) Densidade de probabilidade
|9|? associada aos estados: abl) k = 9,62, T; = 0; a2) k = 8,80, T, = 0, 235;
a3) k=28,21, T, =0,525;a4) k = 7,58, T, = 0,79; ab) k = 6,30, T; = 1; b2)
k=9,35 T; = 0,26; b3) k = 9,18, T; = 0,535; b4) k = 8,90, Ty = 0,845;
b5) k= 8,33, Ty = Lo o oo

103



4.7

4.8

4.9

4.10

4.11

a) Grafico de k x Ty x {|T(i, 7)|?) da regiao II. b) Densidade de probabilidade
|| associada aos estados: abl) k = 13,11, T; = 0; a2) k = 12,27, Ty = 0, 325;
a3) k= 11,80, Ty = 0,68; ad) k = 11,42, Ty = 0,9; a5) k = 10,90, T; = 1; b2)
k= 12,77, Ty = 0,28; b3) k = 12,32, Ty = 0,715; bd) k = 11,88, Ty = 0,925,
BE) k= 11,35, Ty = L. oo oo e
a) Gréfico de k x Ty x {|T'(i,7)|?) da regiao IIL. b) Densidade de probabilidade
|1|? associada aos estados: abl) k= 15,83, T, = 0; a2) k = 14,91, Ty = 0, 29;
a3) k — 14,38, Ty — 0,57; ad) k — 13,5, Ty — 0,80; ab) k — 12,58, Ty — 1;
b2) k = 15,57, Ty = 0,23; b3) k = 15,3, Ty = 0,39; bd) k = 14,69, T — 0,7,
b5) k= 13,71, Ty = 1; c1) k = 16,65, Ty = 0; ¢2) k = 15,77, Ty = 0, 18; ¢3)
k=15,39, Ty = 0,51; cd) k = 15,03, Ty = 0,86; ¢5) k — 14,41, Ty = 1. . . . .
a) Gréfico de k x Ty x {|T'(i,7)|?) da regiao IV. b) Densidade de probabilidade
|9|? associada aos estados: abl) k = 19,22, Ty = 0; a2) k = 18,6, T, = 0,17;
a3) k = 17,96, Ty — 0,6; ad) k — 17,63, Ty = 0,79; ab5) — ach) k — 16,63,
T, = 1; b2) k = 18,83, Ty = 0,35; b3) k = 18,29, T, = 0,69; bd) k = 17,59,
Ty = 0,9; 1) k = 20,22, Ty = 0; ¢2) k = 19,55, Ty = 0,15; ¢3) k = 18,75,
Ty=0,51; cd) k= 18,19, Ty = 0,87; ¢5) k = 17,501, Ty = 1. . o oo ..
Diagrama com a morfologia da func¢ao de onda associada aos estados do tri-
angulo e retangulo nos extremos Ty = 0 e Ty = 1 para o bilhar (30°,60°,90°).
a) Gréfico de k x Ty x {|T(i,7)|?) para k € [21,30]. As regioes V a VIII sdo
ampliadas a direita para identificar a natureza dos pontos de convergencia.
C representa uma regiao de cruzamento. b) Densidade de probabilidade |¢)]?
associada aos estados; V) al) k = 21,94, T, = 0,086; a2) k = 21,73, T, =
0,212; bl) k = 22,1, Ty = 0,082 b2) k = 21,83, Ty = 0,22. VI) al)
k= 25,08, Ty = 0,298; a2) k — 24,88, Ty = 0,45; b1) k = 25,19, Ty = 0, 304;
b2) k = 24,95, T; = 0,456. VII) al) k = 25,8, Ty = 0,47; a2) k = 25,64,
Ty = 0,612; b1) k = 25,89, Ty = 0,482; b2) k = 25,71, T; = 0,616. VIII) al)
k= 28,23, Ty — 0,058; a2) k — 28,08, Ty — 0,13, b1) k = 28,31, Ty = 0, 064;
b2) k= 28,15, Ty = 0,15. « o oo oo
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4.12 Densidade de probabilidade P(s) dos primeiros 1200 niveis niveis de energia
para valores intermediarios de transmissao. Os histogramas sao construidos
numericamente via MCP enquanto as curvas representam as distribuicoes de
Poisson e Berry-Robnik. . . . . . .. .o

4.13 Estrutura geométrica atribuida ao bilhar retangular com uma diagonal conec-
tando dois vértices. . . . . ...

4.14 Gréfico de k x Ty x {|T(i,7)|?) para § = 22,5°. As regioes claras formando
curvas representam familias de autoestados do bilhar com diagonal permeavel.
As setas indicam esquematicamente como ocorre o processo de variagao de
transmissao na parede diagonal. . . . . . . ..o

4.15 a) Gréfico de k x Ty x {|T'(z,7)|?) da regido I. b) Densidade de probabilidade
|1|? associada aos estados: abl) k= 12,02, T, = 0; a2) k = 11,38, Ty = 0, 15;
a3) k=10,64, T, = 0,5; ad) k = 9,89, Ty, = 0,78; ab) k = 8,24, T, = 1; b2)
k= 11,59, Ty = 0,16; b3) k = 11,16, T, = 0,52; b4) k = 10,86, T4 = 0, 75;
b5) b = 0,87, Ty = L.« o oo

4.16 a) Grafico de k x Ty x {|T'(i,7)]?) da regiao II. b) Densidade de probabilidade
|| associada aos estados: abl) k = 15,74, Ty = 0; a2) k = 14,59, Ty = 0, 225;
a3) k= 14,19, T, =0,38; ad) k = 13,35, T, = 0,735; ab) k = 12,12, T, = 1;
b2) k = 15,57, Ty — 0,245, b3) k = 15,42, Ty = 0,645; bd) k — 15,26,
Ty=0,865;b5) k=14,69, Ty =1. . . . . . . . ... ... .. ...

4.17 a) Gréfico de k x Ty x ([T (4, 7)]?) da regiao 1. b) Densidade de probabilidade
|| associada aos estados: abl) k = 19,13, T; = 0; a2) k = 18,51, Ty = 0, 195;
a3) k= 17,82, 7T, =0,53; ad4) k = 17,2, T, = 0,74; ab) k = 15,52, T; = 1; b2)
k= 18,57, T; = 0,185; b3) k = 18,05, T, = 0,55; bd) k = 17,55, T;; = 0, 85;
b5) b = 16,45, Ty = L. o o o oo

4.18 a) Gréfico de k x Ty x {|T'(z,7)|?) da regiao V. b) Densidade de probabilidade
|9]? associada aos estados: abl) k= 22,49, T, = 0; a2) k = 21,71, Ty = 0, 24;
a3) k — 21,38, Ty = 0,42; ad) k — 20,44, Ty — 0,89; ab) k — 19,72, Ty = 1;
b2) k= 21,87, T; = 0,24; b3) k = 21,38, Ty, = 0,66; b4) k = 20,9, Ty, = 0,92;
b5) b = 20,33, Ty = L. o\ o oo



4.19 a) Gréfico de k x Ty x {|T(i, j)|?) da regiao IV. b) Densidade de probabilidade

|9]? associada aos estados: abl) k = 20,66, T, = 0; a2) k = 19,91, Ty = 0, 19;

a3) k = 19,5, Ty = 0,41; ad) k — 18,28, T, = 0,91; a5) k — 17,46, T; — 1; b2)

k= 20,09, Ty = 0,21; b3) k = 19,69, T, = 0,42; bd) k = 18,56, T4 = 0,91;

b5) k= 17,88, T = L. o oo 126
4.20 Diagrama com a morfologia da funcao de onda associada aos estados do tri-

angulo e retangulo nos extremos T; = 0 e Ty = 1 para o caso (22,5°,67,5°,90°).128
4.21 a) Grafico de k x Ty x {|T(i,7)|?) para k € [30,40]. As regidoes V a VIII sao

ampliadas a direita para identificar a natureza dos pontos de convergencia.

C representa uma regiao de cruzamento. b) Densidade de probabilidade |¢)]?

associada aos estados; VI) al) k = 32,34, T, = 0,5; a2) k= 32,1, Ty, = 0,69;

bl) k = 32,5, T, = 0,53; b2) k = 32,3, T, = 0,7. VII) al) k = 34,08,

Ty =0,3;a2) k= 33,79, T; = 0,45; bl) k = 34,13, T; = 0, 3; b2) k = 33,85,

Ty = 0,45. VIII) al) k = 36,06, T, = 0,53; a2) k = 35,5, T, = 0,59;

bl) k = 36,09, T; = 0,53; b2) k = 35,98, T, = 0,59. IX) al) k = 37,86,

Ty = 0,027; a2) k = 37,78, T, = 0,05; bl) k = 37,93, T; = 0,027; b2)

k= 37.84, Ty = 0,05 .« o o oo 129
4.22 Funcao de escada espectral obtida numericamente via MCP e analiticamente

via Weyl. O ajuste consiste na remoc¢ao de uma das energias duplicadas que

sdo solucdes dos tridangulos superior acda e inferior abca quando a parede ac é

totalmente impermeavel (T3 =10). . . . . . ... ... .o 130
4.23 Densidade de probabilidade P(s) dos primeiros 1200 niveis de energia para

valores intermedidrios de transmissdo. Para a transmissao T; = 0, P(s) ¢é

calculada para os primeiros 492 niveis. Os histogramas sao montados numeri-

camente via MCP e as curvas se referem a distribuicao de Brody para o sistema

com Ty = 0 e a distribuicao de Berry-Robnik para transmissoes intermediarias. 131



5.1

5.2

2.3

5.4

O Método do Contorno de Paredes assume que para a “regido livre” V € RV,
A funca@o de Green é dada por Gg, onde aproriadas condi¢oes de contorno sao
impostas para as bordas Cy de V. Se Cy for infinito, entdo V = RN e Gy ¢é
a funcao de Green para todo o espago livre, situacao usualmente considerada
no MCP. Ao descrever estruturas arbitrarias fechadas (por exemplo, Cy), aber-
tas conectadas (por exemplo, Cs), e abertas desconectadas (por exemplo, Cs)
estruturas de paredes finas — que podem satisfazer condi¢oes de contorno dis-
tintas — como potenciais de parede 4, o MCP é capaz de obter espalhamento
externo e/ou estados internos em termos de uma abordagem de espalhamento
baseada em uma equacao do tipo Lippmann-Schwinger. . . . . . . .. .. . ..
(a) O guia de onda retangular semi-infinito em 2D constituindo o dominio V.
(b) A linha reta C, quando considerada junto com as partes das paredes de V,
pode formar bilhares distintos, como um trapézio, um retangulo (se = 7 /2),
e um triangulo retangulo se L, estiver corretamente definido (em detalhes no
canto superior direito). . . . . . ... L.
O quadrado do médulo de A, equagao (5.32), como fungao de A /L, (com ),
o comprimento de onda incidente ao longo de x) para quatro valores distintos
da transmissdo de probabilidade F; através de C. Aquil = 1 e L, = 1.
Os picos representam os estados quase-ligados associados a existencia de um
lado permedvel da estrutura retangular, quando a amplitude da onda possui
considerdavel aumento. A inser¢do em (a) ilustra que para P, > 0, A nao
desaparece completamente para qualquer valor de \;/L, se P, > 0. A inser¢ao
em (b) exemplifica uma tendéncia, as ressonancias tendem a desaparecer para
A/ L, sendo poucas unidades (em (b) ndo sdo mais observados picos para
MLy >2.T) o
Geometria geral da guia de onda. As dimensoes L, + [, e L, definem a base
a altura da guia, respectivamente. Ajustando a posicao [, e o angulo de incli-

nacao 0 da parede L, sdo obtidos diferentes bilhares. . . . . . . .. .. ... ..



2.5

2.6

5.7

0.8

a) guia de onda formando o bilhar quadrado de lado L, = L =1, com [, =0 e
0 = 90°. b), ¢), d), f) e g) sfo funcdes de onda associadas as energias kM)
kD sdo autovalores analfticos via equacio (2.65). A Fig. e) representa uma
energia fora da ressonancia. . . . . .. .. Lo
a) guia de onda formando o bilhar triangular (45°,45°,90°) com I, = /2,
obtido com L, = 0, e = 45°. Para estes parametros L, = v/2. b), ¢), d) e f)

MCP) LA s30 autovalores analiticos via

autofuncoes associadas as energias k!
equacio (3.2) com I} =1, = 2 ely = L, = /2. A Fig. e) representa uma
energia fora da ressonancia. . . . . .. .. Lo
a) guia de onda formando o bilhar triangular (30°,60°,90°) com [,, = 1, obtido
com L, =0, e § = 30°. Para estes parametros L, = tan[30°]. b), ¢), e), f) e g)

MCP) (A ¢50 autovalores analfticos

sdo autofuncoes associadas as energias k¢
via equagdo (2.69). A Fig. e) representa uma energia fora da ressonancia. . .
a) guia de onda formando o trapézio, sendo a jun¢ao das geometrias do qua-
drado e do triangulo (45°,45°,90°) com [, = 1, obtido com L, = 1, e 6 = 45°.

Para estes parametros L, = 1. b), ¢), d), e) e f) s@o autofungodes associadas as

energias kMYP) A Fig. g) representa uma energia fora da ressonancia.

. 155

. 156



Lista de Simbolos

Capitulos 2, 3 e 4

V)
~—

Vetor posicao da onda espalhada em um ponto s da barreira.
Vetor posicao da onda espalhada no dominio espacial do bilhar.
Permeabilidade da barreira.

Geometria da barreira.

Condicoes de contorno.

Delta de Dirac.

Funcao de onda espalhada.

Hamiltoniano.

Energia.

Numero de onda.

Comprimento de onda.

Potencial espalhador.

Funcao de Green da particula livre.

Onda incidente.

Tangente a superficie I'.

Normal a superficie I

Coeficiente de transmissao.

Coeficiente de reflexao.

Matriz de espalhamento.

Dimensao da matriz de espalhamento T'.

Func¢ao de Bessel de ordem n.

Func¢ao de Neumann de ordem n.

Comprimento de um segmento da discretizagao da barreira.
i Integral sobre os elementos da fungao de Green.

Forma matricial da funcao de onda.

Forma matricial da onda incidente.

Matriz de espalhamento T discretizada.

Matriz identidade.

Perfmetro do bilhar.

Area do bilhar.

> TmmpS >0 92 WX

2

TR e ezl = SANT TS

lp Dimensao das paredes do bilhar.
I Razao entre as dimensoes A e A.
0 Direcao do vetor de onda k.

(x,y) Plano cartesiano.
mxn Numeros quanticos.



N Numero de segmentos de energia de comprimento dj.

ks Numero de onda inicial.

kg Numero de onda final.

l1,15,13 Dimensao das paredes do bilhar triangular.

a,b,c... Vértices do bilhar retangular.

labl, |be], ... Dimenséo das paredes do bilhar retangular.

8 Angulo tan=(lo/1;) e tan='(|bc|/|ab]).

a Angulo tan=Y(1y/1y) e tan™([ab|/|be)).

T, Coeficiente de transmissao na diagonal do bilhar.

T, Coeficiente de transmissdao no contorno externo do bilhar.
Ng Ajuste da dimensao da matriz de espalhamento na parede digonal.
A B, C.. Identificacao das familias de autoestados.

al, a2, bl, b2... Identificagdo dos autoestados das familias A, B....

I 11,... Regites de ampliacao no espaco de fase k x [.

N(E) Nimero médio de estados quanticos.

K Natureza topolégica do bilhar.

Capitulo 5! e Apéndice B

L Operador de Helmholtz.

0 Regido limitada de RV 1.

Een Coordenadas espaciais.

d Grau de separabilidade de & e 7.

o Equacao diferencial linear de segunda ordem.
n Automodos.

F Funcao auxiliar que carrega a dependeéncia £ em (5.9).
Up, € Up Solugoes da equagao associada a (5.10).

kn, Numero de onda na direcao x.

G Funcao de Green.

lej Numeros quanticos.

(x,y) Plano cartesiano.

Lyel, Dimensao da base da guia de onda.

L, Dimensao da altura da guia de onda.

peao Onda incidente.

C Parede discretizada.

0 Angulo que define a forma do bilhar.

t Parametrizacao da parede C.

Ng Numero de estados evanescentes.

Ny Soma para k,, real.

INo capitulo 5 é feita uma breve revisio do MCP usando os mesmos simbolos descritos no capftulo 2.



Apéndice A

Valor médio entre niveis de energia vizinhos.
Densidade de probabilidade de Poisson.
Densidade de probabilidade de Wigner.
Densidade de probabilidade de Brody.
Parametro de Brody.

Densidade de probabilidade de Berry-Robnik.
Parametros de Berry-Robnik.
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Capitulo 1

Introducao

Bilhares e objetivos

O crescimento exponencial que a pesquisa e o desenvolvimento de novas técnicas em ma-
nufatura quantica tem experimentado nas ultimas décadas alavancou o uso intenso de meso
e nanoestruturas em aplicacoes tecnolégicas. Isso é evidenciado pela fabricacao cada vez
mais comum de versoes miniaturizadas de dispositivos encontrados em nosso dia-a-dia [2,4].
Como exemplo, podemos citar o estudo acerca de nanocircuitos cuja funcionalidade atua
como controladores digitais para o movimento de uma perna de robo autonomo em escala
milimétrica, e um nanocircuito analégico para a amplifica¢ao de sinais em um minusculo sen-
sor ou receptor optoeletronico [5]. Dispositivos optoeletronicos contribuiram enormemente
para o progresso tecnolégico nos tltimos 50-60 anos [6]. Hoje, eles também desempenham
um papel fundamental na nanofotonica, que é estimulada pelas limitacoes inerentes aos cir-
cuitos eletronicos e pela demanda por comunicacao mais rapida. Em particular, o campo da
fotonica de nanofios surgiu incluindo a busca por fontes de luz com ajustes em nanoescala [6].
Em nanolasers, por exemplo, uma nova concepcao foi proposta em que a intensidade do laser
pode ser ajustada mediante controle da geometria dos nanoclusters (pontos quanticos de si-
licio) para obter diferentes comprimentos de onda do laser. Tal concepgao oferece aplicagoes
promissoras em dispositivos optoeletronicos avangados [7].

Seguindo essa linha nanotecnolégica, ha também aplicagbes em nanomdaquinas (fabricagao

de sistemas micro e nanoeletromecanicos) [8,9], em nanoprocessadores utilizados em com-
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putadores quanticos [10-12], ou mesmo na constru¢do de pequenos objetos naturais como
nanocavidades fotonicas operando dentro de células biol6gicas individuais [13], cujo método
é atribuido a uma cavidade de cristal fotonico com uma nanosonda celular avancada, ativada
naturalmente, e configurada para fornecer numerosas acoes para deteccao e controle intrace-
lular como, por exemplo, a deteccao em tempo real de proteinas, DNA, mRNA ou miRNA,
deteccao fotoacustica no nivel de uma Unica célula, aprisionamento 6ptico de campo préximo
de biomoléculas e nanolasers completamente imersos por c¢élulas individuais.

A engenharia de tais estruturas elaboradas é geralmente baseada na montagem ou mo-
dificacao de algumas estruturas mais simples, onde fios em escala nanométrica, guias de
ondas, cavidades e ressonadores, implementados por pontos quanticos [14-23] ou nanoca-
vidades [24-27], desempenham um papel central como blocos de construgdo primarios em
estruturas mais complexas. Porém, por mais que o comportamento destes sistemas sejam
bem compreendidos, com sua descri¢ao tedrica seguindo no mesmo ritmo as novas imple-
mentacoes experimentais, variacoes causadas em suas estruturas, as vezes até muito infimas,
podem envolver grandes modificagbes em suas solugdes [4]. Tais solugbes representam os
estados quanticos gerados por estas estruturas. Dessa forma, na construcao de diferentes
contornos e na modificacao estrutural destes, os estados ali presentes passam por alteracoes
na sua morfologia.

Nosso objetivo no presente trabalho serd analisar estruturas baseadas em contornos sim-
ples que seriam modelos para essas aplicacoes e entender os estados eletronicos ali gerados.
A partir de analises tedricas mediante solugbes por técnicas de espalhamento, vamos modelar
sistemas a partir de casos mais simples que podem ser usados em casos mais complexos, em
um esquema ascendente de construcao (bottom-up).

Neste cendrio, daremos enfase ao estudo de estruturas cujo sistema pode ser construido e
modificado baseando-se na modelagem de contornos abertos ou fechados, denominado bilhares
[2,28]. Bilhares sdo modelos matematicos onde uma ou mais particulas se movem em uma
regiao delimitada, colidindo com sua fronteira e/ou com outras particulas [29]. Considere, por
exemplo, o caso de apenas uma particula pontual em movimento uniforme no interior de um
contorno I' € R?, cuja fronteira OI' é a unidao de um niimero finito de curvas regulares onde a

particula colide elasticamente, isto é, os angulos de incidéncia e reflexao de sua trajetéria sao

24



iguais na fronteira. Quando se descreve o comportamento dinamico dessa particula, da-se
o nome de Problema do bilhar para o contorno I'. Ao sistema dinamico, gerado por esta
situac@o, da-se o nome de Bilhar [30]. A determinac¢do da dinamica do bilhar associa-se a
forma da sua fronteira (ou geometria) [31,32], que também define suas simetrias e, a partir
destas, as constantes de movimento [33,34].

A dinamica associada a um bilhar pode ser considerada (i) regular (ou integravel) ou
(i) cadtica (nao-integravel). Um exemplo do caso (i) sdo bilhares compostos por um tnico
grupo de simetria como, por exemplo, geometrias na forma de um quadrado, retangulo ou
circulo [35,36]. Para bilhares cuja dinamica é descrita como uma distribui¢io cadtica dos
niveis de energia, podemos citar para o caso (ii) os bilhares Sinai e estddio de Bonimo-
vich [35-39]. No entanto, nem todos os sistemas possuem dinamica totalmente regular ou
totalmente cadtica. Estudos indicam que alguns sistemas bidimensionais cadticos passam
por uma transi¢ao do estado regular para o caético [40,41]|. Seu espago de fase é misturado
no sentido de que algumas érbitas giram regularmente em torno de toros bidimensionais en-
quanto outras exploram a superficie de energia tridimensional ergodicamente. Por exemplo,
enquanto a distribuicao de niveis no espalhamento de neutrons e prétons por nicleos atomicos
seguem uma dinamica cadtica [42,43], testes estatisticos indicam cardter transicional entre
os regimes regular e cadtico como, por exemplo, na determinacao da dinamica para baixas
energias associada a ntcleos variando de **Na para o #4Am, onde os resultados indicam
regularidade em estados semelhantes a rotacao em nucleos pares e pares, e algumas eviden-
cias de que estados de paridade natural impar ndo sdo completamente cadticos [44]. Outros
exemplos podem ser citados como a andlise das propriedades de flutuacdo das ressonancias
nucleares sob baixas energias [45], d&tomos de hidrogénio submetidos a campos magnéticos
fortes [46], modelos de movimento nuclear em moléculas simples [47], entre outros.

No andlogo classico podemos entender a diferenca entre um bilhar com dinamica regular
e cadtica analisando, por exemplo, as condi¢oes iniciais de uma determinada particula con-
finada. Em bilhares com dinamica regular, mesmo que se provoque pequenas alteracoes na
posicao inicial da particula, esta nao sofrera grandes desvios em sua posterior trajetéria. J&
para um bilhar com dinamica irregular ou cadtica, pequenas alteracoes nas condic¢oes iniciais

da particula podem provocar grandes varia¢oes em sua trajetéria com o passar do tempo [29].
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A dinamica cadtica no bilhar é caracterizada por um expoente de Lyapunov positivo, o qual
mede como as trajetorias incialmente préximas se separam exponencialmente rapido. Para
um bilhar bidimensional, por exemplo, os expoentes de Lyapunov sao quatro nimeros que va-
riam de 1 a 4, que medem o quao “cadtico” o bilhar é, em termos de taxas exponenciais médias
de expansao (e contragao) do espago de fase ao longo de certas diregbes caracteristicas [48].

No problema do bilhar quantico, a busca de informacoes acerca do estado de uma particula
confinada em um certo bilhar com dinamica regular e /ou irregular se faz necessario através das
leis da mecanica quantica. Na teoria quantica, o estado de uma particula em um determinado
sistema € especificado por uma funcao de onda, cujo médulo ao quadrado desta funcao é
interpretado como uma densidade de probabilidade [49,50], ou seja, a distribui¢ao espacial
de uma particula quantica é obtida por uma dada probabilidade de ser encontrada em uma
determinada regiao do espaco.

Para a solucao de problemas de bilhares, procuramos as solucoes estacionarias e indepen-
dentes do tempo da equacao de Schrodinger, que é equivalente ao estudo do problema de
determinacao dos autovalores e dos autovetores da equacao de Helmholtz no interior do do-
minio do bilhar e com certas condi¢oes de contorno [51-53]. No entanto, a determinacao das
solucoes de um certo sistema quantico nem sempre é possivel por vias analiticas, em especial
para sistemas em que a geometria apresenta dinamica caética dos niveis de energia [54]. Na
realidade, apenas uma pequena gama de estruturas admitem solucoes analiticas como, por
exemplo, o bilhar retangular [55], o triangular equildtero [38,56,57], o bilhar triangular reto
(45°,45°,90°) e (30°,60°,90°) [52,56,57|, entre outros. Logo, para estes ultimos, a fun¢ao
de onda associada aos autoestados pode ser medida conhecendo-se os valores das energias de
ressonancia através de equacoes exatas de autovalores. Por outro lado, a maioria dos sistemas
quanticos necessitam de modelagens matematicas mais complexas mediante métodos numé-
ricos, para entao determinar a funcao de onda mais apropriada para um dado autovalor de
energia. Alguns destes métodos para o cdlculo de problemas de fronteira ja foram implemen-
tados na literatura, podemos citar o mais importantes: boundary integral method (BIM) [58];
expansion method [59]; teoria de perturbagao [60]; boundary element method (BEM) [61];
scaling method [62].

Para o presente trabalho, iremos adotar como ferramenta para o céalculo numérico o Mé-

26



todo do Contorno de Paredes (MPC) [63]. Proposto na década de 90, o MCP ¢é particu-
larmente distinto na forma como trata as condic¢oes de contorno, que podem ser Dirichlet,
Neumann, mistos ou Robin, como também para contornos permedveis [64]. No MCP, as
fronteiras espaciais conectadas ou desconectadas, abertas ou fechadas do sistema sao vistas
como limites de paredes nitidas (por exemplo, as paredes representadas nas figuras 1.1a, 1.1b,
l.1c e 1.1d). Com base no MCP podemos identificar, por exemplo, conjunto de autoestados

decorrentes de mudancgas continuas a parametros geométricos associados ao sistema [63,65].
b) /w
N

U

Figura 1.1: Exemplos de possiveis formatos da barreira espalhadora: a) bilhar triangular
(curva fechada); b) curva aberta; ¢) curva desconexa; d) ressonador aberto.

a)

'V

Para obtermos os autoestados relativos a um bilhar qualquer, necessitamos da matriz T,
a qual “constréi” o estado espalhado apds interagir com a fronteira. T é um operador escalar
que ¢ funcio da energia I considerada (ou equivalente nimero de onda, k?) e da geometria
do bilhar. Um fato importante é que os valores exatos de energia para o cdlculo da funcao
de onda podem ser identificados diretamente a partir de 7. Em outras palavras, podemos
investigar relagoes entre o parametro geométrico relevante a alguma estrutura ou sistema e
o espago de energia sem a necessidade de calcular explicitamente a fungao de onda [65,66].
Um método numérico simples e eficiente para obter T' e as fun¢oes de onda serd descrito na
Sec. 2.5.

Alguns trabalhos ja foram realizados tendo como ferramenta a utilizacao do MCP. No
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estudo levantado na referéncia [1], foi proposto a incorporagao de um filme de méscara de
metal (aluminio) no layout de um sistema que fosse capaz de aperfeigoar o aprisionamento de
luz em dispositivos fotovoltaicos organicos. O dispositivo fabricado consiste numa geometria
do tipo sanduiche, onde a mascara ¢é adicionada entre o eletrodo transparente e a camada
ativa. Um aspecto eficaz na captura da luz dentro do dispositivo para melhorar a captacao
de luz é escolher adequadamente os valores de d e assim obter um maximo de luz possivel
na camada de polimero ativo e, uma vez la, minimizar a fuga de fétons da regiao. Para
essa escolha, foi abordado o problema de espalhamento bidimensional do MCP associado a
uma onda plana que se propaga ao longo da direcao 4z incidente na estrutura dos orificios
(Fig. 1.2a), e, em seguida, formando um padrao de estado estavel dentro da cavidade. A
Fig. 1.2c mostra a densidade das distribuicoes |¥(x, 2)|? de campos simulados na regiao (em

torno de um orificio de mascara) indicados na Fig. 1.2b, para uma onda plana incidente com

A= d = 500 nm.

incident light

reflective plate region of the active layer

multiple passeé (reflections)

\
\

Figura 1.2: a) Representagao esquemadtica do comportamento da luz na se¢do do plano x
— 2z do dispositivo. b) Estrutura geométrica do orificio de largura d. ¢) Densidade das
distribuigoes de campo simuladas |W(zx, z)|*. Fonte: [1].

No trabalho desenvolvido na referéncia [2], é mostrado a versatilidade do MCP para estu-
dar as propriedades de transmissao de dispositivos modelo. I considerado um bilhar aberto

na forma de um acoplador direcional que consiste em dois canais de entrada, uma regiao de
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interacao e dois canais de saida, como mostrado na Fig. 1.3a. Essa estrutura possui os ele-
mentos basicos de varios dispositivos praticos, como interruptores e portas légicas. A partir
da dependencia de aspectos geométricos da estrutura, foi analisado o desempenho da chave
de energia mediante a captura das principais caracteristicas do espectro de transmissao me-

diante os elementos da matriz T’ de espalhamento. As figuras 1.3b-e mostram alguns graficos

Figura 1.3: a) Representacdo esquemadtica do acoplador direcional estudado, composto por
dois canais de entrada, uma regido de acoplamento e dois canais de saida. b-e) densidade da
fungao de onda |W|2. Fonte: [2].

de densidade da funcao de onda |¥|? da estrutura do acoplador. Os resultados indicam que o
MCP identifica claramente as ressonancias de transmissao e produz uma medida precisa da
divisao dos modos ressonantes pelos canais de saida, de tal forma que os primeiros modos de
transmissao de baixa energia podem ser comutados para canais de saida distintos, com o de-
sempenho de comutacao dependendo de parametros geométricos do dispositivo. Tal controle

destes parametros é fundamental para atingir diversas fun¢oes de manipulagdo de energia
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como, por exemplo, operacoes de circuitos légicos. Dentre as aplicacoes citadas acima, o
MCP tem sido empregado também em muitas abordagens distintas, como para a investiga-
¢ao de ondas de matéria [67-69|, processos épticos [66,70,71] e na descri¢cao de propriedades
nanoestruturadas (2,65, 72].

Nosso objetivo aqui é dar continuidade aos avancgos no estudo de problemas de fronteira no
ambito tedrico, modelando sistemas cujo principio se aplica a bilhares quanticos de geometrias
poligonais simples. Analisando o comportamento quantico das energias de ressonancia, bem
como as funcoes de onda associadas as estas energias, faremos uma ampla varredura no
aspecto que leva em conta as variacoes geométricas e de permeabilidade destes poligonos,
somado a influencia destas variacoes diante da morfologia dos autoestados.

No capitulo 2, vamos apresentar o desenvolvimento tedrico e numérico do MCP. A seguir,
iremos aplicar o método numérico para confrontar com os resultados analiticos ja existentes na
literatura. Com isso, pretendemos dar uma visao de confiabilidade em relacao a aplicabilidade
do método.

No capitulo 3, iremos dar inicio as discussoes a respeito das solucoes do bilhar triangular
reto como mostrado na Fig. 1.4. Este bilhar, por possuir uma pequena gama de geometrias
que oferecem solucgoes analiticas, necessita de uma abordagem numérica que admite solucgoes
por técnicas de espalhamento. Utilizando o MCP, mostraremos a dependéncia da matriz T’
com o angulo [ e a energia F do sistema. Em posse destas informagoes, buscamos a dinamica
dos autoestados decorrente da variacao dos parametros geométricos do bilhar, bem como a
morfologia da func¢ao de onda, estados degenerados, repulsao de niveis e etc.

Sabemos que o triangulo reto possui duas configuracoes angulares que o classifica como
um poligono regular, que sdo os casos (45°,45°,90°) e (30°,60°,90°) [56]. Através da variacao
dos angulos internos mediante [, vamos obter informacoes do comportamento das solucoes
quanticas na regiao de transicao entre um bilhar regular e irregular. O estudo é feito tanto
pelas ferramentas mais tradicionais, como a estatistica de niveis, como também observando
as caracterfsticas espaciais das autofungoes a partir da sua morfologia. A determinacao das
autoenergias é feita utilizando a matriz 7', uma vez que esta carrega informagcoes das energias,
assim como das geometrias, que sao variaveis neste problema.

No capitulo 4, as mesmas técnicas de espalhamento descritas acima serao utilizadas para

30



Figura 1.4: Geometria geral do triangulo reto com dimensoes definidas pelo angulo

descrever as solucoes quanticas do bilhar retangular composto por um segmento de reta conec-

tando dois vértices, como descrito na Fig. 1.5. Vamos obter as propriedades da matriz T" em

Figura 1.5: Geometria retangular com um segmento de reta caracterizando a diagonal do
sistema.

funcao do espaco de parametros de energia e permeabilidade quando mantemos as paredes do
contorno externo com permeabilidade préxima de zero, enquanto a diagonal apresenta-se sob
permeabilidade varidvel. A partir da construgao da matriz de espalhamento, calculamos os
autoestados associados para identificar a morfologia associada a fun¢ao de onda. A diagonal
ird definir, junto com a atribuicdo do comprimento da base, as dimensoes do retangulo. Para
o nosso estudo de caso vamos considerar duas geometrias, a primeira descreve o retangulo
com diagonal que define dois triangulos (30°,60°,90°) conectados pela mesma hipotenusa,
e a segunda, teremos dois triangulos na mesma disposicao mas descritos pela configuracao

angular (22,5°,67,5°,90°).
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Os dois trabalhos listados acima exibem em sintese o mesmo objetivo, que é fornecer
elementos que nos levem a identificar como a funcao de onda se comporta diante de pequenas
perturbacoes no sistema, sejam elas através de modifica¢oes nos parametros geométricos do
bilhar triangular ou por variacoes nos parametros de permeabilidade na diagonal do bilhar
retangular. Também em ambos os casos, as solugoes sao avaliadas em regioes que compre-
endem bilhares com dinamica regular e irregular. No bilhar triangular, a fun¢do de onda
serd obtida para geometrias com € [44°,46°] e § € [29°,31°]. Para o retangulo, a diagonal
sera, constituida de uma barreira de potencial contida dentro de limites de permeabilidade
de tal forma que, para uma parede totalmente impermedavel, as solucoes descrevem a dina-
mica regular e irregular associada ao bilhar triangular (30°,60°,90°) e (22,5°,67,5°,90°) [73],
respectivamente, enquanto no limite superior, para uma parede totalmente permeavel, as so-
lugbes descrevem a dinamica regular do retangulo. Além disso, devido a relativa escassez de
dados na literatura que mostram a funcao de onda de sistemas cadticos, esperamos encontrar
em tais sistemas aspectos que concedam um bom grau de originalidade em nossos resultados,
possibilitando assim a producao de artigos cientificos.

Ao final dos capitulos 3 e 4, faremos uma abordagem quantitativa para determinar a
dinamica associada ao bilhar triangular sob diferentes geometrias, assim como para o bilhar
retangular com diferentes valores de permeabilidade. As distribui¢oes que serao usadas para
esta finalidade encontram-se listadas no Apéndice A.

Por fim, vamos dedicar o capitulo 5 para considerar alguns obstaculos que surgem na
aplicabilidade do MCP. Abordamos uma maneira alternativa de explorar fun¢oes de Green
distintas mediante escolhas de potenciais de barreira. Com isso, aumentamos a versatilidade
do MCP ampliando a busca por solugoes analiticas, como também diminuindo a exigencia
computacional ao simular sistemas sob altas energias como, por exemplo, sistemas formados
por guias de ondas. Dessa forma, com a escolha de um potencial apropriado, vamos deter-
minar protocolos que facilitem a obtencao de func¢oes de Green, e a partir destas, simplificar

analitica e numericamente a implementacao do MCP.
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Capitulo 2

Desenvolvimento teorico do MCP

Métodos de espalhamento para a solucao da equacao de Schrédinger aplicados em geometrias
abertas ou fechadas sao obtidos de muitas formas. Tanto curvas abertas como fechadas
podem ser vistas como barreiras de energia potencial. Em curvas abertas, a particula enxerga
a barreira e nela é espalhada e, em algumas situagoes, também pode ser aprisionada (Fig.
2.1). Em curvas fechadas, a particula além de ser aprisionada na parte interna, também
pode ser espalhada na parte externa. Bilhares considerados como contornos fechados podem
apresentar duas solucoes distintas, isto €, solucao interna e solucao externa. Nos métodos de
espalhamento mais tradicionais, as solug¢oes sao encontradas separadamente, para cada regiao
em particular. Entao, para obter uma solucao completa, se faz necessario obter solugoes para
as regioes interna e externa do bilhar.

O MCP traz uma maneira alternativa de se obter solucoes de espalhamento para paredes
arbitrarias, oferecendo a possibilidade de encontrar a solucao da funcao de onda, a partir de
cada nimero de onda k, para qualquer ponto no dominio espacial do bilhar, ou seja, nao
havendo necessidade de uma equacao integral “interna” e uma equacao integral “externa”.
Neste capitulo iremos discutir a teoria desenvolvida e os métodos numéricos para descrever o
MCP. Tanto o desenvolvimento teérico quanto o numérico sdo baseados nas referéncias |74]

e [75)].
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Regiao Externa

Regiao Interna
o et

Figura 2.1: Bilhar com regioes interna e externa de contorno I'. As linhas tracejadas indicam
a dinamica de uma particula sob o efeito de espalhamento.

2.1 Escolha do potencial espalhador

E necessdrio ter um método que fornega (i) as solugoes corretas em cada regiao da fronteira do
sistema e que também (ii) disponha de solugdes bem determinadas quando um determinado
comportamento assintético for imposto a partir dos limites da fronteira. As propriedades
(i) e (ii) sdo instrinsecas a teoria de espalhamento sendo que, na teoria de espalhamento
independente do tempo (¢ — o), o comportamento assintético (r — oo) estd incorporado
na funcao de Green livre, enquanto a dispersao ocorre fora de um potencial.

Para resolver um problema de fronteira por teoria de espalhamento, é necessdrio obter um
potencial espalhador que reproduza as condicoes de fronteiras devidas ao sistema em estudo.
No método de espalhamento por paredes, a funcao de onda da particula interage com o
potencial somente sobre os pontos que pertencem ao contorno I' da barreira espalhadora.
Para o restante do espaco, a funcao de onda descreve o movimento de uma particula livre.

Entao, vamos considerar um potencial do tipo “d-parede”

V(r) = /Fd87(8)5(77— m(s))la(s) + (1 = a(s))drs) (2.1)

onde a integral é calculada sobre a superficie I'. O ponto s é um ponto localizado sobre
a barreira. Os coeficientes v(s) e a(s) sdo termos independentes. O primeiro descreve a
permeabilidade e o segundo a condicao de contorno de I'.

Tomando o limite v(s) — oo em (2.1) sobre a fun¢ao de onda % (7) em um ponto s de I'
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temos

a(s)P(r(s)lr + (1 = a(s))das ¢ (7(s))[r = 0. (2.2)

A igualdade acima descreve um efeito de parede rigida ou impenetrével. Para valores de ~(s)

finitos, o espalhador terd efeito de parede permedvel. Tomando a(s) = 1 em (2.2) temos

Bl = 0, (2.3)

que € a condi¢ao de contorno de Dirichlet. Dada a integral sobre 0 e a acao de V somente em
I, tal potencial pode ser utilizado para representar o problema de fronteira em um calculo de
espalhamento por uma geometria qualquer descrita por I', com suas condicoes de contorno

determinadas por a e .

2.2 Desenvolvimento analitico

Partimos do pressuposto de que nosso Hamiltoniano possa ser escrito como
H(R) = Ho(F) + V (7), (2.4)

onde Hy = (—h?/2m)V? é o hamiltoniano que representa o operador de energia cinética da
particula livre. Considere a equacao de Schrédinger para um sistema d-dimensional indepen-

dente do tempo,

H(ryp(r) = E(r) (2.5)

Substituindo (2.4) em (2.5) fazendo £ = (h?/2m)k?, V(7) = (h?/2m)U(7) e reescrevendo
para U(r), obtemos
(V2 + E)(F) = UF)(). (2.6)

A equagao (2.6) representa a equacdo diferencial de espalhamento para um potencial
arbitrario U(r). Vamos resolve-la transformando a equagao diferencial em uma equagéo

integral. Este método é conhecido como método da fungao de Green. Admitimos entdao que

35



para (2.6) existe uma fun¢ao Go(7) tal que
(V2 + k) Go(7; k) = 8(r). (2.7)
Qualquer fungao (), de uma onda plana incidente ¢(7), que satisfaga

() = o) + / 07 Gy (7, 7, k) U (7Y (7), (2.8)

com (V2 + k?)p(r) = 0 e Gy sendo a funcio de Green da particula livre, obedece a (2.6).
A equagdo (2.8) é chamada de equacdo de Lippmann-Schwinger [50] e representa a forma
geral da funcdo de onda. A partir desta, mediante a escolha de um determinado potencial
U, que se constroem diferentes métodos para a determinacao das solugoes dos problemas de
fronteira.

Vamos introduzir agora o potencial da equagao (2.1) com a(s) = 1. Com esta atribuicio,

garantimos que a particula esteja sujeita a condicao de fronteira de Dirichlet,

V() = / ds()5(7 — 7(s)), (2.9)

onde a integral é calculada sobre I', com esta sendo uma superficie conexa ou desconexa. 7{s)
¢ o vetor posicao do ponto s sobre I' (Fig. 2.2) e v(s) é a intensidade com que o potencial
atua sobre a particula em cada ponto s da barreira. Claramente, o potencial V (7) se anula
para qualquer 7 que nao pertence a I', 7 7(s).

Inserindo a equagio (2.9) em (2.8) e fazendo h?/2m = 1 vamos ter

B = o) + / 07 Gy, 73 k) { / dsy(8)6(F — 7(5)) | (). (2.10)

Usando a propriedade de filtragem da Delta de Dirac na integral de volume sobre 7 temos

() = o(r) + /dS"V(S')Go(F, (') k) (r(s')). (2.11)

Para esclarecer o significado fisico de v na equagao (2.9), consideramos o caso bidimensi-

onal com I' sendo uma parede arbitraria como mostra a Fig. 2.2. Também, para simplificar,
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decompomos a onda incidente escrevendo-a da seguinte forma

r(s)

Figura 2.2: Sistema de coordenadas ¢ — n “localmente separavel” no ponto s em I'.

o) = [ Ehelreetn), 2.12)

onde o(7) = (27)Lexp(ik - 7).

Para um ponto particular s em I', definimos um sistema de coordenadas ¢ — n onde
os eixos t e n sfo a tangente e a normal a ', respectivamente. Para s = (xs,ys), p() =
(2m)texpli(koxs + kyys)| = (2m) Lexpli(kits + knns)], com k¢ e ky, sendo as componentes de k
no sistema ¢ — n. Podemos considerar o nosso potencial em s como separavel, sendo ¢ uma
funcao unidimensional v,0(n — n) ao longo de n, e zero ao longo de ¢. Portanto, o termo
explikits] da onda plana incidente yp néo interage com o potencial. No entanto, o termo
explik,ns| interage com o potencial ¢ dividindo-se em dois ao longo da dire¢éo n.

No ponto s, uma parte é transmitida através de I' com transmissao T = 4k?/(4k? +~(s)?)
e a outra ¢ refletida com reflexao R = v(s)?/(4k* + v(s)?). A obtengao detalhada dos
coeficientes T e R pode ser encontrada na secao I1IB da referéncia [63]. |7 (k,v(s))|* nos
fornece a probabilidade da onda plana (de nimero de onda k), perpendicular a I' em s, ser

transmitida através de s. No limite v — oo, a probabilidade de transmissao nos mostra que
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|7 (k, 00)|> = 0, e dessa forma (F) se anula sobre a barreira, satisfazendo entao (2.9). Para
o caso em que v — 0 temos |T(k,0)|> = 1, probabilidade méxima de transmissio.

A principio, no capitulo 3 em que descrevemos as solugoes do bilhar triangular, iremos
admitir v constante sobre a barreira. No capitulo 4 tomaremos a permeabilidade varidvel na
diagonal do bilhar retangular. Mas para a deducao aqui realizada, vamos considerar somente
v = const. Fssa escolha nao afeta o entendimento do método, tendo em vista que o caso em
que v varia apresenta complicagoes adicionais que podem ser evitadas. Observando (2.11),

podemos escrever ¢(7) como

o(F(s0)) = / 0.7 (85, 50)8((50), (2.13)

onde, por definicao,
T'y_l(sby Sa) = 6(Sb - Sa) - VGO(F(Sb% F(Sa); k)) (214)

a qual satisfaz (2.11). A expressdo (2.13) representa uma onda incidente ¢ que interage com
um ponto s, sobre a barreira de potencial V. Entao, a matriz T “propaga” esta interacao no
ponto s, até s,, também da barreira, na qual uma funcao de onda v é espalhada, ou seja,
os elementos da matriz T representam a probabilidade de uma particula incidir em s, e ser
espalhada em s,. Assim, (2.13) oferece a possibilidade de obtermos a onda espalhada ) sobre

a barreira em fungao de elementos conhecidos como as quantidades T e .

Substituindo (2.14) em (2.13) temos

(7)) — / dsab(s5 — 5 )0(F(sa)) — / A5y Go(F(5), F(sa): ) (F(sa)).  (2.15)

Aplicando a propriedade de filtragem da funcdo § para o primeiro termo do lado direito da

expressao acima, e reescrevendo para 1, teremos

(7 (sp)) = (7 (sp)) +7/FdsaGo(F(sb)f(Sa); k)Y (r(sa)). (2.16)

A expressao (2.16) calcula ¢» em um ponto s, sobre a barreira espalhadora I'. Sendo Go(7(sy),
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7(84)) = Go(11(s4),7(sp)) vélida para qualquer condi¢do de contorno [76], entao pela defini-
cao de Tﬂf_l(sb, $,) vemos que esta é simétrica na troca s, <> s,. Um detalhe interessante
sobre a expressdo (2.16) é que, como ja mencionado, teremos uma transmissdo maxima caso
consideremos 7 igual a zero, pois o segundo termo se anula e assim ¥(7(sp)) = @(7(ss))-

Podemos escrever T, por meio das seguintes relagoes

O(sp— 84) = /dscTy(sb, SC)T;l(sc, 8 ) = /dscTﬂ{_l(sb, 8o ) TekSe s 8 (2.17)
r r

A troca de T, por T 1 ¢ possivel devido a natureza simétrica de Gy. A partir das relacoes
acima podemos desenvolver uma expressao para ¥ (7) que seja funcao de T, (sp, s,). Entéo,

vamos aplicar 1% (s., sp) nos dois lados da equagao (2.13) e integrar em ds;, da seguinte forma

/dstﬂ,(sc,sb)w(F(sb)) = /dsb/dsaTﬂ,(sc,sb)T;l(sb,sa)w(F(sa)). (2.18)

Usando (2.17) na tltima equagdo temos (tomando cuidado com a troca dos indices a, b e ¢)

/dstﬂ,(sc,sb)go(F(sb)) = /als&é(sC — 8a)U(1(84))- (2.19)

Resolvendo a integral do lado direito usando novamente a propriedade de filtragem, segue
que

w%m/mmm@mww» (2.20)

Substituindo a equagdo acima no integrando de (2.16), finalmente temos

07 = o)+ 7 [ [ dndsaGolF o) T (1,5 ) (2.21)

A equagdo (2.21) calcula, em um ponto qualquer do espacgo 7, a fun¢do de onda (1)
de uma particula que interage com um bilhar de permeabilidade finita e constante v e com
a forma definida por I'. Essa caracteristica evidencia uma grande vantagem do MCP em
relacao a outros métodos de espalhamento, pois através deste método, obtemos as solugoes
dos autoestados na regiao interna e externa de um bilhar fechado com apenas um calculo,

enquanto em outros métodos, as solucoes sao obtidas separadamente para cada regiao que
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se estd analisando. A Fig. (2.3) mostra esquematicamente um dos passos do processo de

espalhamento pelo MCP, com s, e s fixos.

a)

Figura 2.3: Processo de espalhamento na regiao a) interna e b) externa ao bilhar. A soma
de todas as contribuicoes deste tipo levam a onda espalhada observada no ponto 7

Ainda nos resta buscar uma solugdo completa de (7). Para isso, vamos encontrar uma

forma prética de resolver 7). Usando a defini¢ao de 77" (sp, sa) em (2.17), temos

sy — ug)= / dseT (5, 56) [6(5e — 8a) — 1Go((50), 7(s0); )]

/ d5,T, (50, 50)8(50 — 5a) — / ds.T, (85, 567 Gol(F(s2), 7(5a); k). (2.22)

Usando a propriedade de filtragem da funcao delta no primeiro termo da expressao acima e

isolando T, (s, s,) temos

T (50, 50) — 85y — 50) + /F ds, T (50, 5)7Go(F(s0), 7(50); k). (2.23)

Podemos resolver a expressao acima usando o método de Séries de Neumann [77|. Entao

T (sp, sq) € calculada em fun¢do de uma série de integrais de Gy

T, (sp, Sq) = 0(Sp — Sa) + ZTASJ Sby Sa), (2.24)
J=i
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onde

Tf/j)(sb,sa) = fyj/dsl...dsj_lGo(F(sb),F(sj_l);k)GO(F(sj_l),F(sj_g);k)...
X ..Go(T(82), 7(s1); k)Go(7(81),7(84); k). (2.25)

A expressdo (2.21) calcula a fun¢do de onda espalhada para uma parede arbitréria de
permeabilidade finita v. Todavia, podemos obter uma solucao de ¢ levando em consideracao
uma parede de permeabilidade infinita, v — oco. Primeiramente, vamos analisar a relacao
desse limite na primeira igualdade de delta na equagao (2.17) usando a defini¢ao de 7. Lde

(2.14), entao

d(sp — Sa) = /FdscTﬂ,(sb, $:)[0(se — 8a) — YGo(7(8e), T(84); k)] (2.26)

Calculando a integral da funcao Delta no primeiro termo

0(sp — 8a) = T (Sp, Sa) — /FdscfyTﬂ,(sb, $:)Go(r(se), ™(84); k)

= LG5 + / dse [T (50, 5:)] Go(F(se), 7(50): k). (2.27)
Y r

e tomando o limite v — oo, teremos

d(sp—84) = lim = (_ryTy(sb,s&))} +/Fdscﬂfli_)rrolo [(—=YT5(Sp, S¢))] Go(7(s¢), 7(s4); k). (2.28)

Yoo | —7y

Na equag@o acima, o primeiro termo que corresponde a Y1 (sp, Sa)(Sp # Sq) Na0 pode

divergir no limite v — oo, pois ao multiplicarmos (2.20) por =, isto é,

T (F(sp)) = / A4 YT, (5 50)] @(F(50): ), (2.29)

o termo Y1 (sp, s.) para v — oo deve ser finito para que seja possivel calcular a solucdo de

(2.16). Por isso, vamos definir T'(s, s,) = im0 Y15 (6, S4) € (2.28) se reduz a

d(8p — 84) = /FdscT(sb, $:)Go(r(se), 7(84); k). (2.30)
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Para encontrar a expressao de ¢(r) para quando 7 — oo, tomamos esse limite em (2.21),
logo
o) = o)+ [ [ dsds, ol s ) im BT Gsno ) Fls)). (230)
rJr &0

Lembrando que Gg e ¢ nao dependem de . Usando a defini¢ao de T'(sy, s,) teremos
D7) = p(F) — 0" (),

A7) — /F /F dsoddsaGolF, 7(s0): k)T (50, 50)0(F(sa)- (2.32)

A equagao (2.32) nos fornece a solu¢ao da fungio de onda % em todo o espago apds ser
espalhada por uma barreira impermedvel.
Podemos deduzir da equagdo (2.32) que a mesma satisfaz as condigdes de contorno de

Dirichlet. Fazendo 7= 7(s) temos

B(S)) = plF(s)) — / / dspdlsaGo(F(s), 7ss): KT (50, 50) 0(F(sa). (2.33)

A integral do segundo termo pode ser reescrita utilizando a rela¢ao da fungao delta descrita

em (2.30), logo
P((s)) = o(r(s)) — /Fd8a5(8 — 8a)@(7(sa)), (2.34)

e resolvendo a integral

P((s) = @(r(s)) — ¢(r(s)) = 0. (2.35)

A partir dos resultados acima, vemos que o fator chave no MCP ¢ a introducao da matriz
T, que para as condi¢oes de contorno de Dirichlet é obtida a partir da equacdo integral
(2.30). Esta ultima revela um aspecto muito interessante do método. Formalmente podemos
escrever (2.30) como Ir = TGy = GoT, onde Ir e Gy sao restrigoes dos operadores de
identidade e da funcdo de Green livre na fronteira I'. Logo, T = Gg' é o operador associado
a matriz T definida somente em I'. Portanto, fisicamente podemos interpretar a solucao
() = () — o'T(F) considerando o principio de Huygens. ™) (7) em qualquer ponto 7 se
acumula a partir das “fontes pontuais” ao longo da “frente de onda” I'. Uma fonte pontual

inicialmente em s, se propaga livremente — mediante Gy — em dire¢@o ao ponto final 7 (ver
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Fig. 2.3). Logo, ©'7)(7) resulta de todas essas contribuices. Por sua vez, cada fonte pontual
em s, provém da onda incidente v, que foi espalhada por todo o contorno. Para um certo s,,
a matriz 1" propaga p(7(s,)) até o ponto s, [75].

Outro aspecto importante do método é a singularidade de T'(sp, s4; k) na diagonal principal
Sp = 84 Fsse fato é uma consequéncia direta da defini¢ao da matriz T, dado por (2.30),
que por conveniéncia vamos reescrevé-la da seguinte forma, [ dsGo(7(sp), 7(s))T (s, 8a) =
d(sp — 84). Primeiro, notemos que a integral diverge somente quando s, = s,. Também, essa
é a Unica situacao pela qual os argumentos de Gy e T podem simultaneamente coincidir como
uma variavel de integracdo s calculada sobre I' [75].

A resolugao analitica de T pode ter um alto custo matematico dependendo da forma do
bilhar que estamos analisando. No entanto, na secao 2.4, iremos desenvolver um algoritmo

eficiente na busca por solucoes em qualquer barreira espalhadora.

2.3 Aspecto analitico em bilhares

Nesta secao iremos mostrar como o MCP atua em bilhares quanticos caracterizados por uma
curva fechada I" com condi¢oes de contorno de Dirichlet. O método é capaz de obter solucoes
de espalhamento na parte externa ao bilhar e os autoestados na parte interna usando apenas
uma expressdao. Em outras palavras, para qualquer energia, a expressao (2.32) calcula os
autoestados corretos de espalhamento na parte externa. Para a parte interna, (2.32) fornece
os autoestados exatos desde que a onda incidente ¢ tenha a autoenergia correta do problema
e que algumas condicoes de contorno sejam satisfeitas, caso contrario a funcao de onda v
resultante é nula.

Vamos considerar um bilhar qualquer com contorno I' e com a origem sempre na sua
regido interna (2.4). Dessa forma, um ponto s em I' pode ser parametrizado por (7(0s), 0s)
no qual 0 < @, < 2.

Abaixo seguem algumas expressoes que serao utilizadas nas nossas andlises.

(i) A funcdo de Green livre em duas dimensdes por ser escrita como

Go(7, To; k) = (46) "V HSP (k|7 — 7)), (2.36)
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Figura 2.4: Curva formando um bilhar I" convexo. Os pontos sobre I' sao parametrizados
por 6.

onde H,(£)(z) = J.(2) £ iN,(2) com .J, e N, sendo as fun¢oes de Bessel e Neumann de
ordem n. Vale lembrar que N, (z) possui divergencia logaritmica para z — 0 [75].
(i) Se |rg| < |r] vamos ter [75]

n—-+oo

HED(kIF = 7o) = D dulio; K)RSD (7 k), (2.37)
onde ¢, (70; k) = Jn(kro)exp|—inby) e hfzﬂ(f'; k)= Héi)(kr)exp[mﬁ].

(iii) Considere que 7,(6) é¢ um vetor posi¢ao de um certo ponto s, em I'. Se s, nao for
um canto (vértice), existe sempre um sistema de coordenadas no qual, para qualquer 7.(0.)
em I', 7(0,) < 7.(6.). De fato, devemos apenas considerar o ponto s, como sendo a normal
a superficie e entdo colocar a origem do sistema sobre algum ponto do seu prolongamento.
Por outro lado, se s, for um vértice, a relacao acima pode ser violada, pois existem pontos s,
que sempre estao mais préximos da origem que s,. Entao, para a relagio descrita por (2.30),
podemos assumir que 75(6) < 7.(0.). Usando Hé+> em (ii), multiplicando ambos os lados

por ¢(r,) e integrando sobre ¢, encontramos

sk = 3 (g [ [ oD GRT 00000 ) duisk). (239
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Sendo a expressio acima vélida para todo [, logo [75]

1 S o —
<47 /F /F A0, d0.hS (7o )T (0., 00) i (T k)) =5, (2.39)

(iv) Qualquer funcao bem comportada definida em todo o espaco R? pode ser expandida
em termos do conjunto ¢, (k) definido em (ii). Como ¢ obedece a equagao de Schrodinger
para a particula livre, podemos escrever (75 k) = > .o (7 k). Vamos dividir ¢ em uma

soma de duas partes

P(Fk) = endn(F k) + > cntpnl(7i ). (2.40)

O primeiro termo representa o nimero maximo dos termos da série original que, quando
somados, anulam-se identicamente sobre todos os pontos de I'. Por consequeécia, o segundo
termo nao pode ser zero sobre toda a barreira, tendo em vista que obtemos a solucao trivial

(75 k) = 0. Se nenhuma subsérie se anula em I, entdo o conjunto {p} é vazio [75].

2.4 Solucao interna e mecanismo de filtro

Vamos procurar na regido interna ao bilhar a solu¢do da func¢éo de onda () para cada
7= (r,0). Consideremos entao que, para um um dado 7, temos um sistema de coordenadas

tal que r < rp(6p) para um ponto s, pertencente a I'. Usando (2.37) em (2.36),
Go (7T k) = (407" Y GulF KR (7 ). (2.41)

e substituindo este resultado e a equagio (2.40) em (2.32), temos

_ AN =, i (7. ;
50 = T b ) = el (42. | [ o, i k)T(eb,ea,m) x

X <Z CngSl(Fa; k) + Z CZQZSZ(FCL; k)) . (2.42)

Caso I = k? ndo corresponda a nenhuma das autoenergias do bilhar, entao o termo com o

conjunto p deve ser nulo. Caso contrario, este mesmo termo resolve a equacao de Schrédinger
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e satisfaz corretamente as condi¢oes de contorno. Dessa forma E é um autovalor.

Fazendo 3, ci¢i(7; k) = 0 em (2.42) e usando (2.39), teremos
G = ag(F) =Y ap(P). (2.43)
{ l=q

Nao ha autoestados internos quando £ é diferente das autoenergias do bilhar, pois como
p = 0, o conjunto ¢ engloba toda a expansao de ¢(r) e por isso ©(r) é nulo para qualquer
ponto da regiao interna da barreira.

Se E é um autovalor do bilhar, v pode, ou nao, ser separado. Caso essa separaciao nao
possa ser feita, novamente o conjunto p é vazio e a funcao de onda se anula. Considerando

que a separagio possa ser feita, entdao a equagao (2.42) toma a seguinte forma
() = (P = ap(P) = an(P). (2.44)
l=q I=p

Onde obviamente temos uma solucdo para o problema interno.
Vemos que a integral de ¢ (7) atua como um filtro, “removendo” qualquer parte da onda
incidente que se anula no contorno de I'. Entao basta atribuir a forma correta de ¢(r: k) e

sua energia para encontrarmos os autoestados corretos do sistema.

2.5 Tratamento numérico

O célculo analitico da matriz T" nem sempre é possivel quando levamos em conta o formato
do contorno que estamos analisando. Esse problema pode ser resolvido quando derivamos um
método numérico que calcule a matriz T’ sobre qualquer barreira, seja ela regular ou irregular.
O objetivo do MCP é calcular T' sobre uma barreira espalhadora I" para logo em seguida ser
inserida na expressdo (2.21). Assim, obtemos a fun¢io de onda em todo o espago definido
por 7

A Fig. 2.5 mostra um bilhar irregular de contorno I' com parede permedvel (v finito)
e perfmetro dividido em N segmentos de igual comprimento, [I'j];-123. . n. A integral de

volume ¢ calculada sobre cada elemento j em (2.21) da seguinte forma
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Figura 2.5: Discretizacao da curva I'. N define a dimenséo T(¢, j) = [1ij]|nxn-

N
0 = o) 7Y [ dsGuE )b (2.5
=171
Podemos reescrever a equacao acima fazendo 7(s) = 7(s;) = 7; e 7= 1%,
N
W) = () +7 Y [ dsGolr T (2.46)
=11
N
Y73 = o(7) + 7 ) Migtp(75)- (247)
=1
Com
My = [ dsGol 7). (2.43)

F]
Se U = (¢(11), ..., W(Tn)) e & = (©(71), ..., (p(Tn)), podemos reescrever a equagao (2.47)
sob a forma matricial, logo

U= & 4 M. (2.49)

Reescrevendo novamente a expressao acima para W e multiplicando por v em ambos os lados,

teremos

U = T, (2.50)
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Onde definimos T = v[I — yM]|~!. Esta tltima expressio nos fornece a forma discretizada da
matriz T'. Vamos agora tomar o i-ésimo elemento da matriz coluna ¥ em (2.50) usando a

matriz discretizada T, logo
N
Z [(T— M)~ @y (2.51)

Lembrando que V; = (7;) e ; = ¢(r;). Com isso, vp(r(s;)) = v (r;) = vV¥;. Substituindo
yW¥; = (TP),; em (2.46), teremos

GETCEDY / dsGo(7, 7)(T);. (2.52)

Aproximando o resultado da integral na equagao acima por seu valor no ponto médio do

segmento I'; e definindo A; como seu volume, é obtida a forma discretizada da equagao (2.21)

() = p(7) + Z Go(7,75) A5 (TP);. (2.53)

Esta é a aproximagao numérica da fun¢ao de onda espalhada () em todo o espago. A

matriz Ml em (2.48) é calculada similarmente a 1, logo

A fungado de Green para uma particula livre é proporcional a fun¢do de Neumann [77, 78|
que no caso r = 0 (r = |/; — 75]), nfo é definida. Sendo assim, no problema de espalhamento
em duas dimensoes, a aproximagao em (2.54) tard problemas quando i = j. Portanto, é
necessario calcular explicitamente a integral em (2.48) para os elementos da diagonal de M.

Para uma barreira com parede infinita (v — oo) descrito pela equagao (2.32), temos que

lim 70, = T = lim [T — M| — M. (2.55)

Y00 =00
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Com a defini¢io acima, a expressio (2.53) se torna

N
B ~ o) — 3 GolF,75)A, (M), (2.56)
j=1
A equacdo (2.53) calcula a autofuncéo () de uma particula espalhada por uma barreira
impenetravel.

A referencia [63] mostra duas possibilidade para obter M, uma delas é calculando a
integral de (2.48), e a outra é fazendo uma aproximagao de valor médio em (2.54). Esse
método numérico garante boas aproximacoes junto a bons resultados, resultando também em
um célculo mais trivial e satisfatéria rapidez computacional.

Alguns cuidados devem ser tomados na escolha de N para a execu¢ao do método. Em
principio, sabemos que quanto maior for o seu valor atribuido, maior serd a aproximacao
da solugdo exata de ¥ (7). No entanto, valores elevados de N resulta em matrizes maiores
no célculo numérico. Por isso, devemos tomar cuidado quanto ao tamanho da matriz que
vamos calcular levando em conta um valor de N que seja suficientemente grande para que
tenhamos bons resultados sem elevar consideravelmente o custo computacional. O método
traz bons resultados com boa performance computacional para (vamos suprimir o subescrito

j do parametro A; para facilitar a notagao) [75]

% <107% (2.57)

onde A é a razdo do perimetro P da barreira pelo nimero de segmentos N, A = P/N, e
A = 27 /k sendo o comprimento de onda da onda incidente. Com isso, A deve ser maior que
A para que o pacote de onda “veja” o espalhador como uma barreira. Dessa forma, nao ha
“vazao” da funcao de onda através da fronteira.

Para aplicar eficientemente o método, dividimos cada barreira dimensionalmente definida

por I, = Iy, la,...,Ip do contorno I' em NU») segmentos de comprimento

N (2.58)

Assim denotamos por T'(i,7) a matriz de espalhamento discretizada calculada nos pontos
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médios dos segmentos A; e A;. Vamos definir ;¢ como a razao

pe5 (2.59)

A escolha de i é de suma importancia tendo em vista que A deve ser suficientemente menor
que o comprimento de onda A incidente no bilhar. Devido a proporcionalidade inversa entre
o comprimento de onda e o nimero de onda (k ~ 1/)), podemos obter uma expressao que
mantenha a dimensdo da matriz proporcional a energia. Para isso combinamos as equacoes

(2.58) e (2.59) e reescrevemos N como

Ik
N — P 2.60
2nn (2.60)
sendo A = 27 /k e
P
N=> N0 (2.61)
p=1

Portanto, a expressdo (2.60) assegura que N serd tanto maior quanto maior for a energia,

mantendo a razdo A/\ constante e garantindo a mesma precisdo nos calculos.

2.5.1 Mecanismo de filtro do MCP para o bilhar triangular
(44°,46°,90°)

A Fig. 2.6 mostra o primeiro resultado numérico que desenvolvemos. Nela mostramos os
autovalores de energia k? e a densidade de probabilidade |¢/|? para um triangulo cujas paredes
possuem v = oco. Na Fig. 2.6a temos o calculo da média sobre os elementos (7, j) da matriz de
espalhamento {|T'(4, )|?) em fun¢io do espectro de energia k? € [400,900] do bilhar triangular
(44°,46°,90°). Cada pico representa um autoenergia do sistema, ou seja, os elementos da
matriz T" possuem valores acentuados, indicando uma alta probabilidade daquela energia
representar um autovalor correto do sistema.

A Fig. 2.6b mostra como podemos obter os angulos de ressonancia 6. Nela é exibida a
média sobre os elementos (z,y) da fungao de onda espalhada (|¢'(x, y)|*) no interior do bilhar

para cada angulo 6 € [0,360). Os picos adicionais vistos no grafico 2.6b se referem a “me-
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moéria” da fun¢do onda do caso regular (45°,45°,90°), em que este dltimo, devido a presenga
de linhas de simetria, possui angulos # ressonantes adicionais que excitam o sistema. Logo,
para o caso aqui discutido, e nos que serao abordados posteriormente, o ¢ sera atribuido con-
siderando o maior pico de {|¢(x, y)[2). O vetor k de () é decomposto em duas coordenadas
definidas por k, = kcost e k, = ksenf em que 7= (x,y). No método, 6 define a diregao da
onda incidente e, por consequéncia, também a simetria do sistema.

Com a escolha dos estados corretos através dos picos de energia da Fig. 2.6a, associados
com a escolha do angulo # da Fig. 2.6b, resulta, por exemplo, em dois autoestados que sao
vistos em (1) e (2) na Fig. 2.6¢ (na representacio da fungdo de onda, as cristas e vales
sao mostradas por regides claras e escuras, respectivamente). Logo, quando a energia ou o
angulo # nao representam parametros de ressonancia, a densidade de probabilidade da funcao

de onda no interior do bilhar é nula, como visto nos estados (3) e (4).

2.5.2 Analitico vs MCP: Bilhar quadrado e triangular reto

Nesta secao, iremos abordar casos ja conhecidos para mostrar que nossos procedimentos
numéricos estao em concordancia com a literatura. Inicialmente vamos obter as autoenergias
e autoestados associados do bilhar quadrado e, em seguida, do bilhar triangular (30°,60°,90°).
Ambos possuem solucao analitica e servirao como comparativos com nosso método numérico.

Os parametros numéricos sao adotados por determinacao através do comprimento dos
lados do bilhar /,,, bem como o valor do nimero de onda k e a relacdo p entre o comprimento
da onda incidente A com o comprimento A de cada barreira. Para ambas as geometrias,
usaremos o mesmo p = 0,05 e permeabilidade v — oo em todas as paredes. No quadrado
definimos o comprimento das paredes com L = 1 para o intervalo de energia Ak = 16.
No triangulo (30°,60°,90°) adotamos I; = 1 para o comprimento da base e, por calculo
trigonométrico, as demais paredes possuem dimensdes I, = 1/v/3 e I3 = /4/3.

A Fig. 2.7a exibe os quinze primeiros estados do bilhar quadrado obtidos pelo MCP.
Os autoestados associados as energias de ressonancia identificados nos picos da matriz de
espalhamento sao calculados e mostrados na Fig. 2.7b-MCP.

A funcao de onda 14 que descreve analiticamente a dinamica de uma particula confinada
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Figura 2.6: a) Grafico de k x (|T(i,7)|?) para a faixa do espectro k € [20,30] do bilhar
triangular com v = oo. b) Valor médio da densidade de probabilidade da fungao de onda
(| (z,y)|*) para as autoenergias (1) e (2), sendo 0 o angulo de incidéncia e 01y e O os
de ressonancia. ¢) Fun¢ao de onda |¢(z,y)* associado aos estados com kgy = 21,902,
koy = 27,064, k) = 23,43 e kuy = 25,65 (0(3) = 180° e 04y = 270°). Na representacao da
funcao de onda, as cristas e vales sao mostradas por regioes claras e escuras, respectivamente.

a um pogo retangular no plano (z,y) é [79]

1/15;321(33, y) = Bsen <7T;—17Tl> sen (7;—: ) : (2.62)

com m e n sendo nimeros quanticos inteiros e positivos, [y = I = L definindo um pocgo
quadrado e B a amplitude de oscilagdo. Podemos determinar B normalizando (2.62) para

que a probabilidade de encontrar esta particula em qualquer regiao no interior do bilhar seja

I=1 pL=1
/ / Y pdady = 1. (2.63)
=0 JI=0

Resolvendo as integrais acima temos que B = 4/2/L [38]. Substituindo a funcao de

igual a 1 [80], ou seja

onda dada por (2.62) na equacao de Schrodinger independente do tempo, com h%/2m = 1,
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Figura 2.7: a) Grafico de kx {|Ty(i, 7)|*) para os primeiros 15 autoestados associados ao bilhar

quadrado de lado unitario obtidos numericamente via MCP. b) Densidade de probabilidade da

fungao de onda do caso analitico via (2.62) e do caso numérico via MCP com: klﬁfcp) = 4, 45;

kYT = 8,89; kY = 13,34; kYY) = 16,03; kS¥9T) = 16,92; k(YY) = 18,32, As
setas indicam duas degenerescéncias (2 x b) e (5 X 2) (3 x b) e (5 3 3)

V(x,y) = 0 (particula livre) e I = k? [81-83],

2 82
2
5V + avlay) = Ky, (264
encontramos o espectro analitico de autovalores [84,85],

k) = mvm? +n2. (2.65)

De acordo com a equagao (2.65) os autovalores exatos de energia para o bilhar quadrado

sdo kY = V12 + 12 = 4,44, k{3 = 8,88, k{3 = 13,32, kY = 16,01, k53 = 16,91, ki) =
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18, 31. A partir dos autovalores de energia obtidos pelo MCP descritos na legenda da Fig. 2.7,
bem como a densidade de probabilidade da funcao de onda associados a estas energias, vemos
que o nosso método se mostra eficaz com um margem de erro de aproximadamente 0, 14%. As
degenerescencias do bilhar quadrado podem ser identificadas com escolha atribuicao correta
do angulo de ressonancia #, como visto na Fig. 2.7 nos autoestados (5 x 2) e (5 x 3). No
método analitico, podemos determinar Y como funcio dos nimeros quanticos m e n através

do médulo do vetor de onda no espacgo (x,y) a partir da equacao (2.65), ou seja

2 _ g2 2
Com kY = kW cos (0] = ma? e Y = kWsen [0Y] = nx?. Usando a propriedade
trigonométrica da tangente, logo
0 = tan~? <£> : (2.67)
m

As solugbes do bilhar triangular (30°,60°,90°) sdo obtidas analiticamente pela seguinte
equacio da funcio de onda com I, = 1 e I, = 1/4/3 [86,87] (podemos atribuir valor unitario

a amplitude da fun¢do de onda sem produzir maiores danos ao objetivo desta se¢do),

(m—2n)w

wfrf‘%(x,y) = —sen(mmx)sen [ = y} — sen(nmx)sen [(2m\/—§n)Wy} n

(2.68)

+sen [(m — n)rx] sen [W\%‘)Wy} .

Substituindo na equacao de Schrodinger independente do tempo, obtemos a expressao que

calcula os autovalores de energia do triangulo [73,88-90]

pa) = 23

= 2 nmvVm? + n? — mn. (2.69)

mn 3

De acordo com a expressao acima, os autovalores para o triangulo sao ké? = 9,59,
kS = 15,81, kY = 16,62, k§Y = 20,19, kYy) = 22,65, kYY) = 23,78. A legenda da Fig.
2.8, na qual temos os autovalores obtidos via MCP, mostram boa correspondéncia entre os

resultados analiticos e numéricos, em especial, se levarmos em consideracao a morfologia da
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Figura 2.8: a) Grifico de k x (|T)(4,7)|*) para os primeiros nove autoestados associados ao
bilhar triangular (30°,60°,90°) calculados numericamente via MCP. b) Densidade de pro-
babilidade da fungdo de onda do caso analitico via (2.68) e do caso numérico pelo MCP
com: kYT = 9,63; kT = 15,84; KT = 16,65; kSTCT) = 20,23; KT = 22,68;

BT =98, 80,

funcao de onda da Fig. 2.8b.

A razao p = A/ X confere ao MCP o controle da precisdo numérica das energias de res-
sonancia, isto é, atribuindo p cada vez menor e consequentemente tornando o comprimento
da onda incidente A\ cada vez menor que o comprimento A da barreira, temos um aumento
na acuracia dos resultados, porém, somado a um aumento da exigéncia computacional. No
entanto, de acordo com o conjunto de autoestados mostrados nas figuras 2.7b e 2.8b, a atribui-
cao de parametros que adotamos oferece um custo computacional aceitdvel e suficientemente
segura para andlise do que pretendemos buscar neste trabalho. Sendo assim, iremos adotar

1= 0,05 para todas as regioes do espectro a serem estudadas.
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Capitulo 3

Bilhar triangular reto

No presente capitulo iremos estudar as propriedades quanticas do bilhar triangular. Con-
sideraremos variagbes da sua geometria nas regioes de transi¢ao regular-irregular. Alguns
trabalhos ja foram realizados levando em conta a geometria triangular como, por exemplo
no calculo de solugoes da equacao de Schrédinger para uma particula em um triangulo equi-
latero [88], no estudo numérico sobre as propriedades ergédicas do triangulo com angulos
irracionais de 7 [91,92], o estudo do espectro de energia e da fun¢ao de onda com padrao no-
dal no triangulo reto [52], o uso do método de expanséo para calcular numericamente os niveis
de energia e suas correspondentes fungoes de onda para o caso de um bilhar triangular [59],
entre outros. No entanto, até onde sabemos, nao ha na literatura andalises sistematicas que
considerem a condi¢ao de nao-integrabilidade do triangulo retangulo. Por isso, nosso obje-
tivo sera deslocar os angulos internos deste sistema para analisar as suas solugbes no caso
irregular.

Aqui iremos considerar um triangulo retangulo com permeabilidade infinita por todo
o contorno, com angulos internos a e J e lados Iy = L/dl, I = Ldl e I3 = \/m,
como mostrado na Fig. 3.1. As suas dimensoes sdo L = V2, dl = (tanB)™"? ¢ I3 =
L [tang + tcmﬁ_l]l/Q. Os dois catetos [ e [5 sao escritos como funcao de L e dl para que
a area do bilhar se mantenha constante durante a variacdo dos angulos internos. Sendo
(45°,45°,90°) e (30°,60°,90°) as geometrias regulares do triangulo, nas duas se¢des seguintes
a abordagem serd feita modificando os angulos internos de cada sistema imponto variacoes

préximas as regioes de regularidade tal que g € [44°,46°] e B € [29°,31°]. Em ambas as
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situacoes, as regioes do espectro a serem estudadas serdo feitas primeiramente para energias

mais baixas, k € [1,20], e em seguida para uma regiao mais alta k& € [100, 102!,

y

(| D (1)

L IL1dl]

r
|LI/\dI| 1,0 X

Figura 3.1: Bilhar triangular reto no plano (x,y) com lados {y = |L|/|dl|, Io = |L||dl| e |I3] e
angulos internos a -+ 3 = 7 /2.

Como discutido na Seg. 2.5, a matriz N (ver (2.61)) possui dependéncia com a geometria
do bilhar (ly, I3 e [3), com o p e com o nimero de onda k. Como p é constante para qualquer
regiao do espaco de fase k x 3, e a variacao dimensional das paredes é suficientemente pequena
(resultando em N’s muito préximos), plotamos na Fig. 3.2 a dependéncia linear de N com
o numero de onda k apenas para § = 45,0° e § = 30,0°. Logo, para a regiao mais baixa
do espectro (k € [1,20]), a dimensao associada a matriz T(7,j) = [I;j|nxn € calculada com
N € [61,307] para § € [44°,46°| e N € [65,324] para § € [29°,31°], enquanto que para a faixa
mais alta de espectro (k € [100,102]), N € [1537,1567] para § € [44°,46°] e N € [1619, 1651]
para § € [29°,31°].

3.1 Andlise de familias para g € [44°, 46°]

Nesta se¢@o, vamos obter as solugoes do bilhar triangular na regiao de transi¢ao § € [44°, 46°).
Uma abordagem numérica por meio do MCP sera feita tendo como finalidade a busca pelas

propriedades da matriz de espalhamento T'(7, j), assim como as informagoes da densidade

IDefinimos como “baixas energias” ou “altas energias” regides do espectro em que temos um considergvel
aumento na sensiblidade da matriz T a variacoes de k e 3.
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Figura 3.2: Representacdo gréfica da equagdo (2.61) mostrando a dependéncia linear da
dimensao da matriz T do triangulo mediante relacao de N x k para 8 = 45,0° e g = 30,0°
com g = 0,05.

2

da probabilidade da fungdo de onda [¢(x,y)|* associada aos autoestados. A variagdo da

geometria neste caso mantém [y € [1,44,1,39] e I, € [1,39,1, 44].

3.1.1 Solugoes ¢(x,y) para k € [1,20]

A Fig. 3.3a exibe a média sobre os elementos (7,j) da matriz 1" como fungdo de k e 5.
As regides mais claras, formando curvas, representam familias. As familias sdo compostas
por conjuntos de autoestados gerados por um pico na matriz de espalhamento no espaco
k x . Na Fig. 3.3b, cada autoestado é identificado por uma densidade de probabilidade, a
qual pode ser medida através do célculo da funcio de onda [|¢|* com k e 3 associados. Na
representacao da funcao de onda, as cristas e vales sdo mostradas por regides claras e escuras,
respectivamente.

Comegamos com espago de parametros para baixas energias com k € [1,20]. A linha
média horizontal representa o bilhar triangular (45°,45°,90°). A Fig. 3.3a mostra que as
familias distribuem-se de maneira paralela ao eixo das geometrias, isto é, sob uma estreita
faixa de energia e sem repulsdo aparente. Este aspecto pode ser visto com mais detalhes
ao lado direito da Fig. 3.3a. A ausencia de sensibilidade aparente da matriz 7" com a

variacao de [ pode ser justificado pelo fato de que, em regioes baixas do espectro, temos um
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B

AB = 0,20°

b)

Familia A

Familia B

Familia C

Familia D

Figura 3.3: a) Gréfico de densidade k x 8 x {|Ti(i,7)[*). b) Densidade de probabilidade
associada aos autoestados com kg = 4,99, kg = 7,03, ko = 8,03 e kp = 9,17. A geometria
adotada é a mesma para cada familia, ou seja, 51 = 44,2°, By = 44,4°, 53 = 45,0°, By = 45,4°
e 55 = 457 8°.

comprimento de onda grande de funcao de onda espalhada, e levando em conta que a variacao
angular do sistema é suficientemente pequena, a funcao de onda dos autoestados apresenta

morfologia constante na variacao dos angulos internos. A Fig. 3.3b mostra quatro conjuntos
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de autoestados de k e [ associados. Na familia A, temos o primeiro estado do triangulo reto
cuja funcao de onda, para qualquer autoestado desta familia, possui apenas um maximo na
regiao central do bilhar. Conforme calculamos a funcao de onda para energias maiores, como
em B, C e D, o nimero de maximos e minimos aumenta, o que esta de acordo com a teoria
quantica. As energias de ressonancia E, EB) | E© ¢ BP) (ou equivalente k) possuem
mesmo modulo em cada familia A, B, C e D, respectivamente.

Com o aumento no espectro de energia, ha um favorecimento as familias em descrever
dinamicas de interacao, em consequéncia da diminui¢ao do comprimento da onda incidente.
Em outras palavras, quanto maior a energia, maior a sensibilidade da matriz de espalhamento
a variagoes de geometria. A Fig. 3.4 descreve esse aspecto para duas faixas distintas do
espectro para um mesmo intervalo Ak = 5, com k € [40,45] em 3.4a e k € [70,75] em

3.4b. Com o acréscimo da energia, os autoestados adotam um comportamento de interacao

a) b)
Ak = 0,05 Ak=01

461 46
45,5 45,5
< n :-
44,5 44,5
44 = 44

45

k

Figura 3.4: Gréfico de densidade k x 3 x (|Ty(i,7)|?). As dreas limitadas por I e II exibem
regioes do espaco com interacao entre familias.

e, dependendo da configuracao geométrica do bilhar, se cruzam gerando estados degenerados.
No entanto, na maioria dos casos em que a disposicao angular define um sistema irregular,
os autoestados convergem e se repelem.

A seguir, iremos buscar as propriedades da matriz T para sistemas quanticos sob altas
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energias. 'm posse destas energias, vamos calcular a densidade de probabilidade da funcao

de onda para observar sua morfologia mediante alteracoes na dinamica das famflias.

3.1.2 Solugoes ¥(z,y) para k € [100, 102]

Vejamos agora a distribuicao das autoenergias do bilhar triangular sob a mesma variacao

geométrica de 8 mas para k € [100, 102], como ilustrado na Fig. 3.5.

v’: ,

I
(
44 H .

! ! L ]
100 100,4 100,8 101,2 101,6 102
k

46 —y
45,8 i
45,6 —
454 —
45,2 —

45 —
448
44.6 —
44.4 —

B

Figura 3.5: Gréfico de densidade {|7T}(,j)|*) em funcdo do espago de parametros k x 8. A
linha pontilhada horizontal forma o bilhar triangular (45°,45%,90%). As regides definidas por
[ a VII serao ampliadas para dar mais detalhes a discusséo sobre a fungéo de onda.

A partir de energias mais altas, a dinamica das famflias passa a ter maior sensibilidade
a variacao dos angulos internos. Esse fato € consequencia do pequeno comprimento de onda
que incide no sistema. Logo, hd um aumento na suscetibilidade da matriz T" em apresentar
deflexoes acentuadas na dinamica com a variagao da geometria. Na linha horizontal, a qual
descreve o bilhar (45%,45%,907), as familias se aproximam gerando estados degenerados [56,
93]. Quando quebramos a simetria do sistema com a variagao dos angulos internos, essas
degenerescéncias sao dissociadas e os autoestados evoluem de forma independente. No espaco
de parametros cujo § caracteriza uma geometria irregular, as famflias ao convergirem se
repelem a fim de evitar um cruzamento e consequentemente a ocorréncia de degenerescencias

[52,73]. A Fig. 3.6 mostra um corte bidimensional na qual é plotada o espectro de autovalores
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de energia para dois angulos igualmente espacados a partir da linha central que define g =
45,0°, isto é, para = 45,0° £0,6°. Devido a essa simetria, as autoenergias que excitam o
conjunto de bilhares 5 € [44,45) possuem mesmo médulo daquelas que excitam g € (45, 46].
O resultado dessa simetria também influencia na morfologia da fun¢ao de onda de tal forma
que um autoestado calculado sobre um valor de k e 5 = 45°+ A (acima da linha de simetria),
difere de outro com k e § = 45° — Af3 (abaixo da linha de simetria) apenas mediante a troca

ll < l2.

1 ’ I v T
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Figura 3.6: Gréfico k x (|Tx(4,7)|*) que mostra a simetria presente nas linhas que descrevem
os niveis de energia do bilhar 5 = 45,0° £ 0, 6°.

Para uma investigagdo mais detalhada da Fig. 3.5, selecionamos algumas regioes do
espaco de fase para observar as repulsoes de niveis e a densidade de probabilidade da fungao
de onda para k e [ associados. Primeiramente iremos discutir as solucoes do triangulo cuja
geometria varia na regiao de transi¢ao regular-irregular (I, IT e I1T). Nos demais limites (IV,
V, VI, VII), analisamos as solugdes para bilhares com geometria irregular.

A primeira regiao de transi¢do aqui estudada é a regidao I mostrada na Fig. 3.7a, cujo
espaco de fase é composto por duas familias descritas por geometrias que variam da dinamica
regular a irregular. A partir de uma andlise primeiramente mais geral da Fig. 3.5, vemos
que as familias geram estados degenerados apenas quando a geometria define o bilhar regular

(45°,45°,90°) [52]. No entanto, a regiao I aqui mencionada nao resulta em degenerescéncias.
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Dois sao os motivos pelos quais nos levam a crer nessa afirmagao. O primeiro diz respeito
a posicao no espaco de fase de ambas na linha de simetria em que 8 = 45,0°, na qual ¢
evidente que nao ha pontos de cruzamento, isto ¢, pontos em que as energias dos autoestados
se sobrepoe sobre uma mesma geometria. O segundo motivo se refere a func¢ao de onda.
A morfologia associada aos autoestados tanto em A quanto em B mostra que a densidade

de probabilidade se mantém invariante mediante variacoes da geometria. Esta invariancia é
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Figura 3.7: a) Gréfico de densidade k x 8 x ([T} (i, j)?) da regiao I. b) Densidade de pro-
babilidade da funcio de onda [)|* associada aos estados: al) k = 100,99, 3 = 44,92°; a2)
k = 100,980, 8 = 44,96° a3) k = 100,989, 3 = 45,0% ad) k = 100,989, 8 = 45,04°; a5)
k = 100,99, 8 = 45,08°; bl) k = 101,063, 8 = 44,92°; b2) k = 100,063, 5 = 44,96°; b3)
k = 100,063, 8 = 45,0° bd) k = 101,063, 8 = 45,04°; b5) k = 101,063, 3 = 45, 08°.

resultado da evolucao retilinea de ambas as familias, ou em outras palavras, os autoestados
desenvolvem-se sobre uma estreita faixa de energia em relacao a variacao dos angulos internos
do bilhar.

Mencionamos no entanto anteriormente que, para baixas energias, os autoestados sao
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gerados em familias que evoluem paralelamente ao eixo que define a geometria do sistema,
e que isso ¢ resultado do conjunto de energias com baixo comprimento de onda que excitam
o bilhar. Embora esse comportamento dos autoestados seja uma regra para baixas energias,
para altas energias tais comportamentos em linha reta também podem ocorrer. Desse modo,
novamente através da Fig. 3.5 é possivel observar que no geral as familias possuem tendencia
de evolucao retilinea, porém, nem sempre paralela ao eixo de 5, e que um desvio acentuado
nesta tendencia ocorrerda mediante interagao com familias vizinhas.

Veremos a seguir que a funcao de onda mostra uma nitida tendencia em alterar a sua
morfologia quando os seus autoestados sao construidos em regides onde 1" apresenta alta sen-
sibilidade. Logo, em qualquer regiao do espaco de fase, seja ela nas faixas baixas ou altas do
espectro, o tipo de interacao, seja por cruzamento ou repulsao, pode ser seguramente identi-
ficado pela ampliacao visual das zonas de convergencia ou, em alguns casos, pela morfologia
da funcao de onda associada aos autoestados.

A Fig. 3.8 mostra com detalhes a regiao II, na qual mostra a interacio de duas familias
que se sobrepoe em 5 = 45°. O bilhar (45°,45°,90°) possui dinamica regular cuja distribui¢ao
dos niveis de energia obedece a uma probabilidade de Poisson [52]. Os autoestados ab estao
localizados sob a mesma coordenada k& = 101,185 e § = 45,0°, porém ambas as fungoes de
onda sao calculadas para diferentes angulos de ressonancia 6. O primeiro, 8 = 289°, excita a
familia A, enquanto o segundo, § = 171°, excita B. Aqui vemos um caso de superposi¢ao de
autoestados, ou seja, dois autoestados conectados pela mesma energia e geometria.

Sendo II um intervalo de transicdo entre um bilhar regular e irregular, é possivel notar
pequenas flutuagoes na uniformidade da funcao de onda com a variagao dos angulos internos.
Nos autoestados da familia A, por exemplo, as setas indicam um conjunto de minimos que se
deslocam ao longo da parede [3. Quando calculada sobre o bilhar (45°,45°,90°), representada
pelo autoestado ab™ | este conjunto de nés aparenta localizar-se sobre a mediana de 5. Tais
variagoes na morfologia mostram comportamento semelhante na familia B, onde notamos a
funcao de onda ajustando-se na paredes laterais [; e [y enquanto  # 45°, como mostrado
também nos gréaficos sob o ponto de vista tridimensional de bl e b4. Quando o autoestado é
gerado sobre o bilhar 3 = 45°, representado por ab(®), a distribuicao espacial da funcio de

onda ¢é perfeitamente simétrica e uniformemente distribuida.
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Figura 3.8: a) Gréfico de densidade k x 8 x {|T}(i,7)|*) da regiao II. Ao lado é plotado os
autoestados bl e b4 sob o ponto de vista tridimensional. b) Densidade de probabilidade da
fungao de onda []* associada aos estados: al) k = 101,191, 3 = 44,7°; a2) k = 101, 186,
B = 44,84°; a3) k = 101,188, 3 = 45,20°; ad4) k = 101,191, 5 = 45,30°; bl) k£ = 101, 205,
B =44,70°; b2) k = 101,190, B = 44,84°; b3) k = 101,194, 8 = 45, 20°; bd) k = 101, 205,
B = 45,30°; ab) k = 101,185, 5 = 45,00°. As setas indicam alteragoes na func¢ao de onda na
transicao de um autoestado para outro.

Outra regiao de transicao regular-irregular ¢ mostrado em detalhes por III na Fig. 3.9,
a qual descreve a evolugao de tres familias que convergem em direcao a linha de simetria
descrita pelo bilhar (45°,45°,90°) até gerar uma degenerescéncia nos autoestados abc!™),
abc®) e abcl®). Cada um destes compartilham a mesma coordenada de k e (3, diferindo
apenas no valor do angulo de ressonancia 6 que define a simetria na qual cada autoestado

é construido. Pelo aspecto dos autoestados referentes as duas familias A e B da Fig. 3.9b,
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vemos que as suas morfologias pouco se alteram com a variacao da geometria, este fato
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Figura 3.9: a) Gréfico de densidade k x 8 x {|Ty(4,7)|?) da regido III. b) Densidade de
probabilidade da funcio de onda [¢|? associada aos estados: al) k = 100,601, 5 = 44, 64°;
a2) k — 100,599, 8 — 44,80° a3) k = 100,599, 3 — 45,20° ad) k — 100,601, 8 = 45, 35°;
b1) k = 100,600, 3 = 44,65° b2) k = 100,601, 8 = 44,80° b3) k = 100,601, § = 45, 20°;
bd) k = 100,609, 8 = 45,35° c1) k = 100,634, 8 = 44,70° ¢2) k — 100,614, 8 = 44, 80°;
e3) k = 100,614, 3 = 45,20° cd) k — 100,34, § — 45,30°; abe) k = 100,598, 8 = 45, 00°.
As setas indicam alteracoes na funcao de onda na transicao de um autoestado para outro.

pode ser encarado ao levarmos em conta a dinamica dos autoestados que evoluem sob baixa
sensibilidade as variagbes T'. Por exemplo, a familia A, a qual possui menor sensibilidade,
tanto para os autoestados al e a2 calculados antes da simetria e a3 e a4 calculados apds

a simetria, a funcao de onda mantém a distribuicao espacial constante. Na familia B, no
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entanto, é possivel observar pequenas modificagoes na estrutura da funcao de onda. A familia
C, cuja dinamica apresenta maior sensibilidade a T, desenvolve-se com visivel deflexao no
espaco de fase (inclusive para evitar um cruzamento abaixo da linha de geometria 5 = 45°,
identificado por “47), e por isso as autofungdes exibem visiveis variagdes na sua distribuicéo
de densidade. As setas indicadas na Fig. 3.9b — Familia C — mostram tais variacoes em cl
e ¢2 na parede lateral [, antes da simetria, e na parede inferior {; dos autoestados ¢3 e ¢4,
apds a simetria.

O deslocamento angular atribuido a este sistema em que [ € [44°,46°] condiciona as
familias a um padrao de igualdade entre a distribuicao das autoenergias obtidas abaixo e
acima de § = 45,0° (ver Fig. 3.6). Assim observamos pelos autoestados da familia C que
a morfologia da funcao de onda associada a cl e ¢2 construida no espaco de parametros em
que § < 45,0° difere da morfologia de ¢3 e ¢4 mediante a troca das paredes [} < [.

A partir de agora, vamos analisar o comportamento das solugoes do triangulo para angulos
fora da geometria regular. A Fig. 3.10a mostra em detalhes a regiao delimitada por IV na
qual identificamos o primeiro caso de repulsao de niveis. Na Fig. 3.10b, sao plotados os
autoestados al a a4 localizados na curva definida por A, e os autoestados bl a b4 localizados
na curva que define B. De acordo com a morfologia da funcao de onda relativa aos autoestados
da Fig. 3.10b, é possivel observar uma nitida indentidade entre os autoestados al e a2 com
os autoestados b3 e b4. Assim como essa mesma semelhanga também é observada entre
os autoestados bl e b2 com a3 e a4. FKstes “saltos” da func¢ao de onda entre familias sao
entendidos como uma consequencia direta das fortes variacoes dos parametros de energia
e geometria que ocorrem em regides de convergencia (aproximagao entre autoestados de
diferentes familias). Logo, para que a morfologia matenha uma certa constancia estrutural, a
funcao de onda evita regides mais fortemente afetadas pelas variacoes dos parametros k e 3,
mantendo uma tendeéncia de evolugao que resulta em inversoes da morfologia nos autoestados
interativos.

Apenas para incremento de informagoes, exemplificamos pelo grafico da Fig. 3.10¢ como
identificamos as autoenergias de uma determinada familia para em seguida calcular a funcao
de onda. Nele é plotado um corte bidimensional para o angulo 5 = 45,37° da Fig. 3.10a.

Quando o valor do angulo é combinado com as autoenergias destacadas no gréfico temos,
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Figura 3.10: a) Gréfico de densidade k x 3 x {|Tx(4, 5)|*) da regiao IV. b) Densidade de
probabilidade da funcio de onda |¢|? associada aos estados: al) k = 100,283, 3 = 44, 34°;
a2) k =100, 2867, 5 = 44,37°; a3) k = 100, 2864, 5 = 44,43°; ad) k = 100, 2846, [ = 44,45°;
bl) £ = 100,3005, 5 = 44,34°; b2) k = 100,297, 5 = 44,37°; b3) k = 100, 3, 5 = 44,43°;
b4) k = 100, 3026, 3 = 44,45°. ¢) Gréfico de k x {|Tx(i, 7)|?). Os picos indicam autoenergias
do sistema que, quando associados a 5 = 45, 37°, constroem os autoestados a2 e b2.

por exemplo, a construcao dos autoestados a2 com k = 100,286 e b2 com k& = 100, 297,
como ilustrado. Por conseguinte, cada pico da matriz de espalhamento que identificamos
em funcao do nimero de onda caracteriza um autoestado associado aquela autoenergia e
geometria correspondente.

A tendencia observada em relacao as propriedades da matriz T' e estrutura da funcao de
onda na regiao IV também é observada na regiao V mostrada na Fig. 3.11a. V, assim como
IV, esta localizada no espago de fase no qual os angulos internos definem bilhares com dina-

mica cadtica [52], e por isso as familias ao convergirem se repelem a fim de evitar cruzamentos.
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Figura 3.11: a) Gréafico de densidade k x 8 x {|Tk(i,7)|?) da regido V. b) Densidade de
probabilidade da funcio de onda [¢)|? associada aos estados: al) k = 101,266, 5 = 45,60°;
a2) k = 101,271, B = 45,62°; a3) k = 101,275, 5 = 45,68°; ad) k = 101,273, 8 = 45, 70°;
b1) k = 101,287, 3 = 45,60° b2) k — 101,284, f = 45,62°; b3) k = 101,280, § — 45, 68°;
b4) k = 101,295, 3 = 45, 70°.

De acordo com os autoestados mostrados na Fig. 3.11b, a funcdo de onda associada a estes
autoestados possui tendencia de evolucao que mantém a morfologia constante até se aproxi-
mar da regiao de interagao. Apds interagir com a familia vizinha, os autoestados invertem a
morfologia “tomando” a densidade de probabilidade que anteriormente era associada a outra
familia. Por isso é possivel observar a semelhanca entre os estados al e a2 com b3 e b4, assim
como essa mesma semelhanca também é visivel entre bl e b2 com a3 e a4. Como observado

para a regiao IV, a funcao de onda novamente apresenta propensao a “evitar” regioes mais
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fortemente afetadas pelos pontos de convergencia, invertendo a morfologia entre as familias
quando ha ocorréncia de repulsao de niveis.

Essa tendeéncia de repulsao também é condicionada a interagoes triplas, como descrito
pelas familias contidas na regiao delimitada por VI da Fig. 3.12. Nela temos tres familias
que desenvolvem-se sobre uma mesma regiao de convergencia, e nesta regiao novamente
ocorre inversao da morfologia associada a funcao de onda. A semelhanca é observada entre
os autoestados al e a2 com ¢3 e ¢4, entre bl e b2 com a3 e a4, e entre os autoestados ¢l e ¢2
com b3 e b4. O aspecto da interacao pode ser deduzida a partir destas trocas de morfologia,
isto é, de acordo com as linhas coloridas da Fig. 3.12a, a familia B, localizada no centro,
interage tanto com os autoestados de A quanto com os de C mediante as tendéencias b2 — a3
e ¢2 — b3, respectivamente, assim como os autoestados de A e C também possuem interagao
entre si mediante a2 — ¢3.

Das duas tdltimas discussoes acima sobre a inversao da funcao de onda diante de interacoes
entre autoestados, a Fig. 3.13 é um bom exemplo deste cendrio. Nela temos novamente uma
interagao tripla descrita por trés familias A, B e C. H4 ocorréencia de repulsao de niveis entre
A e B, e esta tltima com a familia C. Como antecipadamente esperdvamos, a inversao ocorre
entre as familias A e B através dos autoestados com as tendéncias a2 — b2 e bl — a3, e
entre B e C através de b3 — ¢3 e ¢2 — b4. Ao contrario do que ocorre na interacao tripla da
Fig. 3.12, em VII néo identificamos interacao entre as familias A e C exceto pelo aspecto da
funcao de onda devido as trocas de morfologia, pois mesmo nao havendo interacao aparente,
ambas possuem funcoes de onda semelhantes devido as tendencias de evolucao al — a2 —
b2 — b3 — ¢3 — c4.

Dois pontos que valem destaque para esse aspecto desenvolvido pelas familias da Fig. 3.13
diz respeito a distribui¢ao espacial de [¢)|?. O primeiro ponto se refere a propensao da funcio
de onda em concentrar-se em areas especificas no interior do bilhar, como ocorre por exemplo
nos autoestados al, a2, b2, b3, ¢3 e ¢4. O autoestado ¢4 (também visto em trés dimensoes
ao lado), por exemplo, descreve uma densidade de probabilidade que se acentua no vértice
superior do triangulo que compreende ao angulo 90° — 3. Também, parte destes picos alocam-
se adjacentemente a parede [5. A razao disso é resultado da dinamica associada as familias nas

quais os autoestados sao gerados. Neste caso em particular, os autoestados citados evoluem
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Figura 3.12: a) Gréfico de densidade k x 8 x (|Tk(i,7)|?) da regiao VI. b) Densidade de
probabilidade da funcio de onda |¢]? associada aos estados: al) k = 101,323, 8 = 44, 65°%;
a2) k = 101,320, B — 44,7° a3) k = 101,333, B = 44,75% ad) k = 101,332, 8 = 44, 79°;
bl) & = 101,336, 8 — 44,65° b2) k = 101,335, 8 = 44,7% b3) k = 101,334, B = 44, 77°;
bd) k = 101,334, 8 — 44,8% c1) k — 101,341, B = 45,65°% ¢2) k — 101,339, 8 = 45,70°; ¢c3)
k= 101,341, B = 44,77° cd) k = 101,345, B = 44, 81°.

em um pequena faixa de B e consequentemente apresentam morfologias que localizam a
densidade da funcao de onda na regiao periférica do bilhar. Veremos posteriormente que o
fato de uma familia evoluir sob uma estreita variacao de 8 em relacao a energia nao é via
de regra para que a funcao de onda se concentre necessariamente na periferia do bilhar. Em
alguns casos, a funcao de onda também exibe densidade que se distribui também de maneira

localizada, porém, em regides mais centralizadas.
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Figura 3.13: a) Gréfico (|Tk(i,7)]*) x k x B da regiao VII. Ao lado ¢ plotado o autoestado
¢4 sob o ponto de vista tridimensional. A linha colorida indica qualitativamente a trajetéria
de uma particula no seu bilhar anédlogo cléssico. b) Densidade de probabilidade da funcao de
onda |¢|? associada aos estados: al) k = 101,655, 8 = 45,61°; a2) k = 101,643, 3 = 45, 62°;
a3) k = 101,636, 8 = 44,68°; ad) k = 101,646, § = 45,72°; bl) k = 101,612, 5 = 45,58°;
b2) k= 101,604, § = 45,765°; b3) k = 101,587, B = 45,66°; b4) k = 101, 580, 5 = 45, 71°;
cl) k= 101,563, § = 45,58°%; ¢2) k = 101,57, § = 45,63°; ¢3) k = 101,563, § = 45, 68°; c4)
k =101, 550, 8 = 45, 69°.

O segundo ponto de destaque se refere a uma determinada particula cuja dinamica esta
confinada em uma 6rbita periddica e estruturalmente instavel. A periodicidade mencionada é
indicada pela linha colorida inserida no autoestado c4 o qual descreve qualitativamente como

ocorre a interacao dessa particula com as trés paredes. Os demais autoestados al, a2, b2,
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b3 e ¢3 também exibem esse mesmo padrao em particular, mas nao iremos incluir a linha
colorida para nao poluir demasiadamente o grafico. No andlogo clédssico, a particula entao
interage perpendicularmente com as duas barreiras [; e 3, somado a uma interacao também
perpendicular na parede 3 = /I3 +13. Como estamos em uma regiao alta do espectro e
consequentemente em uma regiao com baixo comprimento de onda, a menor altera¢ao na
angulacao interna das paredes resultaria em uma ruptura dessa dinamica.

A Fig. 3.14 ilustra, no caso classico, como variagoes bruscas da geometria resultam na
quebra da dinamica associada a uma particula confinada em uma trajetoria periddica descrita

por ¥'(x,y). Enquanto a geometria mantém variagoes suficientemente pequenas, a particula

a) y b)

1,+Al
AB

p(xy)

v’(xy)

B l] B"'A lJ'Alz

Figura 3.14: a) llustracdo de uma particula com dinamica descrita por ¢'(z,y) confinada em
uma érbita periédica para um determinado bilhar definido por g e l; e l5. b) Apds variagoes
significativas nas dimensoes do bilhar mediante A5 e Aly e Aly, a periodicidade é “quebrada”
e a trajetéria, agora aleatdria, passa a ser descrita por ¥ (z,y).

é capaz de manter a trajetéria em uma érbita periddica. Mas quando impomos variacoes
nas dimensoes do sistema mediante um Af grande, e consequente variacoes Aly e Aly nas
paredes, a particula nao sustenta mais tal periodicidade e ocorre a ruptura na dinamica
mediante " (z,y). Em nossos estudos a fun¢éo de onda exibe esta mesma tendéncia com
fungoes de onda dando “saltos” de familia em familia a fim de evitar mudancas bruscas no
espaco k X 3, como é comum em regides de convergencia. Tal tendencia é a caracteristica
que confere a particula a condicao de instabilidade, pois a existencia de uma 6érbita periddica
fica condicionada a infimas variacoes de geometria e energia. Fsta dltima é justificada pelo

fato de que uma mesma familia nao sustenta tais érbitas por longos intervalos de energia.
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3.1.3 Orbitas periodicas em estados cicatrizados

O aspecto encontrado para a funcao de onda que descreve uma particula em uma dinamica
periddica representa uma propriedade ja identificada na literatura e é conhecida como cica-
trizes [94]. As cicatrizes sdo autofungoes de sistemas classicamente cadticos que atingem um
pico acentuado ao longo de érbitas periédicas [95,96]. Um exemplo é mostrado na Fig. 3.15
(retirada da referéncia [3]), onde temos o bilhar estadio de Bonimovich, no qual a fungao de
onda associada ao autoestado possui acentuada densidade nas proximidades de uma o6rbita

periddica instavel associado ao bilhar andlogo cldssico [3,97].

|.\

-
-
E-3
-
-
-
-
-

¥

’o;.'

Figura 3.15: Densidade da fungao de onda [)|? do bilhar estddio de Bonimovich com energia
correspondente k2 — 1395,7. As linhas amarelas indicam a trajetéria de uma particula no
seu bilhar andlogo classico. Figura retirada da referéncia [3].

Muitas das estruturas ja investigadas demonstram que conjunto de autoestados se conec-
tam com tais érbitas e, até onde se sabe, sdo mais frequentes sob altas energias [54]. Esta
ultima afirmacao é confirmada por nossos resultados anteriores para k € [1, 20] cujas familias
distribuem-se de maneira paralela e vertical no espaco de parametros k x 5. Dessa forma,
para baixas energias e com variacoes angulares suficientemente pequenas, a morfologia da
funcao de onda mantém-se uniformemente distribuida por todo o interior do contorno, que
é resultado de uma dinamica de autoestados que evolui numa estreita faixa de energia em
relacao a 3.

O primeiro trabalho sobre essas érbitas foi proposto em 1987 por Eric J. Heller no seu
artigo Bound-State Figenfunctions of Classically Chaotic Hamiltonian Scars of Periodic Or-
bits [98]. Nele, mostra-se um efeito importante de érbitas periédicas instaveis de curto periodo

nas autofuncoes dos sistemas classicamente cadticos.
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Em nossos estudos, as cicatrizes surgem com frequéncia em autoestados que possuem uma
dinamica estreita em relacdo a variacao dos angulos internos do bilhar com a energia, como
ilustrado na Fig. 3.16 (vamos adotar agora a denominagao de “grupo” e nao mais “familia”,
pois os autoestados sao calculados em familias diferentes). Neste espago de parametros
avaliamos a ocorréencia de cicatrizes para um conjunto de angulos 5 € [42°,45°| . No primeiro
grupo A, os autoestados exibem fun¢oes de onda que acentuam a densidade de probabilidade
ao longo de [; somado a um pico no vértice definido pelo angulo 5.

Devido ao maior intervalo de energia que estamos considerando, podemos identificar dois
aspectos importantes na morfologia dos autoestados. O primeiro diz respeito a morfologia da
funcao de onda que apresenta-se mais localmente distribuida, isto é, a distribuicao espacial
da funcao de onda em pequenos espacos no interior do bilhar é condicionada a inclinacao da
familia na qual o autoestado é construido, de tal forma que quanto menor for o intervalo de
[ em relacao a energia, maior sera a concentracao da funcao de onda em areas espacialmente
menores do bilhar. Vejamos, por exemplo, que o autoestado al possui funcao de onda mais
localizada em relacao ao seu outro autoestado ab do mesmo grupo, pois este tltimo é originado
em uma familia que evolui sob um maior intervalo de 5 em relacdo a k. O mesmo pode ser
observado entre os autoestados bl e b5 e entre ¢l e ¢5. Tais afirmacoes podem ser refor¢adas
por analise quantitativa.

Vamos considerar um pequeno intervalo de nimero de onda em torno do autoestado al
(indicado pelos pontos “e” na Fig. 3.16a, os demais pontos nao serdo inseridos para nao poluir
demasiadamente o grafico), ou seja, ké&w — kﬁ””” — 101,175 — 101,133 = Ak) = 0,042,
com as suas geometrias correspondentes 3, assim, ﬁéal’) — ﬁ§a1/> = 43,995° — 43,9575° =
ABEY) = 0,0375 (o sobrescrito ’ é usado para diferenciar as coordenadas aqui inseridas
das coordenadas préprias dos autoestados). Usando a relagdo trigonométrica da tangente
para o triangulo retangulo, a inclinacao aproximada da familia em que o autoestado al é
calculado é tan="(ABY) /AR ~ 41, 76°. Faremos o mesmo para o autoestado a5 usando
a mesma técnica, logo, k§a5> — k<1&5/> = 102,1 — 102,057 = Ak®) = 0,043 e ﬁ§a5> — ﬁi&w =
44, 8° — 44,7525° = AB) = 0,0475. Pelo célculo da tangente inversa, a inclinacio na qual
ab é calculado é tan="(AB) JAK)) ~ 47,84°. Repetimos a andlise agora para os trés

autoestados bl, b3 e b5. Entao temos, kébw — kgbw = 101,2695 — 101, 2135 = Ak®) =
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Figura 3.16: a) Gréfico de densidade k x 3 x (| Ty (i, 7)|?). Ao lado é mostrado os autoestados
ab e bb sob o ponto de vista tridimensional. As linhas coloridas indicam qualitativamente a
trajetdria de uma particula no seu bilhar andlogo cldssico. b) Densidade de probabilidade da
fun¢do de onda |¢|* associada aos estados: al) k = 101,135, 3 = 43,96°%; a2) k = 101, 44,
B = 44,21° a3) k = 101,69, 8 = 44,2°; ad) k = 101,86, 8 = 44,57°; a5) k = 102, 1,
B = 44,8 bl) k = 101,235, B = 43,47° b2) k = 101,565, 3 = 44,82°; b3) k = 101, 905,
B = 44,21° bd) k = 102,085, 8 = 44,44°; b5) k = 102,185, 3 = 44,59°; c1) k = 101,23,
B = 42,35° ¢2) k = 101,645, 8 = 42,68 ¢3) k = 101,83, 8 = 42,83% c4) k = 102, 14,
g =43,12° ¢5) k = 102,25, g = 43, 31°.

0,056 e BV — ) = 44,8° — 44,7525° = ABOY) = 0,06, logo, tan~ (AB) /ALY ~
46,97°. Para b3 e b5, temos tan ' (AS®) /AE®)) ~ 50,3° e tan H(ABP) /ALY ~

60, 12°, respectivamente.
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Pelos resultados acima, chegamos a conclusao de que o fato do autoestado al possuir
morfologia mais localizada em relacao a ab é resultado da inclinacao relativa entre as familias
de ambos, pois, tan~ (AB) /AE)) < tan~ " (AB) JAKE5)). O mesmo vale para o grupo
B, tan (ABCY) /ALY < tan= (AB®) /AE®)Y < tan=" (AT /AL,

O segundo aspecto de importante nota se refere a quantidade de érbitas presentes em cada
grupo. Por exemplo, no grupo A os autoestados possuem fungoes de onda que descrevem
apenas uma 6rbita, enquanto no grupo B, os autoestados exibem morfologias descritas por
duas érbitas. O mesmo padrao se repete para o grupo C onde as érbitas, apesar de menos
evidentes, estao em maior numero. Esta iltima observagao é refor¢cada com a Fig. 3.17 onde
avaliamos a existéncia de cicatrizes para § € [39°,42°|. Nesta regido, pelos autoestados gera-
dos no trés grupos D, E e I, nota-se que as érbitas passam a ser indistinguiveis e a ocorréncia
de cicatrizes tende a desaparecer. Portanto, é concebivel afirmar que uma determinada ci-
catriz exige certas condi¢oes especificas para existir. Uma das possiveis, e aqui observada,
¢ que os autoestados necessariamente precisam ser construidos sob familias que evoluem em
estreitas faixas de geometria em relacao a energia do sistema.

Em suma, de acordo com as discussoes levantadas acima, podemos citar duas conclusoes a
respeito das cicatrizes existentes no bilhar triangular. A primeira: a distribui¢ao da fungao de
onda, ora mais localizada, ora menos, depende diretamente da inclinacao da familia na qual
o autoestado é calculado. A segunda: a quantidade de 6rbitas presentes em um determinado
autoestado nao depende da inclinacao da familia na qual o autoestado é construido, mas sim,
em qual grupo é construido (observe que tan='(AS®Y) /AE®)) < tan="(ABEY) | Ak,

logo, b1 possui duas érbitas e ab apenas uma).

3.1.4 Estatistica dos niveis de energia

Nesta secao, vamos analisar a distribuicao dos niveis de energia e obter a dinamica para alguns
[’s particulares. Antes de avaliarmos as distribuigoes (A.1) a (A.4) (Apéndice A) faremos
a contagem de autoestados para que possamos comparar os dados analiticos e numéricos e
entao determinar a dinamica mais apropriada ao sistema mediante calculo da densidade de
probabilidade P(s).

Como sabemos, o bilhar triangular genérico nao possui solucao analitica. Por isso, compa-
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Figura 3.17: a) Gréfico de densidade k x 8 x {|Tk(4,7)|?). b) Densidade de probabilidade da
fungao de onda |t)|? associada aos estados: d1) k = 101,122, 3 = 41,22°; d2) k = 101,29,

B = 41,43% d3) k — 101,451, B = 41,6° d4) k — 101,665, 8 — 41,81°; el) k — 101,122,
B = 39,66 e2) k — 101,402, 3 — 40, 177° e3) k — 101,78, 3 = 40, 74% ed) k — 102, 169,
B = 41,25% f1) k — 101,99, 8 — 39,26° f2) k — 102,085, 3 — 39,49° £3) k — 102, 176,

B = 39,69° f4) k = 102, 305, 5 — 39, 93°.

ramos os autovalores obtidos pelo nosso método com a férmula de Weyl [59,99], que fornece

o nimero médio de estados quanticos com energia menor ou igual a F [100],

(N(EB)) — ﬁ(AE— PVE + K), (3.1)
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onde A e P sdo a drea e o perfmetro do bilhar, respectivamente, e F = k. K é uma constante
que carrega as informacoes sobre a natureza topoldgica do bilhar e, por simplicidade, vamos
desconsidera-la.

Fazendo F, = (N(FE,)) em (3.1) (avaliamos a equacio (3.1) para cada F, para obter
as novas energias £, ), “desdobramos” o espectro por meio de uma linearizacao do conjunto
de energias para que o espacamento médio destas seja uniforme e igual a 1 no intervalo do
espectro considerado. A Fig. 3.18 mostra a funcao de escada espectral resultante de (N(FE))
para os primeiros 1280 niveis de energia do bilhar triangular reto nas geometrias fora da
linha regular. Nossos resultados mostram-se eficazes para angulos que estao suficientemente
distantes do triangulo regular (45°,45°,90°). Tal aspecto se confirma ao comparar a fungao
de escada para § = 44,0° e § = 44, 8°, por exemplo. Este dltimo mostra divergencia entre os
dados tedricos obtidos pela equacao de Weyl, com os dados numéricos calculados pelo MCP.
A razdo disso se deve ao fato de que o triangulo (45°,45°,90°) possui estados degenerados, e
estes quando muito proximos de § = 45, 0° nao se separam imediatamente diante de ligeiras
variacoes da geometria.

Podemos entender a discussao acima da seguinte forma: os dois parametros dos quais
nosso método dispoe para viabilizar a precisdo das solugdes sao o dy = (ky — ki)/nk, que
define o comprimento do segmento de energia calculado sobre um intervalo ky — k; dividido
em ny segmentos de comprimento dg, e a razdo u = A/A, que define a relagdo entre o
comprimento da onda A incidente ao sistema e o comprimento do segmento A da barreira.
A diminuicao numérica destes dois parametros resulta no aumento da precisdo dos cédlculos.
Contudo, ambos estao conectados inversamente a dimensao N da matriz T, em que quanto
maior NV, maior a exigencia computacional. O primeiro parametro d; tem a tarefa de dissociar
os niveis de energia em qualquer regiao do espaco de fase, e o segundo, p, controla a precisao
numérica deslocando o espectro na tentativa de aproximar as energias de um valor ressonante
mais préximo do exato.

Em alguns pontos nos quais ocorre a convergencia entre familias, os autoestados aproximam-
se de tal forma que o espacamento entre niveis vizinhos é menor que o dj atribuido ao método,
assim o programa conta apenas um autoestado ao invés de dois ou mais. Poderiamos sanar

este problema imputando maior precisao ao valor numérico das energias por meio da deter-

79



B =44,0° B =44,2°
1500 ; T ; I ‘ 1500 T T T T ' T
— Weyl — Weyl
— MCP ] IF — MCP
1000 T 1000+ h
5 g |
Z Z
7l /fr | il |
0 . I . I ‘ \ 0 . | . | . |
0 5000 10000 15000 0 5000 10000 15000
E E
B =44,4° B=44,5°
1500 T T v T T 1500 T T d T
— Weyl — Weyl
r — MCP ] r — MCP
1000+ = 1000+ .
Z Z
500+ = 500 i
0 i I . I s \ 0 : I : | s \
0 5000 - 10000 15000 0 5000 10000 15000
E
p=44.6° B=448°
1500 " T T T ‘ T 1500 ‘ T T T T
— Weyl — Weyl
— MCP g r — MCP
1000+ - 1000} _
3 a
Z Z
500+ N 500 |
0 . I : \ \ I 0 ‘ I . | . |
0 5000 10000 15000 0 5000 o 10000 15000
E

Figura 3.18: Funcao de escada espectral dos primeiros 1280 niveis de energia para angulos
compreendidos nas proximidades da regiao regular do triangulo. As curvas representam as
solugoes analiticas e numéricas por (3.1) (Weyl) e MCP, respectivamente.

minagao de o e di menores, mas pela equagao (2.60), vemos que a dimensao da matriz cresce

inversamente tanto com o valor de p quanto de dy.
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A Fig. 3.19a traduz graficamente a discussao do paragrafo anterior. Nela ¢é feita a

a) B =45,0° b) B =450°
T T T \ ‘ T 1 ‘ — T ‘ T
1400 _— — Weyl _: T — MCP
— Analitico (45°,45°,90°) 0.8 — Poisson |
| |— Analitico (45°,45°90°) s/ deg 1 E — GOE
1000 =M . SN 1
L 0,6 4
Zz M /\ 1 [a W
600} : 04+
i - 1 L
L i 0,2+
200+ f . I
0 J L | L 1 L 1 | O L |
0 5000 10000 15000 0 1
E

Figura 3.19: a) Fungao de escada espectral mediante resultados analiticos (usando Weyl-(3.1)
e (3.2)) e numéricos via MCP. A legenda “s/ deg” indica autovalores de (3.2) com apenas um
autoestado por degenerescéncia. b) Distribuigao dos niveis de energia P(s) para as primeiras
953 autoenergias do triangulo (45°,45°,90°). As linhas continuas representam as distribuicoes
de Poisson e Wigner (GOE).

contagem de autoestados usando duas solucoes analiticas para o triangulo (45°,45° 90°).
A primeira usando a equacao de Weyl descrita por (3.1) e a segunda descrita pela equagao
de autovalores de energia que define o espectro analitico do triangulo (45°,45°,90°) [52,101],

m2  n?

]{jflez’]'( = T (3.2)
' li 5

com m >n ely = ly. Dados relativos a (3.1) e (3.2) indicam que héd perda na contagem de au-
toestados pelo MCP. No entanto, estes autoestados se referem as degeneréncias do triangulo,
em que o espacamento médio entre estados vizinhos é s = 0. Para que a identificacao destas
degenerescéncias pelo MCP fosse possivel, deverfamos atribuir d, = 0 e por consequéncia
np — 00, 0 que obviamente inviabilizaria a aplicagao numérica. Mas quando removemos
as degenerescéncias da solucao analitica, mantendo apenas um autoestado por energia, a
contagem pelo MCP passa a ter uma boa margem de aproximagao com o método analitico,
como visto em detalhes na Fig. 3.19a. A Fig. 3.19b exibe a densidade de probabilidade P(s)
obtida via MCP para as primeiras 953 autoenergias do triangulo f = 45°. Assim como es-
perdvamos, a ausencia de estados degenerados na contagem numérica resulta em uma visivel

divergéncia no aspecto da densidade de probabilidade P(s) em relagao aos dados ja descritos

81



na literatura, onde é mostrado que o bilhar (45°,45°,90°) possui dinamica associada a uma
distribui¢ao de Poisson [52,56].

De qualquer forma, a existencia de estados degenerados em uma determinada geometria
nao compromete o desenvolvimento da nossa pesquisa, tendo em vista que neste trabalho
a func@o de onda é o principal objeto de estudo. Além disso, a func@o de onda de estados
degenerados pode ser obtida mediante a escolha correta da simetria do sistema através do
angulo de incidencia #. Como visto, por exemplo, nas figuras 3.8 e 3.9 nos autoestados ab
calculados sobre § = 45°.

Na Fig. 3.20 mostramos a densidade de probabilidade P(s) em func¢io do espagamento
médio de niveis de energia para alguns valores de 5. As linhas continuas se referem a dis-
tribuicoes que mais se aproximam dos histograma obtidos pelo MCP. Em todos os casos
que observamos, ha uma forte tendencia para a distribuicao de probabilidade do tipo Berry-
Robnik com variacoes nos parametros de ajuste p; e po, sendo p; + po = L. 1D possivel
interpretar tais parametros como uma proporc¢ao percentual intermediaria entre as distribui-
¢oes de Poisson e Wigner (GOE). Vejamos por exemplo o caso § = 44,0° em que p; = 0, 38
e py = 0,62. Podemos aferir que nessa geometria em particular, a estatistica de niveis é

resultado de uma distribui¢ao de probabilidade P(s) intermedidria com 38% do tipo Poisson

e 62% GOE.

3.2 Andlise de familias para g € [29°, 31°]

Nesta se¢ao vamos mostrar os resultados obtidos para o triangulo cuja geometria varia com
B8 € [29°,31°]. A andlise das propriedades da matriz 1'(i, j) e a morfologia dos autoestados
associada as familias sdo feitas sob as mesmas regides do espectro. Primeiramente para uma
regiao baixa e posteriormente para uma regiao alta. As dimensoes das paredes mantém-se

com l; € [1,9,1,82] e [y € [1,05,1,09].

3.2.1 Solucoes ¢(x,y) para k € [1,20]

Na Fig. 3.21a temos a densidade de autoestados no intervalo k € [1,20]. As familias des-

crevem uma dinamica que se assimila ao que é observado quando 5 € [44°,46°] da Fig. 3.3.

82



B =44,0° B=44,°
1 T T T T T 1 T T T T ‘ T
— %/[CP 1 r — MCP
— Poisson — Poisson
8 ~ BR(p, =038¢p,=062)| | 1 — BRip; =040 p, =060 7]
= 1= 3=\ .
0,6F - 0,6+ -
=g &
04F . 04} .
0,2+ g 0,2 -
L | i | | | | | | L
% I 2 3 % I s 2 i
S
B=44,4° B =44,5°
1 j f i 1 ' T y T
— MCP 1 - — MCP
— Poisson — Poisson
0.8 — BR(p, =049¢p,=051)| | 0.8 — BR(p, =047 e p,=0.53)| |
0,6F - 0,6} s
= &
0.4/ 1 0.4 1
0,2+ e 0,2+ -
L | L | L | L | | | L |
% I 2 3 % I 2 3
S S
B =44,6° B=44.8°
1 T T T T 1 T T T T
— McCP 1 » — MCP
— Poisson — Poisson
0.8 — BR(p,=055¢ep,=045| | — BR(p,=0,60¢p,=040)| |
0,6 - -
-~ <
0.4} . .
0,2 E B
| | | | |
% I 2 3 % I 2 3
S S

Figura 3.20: Densidade de probabilidade P(s) para angulos 5 = 44,0°, 5 = 44,2°, 5 = 44, 4°,
[ =44,5° [ =44,6° ¢ § = 44,8°. As linhas continuas representam P(s) de Poisson, Wigner
(GOE) e Berry-Robnik (BR). Os histogramas sao montados numericamente via MCP.

Porém, mesmo situando-se na regiao em que os niveis de energia possuem comprimento de

onda grande, os autoestados calculados para qualquer g diferem ligeiramente na morfologia
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Figura 3.21: a) Grafico de densidade {|7}(i, j)|?) em fungio do espaco de parametros k x 3.
Densidade de probabilidade da fun¢io de onda || com kY =5 211, k(*?) = k(@) = 5 18;
ket = k8 = 5 148 kO = 8 568; k2 = 8 536; k®3 = k®) = 8 505; k5 = 8 473;
KD = k(2 = 03 = 10,341 k(Y = k5 = 10,31; k@D = 11,925 k) = 11 893;
k93 = 11,861; k) = 11,83: k(45 = 11,798. As setas indicam variacoes na morfologia da
fun¢ao de onda na transi¢cao de um autoestado para outro.

da fungao de onda. A setas destacadas na Fig. 3.21b indicam pontos em que é possivel obser-

var tais alteracoes. Na familia B, por exemplo, é possivel ver um achatamento na regiao que
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contém um minimo da funcdo de onda préximo a mediana da hipotenusa. Em C, o terceiro
ponto de maximo, contado a partir do vértice de (3, alonga-se em direcao ao angulo reto do
triangulo. Na familia D, ha um ponto na regiao central do bilhar em que um né da funcao
de onda separa-se para formar dois nés distintos. Estas pequenas varia¢oes para os primeiros
autoestados podem ser interpretadas devido a maior sensibilidade da matriz T a variagoes
dos angulos internos do sistema, tendo em vista que nesse caso as paredes [y e [y formam um
bilhar com &area relativamente menor do que o caso discutido na se¢ao anterior.

De acordo com o espectro analitico de autovalores do triangulo (30°,60°,90°) dada pela
equagao (2.69), a primeira degenerescéncia surge com k%é)l = 18,67, que corresponde a vi-
gésima autoenergia. Este resultado também é obtido numericamente e pode ser visto em

detalhes ao lado Fig. 3.21a para o nimero de onda k£ = 18,61 que também corresponde a

vigésima autoenergia.

3.2.2 Solugoes ¢ (z,y) para k € [100, 102]

Vamos agora determinar as solugbes do triangulo para altas energias. A Fig. 3.22 mostra
(|Tx(2,7)]?) em fungao do espago de parametros k x 3 com o espectro de energia no intervalo

k € [100,102]. Pela disposi¢ao das familias observamos novamente o aspecto de evolugao

N 1\ /TN )'q" |
|

30,6~
304
30,2
30 = ‘
29,81
29,6~ ’ l
29,4 —’ “ ‘
292 |
o ! | " |\. Al
100 100,4 100,8 101,2 101,6 102
k

B

Figura 3.22: Gréfico de densidade (|T(4,7)|*) em fun¢do do espago de parametros k x 5. A
linha pontilhada horizontal forma o bilhar triangular (30°,60°,90°). As regides I a VI seréo
ampliadas para uma discussao mais detalhada da funcao de onda.
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sob forte sensibilidade a variacdo dos angulos internos. No bilhar definido pela geometria
regular § = 30° (linha média horizontal), as familias se sobrepde sobre uma mesma energia e
geometria, e o resultado é a ocorréncia de estados degenerados [52,102]. Quando quebramos
a simetria do sistema com variacoes nos angulos internos, as familias passam a ter compor-
tamento convergente. Para uma discussao mais detalhada de cruzamentos e repulsoes, bem
como a morfologia associada aos autoestados, selecionamos as regioes 1 a VI do espaco de
fase para ampliacao.

A Fig. 3.23 mostra com detalhes uma porcao das familias contidas em I, que evoluem
na regiao de transicao entre um bilhar regular e irregular. Os autoestados a3 e b3 sao
calculados sobre o triangulo regular (30°,60°,90°). Os demais sao calculados no triangulo
irregular. A func@o de onda associada aos autoestados da familia A apresentam semelhancas
em sua morfologia, excetuando algumas regides da area interna em que vemos pequenas
concavidades. Por exemplo, as setas da Fig. 3.23b indicam uma pequena area de né que
se desloca em direcdo a aresta lateral [; a medida que g é deslocado, estando situada na
mediana de [; definida por x = [;/2 quando calculada em g = 30°. O intervalo de transi¢ao
em estudo nao oferece ao bilhar a mesma simetria que é vista no caso anterior (Fig. 3.6).
Embora os autoestados al e a4, por exemplo, sejam construidos em geometrias igualmente
espacadas a partir da linha de simetria 3 = 30,0°, os seus nimeros de onda possuem uma
diferenca numérica de k(*Y — k(@D = 0,018. Os autoestados gerados em B também apresentam
semelhanc¢a na morfologia da fun¢ao de onda, em especial devido a ausencia de fortes variagoes
da matriz T diante da dependencia dos seus parametros k e (3.

O caso descrito acima exibe um comportamento atipico a respeito da familia A, pois,
como sabemos, um conjunto de autoestados (uma familia) possui a tendéncia de sustentar a
morfologia da fun¢ao de onda quando a familia evolui em linha reta. A tendencia é mantida
até que um determinado autoestado de uma familia passe a interagir com outro autoestado
de outra familia, assim uma repulsao ocorre e a morfologia entre eles é invertida. Mas de
acordo com a evolucao da familia A, é possivel observar que préximo ao bilhar g = 29, 9°
a familia é defletida, assim como ocorre na regiao que descreve o bilhar g = 30,05°. No
entanto, os autoestados de B nao indicam que ocorre qualquer inversao da morfologia com

os estados de A. Logo, tal caracteristica sugere que as familias A e B nao possuem qualquer
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Figura 3.23: a) Gréfico de densidade k x 3 x (|T)(i,7)|?) da regiao 1. Ao lado sdo exibidos
os estados al e a3 em trés dimensdes. b) Densidade de probabilidade da func¢do de onda
[4|? associada aos estados: al) k = 101,389, 3 = 29,89% a2) k = 101,38, 3 = 29,95°; a3)
k = 101,369, 8 = 30,0°% ad) k = 101,371, g = 30,05°; ab) k = 101,354, 3 = 30,13°; bl)
k = 101,427, § = 29,86°; b2) k = 101,426, 5 = 29,95° b3) k = 101,425, 5 = 30,0°; b4)
k = 101,426, § = 30,05° ab) k = 101,426, 5 = 30,1°. As setas indicam flutuagoes na
distribuicao espacial da funcao de onda com a variacao da geometria.

tipo de interacao, apesar das nitidas variacoes na dinamica da familia A.

As regides seguintes II e III, mostradas nas figuras 3.24 e 3.25, também sao regioes de
transigao do bilhar irregular para o regular. Nos autoestados das familias A e B em II,
notamos que a func¢ao de onda nao apresenta inversao na sua morfologia como com frequencia
ocorre em regioes de interagao. Considerando ainda que nao ha ocorréncia de degenerescéencia
ou equivalente superposicao de autoestados, podemos afirmar que nesta regiao do espaco de
fase as familias ndo possuem qualquer tipo de interacdao, apesar da aparente aproximacao que
ocorre entre ambas na linha média horizontal que define o bilhar (30°,60°,90°).

Na regiao III mostrada na Fig. 3.25, as familias interagem em [ = 30° gerando os auto-
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Figura 3.24: a) Grafico de densidade k x 8 x {|Tk(i,7)|?) da regido II. b) Densidade de
probabilidade da funcio de onda [¢|? associada aos estados: al) k = 100,841, 5 = 29,91°;
a2) k = 100,843, 8 = 29,96°; a3) k = 100,843, 5 = 30,0°; ad) k — 100,843, 5 = 30,03°; a5)
k= 100,841, 8 = 30,08°; bl) k = 100,865, 3 = 29,92°; b2) k = 100,864, 3 = 29,96°; b3)
k= 100,862, 8 = 30,0° bd) k = 100,863, 3 = 30,04°; b5) k = 100,865, 3 = 30, 08°.

estados degenerados ab, os quais possuem a mesma energia e geometria, mas com diferentes
angulos de ressonancia #. Ainda ¢é possivel identificar pequenas variagoes na morfologia da
funcao de onda dos autoestados nas duas familias. Mesmo que a familia A apresente menor
sensibilidade a variacao dos angulos internos, os seus autoestados produzem modificacoes na
estrutura da funcao de onda como indicados pelas setas nos autoestados al e a4. Nota-se que
na regiao do bilhar préxima ao vértice que compreende [3, surge uma pequena regiao escura
que caracteriza pontos de minimos da funcao de onda. E importante mencionar que devido a

inexistencia de simetria entre as regides acima e abaixo do bilhar 5 = 30°, os autoestados al
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Figura 3.25: a) Grafico de densidade k x 8 x {|T}(i,7)|?) da regido III. b) Densidade de
probabilidade da fungao de onda |¢|? associada aos estados: al) k = 100,18, 5 = 29,85
a2) k = 100,181, 8 = 29,9°; a3) k — 100, 181, § = 30,1° ad) k — 100,18, 8 = 30, 15°; b1)
k= 100,191, 8 = 29,85° b2) k = 100,186, 5 — 29,9° b3) k — 100,186, 5 = 30,1°; bd)
k= 100,192, 8 = 30,15° ab) k = 100,182, 3 = 30, 0°.

e a4, por exemplo, cujo SV = 30° — 0, 15° e B = 30° + 0, 15° estao deslocados em mesmo
moédulo em relacao a linha § = 30°, nao apresentam a mesma morfologia mediante a troca
l1 <> I3 como ocorre para o caso de transi¢ao § € [44°,46°]. Este mesmo comportamento é
observado na familia B, a qual também apresenta oscilacoes na estrutura da funcao de onda.

Vamos agora avaliar o comportamento das familias diante de variagoes da geometria que
caracteriza bilhares irregulares. A Fig. 3.26a mostra uma repulsao de niveis na regiao delimi-
tada por IV da Fig. 3.22. Os gréficos tridimensionais ao lado mostram novamente a influencia
da inclinac¢ao da familia no aspecto dos autoestados. As autofungoes associadas aos autoes-

tados a3, a4, bl e b2 mostram que uma particula em interacao com essas geometrias possui
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maior probabilidade de ser detectada ao longo da aresta [5. Neste caso, apesar da morfologia
sugerir uma dinamica periddica, de acordo com a distribuicao espacial das autofuncoes nas
regioes de inclinagao, nao ha ocorrencia de cicatrizes. Para os demais estados al, a2, b3 e b4,
a distribuicao espacial é aproximadamente uniforme em toda a area do bilhar. A inversao da
morfologia ocorre na regiao de convergencia mediante as trocas a2 — b3 e b2 — a3.

Na Fig. 3.27a temos em detalhes a regiao V, na qual duas familias se repelem apos
interagao (as cores da repulsao ampliada acima do gréfico foram invertidas para melhorar
a visualizacao). Neste intervalo, identificamos as primeiras cicatrizes provenientes das geo-

metrias § € [29°,31°].  Os autoestados calculados sobre as familias em evolucao diagonal

a)

|91
29,54 -

< 29,49

29,44

1 |
100,14 100,17 100,2
k

b)

Familia A

Familia B

Figura 3.26: a) Grafico de densidade k x 8 x (|1}.(7,7)|?) da regiao IV. Ao lado sao plotados
a4 ¢ b2 em trés dimensoes. b) Densidade de probabilidade da fungao de onda []? associada
aos estados: al) k = 100,165, 5 = 29,43°; a2) k = 100, 166, 8 = 29,46°; a3) k = 100, 155,
B = 29,49°; ad) k = 100,144, B = 29,5° bl) k = 100,194, 8 = 29,45% b2) k = 100, 18,
B = 29,467°; b3) k = 100, 168, 8 = 29,5° bd) k = 100,169, 8 = 29, 53°.
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Figura 3.27: a) Gréfico de densidade k x 8 x (|Ti(i,)|?) da regiao V. Ao lado é plotado a4
sob ponto de vista tridimensional. b) Densidade de probabilidade da fungao de onda [t|?
associada aos estados: al) k = 100,926, 5 = 30,65°; a2) k = 100,929, 5 = 30,67°; a3)
k = 100,921, g = 30,71°; ad4) k = 100,909, 3 = 30,73°% bl) k = 100,96, 5 = 30,67°; b2)
k = 100,945, 5 = 30,69°; b3) k = 100, 936, 5 = 30,74°; b4) k = 100,94, 5 = 30,77°.

(com grande variacao de k em relagdo a ) a3, a4, bl e b2, mostram que as fung¢oes de onda
apresentam morfologias que descrevem uma particula sob dinamica periddica, caracterizando
uma cicatriz. A dinamica no andlogo classico ¢ descrita qualitativamente pela trajetéria em
linhas vermelhas da Fig. 3.27b. Mencionamos anteriormente que uma autofuncao nao ne-
cessariamente deve localizar-se nas extremidades do bilhar quando seus autoestados evoluem
diagonalmente. Para o tipo de interacao deste caso, a cicatriz desenvolve-se por uma area
mais ampla do bilhar. A razao da periocidade ocorrer proxima a parede I, é explicada em
decorréncia da variagao inversa dos valores de k em funcgao de 3 na evolugao dos autoestados.

A Fig. 3.28a mostra a evolugao tripla de familias que interagem na regiao VI da Fig. 3.22.
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Diferentemente das regides em que analisamos até o momento, a regiao VI exibe a familia

B que evolui sem aparente interacdo com as demais familias A e C. E possivel verificar

a)
|42

294

= 2934+

29,28

b)
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i

Familia B

Familia C

Figura 3.28: a) Gréfico de densidade k x 8 x (|Ty(i,)|?) da regiao VI. Ao lado sdo plotados
al e ¢4 em trés dimensoes. b) Densidade de probabilidade da funcio de onda |¢|* associada
aos estados: al) k = 100,52, 8 = 29,3° a2) k = 100,537, 8 = 29,32° a3) k = 100,547,
B = 29,33°% ad) k = 100,531, 8 = 29,38 bl) k = 100,556, 8 = 29,27°; b2) k = 100, 554,
B =29,3% b3) k = 100,551, § = 29,33% bd) k = 100,547, § = 29,38 c1) k = 100, 586,
B = 29,27°% ¢2) k = 100,564, 8 = 29,32° ¢3) k = 100,58, f = 29,346°; c4) k = 100,6,
B = 29,36°.

esta afirmacao através dos autoestados calculados sobre B em relacdo aos autoestados de
A e C. Uma caracteristica comum entre regioes de interacdo com repulsio é a inversao da

morfologia da funcao de onda entre os autoestados gerados préximos a interagao. Como
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também sabemos, qualquer que seja a familia em evolucao retilinea possui a tendencia de
manter a funcao de onda de seus autoestados sob constante morfologia. As variacoes abruptas
que ocorrem sao em todos os casos resultado de interacdo entre familias que convergem
gerando repulsao entre niveis de energia. Do aspecto encontrado para os autoestados de B,
por exemplo, a invariancia da funcao de onda durante o deslocamento angular sugere que
nao ha sensibilidade da familia B em relagdo as demais familias. Por isso a evolucao contida
neste intervalo pode ser considerada de interacao somente entre as familias A e C, as quais
possuem nitidamente morfologias semelhantes que sao observadas nas inversoes a2 — ¢3 e cl
— ad.

H4 ainda a ocorrencia de cicatrizes nos autoestados construidos sob coordenadas em
evolucao diagonal, como visto em al, a2, ¢3 e ¢4. A linha vermelha descreve uma trajetoria
no analogo cldssico de uma particula com dinamica periédica. A distribuicio localizada
adjacente a parede [y com um pico acentuado no vértice compreendido por § (como mostrado
em tres dimensoes pelos autoestados al e ¢4) é atribuido a variagao crescente relativa entre

a geometria e a energia do sistema.

3.2.3 Orbitas periodicas em estados cicatrizados

Como frequentemente fora discutido neste trabalho, a funcao de onda mostra uma forte
tendencia em concentrar-se sob pequenas areas do bilhar quando os seus autoestados evoluem
sob estreitos intervalos de geometria, e que isso pode resultar em dinamicas periddicas, as
cicatrizes. A Fig. 3.29 exibe autoestados construidos dentro do limite g € [29,2°,30,8°], em
fun¢do do nimero de onda k € [100,6,101,4]. O grupo de autoestados A e B sdo gerados
abaixo da linha de simetria de § = 30°, enquanto os de C e D, acima de g = 30°. Os
autoestados bl e ¢l sdo plotados em tres dimensoes ao lado da Fig. 3.29a.

Novamente observamos padroes semelhantes no comportamento das cicatrizes quando
levamos em conta a distribui¢ao espacial da funcao de onda, assim como a quantidade de
Orbitas presentes em cada autoestado. Em relacao ao primeiro padrao, podemos novamente
fazer uma analise quantitativa do nivel de inclinacao da familia a qual determinado autoestado
é gerado.

Primeiramente vamos considerar, por exemplo, os autoestados al e ab presentes no grupo
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Figura 3.29: a) Gréfico de densidade k x 8 X (| Ty (7, 7)|%). Ao lado sao plotados os autoestados
bl e cl em trés dimensoes. As linhas vermelhas indicam a trajetoria de uma particula no
seu bilhar anélogo classico. No detalhe, uma porgao ilustrada do grupo D. b) Densidade de
probabilidade da funcao de onda ||? associada aos estados: al) k = 100,64, 8 = 29, 39°%;
a2) k = 100,782, = 29,45° a3) k = 100,948, 5 = 29,62°; ad) k = 100,044, 8 = 29,7°;
a5) k = 101,192, 8 = 29,82° bl) k = 100,92, 8 = 29,23% b2) k = 101,012, 8 = 29, 33°;
b3) k= 101,084, 5 = 29,4°; b4) k = 101,144, 5 = 29,48°; b5) k = 101,25, 5 = 29,61°; c1)
k = 100,652, 8 = 30, 74o; ¢2) k = 100,862, 8 = 30, 52°; ¢3) k = 100,956, 5 = 30,42°; c4)
k = 101,312, 8 = 30,31°; ¢5) k = 101,212, § = 30, 14°; d1) k = 100, 849, 5 = 30,75°; d2)
k = 100,982, 5§ = 30,64°; d3) k = 101,072, § = 30,54°; d4) k = 101,14, g = 30,45°; d5)
k=101,22, = 30,35°.

A. Escolhemos duas coordenadas no espaco de fase de k e 3 associados nos arredores proximos

a cada um deles. Para o autoestado al entao temos as coordenadas de energia, ké“ll) — k%al/) =
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100,672 — 100,608 = Ak = 0,064, com as suas geometrias associadas 5?” - 55601/) —

29,416° — 29, 368° = ABY) = 0,048 (lembrando que o sobrescrito * é usado para diferenciar
as coordenadas escolhidas da coordenada prépria do autoestado al, por exemplo). Com
a relagao trigonométrica da tangente para o triangulo retangulo, a inclina¢do aproximada
da familia do autoestado al é tan™'(AB) /Ak)) ~ 36,86°. Usando a mesma técnica,
fazemos o mesmo para o autoestado a5, logo, kéa‘r)/) — kﬁa‘%/) — 101,234 — 101,170 = Ak®) =
0,064, e das geometrias, 8 — 8% — 29, 868° — 29,808° = AB@) — 0,06, a inclinacio de
ab é, tan ' (ABY) ALY &~ 43, 15°. Repetimos novamente a técnica para os autoestados cl
e ¢b, e para dl e d5. Para cl e ¢5, tan™ (A /AK)) ~ 47,64° ¢ tan~(AB) /ALK ~
49,26°. Para dl e d5 temos, tan~"(AB) JAKI) ~ 49,39° e tan (AR JAK@®)) ~
53, 13°.

Dos resultados listados acima, identificamos novamente como a inclina¢ao da familia influ-
encia consideravelmente na distribuicao da funcao de onda. Apesar da aparente semelhanca
entre os autoestados dl e d5, por exemplo, ainda é nitida a diferenca que ambos apresen-
tam em determinadas regioes no interior do bilhar, e isso é particularmente devido a relativa
diferenca na inclinagao da familia em que cada um é construido. Em relagao as érbitas,
estas estarao presentes em igual quantidade nos autoestados construidos no mesmo grupo.
Portanto, a distribuicao da densidade da funcao de onda é tao localizada espacialmente
quanto menor for o valor de AfS em relacao a seu Ak associado. Também, o ndmero de
orbitas descritas pela funcao de onda de um certo autoestado nao é definida pela inclina-

¢ao da familia em que este é construido, e sim por qual grupo é construido (observe que

tan~ (AL JAKE)) < tan~(ABE) JAKEY).

3.2.4 Estatistica dos niveis de energia

Nesta secao iremos determinar a dinamica do triangulo para angulos internos atribuidos nas
proximidades do caso regular (30°,60°,90°). O mesmos obstaculos encontrados nesta geome-
tria para obter P(s) assimila-se ao caso triangular (45°,45°,90°). O triangulo (30°,60°,90°)
também possui dinamica regular, onde sua distribuicao de probabilidade é descrita por um
func¢@o de Poisson [52]. De acordo com o espectro analitico de autovalores dado por (2.69),

hé estados degenerados em que s = 0 e, por conseguinte, em nosso método ny — co. Por
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isso, vamos buscar a dinamica associada ao sistema em que [ estd suficientemente distante

da geometria regular.
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Figura 3.30: Funcao de escada espectral dos primeiros 1290 niveis de energia para angulos
compreendidos nas proximidades da regiao regular do triangulo. As curvas representam as
solugoes analiticas e numéricas por (3.1) (Weyl) e MCP, respectivamente.



Primeiramente contamos os autoestados obtidos pelo MCP e comparamos com o caso
analitico descrito por Weyl em (3.1). A Fig. 3.30 mostra a fungao de escada espectral E x
N(F) via MCP em contraste com o caso tedrico via Weyl. Os dados obtidos numericamente
se mantém préximos de N(E)MEP) 1290 enquanto a férmula de Weyl imprime uma média
de N(E) = 1291. A contagem pelo MCP passa a decair em relagio a teoria nas regides de
regularidade novamente pelo fato de que as autoenergias nesta regiao de interesse possuem
proximidade considerdvel e a determinacao de um dj ou p apropriados tornam-se inviaveis
no ambito computacional. Contudo, ambas as solugoes analitica e numérica mostram forte
correspondéncia nas geometrias de interesse (ver os ’s na figura 3.30), e assim podemos
determinar P(s).

Tratamos de inicio o caso para o bilhar (30°,60°,90°). A Fig. 3.31a exibe a contagem de
autoestados por método analitico através de (3.1) e (2.69), e por método numérico via MCP.
Na curva em que as degenerescencias do triangulo (30°,60°,90°) sdo removidas, constatamos
boa precisdo em relacio aos dados obtidos pelo método numérico. A auséncia dos estados
degenerados na contagem pelo MCP, novamente resulta em um P(s) que vai na contramao
de dados ja existentes na literatura, na qual encontramos que a densidade de probabilidade
que descreve o sistema (30°,60°,90°) exibe dinamica associada a uma curva de Poisson [52].
A Fig. 3.31b mostra o histograma construido numericamente para os primeiros 1009 autoes-
tados do triangulo (30°,60°,90°). As curvas continuas representam as densidades P(s) das
distribuigoes de Poisson e Wigner (GOE).

A seguir so mostradas as estatisticas de niveis para angulos internos nas proximidades
de 8 = 30°. Em todos os casos que observamos, hd uma forte tendencia de distribuicao
de probabilidade do tipo Berry-Robnik. Aparentemente as estatisticas indicam um aumento
relativo entre os valores de p; e p2 com a proximidade de 5 ao caso regular 5 = 30,0°, de tal
forma que a curva de Berry-Robnik se desloca de uma distribui¢ao do tipo Wigner (p; = 0 e

p2 = 1) para uma distribui¢do do tipo Poisson (p; = 1 e py = 0).
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Figura 3.31: a) Fungao de escada espectral mediante resultados analiticos e numéricos via
MCP. b) Distribuicao dos niveis de energia P(s) para os primeiros 1009 autoestados do
triangulo (30°,60°,90°). As linhas continuas representam as curvas de Poisson ¢ GOE.

3.3 Conclusoes parciais

Usando o Método do Contorno de Paredes foi analisada a variacao no espectro, e autoes-
tados correspondentes, do bilhar triangular na regiao de transicao entre os comportamentos
regular /nao-regular, quando sua geometria é perturbada através da variacao dos angulos
internos «/f.

Incialmente é observado que para baixas energias, as familias de autoestados desenvolvem-
se descrevendo evolucao paralela ao eixo que define a geometria do sistema. Isso é resultado
do conjunto de ondas incidentes com baixo comprimento de onda que excitam um conjunto
de bilhares cujas geometrias possuem variacoes suficientemente pequenas. Dessa forma, a
funcao de onda dos autoestados no espago k x 5 nao apresenta alteragoes significativas na
sua morfologia, mantendo assim a distribuicao espacial da funcao de onda constante durante
a variacao dos parametros.

Para altas energias, observa-se que a variagao do espectro, evidenciada pela dinamica das
tamilias de autoestados, é fortemente influenciada pela relacao da morfologia das funcoes
de onda associadas aos estados ressonantes com a regiao mais fortemente afetada pela mu-
danca na geometria (vértices do triangulo). Na regiao regular (nas proximidades imediatas
das linhas de = 45° e = 30°, linha média horizontal) do espago k x § as familias podem

sobrepor-se e gerar degenerescéncia. Fora das linhas de f = 45° e § = 30° as degenerescéncias
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Figura 3.32: Densidade de probabilidade P(s) para angulos 8 = 29°, § = 29,25°, 8 = 22,5°,
B = 30,5°, B =30,75° e B = 31°. As linhas continuas representam P(s) de Wigner (GOE)
e Berry-Robnik (BR). Os histogramas sao montados numericamente via MCP.
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sao quebradas e quando as familias aproximam-se estas repelem-se, evitando as degenerescen-
cias, em um comportamento de avoided crossing [103—-105], o que indica um comportamento
nao-regular [106]. Na situagao de avoided crossing as familias trocam entre si suas morfolo-
gias nas regioes de interagao de maneira a manter a tendeéncia de suas evolugoes, em efeito
semelhante a uma transigao adiabética [107]. Estas ultimas observagdes sdo de importante
destaque pois sao resultados obtidos originalmente neste trabalho.

A func¢ao de onda mostrou, em todos os casos, forte tendéncia em concentrar-se em deter-
minados espacos na regiao interna do bilhar quando os autoestados evoluem diagonalmente.
Tal aspecto estd diretamente ligado ao favorecimento da ocorréncia de cicatrizes, em que
a funcdo de onda além de distribuir-se localmente, apresenta periodicidade e instabilidade
estrutural na dinamica descrita pelo autoestado.

Para as estatisticas de niveis, a densidade de probabilidade P(s) mostrou uma aparente
tendencia de distribuicdo do tipo Berry-Robnik. De acordo com os angulos atribuidos ao
bilhar fora da geometria regular (45°,45°,90°) e (30°,60°,90°), essa distribuicio se ajusta
aos parametros p; e py numa configuracao intermediaria entre as distribuicoes de Poisson e
Wigner. Tal resultado indica que nestas geometrias P(s) ndo descreve um sistema caético,
mas sim pseudo-integravel. As estatisticas para angulos de geometria regular apresentam
degenerescencias de acordo com as expressoes analiticas de autovalores, e assim neste trabalho
o P(s) mais apropriado segue a literatura, na qual possui resultados mostrando que para
bilhares triangulares (45°,45°,90°) e (30°,60°,90°), a distribui¢do de probabilidade obedece
uma curva de Poisson [52].

Até o momento, tratamos todos os casos em que a transmissao nas paredes periféricas do
bilhar possuem valor numérico muito préoximo de zero, ou seja, a intensidade do potencial
tende ao infinito, v — oo. No capitulo seguinte, vamos abordar as solu¢oes do bilhar retan-
gular cuja geometria é constituida por uma diagonal de permeabilidade varidvel, enquanto

as paredes da periferia mantém-se impermedaveis.
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Capitulo 4

Bilhar retangular com diagonal permeavel

Neste capitulo, vamos dar continuidade a aplicabilidade do MCP na obtencao das solucoes
quanticas para o bilhar retangular constituido também de uma parede de potencial na dia-
gonal com permeabilidade varidavel. Para este tipo de sistema, o MCP mostra-se novamente
como uma poderosa ferramenta para o cdlculo de espalhamento, pois poucos métodos sao tao
versateis em bilhares com diferentes valores de permeabilidade.

Alguns trabalhos descritos na literatura adotam sistemas semelhantes em que um deter-
minado bilhar é elaborado contendo uma parede de potencial que divide a regiao interna
em duas regioes, ou seja, a funcao de onda submetida a algum tipo de “obstaculo”. Assim,
cada regiao é estabelecida com diferentes valores de potenciais. Exemplos desse tipo de sis-
temas incluem a dinamica de uma particula quantica em intera¢ao com bilhares na forma de
circulo [108], estddio [36], triangulo reto e equilatero [109], retangulo [110], cavidade de micro-
ondas [111], etc. Além disso, bilhares cujas paredes nao sao totalmente reflexivas, ou possuem
alguma variagao na permeabilidade, também tém um grande volume de aplicagdes [64], por
exemplo, no campo de microrressonadores épticos onde se explora a caoticidade do sistema
para aumentar significativamente a unidirecionalidade da emisséo de luz [112,113]. Podemos
mencionar também trabalhos sobre dispersao cadtica em um bilhar circular composto por um
corte reto e duas aberturas, em que mediante variacoes na geometria das aberturas, mostra-se
uma gama completa de comportamentos dinamicos [114]. Outras aplicagoes também podem
ser encontradas nas medicoes de densidade elétrica em bilhares de microondas com barreiras

permedveis [115,116], transporte de fluidos incompressiveis [117,118], etc.
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Nossa contribuicao no presente capitulo serd analisar o comportamento da funcao de onda
mediante pequenas variagoes na transmissao na parede diagonal do retangulo. A partir da
dinamica descrita pelas familias no espaco de fase k x Ty, vamos calcular a densidade de
probabilidade da fungio de onda |¢|?* associada aos autoestados para obter informagoes da
evolucao da sua morfologia tanto para valores intermediarios de transmissao quanto para va-
lores limites. Com tais variacoes as solucoes deste bilhar serdo transitadas entre as geometrias
do bilhar triangular e retangular, ou seja, no limite inferior onde a parede de potencial na
diagonal é impermeavel, as solucoes terao a forma do triangulo, enquanto no limite superior
com a diagonal totalmente permedavel, as solucoes serao de dominio retangular.

Para que possamos incluir a permeabilidade no calculo da funcao de onda, buscamos
solugoes que agora levam em conta a expressao (2.21) (ou a sua forma discretizada (2.53))
com o parametro «y finito. Os nossos calculos numéricos serdo feitos usando o parametro
de transmissao Ty na diagonal e o parametro 7}, no contorno externo. Logo, a relacao que
descreve a conversao entre os valores de transmissao e permeabilidade de qualquer parede é

dada por,

1 1/2
P

Onde £ ¢ o nimero de onda correspondente a onda incidente e T),/4 a transmissao na perife-
ria/diagonal. No entanto, para os dois limites de transmissao, o método numérico inviabiliza
as atribuigoes T},/q = 0 e/ou T,,;q = 1. Por isso, adotamos valores que séo satisfatoriamente
préximos destes limites, ou seja, para o limite inferior usamos 17y = 107Y, e para o superior,
T, =1—107°. O contorno externo mantém a transmissao T, = 107%. Para simplicar a leitura
do texto, a apresentacao destes valores serd dado da seguinte forma: T; = 0 para o limite
inferior e T; = 1 para o limite superior.

Para também simplificar as discussoes, iremos construir a geometria proposta substituindo
as denominacoes [q,l5..., descritas no capitulo anterior, pela identificacao dos vértices do
retangulo. Entdo, agora as paredes periféricas sdo definidas pelos segmentos ab, be, cd e
da, como mostrado na Fig. 4.1. O segmento de reta que conecta dois vértices opostos ¢
identificado por @e tal que |ac| = /|ab|2 + |bc|2 = 1/|cd|?> + |dal?. Por simplicidade, vamos

definir o cateto |ab| = 1 e a partir da atribuicio angular de 3, temos que |bc| = |abltan|3].
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Figura 4.1: Bilhar retangular com diagonal permedavel.

A discretizacao da barreira para o calculo numérico da matriz de espalhamento e da
funcao de onda obedece a mesma técnica descrita na secao 2.5, com a inclusao do parametro
de permeabilidade dado por (4.1). A abordagem dos parametros relativos ao comprimento
do segmento A e da dimensdo da matriz N fornecidos por (2.58) e (2.60) se aplicam da
mesma maneira para as paredes que compoe o contorno externo ao bilhar. Contudo, para a
diagonal, definimos um parametro de proporcionalidade ng que ajusta a dimensao da matriz
na intencdo de isolar as solucdes correspondentes aos triangulos inferior abe e superior cda

quando T; = 0, ou seja
|ac| k

2rp

N@

ng. (42)

Assim, o nimero de segmentos Ay na diagonal, se ng > 1, serd proporcionalmente maior em
relacdo ao nimero de segmentos A, do contorno externo.

Para a determinacao do ng mais adequado, usamos a solucao analitica do triangulo regular
(30°,60°,90°), e introduzimos o espectro relativo aos seus autoestados para confrontar com
as solucoes numéricas obtidas via MCP com g = 30° e T; = 0, formando dois triangulos,
um superior e outro inferior, ambos com a mesma configuracao geométrica. O resultado
é visto na Fig. 4.2. Nela sao plotadas as curvas referentes a contagem de autoestados do
bilhar triangular (30°,60°,90°) através do espectro analitico de autovalores em (2.69) e da
equagao de Weyl em (3.1). A fun¢ao de escada espectral é obtida numericamente via MCP.
O ajuste mencionado se refere a remocao de uma das energias duplicadas que sao as energias
de ressonancia do triangulo (30°,60°,90°). De acordo com os dados referentes ao método

analitico pela equagdo de autovalores (sem degenerescencias) e do MCP, a escolha de ng = 2

103



mostra-se adequado para a discretizacao da barreira ac. Na realidade, nossos resultados
mostram que valores tal que ng > 2 também se tornam apropriados para isolar as solucoes
dos dois triangulos. FEntretanto, tais atribuicdoes para ng > 2 implicam em maior custo

computacional e nao revelam maior acurdcia na contagem dos autoestados.

Bilhar Triangular (30°,60°,90°) Td =0

200" { T T T |
— Weyl
— Analitico - s/ deg
150k = MCP (n,= 2) ¢/ ajuste |
)
> 100 E
50~ .
0 s I . \ . \ . |
0 2000 4000 7 6000 8000

Figura 4.2: Funcao de escada spectral mediante MCP com ng = 2, 8 = 30°eT; = 0. O
“ajuste” consiste na remoc¢ao de uma das energias duplicadas. As demais curvas representam
autoestados obtidos analiticamente. A divergéncia visivel do MCP com Weyl é resultado da
presenca de degenerescéncias no triangulo (30°,60°,90°).

Nas secOes seguintes, vamos iniciar as discussoes a respeito das solucoes do bilhar em
questao. O primeiro caso a ser estudado sera o bilhar com g = 30° e o segundo com 3 = 22, 5°,
os quais constroem os triangulos (30°,60°,90°) e (22,5°,67,5% 90°), respectivamente. Em
primeira analise, usaremos as propriedades da matriz de espalhamento para caracterizar a
dinamica das familias de autoestados no espago de fase em que k € [6,20] e a transmiss@o na
diagonal Ty € [0, 1]. Em seguida, vamos calcular a densidade de probabilidade da funcéo de
onda |¢(x,y)|* de k e Ty associados para que possamos determinar a sua morfologia mediante
variacoes sucessivas da transmissao na diagonal @¢. Em todos os casos, o contorno periférico
que compreende o perfmetro abeda mantém a transmissao 7, = 0. Para ambas as atribuicoes
de 3, usaremos u = 0,05. Na Fig. 4.3 é plotado o grafico kx N, onde N define a dimensao da
matriz 1. Para os dois bilhares, as dimensoes de T'(i, j) = [1; j]nxn de f = 30° e f = 22,5°
sao calculadas com N € [104,347] e N € [95, 317], respectivamente.
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Figura 4.3: Representacdo gréfica da equagdo (2.61) mostrando a dependéncia linear da
dimensao da matriz T" do retangulo da relacao N x k para g = 30,0° e § = 22,5° com
o =0,05.

4.1 Analise de familias para 3 = 30°

Nesta configuragao angular, as dimensoes do bilhar sao definidas de acordo com a inclinagao
da diagonal determinada por § = 30°, como ilustrado na Fig. 4.4. Com as atribuicoes

lab| = |cd] = 1 e B = 30° o dimensionamento das paredes laterais sio |bc| = |da| = 1/+/3.

d C
[+ ]
IEI = 1/V3
B=30° o
a jab| = 1 b

Figura 4.4: Estrutura da geometria atribuida ao bilhar retangular com uma parede que forma
a diagonal do sistema.
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4.1.1 Espectro de familias £ x T

A Fig. 4.5 mostra o primeiro conjunto de familias para k € [6,20]. As regioes claras,
formando curvas ou as familias propriamente ditas, consistem na média sobre os elementos
(¢,7) da matriz de espalhamento 7" calculadas no espago de fase k x T,;. No limite inferior,
definido por Ty = 0, a parede diagonal é totalmente impermeavel (v — o0), enquanto no
limite superior a transmissao é maxima, 7y = 1, e a diagonal é totalmente permeavel (y = 0).

Sendo assim, no limite inferior as solucoes se referem as energias ressonantes do triangulo

Tridngulo Retangulo

—— 1° autoestado e
© 1° autoestado —
L— 2° autoestado e

—— 3° autoestado
2° autoestado —

L— 4° autoestado

5° autoestado
3° autoestado #
7° autoestado

Figura 4.5: Grafico de k x Ty x (|T(i,j)|?) para 8 = 30,0°. As regioes claras formando curvas
representam familias de autoestados do bilhar retangular com diagonal permeavel. A setas
indicam esquematicamente o processo de variacao da transmissao na parede ac. Ao lado
¢ mostrado a relagao entre os estados inicial e final diante da permabilidade calculada nos
limites inferior e superior, respectivamente.

(30°,60°,90°). Para T; = 1 no limite superior, temos as autoenergias do bilhar retangular
sem diagonal.

Na regiao intermediaria em que Ty € (0, 1), as familias evoluem descrevendo uma dinamica
que promove decréscimo no modulo do vetor de onda e disso resulta em um aumento do
comprimento de onda da funcao de onda espalhada. Este resultado, que sera visto adiante
com mais detalhes através de |¢)|?, pode ser interpretado pelo fato de que a area efetiva do
bilhar aumenta por consequéncia do acréscimo da transmissao na diagonal. Tal acréscimo

também resulta na dissociacao dos autoestados, como visto no esquema ao lado direito da
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Fig. 4.5. O primeiro autoestado calculado sobre T; = 0, por exemplo, separa-se formando
dois autoestados independentes que, por fim, no limite superior T; = 1, irdao construir os dois
primeiros autoestados do retangulo com parede totalmente permedvel.

E importante, contudo, salientar que a sobreposicao de duas familias, como ocorre com
frequencia em regides em que T; = 0, nao é via de regra para a existencia de superposicao
de autoestados ou ainda a ocorréncia de degenerescencia. FEsta conclusao pode ser verificada
numericamente por meio do parametro de simetria 6 do vetor de onda, como também através

do espectro analitico de autovalores dado por (2.69).

4.1.2 Funcgao de onda ¢(z,y)

Para uma discussao mais clara sobre a morfologia da func¢ao de onda associada aos autoestados
de cada familia, vamos separar o espaco de fase da Fig. 4.5 em quatros regioes definidas por
I IT, [T e IV. Cada regiao € delimitada de acordo com a dinamica na qual ha interacao visivel
entre niveis de energia.

A Fig. 4.6 exibe a distribuicdo de autoestados para as primeiras duas familias do bilhar
retangular, decrita pela regido I (as denominagoes m X n acima de cada autoestado da Fig.
4.6b sao os numeros quanticos associados a solucao analitica para o triangulo e retangulo.
Tais denominagoes serao posteriormente justificadas para descrever o elo com nossas solu-
¢Oes numéricas). No limite que compreende a transmissdo minima 7, = 0, as familias estao
sobrepostas sobre uma mesma energia ressonante. Tal coordenada, representada pelo auto-
estado abl, consiste no primeiro estado do bilhar triangular (30°,60°,90°). Os pontos nos
quais sao plotadas a funcao de onda de a2, a3 e a4 e b2, b3 e b4 a transmissao possui valor
intermediario.

Da evolucao dos autoestados mostrada na Fig. 4.6b, observa-se que a func¢ao de onda
“transita” suavemente entre os dois limites de tal maneira que com o aumento da transmissao
a partir do limite préximo de Ty = 0, os autoestados dissociam-se para gerar dois autoestados
independentes. Pode-se observar que a transi¢ao da funcdo de onda ocorre de duas formas
diferentes, por exemplo, nos autoestados da familia A, as duas solugbes, tanto do triangulo
inferior como do superior, se “unem” e assim uma das solucoes do retangulo é gerada. J4 para

os autoestados de B, o né originalmente na diagonal do autoestado abl “sobrevive” conforme
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Tridngulo Retdngulo
T,=0,0 T,=1,0
H’U
1° autoestado e
o1° autoestado{
2° autoestado e
b)
a2 a3 a4 ab (1x1)
<
.
=
[

b2 b3 b4 b5 (2x1)
Figura 4.6: a) Grafico de k x Ty x {|T(i, j)|*) da regiao I. b) Densidade de probabilidade |1)|?
associada aos estados: abl) k = 9,62, T, = 0; a2) k = 8,80, 1T; = 0,235; a3) k = 8,21,

T, = 0,525; ad) k = 7,58, Ty = 0,79; a5) k = 6,30, Ty = 1; b2) k = 9,35, Ty = 0, 26; b3)
k=9,18, T = 0,535 b4) k = 8,90, T;; = 0,845; b5) k — 8,33, Ty — 1.

Familia B

aumento na transmissao, e assim o segundo autoestado do retangulo é gerado. Em suma, a
primeira familia A ird formar o primeiro autoestado do retangulo (1 x 1) ((m x n)), enquanto
a segunda, B, formard o segundo (2 x 1), ambos no limite superior 7; = 1, no qual também
podemos considerar que a diagonal é removida do sistema.

A Fig. 4.7 mostra em detalhes a regiao II em que temos a dinamica de duas familias que
evoluem a partir de uma sobreposicao no limite inferior definido pela transmissao minima,
Ty = 0, até a transmissdo méaxima calculada sobre T; = 1, e ambas com k € [10,9,13,1]. Os
conjuntos de autoestados associados as familias representam o segundo estado do triangulo
retangulo e o terceiro e quarto estado do retangulo, conforme esquema ao lado. O autoestado

abl é calculado para k e T; associados préoximos ao limite inferior, caracterizando o segundo
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Tridngulo Retangulo
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b2 b3 b4
Figura 4.7: a) Gréfico de k x Ty x {|T'(z, 7)|?) da regido II. b) Densidade de probabilidade |1)|?
associada aos estados: abl) k = 13,11, T; = 0; a2) k = 12,27, T, = 0,325; a3) k = 11,80,

Ty =0,68; ad) k = 11,42, T, = 0,9; a5) k = 10,90, Ty = 1; b2) k = 12,77, T, = 0, 28; b3)
k=12,32, Ty = 0,715; bd) k = 11,88, Ty = 0,925; b5) k = 11,35, T; = 1.

Familia B

estado ressonante do triangulo. Apds variagao positiva da transmisso, as familias separam-
se formando dois autoestados distintos com fungoes de onda distintas. A transicdo mediada
pelo deslocamento da transmissao e da energia é suave por consequencia do ajuste da funcao
de onda no interior do bilhar até os limites superiores, onde exibem os autoestados ab e b5 do
retangulo cujas fungoes de onda sao representadas analiticamente pelos nimeros quanticos
3 x 1el x 2, respectivamente. Aqui novamente o né originalmente contido na diagonal do
autoestado abl é sustentado por uma das familias, nesse caso, B, até gerar o autoestado b5
do retangulo, enquanto nos autoestados de A, ocorre apenas a juncao das solugoes dos dois
triangulos para gerar o autoestado ab.

Em IIT vemos a primeira ocorrencia de convergencia de transmissividade na regiao de
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interacao entre as familias B e C. Originalmente as familias A e B situam-se sobre o mesmo
ponto no limite inferior T; = 0. Apds acréscimo da transmiss@o na diagonal, os autoestados

separam-se formando funcoes de onda com densidades distintas. Enquanto a dinamica de

Tridngulo Retangulo
T,=0,0 T,=1,0

5° autoestado e
o 3° autoestado#
7° autoestado e

© 4° autoestado ——— 6° autoestado @

b)
a2 a3 a4 ab (2x2)
<
L
=
o
b2 b3 b4 b5 (4x1)
E
&
c2 c3 c4 c5 (3x2
&)
2]
=
B m E E
[ 5

Figura 4.8: a) Gréfico de k x T x {|T(4,7)|?) da regiao III. b) Densidade de probabilidade
|9|? associada aos estados: abl) k = 15,83, Ty = 0; a2) k = 14,91, T, = 0,29; a3) k = 14, 38,
T, = 0,57; ad) k = 13,5, Ty = 0,89; a5) k = 12,58, Ty = 1; b2) k = 15,57, Ty = 0,23;
b3) k = 15,3, Ty — 0,39; ba) k = 14,69, Ty = 0,7; b8) k = 13,71, Ty = 1; c1) k = 16,65,
Ty=0;¢2) k= 15,77, Ty = 0,18; ¢3) k = 15,39, Ty = 0,51; ¢d) k = 15,03, Ty = 0, 86; c5)
k= 14,41, Ty — 1.

A evolui sem aparente interacao com B e C, os autoestados de B convergem na dire¢ao dos
autoestados de C até gerar uma repulsao de niveis com T, contido na regiao intermediaria do

espaco de fase. De acordo com a Fig. 4.8b, as fun¢oes de onda referentes aos pontos abl e b2,
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cl e ¢2 sdo calculadas antes da regiao de interacdo. Em seguida, ha inversao da morfologia
dos autoestados correspondentes a transmissao posterior a repulsao, como visto em b3 a b5 e
¢3 a ¢b. Podemos aferir que neste intervalo do espectro, a solucao do triangulo representada
por abl (5 x 2) ird construir as solugdes do retangulo ab (2 x 2) e ¢5 (3 x 2). Devido ao
ponto de convergencia, onde os autoestados trocam entre si suas morfologias, o autoestado
cl (5 x 1) ird construir o autoestado do retangulo b5 (4 x 1).

A funcao de onda para as tres familias mostra que a transigao entre os limites de transmis-
sao nao € abrupta, pois na evolucao exibida pelos autoestados, exceto na regiao de convergen-
cia onde ha inversao, a densidade da funcao de onda transita de maneira “suave”, indicando
baixa sensibilidade da matriz T" aos parametros de permeabilidade e energia. Na verdade,
a suavidade exibida pela funcdo de onda durante a transicao é resultado direto dessa baixa
sensibilidade da matriz T', pois nao havendo grandes mudancas na dinamica dos autoesta-
dos (das familias), a morfologia destes tende a transitar sem grandes variagoes significativas
(como observa-se em regides de convergencia, por exemplo).

Nas familias contidas em IV, a qual é mostrada em detalhes na Fig. 4.9a, constatamos o
segundo caso de convergencia de autoestados, porém agora com cruzamento (para facilitar a
identificacdo e discussao dos resultados, vamos manter a notacao usual na demoninacao das
familias), e o primeiro de degenerescéncia no limite superior. As familias A e B, compartilham
o mesmo autoestado inicial gerado a partir do extremo inferior em que Ty = 0. Apds aumento
da transmissdo na diagonal, os autoestados de A evoluem sem interacdo com os demais
conjuntos até formar um dos estados degenerados no extremo superior T, = 1. A familia B
desenvolve-se até certo ponto em que sua dinamica converge em direcao a C.

Devido a ausencia de repulsao entre B e C, podemos aferir que nessa regiao de convergen-
cia nao ocorre inversao da morfologia, por isso, é um caso de cruzamento ou degenerescencia
acidental, em que dois autoestados sao calculados sobre uma mesma energia e permeabilidade,
mas suas func¢oes de onda nao sao correspondentes. No entanto, devido a nomenclatura aqui
adotada, mesmo nao havendo interacao, também ocorre uma inversao, porém, na ordem dos
autoestados gerados nos dois limites. Por exemplo, de acordo com o aspecto da morfologia
exibida nos autoestados da Fig. 4.9b, o autoestado abl gerado em T; = 0, que representa o

quinto autoestado do triangulo com os nimeros quanticos (6 x 2), dissocia-se formando dois
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Figura 4.9: a) Gréfico de k x Ty x (|T'(i,7)|*) da regiao IV. b) Densidade de probabilidade
|4|? associada aos estados: abl) k = 19, 22, Td =0;a2) k= 18,6, 1T, =0,17; a3) k = 17,96,
Ty = 0,6; ad) k = 17,63, T, = 0,79; abb) = ach) k = 16,63, Ty = 1; b2) k = 18,83,
Ty = 0,35 b3) k= 18,29, T; = 0,69; bd) k = 17,59, T;, = 0,9; ¢1) k = 20,22, T; = 0; c2)
k=19,55 T; = 0,15, ¢3) k = 18,75, Ty, = 0,51; ¢4) k = 18,19, T, = 0,87; ¢5) k = 17,51,
Ty= L

autoestados independentes identificados por a’s e b’s. No espaco de fase para transmissoes
intermedidrias, os autoestados da familia A constroem um dos estados degenerados do retan-
gulo identificado por ab5 (5 x 1), enquanto os autoestados de B constroem o nono autoestado

do retangulo ¢5 (2 x 3). O sexto autoestado do triangulo ¢1(6 x 1) forma o outro autoestado
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degenerado do retangulo ab5 (1 x 3).

Investigagoes foram feitas para determinar a origem do autoestado ach (4 x 2) variando
0 nas tres familias. Porém, ach aparentemente tem origem apenas no limite superior, e sua
morfologia completa a degenerescéncia sendo o terceiro autoestado degenerado do retangulo.
Logo, os trés estados degenerados (5 x 1), (1 x 3) e (4 X 2) possuem mesma energia e
transmissdo, k = 16,63 e T; = 1. Resumidamente, o quinto autoestado do triangulo (7, = 0)
constréi dois dos trés estados degenerados do retangulo (T; = 1) e o nono autoestado do
retangulo (T; = 1). O sexto autoestado do triangulo (1; = 0) forma o outro autoestado
degenerado do retangulo (7; = 1). Essa “quebra” na ordem crescente da nomenclatura dos
autoestados é resultado da regiao de convergencia entre as familias B e C onde, apds o
cruzamento, ambas as familias mantém a tendéncia de evolucao da funcao de onda.

Uma discussao analitica é capaz de reforcar os resultados exibidos até o momento para
os estados quanticos gerados nos dois limites. A fun¢ao de onda que descreve uma particula
confinada em um poco retangular é similar a expressdo (2.62), porém, agora com l; = |ab| e

ly = |be|. Logo,
wf«ft),mn(%y) = sen <Ex> sen <nrﬂy> ) (4.3)
|ab| |bc|

O espectro analitico que imprime os autovalores k(Y é obtido substituindo a equacio (4.3)
na equacao de Schrédinger independente do tempo, entao
4) m2 n2

ret,mn |ab|2 |bC|2

(4.4)

De acordo com as dimensdes que adotamos |ab| = 1 e |bc| = 1/v/3, a expressio (4.4) toma a

seguinte forma,

kﬁfgmn = mvm? + 3n?. (4.5)

H4 ainda a equagao de autovalores do triangulo (30°,60°,90°) dado pela equagao (2.69),

tr,mn

2
K — gwx/mQ —mn + n?, (4.6)

com m > 2n. A partir da equagao (4.6), os primeiros autovalores de energia associados ao
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triangulo sdo kit = 9,59, kiZh, = 13,07, kifd, = 15,81, ki = 16,62, kifgy = 19,19 ¢
k,ETA gl = 20,19. Estes resutados mostram-se suficientemente préximos aos obtidos numerica-
mente e que podem ser identificados nos autovalores de k nas legendas das figuras 4.6(I),
A.7(I1), 4.8(I11) e 4.9(IV). I possivel também verificar tal concordancia na morfologia da fun-
¢ao de onda, como descrito pela Fig. 2.8b, onde os autoestados sao obtidos analiticamente,
ou também pelo gréfico da Fig. 4.2 na qual usamos a solu¢ao analitica do triangulo para
encontrar o parametro de discretizacao ng da parede ac.

Para o retangulo, os autovalores de energia sob resultado analitico é encontrado via equa-
¢ao (4.5). Entao, a julgar por esta, da tabela 4.1 mostra os primeiros autovalores de energia
comparados com os dados relativos ao MCP.

A partir da coleta de dados analiticos mostrados acima, somado aos resultados numéricos
obtidos até o momento, o MCP mostra-se novamente eficiente na determinacao dos niveis de
energia em sistemas cujas paredes possuem permeabilidade finita, como também na morfo-
logia da densidade de probabilidade da funcao de onda associada as estes niveis, com este
ultimo permanecendo o principal foco de estudo do nosso trabalho.

Na Fig. 4.10 é exibido um resumo, sob a forma de diagrama, que mostra a relacao entre
os dois bilhares triangular e retangular quando suas solugoes sao obtidas no limite inferior
com Ty = 0 e superior com Ty = 1, respectivamente. O primeiro autoestado (1°) do triangulo
(3 x 1), por exemplo, constréi os dois primeiros autoestados (1°) e (2°) do retangulo (1 x 1)
e (2x 1). Ja para as regides do espago de fase em que as familias desenvolvem-se sob pontos
de convergencia, os autoestados invertem sua morfologia e o resultado é visto como exemplo
no terceiro autoestado do triangulo que, na ordem, gera o quinto e sétimo autoestado do
retangulo.

No atual cendrio em que tentamos identificar a natureza da convergencia de autoestados,
seja ela uma interacdo ou um cruzamento, algumas dificuldades numéricas passam a surgir.
Em determinadas regides como, por exemplo, a evolu¢ao das familias na regiao III e IV,
identificamos na regiao [1I uma repulsao entre as familias B e C, e dessa interacao resulta em
uma inversao da morfologia entre os autoestados que nela sao gerados. J4 em IV, ocorre um
cruzamento, porém, nao ha nenhum tipo de interacao entre as familias B e C, logo, variacoes

na morfologia da funcao de onda sdo causadas apenas por alteracoes no potencial da parede
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Autovalores de energia do retangulo para 5 = 30°

Autoestado A k(MCP) (m xn)
1 6,28 6,30 (I x1)
20 8,31 8,33 (2% 1)
30 10,88 10,90 (3% 1)
1° 11,32 11,35 (1x2)
50 12,56 12,58 (2 % 2)
6° 13,69 13,71 (4% 1)
70 14,39 14,41 (3 % 2)

(5x 1)
80 16,62 16,63 (1% 3)
(4 x 2)
90 17,49 17,51 (2 % 3)

Tabela 4.1: Relacao entre os autovalores de energia do retangulo § = 22,5° obtidos via
método analitico e MCP. m e n sdo os nimeros quanticos associados as autofuncoes.

ac. Desse modo, no exemplo dado em IV, os autoestados evoluem independentemente da
regiao de convergencia. Quando mencionamos a “tendencia” da funcao de onda em evitar
regides mais fortemente afetadas pela variacao de k e Ty, nos referimos também a pontos de
cruzamentos, isto é, em uma regiao de repulsao a funcao de onda inverte a morfologia para
manter a tendencia de evolucao, enquanto que para regioes de cruzamento, os autoestados
mantém a tendencia de evolucao, mas, sem interagir com autoestados vizinhos.

Devido a necessidade de atribuir ao método parametros dentro de limites aceitaveis para
obter resultados cada vez mais préximos do exato, algumas limitagoes surgem quando pre-
tendemos buscar o tipo de intera¢ao em determinados pontos de convergencia. Em alguns
casos, necessitamos alterar os parametros que definem a precisao do método como, por exem-
plo, o parametro u, o qual, vale lembrar, relaciona-se inversamente ao tamanho da matriz
N, e esta ultima relaciona-se proporcionalmente a exigencia computacional. Vejamos o gra-

fico k x Ty x {|T(7,7)*) mostrado na Fig. 4.11a. As regides V a VIII sdo pontos em que
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Figura 4.10: Diagrama com a morfologia da funcao de onda associada aos estados do triangulo
e retangulo nos extremos Ty = 0 e T; = 1 para o bilhar (30°,60°,90°).

-

50

(3x2)

(]

:

ha convergencia entre as familias, e nestas calculamos a fun¢ao de onda associada aos seus
autoestados na Fig. 4.11b. As regices V e VIII sao identificadas como repulsao de niveis,
enquanto as demais se cruzam (C) gerando degenerescencias acidentais.

De acordo com a morfologia apresentada pelos autoestados, a fun¢ao de onda, tanto em
zonas de repulsao quanto de cruzamento, mantém a tendencia de evolucao, no primeiro caso
invertendo a sua morfologia apds interagir com a familia vizinha e, no segundo, mantendo a
tendencia de evolucao alterando sua morfologia apenas mediante variacao do parametro de
permeabilidade na parede ac. Para que a identificacdo da natureza destas aproximacoes fosse
possivel, foi necessario adotar u cada vez menor em relacao ao valor que vinhamos utilizando
(1 = 0,05), ou seja = 0,025 para a regiao V e y = 0,02 para VIII (e g = 0,025 na repulsao
da regiao III). Para as demais regides VI e VII impomos p’s com diversos valores muito
abaixo do que normalmente atribuiriamos com o objetivo de identificar uma possivel repulsao.
No entanto, estas regides sugerem comportamento cruzado, logo, concluimos que (até onde

sabemos) os pontos de convergencia VI e VII representam degenerescéncias acidentais.
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Figura 4.11: a) Grafico de k x Ty x (|T(i,j)|?) para k € [21,30]. As regioes V a VIII sao
ampliadas a direita para identificar a natureza dos pontos de convergencia. C representa
uma regiao de cruzamento. b) Densidade de probabilidade [¢* associada aos estados; V) al)
k= 21,94, Ty = 0,086; a2) k = 21,73, Ty = 0,212; bl) k = 22,1, T; = 0,082; b2) k = 21,83,
Ty = 0,22. VI) al) k = 25,08, Ty = 0,298; a2) k = 24,88, Ty = 0,45; bl) k = 25, 19,
Ty = 0,304; b2) k = 24,95, Ty = 0,456. VII) al) k = 25,8, Tj = 0,47; a2) k = 25,64,
Ty = 0,612; bl) k — 25,80, Ty — 0,482; b2) k — 25,71, Ty — 0,616, VIII) al) k — 28, 23,
T, = 0,058; a2) k — 28,08, Ty — 0,13, bl) k — 28,31, Ty — 0,064; b2) k — 28,15, Ty — 0, 15.

b)

4.1.3 Estatistica dos niveis de energia

Iremos apresentar agora os dados relativos a estatisticas de niveis para o bilhar retangular
(30°,60°,90°) com diagonal permeavel. Neste caso a contagem de autoestados com o obje-

tivo de equiparar as solugoes numéricas e analiticas fica impossibilitada devido a auséncia na
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equacao de Weyl de um parametro que descreva a presenca de permeabilidade nas paredes
do bilhar. Também por este motivo, modificamos a forma como aplicamos o unfolding ao
espectro como anteriormente era feito usando Weyl. Para que o espacamento médio s tam-
bém seja uniforme e igual a 1, obtemos a média entre os espagamentos de niveis vizinhos e
dividimos cada um destes espacamentos pela média obtida.

O espectro de energia é adotado para F € [1,32400| e a contagem de autoestados nesta
regiao imprime uma média nas proximidades de 1200 niveis. A Fig. 4.12 exibe a densidade
de probabilidade P(s) para valores de transmiss@o intermedidrias, Ty = 0,2, Ty, = 0,4,
T, = 0,5, T; = 0,6 e Ty = 0,8 As linhas continuas descrevem as solugoes de Poisson e
Berry-Robnik e os histogramas sdo construidos numericamente via MCP. Aparentemente as
estatisticas indicam uma consideravel tendencia a distribuicao de Berry-Robnik para todos
os valores de transmissao adotados e com diferentes ajustes por meio dos parametros p; e
p2. Os resultados diferem nos limites inferior em que Ty = 0 e superior em T; = 1, onde as
solugoes indicam uma distribui¢do do tipo Poisson para ambos os casos [35,52]. B importante
destacar que para valores de transmissao tal que T; # 0, nao ha necessidade de remocao das
autoenergias duplicadas que representam as solucoes do triangulo abca e acda. Considerando
uma ligeira variagao da transmissao na diagonal, o autoestado originado em Ty = 0 dissocia-
se para gerar dois autoestados com solu¢oes independentes. A remocgao destas autoenergias
se faz necessario somente quando a transmissao é nula na diagonal, que disso resulta em dois

bilhares triangulares (30°,60°, 90°).

4.2 Analise de familias para 8 = 22,5°

Nesta secao presente sera realizada a discussao dos resultados obtidos para o bilhar retan-
gular com § = 22,5°, como visto na Fig. 4.13. Para o comprimento dos lados, adotamos
novamente as paredes horizontais como |ab| = |cb| = 1 e por consequéncia da escolha de §,
as paredes laterais possuem |bc| = [da] = v/2 — 1. Assim o sistema configura dois bilhares
triangulares (22,5°,67,5° 90°) os quais compartilham a mesma diagonal. Vale lembrar que
esta configuracdo geométrica remete a transmissao nula na parede ac. Para transmissoes

intermediarias ou até mesmo no limite superior em que Ty = 1, a permeabilidade permite ao
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Figura 4.12: Densidade de probabilidade P(s) dos primeiros 1200 niveis niveis de energia
para valores intermediarios de transmissao. Os histogramas sao construidos numericamente
via MCP enquanto as curvas representam as distribuicoes de Poisson e Berry-Robnik.
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sistema a fusao das solugoes de ambos os bilhares.

d c
-]

lbc| = V2 -1

Jp=225° 8
& labl = 1 b

Figura 4.13: Estrutura geométrica atribuida ao bilhar retangular com uma diagonal conec-
tando dois vértices.

4.2.1 Espectro de familias k& x T

A Fig. 4.14 exibe a média sobre os elementos (i, j) da matriz de espalhamento, {(|T'(z,j|?),
em funcao do espago de parametros k x T;. A transmissdo na diagonal, descrita pelo eixo
das ordenadas, varia desde o limite inferior a partir de T; = 0 até o limite superior T; = 1.
As setas indicam esquematicamente o processo de variagao da permeabilidade na parede @c.
O eixo das abscissas a qual traz o intervalo de nimero de onda é calculada para k € 8,22 5.
Neste intervalo de energia sao apresentados os primeiros cinco autoestados do triangulo,
e os dez primeiros do retangulo. Ao lado do grafico é mostrado um esquema de como a
permeabilidade nas extremidades conecta os autoestados do triangulo e do retangulo. As
familias formando linhas continuas, representadas pelas regides mais claras do espaco de fase,
evoluem com aspecto semelhante ao que fora observado para o caso anterior.

O descréscimo dos valores de energia pode ser novamente explicado pelo fato de que a area
efetiva do bilhar aumenta diante do aumento da transmissao na diagonal. Além do mais, esse
deslocamento da energia é mais acentuado nas extremidades da transmissao, desse modo as
familias desenvolvem-se aparentemente sob o ponto de vista de uma letra S ao ser refletida.
Em algumas regides, no entanto, as familias evoluem até convergirem na direcao de familias
vizinhas. Para uma discussao mais detalhada da funcao de onda dos autoestados da Fig.

4.14, separamos novamente o espaco de parametros em regiodes [, II, III, IV e V. Por uma
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questao de ordem crescente de complexidade, esta ultima serd apresentada apds a discussao

da regiao II, ficando entao a andlise condicionada a seguinte ordem; I, II, V| III e IV.

Tridngulo Retangulo

— 1° autoestado e
© 1° autoestado —
- 2° autoestado e

—— 3° autoestado

2° autoestado —
— 4° autoestado

Figura 4.14: Gréfico de k x Ty x {|T(4,7)|*) para 3 = 22,5°. As regioes claras formando
curvas representam famfilias de autoestados do bilhar com diagonal permedvel. As setas
indicam esquematicamente como ocorre o processo de variagao de transmissdo na parede
diagonal.

4.2.2 Funcao de onda i(x,y)

Como visto anteriormente no grafico da Fig. 4.14, o conjunto de familias definidas por I,
IT e V, ndo apresentam regides de interacdo ou convergéncia, excetuando quando Ty = 0,
pois neste limite temos a solugao do tridangulo (22,5°, 67,5°,90°), em que todas as paredes do
bilhar possuem permeabilidade infinita. No entanto, é importante novamente destacar que a
sobreposicao das familias quando 7; = 0 nao é resultado de degenerescéncia, tendo em vista
inclusive a natureza irregular da geometria atribuida para este bilhar [73].

A Fig. 4.15a exibe a evolugao das duas primeiras familias para k € [8,12]. Ao lado direito
estd indicado a relagao entre alguns autoestados gerados nos dois limites de transmissdao. Em
ambas as familias, a variacao positiva da transmissdao na diagonal resulta no deslocamento
do modulo das energias de ressonancia de tal forma que o estado inicial, correspondente a
solugao do triangulo, possui maior médulo de energia em relacdo aos estados finais, que sao

correspondentes a solugao do retangulo. A partir do limite inferior em que ambas as familias
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Tridngulo Retangulo
T,=0,0 T,=1,0
H‘U
1° autoestado e
o1° autoestado#
2° autoestado e
b)
a2 a3 a4 a5 (1x1)
Ly
=
abl E m D D
2
b5 (2x1)

Familia B

mmm

Figura 4.15: a) Gréfico de k x Ty x {|T'(4, j)|?) da regido I. b) Densidade de probabilidade [1)|?
associada aos estados: abl) k = 12,02, T, = 0; a2) k = 11,38, T, = 0,15; a3) k = 10,64,
Ty, = 0,5 ad) k — 9,80, T; — 0,78; a5) k — 8,24, Ty = 1; b2) k = 11,59, Ty — 0, 16; b3)
k= 11,16, Ty = 0,52; bd) k = 10,86, Ty = 0,75; b5) k = 9,87, Ty — 1.

estao sobrepostas sobre uma mesma energia e transmissao T; = 0, a densidade da funcao
de onda exibe o primeiro autoestado do triangulo, identificado pelo autoestado abl da Fig.
4.15b. Com o aumento da transmissao, os autoestados mostram pela morfologia associada que
a solucao de origem dissocia-se formando duas solu¢oes independentes que evoluem mediante
transicao suave da funcao de onda, até construir os dois primeiros autoestados do retangulo
ab (I x1)ebh (2x1)em T;=1. No caso A, a diagonal “desaparece” diante do aumento da
transmissao, enquanto no caso B o né originalmente em abl “sobrevive” para formar b5.
Nas regioes delimitadas por Il e V a dinamica associada as familias reproduzem aspecto
semelhante ao que é exibido na regiao I. Em Il da Fig. 4.16a as energias ressonantes tem

moédulo em queda de acordo com o aumento da transmissao na parede ac. A familia A por sua

122



Triangulo Retdngulo
T,=0,0 T,=1,0
e}
B 3° autoestado e
® 2° autoestado#
4° autoestado e
b)
a2 a3 ad ab (3x1)
<
.8
=
[

b2 b3 ba b5 (4x1)
Figura 4.16: a) Grafico de kx Ty x {|T(z,7)|?) da regiao II. b) Densidade de probabilidade |1)|?
associada aos estados: abl) k = 15,74, T; = 0; a2) k = 14,59, T; = 0,225; a3) k = 14,19,

T, = 0,38; ad) k = 13,35, Ty = 0,735; ab) k = 12,12, T; = 1; b2) k = 15,57, Ty = 0, 245;
b3) k — 15,42, T; = 0,645; bd) k = 15,26, Ty — 0,865; b5) k = 14,69, T — 1.

Familia B

vez possui maior influéncia da transmissividade a esta variacao que a familia B. No conjunto
de autoestados gerados nas duas familias, a funcao de onda associada ao segundo estado do
triangulo abl, gerado no limite inferior T; = 0, constréi o terceiro e quarto autoestado do
retangulo no limite superior Ty = 1 com os nimeros quanticos definidos por a5 (3 x 1) e b5
(4 x 1). Na regiao V, mostrado na Fig. 4.18, temos a ocorréncia de transi¢ao da fungio de
onda a partir do quinto autoestado do triangulo definido por abl para a construcao do nono
e décimo autoestado do retangulo definidos por a5 (4 x 2) e b5 (6 x 1), respectivamente.

A regiao 111 mostrada na Fig. 4.17a descreve o primeiro caso de convergencia na dina-
mica das familias A e B. O autoestado inicial abl cuja coordenada esta localizada em T; = 0,

separa-se em dois conjuntos de autoestados com fungoes de onda distintas. Ambas as familias

123



Tridngulo Retdngulo
T,=0,0 T,=1,0

6° autoestado e
o 3° autoestado{
5° autoestado e

b)

a5 (1x2)

—

b5 (2x2)

abl

a2 a3 a4
b2 b3 b4
Y
A A

Figura 4.17: a) Gréfico de kx Ty x {|T(i,7)|?) da regiao I1I. b) Densidade de probabilidade |¢)|?
associada aos estados: abl) k = 19,13, T; = 0; a2) k = 18,51, T, = 0,195; a3) k = 17,82,
T, = 0,53 ad) k = 17,2, Ty — 0,74: a5) k — 15,52, Ty — 1: b2) k — 18,57, T; — 0, 185: b3)
k= 18,05, T, = 0,55; bd) k = 17,55, T; = 0,85; b5) k = 16,45, Ty = 1.

Familia A

Familia B

apos a dissocia¢ao mostram novamente que os autoestados evoluem sob uma transi¢ao suave
mediante variacao da transmissao até interagirem sob o ponto de cruzamento. O cruzamento
mencionado condiciona os autoestados a evoluirem sem interacao com os autoestados vizi-
nhos, o que ocorre é uma inversao na ordem da nomenclatura, de tal forma entao que o
terceiro autoestado do triangulo originalmente calculado no limite inferior ird construir, na
ordem, o sexto e o quinto autoestado do retangulo definidos por b5 (2 x 2) e ab (1 x 2),
respectivamente.

As familias contidas em IV mostram as dinamicas com cruzamento na regiao do espaco
de fase mais proxima ao limite superior T; = 1. A partir do autoestado abl calculado inicial-

mente em Ty = 0, os autoestados apds dissociacao invertem a sua morfologia apds convergir
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com a familia vizinha nas proximidades de T; = 0,75. Neste caso o quarto autoestado do

triangulo ird formar o oitavo e sétimo autoestado do retangulo b5 (3 x 2) e ab (5 x 1),

respectivamente.
a) \4
1
1F \ T T \ \ ]
‘
0.8 I Triangulo Retangulo
he T,=0,0 T,=1,0
= 9° autoestado e
0,4+ © 5° autoestado {
10° autoestado e
0,2 .
or | I 1 \ | = L]
b) 20 20,5 21 21,5 22 225
k
» a2 a3 a4 a5 (4x2)
£ "=
abl £ )
s g 1
b2 b3 b4 b5 (6x1)
5
&5

Figura 4.18: a) Grafico de k x Ty x (|T(i, j)|?) da regido V. b) Densidade de probabilidade
[4p|? associada aos estados: abl) k = 22,49, T, = 0; a2) k = 21,71, T, = 0,24; a3) k = 21, 38,
T, = 0,42; ad) k = 20,44, Ty = 0,89; ab) k = 19,72, Ty = 1; b2) k = 21,87, Ty = 0, 24; b3)
k= 21,38, Ty = 0,66; bd) k = 20,9, T; = 0,92; bs) k = 20,33, Ty = 1.

Como nao dispomos de um método analitico que descreva as solucoes do bilhar triangular
(22,5°,67,5°,90°), faremos uma investigacao no ambito apenas do caso retangular. Para isso,
usamos a equacgio de autovalores dada por (4.4). Com as dimensoes das paredes definidas

por |[AB| =1 e |BC| = /2 — 1, 0 espectro analitico neste caso é

2
kﬁft),mn =T, [m?+ niZ (47)
(vV2-1)

125



Triangulo Retangulo
T,=0,0 T,=1,0

8° autoestado e
o 4° autoestado#
7° autoestado e

b)

a2 a3 ad ab (5x1)
b2 b3 b4 b5 (3x2)

Figura 4.19: a) Grafico de k x Ty x {|T(i,7)|?) da regiao IV. b) Densidade de probabilidade
|4|? associada aos estados: abl) k = 20,66, T; = 0; a2) k = 19,91, T; = 0,19; a3) k = 19,5,
Ty = 0,41; ad) k = 18,28, Ty = 0,91; ab) k = 17,46, Ty = 1; b2) k = 20,00, T, = 0, 21; b3)
k= 19,60, Ty — 0,42; bd) k = 18,56, Ty — 0,91; b5) k — 17,88, Ty — 1.

abl

Familia A

Familia B

A tabela 4.2 mostra os autovalores de energia obtidos analiticamente a partir da equagao
(4.7), em comparagao com os autovalores calculados via MCP.

A relacao entre a func@o de onda calculada para os estados inicial e final do bilhar retan-
gular é mostrado no diagrama da Fig. 4.20. Neste espaco de parametros, nao detectamos
nenhuma degenerescencia no limite inferior e superior. No limite inferior, este resultado ja
era esperado antecipadamente tendo em vista que nesta geometria com § = 22,5°, nao hé
ocorrencia de estados degenerados. Vale lembrar que no espaco de fase que descreve o ter-
ceiro e quarto autoestado do triangulo, nao ha inversao da morfologia da funcao de onda na
regiao de cruzamento, porém, ocorre uma inversao na ordem das nomenclaturas adotadas,

de tal maneira que, por exemplo, o quarto autoestado (4°) do triangulo resulta por meio da
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Autovalores de energia do retangulo para 5 = 22, 5°

Autoestado kA k(MCP) (m xn)
I 8,20 8,24 )
20 9.84 9.87 (2% 1)
30 12,09 12,12 (3% 1)
40 14,67 14,69 (4% 1)
50 15,49 15,52 (1x2)
62 16,41 16,45 (2 x 2)
70 17,44 17,46 (5 x 1)
80 17,85 17,88 (3 % 2)
90 19,69 19,72 (4% 2)
100 20,31 20,33 (6 x 1)

Tabela 4.2: Relacao entre os autovalores de energia do retangulo § = 22,5° obtidos via
método analitico e MCP. m e n sdo os nimeros quanticos associados as autofuncoes.

variagao positiva da transmissao no oitavo (8°) e sétimo (7°) autoestado do retangulo, nesta
ordem.

Como discutido nesta secdo, variacdes no potencial da parede ac nao resultaram em
repulsées de niveis para os primeiros autoestados calculados em k € [8,22]|. De acordo com
o que fora abordado, os autoestados evoluem sob aspecto de convergencia em determinadas
regioes do espaco de fase, e em todas elas ocorrem cruzamentos entre familias. Para uma busca
mais ampla a respeito das regides de convergencia, mostramos na Fig. 4.21a a densidade de
autoestados para k € [30,40] sob a mesma varia¢ao de transmissao Ty € [0, 1|. As regides VI,
VII, VIII e IX sao ampliacoes de familias em aspecto de convergencia mediante aproximacao
de autoestados vizinhos, e sao exibidas ao lado da Fig. 4.21a. Na Fig 4.21b, plotamos a
func@o de onda associada a estes autoestados antes (al e bl) e apds (a2 e b2) a aproximagao.
Uma repulséo e um cruzamento (C) sdo identificados na regido VI e uma repulsao na regiao

IX, enquanto nas demais regides VII e VIII sdo exibidos cruzamentos ou degenerescencias
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Figura 4.20: Diagrama com a morfologia da funcao de onda associada aos estados do triangulo
e retangulo nos extremos T; = 0 e T, = 1 para o caso (22,5°,67,5°,90°).

acidentais.

4.2.3 Estatistica dos niveis de energia

Iremos agora calcular as estatisticas de niveis para determinar a dinamica mais apropriada
para o sistema retangular (22,5°,67,5° 90°). Antes de avaliarmos a densidade de probabili-
dade P(s) para valores intermedidrios de transmissao, vamos obter a contagem de autoestados
relativa ao sistema na qual a transmissao nula na diagonal define as solugoes do triangulo
(22,5°,67,5°,90°). Neste limite caracterizado por T; = 0, as energias de ressonancia obtidas
pelo método numérico sao duplicadas, ou seja, sdo energias que remetem as solucoes do tri-
angulo superior acda e inferior abca. Com isso, a contagem de autoestados via MCP precisa
do mesmo ajuste que fora feito anteriormente para o caso (30°,60°,90°). Porém, para este
ultimo, tinhamos em maos a equacao exata de autovalores para que fosse possivel calcular
analiticamente o espacamento médio entre niveis e dessa forma obter o melhor ajuste possi-

vel. No caso agora em questao, nao dispomos de uma equacao que defina analiticamente as
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Figura 4.21: a) Gréfico de k x Ty x (|T(4,j)|?) para k € [30,40]. As regioes V a VIII sao
ampliadas a direita para identificar a natureza dos pontos de convergencia. C representa
uma regiao de cruzamento. b) Densidade de probabilidade [1)|? associada aos estados; VI)
al) k= 32,34, T = 0,5; a2) k = 32,1, Ty = 0,69; bl) k = 32,5, Ty = 0,53; b2) k = 32,3,
T, =0,7. VII) al) k = 34,08, Ty = 0,3; a2) k = 33,79, Ty = 0,45; bl) k = 34,13, Ty = 0, 3;
b2) k = 33,85, T; = 0,45. VIII) al) k = 36,06, Ty = 0,53; a2) k = 35,5, Ty = 0,59; b1)
k = 36,00, Ty = 0,53; b2) k = 35,98, T = 0,50. IX) al) k = 37,86, T; = 0,027; a2)
k = 37,78, Ty = 0,05; bl) k = 37,93, Ty = 0,027; b2) k = 37,84, Ty = 0, 05.

?

energias deste sistema, entao o ajuste é feito através da remocao manual de uma das energias
duplicadas condicionado a expressao de Weyl, que define a média de autoestados contidos

em um determinado intervalo de energia.
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A Fig. 4.22 mostra a contagem de autoestados N(F) em fun¢ao da energia para F €
[32,400]. A curva continua exibe a quantidade de autoestados obtidos analiticamente por
meio da equacao de Weyl e a funcao de escada espectral se refere a contagem de autoestados
obtidas numericamente pelo MCP. Com os dados relativos ao nosso método, o MCP mostra
uma boa margem de proximidade com os dados da férmula de Weyl, e com isso podemos com
seguranca determinar a dinamica mais apropriada para o limite inferior cuja transmissao é

nula na parede ac.

(22,5°,67,5°,90°) T, =0

600 w | T
— Weyl
— MCP - ¢/ ajuste
400
=
Z
200
0 s I ‘ | ‘
0 10000 E 20000 30000

Figura 4.22: Funcao de escada espectral obtida numericamente via MCP e analiticamente
via Weyl. O ajuste consiste na remocao de uma das energias duplicadas que sao solucoes
dos triangulos superior acda e inferior abca quando a parede @c é totalmente impermeavel
(Ty = 0).

A densidade de probabilidade P(s) para o sistema descrito no pardgrafo anterior encontra-
se junto aos resultados para transmissoes intermedidrias na Fig. 4.23. De acordo com o
histograma obtido pelo MCP no primeiro caso em que a diagonal possui transmissao nula, a
densidade P(s) descreve uma dinamica na qual a distribui¢ao de niveis sugere uma distribui-
¢ao de Brody com parametro A = 0,7. Para as demais transmissoes, os histogramas indicam

uma tendencia a dinamica de Berry-Robnik com varia¢oes nos parametros p; e pa.
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P(s)

P(s)

P(s)

Figura 4.23: Densidade de probabilidade P(s) dos primeiros 1200 niveis de energia para
valores intermedidrios de transmissao. Para a transmissao Ty = 0, P(s) é calculada para os
primeiros 492 niveis. Os histogramas sao montados numericamente via MCP e as curvas se
referem a distribuicao de Brody para o sistema com Ty = 0 e a distribuicao de Berry-Robnik
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4.3 Conclusoes parciais

O objeto de estudo deste capitulo consistiu na geometria descrita por uma bilhar retangular
com um segmento de reta conectando dois vértices. O parametro responsavel pelo dimen-
sionamento das paredes do bilhar ficou condicionado a inclinacao da diagonal definida pelo
angulo J. Em primeira andlise, avaliamos as solucoes que compoe o retangulo cujo 5 = 30°.
Desta configuracao o retangulo é construido para formar dois triangulos (30,°,60°,90°) com-
partilhando a mesma diagonal. Na segunda secao, adotamos § = 22,5°, a qual descreve dois
triangulos (22, 5,°,67,5°,90°).

Para o primeiro caso § = 30°, avaliamos as propriedades da matriz T'(7, j) de espalhamento
para os primeiros niveis com k € [6,20], enquanto modificamos a transmissido na parede
diagonal desde o limite inferior definido por T; = 0 até o limite superior T; = 1. O contorno
periférico manteve-se sob mesma transmissao, e seu valor adotado foi de T, = 0. De acordo
com dados relativos a matriz de espalhamento, as familias desenvolvem-se descrevendo suaves
variagoes na dinamica entre os limites de transmissao, sendo mais fortemente influenciadas
nas regioes proximas aos limites inferior e superior. Em todos os casos os valores das energias
de ressonancia se deslocam inversamente ao aumento da transmissao. Essa variacao pode ser
comparada ao formato da letra S quando refletida. Podemos entender esse aspecto devido
ao aumento da area do bilhar quando a transmissao varia positivamente na diagonal. Com
o aumento da transmissao, a drea do bilhar aumenta, com isso o comprimento de onda da
solucao interna ao bilhar também aumenta e, pela dependéencia inversa do comprimento de
onda com a energia, esta se desloca na direcao de um menor valor. FEm algumas regices
do espaco de fase k x T, identificamos interagoes entre familias, nas quais em alguns casos
pudemos classificar a interacao como uma repulsao de niveis. Nestas observamos novamente
a tendencia da funcao de onda em evitar desvios acentuados no parametro de permeabilidade,
e o resultado disso é o comportamento de avoided crossing [103-105], o qual se assemelha a
uma transi¢ao adiabatica de fase [107].

Para classificar as solugoes presentes em cada familia, avaliamos a morfologia da funcao
de onda dos autoestados calculada nas regioes intermediarias de transmissao, assim como

nos dois limites inferior e superior. A partir do limite inferior em que a transmiss@o é nula,
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os autoestados estao sobrepostos sobre uma mesma energia a qual configura a solucao do
bilhar triangular (30,°,60°,90°). Com a variagdo da transmissdo, ocorre uma quebra das
autoenergias e o resultado ¢ a dissociacao dos autoestados com fungoes de onda independentes
até construirem os autoestados do bilhar retanguar no limite superior cuja transmissao é
méaxima. No entanto, essa dissociacao nao é via de regra para todos os casos em que a
transmissao € nula. Em algumas situacoes, uma mesma familia pode evoluir sem interacao
aparente com as demais, deste modo um Unico autoestado carecteristico do triangulo formara
outro Unico autoestado do retangulo.

Mediante teoria do espacamento de niveis, tentamos descrever de forma sucinta a dinamica
mais apropriada para o referido sistema. De acordo com os histogramas obtidos pelo MCP,
transmissoes intermediarias mostram uma forte tendencia a distribuicao de Berry-Robnik
com diferentes ajustes dos parametros p; e py. Tais resultados apontam para um sistema
com dinamica pseudo-integravel. Dados ja existentes na literatura indicam que para uma
transmissao nula, ou seja, T; = 0, as solugoes descrevem uma dinamica regular dos niveis
de energia caracteristica do triangulo (30°,60°,90°), no qual exibe uma distribui¢do do tipo
Poisson [52]. Para transmissdo méaxima, Ty = 1, temos a solu¢ao do retangulo, cujo densidade
de probabilidade também obedece a uma curva de Poisson [35].

Para o caso em que § = 22,5°, os resultados mostram-se com relativa semelhanca ao caso
B = 30°. As autoenergias do sistema se ajustam inversamente a variacdo da transmissao
devido ao aumento da area efetiva do bilhar. No intervalo do espectro estudado, todas as
familias dissociam-se apds pequenas variagoes da permeabilidade na parede diagonal, onde
originalmente encontram-se sobrepostas em uma mesma coordenada de k x T associados. A
sobreposicao em T; = 0, e posterior separacao das familias em 0 < T; < 1, indica que cada
autoestado originado no limite inferior do espaco de fase ird formar um ou mais autoestados
do retangulo no limite Ty = 1.

Algumas regioes do espago de parametros também apresentam interagoes entre familias e
consequente repulsao de niveis. De acordo com os dados obtidos no célculo da funcao de onda,
a densidade de probabilidade apresenta morfologia com transicao suave mediante acréscimo
da permeabilidade e também de inversao quando calculada em regides de repulsao entre

familias. No célculo estatistico, identificamos uma forte tendencia do sistema a se comportar
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de acordo com a distribuicao de Berry-Robnik, excetuando o caso em que a transmissao na
diagonal é nula, pois neste caso o espacamento de niveis indica uma distribuicao do tipo
Brody, com parametro variacional A = 0,7. Ambos os resultados sugerem novamente um
sistema sob dinamica pseudo-integravel. Para o limite superior em que T; = 1, o sistema

configura um retangulo e a dinamica associada é descrita por uma distribui¢io de Poisson [35].
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Capitulo 5

Explorando as distintas funcoes de Green
para o Método do Contorno de Paredes:

Guias de onda e bilhar permeavel

Até o momento, os diferentes resultados e aplicagoes apresentadas neste trabalho ilustram a
verstatilidade do MCP. Mas, de forma semelhante a muitos protocolos de problemas de fron-
teira [119,120], alguns problemas para o MCP também podem surgir. Aqui mencionamos
provavelmente os dois mais importantes. Em primeiro lugar, a grande maioria dos estudos
usando o MCP sao numéricos. De fato, uma das principais vantagens da abordagem € a sua
implementagdo numérica direta [1,63,68,75]. No entanto, o processamento computacional
necessario pode ser exigente se A’s associados a contornos C’s forem muito grandes em com-
paragdo com os comprimentos de onda procurados (27 /k), por exemplo, se for necessario
simular guias de ondas para altas energias (para informacgoes adicionais consulte [65]). Em
segundo lugar, existem apenas alguns resultados analiticos derivados com o método. Po-
demos citar linhas retas [63] e circulos [63,65], com esta dltima forma sendo recentemente
“revisitada” em termos de técnicas de solucao de equacgoes integrais particulares aplicadas
ao MCP [121]. Além disso, um bilhar eliptico 2D [122] (para nimeros consulte [72]) e uma
barreira esferoidal 3D [123] foram analisados através de transformagoes engenhosas e escolhas
apropriadas de sistemas de coordenadas para as expressoes associadas ao MCP. Em todos

esses casos, o potencial V' é considerado como todo o espago 2D ou 3D, assim, com as si-
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Figura 5.1: O Método do Contorno de Paredes assume que para a “regiao livrte” V € RY. A
funcao de Green é dada por Gy, onde aproriadas condicoes de contorno sao impostas para
as bordas Cy de V. Se Cy for infinito, entdao V = RY e (3 é a funcido de Green para todo o
espaco livre, situagao usualmente considerada no MCP. Ao descrever estruturas arbitrarias
fechadas (por exemplo, C;), abertas conectadas (por exemplo, Cy), e abertas desconectadas
(por exemplo, C3) estruturas de paredes finas — que podem satisfazer condi¢oes de contorno
distintas — como potenciais de parede §, 0o MCP é capaz de obter espalhamento externo e/ou
estados internos em termos de uma ahordagem de espalhamento baseada em uma equacao
do tipo Lippmann-Schwinger.

metrias polares ou esféricas de ¢y complementando em grande parte as do C’s investigados.
Infelizmente, esse tipo de correspondéncia de simetria, mitigando grandemente os cédlculos
explicitos mencionados, nao pode ser explorado, por exemplo, para estruturas retangulares,
cubicas, etc, usando estes mesmos (’s.

Um ingrediente chave do MCP é que ele ndo exige que o dominio V' (no qual C estd
inserido) seja livre em todo RY. Na verdade, ha uma grande liberdade (uma vez que algu-
mas condigoes sdo observadas, Se¢ao 5.1.1) para selecionar V. Portanto, dependendo do C
particular, pode-se tentar escolher V' tal que: (i) Gy correspondente seja fécil de obter; (ii)
a forma exata de Gy simplifica analitica ou numericamente a implementacao do MCP. Dada
essa perspectiva, nosso objetivo no presente capitulo é mostrar como V'’s adequados levam as
funcoes de Green, o que facilita consideravelmente o estudo de C’s distintos usando o MCP.
Nossas consideracoes gerais aqui sao validas para N arbitrario. Mas para os exemplos que

apresentaremos ao longo deste trabalho, focamos apenas no caso 2D (N = 2).



O capitulo estd organizado da seguinte forma. Na secao 5.1, apresentamos uma breve re-
visao com conceitos gerais sobre o MCP, também explicando como ele pode ser implementado
assumindo Vs distintos, e por consequéncia Gy’s. Discutimos uma forma geral para calcular
a funcao de Green exata para guias de ondas semi-infinitas na secao 5.2. Como exemplo,
consideramos a guia de onda semi-infinita retangular em 2D. Na secao 5.3, consideramos o
dominio de V' calculado na secao 5.2 para analisar diferentes aplicagdes. Derivamos resulta-
dos analiticos para o bilhar retangular em uma guia de onda com uma estrutura ressonante
nos seus limites. Autovalores e autoestados numéricos também sdo obtidos para formas

triangulares e trapezoidais de bilhares.

5.1 Uma breve revisao do MCP: A escolha da funcao de Green

A construcao do MCP foi anteriormente detalhada no capitulo 2. Entao, a seguir, apenas
retomamos algumas ideias principais e os resultados mais relevantes sem entrar em grandes
detalhes. Assumimos a equacido de Helmholtz em V € RY, com apropriadas condictes de
contorno Cy, ver Fig. 5.1. Para Cy tendendo ao infinito, temos todo o espaco livre real e
as condig¢oes de contorno podem ser as condigoes de saida (+) ou de entrada (-). Na regiao
em que o potencial é nulo, a funcio de onda (%) provém de (V? + k)¢ (7) = 0 enquanto
a funcao de Green “livre” (0) resulta de (V2 + k*)Go(7, ro; k) = 6(F — 75). As condicoes de
contorno desejadas em Cy sao impostas a ambas as fungoes.

Agora, sendo U um potencial de suporte compacto dentro da regido V', a solugao da
onda de espalhamento () para o problema ¢é dada pela equagao de Lippmann-Schwinger
Ui(7) = du(P)+ [, dFoGo 7, 7o; k)U (70 )the(70). A etapa essencial do MCP [63] é entéo escrever
U(r) como um potencial d-parede U(F) = [, dsvy(s)é(7 — 7(s)), onde s s@o os pontos para-
metrizados ao longo da curva C, com 7(s) sendo suas posigdes vetoriais. Aqui, v(s) fornece
a permeabilidade das paredes de C em cada ponto s. Na verdade, se assumirmos uma onda
plana de nimero de onda & com incidencia perpendicular ao ponto s em C, entdo a onda tem
probabilidade P, = 4k?/ (4k* + v(s)?) de ser transmitida e P, = ~(s)?/ (4k* + v(s)?) de ser
refletida em s. No limite v — oo (de tal forma que P; = 0) pode-se mostrar que ) se anula

em C [63], correspondendo a usual condi¢do de contorno de Dirichlet. Outras condigdes de

137



contorno, como Neummann e Robin, também sao possiveis definindo outras expressoes do
tipo & [124] para U. Neste trabalho nos concentramos apenas na permeabilidade uniforme
(portanto com ~ constante ao longo de C) com condigdes de contorno de Dirichlet.

Ao inserir o potencial U dado acima na equagao de Lippmann-Schwinger obtém-se

¢Mm¢ua+v1ﬁwmaﬁ@mwwﬂ@» (5.1)

Em uma rela¢do préxima com a matriz 1" padréo da teoria de espalhamento [125], no presente

contexto pode-se definir ¢ (7(sy)) = [, dsTy(se, Sa; k)r(7(s4)), tal que

() = o (T) +7//dsbdsaGo 7, 7(86); k) Ty (b, Sa; k) Pr(T(84)). (5.2)

Uma representac@o em série para 1, resulta [75]
T (s, Sai k) = 0(sp — Sa) + ZTASJ (S, Sas k), (5.3)
e =

onde

Tﬂgj)(sb,sa;k) — vj/dsl dsg ... dsj_1 Go(r(sp), T(8j-1); k)
X Go((551), 7(552); k) - .- GolF(s1),7(5); k). (5.

Para o caso particular de v — oo podemos proceder da seguinte forma. Definindo

T(sp, Sa; k) = — Mmoo Y15 (S, Sa; k), obtém-se [65]

O(sp— 8a) = /dsT(sb,s;k) Go(71(8),7(84a); k)

c

_ /dﬂ%ﬁﬁwiﬁﬁbTGAMM) (5.5)

c

e para todo 7 e V

(1) = ou(r) — //dsdeaGO 7, 7(50); k)T (86, 803 k) Pr(7(5a))- (5.6)
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Considerando 7 em 9 (7) a posi¢ao do vetor 7(s) de um s arbitrario sobre o contorno C e
substituindo (5.5) em (5.6), vemos que a funcao 1 (7(s)) se anula, o que satisfaz as condigoes
de contorno de Dirichlet como previamente antecipado.

Uma propriedade notavel do MCP para um C fechado é o chamado mecanismo de filtro
[65]. Assumindo {k,, WV, } o conjunto de solugdes no interior de C, resulta que para qualquer
7 na regiao interna: (i) Se k # ky,, entdo ¥ (r) = 0 (embora na regido externa . é a solugao
correta de espalhamento, com ¢y correspondendo & onda incidente); (i) Se k = k,, para
algum n e para ¢ exibindo condigbes adequadas de simetria [65], temos ¢(r) = ¥, (7).

Como ja apontado no capitulo 2, a formula¢ao numérica do MCP é relativamente simples e
bem discutida na literatura (por exemplo, uma descrigao detalhada com as férmulas explicitas
necessarias ¢ fornecida em [75]). Em suma, discretiza-se C para que a fungdo 7' configure
uma matriz quadrada, calculada a partir de uma versdo matricial da equagao (5.5). Entéo, as
equagoes (5.2) ou (5.6) podem ser resolvidas por meio de quadraturas diretas. O fundamental
para nossos propositos é que tal esboco seja independente da forma funcional real de Gy, a
menos, € claro, pelas particularidades de seu calculo numérico. Portanto, para Gy’s distintos,
os mesmos algoritmos numéricos existentes para o MCP podem ser usados sem modificacoes

apreciaveis.

5.1.1 A escolha do dominio espacial V'

Uma vez que se deve abordar o comportamento ondulatério especifico associado as formas
C’s com condig¢oes de contorno adequadas, ha grande flexibilidade na escolha de V', desde
que seja consistente com o fenomeno investigado. Isso motiva a busca por geometrias de
dominio que facilitem a andlise. Apenas como ilustragao, suponha que o objetivo seja discutir
um processo como as ressonancias de espalhamento de dois discos impermedveis no plano
[126, 127] (modelados como circulos com condigbes de contorno de Dirichlet). Usando o
MCP, uma possivel estratégia poderia ser considerar a funcao de Green para o espaco livre
20 — GE)H(F,?’E); k) = —EHSH(MF— To|) — e entdo considerar C como dois circulos. No
entanto, além do tratamento numérico de Gy, o trabalho numérico necessério (para obter T

e realizar as integrais para ) nesta primeira abordagem seria reduzido se, em vez disso,
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assumirmos como (G a funcao de Green para a regido externa de um circulo em 2D! e,
portanto, C como apenas o segundo circulo.

Um ponto chave mencionado acima diz respeito a compatibilidade entre as solugoes pro-
curadas v, com o dominio V. Tal condi¢cao do MCP ¢é de facil compreensao se supormos
que C seja uma curva fechada, como C; da Fig. 5.1, para a qual estamos tentando calcular
os autoestados e autovalores. Se V' também estiver fechado (ver Fig. 5.1), os possiveis k’s
dos estados “sementes” ¢ sdo aqueles pertencentes ao espectro da equacao de Helmholtz em
V', {k,}v. Portanto, usando o MCP nao podemos obter as solugoes para o bilhar C dentro
de um V que também é fechado se {k,}¢ e {k,}v forem distintos. Para evitar o problema
deve-se definir V' como uma regiao aberta, além de exibir simetrias em conformidade com as
de C.

No entanto, a selecao adequada de V’s deve ampliar a aplicabilidade do MCP, por exem-
plo, permitindo discutir C’s muito mais longos, em casos particulares simplificando as solugoes
numéricas para formas fechadas (bilhar) e finalmente abrindo a possibilidade de resultados
analiticos, atualmente limitados para poucas situagoes, uma vez que a pratica usual na lite-
ratura é considerar V = R”Y. Assim, entre os potenciais candidatos para V', além do espaco
livre, mencionamos as guias de ondas semi-infinitas ou infinitas. De um modo geral, sao es-
truturas finitas em todas as diregoes, exceto uma (extendendo-se por Ry ou R). Na préxima
secao, derivamos um método geral para obter a funcao de Green exata para guias de ondas
semi-infinitas, resolvendo um exemplo particular, a forma retangular. A se¢do 5.3 é entao

dedicada a explorar esse dominio.

1A funcio de Green exata para a regifio externa de um circulo de raio R centrado na origem e satis-

fazendo as condicGes de Dirichlet é G(()H(F7 7o k) = —%HSH(MF— 7o|) + %%HS+)(1€T)HS+)(]€T0) +
1y, H‘](’;()]sz;) H,(L+)(kr)H,(L+)(kro) cos[n(@ — 6p)], onde J,, e HEY) sio as funcoes de Bessel e Hankel de pri-
meiro ordem n. A série infinita pode ser calculada numericamente com a ajuda de expansoes assintéticas no

pardmetro de ordem n (ver, por exemplo, [75]).
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5.2 A funcao de Green para guias de ondas
semi-infinitas

Aqui, abordamos a funcio de Green G*) de saida (1) e de entrada (—) para o operador de
Helmholtz £} = V2 + k? definido em V' € RY. Nos concentramos apenas nas condigoes de
contorno de Dirichlet nas fronteiras Cyy de V. O procedimento a seguir visa guias de ondas
semi-infinitas para as quais V = (0,00) x 2, com {2 sendo uma regido limitada (finita) de
RY=1. Devido a estrutura particular de V, assumimos que existe um sistema de coordenadas

que permite escrever (0 < & < 00, 7= (N1,M2, -, IN_1); Gn < T < b, para a, < b, finitos
Vn, e =(£17)

LY G oK) = (Ot [(€) T3+ k) G(&, T oy s K) = (7 — )
= 8(§) (& — &) 6(7T— 7o), (5.7)

onde O = [,(€) 82/ + [1(€) HJIE + fo(€). E importante ressaltar que O deve estar
relacionado as solucgoes do tipo onda, uma vez que é o “componente” da equacao de Helmholtz
ao longo da direcao semi-infinita &.

Temos G(&,7 € Ca; &, 7o k) = 0 e dependendo de cada Cy particular, uma condigao
especifica para G(0,17; &, 7o; k) também deve ser observada (ver exemplo a seguir). Além
disso, dado que Ly é um operador diferencial de segunda ordem, G é continua em 7 =
7o, entretanto, ao cruzar 7y, a funcdo de Green apresenta saltos na primeira derivada e
divergencias do tipo delta de Dirac na segunda derivada (ver, por exemplo, [128]). Estamos
buscando soluces £ (com + correspondendo & condicio de Sommerfeld), portanto, G (& —
00) ~ (1/3/EN-Dd)exp[+i k€] com d relacionado ao grau de separabilidade de € e ij (por
exemplo, se f(&) =1 entdao d = 0).

Para a regiao limitada €2, o operador de Helmholtz ﬁ% = V%Jr k2 representa um problema

de autovalor, tal que [129] (com n = 1,2, ..., identificando os diferentes automodos)

(73 K2) wali) = 0. w7 € Ca) =0, [ a7}, (1) = By
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com a tltima identidade acima representando a relacao de completude dos w,’s em € [129].

Devido a forma de £} nas equacdes (5.7) e (5.8), é natural tentar o ansatz
G(&, 77 &0, Tlos k) = D> wn (i) W} (7o) Fu(&; o3 b), (5.9)
exigindo este para qualquer n

(Oc = (&) K2 + K2) Fulg; o5 ) = 5(6) 8(¢ — o). (5.10)

Quando £ # & (entdo 6(¢ — &) = 0), a equagao diferencial homogénea de segunda ordem
resutante — <@§—f(€) k2 +k*) Fo(&; k) = 0— admite duas solugdes fundamentais [129], F, =
U (& k) € Fp = 0,(& k). B concebivel que as corretas combinacdes lineares dessas funcdes
— ou seja, 35 (& k) = anun(& k) £i6, v,(E k) — também representem assintoticamente as
ondas de saida e de entrada adequadas.

Dessa forma, supondo que u,(&; k) resulta na condicio desejada para G*) em & = 0,
podemos tomar FP un(&; k) para & < & e FE o b (&; k) para £ > &. Entao, é simples
notar que um F em £ = &), mas apresentando um “salto” em sua primeira derivada, temos

(para ¢t uma constante e & (<) o maior (menor) entre £ e &)
FE (& €0 k) = OFF un (€< k) BED (€55 ). (5.11)

A tltima etapa ¢ determinar C5F para estar em conformidade com a equagao (5.10). Com
este objetivo, dividimos a equagdo (5.10) por f3(£), integramos a expressdo resultante em &
de & — € a &+ € e tomamos o limite € — 0. Usando o fato de que F' é continuo e empregando

a integracdo por partes para o termo @5 envolvendo 0/9¢, temos (com ¢'(§) = df (§)/d¢ e
Wlg2(£), 91(9)] = 95(€) 91(€) — 92(€) 91(€) o Wronskian de g5 e g1)

o _ 3(&) ! . .
" f2(&o) W[hgzi>(50;50; k), un (os &os F) 12

Finalmente, observamos que das discussoes acima, as condi¢oes de contorno para G tam-

bém sao obedecidas na varidvel 1y, como deveria ser o caso devido a simetria 7 <> 75 na
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equacao que define a fun¢ao de Green [128|.

5.2.1 A guia de onda retangular semi-infinita

Para ilustrar a descricdo anterior, consideramos a geometria representada na Fig. 5.2a. FEsta
corresponde a uma regiao retangular semi-infinita de guias de ondas 0 < y < L,,, x > 0, para
a qual impomos condicoes de contorno de Dirichlet em y = 0, y = L, e z = 0. Entao podemos
usar coordenadas cartesianas, com V2 = 9%/0x? + 9?/0y? e §(F — 1) = 6(x — o) 6(y — yo).
Também, G(0,y; xo; yo; k) = G(x,0; 20 yo; k) = G(x, Ly; o; yo; k) = 0. Para a direcao limite
y(n=12..)

2 nm d? n2m?
L) (1)) — | Zgen ™Y BN 079 T AL () — 0 513
wn () 7" [ I, I FAL (y) + o (y) =0, (5.13)
onde goszw(O) = wszy)(Ly) = 0. Neste caso, as solugdes para a versao homogénea da
equacao (5.10) sdo senlk,z], coslknz|, e expltikna], com ki = k* — n’n®/L2.  Assim,

para observar a condi¢io de contorno em z = 0 definimos wu,(zr) = sen|k,z| (obviamente
B (x) = exp|*ik,x]). Por dltimo, Wlexp|L£ik,xo|, sen|k,xo]] = —k, e a exata func¢io de
Green resulta

(—1

=+
Grad @,y 0,0 k) = Y @ ) ol (o)

=1

senlk, x<| exp|Eik, zs],

(5.14)

onde k, = /k*—n2m?/L2, goszw(z) = /2/L,sen|nmz/L,] e x5 (x<) é o maior (menor)
entre x e xy. O sobrescrito + (—) representa o caso de saida (entrada). Como um exercicio
adicional muito instrutivo, no apendice B mostramos como obter a fun¢ao de Green usual

para uma caixa 2D a partir das solucdes G,
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5\9
0” L
(a) y (b) y Lx=— Ly/tan[Q]
Ly 2 Ly
Dominio V C
R
N
0 X 0 *
Lx

Figura 5.2: (a) O guia de onda retangular semi-infinito em 2D constituindo o dominio V.
(b) A linha reta C, quando considerada junto com as partes das paredes de V', pode formar
bilhares distintos, como um trapézio, um retangulo (se 0 = 7/2), e um triangulo retangulo
se L, estiver corretamente definido (em detalhes no canto superior direito).

5.3 Aplicacoes para o dominio V' como guia de ondas semi-
infinito retangular

Suponhamos um segmento da reta C dentro da regido V, Fig. 5.2b), cuja equacio paramétrica

é (para 0 <t <1)
L
z(t) = L, Y_¢ y(t) = L, 1. 5.15
7( ) xr + tan[@} 9 y( ) Yy (‘) ‘))

Observe que para C unico, quando considerado junto com as partes da borda V', pode
formar algum bilhar poligonal simples. Na verdade, para um arbitrario L., C resulta— com as
paredes da guia de onda — a uma forma trapezoidal, ao passo que ao definir L, = — L,/ tan[0],
temos um triangulo retangulo (como ilustrado na Fig. 5.2b). Finalmente, uma estrutura
retangular surge quando ¢ = 7/2 de modo que tan[f] — oo e entao x(t) = L, e y(t) = L, .

Na secao 5.3.2 calculamos numericamente 1, (') para os sistemas da Fig. 5.2b), assumindo
diferentes permeabilidades v e parametros geométricos L, e 6 para C. Mas antes disso,

apresentamos a seguir alguns exemplos analiticamente solucionaveis.
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5.3.1 O bilhar retangular (0 = 7/2)

As matrizes T e T,

Vamos considerar § = /2 e assumir as condigbes de contorno de Dirichlet em C. Entéo, a
expressao para a matriz T', segundo a relagdo da equagdo (5.5), com G dado por Gf;t) na

equagao (5.14), resulta (para 0 < t,t, < 1)

Oty —ta) — /0 dt Z On{Lyts) on(Lyt) (;1) sen|k, L.| exp|£ik, L]

XTEN (¢, t4: k). (5.16)

n=1

Anteriormente eliminamos o sobrescrito (L,) em ¢ para simplificar a notagio. Relembrando

1
1
/dtwn([fyt) Spm(Lyt) = — Onm,
0 Ly
- 1
D onlLyt) pulLyta) = 3ty — ta), (5.17)

n=1 Yy

em seguida, por uma inspe¢ao direta da equagio (5.16), encontramos

k,, exp|Fik, L]
senlk,L,]

TSty tar k) = =Ly Y palLyts) pallyta) (5.18)

n=1

Para o caso mais geral de um C permedvel, de constante de permeabilidade v, também

)

podemos obter qui em uma exata forma fechada. De fato, no presente caso em que 6 = 7/2

temos para a equagao (5.4)

(=1

S

T by, tas k) = vj/dtl diy dtyn )

nGnN;—1...N2 N

X Pn, (Ly ts) Pn; (Lyti—1) Prj_y (Lyti—1) Prj_y (Lyti—2)
XPn;_q (Ly tj—2) Prj_o (Ly tj—3) e Png (Ly t3) Png (Ly t2)
X Py (Ly t2) 0ny (Ly t1) @ny (Ly t1) 0ny (Ly ta)

1=

X H sen|ky, L] exp|£ik,, L,|. (5.19)

=1
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A seguir, considerando a primeira relagio na equagao (5.17) para as integrais sucessivas na

equagao (5.19), temos

n L] explai ki Le]
T( )ty to K) ZL < senlk ]Leka[ ik ])
y n

XSOn(Ly to) on(Ly ta). (5.20)

Por dltimo, reescrevemos a fun¢do ¢ na equagao (5.3) em termos da segunda relagdo na

equagao (5.17), encontramos para Tf,i)

= & senlkn Ly exp|£iky, L] J
Tt tark) = Ly Y ) <—7 Lk

_ f: ngOn(L tb) Spn(Lthf) (5 21)
Ly kn +’ysen[k L. exp|*ik, L] '

Observe que, conforme discutido na Se¢ao 5.1, obtemos prontamente 1" na equagao (5.18) a

partir de 7', na equagao (5.21) como T = —lim,_,o, 7.

A solugao v, para as condicoes de contorno de Dirichlet

Uma funcio ¢(r) que resolve a guia de onda semi-infinita (ou seja, na auséncia de C) é dado
por

or(1) = Cy senllry/ Ly senlk; ], (5.22)

onde [ é um inteiro positivo, k* = k7 + I*7*/L? e C; é uma constante de normalizacao.
Para calcular v, satisfazendo as condigoes de contorno de Dirichlet em C consideramos

a equacao (5.6) com T tomando a forma a partir da equagao (5.18). Temos dois casos, as
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regides interna (x < L,) e a externa (z > L,). Para o primeiro (= (x < L,,y))

(r) = G sen[lﬂ—y]sen[kl ]

Ly
- nwy km explEi(k, — km)Ly] 5
_ oYy . I
{C’z nglsen[ I, | senlk, x| T ”

1 1
<[ [ ana, gon<Lytb>¢m<Lytb>¢m<Lytam<Lyta>}sen[m L]
0 0

= ( sen[lﬂ—y]sen[kl x| — < C Z sen[@] senlkn x|
Ly nm=1 Ly
km exp|Ei(k, — km) Ly
L,|. 2
T O O ¢ SEN| Ky Ly (5.23)

Aqui, o mecanismo de filtro mencionado na se¢ao 5.1 torna-se explitico. Suponha um
nimero de onda k tal que k; L, = jn para algum j = 1,2,... (portanto k* = = (I?/L2 +
j%/L2). Assim sen|k;L,] = 0, o segundo termo da tltima relagao na equagao (5.23) desaparece

(&

r(r) = Cysenllmy/Ly|sen|jmc/L.] = ¢i(7), (5.24)

que é o autoestado exato para uma caixa retangular 2D. Por outro lado, se k; # jn /L, (j

inteiro) a equacao (5.23) resulta

() = O sen[l;;—y]sen[kl x] — C’lsen[lz—y] senlk; x| = 0. (5.25)

Yy Yy

A solugao é nula, uma vez que k nao corresponde a um autovalor do problema interno.
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Para a regiao externa

() = C sen[lﬂ—y] sen[k; ]

Ly
> nry , Ky senlk, L] . 2
{Cln;fe”[ L, PR e T ] SRkl Ly

1 1
<[ [ ana, gon<Lytb>¢m<Lytb>¢m<Lytam<Lyta>}sen[m L]
0 0

= ( sen[lﬂ—y]sen[kl x| =< C Z sen[@] exp|tik,z]|
Ly nm=1 Ly
kv senlkn, Ly ,
—_— L L. 2
ansen[kml}x] exp|Fiky L. 6nm6ml}sen[kl " (5.26)

Se escolhermos k; tal que sen|k; L,] = 0, a anterior solu¢do para a regido externa (1)
exibe a mesma forma funcional exata da solugio interna v (7), a equacao (5.24). Este é
um bom exemplo do principio da transparéncia (TP) para o bilhar [130-132], o qual ocorre
sempre que exista uma perfeita correspondeéncia de simetria entre os autoestados internos e
as solugoes de espalhamento externas. No presente exemplo, o TP é intuitivo de se entender.
Na verdade, C é uma barreira de d-parede vertical infinitamente repulsiva dentro da guia
de onda (localizada em x = L,). No entanto, tem largura zero e, como a onda incidente
desaparece exatamente em x = L,, entao ¢ nao “sente” tal potencial de barreira. Portanto,
a equagao (5.24) se estende por toda parte na guia de onda retangular semi-infinita.

Finalmente, quando senlk; L,] # 0, temos da equacao (5.26)

() = Cisen FZ—% (sen[kl x| — exp|Liky(x — L,)| senlk Lm]>

y
I

— D§i>sen {L—y} senlk; (x — L)) (5.27)
Yy
Que ¢ a solucao esperada para o guia de onda semi-infinito, apenas com a extremidade

fechada movida de x = 0 para x = L, (Dl<jE> é simplesmente uma constante de normalizacao

redefinida).
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A solugao v, para um C permeavel
Agora, para v, consideremos a equagio (5.2) com 7%, da equagao (5.21). Para ¢y, assumimos
a forma da equacdo (5.22). Para a regiao interna (r < L,)

[
(1) = Clsen[z—y]sen[klx]—fyCl
Yy

Ty (ki / k) expltiky Ly] L2
X { Z Sen[ Ly ] Sen[kn .CC] km Ly + Vsen[kmLm] eXp[:l:kaLz]

nm=1

1 1
<[ [ ana, gon<Lytb>¢m<Lytb>¢m<Lytam<Lyta>}sen[kz L]
0 0

Yy Yy

= ( sen[l;;—y]sen[kl x] — {7 C, Z sen[%] senlk, x|

nm=1
(km/kn) exp|Eik, L]
nm Om Lz s .2
ka Ly + vsenlkp, L, exp|Liky, L] Onam Omi. 051k L (5.28)
enquanto para a regidao externa (r > L)
[
() = C sen[z—y]sen[/ﬁ x] —vC
Yy
- nmy . (km/kn) sen|k,Ly] L2

s { n%:l sen| L, Jexplikn] K Ly + vsen|kp Ly | exp|Eikn, Ly

1 1
<[ [ awa, SOn(Lytb)SOm(Lytb)%?m(Lyta)<ﬂl(Lyta)}Sen[kl L]
0 0

>

= ( sen[g—y]sen[/ﬁ x| — {7 C Z sen[%] exp|+tik, |

Y nm=1 Y

" (km/kn) senlk, L)
ki, Ly + vsenlkp Ly | exp|Eiky, Ly

] Onim 6ml}sen[kl L.|. (5.29)
Se kétal que by L, = jm (j = 1,2,...) entdo senlk; L,] = 0 e tanto da equacao (5.28) ou da

equagao (5.29) encontramos que () = ¢x(7) independe do parametro de permeabilidade

~. Isso novamente é devido ao TP (ver discussio apds a equagao (5.26)).
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Figura 5.3: O quadrado do médulo de A, equagao (5.32), como funcao de A\;/L, (com X; o
comprimento de onda incidente ao longo de x) para quatro valores distintos da transmissao
de probabilidade F; através de C. Aqui l = 1 e L, = 1. Os picos representam os estados
quase-ligados associados a existéncia de um lado permeavel da estrutura retangular, quando
a amplitude da onda possui consideravel aumento. A inser¢ao em (a) ilustra que para P, > 0,
A nao desaparece completamente para qualquer valor de A;/L, se P, > 0. A inser¢ao em (b)
exemplifica uma tendéncia, as ressonancias tendem a desaparecer para A;/L, sendo poucas
unidades (em (b) ndo sdo mais observados picos para \;/L, > 2,7).

Para senlk; L,| # 0, temos para z < L,

Dul7) = Al ) due) = Alki ) Crsenl 72 sl o (5.30)

Y

eparax > L,

~vsenlk; L)

L senlky (x — Lm)]} : (5.31)

P (7) = Alky; ) C sen[lz—y] {sen[kl x] +

Y

onde
ki L,

- ki L, + v senlk; L) exp|+ik; L,|

Ak ) (5.32)

Observe que, como se espera, (7)) é continuo em x = L,.

Uma consequencia interessante da configuracao geométrica acima € a geracao de estados
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quase-ligados associados a existéncia de um lado permedvel (localizado numa das extremi-
dades) da estrutura retangular formando a guia de onda semi-infinita. Na verdade, existem
diferentes procedimentos [133, 134] para gerar ressonancias em cavidades e guias de ondas
fechadas [65], por exemplo, visando o aumento da intensidade de ondas eletromagnéticas
estaciondrias [133]. Embora esteja longe de ser uma realizagao pratica, nosso sistema atual
representa uma ideia vidvel para tal objetivo. De fato, para x < L, (equagao (5.30)) a pre-
senga de C leva a um fator de amplitude A(k;;~) (equacdo (5.32)) para o autoestado natural
da guia de onda ¢,. Reescrevendo v em termos de transmissao de probabilidade P; e k;
(ver Sec. 5.1), e para o comprimento de onda incidente A\; = 27 /k;, plotamos na Fig. 5.3 a
quantidade |A]? como funcio \;/L, para quatro valores de P;, assumindo o primeiro modo
[ = 1 na direcao y. Para cada P, claramente existem valores de \;/L, para o quais |A|? ¢
muito maior que 1, caracterizando um grande ganho de amplitude dentro do guia de ondas.
Este fenomeno é consideravelmente mais destacado para uma transmissividade baixa da pa-
rede C, mas entao com as larguras das ressonancias de quase-estados se tornando muito mais

estreitas.

5.3.2 Resultados numéricos para C’s distintos

Nesta secao, vamos aplicar o MCP para alguns casos particulares: o bilhar quadrado, os bi-
lhares triangulares (45°,45°,90°) e (30°,60°,90°) e o bilhar trapezoidal (na unido do quadrado
com o triangulo (45°,45°,90°)). As guias s@o construidas de acordo parametros descritos na

Fig. 5.4. Os comprimentos L, + [, e L, definem a base e altura da guia, respectivamente,

L Bilhar
y interno

Figura 5.4: Geometria geral da guia de onda. As dimensoes L, + [, e L, definem a base a
altura da guia, respectivamente. Ajustando a posicao [, e o angulo de inclinagao 6 da parede
L, sao obtidos diferentes bilhares.
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enquanto o angulo # define a inclina¢do da parede L (ou C) com a base L, + [,. Em todos
as simulacoes, a dimensdo N da matriz T na parede L é T'(¢,7) = [1i;]100x 100, dessa forma a
razao i < 0,04 para todos os bilhares.

Para a onda incidente, adotamos a forma da equagao dada por (5.22). Aqui, vamos

reescreveé-la como

Ny Ny
Oz, y) = Zgzﬁn = Z sen(kpx)sen <%> : (5.33)

com k, = \/k? — (nw/L,)? e a soma se estende até Ny, a qual fornece k, real (k > nr/Ly).

O desafio numérico que a fungao de Green (equagao 5.14) impde se concentra na escolha
do numero de estados evanescentes, Ng, de tal forma que este resulte em uma matriz T
e uma funcdo de onda v bem definidas. Ondas evanescentes sao modos nao propagantes
em um certo meio. Em vdrios métodos de solugoes de equagdes de ondas (principalmente
quando se usa técnicas de expans@o em uma certa base), modos evanescentes podem aparecer.
Talvez a situacao mais simples seja justamente aquela que surge em nosso trabalho. Suponha
que temos um modo oscilatério sen|k(v)x| definido para x > 0. Aqui, o nimero de onda
k é dependente de um parametro . Eventualmente v pode assumir valores para tornar k
imagindrio, ou seja, k = ix. Neste caso, teremos senlikx| = isenh|rkx] que obviamente tem
um comportamento exponencial, ao invés de periddico. Quando estamos fazendo expansoes
envolvendo modos evanescentes, precisamos tomar cuidado para incluir um ntimero suficiente
de tais modos para garantir convergencia dos cédlculos.

Das observacoes feitas até agora, no geral, com Ng maior que N ja se obtém um estado
definido. Sendo que, quanto maior o nimero de estados evanescentes, maior a precisao da
simulacao, ou seja, mais precisa é a determinacao da posi¢ao das ressonancias e morfologia
dos autoestados. No entanto, nao é preciso Ny muito grande para se ter resultados satisfa-
torios. Com Ng =~ 2N, ja se observa boa concordancia com o caso analitico. Por isso, em
todos os casos, vamos atribuir Nz = 200 em todas as simulacoes que seguem. Observamos
também que variacoes nestes parametros Ng > N permitem maior precisdo nas energias
regsonantes, influenciando pouco na morfologia dos autoestados. Para o calculo da funcao
de onda, identificamos os k’s ressonantes de modo identico ao MCP tradicional, analisando

a variacao da média dos médulos quadrados dos elementos da matriz T" em fungao de k.
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Para o primeiro caso, analisamos os primeios estados quanticos do bilhar quadrado. As
dimensoes adotadas sao L, = L, = 1 e 0§ = 90°, formando um quadrado de lado unitdrio
L como mostrado na Fig. 5.5a. As figuras 5.5b-g mostram a funcao de onda associada
aos nimeros quanticos (m x n) em b) (1 x 1), ¢) (2 x2), d) (3 x3), f) (3 x5) e (5 x 3),

estes dois tltimos sao estados degenerados. O autoestado e) representa uma energia fora da

a)

k ™MCP) = 4,441 . . k ™cP) = 8 882
k® = 4,442 k® = 8,885

k ™) = 13,323 o

k®= 13,328 -

. '
'
koen = 16,5 4 ' ”J :

koer = 18315 MR R R BB kocP = 18308
k®=18,318 1111 k®=18,318

Figura 5.5: a) guia de onda formando o bilhar quadrado de lado L, = L =1, com I, = 0

e = 90°. b), c), d), f) e g) sdo funcdes de onda associadas as energias k(MCF) k(A

sao autovalores analiticos via equagao (2.65). A Fig. e) representa uma energia fora da
ressonancia.

ressonancia, por isso a funcao de onda no interior do bilhar é nula. Descrevemos também em

MCEP) ghtidas pelo MCP para comparar com o caso analftico

cada autoestado as energias k'
k). Os autovalores k) sio fornecidos pela equagio (2.65).

Como mencionamos no inicio desta se¢ao, podemos impor maior precisao aos cdlculos
atribuindo Ng cada vez maior. Tal aspecto se revela influente também em regides do espec-

tro com degenerescéncias como visto, por exemplo, em f) e g). Para Ng = 100, a simulacao
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exibe apenas uma energia ressonante. Ao atribuirmos Ng = 200 mantendo N = 100, ve-
mos uma “quebra” da energia inicial em duas, também ressonantes e que representam uma
degenerescencia do quadrado. Observamos também que o espacamento entre estas energias
diminui com o aumento de Ng.

A Fig. 5.6a exibe o bilhar triangular (45°,45°,90°) com L, = 0, L, = V2, I, = V2 e

0 = 45°. Nas figuras 5.6b-f sdo plotadas fung¢oes de onda para diferentes nimeros de onda

a)

kMCP) = 4,963 kMCP) = 7’019
k® = 4,967 k® = 7,024

k™c®) = 8,003
k® = 8,009

kP = 8,5

KMeP) = 9,152
k® = 9,159

Figura 5.6: a) guia de onda formando o bilhar triangular (45°, 45°,90°) com I, = v/2, obtido
com L, = 0, e § = 45°. Para estes parametros L, = v/2. b), ¢), d) e f) autofungdes associadas
as energias AP kM) s30 autovalores analiticos via equacdo (3.2) com lj = I, = V2 e
Iy = Ly, = V2. A Fig. e) representa uma energia fora da ressonancia.

E(MCP) A Fig. e) representa um ntimero de onda fora da ressonancia. Os demais autoestados
possuem nimeros quanticos (m x n) em b) (2 x 1), ¢) (3 x1),d) (3x2)ef) (4x1). O
espectro analitico k@) s3o0 obtidos via equagao (3.2) com Iy =1, = V2ely,= Iy = V2.

Na Fig. 5.7 apresentamos a guia de onda para o bilhar triangular (30°,60°,90°). Em 5.7a
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¢ exibida a geometria do bilhar cujas dimensoes sao [, = 1, L, =0, 8 = 30° e L, = tan[30°].
Em 5.7b-g plotamos os estados construidos para diferentes nimeros de onda k") obtidos
via MCP. Os espectro de autovalores k) sio obtidos via equacdo (2.69) com as mesmas

dimensoes adotadas na se¢ao 2.5.2. As fungoes de onda b), ¢), e), f) e g) sdo geradas por

a)

kMcP) = 9 577 kM) = 15,778

k® = 9,597 . k® = 15,812
— -

wad 1 L. k) = 16,588

k® = 16,623

‘.'n

k™MCcR) = 16,5 -

k™) = 22 605 k®eP) = 23,738
k® = 22,654 k® = 23,787

Figura 5.7: a) guia de onda formando o bilhar triangular (30°,60°,90°) com [, = 1, obtido
com L, =0, e = 30°. Para estes parametros L, = tan[30°]. b), ¢), e), f) e g) sdao autofungoes
associadas as energias K(MCP). k(4 s3o autovalores analfticos via equagao (2.69). A Fig. e)
representa uma energia fora da ressonancia.

energias ressonantes, enquanto o estado e) é calculado com uma energia fora da ressonancia.
Os nimeros quanticos associados sao em b) (3 x 1), ¢) (5 x 2), e) (5 x 1), f) (T x 2) e g)
(7Tx1). E importante destacar que a posicao da origem do sistema de coordenadas do bilhar
nao intefere no modulo do vetor de onda, pois a geometria do triangulo desta secao difere do
triangulo da Se¢. 2.5.2 apenas mediante as trocas r — —x.

Por fim, mostramos na Fig. 5.8a a guia de onda para bilhar trapezoidal. Com a atribuigao
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dos parametros de geometria L, = 1, L, = 11, = 1 e § = 45°, o trapézio é construido
pela junc¢ao das geometrias do quadrado com o triangulo (45°,45° 90°). Nas figuras 5.8b-g,
apenas a fungao de onda em g) possui energia fora da ressonancia. Os demais autoestados sao

MCP)g regsonantes. Obviamente todos os autoestados representam

obtidos para valores de k!
solugoes do trapézio, porém, hé casos interessantes como visto nos graficos ¢), e) e f). Em
x < 1, vemos as solugoes do quadrado constiuido de uma diagonal impermeavel descrito pelo
segmento (x,y = x), enquanto que, em x > 1, vemos as solugoes do triangulo (45°,45°,90°).
Em ¢), por exemplo, temos a solugao do triangulo (2 x 1) com a solugao do quadrado (1 x 1),

em d) temos (3x 1) para o triangulo com (1 x 2) do quadrado, e em f) temos a solugao (4 x 3)

do triangulo com a solugao (3 x 3) do quadrado [135].

' ke =7,023

kcP) = 9 932

B0 ke =14191 [l o = 16,35 % W
"Fan) of
. : y
‘T F .

Figura 5.8: a) guia de onda formando o trapézio, sendo a jungao das geometrias do quadrado
e do triangulo (45°,45°,90°) com [, = 1, obtido com L, = 1, e § = 45°. Para estes parametros
L, =1.b), c), d), e) e f) sio autofungdes associadas as energias £M°F). A Fig. g) representa
uma, energia fora da ressonancia.
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5.4 Conclusoes parciais

No presente capitulo propusemos uma alteracao na formulacao original do MCP. Isto é pos-
sivel pois o MCP nao restringe qual deve ser a regiao “livre” V no qual estara inserida as
estruturas a serem estudadas. A unica condigao é que se a estrutura for fechada, a regiao
livre deve ser aberta pois entao os k’s para a funcao de Green Gy formam um continuo, o que
nos permite buscar pelos autovalores discretos k,, (ressonantes) da estrutura. Obviamente
que entao as fungoes de onda iniciais ¢ devem satisfazer as condi¢oes de contorno apropriadas
para a equacao de Helmholtz em V.

A forma natural de garantir que k seja continuo em V' é considerar guias de ondas semi-
infinitas. Ou seja, a regiao “livre” é fechada em todas as direcoes, menos uma que pode se
extender por exemplo de 0 a +00. Para uma certa classe especial de guias de ondas chamadas
de semi-infinitas, propusemos uma forma geral de obter a funcao de Green Gy. Estas guias
entdao podem ser usadas como V para o MCP.

Uma vantagem deste procedimento é que por exemplo as bordas de V' podem servir como
parte das “paredes” das estruturas que queremos calcular. Assim, dependendo da geometria de
V e da estrutura analisada, calculos analiticos fechados podem ser possiveis. Demonstramos
tal vantagem considerando uma guia de onda semi-infinita retangular e entao calculamos os
estados analiticos exatos para o problema de um bilhar retangular, com todas as paredes
infinitas, ou uma delas semi-permedvel.

Esta nova abordagem traz também significativas vantagens em em relacdo ao calculo
numérico. Como descrito na Sec. 2.5, a dimensao da matriz de espalhamento cresce pro-
porcionalmente com a energia. Entao, limitacoes surgem quando queremos obter estados
quanticos de altas energias ou queremos descrever estruturas que sao espacialmente muito
grandes (por exemplo, um dos lados de tal estrutura sendo uma linha infinita).

No método tradicional, a discretizacao do bilhar é feita sobre todo o contorno como, por
exemplo, no caso do triangulo a discretizacao é realizada para os tres lados, e no caso do
retangulo com uma parede semi-permeavel, para os quatro lados mais a diagonal.

Nesta nova formulagao no entanto, usando a vantagem das paredes previamente existentes

de V', a definicao da matriz T' pode ser feita somente para uma das paredes do bilhar, em
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nossos exemplos para o bilhar triangular apenas a hipotenusa (ver Fig. 5.2) e para o bilhar
retangular usual apenas uma parede (no caso do bilhar retangular com uma parede semi-
permeavel, a parede vertical direita e a diagonal).

Logo, drasticamente diminuimos o nimero de elementos da matriz 1. Portanto o custo
computacional também diminui e para um mesmo modo k,, o trabalho serd muito menor
no novo caso. Por outro lado, se temos que calcular estados com energias muito grandes,
naturalmente temos que trabalhar com matrizes T" maiores, mas isto agora é possivel pois a
discretizagao se dé por exemplo em uma tnica parede ao invés de quatro paredes (no caso do
bilhar retangular usual). Os exemplos numéricos estudados neste capitulo, a saber bilhares
quadrado, triangular e trapezoidal, ilustraram a vantagem deste procedimento e esperamos
que isto possa abrir mais ainda a possibilidade de utilizacao do Método do Contorno de

Paredes.
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Capitulo 6

Conclusao

O presente trabalho consistiu na busca de informacoes das solugoes de espalhamento para
diferentes sistemas submetidos a variacoes de algum parametro especifico. Consideramos
elementos especificos que provocam alteracoes na morfologia da funcao de onda quando uma
determinada estrutura é sujeita a variacoes de geometria ou de permeabilidade. Para o pri-
meiro caso, analisamos as solugoes do bilhar triangular quando a sua geometria é perturbada,
mediante modificacoes dos angulos internos, na regiao de transicao entre as dinamicas regular
e nao-regular.

Usando as propriedades da matriz T" como funcao da energia e da geometria do triangulo,
a funcao de onda mostrou comportamento semelhante para baixas e altas energias no que
diz respeito a variacoes na sua distribui¢ao espacial, ou seja, observa-se que a morfologia dos
autoestados estd intimimamente ligada a maneira como determinada familia desenvolve-se
no espaco de fase. Familias cuja evolucao ocorre em linha reta, tendem a manter a funcao de
onda sob invariancia da sua morfologia. Tal comportamento retilineo ocorre frequentemente
para baixas energias e com variacoes de geometria suficientemente pequenas, logo, em regioes
mais baixas do espectro, os autoestados apresentam evolucao paralela ao eixo da geometria do
espaco de fase, resultando em fung¢oes de onda com alteragoes espaciais imperceptiveis. Para
regides mais altas do espectro, a fun¢ao de onda mantém a mesma tendencia de evolucao
mantendo constante a sua morfologia numa mesma familia enquanto esta evolui em linha
reta. No entanto, sendo menor o comprimento da onda que incide no bilhar, a matriz T

passa a adquirir maior sensibilidade a variacoes dos angulos internos, e assim os autoestados
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de familias vizinhas passam a interagir e a se repelir em regides de convergencia.

A fungao de onda mostrou forte tendéncia em manter a sua morfologia constante dando
“saltos” entre familias que interagem e se repelem, em um comportamento conhecido como
avoided crossing, o qual ocorre em sistemas cuja dinamica descreve niveis cadticos de energia.
Também sob altas energias, identificamos as cicatrizes, as quais comumente aparecem em
autoestados cuja evolucao se da em estreitos intervalo de geometria, ou seja, em evolucao
diagonal. Mostramos que o niimero de 6rbitas em uma determinada cicatriz depende de qual
grupo um autoestado é construido, e que a densidade da funcao de onda é tao localizada em
uma area especifica do bilhar quanto menor for a inclinacao da familia.

Para o segundo caso, abordamos o bilhar retangular cujas paredes externas mantém trans-
missao nula (permeabilidade infinita), enquanto a parede diagonal possui transmissao variavel
dentro dos limites zero a um. A partir das propriedades da matriz T, mostramos como os
autoestados evoluem no espaco de fase k x T}y, identificando regides de convergencia e ana-
lisando a funcao de onda mediante variacoes destes parametros. Originalmente, no limite
inferior de transmissao, as energias de ressonancia sao caracteristicas do bilhar triangular.
Com o aumento da transmissao na diagonal, viu-se uma transicao de estados quanticos do
bilhar triangular para o bilhar retangular, cujas solu¢oes deste ultimo sao geradas no limite
superior onde a transmissao ¢ maxima. Em todos os casos, a funcao de onda mantém certa
suavidade na transicao entre os dois limites, exceto em regices de repulsao, na qual a morfolo-
gia associada aos autoestados é invertida. Tal aspecto pode ser encarado quando fizemos um
paralelo com a evolucao das familias. Observa-se que estas evoluem sem bruscas variacoes na
dinamica, e isso favorece a suavidade mencionada. Porém, quando determinado autoestado
de uma familia passa a interagir com outro de outra familia, a repulsao ocorre, e as familias
nas quais cada autoestado é construido sofrem bruscas variagoes na morfologia.

O Método de Contorno de Paredes mostrou em todas as situagdbes uma poderosa via para
o calculo de problemas de fronteira. A partir do conhecimento de apenas uma quantidade,
a matriz T, podemos identificar diversos elementos que constituem um sistema quantico
como, por exemplo, avoided crossings, degeneresceéncias, cicatrizes, etc. Sendo estes obtidos
mediante calculos precisos da densidade de probabilidade da funcao de onda. Mostramos

ainda no capitulo 5 como podemos facilitar consideravelmente o estudo de diferentes formas
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de contornos através de maneiras alternativas de se obter a funcao de Green, facilitando a
implementacao do método. Muito ainda pode ser feito, e 0 MCP oferece uma gama de possi-
bilidades que podem permitir a ampliacao da sua versatilidade com o objetivo de simplici-lo
e torné-lo cada vez mais eficiente na abordagem de diferentes problemas que exigem solucgoes

por espalhamento.

Trabalhos futuros

Os resultados obtidos neste trabalho mostram que a funcao de onda é um elemento chave
na construcao de sistemas quanticos. Devido ao avanco exponencial da engenharia quantica,
levar em conta aspectos morfolégicos da funcao de onda é crucial para obter bons restuldados
experimentais. Embora este trabalho tenha consistido em bilhares poligonais de estrutura
simples, ve-se a possiblidade de ampliar os estudos para estruturas mais complexas com
diferentes parametros variacionais.

A nova técnica apresentada pelo MCP torna o estudo de problemas de fronteira mais
apropriado para sistemas sob altas energias. Pois, a partir de novas formas de implementar
a funcao de Green, passamos a discretizar somente a parede C, assim, as simulagoes numé-
ricas tornam-se menos exigentes em termos computacionais. Viu-se também caracteristicas
interessantes na construcao dos autoestados do trapézio. De acordo com o que foi observado,
algumas solugoes indicam a presenca de solugdes do quadrado com diagonal impermeavel.
Estudos posteriores podem ser feitos levando em conta a inser¢ao de uma parede com per-
meabilidade varidvel em diferentes partes da guia, para que seja possivel observar possiveis

transi¢oes entre estados quanticos.
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Apéndice A

Bilhares quanticos de dinamica regular e

nao-regular

A determinagao mediante andlise quantitativa da dinamica de um bilhar, seja ela regular,
cadtica ou intermedidria, pode ser feita através da teoria de distribuicao do espacamento de
niveis de energias vizinhos P(s) [62]. Em particular, esta teoria fornece resultados em que é
possivel identificar a dinamica mais apropriada para um determinado sistema quantico [55].
Por definigao, a distribuicio P(s) é definida de tal forma que P(s)ds é a probabilidade de
que s, a separagao entre valores vizinhos de energia, esteja entre s + ds [111]. Bilhares
com pelo menos uma linha de simetria possuem uma distribuicao descrita pela equagao de
Poisson [136-138], isto é

PP (s) =e75. (A.1)

Por outro lado, espectros quanticos de sistemas cadticos nos levam a distribuicao de niveis

do tipo Wigner ou GOE [138-140]

2

PW)(g) = gse_%s ; (A.2)

De acordo com as expressoes (A.1) e (A.2), no limite em que o espagamento s — 0, a
distribuicio de Poisson é maxima, P (0) — 1, e temos a ocorréncia de estados degenerados.
No mesmo limite s — 0, a distribuicio de Wigner é mfnima, ou seja, P (0) — 0, e assim

temos uma repulsao entre os niveis de energia [141].
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Diferentes investigacoes propoem distribuigbes estatisticas intermediarias entre os limites
de Poisson e Wigner [142-148]. Estas distribui¢oes dependem de um parametro (ou mais),
que pode ser ajustado para interpolar entre os casos limites de espectros regulares e caéticos.
Umas das mais populares, e que serd utilizada neste trabalho, é a distribuicao de Brody
[146, 149, 1501,

PP (s) = (A + 1bstel=") (A.3)

onde b = [I(1+ A+ 1) A equacio (A.3) assume que para A = 0 e A = 1 temos
os dois limites estatisticos Poisson e Wigner, respectivamente. Logo, para uma distribuicao
intermediaria, A esta contido no intervalo 0 < A < 1.

A segunda, também intermédiaria entre as distribui¢oes de Poisson e Wigner, e que tam-

bém serd aqui discutida, é a distribui¢ao de Berry-Robnik (BR), dada pela relagao [138]

2,2 3
PR (5) = s {e—% <2p1p2 ¥ ”’;25> + plerfe (—ﬁfsﬂ (A1)
onde erf(z) = 2//7 [, e~ ®du é a integral erro e erfe(z) o seu complemento, isto ¢,

erfe(xr) = 1 —erf(x). p1 e ps sdo parametros que ajustam PP (s) para uma distribui-

¢ao entre Poisson onde p; = 1 € py = 0, e Wigner com p; = 0 e py = 1 [151].
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Apéndice B
A funcao de Green para a caixa retangular

Como complemento, mostramos como obter a funcio de Green G™ para uma caixa 2D

. + ; ; .
(33) a partir de Gieg. assim, assumimos 0 < x < L, com uma extra condi¢ao de contorno

de Dirichlet em x = L, ou G™(L,,y; xo,y0; k) = 0. Pois x > xy, Gi,ft) representa uma
particula se propagando para a direita (+) (esquerda (—)) ao longo de z. Como estamos
procurando por uma funcio de Green “estaciondria”’, é muito razodvel escrever G™ como

uma combinacao linear desses dois G’s, mas com mudangas necessarias nas fases de cada

(£)

et - Para que isso seja possivel, implementamos o reescalonamento

modo n compondo G
Fﬁ — c%i)(kn; L) Fﬁ — portanto, nao alterando a acao dos derivativos sobre F,, — nas
expressoes para GE? (daqui em diante denominado GE?C) e considerando GE;?C — Gie_t?c.
Se para ) tomarmos (i/2) exp|Fik,L,], diretamente mostramos que x- dependente de
GEQC — Gie_t?c se torna senl|k,(L, — xs)], portanto GE;?C — Gie_t?c é nulo tanto para x = L,

quanto para xg = L,. No entanto, a partir dos procedimentos anteriores, descobrimos que,

neste caso, (V2 + k?) (GE:JC - Gie_t?c) = senlk, L] 0(x — x0) 0(y — yo). Finalmente, para nos

livrarmos desse prefator para o 0's, apenas redefinimos i) — (1/2) exp|Fik,L.]/senlk, L,
Entao, G = GE:&C — Gie_t?c resulta
6™ = " W) o ) D semfbz senlh, (Lo — )], (B.D)
— " " ky, senkn L]

Resta provar que a expressao acima ¢é na verdade a funcao de Green correta bem co-

nhecida para uma particula em uma caixa 2D [128,129]. Para tanto, seguimos o protocolo
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desenvolvido em [152]. Como sen|u| sen|v] = (cos|u—v] —cos[u+v])/2 e de 1.445-6 em [153],

ou seja, y oo coslmz]/(m? — a?) = 1/(2a?) — 7 cos|a(r — 2)]/(asen|ar]), podemos escrever

(identificando o = ky, L, /7)

—senlkpr<|sen|kn, (L, — xs)] = %(COS[/f (Le — |2 — 20])]

— coslkn(Ly — (z + x0)) )

(ky —m*m?/L3)~"

x

3

X (cos[mw(x — x0)/ L]

— cos|mm (x + x0) /Ly ])

B _Zsen [mrx/L,] senimnxg/Ly)
o k2—n2 2/L2 mar 2/L§)’

tal que

L, i
Z o (1) 05 (1) W) () Win=) (o)
k2 n27r2/L§—m27r2/L§ ’

nm=1

que é a fun¢ao de Green exata para o problema [128, 129].
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