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RESUMO

A  proposta do presente trabalho e analisar as soluções dos bilhares quânticos triangular reto e 

retangular mediante variacoes de seus parâmetros relacionados à geometria e permeabilidade, 

respectivamente. Para o bilhar triangular, estudaremos as soluçoes quando a sua geometria 

varia na regiao de transicao entre os regimes regular e caótico, sendo estas variacoes causadas 

pela modificacao dos seus angulos internos fi e a. Para o bilhar retangular, a sua geometria 

sera definida por um contorno externo formando um rerângulo constituído tambem por um 

segmento de reta conectando dois vertices opostos, caracterizando a diagonal do sistema. 

Dessa forma, vamos buscar as soluções resultantes de variacoes na transmissao Td nesta 

diagonal enquanto as paredes perifericas do contorno mantem transmissao Tp constante e 

proxima de zero.

O metodo utilizado para obtençõo das soluçoes e o Metodo do Contorno de Paredes, uma 

ferramenta para calculos de espalhamento quântico que tem por objeto principal a matriz T , 

a qual carrega informações da geometria e energia E  =  k2 do bilhar. Utilizando as proprie­

dades da matriz T , podemos obter o espectro do bilhar como funcao dos seus parâmetros de 

geometria e permeabilidade para enrâo determinar a dinâmica das famílias de autoestados 

decorrentes destas variaçoes no espaco de fase k x fi e k x Td. Atraves da analise das funções 

de onda associadas a estes autoestados, obtivemos informações de certos comportamentos 

característicos observados como, por exemplo, a repulsao entre famílias. Ao final, analisamos 

tambem a distribuicao dos níveis de energia usando a teoria do espaçamento de níveis para 

identificar a dinâamica do sistema.

Palavras-chaves: Dinâmica dos níveis de energia. Bilhar quantico triangular e retangular. 

Metodo do Contorno de Paredes.



ABSTRACT

The purpose of this work is to analyze the solutions of straight and rectangular triangular 

quantum billiards by varying their parameters related to geometry and permeability, respec­

tively. For triangular billiards, we will study the solutions when their geometry varies in 

the transition region between the regular and chaotic regimes, these variations being caused 

by the modification of their internal angles and a. For rectangular billiards, its geometry 

will be defined by an external contour forming a rectangle also constituted by a line segment 

connecting two opposite vertices, characterizing the diagonal of the system. Thus, we will 

seek solutions resulting from variations in the Td transmission on this diagonal while the 

peripheral walls of the contour keep Tp transmission constant and close to zero.

The method used to obtain solutions is the boundary wall method, a tool for quantum 

scattering calculations whose main object is the T-matrix, which carries information about 

the geometry and energy E  =  k2 of billiards. Using the properties of the T-matrix, we can 

obtain the billiard spectrum as a function of its geometric parameters and then determine 

the dynamics of the families of eigenstates resulting from these variations in the k x and 

k x Td phase space. By analyzing the wave functions associated with these eigenstates, we 

obtained information about certain observed behaviors such as, for example, the repulsion 

among families. In the end, we also analyze the distribution of energy levels using the level 

spacing theory to identify system dynamics.

Key-words: Level dynamics. Rectangular and triangular quantum billiards. Boundary Wall 

Method.
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linha pontilhada horizontal forma o bilhar triangular (30°, 60°, 90°). As regioes
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3.27 a) Grafico de densidade k x p x (|Tk(i, j )|2) da regiao V. Ao lado e plotado a4 

sob ponto de vista tridimensional. b) Densidade de probabilidade da funcao 
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Lista de Símbolos
Capítulos 2, 3 e 4

r(s ) Vetor posicão da onda espalhada em um ponto s da barreira.
r Vetor posiçao da onda espalhada no domínio espacial do bilhar.

Y Permeabilidade da barreira.
r Geometria da barreira.
a Condiçcãoes de contorno.
5 Delta de Dirac.

$ Funcão de onda espalhada.
H Hamiltoniano.
E Energia.
k Numero de onda.
À Comprimento de onda.
V Potencial espalhador.

G0 Função de Green da part ícula livre.

V Onda incidente.
t Tangente a superfície r .
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T Coeficiente de transmissãao.
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Funçao de Bessel de ordem n.
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T Forma matricial da funçcãao de onda.
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Capítulo 51 e Apêndice B
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1No capítulo 5 é feita uma breve revisão do M C P usando os mesmos símbolos descritos no capítulo 2.



Apendice A

s Valor me dio entre níveis de energia vizinhos.
P (P) Densidade de probabilidade de Poisson.
P (GOE) Densidade de probabilidade de Wigner.
P (B) Densidade de probabilidade de Brody.
À Parâametro de Brody.
P (BR) Densidade de probabilidade de Berry-Robnik.
p1 e p2 Parâmetros de Berry-Robnik.



Sumário

1 Introducao 23

2 Desenvolvimento teórico do M CP 33

2.1 Escolha do potencial espalhador................................................................................ 34

2.2 Desenvolvimento a n a lít ic o ......................................................................................... 35

2.3 Aspecto anal ítico em bilhares ................................................................................... 43

2.4 Solucão interna e mecanismo de f i l t r o .......................................................................45

2.5 Tratamento num erico.................................................................................................. 46

2.5.1 Mecanismo de filtro do M CP para o bilhar triangular

(44°, 46°, 9 0 ° ) ...................................................................................................50

2.5.2 Analítico vs MCP: Bilhar quadrado e triangular r e t o ................................. 51

3 Bilhar triangular reto 56

3.1 Analise de famílias para /3 G [44°, 4 6 ° ].......................................................................57

3.1.1 Soluçães $ (x ,y ) para k G [1, 2 0 ] ...................................................................58

3.1.2 Soluçães $ (x ,y ) para k G [100 ,102 ]............................................................... 61

3.1.3 Orbitas periodicas em estados cicatrizados ...........................................  74

3.1.4 Estat ística dos níveis de en e rg ia .................................................................... 77

3.2 Analise de famílias para G [29°, 31°]  82

3.2.1 Solucães $ (x ,y ) para k G [1, 2 0 ] ...................................................................82

3.2.2 Soluçães $ (x ,y ) para k G [100 ,102 ]............................................................... 85

3.2.3 Orbitas periodicas em estados cicatrizados ...........................................  93

3.2.4 Estat ística dos níveis de en e rg ia ..................................................................... 95



3.3 Conclusoes p a rc ia is ...................................................................................................... 98

4 Bilhar retangular com diagonal permeavel 101

4.1 Analise de famílias para =  3 0 ° ................................................................................105

4.1.1 Espectro de famílias k x Td ......................................................................... 106

4.1.2 Funcao de onda $ ( x , y ) .................................................................................. 107

4.1.3 Estat ística dos níveis de en e rg ia ................................................................... 117

4.2 Analise de famílias para =  22, 5°  118

4.2.1 Espectro de famílias k x Td ......................................................................... 120

4.2.2 Funcao de onda $ ( x , y ) .................................................................................. 121

4.2.3 Estatística dos níveis de en e rg ia ................................................................... 128

4.3 Conclusoes p a rc ia is .................................................................................................... 132

5 Explorando as distintas funções de Green para o Metodo do Contorno de Paredes:

Guias de onda e bilhar permeavel 135

5.1 Uma breve revisao do MCP: A  escolha da funcao de G re e n ..................................137

5.1.1 A  escolha do domínio espacial V  ................................................................ 139

5.2 A  funcçaão de Green para guias de ondas

semi-infinitas ............................................................................................................ 141

5.2.1 A  guia de onda retangular sem i-infinita.......................................................143

5.3 Aplicacoes para o domínio V  como guia de ondas semi-infinito retangular . . . 144

5.3.1 O bilhar retangular (9 =  n / 2 ) ...................................................................... 145

5.3.2 Resultados numericos para C’s distintos.......................................................151

5.4 Conclusoes p a rc ia is .................................................................................................... 157

6 Conclusão 159

A  Bilhares quanticos de dinamica regular e não-regular 162

B A  funcão de Green para a caixa retangular 164

Referências 166



Capítulo 1

Introdução

Bilhares e objetivos
O crescimento exponencial que a pesquisa e o desenvolvimento de novas tecnicas em ma­

nufatura quântica tem experimentado nas ultimas de cadas alavancou o uso intenso de meso 

e nanoestruturas em aplicaçães tecnologicas. Isso e evidenciado pela fabricacao cada vez 

mais comum de versoes miniaturizadas de dispositivos encontrados em nosso dia-a-dia [2,4]. 

Como exemplo, podemos citar o estudo acerca de nanocircuitos cuja funcionalidade atua 

como controladores digitais para o movimento de uma perna de roboâ autâonomo em escala 

milim etrica, e um nanocircuito analogico para a amplificacçãao de sinais em um minusculo sen­

sor ou receptor optoeletronico [5]. Dispositivos optoeletronicos contribuíram enormemente 

para o progresso tecnologico nos ultimos 50-60 anos [6]. Hoje, eles tambem desempenham 

um papel fundamental na nanofotônica, que e estimulada pelas limitacoes inerentes aos cir­

cuitos eletrâonicos e pela demanda por comunicaçcaão mais rapida. Em particular, o campo da 

fotânica de nanofios surgiu incluindo a busca por fontes de luz com ajustes em nanoescala [6]. 

Em nanolasers, por exemplo, uma nova concepcao foi proposta em que a intensidade do laser 

pode ser ajustada mediante controle da geometria dos nanoclusters (pontos quanticos de si­

lício) para obter diferentes comprimentos de onda do laser. Tal concepcão oferece aplicaçães 

promissoras em dispositivos optoeletronicos avancados [7].

Seguindo essa linha nanotecnologica, ha tambem aplicacães em nanomaquinas (fabricaçao 

de sistemas micro e nanoeletromecânicos) [8, 9], em nanoprocessadores utilizados em com­
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putadores quanticos [10- 12], ou mesmo na construçao de pequenos objetos naturais como 

nanocavidades fotonicas operando dentro de celulas biologicas individuais [13], cujo metodo 

e atribuído a uma cavidade de cristal fotonico com uma nanosonda celular avancada, ativada 

naturalmente, e configurada para fornecer numerosas acoes para detecçao e controle intrace­

lular como, por exemplo, a deteccao em tempo real de proteínas, DNA, m RNA ou m iRNA, 

deteccao fotoacustica no nível de uma unica celula, aprisionamento optico de campo proximo 

de biomoleculas e nanolasers completamente imersos por celulas individuais.

A  engenharia de tais estruturas elaboradas e geralmente baseada na montagem ou mo- 

dificaçcaão de algumas estruturas mais simples, onde fios em escala nanom etrica, guias de 

ondas, cavidades e ressonadores, implementados por pontos quanticos [14- 23] ou nanoca­

vidades [24- 27], desempenham um papel central como blocos de construcão primarios em 

estruturas mais complexas. Porem, por mais que o comportamento destes sistemas sejam 

bem compreendidos, com sua descriçcãao teorica seguindo no mesmo ritmo as novas imple- 

mentaçoes experimentais, variacães causadas em suas estruturas, as vezes at e muito ínfimas, 

podem envolver grandes modificacoes em suas solucoes [4]. Tais solucoes representam os 

estados quânticos gerados por estas estruturas. Dessa forma, na construcao de diferentes 

contornos e na modificacçãao estrutural destes, os estados ali presentes passam por alteracçãoes 

na sua morfologia.

Nosso objetivo no presente trabalho sera analisar estruturas baseadas em contornos sim­

ples que seriam modelos para essas aplicaçoes e entender os estados eletronicos ali gerados. 

A  partir de analises teoricas mediante solucães por t ecnicas de espalhamento, vamos modelar 

sistemas a partir de casos mais simples que podem ser usados em casos mais complexos, em 

um esquema ascendente de construcao (bottom-up).

Neste cenario, daremos âenfase ao estudo de estruturas cujo sistema pode ser constru do e 

modificado baseando-se na modelagem de contornos abertos ou fechados, denominado bilhares 

[2, 28]. Bilhares sao modelos matematicos onde uma ou mais part ículas se movem em uma 

região delimitada, colidindo com sua fronteira e/ou com outras part ículas [29]. Considere, por 

exemplo, o caso de apenas uma part cula pontual em movimento uniforme no interior de um 

contorno r  G R 2, cuja fronteira dr  e a união de um numero finito de curvas regulares onde a 

part ícula colide elasticamente, isto e, os ângulos de incidencia e reflexao de sua trajetoria sao
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iguais na fronteira. Quando se descreve o comportamento dinamico dessa partícula, da-se 

o nome de Problema do bilhar para o contorno r . Ao sistema dinamico, gerado por esta 

situaçao, da-se o nome de Bilhar [30]. A  determinacao da dinamica do bilhar associa-se a 

forma da sua fronteira (ou geometria) [31,32], que tambem define suas simetrias e, a partir 

destas, as constantes de movimento [33,34].

A  dinâamica associada a um bilhar pode ser considerada (i) regular (ou integravel) ou

(ii) caotica (não-integravel). Um exemplo do caso (i) são bilhares compostos por um unico 

grupo de simetria como, por exemplo, geometrias na forma de um quadrado, retaângulo ou 

círculo [35, 36]. Para bilhares cuja dinâmica e descrita como uma distribuiçao caotica dos 

níveis de energia, podemos citar para o caso (ii) os bilhares Sinai e estadio de Bonimo- 

vich [35- 39]. No entanto, nem todos os sistemas possuem dinamica totalmente regular ou 

totalmente caotica. Estudos indicam que alguns sistemas bidimensionais caoticos passam 

por uma transicao do estado regular para o caotico [40,41]. Seu espaco de fase e misturado 

no sentido de que algumas orbitas giram regularmente em torno de toros bidimensionais en­

quanto outras exploram a superf cie de energia tridimensional ergodicamente. Por exemplo, 

enquanto a distribuicão de níveis no espalhamento de neutrons e protons por nucleos atâmicos 

seguem uma dinamica caotica [42,43], testes estat ísticos indicam carater transicional entre 

os regimes regular e caotico como, por exemplo, na determinaçcãao da dinâamica para baixas 

energias associada a nucleos variando de 24N a  para o 244Am, onde os resultados indicam 

regularidade em estados semelhantes a rotaçcaão em nucleos pares e pares, e algumas evidâen- 

cias de que estados de paridade natural ímpar não sao completamente caoticos [44]. Outros 

exemplos podem ser citados como a analise das propriedades de flutuacçãao das ressonâancias 

nucleares sob baixas energias [45], atomos de hidrogenio submetidos a campos magneticos 

fortes [46], modelos de movimento nuclear em mol eculas simples [47], entre outros.

No analogo classico podemos entender a diferença entre um bilhar com dinamica regular 

e caotica analisando, por exemplo, as condiçcoães iniciais de uma determinada part cula con­

finada. Em bilhares com dinaâmica regular, mesmo que se provoque pequenas alteraçcãoes na 

posiçao inicial da part ícula, esta nao sofrera grandes desvios em sua posterior trajetoria. Ja 

para um bilhar com dinâamica irregular ou caotica, pequenas alteraçcoães nas condiçcãoes iniciais 

da part ícula podem provocar grandes variaçães em sua trajetoria com o passar do tempo [29].
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A  dinamica caotica no bilhar e caracterizada por um expoente de Lyapunov positivo, o qual 

mede como as trajetorias incialmente proximas se separam exponencialmente rapido. Para 

um bilhar bidimensional, por exemplo, os expoentes de Lyapunov são quatro numeros que va­

riam de 1 a 4, que medem o quão “caotico” o bilhar e , em termos de taxas exponenciais me dias 

de expansao (e contracao) do espaço de fase ao longo de certas direcoes características [48].

No problema do bilhar quâantico, a busca de informacçãoes acerca do estado de uma part cula 

confinada em um certo bilhar com dinaâmica regular e/ou irregular se faz necessario atrav es das 

leis da mecânica quantica. Na teoria quantica, o estado de uma part ícula em um determinado 

sistema e especificado por uma funcao de onda, cujo modulo ao quadrado desta funcao e 

interpretado como uma densidade de probabilidade [49,50], ou seja, a distribuicão espacial 

de uma part ícula quantica e obtida por uma dada probabilidade de ser encontrada em uma 

determinada regiãao do espaçco.

Para a soluçao de problemas de bilhares, procuramos as solucoes estacionarias e indepen­

dentes do tempo da equaçao de Schrodinger, que e equivalente ao estudo do problema de 

determinaçao dos autovalores e dos autovetores da equação de Helmholtz no interior do do­

mínio do bilhar e com certas condiçoes de contorno [51- 53]. No entanto, a determinacão das 

soluçães de um certo sistema quantico nem sempre e poss ível por vias anal íticas, em especial 

para sistemas em que a geometria apresenta dinamica caotica dos níveis de energia [54]. Na 

realidade, apenas uma pequena gama de estruturas admitem soluçoes analíticas como, por 

exemplo, o bilhar retangular [55], o triangular equilatero [38,56,57], o bilhar triangular reto 

(45°, 45°, 90°) e (30°, 60°, 90°) [52, 56,57], entre outros. Logo, para estes ultimos, a funcao 

de onda associada aos autoestados pode ser medida conhecendo-se os valores das energias de 

ressonancia atrave s de equaçães exatas de autovalores. Por outro lado, a maioria dos sistemas 

quanticos necessitam de modelagens matematicas mais complexas mediante metodos nume- 

ricos, para então determinar a funcao de onda mais apropriada para um dado autovalor de 

energia. Alguns destes m etodos para o calculo de problemas de fronteira ja  foram implemen­

tados na literatura, podemos citar o mais importantes: boundary integral method (B IM )  [58]; 

expansion method [59]; teoria de perturbacão [60]; boundary element method (B E M )  [61]; 

scaling method [62].

Para o presente trabalho, iremos adotar como ferramenta para o calculo num erico o M e-
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todo do Contorno de Paredes (M PC ) [63]. Proposto na década de 90, o M CP e particu­

larmente distinto na forma como trata as condicoes de contorno, que podem ser Dirichlet, 

Neumann, mistos ou Robin, como tambem para contornos permeaveis [64]. No MCP, as 

fronteiras espaciais conectadas ou desconectadas, abertas ou fechadas do sistema sao vistas 

como limites de paredes nítidas (por exemplo, as paredes representadas nas figuras 1.1a, 1.1b, 

1.1c e 1.1d). Com base no M CP podemos identificar, por exemplo, conjunto de autoestados 

decorrentes de mudancas contínuas a parâmetros geometricos associados ao sistema [63,65].

Figura 1.1: Exemplos de possíveis formatos da barreira espalhadora: a) bilhar triangular 
(curva fechada); b) curva aberta; c) curva desconexa; d) ressonador aberto.

Para obtermos os autoestados relativos a um bilhar qualquer, necessitamos da matriz T , 

a qual “constrói” o estado espalhado após interagir com a fronteira. T  e um operador escalar

do bilhar. Um fato importante e que os valores exatos de energia para o cálculo da função 

de onda podem ser identificados diretamente a partir de T . Em outras palavras, podemos 

investigar relações entre o parâmetro geometrico relevante a alguma estrutura ou sistema e 

o espaco de energia sem a necessidade de calcular explicitamente a funcão de onda [65,66]. 

Um metodo numerico simples e eficiente para obter T  e as funcães de onda sera descrito na 

Sec. 2.5.

Alguns trabalhos ja foram realizados tendo como ferramenta a utilizacao do MCP. No

que e funçao da energia E  considerada (ou equivalente numero de onda, k2) e da geometria
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estudo levantado na referência [1], foi proposto a incorporação de um filme de máscara de 

metal (alumínio) no layout de um sistema que fosse capaz de aperfeiçoar o aprisionamento de 

luz em dispositivos fotovoltaicos orgânicos. O dispositivo fabricado consiste numa geometria 

do tipo sanduíche, onde a mascara e adicionada entre o eletrodo transparente e a camada 

ativa. Um aspecto eficaz na captura da luz dentro do dispositivo para melhorar a captaçao 

de luz e escolher adequadamente os valores de d e assim obter um maximo de luz possível 

na camada de polímero ativo e, uma vez la, minimizar a fuga de fotons da região. Para 

essa escolha, foi abordado o problema de espalhamento bidimensional do M CP associado a 

uma onda plana que se propaga ao longo da direçao + z  incidente na estrutura dos orifícios 

(Fig. 1.2a), e, em seguida, formando um padrâo de estado estavel dentro da cavidade. A  

Fig. 1.2c mostra a densidade das distribuiçães |^(x, z )|2 de campos simulados na região (em 

torno de um orifício de mascara) indicados na Fig. 1.2b, para uma onda plana incidente com 

À =  d =  500 nm.

d

in c id en t ligh t

Figura 1.2: a) Representacao esquematica do comportamento da luz na secão do plano x 
—  z do dispositivo. b) Estrutura geometrica do orifício de largura d. c) Densidade das 
distribuicoes de campo simuladas |^(x,z)|2. Fonte: [1].

No trabalho desenvolvido na referencia [2], e mostrado a versatilidade do M CP para estu­

dar as propriedades de transmissão de dispositivos modelo. E considerado um bilhar aberto 

na forma de um acoplador direcional que consiste em dois canais de entrada, uma regiãao de
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interacão e dois canais de saída, como mostrado na Fig. 1.3a. Essa estrutura possui os ele­

mentos basicos de varios dispositivos praticos, como interruptores e portas logicas. A  partir 

da dependencia de aspectos geometricos da estrutura, foi analisado o desempenho da chave 

de energia mediante a captura das principais caracter sticas do espectro de transmissaão me­

diante os elementos da matriz T  de espalhamento. As figuras 1.3b-e mostram alguns grâficos

Figura 1.3: a) Representacçaão esquematica do acoplador direcional estudado, composto por 
dois canais de entrada, uma regiãao de acoplamento e dois canais de sa da. b-e) densidade da 
funcão de onda |^|2. Fonte: [2].

de densidade da função de onda |^|2 da estrutura do acoplador. Os resultados indicam que o 

M CP identifica claramente as ressonâancias de transmissaão e produz uma medida precisa da 

divisaão dos modos ressonantes pelos canais de sa da, de tal forma que os primeiros modos de 

transmissãao de baixa energia podem ser comutados para canais de sa da distintos, com o de­

sempenho de comutaçcãao dependendo de parâametros geom etricos do dispositivo. Tal controle 

destes parâmetros e fundamental para atingir diversas funcoes de manipulacao de energia
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como, por exemplo, operacões de circuitos logicos. Dentre as aplicacoes citadas acima, o 

M CP tem sido empregado tambem em muitas abordagens distintas, como para a investiga- 

cõo de ondas de materia [67- 69], processos opticos [66,70,71] e na descricao de propriedades 

nanoestruturadas [2,65,72].

Nosso objetivo aqui e dar continuidade aos avancos no estudo de problemas de fronteira no 

ambito teorico, modelando sistemas cujo princípio se aplica a bilhares quanticos de geometrias 

poligonais simples. Analisando o comportamento quântico das energias de ressonancia, bem 

como as funcoes de onda associadas as estas energias, faremos uma ampla varredura no 

aspecto que leva em conta as variações geometricas e de permeabilidade destes polígonos, 

somado a influencia destas variacoes diante da morfologia dos autoestados.

No capítulo 2, vamos apresentar o desenvolvimento teorico e numerico do MCP. A  seguir, 

iremos aplicar o metodo numerico para confrontar com os resultados analíticos ja existentes na 

literatura. Com isso, pretendemos dar uma visao de confiabilidade em relacao a aplicabilidade 

do metodo.

No capítulo 3, iremos dar início as discussoes a respeito das solucões do bilhar triangular 

reto como mostrado na Fig. 1.4. Este bilhar, por possuir uma pequena gama de geometrias 

que oferecem soluçoes analíticas, necessita de uma abordagem numerica que admite soluçoes 

por tecnicas de espalhamento. Utilizando o MCP, mostraremos a dependencia da matriz T  

com o angulo fi e a energia E  do sistema. Em posse destas informacões, buscamos a dinamica 

dos autoestados decorrente da variacõo dos parâmetros geometricos do bilhar, bem como a 

morfologia da funcõo de onda, estados degenerados, repulsao de níveis e etc.

Sabemos que o triângulo reto possui duas configuracoes angulares que o classifica como 

um polígono regular, que sao os casos (45°, 45°, 90°) e (30°, 60°, 90°) [56]. Atraves da variaçao 

dos angulos internos mediante f i , vamos obter informacões do comportamento das solucoes 

quânticas na regiao de transicõo entre um bilhar regular e irregular. O estudo e feito tanto 

pelas ferramentas mais tradicionais, como a estatística de níveis, como tambem observando 

as características espaciais das autofuncoes a partir da sua morfologia. A  determinacõo das 

autoenergias e feita utilizando a matriz T , uma vez que esta carrega informacões das energias, 

assim como das geometrias, que sõao variaveis neste problema.

No capítulo 4, as mesmas tecnicas de espalhamento descritas acima serâo utilizadas para
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Figura 1.4: Geometria geral do triângulo reto com dimensões definidas pelo angulo f3

descrever as solucães quanticas do bilhar retangular composto por um segmento de reta conec­

tando dois vertices, como descrito na Fig. 1.5. Vamos obter as propriedades da matriz T  em

Figura 1.5: Geometria retangular com um segmento de reta caracterizando a diagonal do 
sistema.

funcçãao do espacço de paraâmetros de energia e permeabilidade quando mantemos as paredes do 

contorno externo com permeabilidade proxima de zero, enquanto a diagonal apresenta-se sob 

permeabilidade variavel. A  partir da construcçãao da matriz de espalhamento, calculamos os 

autoestados associados para identificar a morfologia associada a funcçãao de onda. A  diagonal 

ira definir, junto com a atribuicão do comprimento da base, as dimensães do retangulo. Para 

o nosso estudo de caso vamos considerar duas geometrias, a primeira descreve o retangulo 

com diagonal que define dois triângulos (30°, 60°, 90°) conectados pela mesma hipotenusa, 

e a segunda, teremos dois triângulos na mesma disposiçao mas descritos pela configuraçao 

angular (22, 5°, 67, 5°, 90°).
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Os dois trabalhos listados acima exibem em síntese o mesmo objetivo, que e fornecer 

elementos que nos levem a identificar como a funcão de onda se comporta diante de pequenas 

perturbacoes no sistema, sejam elas atraves de modificacoes nos parâmetros geometricos do 

bilhar triangular ou por variacoes nos parâmetros de permeabilidade na diagonal do bilhar 

retangular. Tamb em em ambos os casos, as solucoes são avaliadas em regioes que compre­

endem bilhares com dinâamica regular e irregular. No bilhar triangular, a funçcãao de onda 

sera obtida para geometrias com G [44°, 46°] e G [29°, 31°]. Para o retangulo, a diagonal 

sera constituida de uma barreira de potencial contida dentro de limites de permeabilidade 

de tal forma que, para uma parede totalmente impermeavel, as solucães descrevem a dina- 

mica regular e irregular associada ao bilhar triangular (30°, 60°, 90°) e (22, 5°, 67, 5°, 90°) [73], 

respectivamente, enquanto no limite superior, para uma parede totalmente permeavel, as so­

lucães descrevem a dinamica regular do retangulo. Alem disso, devido a relativa escassez de 

dados na literatura que mostram a funcao de onda de sistemas caoticos, esperamos encontrar 

em tais sistemas aspectos que concedam um bom grau de originalidade em nossos resultados, 

possibilitando assim a producçãao de artigos cient ficos.

Ao final dos cap ítulos 3 e 4, faremos uma abordagem quantitativa para determinar a 

dinamica associada ao bilhar triangular sob diferentes geometrias, assim como para o bilhar 

retangular com diferentes valores de permeabilidade. As distribuicoes que serao usadas para 

esta finalidade encontram-se listadas no Apâendice A.

Por fim, vamos dedicar o cap tulo 5 para considerar alguns obstaculos que surgem na 

aplicabilidade do MCP. Abordamos uma maneira alternativa de explorar funcoes de Green 

distintas mediante escolhas de potenciais de barreira. Com isso, aumentamos a versatilidade 

do M CP ampliando a busca por soluçoes analíticas, como tambem diminuindo a exigencia 

computacional ao simular sistemas sob altas energias como, por exemplo, sistemas formados 

por guias de ondas. Dessa forma, com a escolha de um potencial apropriado, vamos deter­

minar protocolos que facilitem a obtencão de funcoes de Green, e a partir destas, simplificar 

anal tica e numericamente a implementaçcãao do MCP.
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Capítulo 2

Desenvolvimento teórico do MCP
Metodos de espalhamento para a solucao da equacao de Schrodinger aplicados em geometrias 

abertas ou fechadas são obtidos de muitas formas. Tanto curvas abertas como fechadas 

podem ser vistas como barreiras de energia potencial. Em curvas abertas, a partícula enxerga 

a barreira e nela e espalhada e, em algumas situacães, tambem pode ser aprisionada (Fig. 

2.1). Em curvas fechadas, a partícula alem de ser aprisionada na parte interna, tambem 

pode ser espalhada na parte externa. Bilhares considerados como contornos fechados podem 

apresentar duas solucoes distintas, isto e, solucao interna e solucão externa. Nos metodos de 

espalhamento mais tradicionais, as solucoes sao encontradas separadamente, para cada regiao 

em particular. Então, para obter uma solucao completa, se faz necessario obter solucoes para 

as regiães interna e externa do bilhar.

O M CP traz uma maneira alternativa de se obter soluçoes de espalhamento para paredes 

arbitrarias, oferecendo a possibilidade de encontrar a solucao da funcao de onda, a partir de 

cada numero de onda k, para qualquer ponto no domínio espacial do bilhar, ou seja, nao 

havendo necessidade de uma equacão integral “interna” e uma equacão integral “externa”. 

Neste capítulo iremos discutir a teoria desenvolvida e os metodos numericos para descrever o 

MCP. Tanto o desenvolvimento teórico quanto o numerico sao baseados nas referencias [74] 

e [75].
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Região Externa

Figura 2.1: Bilhar com regiães interna e externa de contorno r . As linhas tracejadas indicam 
a dinamica de uma part ícula sob o efeito de espalhamento.

2.1 Escolha do potencial espalhador
E necessario ter um metodo que forneca (i) as solucoes corretas em cada região da fronteira do 

sistema e que tambem (ii) disponha de solucoes bem determinadas quando um determinado 

comportamento assintotico for imposto a partir dos limites da fronteira. As propriedades 

(i) e (ii) sao instrínsecas a teoria de espalhamento sendo que, na teoria de espalhamento 

independente do tempo (t ^  ro), o comportamento assintotico (r ^  ro) esta incorporado 

na função de Green livre, enquanto a dispersao ocorre fora de um potencial.

Para resolver um problema de fronteira por teoria de espalhamento, e necessario obter um 

potencial espalhador que reproduza as condiçcãoes de fronteiras devidas ao sistema em estudo. 

No metodo de espalhamento por paredes, a funcão de onda da part ícula interage com o 

potencial somente sobre os pontos que pertencem ao contorno r  da barreira espalhadora. 

Para o restante do espaco, a funcao de onda descreve o movimento de uma part ícula livre. 

Entao, vamos considerar um potencial do tipo “4-parede”

V (r )  =  J  dsY(s)4(r -  r (s )) [a (s ) +  (1 -  a(s))dn(s)] (2.1)

onde a integral e calculada sobre a superfície r . O ponto s e um ponto localizado sobre

a barreira. Os coeficientes y ( s) e a (s ) sao termos independentes. O primeiro descreve a

permeabilidade e o segundo a condicao de contorno de r.

Tomando o limite y ( s) ^  ro em (2.1) sobre a funcao de onda ^ (r )  em um ponto s de r
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temos

a (s )^ (f (s ) )| r  +  (1 -  a (s ))ôn (s}^ (r (s ))| r  =  0. (2.2)

A  igualdade acima descreve um efeito de parede rígida ou impenetrável. Para valores de 7 (s) 

finitos, o espalhador tera efeito de parede permeavel. Tomando a (s ) =  1 em (2.2) temos

^ (f(s ))| r =  °, (2.3)

que e a condicão de contorno de Dirichlet. Dada a integral sobre 8 e a ação de V  somente em 

r , tal potencial pode ser utilizado para representar o problema de fronteira em um calculo de 

espalhamento por uma geometria qualquer descrita por r ,  com suas condicoes de contorno 

determinadas por a e 7 .

2.2 Desenvolvimento analítico
Partimos do pressuposto de que nosso Hamiltoniano possa ser escrito como

H  ( f )  =  H o (f) +  V  (r ), (2.4)

onde H0 =  (—h2/2m )V2 e o hamiltoniano que representa o operador de energia cinetica da 

partícula livre. Considere a equacao de Schrödinger para um sistema d-dimensional indepen­

dente do tempo,

H  ( r ) r f ( r )  =  E  ̂ ( r )  (2.5)

Substituindo (2.4) em (2.5) fazendo E  =  (h2/2m)k2, V ( r )  =  (h2/2m )U (r )  e reescrevendo 

para U (r ), obtemos

(V 2 +  k2) ^ ( r )  =  U  ( r ) ^ ( f ) .  (2.6)

A  equaçao (2.6) representa a equacao diferencial de espalhamento para um potencial 

arbitrário U ( f ) .  Vamos resolve-la transformando a equacao diferencial em uma equacao 

integral. Este metodo e conhecido como metodo da funcao de Green. Admitimos entao que
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para (2.6) existe uma função G0( f )  tal que

(V 2 +  k2)Go(r;  k) =  S(r). (2.7)

Qualquer funçao Q (f), de uma onda plana incidente p ( r ) ,  que satisfaça

Q (f ) =  <p(r )+  d f G 0(f, f*; k ) U ( f ' )Q ( f ' ) ( 2.8)

com (V 2 +  k2) p ( r )  =  0 e G 0 sendo a função de Green da partícula livre, obedece a (2.6). 

A  equacão (2.8) e chamada de equacao de Lippmann-Schwinger [50] e representa a forma 

geral da funcçãao de onda. A  partir desta, mediante a escolha de um determinado potencial 

U , que se constroem diferentes me todos para a determinacao das solucoes dos problemas de 

fronteira.

Vamos introduzir agora o potencial da equacao (2.1) com a (s ) =  1. Com esta a tr ib u lo ,  

garantimos que a part ícula esteja sujeita à condiçao de fronteira de Dirichlet,

V ( f )  =  J  dsY(s )5( f  — f (s ) ) , (2.9)

onde a integral e calculada sobre r ,  com esta sendo uma superfície conexa ou desconexa. r (s ) 

e o vetor posicao do ponto s sobre r  (Fig. 2.2) e 7 (s) e a intensidade com que o potencial 

atua sobre a part ícula em cada ponto s da barreira. Claramente, o potencial V ( r )  se anula 

para qualquer r que nao pertence a r ,  r =  r(s ).

Inserindo a equação (2.9) em (2.8) e fazendo h2/2m =  1 vamos ter

Q (f) =  p ( f ) +  d f G 0(f, f ;  k) dsY ( s )S ( f  — f* (s )) Q (f*). (2.10)

Usando a propriedade de filtragem da Delta de Dirac na integral de volume sobre rf temos

Q (f ) =  <p(r )+  dsfY (s/)G 0(f, f(s*); k )Q (f(s*)). (2.11)

Para esclarecer o significado físico de 7 na equacão (2.9), consideramos o caso bidimensi­

onal com r  sendo uma parede arbitraria como mostra a Fig. 2.2. Tamb em, para simplificar,

r
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decompomos a onda incidente escrevendo-a da seguinte forma

Figura 2.2: Sistema de coordenadas t —  n “localmente separavel” no ponto s em r.

^ (r ) =  J  d2k c (k )^ (r ) ,  (2.12)

onde <^(r) =  (2n )- 1exp(ik ■ r).

Para um ponto particular s em r , definimos um sistema de coordenadas t —  n onde 

os eixos t e n sao a tangente e a normal a r ,  respectivamente. Para s =  (x s,ys), ^ (r ) =  

(2n )- 1exp[i(kx +  kyys)] =  (2n )- 1exp[i(ktts +  knns)], com kt e kn sendo as componentes de k 

no sistema t —  n. Podemos considerar o nosso potencial em s como separavel, sendo ô uma 

funcão unidimensional Ysô(n — ns) ao longo de n, e zero ao longo de t. Portanto, o termo 

exp[iktts] da onda plana incidente ^  não interage com o potencial. No entanto, o termo 

exp[iknns] interage com o potencial ô dividindo-se em dois ao longo da direcao n.

No ponto s, uma parte e transmitida atrave s de r  com transmissao T  =  4k2/(4k2 +  y (s )2) 

e a outra e refletida com reflexao R  =  y (s )2/(4k2 +  y (s )2). A  obtem^o detalhada dos 

coeficientes T  e R  pode ser encontrada na secão IIIB  da referencia [63]. |T(k, y (s ))|2 nos 

fornece a probabilidade da onda plana (de numero de onda k), perpendicular a r  em s, ser 

transmitida atraves de s. No limite y  ^  ro, a probabilidade de transmissão nos mostra que
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|T(k, w )|2 =  0, e dessa forma ^ (r )  se anula sobre a barreira, satisfazendo entõo (2.9). Para 

o caso em que y  ^  0 temos |T(k, 0)|2 =  1, probabilidade maxima de transmissõo.

A  princ ípio, no cap ítulo 3 em que descrevemos as soluçoes do bilhar triangular, iremos 

admitir 7 constante sobre a barreira. No capítulo 4 tomaremos a permeabilidade variavel na 

diagonal do bilhar retangular. Mas para a deducçõao aqui realizada, vamos considerar somente 

Y =  const. Essa escolha nao afeta o entendimento do metodo, tendo em vista que o caso em 

que y  varia apresenta complicacões adicionais que podem ser evitadas. Observando (2.11), 

podemos escrever p ( r )  como

(p(r(sb) )  =  J  ds„T7_1 (s6,sa )^ (r(sa )), (2.13)

onde, por definiçao,

T “ 1(sb, s„) =  S(sb -  sa) -  YGo(r (sb) ,r (sa); k), (2.14)

a qual satisfaz (2.11). A  expressao (2.13) representa uma onda incidente p  que interage com 

um ponto sb sobre a barreira de potencial V . Entõo, a matriz T  “propaga” esta interacõo no 

ponto sb ate sa, tambem da barreira, na qual uma funcao de onda ^  e espalhada, ou seja, 

os elementos da matriz T  representam a probabilidade de uma part cula incidir em sb e ser 

espalhada em sa. Assim, (2.13) oferece a possibilidade de obtermos a onda espalhada ^  sobre 

a barreira em funçõo de elementos conhecidos como as quantidades T  e <£.

Substituindo (2.14) em (2.13) temos

p (r(sb )) =  J  dsaô(sb -  sa)^(r (sa ) )  -  J  dsaYGo(r(sb),r(sa); k )^ ( r (sa )). (2.15)

Aplicando a propriedade de filtragem da funçao ô para o primeiro termo do lado direito da 

expressao acima, e reescrevendo para ^, teremos

^(r (sb ))  =  <p(r(sb)) +  Y j  dsaGo(r(sb), r(sa ); k)^ (r (sa ) ) .  (2.16)

A  expressao (2.16) calcula ^  em um ponto sb sobre a barreira espalhadora r . Sendo G0(r (sb),
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r (s « ) )  =  G0(r (s o), r (s b)) valida para qualquer condicao de contorno [76], entao pela defini- 

çao de T “ 1(sb,sa) vemos que esta e simetrica na troca sb o  so. Um detalhe interessante 

sobre a expressão (2.16) e que, como ja mencionado, teremos uma transmissão maxima caso 

consideremos y  igual a zero, pois o segundo termo se anula e assim ^ (r (s b)) =  <^(r(sb)).

Podemos escrever T7 por meio das seguintes relaçães

ô(sb — sa) =  J  dscT7(sb, sc)T “ 1(sc, s0) =  J  dscT7-1 (s6, sc)T7(sc, s0). (2.17)

A  troca de T7 por T -1 e poss ível devido a natureza sime trica de G0. A  partir das relaçães 

acima podemos desenvolver uma expressão para ^ (r )  que seja funçao de T7(sb,so). Então, 

vamos aplicar T7(sc, sb) nos dois lados da equacao (2.13) e integrar em dsb da seguinte forma

J  dsbT7(sc, sb)^ (r (s b)) =  J  dsb J  dsoT7(sc, sb)T “ 1(sb, so )^ (r(so )). (2.18)

Usando (2.17) na ultima equacao temos (tomando cuidado com a troca dos índices a, b e c)

J  dsbT7(sc, sb)^(r(sb)) =  J  dsoô(sc — so)^ (r(so )). (2.19)

Resolvendo a integral do lado direito usando novamente a propriedade de filtragem, segue 

que

^ (r (s c)) =  J  dsbT7(sc,sb)^(r(sb)). (2.20)

Substituindo a equacao acima no integrando de (2.16), finalmente temos

^ (r )  =  <p(r) +  y  J  j  dsbdsoGo(r, r(sb); k)T7(sb, so )^ (r(so )). (2.21)

A  equacao (2.21) calcula, em um ponto qualquer do espaço r, a funcao de onda ^ (r )  

de uma part ícula que interage com um bilhar de permeabilidade finita e constante y  e com

a forma definida por r . Essa característica evidencia uma grande vantagem do M CP em

relaçao a outros metodos de espalhamento, pois atrave s deste metodo, obtemos as soluçães 

dos autoestados na regiãao interna e externa de um bilhar fechado com apenas um calculo, 

enquanto em outros metodos, as solucoes sao obtidas separadamente para cada região que
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se está analisando. A  Fig. (2.3) mostra esquematicamente um dos passos do processo de 

espalhamento pelo MCP, com sa e sb fixos.

Figura 2.3: Processo de espalhamento na regiao a) interna e b) externa ao bilhar. A  soma 
de todas as contribuicoes deste tipo levam a onda espalhada observada no ponto r.

Ainda nos resta buscar uma soluçao completa de ^ (r ).  Para isso, vamos encontrar uma 

forma pratica de resolver T  Y. Usando a definiçao de T- 1 (sb, sa) em (2.17), temos

õ(sb -  sa) =  I  dscTY(s6,sc)[á (s c -  sa) -  yGq ( r (sc) , r (sa); k)]

=  J  dscTj (sb, sc)á (sc -  sa) -  J  dscTj (sb,sc) j G o ( r ( s c), r (sa); k). (2.22)

Usando a propriedade de filtragem da funcão delta no primeiro termo da expressão acima e 

isolando TY(sb, sa) temos

Ty(sb,sa) =  5(sb -  s a )+  d s T ( s b ,  s ^ j Gq( r (sc) , f (sa) ;  k). (2.23)

Podemos resolver a expressao acima usando o metodo de Séries de Neumann [77]. Entao 

T y (sb, sa) e calculada em funçao de uma serie de integrais de Gq

Ty ( sb,sa) =  é(sb -  sa) +  ^ 2  T ( j ) (sb,sa)
j= i

(2.24)

r
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onde

T ( j ) (sb, sa) =  Y3 J  dsi...dsj - iG o ( r ( s b ) , r ( s j - i ); k )G o (r (s j_ i), r (s ,_ 2); k)...

x ...Go(r(s2) , r (s i ) ;  k )G o (r (s i), r (sa); k). (2.25)

A  expressõo (2.21) calcula a funcõo de onda espalhada para uma parede arbitraria de 

permeabilidade finita y . Todavia, podemos obter uma soluçao de Y  levando em consideracao 

uma parede de permeabilidade infinita, y  ^  ro. Primeiramente, vamos analisar a relaçao 

desse limite na primeira igualdade de delta na equaçõo (2.17) usando a definiçao de T _ i de 

(2.14), entõo

S{sb -  Sa) =  J  dscTy {sb,sc)[5(sc -  Sa) -  yG o ( r (sc) , r (s „); k)]. (2.26)

Calculando a integral da função Delta no primeiro termo

5(sb -  sa) =  T (sb, sa) -  J  d s ^ T (s b ,  sc)Go(r (sc),r(sa); k)

=  —  [ - 7T7(sb ,sa )]+  í  dsc [ - 7T7(sb,sc)] Go(r(sc), r(sa); k), (2.27)
-7 J r

e tomando o limite 7 ^  œ , teremos

d(sb-  sa) =  lim —  ( - YTy (sb, sa))
Y

+  dsc lim [ ( - y T y (sb,sc))] Go( r (sc) ,r (sa);  k). (2.28)
Jr  y ^ ~

Na equaçao acima, o primeiro termo que corresponde a qTY(sb,sa)(s b =  sa) nao pode 

divergir no limite y  ^  œ , pois ao multiplicarmos (2.20) por y, isto e,

YY (r(sb )) =  J  dsa [yTy (sb, sc)] <^(r(sa); k), (2.29)

o termo y T y (sb, sc) para y  ^  œ  deve ser finito para que seja possível calcular a solucão de 

(2.16). Por isso, vamos definir T (s b, sa) =  l imY y Ty (sb, sa) e (2.28) se reduz a

5(sb -  sa) =  J  dscT(sb,sc)Go(r(sc) ,r (sa); k). (2.30)
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^ ( r )  =  ^ ( r )  +  í  í  dsbdsaGQ(r,r(sb); k) lim [yTy(sb, sa)] p(r (sa) ) .  (2.31)
Jr Jr  Ŷ ^

Lembrando que G Q e p  nao dependem de 7 . Usando a definicão de T (s b, sa) teremos

^ ( r )  =  p ( f )  -  ( r ) ,

( r )  =  J  J  dsbdsaGo(r,r(sb); k)T~( (sb,sa)ip(r(sa)). (2.32)

A  equaçao (2.32) nos fornece a solucao da funçao de onda ^  em todo o espaco apos ser 

espalhada por uma barreira impermeavel.

Podemos deduzir da equaçao (2.32) que a mesma satisfaz as condicoes de contorno de 

Dirichlet. Fazendo r  =  r (s ) temos

^ (r (s ) )  =  <p(r(s)) -  J  J  dsbdsaGo(r(s), r(sb); k)T,(sb, sa).<p(r(sa)). (2.33)

A  integral do segundo termo pode ser reescrita utilizando a relaçcaão da funçcaão delta descrita 

em (2.30), logo

^ (r (s ) )  =  <p(r(s)) -  J  dsaô(s -  sa)<p(r(sa)), (2.34)

e resolvendo a integral

-0(r(s) =  <^(r(s)) -  <^(r(s)) =  0. (2.35)

A  partir dos resultados acima, vemos que o fator chave no M CP e a introducao da matriz 

T , que para as condicoes de contorno de Dirichlet e obtida a partir da equaçao integral 

(2.30). Esta ultima revela um aspecto muito interessante do metodo. Formalmente podemos 

escrever (2.30) como I r  =  TGQ =  G QT, onde I r  e GQ sao restricoes dos operadores de 

identidade e da funcao de Green livre na fronteira r . Logo, T  =  G- 1 e o operador associado 

a matriz T  definida somente em r. Portanto, fisicamente podemos interpretar a solucao 

^ ( r )  =  <p(r) -  p (T)(r )  considerando o princípio de Huygens. <f(T\ r )  em qualquer ponto r  se 

acumula a partir das “fontes pontuais” ao longo da “frente de onda” r . Uma fonte pontual 

inicialmente em sb se propaga livremente —  mediante GQ —  em direcao ao ponto final r  (ver

Para encontrar a expressão de ^ (r )  para quando 7 ^  ro, tomamos esse limite em (2.21),

logo
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Fig. 2.3). Logo, ^ (T)(r ) resulta de todas essas contribuicoes. Por sua vez, cada fonte pontual 

em sb provem da onda incidente <£, que foi espalhada por todo o contorno. Para um certo so, 

a matriz T  propaga ^ (r (s o)) at e o ponto sb [75].

Outro aspecto importante do metodo e a singularidade de T (s b, so; k) na diagonal principal 

sb =  so. Esse fato e uma consequencia direta da definição da matriz T , dado por (2.30), 

que por conveniencia vamos reescreve-la da seguinte forma, f r  dsG0(r (sb), r (s ) )T (s ,s o) =  

ô(sb — so). Primeiro, notemos que a integral diverge somente quando sb =  so. Tambem, essa 

e a unica situação pela qual os argumentos de G0 e T  podem simultaneamente coincidir como 

uma variavel de integracao s calculada sobre r  [75].

A  resoluçcãao anal tica de T  pode ter um alto custo matematico dependendo da forma do 

bilhar que estamos analisando. No entanto, na secao 2.4, iremos desenvolver um algoritmo 

eficiente na busca por solucoes em qualquer barreira espalhadora.

2.3 Aspecto analítico em bilhares
Nesta secao iremos mostrar como o M CP atua em bilhares quanticos caracterizados por uma 

curva fechada r  com condicoes de contorno de Dirichlet. O me todo e capaz de obter soluçoes 

de espalhamento na parte externa ao bilhar e os autoestados na parte interna usando apenas 

uma expressao. Em outras palavras, para qualquer energia, a expressao (2.32) calcula os 

autoestados corretos de espalhamento na parte externa. Para a parte interna, (2.32) fornece 

os autoestados exatos desde que a onda incidente ^ tenha a autoenergia correta do problema 

e que algumas condicães de contorno sejam satisfeitas, caso contrario a funcao de onda ^  

resultante e nula.

Vamos considerar um bilhar qualquer com contorno r  e com a origem sempre na sua 

regiao interna (2.4). Dessa forma, um ponto s em r  pode ser parametrizado por (r(ds), 0s) 

no qual 0 <  <  2n.

Abaixo seguem algumas expressãoes que serãao utilizadas nas nossas analises.

(i) A  funçcãao de Green livre em duas dimensãoes por ser escrita como

Go(r,r0; k) =  (4 i)- 1H0+ )(k|r — r0|), (2.36)
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/ > 7 9 j \ r

A0* .

Figura 2.4: Curva formando um bilhar r  convexo. Os pontos sobre r  sao parametrizados 
por

onde ( ± ) ( z )  =  Jn(z ) ±  iN n(z ) com Jn e sendo as funções de Bessel e Neumann de

ordem n. Vale lembrar que N n(z ) possui divergencia logarítmica para z ^  0 [75].

(ii) Se |r"o| <  |r| vamos ter [75]

H<+ )(t|r -  r0| )=  Y ,  ^n (ró ;O g+Ç F ; k), (2.37)

onde 0n(ro; k) =  Jn(kr0)exp [-in d0] e hi± ) (r; k) =  HÍn± ) (kr)exp[ind].

(iii) Considere que rb(db) e um vetor posiçõo de um certo ponto em r . Se nõo for 

um canto (vertice), existe sempre um sistema de coordenadas no qual, para qualquer rc(dc) 

em r , rb(db) <  rc(dc). De fato, devemos apenas considerar o ponto como sendo a normal 

a superfície e entao colocar a origem do sistema sobre algum ponto do seu prolongamento. 

Por outro lado, se for um vertice, a relaçõo acima pode ser violada, pois existem pontos sc 

que sempre estao mais próximos da origem que . Entõo, para a relaçõo descrita por (2.30), 

podemos assumir que rb(db) <  rc(dc). Usando H ((+) em (ii), multiplicando ambos os lados 

por ^ ( r O) e integrando sobre 0O, encontramos

0 i(r6; k) =  ^ 2  J  j  ddod0chn+) (rc; k )T (0C, (rO; k)^ (r6; k). (2.38)
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( 4 i  /  /  ddaddch(f+ ) ( r c; k ) T (0C, 0O)& (r a; k)^ =  ôni. (2.39)

(iv ) Qualquer funçao bem comportada definida em todo o espaco R 2 pode ser expandida 

em termos do conjunto &n(k) definido em (ii). Como ^ obedece a equação de Schrödinger 

para a part ícula livre, podemos escrever ^ (r; k) =  J2n cnftn(r; k). Vamos dividir ^ em uma 

soma de duas partes

<p(r; k) =  ^ 2  cn0n(r; k) +  cn^n(r; k). (2.40)

Sendo a expressão acima válida para todo l, logo [75]

n n n n
n=p n=q

O primeiro termo representa o numero maximo dos termos da s erie original que, quando 

somados, anulam-se identicamente sobre todos os pontos de r . Por consequecia, o segundo 

termo nõao pode ser zero sobre toda a barreira, tendo em vista que obtemos a soluçcaõo trivial 

< (̂r; k) =  0. Se nenhuma subserie se anula em r , entao o conjunto {p }  e vazio [75].

2.4 Solução interna e mecanismo de filtro
Vamos procurar na regiao interna ao bilhar a solucao da funçao de onda Q (r) para cada 

r =  (r, d). Consideremos entao que, para um um dado r, temos um sistema de coordenadas 

tal que r <  rb(db) para um ponto sb pertencente a r . Usando (2.37) em (2.36),

n=+^

G0+ )(r , rb; k) =  (4 i)-1  ^n(r; k)hn+ )(rb; k ). (2.41)

e substituindo este resultado e a equacao (2.40) em (2.32), temos

Q (r) =  ^ 2  c & (r; k) -  ^  cn&n(r; k) ^  j  J  d0bd0ah{r+ ) ( rb; k)T(Qb, Qa; k)^ x

x ( "Yh c$i (ra; k) +  2̂ ci&i (ra; k) 1 . (2.42)
V l=p l=q J

Caso E  =  k2 nõao corresponda a nenhuma das autoenergias do bilhar, entõao o termo com o

conjunto p deve ser nulo. Caso contrario, este mesmo termo resolve a equaçao de Schrodinger

n= — OO
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e satisfaz corretamente as condicoes de contorno. Dessa forma E  e um autovalor. 

Fazendo J2l=p cl& (ra; k) =  0 em (2.42) e usando (2.39), teremos

^ (r ) =  ci & (r) -  ci&i( r ) (2.43)

Nao ha autoestados internos quando E  e diferente das autoenergias do bilhar, pois como 

p =  0, o conjunto q engloba toda a expansao de p ( r )  e por isso ^ (r )  e nulo para qualquer 

ponto da regiãao interna da barreira.

Se E  e um autovalor do bilhar, p pode, ou não, ser separado. Caso essa separaçao nao 

possa ser feita, novamente o conjunto p e vazio e a funçcaão de onda se anula. Considerando 

que a separacao possa ser feita, entao a equacão (2.42) toma a seguinte forma

sua energia para encontrarmos os autoestados corretos do sistema.

2.5 Tratamento numérico
O calculo analítico da matriz T  nem sempre e poss ível quando levamos em conta o formato 

do contorno que estamos analisando. Esse problema pode ser resolvido quando derivamos um 

m etodo num erico que calcule a matriz T  sobre qualquer barreira, seja ela regular ou irregular. 

O objetivo do M CP e calcular T  sobre uma barreira espalhadora r  para logo em seguida ser 

inserida na expressao (2.21). Assim, obtemos a funcao de onda em todo o espaço definido 

por r.

A  Fig. 2.5 mostra um bilhar irregular de contorno r  com parede permeavel (y  finito) 

e perímetro dividido em N  segmentos de igual comprimento, [ r ] j = 1)2,3,...,N . A  integral de 

volume e calculada sobre cada elemento j  em (2.21) da seguinte forma

(2.44)

Onde obviamente temos uma solucao para o problema interno.

Vemos que a integral de p T (r )  atua como um filtro, “removendo” qualquer parte da onda 

incidente que se anula no contorno de r . Entao basta atribuir a forma correta de p(r ;  k) e
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Figura 2.5: Discretizacão da curva r . N  define a dimensao T ( i ,  j ) =  [T j ]NxN.

N
^ ( r )  =  p ( r )  +  Y ^ ^  / dsGQ(r, r (s ) ) ip (r (s ) ;  k).

rJ

Podemos reescrever a equacao acima fazendo r (s ) =  r ( s j ) =  rj e r =  r

(2.45)

N
^ (ri ) =  p (r i ) +  Y ^  / dsGQ(Ti, r j ) ^ ( f j ) .

j = ^  rJ
(2.46)

N

Com

^ (r i) =  p (ri ) +  y J ^  M i j ^ (r j ) . 
j= i

Mij  =  / dsGQ(fi , f j ).

(2.47)

(2.48)

Se ^  =  ( ^ ( r j ) , ..., (^ (r N )) e $  =  (p (r 1) , ..., (p (rN )), podemos reescrever a equação (2.47) 

sob a forma matricial, logo

^  =  $  +  y M ^ . (2.49)

Reescrevendo novamente a expressao acima para ^  e multiplicando por y  em ambos os lados, 

teremos

Y ^  =  T$ , (2.50)
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Onde definimos T  =  7 [I — 7M ]-1. Esta ultima expressao nos fornece a forma discretizada da 

matriz T . Vamos agora tomar o i-esimo elemento da matriz coluna ^  em (2.50) usando a 

matriz discretizada T, logo

N

7>r< =  [ ( I  — 7M ) - 1] i} <I>,. (2.51)
j =1

Lembrando que ^  =  ^ (r j )  e $ j =  ^ ( r j ). Com isso, 7^ (r (s j )) =  7^(rj-) =  7^ j . Substituindo 

7^ j  =  (T $ ) j  em (2.46), teremos

N
Y (r )  =  ^ (r ) +  ^ 2  dsGo(r, r j ) (T $ ) j . (2.52)

j =1 rj

Aproximando o resultado da integral na equacõo acima por seu valor no ponto medio do 

segmento r  e definindo A j  como seu volume, e obtida a forma discretizada da equaçõo (2.21)

N
^ (r ) «  ^ (r)  +  Go(r, f j )A j (T $ ) j . (2.53)

j= i

Esta e a aproximacõo nume rica da funcõo de onda espalhada ^ (r )  em todo o espaco. A  

matriz M  em (2.48) e calculada similarmente a 7, logo

M jj ^  G o (r j ,r j )A j. (2.54)

A  funçao de Green para uma part ícula livre e proporcional a funcao de Neumann [77,78] 

que no caso r =  0 (r =  |rj — rj|), nõo e definida. Sendo assim, no problema de espalhamento 

em duas dimensões, a aproximaçao em (2.54) tara problemas quando i =  j . Portanto, e 

necessario calcular explicitamente a integral em (2.48) para os elementos da diagonal de M.

Para uma barreira com parede infinita (7  ^  w )  descrito pela equacao (2.32), temos que

lim T7 =  T  =  lim 7 [I — 7M ]-1 ^  M -1. (2.55)
7̂ ^
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Com a definição acima, a expressão (2.53) se torna

N
Q (r) «  <^(r) — ^ 2  Go(r, r j )A j (M - 1$ ) j . (2.56)

j= i

A  equacão (2.53) calcula a autofunção Q (r) de uma partícula espalhada por uma barreira 

impenetrável.

A  referencia [63] mostra duas possibilidade para obter M , uma delas e calculando a 

integral de (2.48), e a outra e fazendo uma aproximacao de valor me dio em (2.54). Esse 

me todo numerico garante boas aproximacães junto a bons resultados, resultando tambem em 

um calculo mais trivial e satisfatória rapidez computacional.

Alguns cuidados devem ser tomados na escolha de N  para a execucao do metodo. Em 

princípio, sabemos que quanto maior for o seu valor atribuído, maior sera a aproximacão 

da solucão exata de Q (r). No entanto, valores elevados de N  resulta em matrizes maiores 

no calculo numerico. Por isso, devemos tomar cuidado quanto ao tamanho da matriz que 

vamos calcular levando em conta um valor de N  que seja suficientemente grande para que 

tenhamos bons resultados sem elevar consideravelmente o custo computacional. O metodo 

traz bons resultados com boa performance computacional para (vamos suprimir o subescrito 

j  do parámetro A j  para facilitar a notacao) [75]

A  <  10- 1, (2.57)

onde A  e a razao do perímetro P  da barreira pelo numero de segmentos N , A  =  P / N , e 

A =  2n/k sendo o comprimento de onda da onda incidente. Com isso, A deve ser maior que 

A  para que o pacote de onda “veja” o espalhador como uma barreira. Dessa forma, nao ha 

“vazão” da funcao de onda atraves da fronteira.

Para aplicar eficientemente o m etodo, dividimos cada barreira dimensionalmente definida 

por lp =  l1, l2,..., lp do contorno r  em N (1p) segmentos de comprimento

A W  =  N r á  <2-58>

Assim denotamos por T (i,  j ) a matriz de espalhamento discretizada calculada nos pontos
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me dios dos segmentos A i e A j . Vamos definir y como a razao

A
V =  y  (2.59)

A  escolha de y e de suma importância tendo em vista que A  deve ser suficientemente menor 

que o comprimento de onda À incidente no bilhar. Devido a proporcionalidade inversa entre 

o comprimento de onda e o numero de onda (k ~  1 /À), podemos obter uma expressao que 

mantenha a dimensao da matriz proporcional a energia. Para isso combinamos as equacoes 

(2.58) e (2.59) e reescrevemos N (l) como

N  (1p ) =  hüL (2.60)
2ny

sendo À =  2n/k e
p

N  =  Y ^  N (lp). (2.61)
p=1

Portanto, a expressãao (2.60) assegura que N  sera tanto maior quanto maior for a energia, 

mantendo a razãao A /À constante e garantindo a mesma precisãao nos calculos.

2.5.1 Mecanismo de filtro do MCP para o bilhar triangular
(44o, 46o, 90°)

A  Fig. 2.6 mostra o primeiro resultado numerico que desenvolvemos. Nela mostramos os 

autovalores de energia k2 e a densidade de probabilidade |̂ |2 para um triângulo cujas paredes

possuem y  =  ro. Na Fig. 2.6a temos o calculo da me dia sobre os elementos (i, j ) da matriz de

espalhamento (|T(i, j )|2) em funçao do espectro de energia k2 E [400, 900] do bilhar triangular 

(44°, 46°, 90°). Cada pico representa um autoenergia do sistema, ou seja, os elementos da 

matriz T  possuem valores acentuados, indicando uma alta probabilidade daquela energia 

representar um autovalor correto do sistema.

A  Fig. 2.6b mostra como podemos obter os angulos de ressonancia 9. Nela e exibida a 

me dia sobre os elementos (x, y) da funcao de onda espalhada (|^(x, y)|2) no interior do bilhar 

para cada ângulo 9 E [0, 360). Os picos adicionais vistos no grafico 2.6b se referem a “me-
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moria” da funcõo onda do caso regular (45°, 45°, 90°), em que este ultimo, devido a presenca 

de linhas de simetria, possui angulos 9 ressonantes adicionais que excitam o sistema. Logo, 

para o caso aqui discutido, e nos que serõo abordados posteriormente, o 9 sera atribuído con­

siderando o maior pico de (|Y(x, y)|2). O vetor k de ^ (r ) e decomposto em duas coordenadas 

definidas por kx =  kcos9 e ky =  ksen9 em que r =  (x ,y ). No me todo, 9 define a direcõo da 

onda incidente e, por consequencia, tambem a simetria do sistema.

Com a escolha dos estados corretos atrave s dos picos de energia da Fig. 2.6a, associados 

com a escolha do angulo 9 da Fig. 2.6b, resulta, por exemplo, em dois autoestados que sao 

vistos em (1) e (2) na Fig. 2.6c (na representacao da funcao de onda, as cristas e vales 

sao mostradas por regioes claras e escuras, respectivamente). Logo, quando a energia ou o 

angulo 9 nao representam parâmetros de ressonancia, a densidade de probabilidade da funcao 

de onda no interior do bilhar e nula, como visto nos estados (3) e (4).

2.5.2 Analítico vs MCP: Bilhar quadrado e triangular reto
Nesta seçao, iremos abordar casos ja  conhecidos para mostrar que nossos procedimentos 

numericos estao em concordância com a literatura. Inicialmente vamos obter as autoenergias 

e autoestados associados do bilhar quadrado e, em seguida, do bilhar triangular (30°, 60°, 90°). 

Ambos possuem soluçao analítica e servirao como comparativos com nosso metodo numerico.

Os parâmetros numericos sao adotados por determinaçao atraves do comprimento dos 

lados do bilhar lp, bem como o valor do numero de onda k e a relaçõo y  entre o comprimento 

da onda incidente À com o comprimento A  de cada barreira. Para ambas as geometrias, 

usaremos o mesmo y  =  0, 05 e permeabilidade 7 ^  w  em todas as paredes. No quadrado 

definimos o comprimento das paredes com L  =  1 para o intervalo de energia A k  =  16. 

No triângulo (30°, 60°, 90°) adotamos l1 =  1 para o comprimento da base e, por calculo 

trigonometrico, as demais paredes possuem dimensoes l2 =  1/v^3 e l3 =  \/4/3.

A  Fig. 2.7a exibe os quinze primeiros estados do bilhar quadrado obtidos pelo MCP. 

Os autoestados associados as energias de ressonâancia identificados nos picos da matriz de 

espalhamento sao calculados e mostrados na Fig. 2.7b-MCP.

A  funçao de onda que descreve analiticamente a dinâmica de uma part ícula confinada
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(x,0)

Figura 2.6: a) Gráfico de k x  (|T( i , j )|2) para a faixa do espectro k E [20, 30] do bilhar 
triangular com Y =  ro. b) Valor m edio da densidade de probabilidade da funcão de onda 
(|^(x,y)|2) para as autoenergias ( 1) e (2), sendo 9 o angulo de incidencia e 9(1) e 9(2) os 
de ressonância. c) Funçao de onda |^(x,y)|2 associado aos estados com k(1) =  21,902, 
k(2) =  27, 064, k(3) =  23,43 e k(4) =  25, 65 (9(3) =  180° e 9(4) =  270°). Na representaçao da 
funcão de onda, as cristas e vales são mostradas por regiões claras e escuras, respectivamente.

a um poço retangular no plano ( x , y ) e [  ]

( x , y) =  Bsen
mn \ nn
—— x sen ——y
h \h

(2.62)

com m  e n sendo numeros quanticos inteiros e positivos, l1 =  l2 =  L  definindo um poço 

quadrado e B a amplitude de oscilacao. Podemos determinar B normalizando (2.62) para 

que a probabilidade de encontrar esta part ícula em qualquer regiao no interior do bilhar seja 

igual a 1 [80], ou seja
-L=1 rL= 1

^  *^dxdy =  1. (2.63)
JL=Q JL=Q

Resolvendo as integrais acima temos que B  =  y/2/L [38]. Substituindo a funcao de 

onda dada por (2.62) na equaçao de Schrodinger independente do tempo, com fi2/2m =  1,
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(5x3)

•  • • • •

• • • • •  
•  • • • •

(lx l) (2x2) (3x3) (1x5) (2x5) (3x5)

Figura 2.7: a) Grafico de k x  (|Tk(i, j)|2) para os primeiros 15 autoestados associados ao bilhar 
quadrado de lado unitario obtidos numericamente via MCP. b) Densidade de probabilidade da 

funcõo de onda do caso analítico via (2.62) e do caso numerico via M CP com: k(Mf CP) =  4,45;

k 2 T P) =  8,89; k3%CP) =  13, 34; k ^  =  16,03; k(,5CP) =  16,92; k(,5CP) =  18, 32. As 
setas indicam duas degenerescências (2 x 5) e (5 x 2), (3 x 5) e (5 x 3).

V (x , y) =  0 (part ícula livre) e E  =  k2 [81- 83],

d2 d2
— Q (x ,y ) +  —  Q (x ,y ) =  k2Q(x, y), (2.64)

encontramos o espectro analítico de autovalores [84,85],

k í í i  =  nv7 m2 +  n2. (2.65)

De acordo com a equacçõao (2.65) os autovalores exatos de energia para o bilhar quadrado

sõo kiA  =  nV12 +  12 =  4,44, k2A2 =  8,88, k^A) =  13, 32, k $  =  16,01, k2A5) =  16, 91, k ^  =
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18, 31. A  partir dos autovalores de energia obtidos pelo M CP descritos na legenda da Fig. 2.7, 

bem como a densidade de probabilidade da funçao de onda associados a estas energias, vemos 

que o nosso metodo se mostra eficaz com um margem de erro de aproximadamente 0,14%. As 

degenerescâencias do bilhar quadrado podem ser identificadas com escolha atribuiçcaõo correta 

do ângulo de ressonância 9, como visto na Fig. 2.7 nos autoestados (5 x 2) e (5 x 3). No 

metodo analítico, podemos determinar 9(A) como funçõo dos numeros quânticos m e n atrave s 

do modulo do vetor de onda no espaco (x ,y ) a partir da equaçao (2.65), ou seja

k(A) =  k2(A) +  k2(A). (2.66)

Com kXA) =  k(A)cos [9(A)] =  mn2 e k̂ A) =  k(A)sen [9(A)] =  nn2. Usando a propriedade 

trigonome trica da tangente, logo

9(a) =  ían -1 ( — )  . (2.67)
m

As solucoes do bilhar triangular (30°, 60°, 90°) sao obtidas analiticamente pela seguinte 

equacao da funçao de onda com l1 =  1 e l2 =  1/v^3 [86,87] (podemos atribuir valor unitario 

a amplitude da funcõo de onda sem produzir maiores danos ao objetivo desta seçõo),

(x ,y ) =  — sen(mnx)sen (m ̂ |ra)ny — sen(nnx)sen (2m—n)n
U3 y +

(2.68)

+sen [(m — n)nx] sen
(m+ra)n y

U3 y

Substituindo na equação de Schrödinger independente do tempo, obtemos a expressão que 

calcula os autovalores de energia do triangulo [73,88- 90]

2 /̂ß /______________
=  3 n V m 2 +  n2 — mn. (2.69)

De acordo com a expressao acima, os autovalores para o triângulo sao =  9,59, 

k5A2 =  15, 81, k5q =  16, 62, k j^  =  20,19, =  22, 65, =  23, 78. A  legenda da Fig.

2.8, na qual temos os autovalores obtidos via MCP, mostram boa correspondencia entre os 

resultados anal íticos e nume ricos, em especial, se levarmos em consideracão a morfologia da
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b)
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(3x1) (5x2) (5x1) (6x1) (7x2) (7x1)

Figura 2.8: a) Gráfico de k x (|T k( i , j )|2) para os primeiros nove autoestados associados ao 
bilhar triangular (30o, 60o, 90o) calculados numericamente via MCP. b) Densidade de pro­
babilidade da funcão de onda do caso analítico via (2.68) e do caso numerico pelo M CP 

com: k(i Í CP) =  9, 63; k (£ CP) =  15, 84; k{5M1CP) =  16, 65; k^ ) =  20, 23; k\M2CP) =  22, 68;

k
(MCP) 
7, 1 =  23,82.

função de onda da Fig. 2.8b.

A  razao ^ =  A/X confere ao M CP o controle da precisao numerica das energias de res­

sonância, isto e, atribuindo ^ cada vez menor e consequentemente tornando o comprimento 

da onda incidente X cada vez menor que o comprimento A  da barreira, temos um aumento 

na acuracia dos resultados, porem, somado a um aumento da exigencia computacional. No 

entanto, de acordo com o conjunto de autoestados mostrados nas figuras 2.7b e 2.8b, a atribui- 

cao de parâmetros que adotamos oferece um custo computacional aceitável e suficientemente 

segura para analise do que pretendemos buscar neste trabalho. Sendo assim, iremos adotar 

^ =  0, 05 para todas as regioes do espectro a serem estudadas.
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Capítulo 3 

Bilhar triangular reto
No presente capítulo iremos estudar as propriedades quânticas do bilhar triangular. Con­

sideraremos variacoes da sua geometria nas regioes de transicão regular-irregular. Alguns 

trabalhos ja  foram realizados levando em conta a geometria triangular como, por exemplo 

no calculo de solucoes da equacao de Schrödinger para uma part ícula em um triângulo equi- 

latero [88], no estudo nume rico sobre as propriedades ergodicas do triangulo com angulos 

irracionais de n [91,92], o estudo do espectro de energia e da funcao de onda com padrâo no­

dal no triangulo reto [52], o uso do metodo de expansao para calcular numericamente os níveis 

de energia e suas correspondentes funcoes de onda para o caso de um bilhar triangular [59], 

entre outros. No entanto, ate onde sabemos, nao ha na literatura analises sistematicas que 

considerem a condicão de não-integrabilidade do triângulo retangulo. Por isso, nosso obje­

tivo sera deslocar os ângulos internos deste sistema para analisar as suas solucoes no caso 

irregular.

Aqui iremos considerar um triâangulo retâangulo com permeabilidade infinita por todo 

o contorno, com angulos internos a  e ß e lados l1 =  L/dl, l2 =  Ldl e l3 =  \Jl2 + 12, 

como mostrado na Fig. 3.1. As suas dimensões sao L  =  \/2, dl =  (tanß) -1/2 e l3 =  

L  [tanß +  tanß-1]1/2. Os dois catetos l1 e l2 são escritos como funcao de L  e dl para que 

a area do bilhar se mantenha constante durante a variaçao dos angulos internos. Sendo 

(45°, 45°, 90°) e (30°, 60°, 90°) as geometrias regulares do triangulo, nas duas secoes seguintes 

a abordagem sera feita modificando os angulos internos de cada sistema imponto variaçoes 

próximas as regiães de regularidade tal que ß E [44°, 46°] e ß E [29°, 31°]. Em ambas as
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situacoes, as regioes do espectro a serem estudadas serâo feitas primeiramente para energias 

mais baixas, k G [1, 20], e em seguida para uma regiõo mais alta k G [100,102]1.

Figura 3.1: Bilhar triangular reto no plano (x ,y ) com lados 11 =  |L|/|d1|, 12 =  |L||dl| e |Za| e 
angulos internos a  +  P =  n/2.

Como discutido na Seç. 2.5, a matriz N  (ver (2.61)) possui dependencia com a geometria 

do bilhar (11, 12 e 13), com o ^ e com o numero de onda k. Como ^ e constante para qualquer 

regiõo do espaço de fase k x ^ , e a  variacõo dimensional das paredes e suficientemente pequena 

(resultando em N ’s muito proximos), plotamos na Fig. 3.2 a dependencia linear de N  com 

o numero de onda k apenas para P =  45, 0° e P =  30,0°. Logo, para a regiao mais baixa 

do espectro (k G [1, 20]), a dimensõo associada a matriz T ( i , j )  =  [T j ]NxN e calculada com 

N  G [61, 307] para P G [44°, 46°] e N  G [65, 324] para P G [29°, 31°], enquanto que para a faixa 

mais alta de espectro (k G [100,102]), N  G [1537,1567] para p  G [44°, 46°] e N  G [1619,1651] 

para p  G [29°, 31°].

3.1 Análise de famílias para P  G [44o , 46o]

Nesta secao, vamos obter as solucões do bilhar triangular na regiao de transiçao P G [44°, 46°].

Uma abordagem numerica por meio do M CP sera feita tendo como finalidade a busca pelas

propriedades da matriz de espalhamento T (i,  j ) ,  assim como as informacões da densidade

1 Definimos como “baixas energias” ou “altas energias” regiões do espectro em que temos um considerável 
aumento na sensiblidade da matriz T a variacoes de k e fí.

57



Figura 3.2: Representacao grafica da equaçao (2.61) mostrando a dependencia linear da 
dimensão da matriz T  do triangulo mediante relacão de N  x k para fi =  45, 0o e fi =  30, 0o 
com ^ =  0, 05.

da probabilidade da funçao de onda |^(x,y)|2 associada aos autoestados. A  variaçao da 

geometria neste caso mantem l1 G [1, 44,1, 39] e 12 G [1, 39,1, 44].

3.1.1 Soluções ^ (x ,y ) para k G [1, 20]

A  Fig. 3.3a exibe a media sobre os elementos (i, j ) da matriz T  como função de k e fi. 

As regioes mais claras, formando curvas, representam famílias. As famílias sao compostas 

por conjuntos de autoestados gerados por um pico na matriz de espalhamento no espaçco 

k x f i . Na Fig. 3.3b, cada autoestado e identificado por uma densidade de probabilidade, a 

qual pode ser medida atraves do cálculo da funçao de onda |̂ |2 com k e fi associados. Na 

representacao da funçao de onda, as cristas e vales são mostradas por regiães claras e escuras, 

respectivamente.

Comecamos com espaço de parâmetros para baixas energias com k G [1, 20]. A  linha 

media horizontal representa o bilhar triangular (45o, 45o, 90o). A  Fig. 3.3a mostra que as 

famílias distribuem-se de maneira paralela ao eixo das geometrias, isto e, sob uma estreita 

faixa de energia e sem repulsao aparente. Este aspecto pode ser visto com mais detalhes 

ao lado direito da Fig. 3.3a. A  ausencia de sensibilidade aparente da matriz T  com a 

variaçcãao de fi pode ser justificado pelo fato de que, em regiãoes baixas do espectro, temos um
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Figura 3.3: a) Grafico de densidade k x x (|Tk(i, j )| 2). b) Densidade de probabilidade 
associada aos autoestados com kA =  4,99, kB =  7, 03, kC =  8,03 e kD =  9,17. A  geometria 
adotada e a mesma para cada família, ou seja, fíi =  44, 2o, =  44,4o, =  45, 0o, =  45,4o
e =  45, 8o.

comprimento de onda grande de funcao de onda espalhada, e levando em conta que a variacao 

angular do sistema é suficientemente pequena, a funçao de onda dos autoestados apresenta 

morfologia constante na variacao dos ângulos internos. A  Fig. 3.3b mostra quatro conjuntos
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de autoestados de k e fi associados. Na família A, temos o primeiro estado do triângulo reto 

cuja funçao de onda, para qualquer autoestado desta família, possui apenas um maximo na 

região central do bilhar. Conforme calculamos a funçao de onda para energias maiores, como 

em B, C e D, o numero de maximos e mínimos aumenta, o que esta de acordo com a teoria 

quantica. As energias de ressonância E (A), E (B), E (C) e E (D) (ou equivalente k) possuem 

mesmo modulo em cada família A, B, C e D, respectivamente.

Com o aumento no espectro de energia, ha um favorecimento as famílias em descrever 

dinamicas de interaçao, em consequencia da diminuiçao do comprimento da onda incidente. 

Em outras palavras, quanto maior a energia, maior a sensibilidade da matriz de espalhamento 

à variacoes de geometria. A  Fig. 3.4 descreve esse aspecto para duas faixas distintas do 

espectro para um mesmo intervalo Ak  =  5, com k G [40,45] em 3.4a e k G [70, 75] em 

3.4b. Com o acréscimo da energia, os autoestados adotam um comportamento de interacao

a) Ak = 0.05 Àk = 0.1 b) Ak = 0.1 Ak = 0,1

Figura 3.4: Grífico de densidade k x fi x (|Tk( i , j )|2). As íreas limitadas por I e II exibem 
regioes do espaço com interacão entre famílias.

e, dependendo da configuração geometrica do bilhar, se cruzam gerando estados degenerados. 

No entanto, na maioria dos casos em que a disposição angular define um sistema irregular, 

os autoestados convergem e se repelem.

A  seguir, iremos buscar as propriedades da matriz T  para sistemas quanticos sob altas

60



energias. Em posse destas energias, vamos calcular a densidade de probabilidade da funçao 
de onda para observar sua morfologia mediante alteracoes na dinamica das fam í lias.

3.1.2 Soluções ^ (x ,y ) para k G [100, 102]

Vejamos agora a distribuicao das autoenergias do bilhar triangular sob a mesma variacao 
geométrica de P mas para k e [100,102], como ilustrado na Fig. 3.5.

46
45.8
45.6
45.4
45.2 

£  45CCL 44.8
44.6
44.4
44.2 

44 100 100,4 100,8 101,2 101,6 102k
Figura 3.5: Grafico de densidade (|Tk(i , j )|2) em funçao do espaco de parâmetros k x P .A  
linha pontilhada horizontal forma o bilhar triangular (45°, 45°, 90°). As regioes definidas por 
I a VII serao ampliadas para dar mais detalhes a discussao sobre a funcõo de onda.

A partir de energias mais altas, a dinaâmica das fam lias passa a ter maior sensibilidade 
a variacao dos ângulos internos. Esse fato e consequencia do pequeno comprimento de onda 
que incide no sistema. Logo, ha um aumento na suscetibilidade da matriz T em apresentar 
deflexoes acentuadas na dinâmica com a variacao da geometria. Na linha horizontal, a qual 
descreve o bilhar (45°, 45°, 90°), as fam í lias se aproximam gerando estados degenerados [56, 
93]. Quando quebramos a simetria do sistema com a variacao dos ângulos internos, essas 
degenerescâencias sõao dissociadas e os autoestados evoluem de forma independente. No espaçco 
de parâmetros cujo P caracteriza uma geometria irregular, as fam ílias ao convergirem se 
repelem a fim de evitar um cruzamento e consequentemente a ocorrâencia de degenerescâencias 
[52,73]. A Fig. 3.6 mostra um corte bidimensional na qual e plotada o espectro de autovalores
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de energia para dois angulos igualmente espacados a partir da linha central que define fí =  

45, 0o, isto e, para fí =  45, 0o ±  0, 6o. Devido a essa simetria, as autoenergias que excitam o 

conjunto de bilhares fí £ [44,45) possuem mesmo modulo daquelas que excitam fí £ (45,46]. 

O resultado dessa simetria tamb e m influencia na morfologia da funcao de onda de tal forma 

que um autoestado calculado sobre um valor de k e fí =  45o+ A f í  (acima da linha de simetria), 

difere de outro com k e fí =  45o — A fí (abaixo da linha de simetria) apenas mediante a troca 

li ^  2̂.

Figura 3.6: Grafico k x (|Tk(i, j)|2) que mostra a simetria presente nas linhas que descrevem 
os n íveis de energia do bilhar fí =  45, 0o ±  0 ,6o.

Para uma investigação mais detalhada da Fig. 3.5, selecionamos algumas regiões do 

espaço de fase para observar as repulsoes de níveis e a densidade de probabilidade da funçao 

de onda para k e fí associados. Primeiramente iremos discutir as soluçães do triângulo cuja 

geometria varia na região de transicao regular-irregular (I, II e III). Nos demais limites (IV , 

V, VI, V II), analisamos as solucães para bilhares com geometria irregular.

A  primeira regiao de transicao aqui estudada e a regiao I mostrada na Fig. 3.7a, cujo 

espaço de fase e composto por duas famílias descritas por geometrias que variam da dinâmica 

regular a irregular. A  partir de uma analise primeiramente mais geral da Fig. 3.5, vemos 

que as famílias geram estados degenerados apenas quando a geometria define o bilhar regular 

(45°, 45°, 90°) [52]. No entanto, a região I aqui mencionada nao resulta em degenerescencias.
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Dois sao os motivos pelos quais nos levam a crer nessa afirmação. O primeiro diz respeito 

a posiçao no espaço de fase de ambas na linha de simetria em que $ =  45,0o, na qual e 

evidente que nao ha pontos de cruzamento, isto e, pontos em que as energias dos autoestados 

se sobrepõe sobre uma mesma geometria. O segundo motivo se refere a função de onda. 

A  morfologia associada aos autoestados tanto em A  quanto em B mostra que a densidade 

de probabilidade se mant em invariante mediante variações da geometria. Esta invariancia e

a)

b)

< 
cd

*i-Hu 

CQ
cd
a

Figura 3.7: a) Grafico de densidade k x $ x (|Tk(i, j)|2) da regiao I. b) Densidade de pro­
babilidade da funçao de onda |̂ |2 associada aos estados: a1) k =  100,99, $ =  44,92o; a2)
k =  100,989, $ =  44,96o; a3) k =  100, 989, $ =  45, 0o; a4) k =  100, 989, $ =  45, 04o; a5)
k =  100, 99, $ =  45,08o; b1) k =  101,063, $ =  44,92o; b2) k =  100,063, $ =  44,96o; b3)
k =  100,063, $ =  45, 0o; b4) k =  101,063, $ =  45, 04o; b5) k =  101,063, $ =  45, 08o.

resultado da evoluçao retilínea de ambas as famílias, ou em outras palavras, os autoestados 

desenvolvem-se sobre uma estreita faixa de energia em relacao a variacao dos angulos internos 

do bilhar.

Mencionamos no entanto anteriormente que, para baixas energias, os autoestados sao
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gerados em famílias que evoluem paralelamente ao eixo que define a geometria do sistema, 

e que isso e resultado do conjunto de energias com baixo comprimento de onda que excitam 

o bilhar. Embora esse comportamento dos autoestados seja uma regra para baixas energias, 

para altas energias tais comportamentos em linha reta tambem podem ocorrer. Desse modo, 

novamente atraves da Fig. 3.5 e possível observar que no geral as famílias possuem tendencia 

de evolucao retílinea, porem, nem sempre paralela ao eixo de 3 , e que um desvio acentuado 

nesta tendencia ocorrera mediante interacao com famílias vizinhas.

Veremos a seguir que a funcao de onda mostra uma nítida tendencia em alterar a sua 

morfologia quando os seus autoestados são construídos em regiões onde T  apresenta alta sen­

sibilidade. Logo, em qualquer regiao do espaço de fase, seja ela nas faixas baixas ou altas do 

espectro, o tipo de interacao, seja por cruzamento ou repulsao, pode ser seguramente identi­

ficado pela ampliacao visual das zonas de convergencia ou, em alguns casos, pela morfologia 

da funcao de onda associada aos autoestados.

A  Fig. 3.8 mostra com detalhes a regiao II, na qual mostra a interaçao de duas famílias 

que se sobrepoe em 3 =  45°. O bilhar (45°, 45°, 90°) possui dinâmica regular cuja distribuicao 

dos níveis de energia obedece a uma probabilidade de Poisson [52]. Os autoestados ab estao 

localizados sob a mesma coordenada k =  101,185 e 3 =  45, 0°, porem ambas as funcoes de 

onda são calculadas para diferentes ângulos de ressonancia 9. O primeiro, 9 =  289°, excita a 

família A, enquanto o segundo, 9 =  171°, excita B. Aqui vemos um caso de superposicõo de 

autoestados, ou seja, dois autoestados conectados pela mesma energia e geometria.

Sendo II um intervalo de transicõo entre um bilhar regular e irregular, e possível notar 

pequenas flutuacoes na uniformidade da funcõo de onda com a variacao dos angulos internos. 

Nos autoestados da família A, por exemplo, as setas indicam um conjunto de mínimos que se 

deslocam ao longo da parede 13. Quando calculada sobre o bilhar (45°, 45°, 90°), representada 

pelo autoestado ab(A), este conjunto de nos aparenta localizar-se sobre a mediana de 13. Tais 

variacoes na morfologia mostram comportamento semelhante na família B, onde notamos a 

funçao de onda ajustando-se na paredes laterais A e 12 enquanto 3 =  45°, como mostrado 

tambem nos graficos sob o ponto de vista tridimensional de b1 e b4. Quando o autoestado e 

gerado sobre o bilhar 3 =  45°, representado por ab(B), a distribuicao espacial da funcao de 

onda e perfeitamente simetrica e uniformemente distribuída.
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Figura 3.8: a) Grafico de densidade k x fí x (|Tk(i, j)|2) da região II. Ao lado e plotado os 
autoestados b1 e b4 sob o ponto de vista tridimensional. b) Densidade de probabilidade da 
função de onda |fí|2 associada aos estados: a1) k =  101,191, fí =  44, 7°; a2) k =  101,186,
fí =  44, 84°; a3) k =  101,188, fí =  45, 20°; a4) k =  101,191, fí =  45, 30°; b1) k =  101, 205,
fí =  44, 70°; b2) k =  101,190, fí =  44, 84°; b3) k =  101,194, fí =  45, 20°; b4) k =  101, 205,
fí =  45, 30°; ab) k =  101,185, fí =  45, 00°. As setas indicam alteracoes na fumfílo de onda na
transicao de um autoestado para outro.

Outra regiao de transiçao regular-irregular e mostrado em detalhes por III  na Fig. 3.9, 

a qual descreve a evolucao de três famílias que convergem em direçao a linha de simetria 

descrita pelo bilhar (45°, 45°, 90°) at e gerar uma degenerescencia nos autoestados abc(A), 

abc(B) e abc(C). Cada um destes compartilham a mesma coordenada de k e f í , diferindo 

apenas no valor do angulo de ressonancia 6 que define a simetria na qual cada autoestado 

e construído. Pelo aspecto dos autoestados referentes as duas famílias A  e B da Fig. 3.9b,
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vemos que as suas morfologias pouco se alteram com a variação da geometria, este fato

100,595 100,64
k

Figura 3.9: a) Gráfico de densidade k x fi x (|T k( i , j )|2) da região III. b) Densidade de 
probabilidade da funçao de onda |̂ |2 associada aos estados: a1) k =  100, 601, fi =  44, 64°; 
a2) k =  100, 599, fi =  44, 80°; a3) k =  100, 599, fi =  45, 20°; a4) k =  100, 601, fi =  45, 35°;
b1) k =  100, 609, fi =  44, 65°; b2) k =  100, 601, fi =  44,80°; b3) k =  100, 601, fi =  45, 20°;
b4) k =  100, 609, fi =  45, 35°; c l) k =  100, 634, fi =  44, 70°; c2) k =  100, 614, fi =  44, 80°;
c3) k =  100, 614, fi =  45, 20°; c4) k =  100, 34, fi =  45, 30°; abc) k =  100, 598, fi =  45, 00°.
As setas indicam alterações na funcão de onda na transicao de um autoestado para outro.

pode ser encarado ao levarmos em conta a dinâmica dos autoestados que evoluem sob baixa 

sensibilidade as variacoes T . Por exemplo, a família A, a qual possui menor sensibilidade, 

tanto para os autoestados a1 e a2 calculados antes da simetria e a3 e a4 calculados após 

a simetria, a funcao de onda mantem a distribuicao espacial constante. Na família B, no
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entanto, e possível observar pequenas modificações na estrutura da função de onda. A  família 

C, cuja dinâmica apresenta maior sensibilidade a T , desenvolve-se com visível deflexao no 

espaço de fase (inclusive para evitar um cruzamento abaixo da linha de geometria d =  45°, 

identificado por “+ ”), e por isso as autofuncoes exibem vis íveis variacães na sua distribuicao 

de densidade. As setas indicadas na Fig. 3.9b —  Família C —  mostram tais variaçoes em c1 

e c2 na parede lateral l2, antes da simetria, e na parede inferior l1 dos autoestados c3 e c4, 

apos a simetria.

O deslocamento angular atribuído a este sistema em que d G [44°, 46°] condiciona as 

fam lias a um padrãao de igualdade entre a distribuiçcãao das autoenergias obtidas abaixo e 

acima de d =  45,0° (ver Fig. 3.6). Assim observamos pelos autoestados da família C que 

a morfologia da funçcaão de onda associada a c1 e c2 constru da no espaçco de paraâmetros em 

que d <  45, 0° difere da morfologia de c3 e c4 mediante a troca das paredes li o  l2.

A  partir de agora, vamos analisar o comportamento das solucoes do triangulo para angulos 

fora da geometria regular. A  Fig. 3.10a mostra em detalhes a regiao delimitada por IV  na 

qual identificamos o primeiro caso de repulsao de níveis. Na Fig. 3.10b, sao plotados os 

autoestados a1 a a4 localizados na curva definida por A, e os autoestados b 1 a b4 localizados 

na curva que define B. De acordo com a morfologia da funcão de onda relativa aos autoestados 

da Fig. 3.10b, e possível observar uma nítida indentidade entre os autoestados a l e a2 com 

os autoestados b3 e b4. Assim como essa mesma semelhança tambem e observada entre 

os autoestados b1 e b2 com a3 e a4. Estes “saltos” da funcao de onda entre famílias sao 

entendidos como uma consequencia direta das fortes variacoes dos parâmetros de energia 

e geometria que ocorrem em regiães de convergencia (aproximacao entre autoestados de 

diferentes famílias). Logo, para que a morfologia matenha uma certa constancia estrutural, a 

funcao de onda evita regioes mais fortemente afetadas pelas variacães dos parâmetros k e d, 

mantendo uma tendencia de evolucao que resulta em inversoes da morfologia nos autoestados 

interativos.

Apenas para incremento de informacoes, exemplificamos pelo grafico da Fig. 3.10c como 

identificamos as autoenergias de uma determinada fam lia para em seguida calcular a funçcãao 

de onda. Nele e plotado um corte bidimensional para o ângulo d =  45, 37° da Fig. 3.10a. 

Quando o valor do angulo e combinado com as autoenergias destacadas no grafico temos,
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a) I V  c)

Figura 3.10: a) Gráfico de densidade k x fi x (|T k(i, j)|2) da região IV. b) Densidade de 
probabilidade da funcao de onda |̂ |2 associada aos estados: a1) k =  100, 283, fi =  44, 34o; 
a2) k =  100, 2867, fi =  44, 37o; a3) k =  100, 2864, fi =  44,43o; a4) k =  100, 2846, fi =  44, 45o; 
b1) k =  100, 3005, fi =  44, 34o; b2) k =  100, 297, fi =  44, 37o; b3) k =  100, 3, fi =  44, 43o; 
b4) k =  100, 3026, fi =  44, 45o. c) Gráfico de k x (|Tk(i, j)|2). Os picos indicam autoenergias 
do sistema que, quando associados a fi =  45, 37o, constroem os autoestados a2 e b2.

por exemplo, a construcao dos autoestados a2 com k =  100, 286 e b2 com k =  100, 297, 

como ilustrado. Por conseguinte, cada pico da matriz de espalhamento que identificamos 

em funcao do námero de onda caracteriza um autoestado associado aquela autoenergia e 

geometria correspondente.

A  tendencia observada em relacão as propriedades da matriz T  e estrutura da funcao de 

onda na regiao IV  tambem e observada na regiao V  mostrada na Fig. 3.11a. V, assim como 

IV, esta localizada no espaço de fase no qual os ângulos internos definem bilhares com dina- 

mica caática [52], e por isso as famílias ao convergirem se repelem a fim de evitar cruzamentos.

68
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V

101,26 101,28 101,3
b) k

Figura 3.11: a) Gráfico de densidade k x fi x (\Tk( i , j )|2) da região V. b) Densidade de
probabilidade da funcao de onda \̂ \2 associada aos estados: a1) k =  101, 266, fi =  45, 60°;
a2) k =  101, 271, fi =  45, 62°; a3) k =  101, 275, fi =  45, 68°; a4) k =  101, 273, fi =  45, 70°;
b1) k =  101, 287, fi =  45, 60°; b2) k =  101, 284, fi =  45,62°; b3) k =  101, 289, fi =  45, 68°;
b4) k =  101, 295, fi =  45, 70°.

De acordo com os autoestados mostrados na Fig. 3.11b, a funcao de onda associada a estes 

autoestados possui tendencia de evolucão que mantem a morfologia constante ate se aproxi­

mar da região de interacao. Após interagir com a família vizinha, os autoestados invertem a 

morfologia “tomando” a densidade de probabilidade que anteriormente era associada a outra 

família. Por isso e possível observar a semelhança entre os estados a1 e a2 com b3 e b4, assim 

como essa mesma semelhança tambem e visível entre b1 e b2 com a3 e a4. Como observado 

para a regiao IV, a funcão de onda novamente apresenta propensao a “evitar” regiães mais
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fortemente afetadas pelos pontos de convergência, invertendo a morfologia entre as famílias 

quando ha ocorrência de repulsão de níveis.

Essa tendencia de repulsao tamb em e condicionada a interaçães triplas, como descrito 

pelas famílias contidas na regiao delimitada por V I da Fig. 3.12. Nela temos três famílias 

que desenvolvem-se sobre uma mesma regiao de convergencia, e nesta regiao novamente 

ocorre inversao da morfologia associada a funcão de onda. A  semelhanca e observada entre 

os autoestados a1 e a2 com c3 e c4, entre b1 e b2 com a3 e a4, e entre os autoestados c1 e c2 

com b3 e b4. O aspecto da interacao pode ser deduzida a partir destas trocas de morfologia, 

isto e, de acordo com as linhas coloridas da Fig. 3.12a, a família B, localizada no centro, 

interage tanto com os autoestados de A  quanto com os de C mediante as tendencias b2 ^  a3 

e c2 ^  b3, respectivamente, assim como os autoestados de A  e C tamb e m possuem interacão 

entre si mediante a2 ^  c3.

Das duas ultimas discussães acima sobre a inversao da funçao de onda diante de interações 

entre autoestados, a Fig. 3.13 e um bom exemplo deste cenario. Nela temos novamente uma 

interacao tripla descrita por três famílias A, B e C. H á ocorrência de repulsão de níveis entre 

A  e B, e esta ultima com a família C. Como antecipadamente esperávamos, a inversão ocorre 

entre as famílias A  e B atrave s dos autoestados com as tendencias a2 ^  b2 e b1 ^  a3, e 

entre B e C atrave s de b3 ^  c3 e c2 ^  b4. Ao contrario do que ocorre na interacao tripla da 

Fig. 3.12, em V II  nao identificamos interacão entre as famílias A  e C exceto pelo aspecto da 

funcão de onda devido as trocas de morfologia, pois mesmo nao havendo interaçao aparente, 

ambas possuem funcães de onda semelhantes devido as tendencias de evolucao a1 ^  a2 ^  

b2 ^  b3 ^  c3 ^  c4.

Dois pontos que valem destaque para esse aspecto desenvolvido pelas famílias da Fig. 3.13 

diz respeito a distribuicao espacial de |Q|2. O primeiro ponto se refere a propensao da funcao 

de onda em concentrar-se em areas espec ficas no interior do bilhar, como ocorre por exemplo 

nos autoestados a1, a2, b2, b3, c3 e c4. O autoestado c4 (tambem visto em tres dimensoes 

ao lado), por exemplo, descreve uma densidade de probabilidade que se acentua no vertice 

superior do triângulo que compreende ao ângulo 90° — d . Tambem, parte destes picos alocam- 

se adjacentemente a parede l2. A  razão disso e resultado da dinâmica associada as famílias nas 

quais os autoestados sao gerados. Neste caso em particular, os autoestados citados evoluem
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Figura 3.12: a) Gráfico de densidade k x p x (\Tk(i, j)|2} da região VI. b) Densidade de 
probabilidade da funcão de onda \̂ \2 associada aos estados: a1) k =  101, 323, p =  44, 65
a2) k =  101, 329, p  =  44, 7o; a3) k =  101, 333, p  =  44, 75o; a4) k =  101, 332, p  =  44, 79
b1) k =  101, 336, P =  44,65o; b2) k =  101, 335, p  =  44, 7o; b3) k =  101, 334, p  =  44, 77
b4) k =  101, 334, p  =  44,8o; c1) k =  101, 341, p  =  45,65o; c2) k =  101, 339, p  =  45, 70o; c3)
k =  101, 341, p =  44, 77o; c4) k =  101, 345, p  =  44, 81o.

em um pequena faixa de p e consequentemente apresentam morfologias que localizam a 

densidade da funcão de onda na regiao periferica do bilhar. Veremos posteriormente que o 

fato de uma família evoluir sob uma estreita variaçao de p em relacão a energia não e via 

de regra para que a funcao de onda se concentre necessariamente na periferia do bilhar. Em 

alguns casos, a funcão de onda tambem exibe densidade que se distribui tambem de maneira 

localizada, porem, em regioes mais centralizadas.
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101,56 Í0Ü6 101,64 
b) k

Figura 3.13: a) Gráfico (\Tk(i , j )|2) x k x 0 da região V II. Ao lado e plotado o autoestado 
c4 sob o ponto de vista tridimensional. A  linha colorida indica qualitativamente a trajetória 
de uma partícula no seu bilhar anólogo classico. b) Densidade de probabilidade da funcao de 
onda \2 associada aos estados: a1) k =  101, 655, 0 =  45,61o; a2) k =  101, 643, 0 =  45, 62o; 
a3) k =  101, 636, 0 =  44, 68o; a4) k =  101, 646, 0 =  45, 72o; b1) k =  101, 612, 0 =  45, 58o; 
b2) k =  101, 604, 0 =  45, 765o; b3) k =  101, 587, 0 =  45, 66o; b4) k =  101, 580, 0 =  45, 71o; 
c l) k =  101, 563, 0 =  45, 58o; c2) k =  101, 57, 0 =  45, 63o; c3) k =  101, 563, 0 =  45, 68o; c4) 
k =  101,550, 0 =  45,69o.

O segundo ponto de destaque se refere a uma determinada partícula cuja dinamica esta 

confinada em uma órbita periodica e estruturalmente instóvel. A  periodicidade mencionada e 

indicada pela linha colorida inserida no autoestado c4 o qual descreve qualitativamente como 

ocorre a interaçao dessa partícula com as três paredes. Os demais autoestados a1, a2, b2,

72



b3 e c3 também exibem esse mesmo padrão em particular, mas não iremos incluir a linha 

colorida para nao poluir demasiadamente o grafico. No anaiogo ciassico, a partícula entao 

interage perpendicularmente com as duas barreiras l\ e , somado a uma interacao tambem 

perpendicular na parede l3 =  \Jl2 + 1|. Como estamos em uma região alta do espectro e 

consequentemente em uma regiao com baixo comprimento de onda, a menor alteracao na 

angulacao interna das paredes resultaria em uma ruptura dessa dinâmica.

A  Fig. 3.14 ilustra, no caso cMssico, como variações bruscas da geometria resultam na 

quebra da dinamica associada a uma partícula confinada em uma trajetória periódica descrita 

por ^ '(x ,y ).  Enquanto a geometria mantem variacoes suficientemente pequenas, a partícula

Figura 3.14: a) Ilustração de uma partícula com dinâmica descrita por ^ '(x , y) confinada em 
uma orbita periodica para um determinado bilhar definido por fi e l1 e l2. b) Apos variacões 
significativas nas dimensões do bilhar mediante A fi e A l i  e A l2, a periodicidade e “quebrada” 
e a trajetória, agora aleatória, passa a ser descrita por ^ ''(x ,y ).

e capaz de manter a trajetoria em uma orbita periodica. Mas quando impomos variacões 

nas dimensões do sistema mediante um A fi grande, e consequente variacoes A l1 e A l2 nas 

paredes, a partícula nao sustenta mais tal periodicidade e ocorre a ruptura na dinamica 

mediante (x ,y ). Em nossos estudos a funçao de onda exibe esta mesma tendencia com 

funçoes de onda dando “saltos” de família em família a fim de evitar mudancas bruscas no 

espaço k x f i , como e comum em regiões de convergencia. Tal tendencia e a característica 

que confere a partícula a c o n d ã o  de instabilidade, pois a existencia de uma orbita periodica 

fica condicionada a ínfimas variacões de geometria e energia. Esta ultima e justificada pelo 

fato de que uma mesma família nao sustenta tais orbitas por longos intervalos de energia.
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*3.1.3 Orbitas periódicas em estados cicatrizados
O aspecto encontrado para a função de onda que descreve uma partícula em uma dinâmica 

periódica representa uma propriedade já identificada na literatura e e conhecida como cica­

trizes [94]. As cicatrizes sao autofuncões de sistemas classicamente caoticos que atingem um 

pico acentuado ao longo de orbitas periádicas [95,96]. Um exemplo e mostrado na Fig. 3.15 

(retirada da referencia [3]), onde temos o bilhar estadio de Bonimovich, no qual a funcao de 

onda associada ao autoestado possui acentuada densidade nas proximidades de uma orbita 

periodica instavel associado ao bilhar analogo classico [3,97].

Figura 3.15: Densidade da função de onda \̂ \2 do bilhar estadio de Bonimovich com energia 
correspondente k2 =  1395, 7. As linhas amarelas indicam a trajetória de uma partícula no 
seu bilhar analogo classico. Figura retirada da referencia [3].

Muitas das estruturas ja  investigadas demonstram que conjunto de autoestados se conec­

tam com tais orbitas e, ate onde se sabe, são mais frequentes sob altas energias [54]. Esta 

ultima afirmacão e confirmada por nossos resultados anteriores para k E [1, 20] cujas famílias 

distribuem-se de maneira paralela e vertical no espaço de parâmetros k x p . Dessa forma, 

para baixas energias e com variacoes angulares suficientemente pequenas, a morfologia da 

funcçãao de onda mantem-se uniformemente distribuida por todo o interior do contorno, que 

e resultado de uma dinamica de autoestados que evolui numa estreita faixa de energia em 

relaçcãao a p.

O primeiro trabalho sobre essas orbitas foi proposto em 1987 por Eric J. Heller no seu 

artigo Bound-State Eigenfunctions of Classically Chaotic Hamiltonian Scars of Periodic O r­

bits [98]. Nele, mostra-se um efeito importante de orbitas periodicas instaveis de curto período 

nas autofunçcãoes dos sistemas classicamente caoticos.
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Em nossos estudos, as cicatrizes surgem com frequencia em autoestados que possuem uma 

dinamica estreita em relacão a variacao dos angulos internos do bilhar com a energia, como 

ilustrado na Fig. 3.16 (vamos adotar agora a denominacão de “grupo” e nao mais “família” , 

pois os autoestados são calculados em famílias diferentes). Neste espaço de parâmetros 

avaliamos a ocorrência de cicatrizes para um conjunto de ângulos fi E [42°, 45o] . No primeiro 

grupo A, os autoestados exibem funcães de onda que acentuam a densidade de probabilidade 

ao longo de l 1 somado a um pico no ve rtice definido pelo ângulo fi.

Devido ao maior intervalo de energia que estamos considerando, podemos identificar dois 

aspectos importantes na morfologia dos autoestados. O primeiro diz respeito a morfologia da 

funcao de onda que apresenta-se mais localmente distribuida, isto e, a distribuição espacial 

da funcçãao de onda em pequenos espaçcos no interior do bilhar e condicionada a inclinaçcaão da 

fam lia na qual o autoestado e constru do, de tal forma que quanto menor for o intervalo de 

fi em relacão a energia, maior serâ a concentraçao da funçao de onda em areas espacialmente 

menores do bilhar. Vejamos, por exemplo, que o autoestado a1 possui funçao de onda mais 

localizada em relaçcãao ao seu outro autoestado a5 do mesmo grupo, pois este ultimo e originado 

em uma família que evolui sob um maior intervalo de fi em relacão a k. O mesmo pode ser 

observado entre os autoestados b1 e b5 e entre c1 e c5. Tais afirmacoes podem ser reforçadas 

por analise quantitativa.

Vamos considerar um pequeno intervalo de numero de onda em torno do autoestado a1 

(indicado pelos pontos “• ” na Fig. 3.16a, os demais pontos nao serão inseridos para nao poluir 

demasiadamente o grafico), ou seja, k(a1 ) — k(“ 1 ) =  101,175 — 101,133 =  A k 2“^  =  0, 042, 

com as suas geometrias correspondentes fi, assim, fi2“ 1) — fi 1) =  43,995° — 43, 9575° =  

A f i (a1/) =  0, 0375 (o sobrescrito ’ e usado para diferenciar as coordenadas aqui inseridas 

das coordenadas proprias dos autoestados). Usando a relacao trigonome trica da tangente 

para o triâangulo retaângulo, a inclinaçcãao aproximada da fam lia em que o autoestado a1 e 

calculado e tan- 1(A fiU U / A k 2“ 1̂ ) 41, 76°. Faremos o mesmo para o autoestado a5 usando

a mesma t ecnica, logo, k2“5) — k2“5°  =  102,1 — 102,057 =  A k 2“5/) =  0, 043 e fi2“5) — fi2“5°  =  

44, 8° — 44, 7525° =  A f i (“5/) =  0, 0475. Pelo calculo da tangente inversa, a inclinaçao na qual 

a5 e calculado e tan- 1 (A f i (“5/) /Ak (“5/)) 47, 84°. Repetimos a analise agora para os três

autoestados b1, b3 e b5. Então temos, k],61) — k(b1) =  101, 2695 — 101, 2135 =  A k (b1/) =
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Figura 3.16: a) Grafico de densidade k x P x (|Tk(i, j)|2). Ao lado e mostrado os autoestados 
a5 e b5 sob o ponto de vista tridimensional. As linhas coloridas indicam qualitativamente a 
trajetoria de uma part ícula no seu bilhar analogo classico. b) Densidade de probabilidade da 
funcao de onda |p |2 associada aos estados: a1) k =  101,135, P =  43, 96o; a2) k =  101,44,
P =  44, 21o; a3) k =  101, 69, p =  44, 2o; a4) k =  101, 86, p =  44, 57o; a5) k =  102,1,
P =  44, 8o; b1) k =  101, 235, P =  43,47o; b2) k =  101, 565, P =  44, 82o; b3) k =  101, 905, 
P =  44, 21o; b4) k =  102, 085, P =  44,44o; b5) k =  102,185, P =  44, 59o; c1) k =  101, 23,
P =  42, 35o; c2) k =  101, 645, P =  42, 68o; c3) k =  101, 83, P =  42, 83o; c4) k =  102,14,
P =  43, 12o; c5) k =  102, 25, P =  43, 31o.

0, 056 e Pi]610 -  P f 1'} =  44, 8o -  44, 7525o =  A P Í61') =  0, 06, logo, tan- 1 (A P Í61')/Ak (61')) «  

46, 97o. Para b3 e b5, temos tan- 1 (A P (63')/Ak (63')) ~  50, 3o e tan- 1 (A P (65')/Ak (65' ^ ~  

60,12o, respectivamente.
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Pelos resultados acima, chegamos a conclusaão de que o fato do autoestado a1 possuir 

morfologia mais localizada em relaçcãao a a5 e resultado da inclinaçcãao relativa entre as fam lias 

de ambos, pois, tan-1 (A f i2“1/)/Ak2“1/)) <  tan-1 (A f i2“5/)/Ak2“5/)). O mesmo vale para o grupo 

B, tan-1 (A f i (b1/)/A k (b1/)) <  tan-1 (A f i2b3/)/Ak (b3/)) <  tan-1 (A f i2b5/)/Ak (b5/)).

O segundo aspecto de importante nota se refere a quantidade de orbitas presentes em cada 

grupo. Por exemplo, no grupo A  os autoestados possuem funcoes de onda que descrevem 

apenas uma orbita, enquanto no grupo B, os autoestados exibem morfologias descritas por 

duas orbitas. O mesmo padrãao se repete para o grupo C onde as orbitas, apesar de menos 

evidentes, estao em maior numero. Esta ultima observacão e reforçada com a Fig. 3.17 onde 

avaliamos a existencia de cicatrizes para fi E [39°, 42°]. Nesta regiao, pelos autoestados gera­

dos no três grupos D, E e F, nota-se que as orbitas passam a ser indistinguíveis e a ocorrência 

de cicatrizes tende a desaparecer. Portanto, e conceb vel afirmar que uma determinada ci­

catriz exige certas condicoes espec íficas para existir. Uma das poss óveis, e aqui observada, 

e que os autoestados necessariamente precisam ser constru dos sob fam lias que evoluem em 

estreitas faixas de geometria em relaçcãao a energia do sistema.

Em suma, de acordo com as discussoães levantadas acima, podemos citar duas conclusãoes a 

respeito das cicatrizes existentes no bilhar triangular. A  primeira: a distribuição da funcao de 

onda, ora mais localizada, ora menos, depende diretamente da inclinacçãao da fam lia na qual 

o autoestado e calculado. A  segunda: a quantidade de orbitas presentes em um determinado 

autoestado nãao depende da inclinacçãao da fam lia na qual o autoestado e constru do, mas sim, 

em qual grupo e construído (observe que ían-1 (A f i (b1/)/Ak (b1/)) <  ían-1 (A f i2“5/)/Ak2“5/)), 

logo, b1 possui duas orbitas e a5 apenas uma).

3.1.4 Estatística dos níveis de energia
Nesta seção, vamos analisar a distribuicao dos níveis de energia e obter a dinâmica para alguns 

f i ’s particulares. Antes de avaliarmos as distribuições (A .1) a (A.4) (Apendice A ) faremos 

a contagem de autoestados para que possamos comparar os dados anal ticos e num ericos e 

entaão determinar a dinaâmica mais apropriada ao sistema mediante calculo da densidade de 

probabilidade P (s ).

Como sabemos, o bilhar triangular gene rico não possui solucao anal ítica. Por isso, compa-
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a)

Figura 3.17: a) Gráfico de densidade k x fi x (|Tk(i, j)|2). b) Densidade de probabilidade da 
função de onda |̂ |2 associada aos estados: d l) k =  101,122, fi =  41, 22°; d2) k =  101, 29, 
fi =  41, 43°; d3) k =  101, 451, fi =  41, 6°; d4) k =  101, 665, fi =  41, 81°; e l) k =  101,122,
fi =  39,66°; e2) k =  101, 402, fi =  40,177°; e3) k =  101, 78, fi =  40, 74°; e4) k =  102,169,
fi =  41, 25°; f l ) k =  101, 99, fi =  39, 26°; f2) k =  102, 085, fi =  39, 49°; f3) k =  102,176,
fi =  39, 69°; f4) k =  102, 305, fi =  39, 93°.

ramos os autovalores obtidos pelo nosso metodo com a formula de Weyl [59,99], que fornece 

o námero medio de estados quanticos com energia menor ou igual a E  [100],

(N (E )) =  —  (A E  -  P V E  +  K ), (3.1)
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onde A  e P  sao a area e o perímetro do bilhar, respectivamente, e E  =  k2. K  e uma constante 

que carrega as informações sobre a natureza topologica do bilhar e, por simplicidade, vamos 

desconsidera-la.

Fazendo E n =  ( N (E n)) em (3.1) (avaliamos a equacão (3.1) para cada E n para obter 

as novas energias En), “desdobramos” o espectro por meio de uma linearizaçao do conjunto 

de energias para que o espaçcamento m edio destas seja uniforme e igual a 1 no intervalo do 

espectro considerado. A  Fig. 3.18 mostra a funcão de escada espectral resultante de (N (E )) 

para os primeiros 1280 níveis de energia do bilhar triangular reto nas geometrias fora da 

linha regular. Nossos resultados mostram-se eficazes para angulos que estão suficientemente 

distantes do triangulo regular (45°, 45°, 90°). Tal aspecto se confirma ao comparar a funçao 

de escada para fi =  44, 0° e fi =  44, 8°, por exemplo. Este ultimo mostra divergencia entre os 

dados teoricos obtidos pela equacao de Weyl, com os dados numericos calculados pelo MCP.

A  razao disso se deve ao fato de que o triângulo (45°, 45°, 90°) possui estados degenerados, e 

estes quando muito proximos de fi =  45, 0° nao se separam imediatamente diante de ligeiras 

variaçcãoes da geometria.

Podemos entender a discussãao acima da seguinte forma: os dois paraâmetros dos quais 

nosso metodo dispãe para viabilizar a precisão das soluçães são o dk =  (k f — kj)/nk, que 

define o comprimento do segmento de energia calculado sobre um intervalo kf — k  dividido 

em nk segmentos de comprimento dk, e a razao ^ =  A/À, que define a relação entre o 

comprimento da onda À incidente ao sistema e o comprimento do segmento A  da barreira.

A  diminuicao numerica destes dois parâmetros resulta no aumento da precisão dos calculos. 

Contudo, ambos esrâo conectados inversamente a dimensao N  da matriz T , em que quanto 

maior N , maior a exigencia computacional. O primeiro parâmetro dk tem a tarefa de dissociar 

os níveis de energia em qualquer regiao do espaco de fase, e o segundo, ^, controla a precisao 

num erica deslocando o espectro na tentativa de aproximar as energias de um valor ressonante 

mais proximo do exato.

Em alguns pontos nos quais ocorre a convergâencia entre fam lias, os autoestados aproximam- 

se de tal forma que o espacamento entre níveis vizinhos e menor que o dk atribuído ao metodo, 

assim o programa conta apenas um autoestado ao inve s de dois ou mais. Poderíamos sanar 

este problema imputando maior precisao ao valor numerico das energias por meio da deter-
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Figura 3.18: Funçao de escada espectral dos primeiros 1280 n íveis de energia para angulos 
compreendidos nas proximidades da regiao regular do triangulo. As curvas representam as 
solucoes anal íticas e num ericas por (3.1) (W eyl) e MCP, respectivamente.

minaçao de p. e dk menores, mas pela equação (2.60), vemos que a dimensao da matriz cresce 

inversamente tanto com o valor de p quanto de dk.
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A  Fig. 3.19a traduz graficamente a discussão do parágrafo anterior. Nela é feita a

Figura 3.19: a) Funcao de escada espectral mediante resultados anal íticos (usando Weyl-(3.1) 
e (3.2)) e numericos via MCP. A  legenda “s/ deg” indica autovalores de (3.2) com apenas um 
autoestado por degenerescencia. b) Distribuiçao dos níveis de energia P (s ) para as primeiras 
953 autoenergias do triângulo (45o, 45o, 90°). As linhas contínuas representam as distribuições 
de Poisson e Wigner (GOE).

contagem de autoestados usando duas solucões analíticas para o triangulo (45°, 45°, 90°). 

A  primeira usando a equaçao de Weyl descrita por (3.1) e a segunda descrita pela equaçao 

de autovalores de energia que define o espectro analítico do triangulo (45°, 45°, 90°) [52,101],

kA ) =  n  /m ! +  n !
hjm,n n A I p  ’ (3.2)

com m  >  n e li =  l2. Dados relativos a (3.1) e (3.2) indicam que ha perda na contagem de au­

toestados pelo MCP. No entanto, estes autoestados se referem as degenerencias do triangulo, 

em que o espacamento medio entre estados vizinhos e s =  0. Para que a identificacao destas 

degenerescencias pelo M CP fosse poss ível, dever íamos atribuir dk =  0 e por consequencia 

nk —— oo, o que obviamente inviabilizaria a aplicaçõo numerica. Mas quando removemos 

as degenerescencias da solucao analítica, mantendo apenas um autoestado por energia, a 

contagem pelo M CP passa a ter uma boa margem de aproximacao com o metodo analítico, 

como visto em detalhes na Fig. 3.19a. A  Fig. 3.19b exibe a densidade de probabilidade P (s ) 

obtida via M CP para as primeiras 953 autoenergias do triângulo /3 =  45°. Assim como es­

perávamos, a ausencia de estados degenerados na contagem numerica resulta em uma visível 

divergencia no aspecto da densidade de probabilidade P (s ) em relaçao aos dados ja descritos
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na literatura, onde e mostrado que o bilhar (45°, 45°, 90°) possui dinamica associada a uma 

distribuicõo de Poisson [52,56].

De qualquer forma, a existencia de estados degenerados em uma determinada geometria 

nao compromete o desenvolvimento da nossa pesquisa, tendo em vista que neste trabalho 

a funcao de onda e o principal objeto de estudo. Alem disso, a funçao de onda de estados 

degenerados pode ser obtida mediante a escolha correta da simetria do sistema atrav es do 

angulo de incidencia 0. Como visto, por exemplo, nas figuras 3.8 e 3.9 nos autoestados ab 

calculados sobre fi =  45°.

Na Fig. 3.20 mostramos a densidade de probabilidade P (s) em funçao do espacamento 

me dio de níveis de energia para alguns valores de fi. As linhas cont ínuas se referem a dis­

tr ib u te s  que mais se aproximam dos histograma obtidos pelo MCP. Em todos os casos 

que observamos, ha uma forte tendencia para a d is tr ib u to  de probabilidade do tipo Berry- 

Robnik com variacões nos parâmetros de ajuste p1 e p2, sendo p1 +  p2 =  1. E poss ível 

interpretar tais parâmetros como uma proporcõo percentual intermediaria entre as distribui­

ções de Poisson e Wigner (GOE). Vejamos por exemplo o caso fi =  44, 0° em que p1 =  0, 38 

e p2 =  0, 62. Podemos aferir que nessa geometria em particular, a estat ística de níveis e 

resultado de uma d is tr ib u to  de probabilidade P (s ) intermediaria com 38% do tipo Poisson 

e 62% GOE.

3.2 Análise de famílias para f i  £ [29o , 31o]

Nesta secao vamos mostrar os resultados obtidos para o triangulo cuja geometria varia com 

fi £ [29°, 31°]. A  analise das propriedades da matriz T ( i , j ) e a morfologia dos autoestados 

associada as famílias sao feitas sob as mesmas regioes do espectro. Primeiramente para uma 

regiaõo baixa e posteriormente para uma regiõao alta. As dimensõoes das paredes mant em-se 

com l1 £ [1, 9,1, 82] e l2 £ [1, 05,1, 09].

3.2.1 Soluções ^ (x ,y ) para k £ [1,20]
Na Fig. 3.21a temos a densidade de autoestados no intervalo k £ [1, 20]. As famílias des­

crevem uma dinamica que se assimila ao que e observado quando fi £ [44°, 46°] da Fig. 3.3.
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(3 =  44 ,0 ° (3 =  4 4 ,2°

Figura 3.20: Densidade de probabilidade P (s )  para ângulos p =  44,0o, p =  44, 2o, p =  44,4o, 
p =  44, 5o, p =  44, 6o e p =  44, 8o. As linhas cont ínuas representam P (s ) de Poisson, Wigner 
(GOE) e Berry-Robnik (BR). Os histogramas sao montados numericamente via MCP.

Porem, mesmo situando-se na regiao em que os níveis de energia possuem comprimento de 

onda grande, os autoestados calculados para qualquer p diferem ligeiramente na morfologia
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a)

Figura 3.21: a) Grafico de densidade (jTk(i, j)|2) em funçao do espaço de parâmetros k x . 
Densidade de probabilidade da fum^ao de onda j^j2 com k(a1) =  5, 211, k(a2) =  k(a3) =  5,18; 
k(a4) =  k(a5) =  5,148; k(b1) =  8,568; k(b2) =  8,536; k(b3) =  k(b4) =  8,505; k(b5) =  8,473; 
k(c1) =  k(c2) =  k(c3) =  10,341; k(c4) =  k(c5) =  10,31; k(d1) =  11,925; k(d2) =  11,893; 
k(d3) =  11,861; k(d4) =  11,83; k(d5) =  11, 798. As setas indicam variações na morfologia da 
funçõo de onda na transicõo de um autoestado para outro.

da funcao de onda. A  setas destacadas na Fig. 3.21b indicam pontos em que e possível obser­

var tais alteracões. Na família B, por exemplo, e possível ver um achatamento na regiõo que
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contém um mínimo da função de onda próximo a mediana da hipotenusa. Em C, o terceiro 

ponto de maximo, contado a partir do vertice de /3, alonga-se em direçao ao angulo reto do 

triângulo. Na família D, ha um ponto na regiao central do bilhar em que um no da funçao 

de onda separa-se para formar dois nós distintos. Estas pequenas variações para os primeiros 

autoestados podem ser interpretadas devido a maior sensibilidade da matriz T  a variações 

dos ângulos internos do sistema, tendo em vista que nesse caso as paredes li e l2 formam um 

bilhar com órea relativamente menor do que o caso discutido na seçao anterior.

De acordo com o espectro analítico de autovalores do triângulo (30°, 60°, 90°) dada pela 

equaçao (2.69), a primeira degenerescencia surge com k ^  =  18, 67, que corresponde a vi- 

gesima autoenergia. Este resultado tambem e obtido numericamente e pode ser visto em 

detalhes ao lado Fig. 3.21a para o nómero de onda k =  18,61 que tambem corresponde a 

vigíesima autoenergia.

3.2.2 Soluções ÿ ( x , y )  para k G [100,102]

Vamos agora determinar as solucões do triângulo para altas energias. A  Fig. 3.22 mostra 

(|Tk( i , j )|2} em funcao do espaço de parâmetros k x /3 com o espectro de energia no intervalo 

k G [100,102], Pela disposição das famílias observamos novamente o aspecto de evolução

31
30.8
30.6
30.4

^  3°,2
£  30CQ_ 29.8

29.6
29.4
29,2

29
100 100,4 100,8 101,2 101,6 102

k

Figura 3.22: Gráfico de densidade (\Tk ( i , j  )|2} em função do espaço de parâmetros k x /3 . A  
linha pontilhada horizontal forma o bilhar triangular (30°, 60°, 90°). As regioes I a V I serao 
ampliadas para uma discussao mais detalhada da funçao de onda.
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sob forte sensibilidade a variacão dos angulos internos. No bilhar definido pela geometria 

regular fi =  30° (linha me dia horizontal), as famílias se sobrepoe sobre uma mesma energia e 

geometria, e o resultado e a ocorrência de estados degenerados [52, 102]. Quando quebramos 

a simetria do sistema com variacoes nos angulos internos, as famílias passam a ter compor­

tamento convergente. Para uma discussao mais detalhada de cruzamentos e repulsoes, bem 

como a morfologia associada aos autoestados, selecionamos as regioes I a V I do espaco de 

fase para ampliaçao.

A  Fig. 3.23 mostra com detalhes uma porção das famílias contidas em I, que evoluem 

na regiao de transiçao entre um bilhar regular e irregular. Os autoestados a3 e b3 são 

calculados sobre o triangulo regular (30°, 60°, 90°). Os demais sao calculados no triangulo 

irregular. A  funçao de onda associada aos autoestados da família A  apresentam semelhancas 

em sua morfologia, excetuando algumas regiãoes da area interna em que vemos pequenas 

concavidades. Por exemplo, as setas da Fig. 3.23b indicam uma pequena area de no que 

se desloca em direcao a aresta lateral l2 à medida que fi e deslocado, estando situada na 

mediana de l1 definida por x =  l1/2 quando calculada em fi =  30°. O intervalo de transição 

em estudo nao oferece ao bilhar a mesma simetria que e vista no caso anterior (Fig. 3.6). 

Embora os autoestados a1 e a4, por exemplo, sejam constru dos em geometrias igualmente 

espaçadas a partir da linha de simetria fi =  30, 0°, os seus numeros de onda possuem uma 

diferença numerica de k2“4) — k(a1) =  0, 018. Os autoestados gerados em B tambem apresentam 

semelhanca na morfologia da funcao de onda, em especial devido a ausencia de fortes variaçoes 

da matriz T  diante da dependâencia dos seus parâametros k e fi.

O caso descrito acima exibe um comportamento at pico a respeito da fam lia A, pois, 

como sabemos, um conjunto de autoestados (uma família) possui a tendencia de sustentar a 

morfologia da funcao de onda quando a família evolui em linha reta. A  tendencia e mantida 

at e que um determinado autoestado de uma fam lia passe a interagir com outro autoestado 

de outra fam lia, assim uma repulsaão ocorre e a morfologia entre eles e invertida. Mas de 

acordo com a evolucão da família A, e possível observar que proximo ao bilhar fi =  29, 9° 

a família e defletida, assim como ocorre na regiao que descreve o bilhar fi =  30, 05°. No 

entanto, os autoestados de B nao indicam que ocorre qualquer inversao da morfologia com 

os estados de A. Logo, tal característica sugere que as famílias A  e B nao possuem qualquer
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Figura 3.23: a) Gráfico de densidade k x fi x (jTk(i, j)|2) da regiao I. Ao lado sao exibidos 
os estados a l e a3 em três dimensões. b) Densidade de probabilidade da funcao de onda 
j^j2 associada aos estados: a l) k =  101, 389, fi =  29,89o; a2) k =  101, 38, fi =  29,95o; a3)
k =  101, 369, fi =  30,0o; a4) k =  101, 371, fi =  30,05o; a5) k =  101, 354, fi =  30,13o; b l)
k =  101,427, fi =  29,86o; b2) k =  101,426, fi =  29,95o; b3) k =  101,425, fi =  30,0o; b4)
k =  101,426, fi =  30,05o; a5) k =  101,426, fi =  30,1o. As setas indicam flutuacoes na
distribuicao espacial da funcao de onda com a variaçao da geometria.

tipo de interacõo, apesar das nítidas variacões na dinâmica da família A.

As regioes seguintes II e III, mostradas nas figuras 3.24 e 3.25, tambem sõo regioes de 

transiçõo do bilhar irregular para o regular. Nos autoestados das famílias A  e B em II, 

notamos que a funcao de onda nao apresenta inversõo na sua morfologia como com frequencia 

ocorre em regioes de interacao. Considerando ainda que nao ha ocorrência de degenerescencia 

ou equivalente superposicõo de autoestados, podemos afirmar que nesta regiao do espaco de 

fase as famílias nõo possuem qualquer tipo de interacõo, apesar da aparente aproximacõo que 

ocorre entre ambas na linha media horizontal que define o bilhar (30o, 60o, 90o).

Na regiõo III mostrada na Fig. 3.25, as famílias interagem em fi =  30o gerando os auto-
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Figura 3.24: a) Gráfico de densidade k x fi x (\Tk( i , j )|2) da região II. b) Densidade de 
probabilidade da funcao de onda \̂ \2 associada aos estados: a1) k =  100, 841, fi =  29, 91°; 
a2) k =  100, 843, fi =  29, 96°; a3) k =  100,843, fi =  30,0°; a4) k =  100, 843, fi =  30, 03°; a5) 
k =  100, 841, fi =  30, 08°; b1) k =  100, 865, fi =  29, 92°; b2) k =  100, 864, fi =  29,96°; b3) 
k =  100, 862, fi =  30,0°; b4) k =  100, 863, fi =  30,04°; b5) k =  100,865, fi =  30, 08°.

estados degenerados ab, os quais possuem a mesma energia e geometria, mas com diferentes 

angulos de ressonancia 9. Ainda e possível identificar pequenas variacoes na morfologia da 

funçao de onda dos autoestados nas duas famílias. Mesmo que a família A  apresente menor 

sensibilidade a variacao dos angulos internos, os seus autoestados produzem modificacães na 

estrutura da funcão de onda como indicados pelas setas nos autoestados a1 e a4. Nota-se que 

na regiao do bilhar próxima ao vertice que compreende f i , surge uma pequena região escura 

que caracteriza pontos de mínimos da função de onda. E importante mencionar que devido a 

inexistencia de simetria entre as regiães acima e abaixo do bilhar fi =  30°, os autoestados a1
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Figura 3.25: a) Gráfico de densidade k x fi x (|T k(i, j)|2) da região III. b) Densidade de 
probabilidade da funcão de onda |̂ |2 associada aos estados: a1) k =  100,18, fi =  29, 85°; 
a2) k =  100,181, fi =  29, 9°; a3) k =  100,181, fi =  30,1°; a4) k =  100,18, fi =  30,15°; b1) 
k =  100,191, fi =  29, 85°; b2) k =  100,186, fi =  29, 9°; b3) k =  100,186, fi =  30,1°; b4) 
k =  100,192, fi =  30,15°; ab) k =  100,182, fi =  30, 0°.

e a4, por exemplo, cujo fi(a1) =  30° — 0,15° e f i (a4) =  30° +  0,15° estão deslocados em mesmo 

modulo em relação a linha fi =  30°, nao apresentam a mesma morfologia mediante a troca 

l 1 o  l2 como ocorre para o caso de transição fi E [44°,46°]. Este mesmo comportamento e 

observado na família B, a qual tambem apresenta oscilacães na estrutura da funcao de onda.

Vamos agora avaliar o comportamento das famílias diante de variacães da geometria que 

caracteriza bilhares irregulares. A  Fig. 3.26a mostra uma repulsao de níveis na regiao delimi­

tada por IV  da Fig. 3.22. Os graficos tridimensionais ao lado mostram novamente a influencia 

da inclinaçao da família no aspecto dos autoestados. As autofuncoes associadas aos autoes- 

tados a3, a4, b1 e b2 mostram que uma partícula em interaçao com essas geometrias possui
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maior probabilidade de ser detectada ao longo da aresta l2. Neste caso, apesar da morfologia 

sugerir uma dinamica periodica, de acordo com a distribuição espacial das autofuncoes nas 

regiões de inclinacão, nao ha ocorrência de cicatrizes. Para os demais estados a1, a2, b3 e b4, 

a distribuicao espacial e aproximadamente uniforme em toda a area do bilhar. A  inversao da 

morfologia ocorre na regiao de convergencia mediante as trocas a2 ^  b3 e b2 ^  a3.

Na Fig. 3.27a temos em detalhes a região V, na qual duas famílias se repelem após 

interacao (as cores da repulsao ampliada acima do grafico foram invertidas para melhorar 

a visualizacao). Neste intervalo, identificamos as primeiras cicatrizes provenientes das geo- 

metrias p  £ [29o, 31o]. Os autoestados calculados sobre as famílias em evoluçao diagonal

a)
IV

Figura 3.26: a) Gráfico de densidade k x p  x (|Tk(i, j)|2) da região IV. Ao lado são plotados 
a4 e b2 em tres dimensães. b) Densidade de probabilidade da funcão de onda |̂ |2 associada 
aos estados: a1) k =  100,165, p =  29, 43o; a2) k =  100,166, p  =  29,46o; a3) k =  100,155, 
P  =  29, 49o; a4) k =  100,144, p =  29, 5o; b l )  k =  100,194, p =  29, 45o; b2) k =  100,18, 
P =  29, 467o; b3) k =  100,168, p =  29, 5o; b4) k =  100,169, p =  29, 53o.

90



Figura 3.27: a) Gráfico de densidade k x 0 x (|T k(i, j)|2} da regiao V. Ao lado é plotado a4 
sob ponto de vista tridimensional. b) Densidade de probabilidade da funçao de onda |̂ |2 
associada aos estados: a1) k =  100, 926, 0 =  30, 65o; a2) k =  100, 929, 0 =  30, 67o; a3) 
k =  100, 921, 0 =  30, 71o; a4) k =  100, 909, 0 =  30, 73o; b1) k =  100, 96, 0 =  30, 67o; b2) 
k =  100, 945, 0 =  30,69o; b3) k =  100, 936, 0 =  30,74o; b4) k =  100,94, 0 =  30,77o.

(com grande variacao de k em relacao a 0) a3, a4, b1 e b2, mostram que as funcões de onda 

apresentam morfologias que descrevem uma partícula sob dinamica periodica, caracterizando 

uma cicatriz. A  dinamica no analogo classico e descrita qualitativamente pela trajetória em 

linhas vermelhas da Fig. 3.27b. Mencionamos anteriormente que uma autofuncao nõo ne­

cessariamente deve localizar-se nas extremidades do bilhar quando seus autoestados evoluem 

diagonalmente. Para o tipo de interacõo deste caso, a cicatriz desenvolve-se por uma área 

mais ampla do bilhar. A  razõo da periocidade ocorrer proxima a parede 12 e explicada em 

decorrência da variacao inversa dos valores de k em funcao de 0 na evoluçao dos autoestados.

A  Fig. 3.28a mostra a evoluçao tripla de famílias que interagem na regiao V I da Fig. 3.22.
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Diferentemente das regiões em que analisamos até o momento, a regiao V I exibe a família 

B que evolui sem aparente interação com as demais famílias A  e C. E possível verificar

Figura 3.28: a) Gráfico de densidade k x fi x (\Tk(i, j)|2} da região VI. Ao lado sao plotados 
a1 e c4 em tres dimensoes. b) Densidade de probabilidade da funcao de onda |̂ |2 associada
aos estados: a1) k =  100, 52, fi =  29, 3o; a2) k =  100, 537, fi =  29, 32o; a3) k =  100, 547,
fi =  29, 33o; a4) k =  100, 531, fi =  29, 38o; b1) k =  100, 556, fi =  29, 27o; b2) k =  100, 554,
fi =  29, 3o; b3) k =  100, 551, fi =  29, 33o; b4) k =  100, 547, fi =  29, 38o; c1) k =  100, 586,
fi =  29, 27o; c2) k =  100, 564, fi =  29, 32o; c3) k =  100, 58, fi =  29, 346o; c4) k =  100, 6, 
fi =  29, 36o.

esta afirmacao atraves dos autoestados calculados sobre B em relacão aos autoestados de 

A  e C. Uma característica comum entre regioes de interaçao com repulsão e a inversao da 

morfologia da funçao de onda entre os autoestados gerados práximos a interaçao. Como
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tambem sabemos, qualquer que seja a família em evoluçao retilínea possui a tendencia de 

manter a funçao de onda de seus autoestados sob constante morfologia. As variações abruptas 

que ocorrem sao em todos os casos resultado de interacão entre famílias que convergem 

gerando repulsão entre níveis de energia. Do aspecto encontrado para os autoestados de B, 

por exemplo, a invariância da funçao de onda durante o deslocamento angular sugere que 

nao ha sensibilidade da família B em relaçao as demais famílias. Por isso a evolucao contida 

neste intervalo pode ser considerada de interacao somente entre as famílias A  e C, as quais 

possuem nitidamente morfologias semelhantes que são observadas nas inversães a2 — c3 e c1 

—— a4.

Ha ainda a ocorrência de cicatrizes nos autoestados construídos sob coordenadas em 

evolucao diagonal, como visto em a1, a2, c3 e c4. A  linha vermelha descreve uma trajetória 

no analogo classico de uma partícula com dinâmica periodica. A  distribuiçao localizada 

adjacente a parede li com um pico acentuado no vertice compreendido por p (como mostrado 

em três dimensoes pelos autoestados a1 e c4) e atribuído a variação crescente relativa entre 

a geometria e a energia do sistema.

A3.2.3 Orbitas periódicas em estados cicatrizados
Como frequentemente fora discutido neste trabalho, a funcão de onda mostra uma forte 

tendencia em concentrar-se sob pequenas areas do bilhar quando os seus autoestados evoluem 

sob estreitos intervalos de geometria, e que isso pode resultar em dinaâmicas periodicas, as 

cicatrizes. A  Fig. 3.29 exibe autoestados construídos dentro do limite p E [29, 2o, 30, 8o], em 

função do numero de onda k E [100, 6,101, 4]. O grupo de autoestados A  e B sao gerados 

abaixo da linha de simetria de p =  30o, enquanto os de C e D, acima de p =  30o. Os 

autoestados b1 e c1 sao plotados em três dimensoes ao lado da Fig. 3.29a.

Novamente observamos padroes semelhantes no comportamento das cicatrizes quando 

levamos em conta a distribuiçcãao espacial da funcçãao de onda, assim como a quantidade de 

orbitas presentes em cada autoestado. Em relacao ao primeiro padrao, podemos novamente 

fazer uma analise quantitativa do nível de inclinaçao da família a qual determinado autoestado 

e gerado.

Primeiramente vamos considerar, por exemplo, os autoestados a1 e a5 presentes no grupo

93



Figura 3.29: a) Gráfico de densidade k x fi x (\Tk(i, j)|2). Ao lado são plotados os autoestados 
b l e c1 em três dimensães. As linhas vermelhas indicam a trajetória de uma partícula no 
seu bilhar analogo classico. No detalhe, uma porção ilustrada do grupo D. b) Densidade de 
probabilidade da fum^o de onda \̂ \2 associada aos estados: a1) k =  100, 64, fi =  29, 39' 
a2) k =  100, 782, fi =  29,45o; a3) k =  100, 948, fi =  29,62o; a4) k =  100, 044, fi =  29, 7 
a5) k =  101,192, fi =  29,82o; b l )  k =  100, 92, fi =  29, 23o; b2) k =  101,012, fi =  29, 33' 
b3) k =  101, 084, fi =  29,4o; b4) k =  101,144, fi =  29,48o; b5) k =  101, 25, fi =  29, 61o; c l )
k =  100,652, fi =  30, 74o; c2) k =  100, 862, fi =  30, 52o; c3) k =  100, 956, fi =  30,42o; c4)
k =  101, 312, fi =  30, 31o; c5) k =  101, 212, fi =  30,14o; d l )  k =  100, 849, fi =  30, 75o; d2)
k =  100, 982, fi =  30, 64o; d3) k =  101, 072, fi =  30, 54o; d4) k =  101,14, fi =  30,45o; d5)
k =  101, 22, fi =  30, 35o.

A. Escolhemos duas coordenadas no espaço de fase de k e fi associados nos arredores proximos 

a cada um deles. Para o autoestado a1 então temos as coordenadas de energia, k2al  ̂— k|al  ̂ =

94



100, 672 — 100, 608 =  A k (a1/) =  0, 064, com as suas geometrias associadas ) — p (a1) =  

29, 416o — 29, 368o =  A p (a1/) =  0, 048 (lembrando que o sobrescrito ’ e usado para diferenciar 

as coordenadas escolhidas da coordenada propria do autoestado a1, por exemplo). Com 

a relaçao trigonometrica da tangente para o triangulo retangulo, a inclinaçao aproximada 

da família do autoestado a1 e tan- 1(A p (a1/)/Ak (a1/)) «  36, 86o. Usando a mesma tecnica, 

fazemos o mesmo para o autoestado a5, logo, k2“5 ) — k(a5 ) =  101, 234 — 101,170 =  A k (“5/) =  

0, 064, e das geometrias, p2“5 ) — P1°5 ) =  29, 868o — 29,808o =  A p (“5/) =  0, 06, a inclinacão de 

a5 e, ían- 1(A p (“5/)/Ak (“5/)) 43,15o. Repetimos novamente a t ecnica para os autoestados c1

e c5, e para d1 e d5. Para c1 e c5, tan- 1(A p (c1/)/Ak (c1/)) «  47, 64o e tan- 1(A p (c5/)/Ak (c5/)) «  

49, 26o. Para d1 e d5 temos, tan- 1(A p (d1/)/Ak (d1/)) «  49, 39o e tan- 1(A p (d5/)/Ak (d5/)) «  

53, 13o.

Dos resultados listados acima, identificamos novamente como a inclinação da família influ­

encia consideravelmente na distribuicão da funcao de onda. Apesar da aparente semelhanca 

entre os autoestados d1 e d5, por exemplo, ainda e n tida a diferençca que ambos apresen­

tam em determinadas regioes no interior do bilhar, e isso e particularmente devido a relativa 

diferenca na inclinaçao da família em que cada um e construído. Em relaçao as orbitas, 

estas estarão presentes em igual quantidade nos autoestados construídos no mesmo grupo. 

Portanto, a distribuiçao da densidade da funcao de onda e tão localizada espacialmente 

quanto menor for o valor de A p  em relacao a seu A k  associado. Tambem, o numero de 

orbitas descritas pela funcao de onda de um certo autoestado nao e definida pela inclina- 

cao da família em que este e construído, e sim por qual grupo e construído (observe que 

tan- 1(A p (c5/)/Ak (c5/)) <  tan- 1(A p (d1/)/Ak (d1/))).

3.2.4 Estatística dos níveis de energia
Nesta secão iremos determinar a dinamica do triangulo para angulos internos atribuidos nas 

proximidades do caso regular (30o, 60o, 90o). O mesmos obstaculos encontrados nesta geome­

tria para obter P (s ) assimila-se ao caso triangular (45o, 45o, 90o). O triangulo (30o, 60o, 90o) 

tambem possui dinamica regular, onde sua distribuicao de probabilidade e descrita por um 

funçao de Poisson [52]. De acordo com o espectro analítico de autovalores dado por (2.69), 

ha estados degenerados em que s =  0 e, por conseguinte, em nosso metodo nk ^  <x>. Por
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isso, vamos buscar a dinâmica associada ao sistema em que fi está suficientemente distante 

da geometria regular.

p = 29,0°

p = 29,5°

p = 29,25°

P = 30,5°

p = 30,75° P = 31,0°

Figura 3.30: Funçao de escada espectral dos primeiros 1290 níveis de energia para angulos 
compreendidos nas proximidades da regiao regular do triangulo. As curvas representam as 
solucoes analíticas e numericas por (3.1) (W eyl) e MCP, respectivamente.
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Primeiramente contamos os autoestados obtidos pelo M CP e comparamos com o caso 

analítico descrito por Weyl em (3.1). A  Fig. 3.30 mostra a função de escada espectral E  x 

N (E ) via M CP em contraste com o caso teorico via Weyl. Os dados obtidos numericamente 

se mantem proximos de N (E ) (MCP) ^  1290 enquanto a formula de Weyl imprime uma media 

de N (E ) =  1291. A  contagem pelo M CP passa a decair em relacao a teoria nas regioes de 

regularidade novamente pelo fato de que as autoenergias nesta regiãao de interesse possuem 

proximidade considerável e a determinacao de um dk ou p apropriados tornam-se inviáveis 

no ambito computacional. Contudo, ambas as soluçães analítica e numerica mostram forte 

correspondencia nas geometrias de interesse (ver os f i ’s na figura 3.30), e assim podemos 

determinar P (s).

Tratamos de início o caso para o bilhar (30o, 60o, 90o). A  Fig. 3.31a exibe a contagem de 

autoestados por metodo analítico atraves de (3.1) e (2.69), e por metodo numerico via MCP. 

Na curva em que as degenerescencias do triangulo (30o, 60o, 90o) sao removidas, constatamos 

boa precisao em relaçao aos dados obtidos pelo metodo numerico. A  ausencia dos estados 

degenerados na contagem pelo MCP, novamente resulta em um P (s ) que vai na contramao 

de dados jía existentes na literatura, na qual encontramos que a densidade de probabilidade 

que descreve o sistema (30o, 60o, 90o) exibe dinamica associada a uma curva de Poisson [52]. 

A  Fig. 3.31b mostra o histograma construído numericamente para os primeiros 1009 autoes- 

tados do triângulo (30o, 60o, 90o). As curvas contínuas representam as densidades P (s ) das 

distribuiçcoães de Poisson e Wigner (GOE).

A  seguir saão mostradas as estatísticas de níveis para aângulos internos nas proximidades 

de fi =  30o. Em todos os casos que observamos, ha uma forte tendencia de distribuicão 

de probabilidade do tipo Berry-Robnik. Aparentemente as estatísticas indicam um aumento 

relativo entre os valores de p1 e p2 com a proximidade de fi ao caso regular fi =  30, 0o, de tal 

forma que a curva de Berry-Robnik se desloca de uma distribuicao do tipo Wigner (p1 =  0 e 

p2 =  1) para uma distribuição do tipo Poisson (p1 =  1 e p2 =  0).
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a) (3 = 30,0° b) (3 = 30,0°

Figura 3.31: a) Função de escada espectral mediante resultados analíticos e numéricos via 
MCP. b) Distribuicâo dos níveis de energia P (s ) para os primeiros 1009 autoestados do 
triângulo (30o, 60o, 90o). As linhas contínuas representam as curvas de Poisson e GOE.

3.3 Conclusões parciais
Usando o Metodo do Contorno de Paredes foi analisada a variacâo no espectro, e autoes­

tados correspondentes, do bilhar triangular na regiao de transiçao entre os comportamentos 

regular/não-regular, quando sua geometria e perturbada atraves da variaçao dos angulos 

internos a /@.

Incialmente e observado que para baixas energias, as famílias de autoestados desenvolvem- 

se descrevendo evolucao paralela ao eixo que define a geometria do sistema. Isso e resultado 

do conjunto de ondas incidentes com baixo comprimento de onda que excitam um conjunto 

de bilhares cujas geometrias possuem variacoes suficientemente pequenas. Dessa forma, a 

funcão de onda dos autoestados no espaço k x /3 nao apresenta alteracoes significativas na 

sua morfologia, mantendo assim a distribuicao espacial da funcao de onda constante durante 

a variacao dos parâmetros.

Para altas energias, observa-se que a variaçcaão do espectro, evidenciada pela dinaâmica das 

fam ílias de autoestados, e fortemente influenciada pela relação da morfologia das funcoes 

de onda associadas aos estados ressonantes com a regiãao mais fortemente afetada pela mu- 

danca na geometria (vertices do triangulo). Na regiao regular (nas proximidades imediatas 

das linhas de /3 =  45o e /3 =  30o, linha media horizontal) do espaco k x /3 as famílias podem 

sobrepor-se e gerar degenerescencia. Fora das linhas de /3 =  45o e /3 =  30o as degenerescencias
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Figura 3.32: Densidade de probabilidade P (s ) para ângulos p =  29o, p =  29, 25o, p =  22, 5o, 
p =  30, 5o, p =  30, 75o e p =  31o. As linhas cont ínuas representam P (s ) de Wigner (GOE) 
e Berry-Robnik (BR). Os histogramas são montados numericamente via MCP.
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sao quebradas e quando as famílias aproximam-se estas repelem-se, evitando as degenerescên- 

cias, em um comportamento de avoided crossing [103- 105], o que indica um comportamento 

nao-regular [106]. Na situaçao de avoided crossing as famílias trocam entre si suas morfolo- 

gias nas regioes de interacao de maneira a manter a tendencia de suas evolucoes, em efeito 

semelhante a uma transiçao adiabática [107]. Estas últimas observações sao de importante 

destaque pois sao resultados obtidos originalmente neste trabalho.

A  funcao de onda mostrou, em todos os casos, forte tendencia em concentrar-se em deter­

minados espacos na regiao interna do bilhar quando os autoestados evoluem diagonalmente. 

Tal aspecto está diretamente ligado ao favorecimento da ocorrência de cicatrizes, em que 

a funçao de onda alem de distribuir-se localmente, apresenta periodicidade e instabilidade 

estrutural na dinâmica descrita pelo autoestado.

Para as estatísticas de níveis, a densidade de probabilidade P (s) mostrou uma aparente 

tendencia de distribuicao do tipo Berry-Robnik. De acordo com os ângulos atribuidos ao 

bilhar fora da geometria regular (45°, 45°, 90°) e (30°, 60°, 90°), essa distribuicao se ajusta 

aos parâmetros p1 e p2 numa configuraçao intermediaria entre as distribuições de Poisson e 

Wigner. Tal resultado indica que nestas geometrias P (s ) nao descreve um sistema caótico, 

mas sim pseudo-integraível. As estatísticas para aângulos de geometria regular apresentam 

degenerescencias de acordo com as expressoes analíticas de autovalores, e assim neste trabalho 

o P (s ) mais apropriado segue a literatura, na qual possui resultados mostrando que para 

bilhares triangulares (45°, 45°, 90°) e (30°, 60°, 90°), a distribuiçao de probabilidade obedece 

uma curva de Poisson [52].

Ate o momento, tratamos todos os casos em que a transmissão nas paredes perifericas do 

bilhar possuem valor numerico muito proximo de zero, ou seja, a intensidade do potencial 

tende ao infinito, 7 ^  ro. No capítulo seguinte, vamos abordar as soluçoes do bilhar retan­

gular cuja geometria e constituida por uma diagonal de permeabilidade variível, enquanto 

as paredes da periferia mantem-se impermeaveis.
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Capítulo 4 

Bilhar retangular com diagonal permeavel
Neste capítulo, vamos dar continuidade a aplicabilidade do M CP na obtencão das soluçoes 

quanticas para o bilhar retangular constituido tambem de uma parede de potencial na dia­

gonal com permeabilidade variavel. Para este tipo de sistema, o M CP mostra-se novamente 

como uma poderosa ferramenta para o calculo de espalhamento, pois poucos metodos sao tão 

versateis em bilhares com diferentes valores de permeabilidade.

Alguns trabalhos descritos na literatura adotam sistemas semelhantes em que um deter­

minado bilhar e elaborado contendo uma parede de potencial que divide a regiaão interna 

em duas regioes, ou seja, a funcão de onda submetida a algum tipo de “obstaculo”. Assim, 

cada regiãao e estabelecida com diferentes valores de potenciais. Exemplos desse tipo de sis­

temas incluem a dinamica de uma part ícula quantica em interaçao com bilhares na forma de 

círculo [108], estadio [36], triangulo reto e equilatero [109], retângulo [110], cavidade de micro­

ondas [111], etc. Alem disso, bilhares cujas paredes não sao totalmente reflexivas, ou possuem 

alguma variacao na permeabilidade, tambem tem um grande volume de aplicacoes [64], por 

exemplo, no campo de microrressonadores opticos onde se explora a caoticidade do sistema 

para aumentar significativamente a unidirecionalidade da emissao de luz [112,113]. Podemos 

mencionar tambem trabalhos sobre dispersao caotica em um bilhar circular composto por um 

corte reto e duas aberturas, em que mediante variacoes na geometria das aberturas, mostra-se 

uma gama completa de comportamentos dinamicos [114]. Outras aplicacoes tambem podem 

ser encontradas nas medicoes de densidade eletrica em bilhares de microondas com barreiras 

permeaveis [115,116], transporte de fluidos incompressíveis [117, 118], etc.
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Nossa contribuição no presente capítulo será analisar o comportamento da função de onda 

mediante pequenas variacões na transmissão na parede diagonal do retangulo. A  partir da 

dinâmica descrita pelas famílias no espaço de fase k x Td, vamos calcular a densidade de

evolução da sua morfologia tanto para valores intermediarios de transmissão quanto para va­

lores limites. Com tais variacães as solucoes deste bilhar serao transitadas entre as geometrias 

do bilhar triangular e retangular, ou seja, no limite inferior onde a parede de potencial na 

diagonal e impermeavel, as solucães terao a forma do triângulo, enquanto no limite superior 

com a diagonal totalmente permeavel, as solucoes serao de domínio retangular.

Para que possamos incluir a permeabilidade no calculo da funçcaão de onda, buscamos 

solucoes que agora levam em conta a expressão (2.21) (ou a sua forma discretizada (2.53)) 

com o parâmetro 7 finito. Os nossos calculos numericos serão feitos usando o parâmetro 

de transmissao Td na diagonal e o parâmetro Tp no contorno externo. Logo, a relação que 

descreve a conversao entre os valores de transmissão e permeabilidade de qualquer parede e 

dada por,

Onde k e o numero de onda correspondente a onda incidente e Tp/d a transmissao na perife­

ria/diagonal. No entanto, para os dois limites de transmissão, o metodo numerico inviabiliza 

as atribuicães Tp/d =  0 e/ou Tp/d =  1. Por isso, adotamos valores que sao satisfatoriamente 

próximos destes limites, ou seja, para o limite inferior usamos Td =  10-9 , e para o superior,

do texto, a apresentaçao destes valores serâ dado da seguinte forma: Td =  0 para o limite 

inferior e Td =  1 para o limite superior.

Para tambem simplificar as discussões, iremos construir a geometria proposta substituindo 

as denominacoes l i ,l2..., descritas no capítulo anterior, pela identificação dos vertices do 

retangulo. Então, agora as paredes perifericas sao definidas pelos segmentos ab, bc, cd e 

da, como mostrado na Fig. 4.1. O segmento de reta que conecta dois vertices opostos e 

identificado por aC tal que |ac| =  \J|ab|2 +  |bc|2 =  \J|cd|2 +  |da|2. Por simplicidade, vamos 

definir o cateto |ab| =  1 e a partir da atribuiçao angular de d , temos que |bc| =  |ab|tan[d].

probabilidade da funçao de onda |b|2 associada aos autoestados para obter informacães da

(4.1)

Td = 1  — 10 9. O contorno externo mantem a transmissão Tp =  10 9. Para simplicar a leitura
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Figura 4.1: Bilhar retangular com diagonal permeavel.

A  discretizacao da barreira para o calculo numerico da matriz de espalhamento e da 

funçao de onda obedece a mesma tecnica descrita na secao 2.5, com a inclusao do parâmetro 

de permeabilidade dado por (4.1). A  abordagem dos parâmetros relativos ao comprimento 

do segmento A  e da dimensao da matriz N (1n) fornecidos por (2.58) e (2.60) se aplicam da 

mesma maneira para as paredes que compãoe o contorno externo ao bilhar. Contudo, para a 

diagonal, definimos um parâmetro de proporcionalidade nd que ajusta a dimensao da matriz 

na intencao de isolar as soluçoes correspondentes aos triangulos inferior abc e superior cda 

quando Td =  0, ou seja

N (râ  =  (4.2)
2n^

Assim, o numero de segmentos A d na diagonal, se nd >  1, serâ proporcionalmente maior em 

relacao ao numero de segmentos A p do contorno externo.

Para a determinacao do nd mais adequado, usamos a solucão analítica do triângulo regular 

(30o, 60o, 90o), e introduzimos o espectro relativo aos seus autoestados para confrontar com 

as solucães numericas obtidas via M CP com fi =  30o e Td =  0, formando dois triangulos, 

um superior e outro inferior, ambos com a mesma configuracao geometrica. O resultado 

e visto na Fig. 4.2. Nela são plotadas as curvas referentes a contagem de autoestados do 

bilhar triangular (30o, 60o, 90o) atraves do espectro analítico de autovalores em (2.69) e da 

equacao de Weyl em (3.1). A  funcão de escada espectral e obtida numericamente via MCP. 

O ajuste mencionado se refere a remocao de uma das energias duplicadas que sao as energias 

de ressonancia do triangulo (30o, 60o, 90o). De acordo com os dados referentes ao metodo 

analítico pela equacçãao de autovalores (sem degenerescâencias) e do MCP, a escolha de nd =  2
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mostra-se adequado para a discretizacão da barreira õc. Na realidade, nossos resultados 

mostram que valores tal que nd >  2 tambem se tornam apropriados para isolar as solucães 

dos dois triangulos. Entretanto, tais atribuiçães para nd >  2 implicam em maior custo 

computacional e nãao revelam maior acuracia na contagem dos autoestados.

Figura 4.2: Função de escada spectral mediante M CP com nd =  2, =  30° e Td =  0. O
“ajuste” consiste na remocao de uma das energias duplicadas. As demais curvas representam 
autoestados obtidos analiticamente. A  divergencia visível do M CP com Weyl e resultado da 
presenca de degenerescencias no triangulo (30°, 60°, 90°).

Nas secoes seguintes, vamos iniciar as discussoes a respeito das solucoes do bilhar em 

questão. O primeiro caso a ser estudado sera o bilhar com =  30° e o segundo com =  22, 5°, 

os quais constroem os triangulos (30°, 60°, 90°) e (22, 5°, 67, 5°, 90°), respectivamente. Em 

primeira analise, usaremos as propriedades da matriz de espalhamento para caracterizar a 

dinâmica das famílias de autoestados no espaco de fase em que k E [6, 20] e a transmissao na 

diagonal Td e  [0,1]. Em seguida, vamos calcular a densidade de probabilidade da funcão de 

onda |^(x, y )|2 de k e Td associados para que possamos determinar a sua morfologia mediante 

variaçoes sucessivas da transmissao na diagonal õc. Em todos os casos, o contorno periferico

que compreende o perímetro abcda mant em a transmissao Tp =  0. Para ambas as atribuiçães 

de , usaremos ^ =  0, 05. Na Fig. 4.3 e plotado o grafico k x N , onde N  define a dimensao da 

matriz T . Para os dois bilhares, as dimensães de T (i,  j ) =  [Titj ]NxN de =  30° e =  22, 5° 

sao calculadas com N  E [104, 347] e N  E [95, 317], respectivamente.
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Figura 4.3: Representacao grafica da equacao (2.61) mostrando a dependencia linear da 
dimensao da matriz T  do retangulo da relaçao N  x k para d =  30,0o e d =  22, 5o com 
V =  0, 05.

4.1 Análise de famílias para d = 30o
Nesta configuraçcãao angular, as dimensãoes do bilhar sãao definidas de acordo com a inclinacçãao 

da diagonal determinada por d =  30o, como ilustrado na Fig. 4.4. Com as atribuicães 

|ab| =  |cd| =  1 e d =  30o o dimensionamento das paredes laterais sao |bc| =  |da| =  1j\[3.

d c

\bc\ = 1/-J3

a \ab\ = 1 b
Figura 4.4: Estrutura da geometria atribuída ao bilhar retangular com uma parede que forma 
a diagonal do sistema.
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4.1.1 Espectro de famílias k x  Td

A Fig. 4.5 mostra o primeiro conjunto de famílias para k G [6, 20]. As regiões claras, 
formando curvas ou as famílias propriamente ditas, consistem na media sobre os elementos 
(i , j ) da matriz de espalhamento T  calculadas no espaço de fase k x Td. No limite inferior, 
definido por Td = 0, a parede diagonal e totalmente impermeavel (7 -G to ), enquanto no 
limite superior a transmissao e maxima, Td = 1, e a diagonal e totalmente permeavel (7 = 0). 
Sendo assim, no limite inferior as soluçoes se referem as energias ressonantes do triangulo

'O
H

Triângulo 

o I o autoestado

2o autoestado

3o autoestado

Retângulo 

I o autoestado •  

2o autoestado •

3o autoestado 

4o autoestado

5o autoestado 

7° autoestado

Figura 4.5: Grafico de k x Td x (|T(i , j )|2) para = 30, 0o. As regiões claras formando curvas 
representam famílias de autoestados do bilhar retangular com diagonal permeavel. A setas 
indicam esquematicamente o processo de variacao da transmissõo na parede ãC. Ao lado 
e mostrado a relacao entre os estados inicial e final diante da permabilidade calculada nos limites inferior e superior, respectivamente.

(30o, 60o, 90o). Para Td = 1 no limite superior, temos as autoenergias do bilhar retangular 
sem diagonal.

Na regiõo intermediaria em que Td G (0,1), as fam ílias evoluem descrevendo uma dinâmica 
que promove decréscimo no modulo do vetor de onda e disso resulta em um aumento do 
comprimento de onda da funcao de onda espalhada. Este resultado, que sera visto adiante 
com mais detalhes atraves de |^|2, pode ser interpretado pelo fato de que a area efetiva do 
bilhar aumenta por consequencia do acréscimo da transmissao na diagonal. Tal acréscimo 
tambem resulta na dissociacõo dos autoestados, como visto no esquema ao lado direito da
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Fig. 4.5. O primeiro autoestado calculado sobre Td =  0, por exemplo, separa-se formando 

dois autoestados independentes que, por fim, no limite superior Td = 1 ,  irâo construir os dois 

primeiros autoestados do retangulo com parede totalmente permeavel.

E importante, contudo, salientar que a sob rep osto  de duas famílias, como ocorre com 

frequencia em regioes em que Td =  0, nao e via de regra para a existencia de superposição 

de autoestados ou ainda a ocorrência de degenerescencia. Esta conclusao pode ser verificada 

numericamente por meio do parâmetro de simetria 9 do vetor de onda, como tambem atrave s 

do espectro analítico de autovalores dado por (2.69).

4.1.2 Função de onda ^ (x ,y )
Para uma discussão mais clara sobre a morfologia da funcao de onda associada aos autoestados 

de cada família, vamos separar o espaco de fase da Fig. 4.5 em quatros regiães definidas por 

I, II, I I I  e IV. Cada regiao e delimitada de acordo com a dinamica na qual ha interacão visível 

entre níveis de energia.

A  Fig. 4.6 exibe a distribuiçao de autoestados para as primeiras duas famílias do bilhar 

retangular, decrita pela região I (as denominacães m x n acima de cada autoestado da Fig. 

4.6b sao os numeros quânticos associados a solucao analítica para o triângulo e retangulo. 

Tais denom inates serâo posteriormente justificadas para descrever o elo com nossas solu- 

coes numericas). No limite que compreende a transmissao mínima Td =  0, as famílias estão 

sobrepostas sobre uma mesma energia ressonante. Tal coordenada, representada pelo auto- 

estado abl, consiste no primeiro estado do bilhar triangular (30°, 60°, 90°). Os pontos nos 

quais sao plotadas a funçao de onda de a2, a3 e a4 e b2, b3 e b4 a transmissão possui valor 

intermediario.

Da evolucao dos autoestados mostrada na Fig. 4.6b, observa-se que a funcao de onda 

“transita” suavemente entre os dois limites de tal maneira que com o aumento da transmissão 

a partir do limite proximo de Td =  0, os autoestados dissociam-se para gerar dois autoestados 

independentes. Pode-se observar que a transiçao da funcao de onda ocorre de duas formas 

diferentes, por exemplo, nos autoestados da família A, as duas soluçoes, tanto do triangulo 

inferior como do superior, se “unem” e assim uma das solucães do retangulo e gerada. Ja para 

os autoestados de B, o no originalmente na diagonal do autoestado abl “sobrevive” conforme
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T. = 0,0a ’

o I o autoestado

Retângulo

Td=l,0

I o autoestado •  

2o autoestado •

10
b)

abl (3x1)

a5 (lx l)

b5 (2x1)

Figura 4.6: a) Gráfico de k x Td x (|T(i, j)|2) da região I. b) Densidade de probabilidade |̂ |2 
associada aos estados: ab l) k =  9,62, Td =  0; a2) k =  8, 80, Td =  0, 235; a3) k =  8, 21, 
Td =  0, 525; a4) k =  7, 58, Td =  0, 79; a5) k =  6, 30, Td =  1; b2) k =  9, 35, Td =  0, 26; b3) 
k =  9,18, Td =  0,535; b4) k =  8, 90, Td =  0, 845; b5) k =  8, 33, Td =  1.

aumento na transmissao, e assim o segundo autoestado do retangulo e gerado. Em suma, a 

primeira família A  ira formar o primeiro autoestado do retângulo (1 x 1) ((m  x n )), enquanto 

a segunda, B, formara o segundo (2 x 1), ambos no limite superior Td =  1, no qual tambem 

podemos considerar que a diagonal e removida do sistema.

A  Fig. 4.7 mostra em detalhes a região II em que temos a dinamica de duas famílias que 

evoluem a partir de uma sob rep osto  no limite inferior definido pela transmissão mínima, 

Td =  0, ate a transmissao maxima calculada sobre Td =  1, e ambas com k E [10, 9,13,1]. Os 

conjuntos de autoestados associados as famílias representam o segundo estado do triangulo 

retângulo e o terceiro e quarto estado do retângulo, conforme esquema ao lado. O autoestado 

ab1 e calculado para k e Td associados próximos ao limite inferior, caracterizando o segundo
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Retângulo

Tá = l , 0
3o autoestado 

4o autoestado

Figura 4.7: a) Gráfico de k x Td x (|T(i, j)|2) da região II. b) Densidade de probabilidade |̂ |2 
associada aos estados: ab l) k =  13,11, Td =  0; a2) k =  12, 27, Td =  0, 325; a3) k =  11, 80, 
Td =  0, 68; a4) k = 1 1 , 42, Td =  0, 9; a5) k =  10, 90, Td =  1; b2) k =  12, 77, Td =  0, 28; b3) 
k =  12, 32, Td =  0, 715; b4) k =  11, 88, Td =  0, 925; b5) k =  11, 35, Td =  1.

estado ressonante do triangulo. Após variacao positiva da transmissao, as famílias separam- 

se formando dois autoestados distintos com funcoes de onda distintas. A  transicao mediada 

pelo deslocamento da transmissão e da energia e suave por consequencia do ajuste da funcao 

de onda no interior do bilhar ate os limites superiores, onde exibem os autoestados a5 e b5 do 

retangulo cujas funcoes de onda sao representadas analiticamente pelos numeros quânticos 

3 x 1 e 1 x 2, respectivamente. Aqui novamente o no originalmente contido na diagonal do 

autoestado ab1 e sustentado por uma das famílias, nesse caso, B, ate gerar o autoestado b5 

do retangulo, enquanto nos autoestados de A, ocorre apenas a juncao das solucães dos dois 

triangulos para gerar o autoestado a5.

Em III  vemos a primeira ocorrência de convergencia de transmissividade na região de
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interação entre as famílias B e C. Originalmente as famílias A  e B situam-se sobre o mesmo 

ponto no limite inferior Td =  0. Apos acréscimo da transmissão na diagonal, os autoestados 

separam-se formando funçães de onda com densidades distintas. Enquanto a dinamica de

a)

b)

Triângulo 

Tá = 0,0

o 3o autoestado 

°  4o autoestado

a b l(5x2)

S n
“ á t m

aScdto

CQ
cd

cdto

b2 b3

Retângulo

Td = l , 0
5o autoestado 

7° autoestado 

6o autoestado

a5 (2x2)

* 0

b5(4x1)

I I

u
cda
to
9#VISS0

% P ê m *  •  •
c4 c5 (3x2)

Figura 4.8: a) Gráfico de k x Td x (|T(i, j)|2) da região III. b) Densidade de probabilidade 
|̂ |2 associada aos estados: ab l) k =  15,83, Td =  0; a2) k =  14, 91, Td =  0, 29; a3) k =  14, 38, 
Td =  0, 57; a4) k =  13, 5, Td =  0,89; a5) k =  12, 58, Td =  1; b2) k =  15, 57, Td =  0, 23; 
b3) k =  15, 3, Td =  0, 39; b4) k =  14, 69, Td =  0, 7; b5) k =  13, 71, Td =  1; c1) k =  16,65, 
Td =  0; c2) k =  15, 77, Td =  0,18; c3) k =  15, 39, Td =  0, 51; c4) k =  15, 03, Td =  0, 86; c5) 
k = 1 4 , 41, Td =  1.

A  evolui sem aparente interacao com B e C, os autoestados de B convergem na direcão dos 

autoestados de C ate gerar uma repulsão de níveis com Td contido na região intermediaria do 

espaco de fase. De acordo com a Fig. 4.8b, as funcoes de onda referentes aos pontos ab1 e b2,
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c l e c2 sao calculadas antes da região de interação. Em seguida, há inversão da morfologia 

dos autoestados correspondentes a transmissao posterior a repulsão, como visto em b3 a b5 e 

c3 a c5. Podemos aferir que neste intervalo do espectro, a solucao do triangulo representada 

por abl (5 x 2) ira construir as solucoes do retangulo a5 (2 x 2) e c5 (3 x 2). Devido ao 

ponto de convergencia, onde os autoestados trocam entre si suas morfologias, o autoestado 

c l (5 x 1) ira construir o autoestado do retângulo b5 (4 x 1).

A  funçao de onda para as três famílias mostra que a transicao entre os limites de transmis­

sao nao e abrupta, pois na evolucão exibida pelos autoestados, exceto na região de convergen­

cia onde ha inversão, a densidade da funçao de onda transita de maneira “suave” , indicando 

baixa sensibilidade da matriz T  aos parâmetros de permeabilidade e energia. Na verdade, 

a suavidade exibida pela funçao de onda durante a transicao e resultado direto dessa baixa 

sensibilidade da matriz T , pois não havendo grandes mudancas na dinamica dos autoesta­

dos (das famílias), a morfologia destes tende a transitar sem grandes variacoes significativas 

(como observa-se em regioes de convergencia, por exemplo).

Nas famílias contidas em IV, a qual e mostrada em detalhes na Fig. 4.9a, constatamos o 

segundo caso de convergencia de autoestados, porem agora com cruzamento (para facilitar a 

identificacao e discussão dos resultados, vamos manter a notacao usual na demoninacão das 

famílias), e o primeiro de degenerescencia no limite superior. As famílias A  e B, compartilham 

o mesmo autoestado inicial gerado a partir do extremo inferior em que Td =  0. Após aumento 

da transmissaão na diagonal, os autoestados de A  evoluem sem interaçcaão com os demais 

conjuntos ate formar um dos estados degenerados no extremo superior Td = 1 .  A  família B 

desenvolve-se ate certo ponto em que sua dinâmica converge em direcao a C.

Devido a ausencia de repulsao entre B e C, podemos aferir que nessa região de convergen­

cia nao ocorre inversão da morfologia, por isso, e um caso de cruzamento ou degenerescencia 

acidental, em que dois autoestados sao calculados sobre uma mesma energia e permeabilidade, 

mas suas funcães de onda não sao correspondentes. No entanto, devido a nomenclatura aqui 

adotada, mesmo não havendo interacao, tambem ocorre uma inversao, porem, na ordem dos 

autoestados gerados nos dois limites. Por exemplo, de acordo com o aspecto da morfologia 

exibida nos autoestados da Fig. 4.9b, o autoestado abl gerado em Td =  0, que representa o 

quinto autoestado do triângulo com os numeros quânticos (6 x 2), dissocia-se formando dois
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w V 4

a X W

Triângulo
Td =0,0

o 5° autoestado

o 6° autoestado

Retângulo
Td = l , 0

8°’s e 9° autoestados

8° autoestado •

b)

ab5 (5x1 )

Figura 4.9: a) Grafico de k x Td x (|T(i, j)|2) da região IV. b) Densidade de probabilidade 
|̂ |2 associada aos estados: ab l) k =  19, 22, Td =  0; a2) k =  18, 6, Td =  0,17; a3) k =  17, 96, 
Td =  0 ,6; a4) k =  17,63, Td =  0, 79; ab5) =  ac5) k =  16,63, Td =  1; b2) k =  18,83, 
Td =  0, 35; b3) k =  18, 29, Td =  0, 69; b4) k =  17, 59, Td =  0, 9; cl) k =  20, 22, Td =  0; c2) 
k =  19, 55, Td =  0,15; c3) k =  18, 75, Td =  0, 51; c4) k =  18,19, Td =  0, 87; c5) k =  17, 51, 
Td =  1.

autoestados independentes identificados por a ’s e b ’s. No espaço de fase para transmissões 

intermediarias, os autoestados da família A  constroem um dos estados degenerados do retan- 

gulo identificado por ab5 (5 x 1), enquanto os autoestados de B constroem o nono autoestado 

do retangulo c5 (2 x 3). O sexto autoestado do triângulo c1(6 x 1) forma o outro autoestado
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Investigaçães foram feitas para determinar a origem do autoestado ac5 (4 x 2) variando

degenerado do retângulo ab5 (1 x 3).

9 nas três famílias. Porem, ac5 aparentemente tem origem apenas no limite superior, e sua 

morfologia completa a degenerescâencia sendo o terceiro autoestado degenerado do retâangulo. 

Logo, os três estados degenerados (5 x 1), (1 x 3) e (4 x 2) possuem mesma energia e 

transmissão, k =  16, 63 e Td =  1. Resumidamente, o quinto autoestado do triângulo (Td =  0)

retângulo (Td = 1 ) .  O sexto autoestado do triângulo (Td =  0) forma o outro autoestado

autoestados e resultado da região de convergencia entre as famílias B e C onde, apos o 

cruzamento, ambas as famílias mantem a tendencia de evolucao da funçao de onda.

Uma discussao analítica e capaz de reforçar os resultados exibidos ate o momento para 

os estados quanticos gerados nos dois limites. A  funcão de onda que descreve uma partícula 

confinada em um poco retangular e similar a expressão (2.62), porem, agora com l\ =  |ab| e 

k  =  |bc|. Logo,

com m >  2n. A  partir da equacão (4.6), os primeiros autovalores de energia associados ao

constroi dois dos três estados degenerados do retangulo (Td =  1) e o nono autoestado do

degenerado do retangulo (Td =  1). Essa “quebra” na ordem crescente da nomenclatura dos

(4.3)

O espectro anal ítico que imprime os autovalores k(A) e obtido substituindo a equacão (4.3) 

na equacao de Schrodinger independente do tempo, entao

(4.4)

De acordo com as dimensães que adotamos |ab| =  1 e |bc| =  1^V/3, a expressao (4.4) toma a 

seguinte forma,

r ê m »  =  W  m.2 +  3n2. (4.5)

Ha ainda a equaçao de autovalores do triângulo (30°, 60°, 90°) dado pela equaçao (2.69)

(4.6)
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triangulo sõo k^ i = 9, 59, kj^ = 13,07, k(A52 = 15, 81, kj^ = 16, 62, kfAg2 = 19,19 e 
k ^  = 20,19. Estes resutados mostram-se suficientemente proximos aos obtidos numerica­
mente e que podem ser identificados nos autovalores de k nas legendas das figuras 4.6(I), 
4.7(II), 4.8(III) e 4.9(IV). E possível tambem verificar tal concordancia na morfologia da fun- 
cao de onda, como descrito pela Fig. 2.8b, onde os autoestados sõo obtidos analiticamente, 
ou tambem pelo grafico da Fig. 4.2 na qual usamos a solucao analítica do triangulo para 
encontrar o parâmetro de discretizacao nd da parede ãc.

Para o retângulo, os autovalores de energia sob resultado analítico e encontrado via equa- 
cao (4.5). Entõo, a julgar por esta, da tabela 4.1 mostra os primeiros autovalores de energia 
comparados com os dados relativos ao MCP.

A partir da coleta de dados analíticos mostrados acima, somado aos resultados numericos 
obtidos ate o momento, o MCP mostra-se novamente eficiente na determinacao dos níveis de 
energia em sistemas cujas paredes possuem permeabilidade finita, como tambem na morfo­
logia da densidade de probabilidade da funcõo de onda associada as estes níveis, com este 
ultimo permanecendo o principal foco de estudo do nosso trabalho.

Na Fig. 4.10 e exibido um resumo, sob a forma de diagrama, que mostra a relaçao entre 
os dois bilhares triangular e retangular quando suas solucões sõo obtidas no limite inferior 
com Td = 0 e superior com Td =1, respectivamente. O primeiro autoestado (1o) do triangulo 
(3 x 1), por exemplo, constrói os dois primeiros autoestados (1o) e (2o) do retângulo (1 x 1) 
e (2 x 1). Ja para as regioes do espaco de fase em que as famílias desenvolvem-se sob pontos 
de convergencia, os autoestados invertem sua morfologia e o resultado e visto como exemplo 
no terceiro autoestado do triangulo que, na ordem, gera o quinto e s etimo autoestado do 
retangulo.

No atual cenario em que tentamos identificar a natureza da convergâencia de autoestados, 
seja ela uma interaçõo ou um cruzamento, algumas dificuldades nume ricas passam a surgir. 
Em determinadas regiões como, por exemplo, a evolucao das famílias na regiõo III e IV, 
identificamos na regiõo III uma repulsao entre as famílias B e C, e dessa interacao resulta em 
uma inversao da morfologia entre os autoestados que nela sao gerados. Ja em IV, ocorre um 
cruzamento, poré m, nao ha nenhum tipo de interacao entre as famílias B e C, logo, variacões 
na morfologia da funcõo de onda sõo causadas apenas por alteracões no potencial da parede
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Autovalores de energia do retângulo para @ =  30°

Autoestado k(A) k(MCP) (m  x n)
1 6,28 6,30 (1 x 1)

2 8,31 8,33 (2 x 1)

3 10,88 10,90 (3 x 1)

4 11,32 11,35 (1 x 2)

5 12,56 12,58 (2 x 2)

60 13,69 13,71 (4 x 1)

70 14,39 14,41 (3 x 2)

8Q 16,62 16,63
(5 x 1) 
(1 x 3) 
(4 x 2)

9Q 17,49 17,51 (2 x 3)

Tabela 4.1: Relação entre os autovalores de energia do retângulo f3 =  22, 5° obtidos via 
método analítico e MCP. m e n sao os numeros quanticos associados às autofunções.

ac. Desse modo, no exemplo dado em IV, os autoestados evoluem independentemente da 

região de convergencia. Quando mencionamos a “tendencia” da funçao de onda em evitar 

regioes mais fortemente afetadas pela variaçao de k e Td, nos referimos tambem a pontos de 

cruzamentos, isto e, em uma região de repulsao a função de onda inverte a morfologia para 

manter a tendencia de evolucão, enquanto que para regioes de cruzamento, os autoestados 

mantem a tendencia de evoluçao, mas, sem interagir com autoestados vizinhos.

Devido a necessidade de atribuir ao metodo parâmetros dentro de limites aceitáveis para 

obter resultados cada vez mais práximos do exato, algumas limitacães surgem quando pre­

tendemos buscar o tipo de interacao em determinados pontos de convergencia. Em alguns 

casos, necessitamos alterar os parâmetros que definem a precisao do metodo como, por exem­

plo, o parâmetro ^, o qual, vale lembrar, relaciona-se inversamente ao tamanho da matriz 

N , e esta ultima relaciona-se proporcionalmente a exigencia computacional. Vejamos o gra­

fico k x Td x (|T(i, j)|2) mostrado na Fig. 4.11a. As regioes V  a V III  sao pontos em que
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Td= l

(4x1)Eh (3x1)

’ rrr
(1x2)

Figura 4.10: Diagrama com a morfologia da funcao de onda associada aos estados do triangulo 
e retângulo nos extremos Td = 0 e Td =1 para o bilhar (30°, 60°, 90°).
ha convergâencia entre as fam lias, e nestas calculamos a funcçãao de onda associada aos seus 
autoestados na Fig. 4.11b. As regiões V e VIII sao identificadas como repulsao de níveis, 
enquanto as demais se cruzam (C) gerando degenerescâencias acidentais.

De acordo com a morfologia apresentada pelos autoestados, a funçao de onda, tanto em 
zonas de repulsao quanto de cruzamento, mant em a tendencia de evolucao, no primeiro caso 
invertendo a sua morfologia apos interagir com a fam lia vizinha e, no segundo, mantendo a 
tendencia de evolucão alterando sua morfologia apenas mediante variacao do parâmetro de 
permeabilidade na parede õc. Para que a identificacao da natureza destas aproximacoes fosse 
poss ível, foi necessario adotar  ̂cada vez menor em relacao ao valor que vinhamos utilizando 
(̂  = 0,05), ou seja  ̂= 0,025 para a região Ve  ̂= 0, 02 para VIII (e  ̂= 0, 025 na repulsao 
da regiao III). Para as demais regioes VI e VII impomos ^’s com diversos valores muito 
abaixo do que normalmente atribuiríamos com o objetivo de identificar uma possível repulsão. 
No entanto, estas regioes sugerem comportamento cruzado, logo, concluímos que (ate onde 
sabemos) os pontos de convergencia VI e VII representam degenerescencias acidentais.

116



V I I I

a2 bl

Figura 4.11: a) Grafico de k x Td x (|T(i,j) | 2) para k G [21, 30]. As regiões V a VIII sõo 
ampliadas a direita para identificar a natureza dos pontos de convergencia. C representa 
uma regiao de cruzamento. b) Densidade de probabilidade |^ |2 associada aos estados; V ) a1) 
k = 21,94, Td = 0,086; a2) k = 21, 73, Td = 0, 212; b l)  k = 22,1, Td = 0,082; b2) k = 21,83, 
Td = 0, 22. V I) a l) k = 25,08, Td = 0, 298; a2) k = 24,88, Td = 0,45; b l )  k = 25,19,
Td = 0, 304; b2) k = 24,95, Td = 0,456. V II) a l) k = 25,8, Td = 0,47; a2) k = 25,64,
Td = 0, 612; b l )  k = 25,89, Td = 0,482; b2) k = 25, 71, Td = 0,616. V III ) a l) k = 28, 23,
Td = 0,058; a2) k = 28,08, Td = 0,13, b l)  k = 28, 31, Td = 0,064; b2) k = 28,15, Td = 0,15.
4 .l.3  Estatística dos níveis de energia
Iremos apresentar agora os dados relativos a estat sticas de n veis para o bilhar retangular 
(30o, 60o, 90o) com diagonal permeavel. Neste caso a contagem de autoestados com o obje­
tivo de equiparar as solucões numericas e analíticas fica impossibilitada devido a ausencia na
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equação de Weyl de um parâmetro que descreva a presença de permeabilidade nas paredes 
do bilhar. Tambem por este motivo, modificamos a forma como aplicamos o unfolding ao 
espectro como anteriormente era feito usando Weyl. Para que o espacamento medio s tam­
bem seja uniforme e igual a 1 , obtemos a media entre os espacamentos de níveis vizinhos e 
dividimos cada um destes espacamentos pela media obtida.

O espectro de energia e adotado para E e [1, 32400] e a contagem de autoestados nesta 
regiao imprime uma media nas proximidades de 1200 níveis. A Fig. 4.12 exibe a densidade 
de probabilidade P (s) para valores de transmissão intermediarias, Td = 0, 2, Td = 0,4, 
Td = 0, 5, Td = 0, 6 e Td = 0, 8 . As linhas contínuas descrevem as soluçoes de Poisson e 
Berry-Robnik e os histogramas sao construídos numericamente via MCP. Aparentemente as 
estatísticas indicam uma considerável tendencia a distribuicao de Berry-Robnik para todos 
os valores de transmissao adotados e com diferentes ajustes por meio dos parâmetros pi e 
p2. Os resultados diferem nos limites inferior em que Td = 0 e superior em Td =1, onde as 
solucães indicam uma distribuição do tipo Poisson para ambos os casos [35,52]. E importante 
destacar que para valores de transmissãao tal que Td = 0, naão ha necessidade de remocçaão das 
autoenergias duplicadas que representam as soluçoes do triangulo abca e acda. Considerando 
uma ligeira variacao da transmissao na diagonal, o autoestado originado em Td = 0 dissocia- 
se para gerar dois autoestados com solucoes independentes. A remocão destas autoenergias 
se faz necessario somente quando a transmissão e nula na diagonal, que disso resulta em dois 
bilhares triangulares (30°, 60°, 90°).

4.2 Análise de famílias para f i  = 22,5o
Nesta secão presente sera realizada a discussão dos resultados obtidos para o bilhar retan­
gular com fi = 22, 5°, como visto na Fig. 4.13. Para o comprimento dos lados, adotamos 
novamente as paredes horizontais como |ab| = |cb| = 1 e por consequencia da escolha de fi, 
as paredes laterais possuem |bc| = |da| = y/2 — 1. Assim o sistema configura dois bilhares 
triangulares (22, 5°, 67, 5°, 90°) os quais compartilham a mesma diagonal. Vale lembrar que 
esta configuracao geometrica remete a transmissao nula na parede ac. Para transmissões 
intermediarias ou ate mesmo no limite superior em que Td = 1, a permeabilidade permite ao
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T = 0,2 T. = 0,4
d ’  d ’

S

Figura 4.12: Densidade de probabilidade P(s) dos primeiros 1200 n íveis n íveis de energia 
para valores intermediarios de transmissão. Os histogramas são construídos numericamente 
via MCP enquanto as curvas representam as distribuicões de Poisson e Berry-Robnik.
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sistema a fusao das soluções de ambos os bilhares.

d c

Figura 4.13: Estrutura geome trica atribuída ao bilhar retangular com uma diagonal conec­
tando dois vertices.

4.2.l Espectro de famílias k x Td
A Fig. 4.14 exibe a media sobre os elementos (i, j ) da matriz de espalhamento, (|T(i, j |2), 
em funcõo do espaço de parâmetros k x Td. A transmissao na diagonal, descrita pelo eixo 
das ordenadas, varia desde o limite inferior a partir de Td = 0 at e o limite superior Td = 1. 
As setas indicam esquematicamente o processo de variacõo da permeabilidade na parede õc. 
O eixo das abscissas a qual traz o intervalo de numero de onda e calculada para k G [8 , 22, 5]. 
Neste intervalo de energia sao apresentados os primeiros cinco autoestados do triangulo, 
e os dez primeiros do retangulo. Ao lado do grafico e mostrado um esquema de como a 
permeabilidade nas extremidades conecta os autoestados do triangulo e do retângulo. As 
fam lias formando linhas cont nuas, representadas pelas regiõoes mais claras do espaçco de fase, 
evoluem com aspecto semelhante ao que fora observado para o caso anterior.

O descre scimo dos valores de energia pode ser novamente explicado pelo fato de que a area 
efetiva do bilhar aumenta diante do aumento da transmissao na diagonal. Alem do mais, esse 
deslocamento da energia e mais acentuado nas extremidades da transmissõao, desse modo as 
famílias desenvolvem-se aparentemente sob o ponto de vista de uma letra S ao ser refletida. 
Em algumas regiõoes, no entanto, as fam lias evoluem at e convergirem na direcçõao de fam lias 
vizinhas. Para uma discussao mais detalhada da funcõo de onda dos autoestados da Fig. 
4.14, separamos novamente o espaco de parâmetros em regioes I, II, III, IV e V. Por uma
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questão de ordem crescente de complexidade, esta última será apresentada apos a discussão 
da região II, ficando entao a analise condicionada a seguinte ordem; I, II, V, III e IV.

I I I  I I I  IV V

b

0

o I o autoestado

Triângulo

2o autoestado
4° autoestado

Retângulo 

I o autoestado •

2° autoestado •

3o autoestado

8 10 12 14 16 18 20 22k
Figura 4.14: Gráfico de k x Td x (jT ( i , j )|2) para = 22, 5o. As regiões claras formando
curvas representam famílias de autoestados do bilhar com diagonal permeavel. As setas 
indicam esquematicamente como ocorre o processo de variacão de transmissao na parede 
diagonal.

4.2.2 Função de onda ÿ (x ,  y)
Como visto anteriormente no grafico da Fig. 4.14, o conjunto de fam ílias definidas por I, 
II e V, não apresentam regiães de interacão ou convergencia, excetuando quando Td = 0, 
pois neste limite temos a solucão do triângulo (22, 5o, 67, 5o, 90o), em que todas as paredes do 
bilhar possuem permeabilidade infinita. No entanto, e importante novamente destacar que a 
sobreposicao das famílias quando Td = 0 nao e resultado de degenerescencia, tendo em vista 
inclusive a natureza irregular da geometria atribuida para este bilhar [73].

A Fig. 4.15a exibe a evolução das duas primeiras fam ílias para k G [8 , 12]. Ao lado direito 
esta indicado a relacao entre alguns autoestados gerados nos dois limites de transmissão. Em 
ambas as famílias, a variaçao positiva da transmissao na diagonal resulta no deslocamento 
do modulo das energias de ressonancia de tal forma que o estado inicial, correspondente a 
solucao do triangulo, possui maior modulo de energia em relacao aos estados finais, que sao 
correspondentes a solucao do retângulo. A partir do limite inferior em que ambas as famílias
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Retângulo

Tá = l , 0
I o autoestado 

2° autoestado

b5 (2x1)

Figura 4.15: a) Grafico de k x Td x (|T(i, j)|2) da região I. b) Densidade de probabilidade |Q|2 
associada aos estados: ab l) k = 12, 02, Td = 0; a2) k = 11, 38, Td = 0,15; a3) k = 10,64, 
Td = 0, 5; a4) k = 9, 89, Td = 0, 78; a5) k = 8 , 24, Td = 1; b2) k = 11, 59, Td = 0,16; b3) 
k = 11,16, Td = 0, 52; b4) k = 10, 86, Td = 0, 75; b5) k = 9,87, Td = 1.
estão sobrepostas sobre uma mesma energia e transmissão Td = 0, a densidade da função 
de onda exibe o primeiro autoestado do triangulo, identificado pelo autoestado abl da Fig. 
4.15b. Com o aumento da transmissão, os autoestados mostram pela morfologia associada que 
a solucao de origem dissocia-se formando duas solucães independentes que evoluem mediante 
transicao suave da funçao de onda, ate construir os dois primeiros autoestados do retangulo 
a5 (1 x 1) e b5 (2 x 1) em Td = 1. No caso A, a diagonal “desaparece” diante do aumento da 
transmissao, enquanto no caso B o no originalmente em ab1 “sobrevive” para formar b5.

Nas regioes delimitadas por II e V a dinamica associada as famílias reproduzem aspecto 
semelhante ao que e exibido na regiao I. Em II da Fig. 4.16a as energias ressonantes tem 
modulo em queda de acordo com o aumento da transmissão na parede õc. A família A por sua
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Retângulo

Td=l,0

3o autoestado 

4° autoestado

Figura 4.16: a) Grafico de k x Td x (|T(i, j)|2) da regiao II. b) Densidade de probabilidade |^ |2 
associada aos estados: ab l) k = 15, 74, Td = 0; a2) k = 14, 59, Td = 0, 225; a3) k = 14,19, 
Td = 0, 38; a4) k = 13, 35, Td = 0, 735; a5) k = 12,12, Td = 1; b2) k = 15, 57, Td = 0, 245; 
b3) k = 15, 42, Td = 0, 645; b4) k = 15, 26, Td = 0,865; b5) k = 14, 69, Td = 1.
vez possui maior influencia da transmissividade a esta variacao que a família B. No conjunto 
de autoestados gerados nas duas famílias, a funcõo de onda associada ao segundo estado do 
triangulo abl, gerado no limite inferior Td = 0, constrói o terceiro e quarto autoestado do 
retângulo no limite superior Td = 1 com os numeros quanticos definidos por a5 (3 x 1) e b5 
(4 x 1). Na regiao V, mostrado na Fig. 4.18, temos a ocorrência de transicõo da funcõo de 
onda a partir do quinto autoestado do triangulo definido por abl para a construcao do nono 
e de cimo autoestado do retangulo definidos por a5 (4 x 2) e b5 (6 x 1), respectivamente.

A regiao III mostrada na Fig. 4.17a descreve o primeiro caso de convergencia na dina- 
mica das famílias A e B. O autoestado inicial abl cuja coordenada esta localizada em Td = 0, 
separa-se em dois conjuntos de autoestados com funções de onda distintas. Ambas as famílias
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Triângulo
Td =0,0

u 3o autoestado

a4

C  I’A
b4

Retângulo

Td=hO

6° autoestado 

5o autoestado

a5 (1x2 )

b5 (2x2 )

Figura 4.17: a) Gráfico de kxTdx (|T(i, j)|2) da região III. b) Densidade de probabilidade |^ |2 
associada aos estados: ab l) k = 19,13, Td = 0; a2) k = 18, 51, Td = 0,195; a3) k = 17, 82, 
Td = 0, 53; a4) k = 17, 2, Td = 0, 74; a5) k = 15, 52, Td = 1; b2) k = 18, 57, Td = 0,185; b3) 
k = 18, 05, Td = 0, 55; b4) k = 17, 55, Td = 0, 85; b5) k = 16, 45, Td = 1.
após a dissociacao mostram novamente que os autoestados evoluem sob uma transicao suave 
mediante variacao da transmissão ate interagirem sob o ponto de cruzamento. O cruzamento 
mencionado condiciona os autoestados a evoluirem sem interacao com os autoestados vizi­
nhos, o que ocorre e uma inversao na ordem da nomenclatura, de tal forma entao que o 
terceiro autoestado do triangulo originalmente calculado no limite inferior ira construir, na 
ordem, o sexto e o quinto autoestado do retangulo definidos por b5 (2 x 2) e a5 (1 x 2), 
respectivamente.

As famílias contidas em IV mostram as dinâmicas com cruzamento na regiao do espaco 
de fase mais proxima ao limite superior Td =1. A partir do autoestado ab1 calculado inicial­
mente em Td = 0, os autoestados apos dissociação invertem a sua morfologia apás convergir
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com a família vizinha nas proximidades de Td = 0, T5. Neste caso o quarto autoestado do 
triangulo ira formar o oitavo e setimo autoestado do retângulo b5 (B x 2) e a5 (5 x 1), 
respectivamente.

a)

b)

Triângulo
Td =0,0

o 5o autoestado

Retângulo

Td = l ,0
9o autoestado •  

10° autoestado •

.
a b lMHeCüto

a5 (4x2 )

•  • • •

b5 (6x1 )

Figura 4.18: a) Grafico de k x Td x (|T(i, j)|2) da regiao V. b) Densidade de probabilidade 
|Q|2 associada aos estados: abl) k = 22, 49, Td = 0; a2) k = 21, 71, Td = 0, 24; a3) k = 21, 38, Td = 0,42; a4) k = 20, 44, Td = 0, 89; a5) k = 19, 72, Td = 1; b2) k = 21, 87, Td = 0, 24; b3) 
k = 21, 38, Td = 0, 66; b4) k = 20, 9, Td = 0, 92; b5) k = 20, 33, Td = 1.

Como nao dispomos de um metodo analítico que descreva as solucoes do bilhar triangular 
(22,5°, 67,5°, 90°), faremos uma investigacao no ambito apenas do caso retangular. Para isso, 
usamos a equacao de autovalores dada por (4.4). Com as dimensoes das paredes definidas 
por |AB| = 1 e |BC| = \f2 — 1 , o espectro analítico neste caso e

kí2 mn = rá im 2 + n2

(V2 -  1)2 (4.T)
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Triângulo
Td =0,0

o 4o autoestado

Retângulo

Td = l , 0
8o autoestado 

7° autoestado

a5 (5x1)

b4 b5 (3x2)

Figura 4.19: a) Gráfico de k x Td x (|T(i, j)|2) da região IV. b) Densidade de probabilidade 
|̂ |2 associada aos estados: ab l) k =  20, 66, Td =  0; a2) k =  19, 91, Td =  0,19; a3) k =  19, 5, 
Td =  0, 41; a4) k =  18, 28, Td =  0, 91; a5) k =  17, 46, Td =  1; b2) k =  20, 09, Td =  0, 21; b3) 
k =  19, 69, Td =  0, 42; b4) k =  18, 56, Td =  0, 91; b5) k =  17, 88, Td =  1.

A  tabela 4.2 mostra os autovalores de energia obtidos analiticamente a partir da equacao 

(4.7), em comparaçao com os autovalores calculados via MCP.

A  relacao entre a funcao de onda calculada para os estados inicial e final do bilhar retan­

gular e mostrado no diagrama da Fig. 4.20. Neste espaco de parâmetros, nao detectamos 

nenhuma degenerescencia no limite inferior e superior. No limite inferior, este resultado ja 

era esperado antecipadamente tendo em vista que nesta geometria com ß =  22, 5o, não ha 

ocorrência de estados degenerados. Vale lembrar que no espaco de fase que descreve o ter­

ceiro e quarto autoestado do triangulo, nao ha inversao da morfologia da funcao de onda na 

regiao de cruzamento, porem, ocorre uma inversão na ordem das nomenclaturas adotadas, 

de tal maneira que, por exemplo, o quarto autoestado (4o) do triangulo resulta por meio da

126



Autovalores de energia do retângulo para @ =  22,5o

Autoestado k(A) k(MCP) (m  x n)
1 8,20 8,24 (1 x 1)

2 9,84 9,87 (2 x 1)

3 12,09 12,12 (3 x 1)

4 14,67 14,69 (4 x 1)

5 15,49 15,52 (1 x 2)

6 16,41 16,45 (2 x 2)

7 17,44 17,46 (5 x 1)

8 17,85 17,88 (3 x 2)

9 19,69 19,72 (4 x 2)

10 20,31 20,33 (6 x 1)

Tabela 4.2: Relaçao entre os autovalores de energia do retângulo f3 =  22, 5o obtidos via 
metodo analítico e MCP. m e n sao os mímeros quanticos associados as autofuncoes.

variacão positiva da transmissão no oitavo (8o) e setimo (7o) autoestado do retangulo, nesta 

ordem.

Como discutido nesta secão, variacoes no potencial da parede õc nao resultaram em 

repulsoes de níveis para os primeiros autoestados calculados em k E [8, 22]. De acordo com 

o que fora abordado, os autoestados evoluem sob aspecto de convergâencia em determinadas 

regiães do espaço de fase, e em todas elas ocorrem cruzamentos entre famílias. Para uma busca 

mais ampla a respeito das regiões de convergencia, mostramos na Fig. 4.21a a densidade de 

autoestados para k E [30,40] sob a mesma variação de transmissão Td e  [0,1]. As regioes VI, 

V II, V III  e IX  sao ampliacoes de famílias em aspecto de convergencia mediante aproximacao 

de autoestados vizinhos, e sao exibidas ao lado da Fig. 4.21a. Na Fig 4.21b, plotamos a 

funcao de onda associada a estes autoestados antes (a1 e b 1) e apos (a2 e b2) a aproximaçao. 

Uma repulsao e um cruzamento (C ) sao identificados na regiao V I e uma repulsao na região 

IX, enquanto nas demais regioes V II  e V I I I  sao exibidos cruzamentos ou degenerescencias
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Td= l

3o

(2x1)

- n n

(3x1)[TL
(4x1)Kffl]

(1x2) (5x1)

(2x2)

Figura 4.20: Diagrama com a morfologia da função de onda associada aos estados do triângulo 
e retângulo nos extremos Td = 0 e Td =1 para o caso (22, 5o, 67,5o, 90°).
acidentais.

4.2.3 Estatística dos níveis de energia
Iremos agora calcular as estatísticas de níveis para determinar a dinamica mais apropriada 
para o sistema retangular (22, 5°, 67, 5°, 90°). Antes de avaliarmos a densidade de probabili­
dade P(s) para valores intermediários de transmissão, vamos obter a contagem de autoestados 
relativa ao sistema na qual a transmissao nula na diagonal define as solucães do triangulo 
(22, 5°, 67,5°, 90°). Neste limite caracterizado por Td = 0, as energias de ressonancia obtidas 
pelo metodo numerico sao duplicadas, ou seja, sao energias que remetem as solucoes do tri­
angulo superior acda e inferior abca. Com isso, a contagem de autoestados via MCP precisa 
do mesmo ajuste que fora feito anteriormente para o caso (30°, 60°, 90°). Porem, para este 
ultimo, tínhamos em maos a equaçao exata de autovalores para que fosse possível calcular 
analiticamente o espaçamento medio entre níveis e dessa forma obter o melhor ajuste possí­
vel. No caso agora em questão, nao dispomos de uma equaçao que defina analiticamente as
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V I I

V I I I

IX

I.

ár/W/S
V

b l

b l b2

Figura 4.21: a) Grafico de k x Td x (|T(i, j ) |2) para k G [30,40]. As regiães V a VIII são 
ampliadas a direita para identificar a natureza dos pontos de convergencia. C representa uma regiao de cruzamento. b) Densidade de probabilidade |Q|2 associada aos estados; V I) 
a l) k = 32, 34, Td = 0, 5; a2) k = 32,1, Td = 0, 69; b l) k = 32, 5, Td = 0, 53; b2) k = 32, 3, 
Td = 0, 7. V II) a l) k = 34, 08, Td = 0, 3; a2) k = 33, 79, Td = 0,45; b l )  k = 34,13, Td = 0, 3; 
b2) k = 33,85, Td = 0,45. V III) a l) k = 36, 06, Td = 0, 53; a2) k = 35, 5, Td = 0, 59; b l)  
k = 36,09, Td = 0, 53; b2) k = 35, 98, Td = 0, 59. IX ) a l) k = 37,86, Td = 0,027; a2) k = 37, 78, Td = 0,05; b l )  k = 37, 93, Td = 0, 027; b2) k = 37,84, Td = 0,05.

energias deste sistema, então o ajuste e feito atraves da remocao manual de uma das energias 
duplicadas condicionado a expressao de Weyl, que define a media de autoestados contidos 
em um determinado intervalo de energia.
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A  Fig. 4.22 mostra a contagem de autoestados N (E ) em função da energia para E  e 

[32, 400]. A  curva contínua exibe a quantidade de autoestados obtidos analiticamente por 

meio da equacao de Weyl e a funcão de escada espectral se refere a contagem de autoestados 

obtidas numericamente pelo MCP. Com os dados relativos ao nosso metodo, o M CP mostra 

uma boa margem de proximidade com os dados da formula de Weyl, e com isso podemos com 

seguranca determinar a dinâmica mais apropriada para o limite inferior cuja transmissao e 

nula na parede ac.

(22,5°,67,5°,90°) T , = 0
6001 ■ , ■ -i ■----------

e analiticamente 
que sao soluções

dos triangulos superior acda e inferior abca quando a parede ac e totalmente impermeavel 
(Td =  0).

A  densidade de probabilidade P (s) para o sistema descrito no parágrafo anterior encontra- 

se junto aos resultados para transmissões intermediárias na Fig. 4.23. De acordo com o 

histograma obtido pelo M CP no primeiro caso em que a diagonal possui transmissao nula, a 

densidade P (s) descreve uma dinamica na qual a distribuicão de níveis sugere uma distribui- 

cao de Brody com parâmetro À =  0, 7. Para as demais transmissães, os histogramas indicam 

uma tendencia a dinamica de Berry-Robnik com variacoes nos parâmetros pi e p2.

Figura 4.22: Funcao de escada espectral obtida numericamente via M CP 
via Weyl. O ajuste consiste na remocão de uma das energias duplicadas
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Figura 4.23: Densidade de probabilidade P(s) dos primeiros 1200 níveis de energia para 
valores intermediarios de transmissao. Para a transmissão Td = 0, P(s) e calculada para os 
primeiros 492 níveis. Os histogramas sao montados numericamente via MCP e as curvas se 
referem a distribuiçao de Brody para o sistema com Td = 0 e a distribuicão de Berry-Robnik 
para transmissoães intermediarias.
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4.3 Conclusões parciais
O objeto de estudo deste capítulo consistiu na geometria descrita por uma bilhar retangular 
com um segmento de reta conectando dois vertices. O parâmetro responsável pelo dimen­
sionamento das paredes do bilhar ficou condicionado a inclinacao da diagonal definida pelo 
ângulo f i . Em primeira análise, avaliamos as soluções que compoe o retângulo cujo fi = 30°. 
Desta configuracao o retangulo e construído para formar dois triângulos (30,° , 60°, 90°) com­
partilhando a mesma diagonal. Na segunda seçõo, adotamos fi = 22, 5°, a qual descreve dois 
triângulos (22, 5,° , 67, 5°, 90°).

Para o primeiro caso fi = 30°, avaliamos as propriedades da matriz T( i , j )  de espalhamento 
para os primeiros níveis com k E [6 , 20], enquanto modificamos a transmissao na parede 
diagonal desde o limite inferior definido por Td = 0 ate o limite superior Td =1. O contorno 
periferico manteve-se sob mesma transmissao, e seu valor adotado foi de Tp = 0. De acordo 
com dados relativos a matriz de espalhamento, as famílias desenvolvem-se descrevendo suaves 
variacoes na dinamica entre os limites de transmissao, sendo mais fortemente influenciadas 
nas regioes próximas aos limites inferior e superior. Em todos os casos os valores das energias 
de ressonancia se deslocam inversamente ao aumento da transmissao. Essa variacõo pode ser 
comparada ao formato da letra S quando refletida. Podemos entender esse aspecto devido 
ao aumento da area do bilhar quando a transmissao varia positivamente na diagonal. Com 
o aumento da transmissõao, a area do bilhar aumenta, com isso o comprimento de onda da 
solucao interna ao bilhar tambem aumenta e, pela dependencia inversa do comprimento de 
onda com a energia, esta se desloca na direçao de um menor valor. Em algumas regioes 
do espaço de fase k x Td, identificamos interações entre famílias, nas quais em alguns casos 
pudemos classificar a interacao como uma repulsao de níveis. Nestas observamos novamente 
a tendâencia da funçcõao de onda em evitar desvios acentuados no parâametro de permeabilidade, 
e o resultado disso e o comportamento de avoided crossing [103- 105], o qual se assemelha a 
uma transicao adiabatica de fase [107].

Para classificar as solucoes presentes em cada família, avaliamos a morfologia da funçao 
de onda dos autoestados calculada nas regiõoes intermediarias de transmissõao, assim como 
nos dois limites inferior e superior. A partir do limite inferior em que a transmissao e nula,
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os autoestados estão sobrepostos sobre uma mesma energia a qual configura a solução do 

bilhar triangular (30,° , 60°, 90°). Com a variaçao da transmissao, ocorre uma quebra das 

autoenergias e o resultado e a dissociação dos autoestados com funçoes de onda independentes 

ate construirem os autoestados do bilhar retanguar no limite superior cuja transmissao e 

maxima. No entanto, essa dissociacao nao e via de regra para todos os casos em que a 

transmissão e nula. Em algumas situacoes, uma mesma família pode evoluir sem interacao 

aparente com as demais, deste modo um unico autoestado carecterístico do triângulo formara 

outro unico autoestado do retangulo.

Mediante teoria do espacamento de níveis, tentamos descrever de forma sucinta a dinâmica 

mais apropriada para o referido sistema. De acordo com os histogramas obtidos pelo MCP, 

transmissães intermediarias mostram uma forte tendencia a distribuicao de Berry-Robnik 

com diferentes ajustes dos parâmetros pi e p2. Tais resultados apontam para um sistema 

com dinâmica pseudo-integrâvel. Dados ja existentes na literatura indicam que para uma 

transmissão nula, ou seja, Td =  0, as soluçães descrevem uma dinâmica regular dos níveis 

de energia característica do triângulo (30°, 60°, 90°), no qual exibe uma distribuiçao do tipo 

Poisson [52]. Para transmissao maxima, Td = 1 ,  temos a soluçao do retângulo, cujo densidade 

de probabilidade tambem obedece a uma curva de Poisson [35].

Para o caso em que fi =  22,5°, os resultados mostram-se com relativa semelhanca ao caso 

fi =  30°. As autoenergias do sistema se ajustam inversamente a variacao da transmissão 

devido ao aumento da area efetiva do bilhar. No intervalo do espectro estudado, todas as 

famílias dissociam-se após pequenas variacoes da permeabilidade na parede diagonal, onde 

originalmente encontram-se sobrepostas em uma mesma coordenada de k x Td associados. A  

sobreposiçao em Td =  0, e posterior separação das famílias em 0 <  Td <  1, indica que cada 

autoestado originado no limite inferior do espaçco de fase ira formar um ou mais autoestados 

do retaângulo no limite Td =  1.

Algumas regiões do espaco de parâmetros tambem apresentam interacoes entre famílias e 

consequente repulsao de níveis. De acordo com os dados obtidos no calculo da funçao de onda, 

a densidade de probabilidade apresenta morfologia com transicão suave mediante acréscimo 

da permeabilidade e tambem de inversão quando calculada em regiães de repulsao entre 

famílias. No calculo estatístico, identificamos uma forte tendencia do sistema a se comportar
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de acordo com a distribuicao de Berry-Robnik, excetuando o caso em que a transmissao na 

diagonal e nula, pois neste caso o espacamento de níveis indica uma distribuiçao do tipo 

Brody, com parâmetro variacional À =  0, 7. Ambos os resultados sugerem novamente um 

sistema sob dinamica pseudo-integrável. Para o limite superior em que Td =  1, o sistema 

configura um retaângulo e a dinâamica associada e descrita por uma distribuiçcãao de Poisson [35].
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Capítulo 5 

Explorando as distintas funções de Green 
para o Metodo do Contorno de Paredes: 
Guias de onda e bilhar permeavel
Ate o momento, os diferentes resultados e aplicacoes apresentadas neste trabalho ilustram a 
verstatilidade do MCP. Mas, de forma semelhante a muitos protocolos de problemas de fron­
teira [119, 120], alguns problemas para o MCP tambem podem surgir. Aqui mencionamos 
provavelmente os dois mais importantes. Em primeiro lugar, a grande maioria dos estudos 
usando o MCP sao numericos. De fato, uma das principais vantagens da abordagem e a sua 
implementacao numerica direta [1,63,68,75]. No entanto, o processamento computacional 
necessario pode ser exigente se A’s associados a contornos C’s forem muito grandes em com- 
paracao com os comprimentos de onda procurados (2n/k), por exemplo, se for necessario 
simular guias de ondas para altas energias (para informacães adicionais consulte [65]). Em 
segundo lugar, existem apenas alguns resultados analíticos derivados com o metodo. Po­
demos citar linhas retas [63] e círculos [63,65], com esta ultima forma sendo recentemente 
“revisitada” em termos de tecnicas de solucao de equacoes integrais particulares aplicadas 
ao MCP [121]. Alem disso, um bilhar elíptico 2D [122] (para numeros consulte [72]) e uma 
barreira esferoidal 3D [123] foram analisados atraves de transformações engenhosas e escolhas 
apropriadas de sistemas de coordenadas para as expressãoes associadas ao MCP. Em todos 
esses casos, o potencial V e considerado como todo o espaço 2D ou 3D, assim, com as si-
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Figura 5.1: O M etodo do Contorno de Paredes assume que para a “região livre” V G RN . A 
funcao de Green e dada por G0, onde aproriadas condicães de contorno são impostas para 
as bordas CV de V. Se CV for infinito, entao V = RN e G0 e a funcao de Green para todo o 
espacço livre, situaçcãao usualmente considerada no MCP. Ao descrever estruturas arbitrarias 
fechadas (por exemplo, Ci), abertas conectadas (por exemplo, C2), e abertas desconectadas 
(por exemplo, C3) estruturas de paredes finas — que podem satisfazer condiçães de contorno 
distintas — como potenciais de parede ô, o MCP e capaz de obter espalhamento externo e/ou 
estados internos em termos de uma abordagem de espalhamento baseada em uma equaçcãao 
do tipo Lippmann-Schwinger.
metrias polares ou esfericas de G0 complementando em grande parte as do C’s investigados. 
Infelizmente, esse tipo de correspondencia de simetria, mitigando grandemente os calculos 
explícitos mencionados, nao pode ser explorado, por exemplo, para estruturas retangulares, 
cubicas, etc, usando estes mesmos G0’s.

Um ingrediente chave do MCP e que ele nao exige que o domínio V (no qual C esta 
inserido) seja livre em todo RN . Na verdade, ha uma grande liberdade (uma vez que algu­
mas condiçoes são observadas, Seção 5.1.1) para selecionar V. Portanto, dependendo do C 
particular, pode-se tentar escolher V tal que: (i) G0 correspondente seja facil de obter; (ii) 
a forma exata de G0 simplifica analítica ou numericamente a implementação do MCP. Dada 
essa perspectiva, nosso objetivo no presente capítulo e mostrar como V’s adequados levam as 
funçães de Green, o que facilita consideravelmente o estudo de C’s distintos usando o MCP. 
Nossas consideraçoes gerais aqui sao validas para N arbitrário. Mas para os exemplos que 
apresentaremos ao longo deste trabalho, focamos apenas no caso 2D (N = 2).
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O capítulo está organizado da seguinte forma. Na seção 5.1, apresentamos uma breve re­

visão com conceitos gerais sobre o MCP, tambem explicando como ele pode ser implementado 

assumindo V ’s distintos, e por consequencia Go’s. Discutimos uma forma geral para calcular 

a funcao de Green exata para guias de ondas semi-infinitas na secao 5.2. Como exemplo, 

consideramos a guia de onda semi-infinita retangular em 2D. Na secao 5.3, consideramos o 

domínio de V  calculado na secão 5.2 para analisar diferentes aplicaçães. Derivamos resulta­

dos analíticos para o bilhar retangular em uma guia de onda com uma estrutura ressonante 

nos seus limites. Autovalores e autoestados numericos tambem são obtidos para formas 

triangulares e trapezoidais de bilhares.

5.1 Uma breve revisão do MCP: A escolha da função de Green
A  construçao do M CP foi anteriormente detalhada no capítulo 2. Então, a seguir, apenas 

retomamos algumas ideias principais e os resultados mais relevantes sem entrar em grandes 

detalhes. Assumimos a equacao de Helmholtz em V  E RN , com apropriadas condicães de 

contorno CV , ver Fig. 5.1. Para CV tendendo ao infinito, temos todo o espaço livre real e 

as condicoes de contorno podem ser as condicoes de saída (+ )  ou de entrada (-). Na regiao 

em que o potencial e nulo, a funçao de onda Lfc(r) provem de (V2 +  k2)0 k(r ) =  0 enquanto 

a funçao de Green “livre” (0) resulta de (V2 +  k2)G 0(r, r0; k) =  ã(r — r0). As condições de 

contorno desejadas em CV são impostas a ambas as funçoes.

Agora, sendo U  um potencial de suporte compacto dentro da regiao V , a solucao da 

onda de espalhamento Lfc (r ) para o problema e dada pela equacão de Lippmann-Schwinger 

Lfc(r) =  (r ) +  f V dr0G0(r, r0; k )U (r0)Lfc(r0). A  etapa essencial do M CP [63] e entao escrever

U (r ) como um potencial ã-parede U (r ) =  f c dsq(s)ã (r — r (s )), onde s são os pontos para­

metrizados ao longo da curva C, com r (s ) sendo suas posicães vetoriais. Aqui, 7 (s) fornece 

a permeabilidade das paredes de C em cada ponto s. Na verdade, se assumirmos uma onda 

plana de numero de onda k com incidencia perpendicular ao ponto s em C, entao a onda tem 

probabilidade Pt =  4k2/ (4k2 +  7 (s )2) de ser transmitida e Pr =  7 (s )2/ (4k2 +  7 (s )2) de ser 

refletida em s. No limite 7 ^  ro (de tal forma que P t =  0) pode-se mostrar que Lfc se anula 

em C [63], correspondendo a usual condiçao de contorno de Dirichlet. Outras condicães de
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contorno, como Neummann e Robin, tambem sao possíveis definindo outras expressoes do 
tipo 8 [124] para U . Neste trabalho nos concentramos apenas na permeabilidade uniforme 
(portanto com 7 constante ao longo de C) com condicoes de contorno de Dirichlet.

Ao inserir o potencial U dado acima na equacão de Lippmann-Schwinger obtem-se

^ k (r) = ( r )  + y  J  dsGo(r, r(s); k )^ k(r(s)). (5.1)

Em uma relacao próxima com a matriz T padrão da teoria de espalhamento [125], no presente 
contexto pode-se definir ^ k( f (s b) )  = f c ds0T1 (sb, sa; k )0 k(r(s0)), tal que

ÿ k(r ) =  (r ) +  y /  dsbdSaGo{r, r (sb); k)T ( (sb, k)<pk(r(s„ ) ) . (5.2)
Jc Jc

Uma representação em série para TY resulta [75]

T7 (sb,s„; k) = 8(sb -  Sa) + ^ X (j)(sb,sa; k), (5.3)
j=i

onde

T(j)(s6,sa; k) = Yj y dsi ... dsj- i Go (r (sb) , r (sj- i ); k)
xGo(r(sj- i), r(sj- 2); k) ... Go(r(si), r(sa); k). (5.4)

Para o caso particular de y ^  ^  podemos proceder da seguinte forma. Definindo
T (sb, sa; k) = -  lim7 yT7 (sb, sa; k), obtem-se [65]

£(sb -  sa) =  J  dsT (sb, s; k) Go(r (s) , r (sa); k)

= í  dsGo (r (sb) , r (s); k) T (s,sa; k) , (5.5)
1C

e para todo r G V

ÿ k(r )  = 0k(r) -  dsbdsaG o(r, r(sb); k )T (s b,sa; k)0k(r(sa)). (5.6)
de de

138



Considerando r em Gfc (r) a posicao do vetor r(s) de um s arbitrario sobre o contorno C e 
substituindo (5.5) em (5.6), vemos que a funçao Gfc(r(s)) se anula, o que satisfaz as condiçães 
de contorno de Dirichlet como previamente antecipado.

Uma propriedade notavel do MCP para um C fechado e o chamado mecanismo de filtro
[65]. Assumindo {kn, ^n} o conjunto de soluçães no interior de C, resulta que para qualquer 
r na regiao interna: (i) Se k = kn, entao Gfc (r) = 0 (embora na regiao externa Gfc e a solucão 
correta de espalhamento, com correspondendo a onda incidente); (ii) Se k = kn para 
algum n e para exibindo condiçães adequadas de simetria [65], temos ^(r) = ^n(r).

Como ja apontado no capítulo 2 , a formulacão numerica do MCP e relativamente simples e 
bem discutida na literatura (por exemplo, uma descrição detalhada com as formulas explícitas 
necessarias e fornecida em [75]). Em suma, discretiza-se C para que a funcão T configure 
uma matriz quadrada, calculada a partir de uma versão matricial da equacao (5.5). Então, as 
equaçoes (5.2) ou (5.6) podem ser resolvidas por meio de quadraturas diretas. O fundamental 
para nossos propósitos e que tal esboco seja independente da forma funcional real de G0, a 
menos, e claro, pelas particularidades de seu calculo numerico. Portanto, para G0’s distintos, 
os mesmos algoritmos num ericos existentes para o MCP podem ser usados sem modificaçcãoes 
apreciaveis.

5 . l . l  A escolha do domínio espacial V
Uma vez que se deve abordar o comportamento ondulatorio espec fico associado as formas 
C’s com condicães de contorno adequadas, ha grande flexibilidade na escolha de V, desde 
que seja consistente com o fenomeno investigado. Isso motiva a busca por geometrias de 
domínio que facilitem a analise. Apenas como ilustracao, suponha que o objetivo seja discutir 
um processo como as ressonâncias de espalhamento de dois discos impermeaveis no plano 
[126, 127] (modelados como círculos com condiçães de contorno de Dirichlet). Usando o 
MCP, uma poss ível estrat egia poderia ser considerar a funcao de Green para o espaco livre 
2D — G0+)(r, r0; k) = — |fí0+)(k|r — r0|) — e entao considerar C como dois círculos. No 
entanto, ale m do tratamento numerico de G0, o trabalho numerico necessario (para obter T 
e realizar as integrais para Gfc) nesta primeira abordagem seria reduzido se, em vez disso,
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assumirmos como G0 a funçao de Green para a regiao externa de um círculo em 2D1 e, 
portanto, C como apenas o segundo círculo.

Um ponto chave mencionado acima diz respeito à compatibilidade entre as soluçoes pro­
curadas Lfc com o domínio V. Tal condição do MCP e de facil compreensão se supormos 
que C seja uma curva fechada, como C1 da Fig. 5.1, para a qual estamos tentando calcular 
os autoestados e autovalores. Se V tambem estiver fechado (ver Fig. 5.1), os possíveis fc’s 
dos estados “sementes” são aqueles pertencentes ao espectro da equação de Helmholtz em 
V, [kn}v . Portanto, usando o MCP nao podemos obter as solucães para o bilhar C dentro 
de um V que tambem e fechado se |fcn}c e |kn}v forem distintos. Para evitar o problema 
deve-se definir V como uma regiãao aberta, al em de exibir simetrias em conformidade com as 
de C.

No entanto, a selecão adequada de V’s deve ampliar a aplicabilidade do MCP, por exem­
plo, permitindo discutir C’s muito mais longos, em casos particulares simplificando as soluçoes 
numericas para formas fechadas (bilhar) e finalmente abrindo a possibilidade de resultados 
anal íticos, atualmente limitados para poucas situaçães, uma vez que a pratica usual na lite­
ratura e considerar V = RN. Assim, entre os potenciais candidatos para V, al em do espaco 
livre, mencionamos as guias de ondas semi-infinitas ou infinitas. De um modo geral, sao es­
truturas finitas em todas as direçães, exceto uma (extendendo-se por R+ ou R). Na próxima 
secao, derivamos um me todo geral para obter a funcao de Green exata para guias de ondas 
semi-infinitas, resolvendo um exemplo particular, a forma retangular. A seção 5.3 e entao 
dedicada a explorar esse dom nio.

1A  funcao de Green exata para a regiao externa de um círculo de raio R  centrado na origem e satis­

fazendo as condições de Dirichlet e G0+ ) (r, r 0; k) =  — |H0+ ) (k|r — r0|) +  4 J o i^ R )  H0+ ) (kr)H 0+ ) (kro) +
o (kR)

2 TTT=1 Jr+.()fcR) H Í + ) (k r ) f f i+ ) (kr0) cos[n(0 — $o)j, onde Jn e H Í + )  sõo as funcoes de Bessel e Hankel de pri-
H n (kR)

meiro ordem n .  A  serie infinita pode ser calculada numericamente com a ajuda de expansões assintóticas no 
parâmetro de ordem n (ver, por exemplo, [75]).
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5.2 A função de Green para guias de ondas 
semi-infinitas

Aqui, abordamos a funcão de Green G(±) de saída (+) e de entrada (—) para o operador de 
Helmholtz L  ̂ = V2 + k2 definido em V G RN. Nos concentramos apenas nas condicoes de 
contorno de Dirichlet nas fronteiras CV de V. O procedimento a seguir visa guias de ondas 
semi-infinitas para as quais V = (0, ro) x Q, com Q sendo uma regiao limitada (finita) de 
RN- 1. Devido a estrutura particular de V, assumimos que existe um sistema de coordenadas 
que permite escrever (0 < £ < ro, ff = (n1; n2, • • •, nN- 1), an < Vn < bn para an < bn finitos 
Vn,e r = (£, ff))

4 '  G(£, í; £o, no; k) = (Ó  + f  (£) V  + k2) G(£, n;£o, no; k) = <i(r -  ro)
= s(£) -  £0) í (n - ho), (5.7)

onde Oç = f2(£) d2/d£2 + f 1 (£) d/d£ + f0(£). É importante ressaltar que Oç deve estar 
relacionado as soluçães do tipo onda, uma vez que e o “componente” da equaçao de Helmholtz 
ao longo da direcao semi-infinita £.

Temos G(£,ff G Cq; £0,ff0; k) = 0 e dependendo de cada CV particular, uma condiçao 
específica para G(0,n; £0, n0; k) tambem deve ser observada (ver exemplo a seguir). Alem 
disso, dado que Lk e um operador diferencial de segunda ordem, G e cont ínua em r = 
r0, entretanto, ao cruzar r0, a funcao de Green apresenta saltos na primeira derivada e 
divergencias do tipo delta de Dirac na segunda derivada (ver, por exemplo, [128]). Éstamos 
buscando solucães ± (com + correspondendo à condicao de Sommerfeld), portanto, G(±)(£ ^  
ro) ~ exp[± ik £] com d relacionado ao grau de separabilidade de £ e 'ff (por
exemplo, se f  (£) = 1 então d = 0).

Para a região limitada Q, o operador de Helmholtz LQ = V | + ã2 representa um problema 
de autovalor, tal que [129] (com n = 1, 2,..., identificando os diferentes automodos)

J 2 Wn(V2)w*n (n1) = Ô( ff2 -  U), (5.8)
n
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com a ultima identidade acima representando a relacao de completude dos wn’s em Q [129]. 
Devido a forma de nas equacães (5.7) e (5.8), e natural tentar o ansatz

G(C fj; ^  do; k) =  ^  wn (n) K  (no) Fn(C; Co; k) , (5.9)
n

exigindo este para qualquer n

(O? -  f (C) kn + k2)F„(£;Co;k) = s(C) 8(C -  Co). (5.10)

Quando C = Co (então 8(C — Co) = 0), a equacão diferencial homogenea de segunda ordem 
resutante — (O? — f  (C) kn+k2)Fn(C; k) = 0 — admite duas solucães fundamentais [129], Fn = 
un(C; k) e Fn = vn(C; k). E concebível que as corretas combinações lineares dessas funcoes 
— ou seja, h ^  (C; k) = an un(C; k) ± ifln vn(C; k) — tambem representem assintoticamente as 
ondas de saída e de entrada adequadas.

Dessa forma, supondo que un(C; k) resulta na condiçao desejada para G(±) em C = 0, 
podemos tomar Fn± a  un(C; k) para C < Co e Fn± a  hl±\C; k) para C > Co. Entao, e simples 
notar que um F  em C = Co, mas apresentando um “salto” em sua primeira derivada, temos
(para C(n±) uma constante e C> (C<) o maior (menor) entre C e Co)

Fn±)(C; Co;k) = c n±  un(C<;k) hn±)( C>;k)- (5.11)

A ultima etapa e determinar Cn±) para estar em conformidade com a equação (5.10). Com 
este objetivo, dividimos a equacao (5.10) por f2(C), integramos a expressão resultante em C 
de Co — e a Co + e e tomamos o limite e ^  0. Usando o fato de que F e contínuo e empregando 
a integração por partes para o termo (O? envolvendo d /ÔC, temos (com g '(C) =  df (C)/dC e
W[g2(C),gi(C)] = g2(C)gi(C) — g2(C) gi(C) o m -om W  de g2 e gi)

Ĉ(±) = s( Co)____________ 1__________  (5 12)n f2(Co) w [hn±)(Co;Co;k),un(Co;Co;k)]‘
Finalmente, observamos que das discussoes acima, as condicoes de contorno para G tam­

bem são obedecidas na variavel ro, como deveria ser o caso devido a simetria r o  ro na
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equação que define a função de Green [128].

5.2.1 A guia de onda retangular semi-infinita
Para ilustrar a descrição anterior, consideramos a geometria representada na Fig. 5.2a. Esta 

corresponde a uma regiao retangular semi-infinita de guias de ondas 0 <  y <  L y, x >  0, para 

a qual impomos condições de contorno de Dirichlet em y =  0, y =  L y e x =  0. Entao podemos 

usar coordenadas cartesianas, com V 2 =  d2/dx 2 +  d2/ôy2 e ã(r — r0) =  ã(x — x0) ã(y — yo). 

Tambem, G(0, y; x0; y0; k) =  G (x, 0; x0; y0; k) =  G (x, L y; x0; y0; k) =  0. Para a direcão limite

y (n =  1,2 ,. . . )

V n y ) ( y ) =  ^/L2“ sen[ “ p ], dy2 ^  ) ( y ) +  “ p  ^  ) ( y ) =  0, (5.13)

onde # y)(0) =  ^ Ly)(L y) =  0. Neste caso, as solucães para a versão homogenea da 

equacao (5.10) sao sen[knx], cos[knx], e exp [± iknx], com kn =  k2 — n2n2/L2. Assim, 

para observar a c o n d ã o  de contorno em x =  0 definimos un(x ) =  sen[knx] (obviamente 

hn±) (x ) =  exp [± iknx]). Por ultimo, W [exp [± iknx0], sen[knx0]] =  —kn e a exata funçao de 

Green resulta

± (—1)
G(±t) (x ,y ;x0,y0; k) =  ̂ nLy)(y ) ^nL y ) x <] e x p [± i kn x >],

knn=1
(5.14)

onde kn =  k2 — n2n2/L^, ^ Ly)(z ) =  ^/2/Ly sen[nnz/Ly] e x> (x< ) e o maior (menor) 

entre x e x0. O sobrescrito +  (—) representa o caso de saída (entrada). Como um exerc ício 

adicional muito instrutivo, no apendice B mostramos como obter a funcão de Green usual 

para uma caixa 2D a partir das soluçães G (± ).
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Figura 5.2: (a) O guia de onda retangular semi-infinito em 2D constituindo o domínio V. 
(b) A linha reta C, quando considerada junto com as partes das paredes de V, pode formar 
bilhares distintos, como um trap ezio, um rerángulo (se 9 = n/2), e um triangulo rerángulo 
se Lx estiver corretamente definido (em detalhes no canto superior direito).
5.3 Aplicacões para o domínio V como guia de ondas semi- 

infinito retangular
Suponhamos um segmento da reta C dentro da região V, Fig. 5.2b), cuja equacao param etrica 
e (para 0 < t < 1)

x(t) = Lx + Ly

tan[9] t, y(t) = Ly t. (5.15)
Observe que para C único, quando considerado junto com as partes da borda V, pode 

formar algum bilhar poligonal simples. Na verdade, para um arbitrário Lx, C resulta — com as 
paredes da guia de onda — a uma forma trapezoidal, ao passo que ao definir Lx = — Ly / tan[9], 
temos um triangulo retangulo (como ilustrado na Fig. 5.2b). Finalmente, uma estrutura 
retangular surge quando 9 = n/2 de modo que tan[9] ^  ro e entao x(t) = Lx e y(t) = Ly t.

Na seçao 5.3.2 calculamos numericamente ^(r) para os sistemas da Fig. 5.2b), assumindo 
diferentes permeabilidades y e parâmetros geom etricos Lx e 9 para C. Mas antes disso, 
apresentamos a seguir alguns exemplos analiticamente solucionaveis.
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5.3.1 O bilhar retangular (9 =  n/2)
As matrizes T e TY

Vamos considerar 9 = n/2 e assumir as condiçães de contorno de Dirichlet em C. Entao, a 
expressao para a matriz T, segundo a relação da equação (5.5), com Go dado por Gr±t) na 
equação (5.14), resulta (para 0 < tb,t0 < 1)

f 1 -V (—1)
8(tb — to) = dt ^2  Pn(Lytb) Pn(Lyt) —— sen[knLx] exp[±iknLx]

Jo n=1 kn
xT(±)(t,to; k). (5.16)

Anteriormente eliminamos o sobrescrito (Ly) em p para simplificar a notacão. Relembrando

f 1 1I dt pn(Lyt) pm(Lyt) — k 8nm./o LyV 1

^  ̂pn(Lytb) pn(Lyto) — T 8(tb to), (5.17)— Lyn=1 y
em seguida, por uma inspecao direta da equacão (5.16), encontramos

T^(±)^ 4- .M  _  í t  4-\, „ ( T 4- \ kn exp[V ik nL x]
T  (tb, to; k) — L ty / y ^n(L y tb) pn(L y to) r. r n •y n=1^M y ^ ^ v  y ^  sen[knLx] (5.18)

Para o caso mais geral de um C permeavel, de constante de permeabilidade y, tambem 
podemos obter T(±) em uma exata forma fechada. De fato, no presente caso em que 9 = n/2 
temos para a equacao (5.4)

T(±’j)(tb,to; k) = Yj /  dt1 dt2 • • • dt,-- ^  k—k( 1)
nj nj—i ... n2 ni knj knj-1 • • • k1

X pnj (Ly tb) pnj (Ly tj -1) pnj-1 (Ly tj -1) pnj-1 (Ly tj -2)
X pnj- 2 (Ly tj-2 ) pnj-2 (Ly tj-3 ) • • • V«3 (Ly t3) pn3 (Ly t2)
X pn2 (Ly t2) pn2 (Ly t1) pni (Ly t1) pni (Ly to)

l=j
x sen[kn; Lx] exp[±i kn; LxL (5.19)

i=1
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A seguir, considerando a primeira relação na equação (5.17) para as integrais sucessivas na 
equação (5.19), temos

T(±,j)(t t k) _  ^  T (  Lx] exp[± ik„  Lx]>\ji 7 (t6,ta, k) 2^ M  Y Ly kn
n—l N y /

X^n(Ty tb) ^n(Ty ta)- (5 .20)

Por ultimo, reescrevemos a funçao ã na equaçao (5.3) em termos da segunda relaçao na 
equaçao (5.17), ençontramos para

rp(±) (, I 1 \ T í  sen[fcn Lx] e xp [± ik „  L x A j
Ty A ^ a ,  k) _  T y ^ 2_. ( —Y ------------ T~k-------------- )

n—i j—n  ̂ y n 'T ky nn—l j —0 x y
X ̂ n(Ty tb) n̂ (Ty ta)

_  Ty kn ^n(Ty ) ^n(Ty ta) (5 2 1)
n—l Ty kn + Y sen[kn Tx] exp[±i kn Tx] ’ ’

Observe que, çonforme disçutido na Seçao 5.1, obtemos prontamente T na equação (5.18) a 
partir de TY na equaçao (5.21) çomo T _  — limY TY.

A solução para as condições de contorno de Dirichlet

Uma função (r) que resolve a guia de onda semi-infinita (ou seja, na ausençia de C) e dado 
por

(r) _  Cl sen[lny/Ty] sen[k x], (5.22)
onde l e um inteiro positivo, k2 _  ky + l2n2/Ty e C e uma çonstante de normalizaçao.

Para çalçular satisfazendo as çondiçoes de çontorno de Diriçhlet em C çonsideramos 
a equaçao (5.6) çom T tomando a forma a partir da equação (5.18). Temos dois çasos, as
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Yfc(r ) =  Ci se—[^ ] s e —[k x]
L y

,—n y-, , . km exp[± i(k ra km)L x]

regiões interna (x <  L x) e a externa (x >  L x). Para o primeiro (r =  (x <  L x,y ))

^ r; i km exp[±í(kn km)Lx] r 2CM  se—[^—] se—[kn x]------ :-------r——------ Lynt= l Ly knse—[kmLx]
X I I dtb dta pn (Lytb)pm(Lytb)pm(Ly ta )pl(Lyta) p e—[kl Lx]

Jo J o

Cl se—[ y]se—[k x] — < Cl se—[——y] se—[fcn x]Ly l n,m=1 Ly
km exp[± i(kn km)L x] r r i T7 T 1 0̂ \

X ~j 7~j j  ï ®nm ^ml f se—[kl L x]* (5.23)
knse—[kmL x]

Aqui, o mecanismo de filtro mencionado na secão 5.1 torna-se explítico. Suponha um 

numero de onda k tal que ki L x =  j  n para algum j  =  1, 2 ,... (portanto k2 =  n2 ( l2/L^ +  

j 2/LX). Assim sen[klL x] =  0, o segundo termo da ultima relacão na equação (5.23) desaparece

Úfc(r) =  Cl se—[-ny/Ly]se—[jn x / L j  =  M (r ),  (5.24)

que e o autoestado exato para uma caixa retangular 2D. Por outro lado, se fcl =  j  n/Lx ( j

inteiro) a equacao (5.23) resulta

Úfc(r) =  Cl se—[-ny]se—[k x] — Clse—[-ny] se—[k x] =  0. (5.25)
Ly Ly

A  soluçao e nula, uma vez que fc nao corresponde a um autovalor do problema interno.

e
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Para a regiãao externa

km sen[knLx] X  -------^ 4knsen[km Lx] exp[rêikmLx] r̂am í SCn[k| Lx]. (5.26)

Se escolhermos k tal que sen[k Lx] = 0, a anterior solução para a região externa (r)
exibe a mesma forma funcional exata da solução interna (r), a equação (5.24). Este e 
um bom exemplo do princípio da transparência (TP) para o bilhar [130- 132], o qual ocorre 
sempre que exista uma perfeita correspondencia de simetria entre os autoestados internos e 
as soluções de espalhamento externas. No presente exemplo, o TP e intuitivo de se entender. 
Na verdade, C e uma barreira de ã-parede vertical infinitamente repulsiva dentro da guia 
de onda (localizada em x = Lx). No entanto, tem largura zero e, como a onda incidente 
desaparece exatamente em x = , então nao “sente” tal potencial de barreira. Portanto,
a equacao (5.24) se estende por toda parte na guia de onda retangular semi-infinita.

Finalmente, quando sen[k Lx] = 0, temos da equaçao (5.26)

Que e a solucao esperada para o guia de onda semi-infinito, apenas com a extremidade

Qfc(r) ik(x -  Lx)] sen[k L*]
(5.27)

fechada movida de x = 0 para x = (D(±  e simplesmente uma constante de normalização
redefinida).
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A  solucão para um C permeãvel

Agora, para çonsideremos a equaçao (5.2) çom TY da equação (5.21). Para , assumimos 
a forma da equaçao (5.22). Para a regiao interna (x < Lx)

(r) _  Cj sen[lny]sen[fcí x] — y CjTy
(km/kn) exp[± iknTx] Lysem ——I sen|K„,x1n' Ty 'n,m—1 Ly Ly + Ysen[kmLx] exp[± ikmTx]

X I I dtb dta ^n(Lytb) ^m(Lytb) ^m(LyU)^ í(Lyta) ^sen[kí Tx]
.7 0 J 0

^  Anu ., ri ,  I „  r n n y ,  r. ,
Cí sen[—- ]sen[fcí x] — < y  C sen[—:— ] sen[kn x]Ly l n,m—1 Ly

(km/kn) exp[± iknTx] r- r- i [7 r 1 7c oo\
X k L +  Ysen[k L ] exp[± ik L ] ãnmãmí } sen[k (5.28)Ly +  Ysen[kmLx] exp[± ikmLx]

enquanto para a regiao externa (x > Lx)

(r) _  Cj sen[ ] sen[ k  x] — y CLy
rnnx r (km/kn) sen[knLx] TX< ^  Sen^T -] exp[±ifc„x] . - + '..e .»  T lexp.4-,n“ Ty 'n,m—1 Ly Ly + Ysen[kmLx] exp[± ikmLx]

X I I dtb dta ^n(Lytb)^m(Ly )^m(Lyta)^í(Lyta) ŝen[kí Lx]
0 0

_  Cl sen[lT“U]sen[k x] — < y C s e n [ ] exp[±ikn x]Ly l n,m—1 Ly
(km/kn) sen[knLx] r- r- i [7 r 1 7c on\X k L + Ysen[k L ] exp[±ik L ] ãnmãmí }sen[k Lx]- (5.29)Ly + / sen[kmLx] exp[± ikmLx]

Se k e tal que k Lx _  j n (j _  1, 2 ,...) então sen[k Lx] _  0 e tanto da equação (5.28) ou da 
equaçao (5.29) ençontramos que (r) _  (r) independe do parâmetro de permeabilidade
Y. Isso novamente e devido ao TP (ver disçussão apos a equaçao (5.26)).
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Figura 5.3: O quadrado do modulo de A, equaçao (5.32), como fum^o de Àl/Lx (com Àl o 
comprimento de onda incidente ao longo de x) para quatro valores distintos da transmissão 
de probabilidade Pt atraves de C. Aqui l = 1 e Lx = 1 . Os picos representam os estados 
quase-ligados associados a existencia de um lado permeavel da estrutura retangular, quando 
a amplitude da onda possui considerável aumento. A inserçao em (a) ilustra que para Pt > 0, 
A nao desaparece completamente para qualquer valor de Àl/Lx se Pt > 0. A inserção em (b) 
exemplifica uma tendâencia, as ressonaâncias tendem a desaparecer para Àl/Lx sendo poucas 
unidades (em (b) nao sao mais observados picos para Àl/Lx > 2, 7).

Para sen[kl Lx] = 0, temos para x < Lx

(r) = A(kl; y) (r) = A(kl; Y) Cl se—[-ny] se—[kl x]Ly
(5.30)

e para x > Lx

(r) = A(kl; y) Cl se—[-ny] ( se—[kl x] + Yse—[kl Lx] se—[kl (x — L*)]
L y kl Ll Lx

(5.31)

onde
A (k l ; y )

kl L x (5.32)kl Lx + y sen [kl Lx] exp[±ikl Lx] ’
Observe que, como se espera, ^(r) e cont ínuo em x = Lx.

Uma consequâencia interessante da configuracçaão geom etrica acima e a geraçcãao de estados
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quase-ligados associados à existência de um lado permeável (localizado numa das extremi­

dades) da estrutura retangular formando a guia de onda semi-infinita. Na verdade, existem 

diferentes procedimentos [133, 134] para gerar ressonancias em cavidades e guias de ondas 

fechadas [65], por exemplo, visando o aumento da intensidade de ondas eletromagneticas 

estacionarias [133]. Embora esteja longe de ser uma realizacao pratica, nosso sistema atual 

representa uma ideia viavel para tal objetivo. De fato, para x <  (equacão (5.30)) a pre- 

senca de C leva a um fator de amplitude A (k ; 7 ) (equaçao (5.32)) para o autoestado natural 

da guia de onda . Reescrevendo 7 em termos de transmissao de probabilidade P t e k  

(ver Sec. 5.1), e para o comprimento de onda incidente Àj =  2n/fcj, plotamos na Fig. 5.3 a 

quantidade |A |2 como funcao Àj/Lx para quatro valores de P t, assumindo o primeiro modo 

l =  1 na direcão y. Para cada P t claramente existem valores de Àí/Lx para o quais |A |2 e 

muito maior que 1, caracterizando um grande ganho de amplitude dentro do guia de ondas. 

Este fenomeno e consideravelmente mais destacado para uma transmissividade baixa da pa­

rede C, mas entao com as larguras das ressonancias de quase-estados se tornando muito mais 

estreitas.

5.3.2 Resultados numéricos para C’s distintos
Nesta secao, vamos aplicar o M CP para alguns casos particulares: o bilhar quadrado, os bi­

lhares triangulares (45°, 45°, 90°) e (30°, 60°, 90°) e o bilhar trapezoidal (na uniao do quadrado 

com o triangulo (45°, 45°, 90°)). As guias sao construídas de acordo parâmetros descritos na 

Fig. 5.4. Os comprimentos +  lx e definem a base e altura da guia, respectivamente,

Figura 5.4: Geometria geral da guia de onda. As dimensoes L x +  e L y definem a base a 
altura da guia, respectivamente. Ajustando a posicao e o ângulo de inclinação 9 da parede 
L, sao obtidos diferentes bilhares.
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enquanto o ângulo 9 define a inclinaçao da parede L  (ou C) com a base L x +  lx. Em todos 

as simulaçoes, a dimensao N  da matriz T  na parede L  e T (i,  j ) =  [Tjjiooxioo, dessa forma a 

razao ^ <  0,04 para todos os bilhares.

Para a onda incidente, adotamos a forma da equacao dada por (5.22). Aqui, vamos 

reescreve-la como

com (nn/Ly)2 e a soma se estende ate N^, a qual fornece kn real (k >  nn/Ly).

O desafio numerico que a funcao de Green (equacao 5.14) impoe se concentra na escolha 

do numero de estados evanescentes, N E, de tal forma que este resulte em uma matriz T  

e uma funcao de onda Q bem definidas. Ondas evanescentes são modos nao propagantes 

em um certo meio. Em varios metodos de soluçoes de equacães de ondas (principalmente 

quando se usa t ecnicas de expansão em uma certa base), modos evanescentes podem aparecer. 

Talvez a situaçao mais simples seja justamente aquela que surge em nosso trabalho. Suponha 

que temos um modo oscilatório sen[k(q)x] definido para x >  0. Aqui, o numero de onda 

k e dependente de um parâmetro 7 . Eventualmente 7 pode assumir valores para tornar k 

imaginario, ou seja, k =  ík. Neste caso, teremos sen[râx] =  isenh[Kx] que obviamente tem 

um comportamento exponencial, ao inves de periodico. Quando estamos fazendo expansoes 

envolvendo modos evanescentes, precisamos tomar cuidado para incluir um numero suficiente 

de tais modos para garantir convergencia dos calculos.

Das observacoes feitas at e agora, no geral, com N E maior que N  ja  se obt em um estado 

definido. Sendo que, quanto maior o numero de estados evanescentes, maior a precisao da 

simulacao, ou seja, mais precisa e a determinaçao da posicao das ressonancias e morfologia 

dos autoestados. No entanto, nao e preciso N E muito grande para se ter resultados satisfa­

tórios. Com N e «  2 N , ja  se observa boa concordância com o caso analítico. Por isso, em 

todos os casos, vamos atribuir N E =  200 em todas as simulacães que seguem. Observamos 

tambem que variaçoes nestes parâmetros N E ^  N  permitem maior precisão nas energias 

ressonantes, influenciando pouco na morfologia dos autoestados. Para o calculo da funcao 

de onda, identificamos os k ’s ressonantes de modo identico ao M CP tradicional, analisando 

a variacão da me dia dos modulos quadrados dos elementos da matriz T  em funcao de k.
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Para o primeiro caso, analisamos os primeios estados quânticos do bilhar quadrado. As 
dimensões adotadas são Lx = Ly = 1 e 9 = 90o, formando um quadrado de lado unitario 
L como mostrado na Fig. 5.5a. As figuras 5.5b-g mostram a funcão de onda associada 
aos números quanticos (m x n) em b) (1 x 1), c) (2 x 2), d) (3 x 3), f) (3 x 5) e (5 x 3), 
estes dois últimos são estados degenerados. O autoestado e) representa uma energia fora da

a)

0  k (MCp)=  13,323 
q  k w = 13,328

f) g)
k (**> = 18,315 • I I I  k (MCP> = 18,308
k(A>= 18,318 9 1119  k(A)=18’318 

9 9 99 9

Figura 5.5: a) guia de onda formando o bilhar quadrado de lado Lx = L = 1, com lx = 0 
e 9 = 90o. b), c), d), f) e g) são funções de onda associadas as energias k(MCP). k(A) 
sao autovalores analíticos via equaçao (2.65). A Fig. e) representa uma energia fora da
ressonancia.
ressonancia, por isso a funçao de onda no interior do bilhar e nula. Descrevemos tambem em 
cada autoestado as energias k(MCP) obtidas pelo MCP para comparar com o caso analítico 
k(A). Os autovalores k(A) são fornecidos pela equacao (2.65).

Como mencionamos no início desta seçao, podemos impor maior precisão aos calculos 
atribuindo NE cada vez maior. Tal aspecto se revela influente tambem em regiães do espec­
tro com degenerescencias como visto, por exemplo, em f) e g). Para NE = 100, a simulação
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exibe apenas uma energia ressonante. Ao atribuirmos NE = 200 mantendo N = 100, ve­
mos uma “quebra” da energia inicial em duas, tambem ressonantes e que representam uma 
degenerescencia do quadrado. Observamos tambem que o espaçamento entre estas energias 
diminui com o aumento de NE.

A Fig. 5.6a exibe o bilhar triangular (45o, 45o, 90o) com Lx = 0, Ly = \/2, lx = \/2 e 
9 = 45o. Nas figuras 5.6b-f sao plotadas funçoes de onda para diferentes números de onda

a)

XMCp) = 4,963 
kfA) = 4,967

d)

XMCP> = 8,003 
m  = 8,009

UMCP> = 7,019• Xa* = 7,024

k

f)

XMCP> = 9,152 
XA> = 9,159

Figura 5.6: a) guia de onda formando o bilhar triangular (45o, 45o, 90o) com lx = \/2, obtido 
com Lx = 0, e 9 = 45o. Para estes parâmetros Ly =  \J2. b), c), d) e f) autofunções associadas 
as energias k(MCP\  sõo autovalores analíticos via equaçao (3.2) com l1 = lx = y/2 e
l2 = Ly = \/2. A Fig. e) representa uma energia fora da ressonancia.

k(MCP). A Fig. e) representa um número de onda fora da ressonancia. Os demais autoestados 
possuem números quanticos (m  x n) em b) (2 x 1), c) (3 x 1), d) (3 x 2) e f) (4 x 1). O 
espectro analítico sõo obtidos via equacõo (3.2) com l1 = lx = y/2 e l2 = Ly = \/2.

Na Fig. 5.7 apresentamos a guia de onda para o bilhar triangular (30o, 60o, 90o). Em 5.7a
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e exibida a geometria do bilhar cujas dimensães sao = 1, Lx =0, 9 = 30o e Ly = tan[30°]. 
Em 5.7b-g plotamos os estados construídos para diferentes numeros de onda k(MCP) obtidos 
via MCP. Os espectro de autovalores k(A) são obtidos via equacao (2.69) com as mesmas 
dimensoes adotadas na secao 2.5.2. As funçoes de onda b), c), e), f) e g) são geradas por

a)

kfMCP> = 15,778 
¥A> = 15,812

e)

¥MCP> = 16,588 
¥A) = 16,623

f) g)

¥MCP> = 22,605 ■  tfMCP) = 23,738
¥A> = 22,654 ■  irâ = 23,787

’  .

Figura 5.7: a) guia de onda formando o bilhar triangular (30°, 60°, 90°) com = 1, obtido 
com Lx = 0, e 9 = 30°. Para estes parâmetros Ly = tan[30°]. b), c), e), f) e g) sao autofunçães 
associadas as energias k(MCP). k(A) sao autovalores anal íticos via equacao (2.69). A Fig. e) 
representa uma energia fora da ressonancia.
energias ressonantes, enquanto o estado e) e calculado com uma energia fora da ressonância.
Os numeros quânticos associados sao em b) (3 x 1), c) (5 x 2), e) (5 x 1), f) (7 x 2) e g)

/(7 x 1). E importante destacar que a posicao da origem do sistema de coordenadas do bilhar 
nao intefere no modulo do vetor de onda, pois a geometria do triangulo desta secão difere do 
triangulo da Sec. 2.5.2 apenas mediante as trocas x ^  —x.

Por fim, mostramos na Fig. 5.8a a guia de onda para bilhar trapezoidal. Com a atribuiçao

155



dos parâmetros de geometria Ly = 1, Lx = 1 lx = 1 e 9 = 45o, o trapezio e construído 
pela junçao das geometrias do quadrado com o triangulo (45o, 45o, 90o). Nas figuras 5.8b-g, 
apenas a funcao de onda em g) possui energia fora da ressonancia. Os demais autoestados sao 
obtidos para valores de k(MCP)5s ressonantes. Obviamente todos os autoestados representam 
soluçoes do trapezio, porem, hú casos interessantes como visto nos grâficos c), e) e f). Em 
x <  1 , vemos as solucoes do quadrado constiuído de uma diagonal impermeavel descrito pelo 
segmento (x, y = x), enquanto que, em x > 1, vemos as soluçães do triangulo (45o, 45o, 90o). 
Em c), por exemplo, temos a solucão do triângulo (2 x 1) com a solução do quadrado (1 x 1), 
em d) temos (3 x 1) para o triângulo com (1 x 2) do quadrado, e em f) temos a solução (4 x 3) 
do triângulo com a solução (3 x 3) do quadrado [135].

a)

UMCp) = 6,703

\ z

kfMCP) =  7j023 

%

Figura 5.8: a) guia de onda formando o trapezio, sendo a juncao das geometrias do quadrado 
e do triângulo (45o, 45o, 90o) com lx = 1, obtido com Lx = 1, e 9 = 45o. Para estes parâmetros 
Ly = 1. b), c), d), e) e f) sao autofunçães associadas as energias k(MCP). A Fig. g) representa 
uma energia fora da ressonancia.
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5.4 Conclusões parciais
No presente capítulo propusemos uma alteracõo na formulacao original do MCP. Isto e pos­
sível pois o MCP nao restringe qual deve ser a regiao “livre” V no qual estara inserida as 
estruturas a serem estudadas. A única condiçao e que se a estrutura for fechada, a regiao 
livre deve ser aberta pois entao os k’s para a funcõo de Green G0 formam um contínuo, o que 
nos permite buscar pelos autovalores discretos kn (ressonantes) da estrutura. Obviamente 
que entao as funcoes de onda iniciais p devem satisfazer as condições de contorno apropriadas 
para a equacao de Helmholtz em V.

A forma natural de garantir que k seja contínuo em V e considerar guias de ondas semi- 
infinitas. Ou seja, a regiao “livre” e fechada em todas as direcoes, menos uma que pode se 
extender por exemplo de 0 a +ro. Para uma certa classe especial de guias de ondas chamadas 
de semi-infinitas, propusemos uma forma geral de obter a funcao de Green G0. Estas guias 
entaõo podem ser usadas como V para o MCP.

Uma vantagem deste procedimento e que por exemplo as bordas de V podem servir como 
parte das “paredes” das estruturas que queremos calcular. Assim, dependendo da geometria de 
V e da estrutura analisada, calculos analíticos fechados podem ser possíveis. Demonstramos 
tal vantagem considerando uma guia de onda semi-infinita retangular e entao calculamos os 
estados analíticos exatos para o problema de um bilhar retangular, com todas as paredes 
infinitas, ou uma delas semi-permeúvel.

Esta nova abordagem traz tambem significativas vantagens em em relaçao ao calculo 
numerico. Como descrito na Sec. 2.5, a dimensao da matriz de espalhamento cresce pro­
porcionalmente com a energia. Entaõo, limitacçõoes surgem quando queremos obter estados 
quanticos de altas energias ou queremos descrever estruturas que sõo espacialmente muito 
grandes (por exemplo, um dos lados de tal estrutura sendo uma linha infinita).

No metodo tradicional, a discretizacao do bilhar e feita sobre todo o contorno como, por 
exemplo, no caso do triangulo a discretizacõo e realizada para os três lados, e no caso do 
retangulo com uma parede semi-permeavel, para os quatro lados mais a diagonal.

Nesta nova formulaçcõao no entanto, usando a vantagem das paredes previamente existentes 
de V, a definiçao da matriz T pode ser feita somente para uma das paredes do bilhar, em
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nossos exemplos para o bilhar triangular apenas a hipotenusa (ver Fig. 5.2) e para o bilhar 
retangular usual apenas uma parede (no caso do bilhar retangular com uma parede semi- 
permeavel, a parede vertical direita e a diagonal).

Logo, drasticamente diminuimos o numero de elementos da matriz T. Portanto o custo 
computacional tambem diminui e para um mesmo modo kn, o trabalho sera muito menor 
no novo caso. Por outro lado, se temos que calcular estados com energias muito grandes, 
naturalmente temos que trabalhar com matrizes T maiores, mas isto agora e poss ível pois a 
discretizacao se da por exemplo em uma unica parede ao inve s de quatro paredes (no caso do 
bilhar retangular usual). Os exemplos nume ricos estudados neste cap ítulo, a saber bilhares 
quadrado, triangular e trapezoidal, ilustraram a vantagem deste procedimento e esperamos 
que isto possa abrir mais ainda a possibilidade de utilizacao do Metodo do Contorno de 
Paredes.
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Capítulo 6

Conclusão
O presente trabalho consistiu na busca de informaçcãoes das soluçcãoes de espalhamento para 
diferentes sistemas submetidos a variacoes de algum parâmetro específico. Consideramos 
elementos espec ficos que provocam alteracçãoes na morfologia da funçcãao de onda quando uma 
determinada estrutura e sujeita a variacoes de geometria ou de permeabilidade. Para o pri­
meiro caso, analisamos as solucães do bilhar triangular quando a sua geometria e perturbada, 
mediante modificações dos angulos internos, na regiao de transicao entre as dinamicas regular 
e nãao-regular.

Usando as propriedades da matriz T como funçao da energia e da geometria do triangulo, 
a funçcãao de onda mostrou comportamento semelhante para baixas e altas energias no que 
diz respeito a variacoes na sua distribuicao espacial, ou seja, observa-se que a morfologia dos 
autoestados esta intimimamente ligada a maneira como determinada fam lia desenvolve-se 
no espaco de fase. Famílias cuja evolução ocorre em linha reta, tendem a manter a funcao de 
onda sob invariâancia da sua morfologia. Tal comportamento retil neo ocorre frequentemente 
para baixas energias e com variacoes de geometria suficientemente pequenas, logo, em regioes 
mais baixas do espectro, os autoestados apresentam evoluçcãao paralela ao eixo da geometria do 
espaço de fase, resultando em funcoes de onda com alteraçães espaciais impercept íveis. Para 
regioes mais altas do espectro, a funcao de onda mantem a mesma tendencia de evolucão 
mantendo constante a sua morfologia numa mesma fam lia enquanto esta evolui em linha 
reta. No entanto, sendo menor o comprimento da onda que incide no bilhar, a matriz T 
passa a adquirir maior sensibilidade a variaçcoães dos âangulos internos, e assim os autoestados
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de famílias vizinhas passam a interagir e a se repelir em regioes de convergencia.
A funcao de onda mostrou forte tendencia em manter a sua morfologia constante dando 

“saltos” entre famílias que interagem e se repelem, em um comportamento conhecido como 
avoided crossing, o qual ocorre em sistemas cuja dinâmica descreve níveis caóticos de energia. 
Tambem sob altas energias, identificamos as cicatrizes, as quais comumente aparecem em 
autoestados cuja evolucao se da em estreitos intervalo de geometria, ou seja, em evoluçao 
diagonal. Mostramos que o número de orbitas em uma determinada cicatriz depende de qual 
grupo um autoestado e construído, e que a densidade da funcao de onda e tao localizada em 
uma area específica do bilhar quanto menor for a inclinacão da família.

Para o segundo caso, abordamos o bilhar retangular cujas paredes externas mantem trans­
missão nula (permeabilidade infinita), enquanto a parede diagonal possui transmissão variavel 
dentro dos limites zero a um. A partir das propriedades da matriz T, mostramos como os 
autoestados evoluem no espaço de fase k x Td, identificando regiães de convergencia e ana­
lisando a funcao de onda mediante variacoes destes parâmetros. Originalmente, no limite 
inferior de transmissao, as energias de ressonancia são características do bilhar triangular. 
Com o aumento da transmissao na diagonal, viu-se uma transicao de estados quânticos do 
bilhar triangular para o bilhar retangular, cujas soluçoes deste ultimo sao geradas no limite 
superior onde a transmissão e maxima. Em todos os casos, a funcao de onda mantem certa 
suavidade na transicao entre os dois limites, exceto em regioes de repulsao, na qual a morfolo­
gia associada aos autoestados e invertida. Tal aspecto pode ser encarado quando fizemos um 
paralelo com a evolucão das famílias. Observa-se que estas evoluem sem bruscas variaçães na 
dinâmica, e isso favorece a suavidade mencionada. Porem, quando determinado autoestado 
de uma família passa a interagir com outro de outra família, a repulsao ocorre, e as famílias 
nas quais cada autoestado e construído sofrem bruscas variaçoes na morfologia.

O Metodo de Contorno de Paredes mostrou em todas as situacoes uma poderosa via para 
o calculo de problemas de fronteira. A partir do conhecimento de apenas uma quantidade, 
a matriz T, podemos identificar diversos elementos que constituem um sistema quantico 
como, por exemplo, avoided crossings, degenerescencias, cicatrizes, etc. Sendo estes obtidos 
mediante calculos precisos da densidade de probabilidade da funcão de onda. Mostramos 
ainda no capítulo 5 como podemos facilitar consideravelmente o estudo de diferentes formas
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de contornos atraves de maneiras alternativas de se obter a funcõo de Green, facilitando a 
implementacao do metodo. Muito ainda pode ser feito, e o MCP oferece uma gama de possi­
bilidades que podem permitir a ampliaçcaõo da sua versatilidade com o objetivo de simplica-lo 
e torna-lo cada vez mais eficiente na abordagem de diferentes problemas que exigem solucçoões 
por espalhamento.

Trabalhos futuros
Os resultados obtidos neste trabalho mostram que a funçao de onda e um elemento chave 
na construcao de sistemas quânticos. Devido ao avanço exponencial da engenharia quantica, 
levar em conta aspectos morfologicos da funçcaõo de onda e crucial para obter bons restuldados 
experimentais. Embora este trabalho tenha consistido em bilhares poligonais de estrutura 
simples, ve-se a possiblidade de ampliar os estudos para estruturas mais complexas com 
diferentes parâametros variacionais.

A nova t ecnica apresentada pelo MCP torna o estudo de problemas de fronteira mais 
apropriado para sistemas sob altas energias. Pois, a partir de novas formas de implementar 
a funçõo de Green, passamos a discretizar somente a parede C, assim, as simulações nume - 
ricas tornam-se menos exigentes em termos computacionais. Viu-se tambem características 
interessantes na construcõo dos autoestados do trapezio. De acordo com o que foi observado, 
algumas soluçcõoes indicam a presençca de solucçõoes do quadrado com diagonal impermeavel. 
Estudos posteriores podem ser feitos levando em conta a inserçao de uma parede com per­
meabilidade variavel em diferentes partes da guia, para que seja poss ível observar poss íveis 
transicoes entre estados quânticos.
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Apêndice A 

Bilhares quanticos de dinamica regular e 
nao-regular
A determinaçcãao mediante analise quantitativa da dinâamica de um bilhar, seja ela regular, 
caotica ou intermediaria, pode ser feita atraves da teoria de distribuicao do espacamento de 
níveis de energias vizinhos P(s) [62]. Em particular, esta teoria fornece resultados em que e 
poss ível identificar a dinamica mais apropriada para um determinado sistema quantico [55]. 
Por definição, a distribuicão P(s) e definida de tal forma que P(s)ds e a probabilidade de 
que s, a separacao entre valores vizinhos de energia, esteja entre s + ds [111]. Bilhares 
com pelo menos uma linha de simetria possuem uma distribuicao descrita pela equacao de 
Poisson [136- 138], isto e

P (P)(s) = e-s. (A.1)
Por outro lado, espectros quanticos de sistemas caoticos nos levam a distribuicão de n íveis 

do tipo Wigner ou GOE [138- 140]

P(W)(s) = 2 se- 4s2. (A.2)

De acordo com as expressães (A.1) e (A.2), no limite em que o espaçamento s ^  0, a 
distribuicao de Poisson e maxima, P(P)(0) ^  1, e temos a ocorrência de estados degenerados. 
No mesmo limite s ^  0, a distribuicao de Wigner e mínima, ou seja, P(W)(0) ^  0, e assim 
temos uma repulsao entre os níveis de energia [141].
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Diferentes investigacoes propõem distribuicoes estat ísticas intermediarias entre os limites 

de Poisson e Wigner [142- 148]. Estas distribuicões dependem de um parâmetro (ou mais), 

que pode ser ajustado para interpolar entre os casos limites de espectros regulares e caoticos. 

Umas das mais populares, e que serâ utilizada neste trabalho, e a distribuiçõo de Brody 

[146, 149, 150],

P (B) (s) =  (A +  1)&sAe(-bsA+1) (A.3)

onde b =  [ r (1 +  (A +  1)-1)]A+1. A  equacõo (A.3) assume que para A =  0 e A = 1  temos 

os dois limites estatísticos Poisson e Wigner, respectivamente. Logo, para uma distribuicao 

intermediaria, A esta contido no intervalo 0 <  A <  1.

A  segunda, tambem intermediaria entre as distribuicoes de Poisson e Wigner, e que tam­

bem sera aqui discutida, e a distribuicao de Berry-Robnik (BR ), dada pela relaçao [138]

P (BR)(s) = e-plS 2 2 np s' 4 o , . 2 f ( V np2s\
2PiP2 +  I +  Pi er/c I — 2—  ) (A.4)

onde e r f  (x ) =  2^^/n JQx e-u2du e a integral erro e e r fc (x ) o seu complemento, isto e, 

e r fc (x ) =  1 — e r f (x ).  p1 e p2 sao parametros que ajustam P (BR)(s) para uma distribui­

cao entre Poisson onde p1 =  1 e p2 =  0, e Wigner com p1 =  0 e p2 =  1 [151].

e
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Apêndice B 

A funcao de Green para a caixa retangular
Como complemento, mostramos como obter a função de Green Greí para uma caixa 2D

(33) a partir de assim, assumimos 0 <  x <  L x com uma extra co n d ã o  de contorno

de Dirichlet em x =  L x, ou Gret(L x,y; x0, y0; k) =  0. Pois x >  x0, G ^  representa uma 

partícula se propagando para a direita (+ )  (esquerda (—)) ao longo de x. Como estamos 

procurando por uma funcao de Green “estacionaria” , e muito razoavel escrever Gret como 

uma combinacão linear desses dois G ’s, mas com mudanças necessarias nas fases de cada 

modo n compondo G ^ .  Para que isso seja possível, implementamos o reescalonamento 

^  ci± ) (kra; L x) —  portanto, nao alterando a ação dos derivativos sobre Fn —  nas

expressães para G ^  (daqui em diante denominado G(±,c) e considerando G ^ c  — G(et,c. 

Se para tomarmos (i/2) exp[^ iknL x], diretamente mostramos que x> dependente de 

G(+t,c — G]:- ^  se torna sen[kn(L x — x > )], portanto G(+t,c — G]:- ^  e nulo tanto para x =  L x 

quanto para x0 =  L x. No entanto, a partir dos procedimentos anteriores, descobrimos que, 

neste caso, (V 2 +  k2) (G|í+t,c — G êt,c) =  sen[knL x] 5(x — x0) 5(y — y0). Finalmente, para nos 

livrarmos desse prefator para o â’s, apenas redefinimos =  (i/2) exp[^iknL x]/sen[knL x].

Então, Gret =  Gr+t)c — Gjíet,c resulta

^  (—1)Gret =  ) (y) P n y) (yo) k----- ikTT sen [k„x<] sen[k„ (Lx — x>) ] . (B_1)kn sen[k„Lx]n=1 L J
Resta provar que a expressao acima e na verdade a funcao de Green correta bem co­

nhecida para uma partícula em uma caixa 2D [128, 129]. Para tanto, seguimos o protocolo
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desenvolvido em [152]. Como sen[u] sen[v] = (cos[u — v] — cos[u + v] ) /2  e de 1.445-6 em [153], 
ou seja, cos[mz]/(m2 — a2) = 1/( 2a2) — ncos[a(n — z)]/(asen[an]), podemos escrever
(identificando a = knLx/n)

— sen[k„x< ]sen[fc„(Lx — x>)] = ^ (cos^ L x — |x — xo|)]
— cos[fc„(Lx — (x + xo))]j

OO

tal que

7 “ X ] (kU — m 2̂ 2/LX) 1
m=1

x cos[mn (x — x0)/Lx]
— cos[mn(x + Xo)/L* ]'

2 sen[mnx/Lx] sen[mnx0/Lx]
Lx m=i(k2 — n2 n2/Ly —m2n2/Lx) :

Gret =  ^  ) ( y ) Pu *  ) (^0) ^mx)(x)
2D ^  k2 — n % 2/ L  — m 2 n2/LXu,m=1 ' y ' x

que e a funcão de Green exata para o problema [128,129].

(B.2)

(B.3)
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