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R E S U M O

É de consenso científico que parâm etros experimentais usados na produção do gra

feno como, tam anho da amostra, características da borda, substrato no qual o 

grafeno é depositado e impurezas, produzem uma larga variedade de proprieda

des eletrônicas que podem afetar o transporte de novos dispositivos fabricados com 

este material. O controle destes parâmetros em amostras pequenas caracterizam 

a maior dificuldade de sua aplicação na indú stria de semicondutores, pois suas 

ocorrências têm  um certo grau de imprevisibilidade que afetam igualmente as propri

edades eletrônicas das amostras produzidas. A redução da imprevisibilidade destas 

ocorrências denota uma grande vantagem, principalmente em obter quaisquer curvas 

de corrente e tensão I  — V  em dispositivos feitos de grafeno. Nesta tese, o principal 

objetivo é estudar teoricamente como estes parâm etros afetam as propriedades do 

transporte eletrônico em amostras de grafeno sujeito à condições de contorno pro

veniente de contatos metálicos. A transmissão eletrônica em função da energia, e 

a corrente eletrônica I  — V são obtidas usando o formalismo de não equilíbrio de 

Green considerando vários cenários, onde primeiro é analisado o transporte num 

transistor de efeito de campo sujeito a tensão mecânica, e em ordem de contribuir 

com o desenvolvimento de modelos numéricos mais velozes, que auxiliam o design 

de circuitos integrados. Os resultados serão comparados com um modelo compacto 

elaborado pelo laboratório de nanoeletrônica (L2e) da Universidade Pierre et Marie 

Curie. Em um segundo cenário será estudado o transporte em uma estru tura de 

grafeno sujeita a um a constricão gradual, onde os parâmetros a serem variados são 

a largura da constrição do canal e o ângulo de corte formado com o eixo y da borda 

do grafeno. Como será mostrado, a transmissão eletrônica através do canal é consi

deravelmente afetada por estes parâmetros, o que permite vislumbrar a possibilidade 

da construção de dispositivos reais.

P a la v ra s  C have: G ra fen o , m od e lo  n u m érico , n a n o d isp o s itiv o s .



A B S T R A C T

Nowadays, it is known th a t experimental techniques used in graphene production 

such as, sample size, border features, the substrate at which it is deposited and impu

rities produce a large variety of electronic properties of graphene, being at the same 

time a m ajor drawback for its practical use in the semiconductor industry. Con- 

troling these feaures in small samples is a huge challenge because their occurrences 

have many degrees of unpredictability th a t equally affect the electronic properties. 

The reduction of this unpredictability can be seen as a great advantage, mainly due 

to the possibility of obtaining any desired I  — V  characteristics in graphene-based 

devices. In this thesis, the main goal is to study how these param eters affect the 

electronic transport properties of finite graphene samples when subject to boundary 

conditions from metallic electrodes. The electron transmission through a constricted 

channel as a function of energy and the I  — V characteristics of a graphene sample are 

obtained by using non-equilibrium Green’s functions techniques in various scenarios, 

where the first one is the transport analysis of a field effect transistor subject to a 

mechanical stress, and in order to contribute to the development of faster numerical 

models, th a t help the design of integrated circuits, the results will be compared to a 

compact model developed in the nanoelectronic laboratory of Pierre and Marie Cu

rie university. The second topic will be a study of a gradually constricted graphene, 

where the param eters to be varied are the constriction width and the border cutting 

angle of the graphene channel. As will be shown later, the transmission through 

the channel is considerably affected by these parameters, allowing to glimpse to a 

possibility of contructing a real device.

K ey w o rd s: G ra p h e n e , n u m e ric a l m o d e l, n an o d ev ices .
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Capítulo 1

INTRO DU Ç ÃO

Na figura 1.1 está ilustrado uma geometria convencional de um transistor MOS- 

FET (Field Effect Transistor). A tendencia de miniaturizaçao destes dispositivos, 

fabricados m ajoritariam ente de silácio, trazem  consigo uma miríade de problemas 

tais como a fuga de corrente eletrica atraves de dieletrico, efeitos de armadilhas no 

canal e tunelamento. Estes problemas, que outrora eram obscurecidos pela media 

term ica presente em amostras de volume sao em sua maioria de natureza quantica, 

e levam ao fraco desempenho no controle da corrente eletrica na atualmente cha

m ada escala sub-10nm [1, 2 , 3]. Conforme descrito em [3] a origem física destas 

limitaçães vem principalmente dos poucos estados eletrânicos existentes no canal, 

onde as interacoes com outros eletrons ja  presentes nesta mesma regiao, podem al

terar o transporte eletronico. Tambem conforme explicam as referencias [1, 3, 4], 

os defeitos ocasionais ocorridos durante o processo de fabricacao, que seguram os

Figura 1.1: Ilustracao da Geometria de um Transistor FET com seus eletrodos

15



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO 16

eletrons atraves de pequenos pocos de potencias denominados armadilhas, impedem 

o bom controle da corrente elóetrica por tensõoes de gate.

Atualmente, os problemas citados acima fizeram com que grandes empresas de 

referencia na órea como a IBM e Intel começassem a explorar dois cenarios possíveis 

na confecçao de dispositivos: a) mudancas na estru tura geometrica do silício, como 

por exemplo, os silicenos [3, 5, 6] e ETSOI [7] (extremely Thin Silicon on Insulator) 

— que e a fabricacao de circuitos integrados em um a fina camada de silício isolada 

do substrato atraves do oxido de silício; b) busca por materiais com características 

semelhantes ao silício, mas com peculiaridades que o torne passível de controle de 

corrente eletrica em escalas nanometricas, como por exemplo, o grafeno e nanotubos 

de carbono [3, 5, 8 , 9].

Apesar de ambos os cenarios ja  serem um a realidade, o fato e que os avancos 

da física de materiais mostram que o cenírio b) tem  todos os requisitos positivos 

para a miniaturizacao de dispositivos aplicados a eletrânica. Contudo, mesmo para 

novos materiais, o controle de todos estes paraâmetros físicos em amostras pequenas 

íe um desafio imenso, e sua inclusõao pode levar ao surgimento de novas aplicaçcõoes 

que podem ser analisadas teoricamente com o auxílio de metodologias numericas. 

A inclusõo de todos os fenômenos físicos num modelo numerico e obviamente im

possível, poríem, mesmo assim, bons resultados podem ser alcançcados se o estudo 

de caso for justificavel. Modelos numericos sao excepcionais nao somente devido 

a nao trivialidade da sua elegante formalizacao matem atica, mas tam bem  pela sua 

extrem a c o n tr ib u to  a física do estado solido ao perm itir um a previsao de resul

tados sem a necessidade de gastos com amostras. O inverso tambem e verdadeiro, 

resultados obtidos de experimentos podem ser explicados com o auxílio de um bom 

modelo numíerico, permitindo encontrar modelos mais simplificados que irõao facilitar 

o design de novos circuitos integrados usando nova geraçõo de materiais.
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1.1 Justificativas e O bjetivo

O grafeno íe um a forma alotroípica do carbono que apresenta propriedades 

físicas extraordinaírias, principalmente devido a sua estru tura cristalina hexagonal 

a e ao fato de que toda a física relevante em baixas energias poder ser descrita 

atraves de uma teoria efetiva que emula eletrons de Dirac sem massa. A estrutura 

de bandas do grafeno foi abordada ainda no ano de 1947, no trabalho seminal de 

P.R. Wallace [10], em que utiliza-se o modelo de tight-binding como primeira parte 

da solucao das bandas de energia do grafite, um a vez que este ultimo e meramente 

um empilhamento de camadas de grafeno. O assunto da estru tura de bandas do 

grafite foi vastamente abordado posteriormente, sendo que os paraâmetros de algu

mas constantes físicas relevantes no modelo de tight-binding podem ser encontradas 

no trabalho de J.W . McLure, de 1957 [11]. A conexao da teoria de bandas da mo- 

nocamada de grafite, nome pelo qual o grafeno era originalmente conhecido, com 

a teoria de eletrons de Dirac em (1+2) dimensoes e s tí  dem onstrada pelo menos 

desde 1984, em um trabalho de G.W. Semenoff [12]. Todavia, foi a partir da des

coberta de um a tecnica experimental simples que foi obtido um a monocamada de 

grafeno, pelos físicos russos A. Geim e K. Novoselov [13, 14], em 2003, na Univer

sidade de Manchester. Desde então, ocorreu um aumento exponencial na produçao 

científica referente a esse fantastico material [15]-[38]. O entusiasmo gerado por 

essa descoberta experimental deve-se ao fato de que se tra ta  do primeiro material 

verdadeiramente bidimensional constituído de um unica camada atomica. Devido a 

esta grande contribuicão, no ano de 2010, Geim e Novoselov foram agraciados com 

o prêmio Nobel de Física[15, 16].

Uma das mais espetaculares previsoes teíricas para o grafeno, confirmada 

experimentalmente, e a de que os eletrons se comportam como eletrons de Dirac 

sem massa nos chamados pontos de Dirac. Ou seja, eles agem efetivamente como 

partículas relativísticas sem massa em um espaço-tempo de (1+ 2) dimensoes, sendo 

um a dimensao tem poral e duas espaciais. Esse comportamento exótico abre o campo 

para emular física de altas energias em m atéria condensada, alem de prometer uma
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revolucao na eletronica para as mais diversas aplicaçoes conforme observado pela 

figura 1.2 .

Dispositivos construídos com grafeno vem atraindo bastante atencao da in d ís tria  

devido suas excepcionais propriedades j í  demonstradas em diversos artigos da area 

[10, 11]. As propriedades eletronicas incluem efeitos de espalhamento das funcoes de

Figura 1.2: Ilustração das possíveis aplicações do grafeno na indústria devido suas 
propriedades elétricas. O círculo interno mostra um resumo de suas principais pro
priedades, o externo suas aplicacoes na indústria. Cortesia Universite Pierre et 
Marie Curie

onda do elétron reduzidas, que pode ser observado ao modelar matem aticam ente seu 

espaço de Hilbert como combinaçao de orbitais atâmicos LCAO (Linear Combination 

of Atomic Orbitals) [39, 40]. Esta baixa probabilidade de espalhamento das funcões 

de onda dos eletrons caracteriza uma regiõo linear observada nas curvas de corrente, 

que pode auxiliar na diminuiçcõao do acoplamento de filtros em circuitos integrados 

e aumento na velocidade de processamento mesmo em escalas nanometricas [41]. 

Porem, as aplicacoes deste fantastico material, conforme ilustra a figura 1.2 , nao se 

resumem somente a aplicacoes eletronicas. Devido sua robustez mecânica e flexibi

lidade, dispositivos feitos com grafeno surgem como fortes candidatos a eletronica 

flexível com aplicacoes que võo desde telas sensíveis ao toque [42] à sensores. A 

figura 1.3 ilustra estas aplicaçcõoes.

Todavia, o design de novos dispositivos a base de grafeno para as mais diversas 

aplicaçcõoes, principalmente as de aumento de processamento, reduçcaõo do consumo
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Figura 1.3: Nanofios de grafeno podem substituir os atuais materiais fabricados 
em telas sensíveis ao toque. Aplicaçoes como sensores medicos para medir nível de 
acucar no sangue tam bem  sao possíveis.

de energia e flexibilidade, ainda são um  desafio enorme. Primeiro porque o contato 

deste material com eletrodos de metal levam ao surgimento de juncoes Shottky 

[39, 43, 44], que no caso do grafeno pode levar a confeccao de dispositivos com 

respostas diferentes [39]. O que se sabe e que esta instabilidade se da principalmente 

no nível energetico de Fermi, provenientes das bandas de conduçao e de valencia no 

processo de fabricação destas juncoes [43, 44, 45]. O segundo aspecto advem das 

propriedades de flexibilidade do grafeno, onde a presenca de um gate e dieletrico 

contribuem ao surgimento de uma forca mecanica que pode alterar as propriedades 

energeticas da estru tura [46, 47].

Alguns avancos referente à juncao Shottky ja  vem sendo abordados, como 

por exemplo a construcão de contatos Ohomicos atraves da formacao de gates em 

diferentes regiãoes do canal do transistor. Esta alternativa permite acesso a densidade 

de estados em diferentes regiães do dispositivo [39]. O utra alternativa, ainda teorica, 

que esta sendo estuda e a formaçao de diferentes bandas energeticas atraves da 

formacao de três diferentes regioes no grafeno [48, 49], conforme m ostra a figura 1.4. 

Como pode-se observar, a presençca de trâes regiãoes diminui a quantidade de canais 

por onde um eletron pode se propagar, e a gradual reduçao de bandas do centro 

do canal ate os eletrodos, perm item  aplicar uma maior tensao de gate sem perder o 

controle do transporte eletrâonico.

Por outro lado, quando comparado com as crescentes exigâencias de mercado 

para com as possíveis aplicacoes do grafeno, pouco avanco foi feito no estudo do 

transporte eletrico na presença de um a forca mecanica, que conforme demonstrado
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L

Figura 1.4: Ilustração de um transistor de Grafeno com constrições no canal (a), 
(c). (b) dem onstra as diferentes bandas energeticas formadas nas três regioes que 
correspondem ao contato esquerdo (Source e Grafeno), canal, contato direito (Gra
feno e Dreno). As linhas horizontais demonstram as diferentes energias de Fermi 
para diferentes bandas de conduçcãao.

pelas referencias [50, 51], nestas circunstâncias as propriedades energeticas do gra

feno sao alteradas, e os modelos de transporte devem levar em conta este efeito para 

ampliar as aplicacoes deste material.

Desta forma, para avancar nestes temas, será proposto a elaboracao de modelos 

numericos baseados no formalismo de funcoes de Green de nao equilábrio. Para 

tal, sera considerado o acoplamento do grafeno à eletrodos metalicos para simular 

um a juncão Shottky e âhmica, assim como os efeitos das interaçoes entre eletrons 

atraves da media de campo produzida. A forca mecanica será trada  classicamente 

no hamiltoniano que descreve o grafeno, o que leva a necessidade do uso de funçcoães 

de base para recalcular o valor de hopping entre os atomos de carbono na presenca 

de um a tensão mecanica. Os resultados obtidos tem  por objetivo a validacao de um 

modelo compacto elaborado pela equipe do laboratório L2e da Universidade Pierre 

e Marie Curie na França, que tambem considera os efeitos de deformacão mecânica 

e contatos Shottky para aplicacoes do FE T em sensores sensíveis ao toque.
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Levando em conta que parâametros experimentais usados na produçcaão do gra

feno como tam anho da amostra, características da borda e impurezas, podem pro

duzir um a larga variedade de propriedades eletrônicas estas tambem estudadas, pois 

o controle destes parâametros em amostras pequenas denota um a grande vantagem, 

principalmente para o uso do grafeno nas aplicacoes citadas acima. Por isso, sera 

proposto um caso de deformacão atraves da modelagem de um dispositivo com cons- 

triçao gradual, onde o objetivo e ten tar explicar teoricamente como o transporte 

eletronico e afetado.



Capítulo 2 

Fundamentação Teorica

Neste capítulo serí apresentado o formalismo teorico usado na elaboracao do 

modelo numerico, que tanto  no estudo da acao mecanica quanto na c o n s tru o  e com

posta por dois eletrodos acoplados a um canal formado de nanoribons de grafeno. 

O primeiro topico sera destinado a descricao física do grafeno, onde serí discutida 

suas principais propriedades energeticas como estru tura de banda de energia sob 

condiçcoões ideais, e a abertura de gap para aplicacçoões como semicondutor. No se

gundo topico sera descrito o metodo Self Consistent Field Theory (SCFT), onde o 

objetivo e descrever o calculo do parâm etro de hopping entre atomos de carbono 

sob a açõo de forca mecanica e na presenca de interacoes entre eletrons.

O acoplamento entre os eletrodos e o canal sera discutido na descriçõo do for

malismo das funcões de nõo-equilíbrio de Green, e tam bem  na secao 3.3 para o caso 

do caílculo do hoppping entre íatomos diferentes. Todo desenvolvimento rigoroso do 

formalismo de funções de nao-equilíbrio de Green pode ser encontrado no artigo do 

Jauho [52] ou nos trabalhos de Kadanoff e Baym [53], mas aqui se rí abordado apenas 

um a visao particular de como aplicar este formalismo aos temas aqui propostos.

22
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2.1 O Grafeno

O grafeno e feito de um arranjo de átomos de carbono em um a rede cristalina 

do tipo colmeia, conforme ilustrado na figura 2 .1.

Figura 2 .1: A estru tura cristalina do tipo colmeia do grafeno, com os vetores primi
tivos ã 1 e a 2 e as duas sub-redes A e B.

A estru tura de colmeia e uma rede de Bravais com base de dois atomos, um 

deles pertencente a uma sub-rede triangular, denotada por sub-rede A e o outro 

pertencente a uma sub-rede triangular B rotacionada de 180o em relação a rede 

A. A base constitui-se de um atomo da sub-rede A e um atomo da sub-rede B, 

formando um halter, cuja distância entre os atomos de carbono vale ãcc =  1, 42Â. 

Para formar toda a rede bidimensional sao necessarios dois vetores primitivos ãi e 

ã2, dados abaixo:

onde x e  y são os vetores unitarios indicando as direções no plano (x,y).

O atomo de carbono tem  um a estru tura eletrônica do estado fundamental

Y

ã\ =  V 3ax , (2 .1)

(2 .2)

dada por 1s22s22p2, e a camada de valência corresponde ao número quântico prin
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cipal n =  2 com quatro funcões de onda orbitais de valencia s, px, py e pz. Cada um 

destes orbitais íe duplamente degenerado devido ao spin eletrâonico, significando que 

caberiam um  to tal de 8 elíetrons na camada de valâencia, estando ela metade preen

chida nesse caso. O carbono íe conhecido por sua facilidade de realizar hibridizaçcõoes, 

ou seja, composiçcõoes dos orbitais atoâmicos que facilitem a realizaçcõao das ligaçcõoes 

químicas, sendo as mais im portantes as dos tipos sp2 e sp3. A estru tura cristalina 

formada na hibridizacõo sp3 e o diamante, onde todos os orbitais combinam-se line

armente para formar novos orbitais de simetria tetraedrica. J í  o grafite e o grafeno 

possuem estruturas cristalinas cuja origem íe a hibridizacçaõo do tipo sp2, com dois 

dos orbitais do tipo p, no caso, px e py combinando com o orbital s para gerar os 

seguintes orbitais,

O orbital pz nao se m istura aos demais, ficando perpendicular ao plano (x,y) que 

contem os orbitais hibridizados sp2.

Figura 2 .2 : Os orbitais pz e sp2 do carbono. Os orbitais sp2 formam ângulos de 
120o entre si no plano (x,y) e sao todos ortogonais no espaco ao orbital pz, que 
e perpendicular ao plano (x, y) e com porta dois eletrons com spins contrarios. A 
combinaçõo de ítom os de carbono com hibridizacõo sp2 contidos no plano leva 
autom aticam ente a estru tura de colmeia.

W’1 > =  |s> +  |px> +  > .

W'2> =  |s> +  M  -  2\Pí> ,

\^3> =  |s> -  \Px> .

(2.3)

(2.4)

(2.5)

orbital pz
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Conforme ilustra a figura 2 .2 , nao e difícil m ostrar que um atomo de carbono

forma um angulo de 120o com as demais. Como cada carbono tem  4 eletrons de

por sua vez associam-se a um dos orbitais sp2 de um primeiro vizinho para formar 

um a ligaçao do tipo a. O eletron restante ficara no orbital pz, perpendicular ao 

plano, e formam um a ligacão tipo n com o atomo vizinho. Num arranjo com um 

numero muito grande de atomos de carbono, os orbitais pz combinam-se para formar 

as bandas de energia n (menor energia) e n* (maior energia). Os eletrons nesses 

orbitais n e n* sao mais fracamente ligados aos respectivos átomos de carbono, e 

tem  funçães de onda deslocalizadas quando comparadas aos eletrons nas ligacoes 

a no plano. Nesse caso áe natural imaginar que os eláetrons a pouco contribuem 

para o transporte, enquanto que toda a física do transporte no grafeno deve estar 

contida nos eletrons ocupando as bandas n e n*. Nessa aproximacão cada átomo 

de carbono contribui com apenas um eláetron, e como a cáelula unitáaria do grafeno 

no espaco real contem dois atomos de carbono que formam a base, há somente 

dois eletrons por cela primitiva. Isso explica, conforme exposto na seçao 1.1, o 

porque o grafeno apresenta um efeito de espalhamento reduzido para o transporte 

eletrônico. Na pratica, efeitos de imperfeicães e interacão com o substrato podem 

alterar grandemente essa densidade eletrânica teorica ideal. Somente o fato de impor 

condicoes de contorno finitas já  e o suficiente para alterar as bandas de energia, e 

consequentemente, suas propriedades eláetricas.

Conforme se observa na figura 2.3 e possável determ inar no espaço real os 

vetores relativos que conectam os três primeiros vizinhos de um carbono da sub

rede A. Nesse caso, os vetores relativos Si,S 2 e S3, sao dados por:

liga-se atraves dos orbitais sp2 a outros três atomos no plano, e cada ligacao realizada

valencia, três desses ficam fortemente localizados em algum dos orbitais sp2, que

Ôi =  ay , (2 .6 )

(2.7)

(2 .8 )
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Figura 2.3: Os vetores S1 ,S2 e ó3 conectando os três primeiros vizinhos de um átomo 
da sub-rede A, que pertencem a sub-rede B. Para um atomo da sub-rede B  os 
vetores relativos ligando-o aos três primeiros vizinhos da sub-rede A sao dados por 
—á i, —óo e —S3 .

E facil ver ainda que para um átomo de carbono na sub-rede B , os vetores relativos 

ligando-o aos três primeiros vizinhos, que pertencem a sub-rede A, são dados por 

—ói, —ó2 e —S3, um a vez que a sub-rede B  e rotacionada de 180o em relaçao a sub

rede A e vice-versa. A rede recíproca e determ inada obtendo os vetores primitivos 

b1 e b2 da rede recíproca, conforme o procedimento usual [38, 39]:

bi

bo

2n

2n

a2 x  z
(a1 x a2) ■ z

z  x  a 1

(a1 x a2 ) ■ Z

1
— x  y
2 2

(2.9)

(2 .10)

A partir dos vetores acima pode-se construir toda a rede recíproca considerando 

um ponto como origem e realizando translacões desse ponto na forma K hk =  hbi +  

kb2, com (h ,k )  assumindo números inteiros. A Figura 2.4 ilustra a rede recíproca 

obtida atraves desses vetores. A primeira zona de Brillouin e obtida tracando retas 

entre um ponto de referencia da rede recíproca e todos os demais, e posteriormente, 

retas perpendiculares a essas primeiras no ponto medio das retas que ligam o ponto
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•y A

Figura 2.4: Rede recíproca do grafeno a partir dos vetores 61, 62- Note que trata-se 
de um a rede hexagonal.

de referencia aos demais pontos da rede recíproca. O resultado será dado pela 

menor entidade geometrica fechada, delimitada pelo procedimento mencionado, e 

e ilustrado na Figura 2.5. Há dois pontos nao equivalentes, K  =  4 n /(3 v /3a)x e 

K ' =  - K  que nao podem ser conectados por nenhum vetor da rede recíproca, e 

esses sao os chamados pontos de Dirac.

y i

k )

3o y

( - * • /
v \ /  k

Figura 2.5: Primeira zona de Brillouin na rede recíproca do grafeno. Ha dois pontos 
inequivalentes, K  e K ' =  — K  que nao podem ser conectados por nenhum vetor da 
rede recíproca. Esses sao os pontos de Dirac.

Com o conhecimento dos aspectos geometricos da rede colmeia, tanto  no espaço 

real quanto no espaco recíproco, o príxim o passo e a descrição da física dos eletrons
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nos orbitais pz no grafeno no regime de baixos campos aplicados atraves de um 

modelo de tight-binding. Nestes moldes, a probabilidade de salto de um eletron 

entre atomos primeiros vizinhos e segundos vizinhos e modelado pelo Hamiltoniano 

abaixo:

H  —t ^  ] (aiabja +  bjaàia) — t ^  ] (ãiaãja +  biabja)
(ij>° «ij»^

+  U Ç(âÍt ã itã4 ã4  +  (2.11)
i

onde ãia ((ã |CT) e um operador fermionico que aniquila (cria) um eletron de spin 

verdadeiro a = t ,  i  no irêsimo átomo sub-rede A, bjCT((ãjCT) e um operador fermionico 

que aniquila(cria) eletrons na sub-rede B, ( i j ) denota a soma sobre os primeiros

vizinhos e ( ( i j )) a soma sobre os segundos vizinhos. Note que os primeiros vizinhos

de um atomo da sub-rede A sao três atomos da sub-rede B , e vice-versa, enquanto 

que os segundos vizinhos de um dado atomo totalizam  seis e sao da mesma sub

rede. O parâm etro de hopping entre primeiros vizinhos t ~  2, 67eV e pelo menos 

um a ordem de magnitude maior do que entre os segundos vizinhos t! <  0 ,1eV, e 

supoe-se que a repulsao coulombiana U entre os eletrons pode ser menosprezada. 

Contudo, esta aproximacao nao e verdadeira caso o grafeno seja acoplado à eletrodos 

que injetam  eletrons devido a um a fonte de energia externa. No proximo topico serâ 

abordado como este tipo de interacao coulombiana serâ considerada. De toda forma, 

desconsiderando a interaçcaão entre segundos vizinhos e a repulsãao coulombiana o 

hamiltoniano que descreve o sistema tom a a forma mais simples:

H  =  - t  Ç (ãt j  j ãio-) . (2.12)
(ij>CT

P ara diagonalizar o hamiltoniano acima basta  usar a periodicidade da rede e 

decompor os operadores em termos de componentes de Fourier, conforme a trans-
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formação discreta de Fourier, dada abaixo,

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

onde k e o vetor de onda no chamado espaço recíproco, enquanto r ; e o  vetor de 

posição do i-esimo atomo na sub-rede correspondente. Note que existem N  atomos 

em cada sub-rede e a transformacao leva os operadores de criacao e aniquilacao do 

espaco real, onde as posicoes correspondem ao índice i, j  para o espaço de momento 

k =  (kx,k y). Nas equacões 2.13 - 2.16, que representam transformadas de Fou

rier discretas, N  e o numero de atomos to tal da rede (ou de sítios). Utilizando a 

identidade,

onde ãkk' e a funcao delta de Kronecker no espaço recíproco, e substituindo (2.13)-

(2.16) em (2 .12), resulta numa expressao analítica para a energia no espaço recíproco,

Cada um a dessas funcoes determ ina um a banda de energia no grafeno, sendo 

E+(k) a banda de maior energia e E - (k) a de menor energia, sendo simetricas em 

relacao a linha de energia E  =  0. O potencial químico y (T  =  0) =  E F do grafeno em 

tem peratura nula (T =  0) passa exatamente por zero, ou seja, o nível de Fermi no 

grafeno e exatamente zero. Essas duas bandas de energia sao retratadas na Figura 

2.6, dentro da primeira zona de Brillouin. Entretanto, a figura 2.6 m ostra um as-

(2.17)

  ,̂  , l  \j3 k xa
E±(k) =  ± C  1 +  4 cos I — -—\ (2.18)
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E fk ^ k y) (u .a .)

Figura 2.6: Bandas de energia do grafeno m ostradas na primeira zona de Brillouin, 
obtidas a partir das funções (2.18), em funçao de k =  (kx ,k y), lembrando que o 
nível de Fermi passa exatamente pelo plano E  =  0.

pecto crítico para aplicaçao deste m aterial na eletrônica, pois ele não apresenta gap, 

o que impede seu uso como um semicondutor. Publicacoes recentes, como a vista 

em [54], m ostram  que a estru tura eletrônica de um a am ostra grande de grafeno, 

fabricada com tecnica epitaxial em substrato de SiC, apresenta um gap de apro

ximadamente 0.25eV, o que e muito pequeno para aplicacoes como semi-condutor. 

E mesmo em tem peratura ambiente este valor de gap e dez vezes maior do que o 

obtido na tecnica por esfoliacao. A alternativa para aum entar o valor do gap de 

energia e a elaboracao de tecnicas, como a de d e p o s to  química a vapor (CVD), 

que perm itam  de forma controlada diminuir a largura do grafeno para alguns nano

ribbons. M atematicamente este procedimento seria o mesmo que aplicar condicães 

finitas de contorno conforme ilustrada a figura 2.7.

A figura m ostra que, ao contrario do que foi apresentado ate o momento o 

grafeno agora e finito ao longo do eixo y  e ao longo do eixo x. O retangulo pontilhado 

cerca um a celula unitaria discretizada em x  por n, onde a variavel m e um contador 

de nanoribbon ao longo de y  com um numero maximo definido por M . Com esta
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----------------------------------------- x

Figura 2.7: Ilustração de um a folha de grafeno de dimensões finitas, os pontos a, 
b, c e d sao operadores de criaçao e aniquilação para cada átomo, os rótulos m 
discretizam um nanorribom ao longo de y. O rotulo n simboliza um a celula unitaria 
ao longo de y

nom enclatura os pontos a,b,c, apresentados na figura, passam a ser interpretados 

como operadores rotulados como Cn,2, bn,3, Cn ,3 e dn,2, onde m =  2 , 3 se refere a 

qual nanoribbom os atomos pertencem. Nestas condiçoes e possível m ostrar que a 

energia passa a ser discretizada, e que aparecem sub-bandas deslocadas por um gap 

de energia, incluindo as bandas de valencia e conducao. O espaçamento energetico 

destas sub-bandas depende diretamente da quantidade de atomos ao longo do eixo 

y, que pode ser equacionado conforme,

vL =  vL ^ V 3ac J  m  -  -  (2.19)

ybm =  VL = ^ 3acc (m -  -) , (2.20)
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e diretamente da quantidade de átomos ao longo do eixo x  conforme,

a
x<n,m = 3acc (n — 1) +  —  (2-2 l)

Xbnm  =  3acc (n — 1) +  acc (2-22)

x cn,m =  3acc (n -  1) +  2acc (2.23)

xn,m = 3acc (n -  1) + 2cc ‘ (2.24)

Note que as equações (2.20) a (2.24) são as respectivas discretizações, conforme 

ja  mencionado, de x  e y, onde acc e a distancia entre dois átomos de carbono. Para 

a ceiula unitaria dentro do retangulo tracejado o hamiltoniano da equacão (2 .12) 

passa a ser escrito, desprezando spin por simplicidade, como,

1 M
H  t ^  ' (jan,mPn,m +  bbn,man , m ^^n,mcn,m +  +

n=1 m=1

ÍyÓn,mdn,m +  dn>mc"a,'^^ +  ^an,m+1bn,m +  dn,mbn,m+1^ +

Ón,mPn,m—1 +  cn,m- 1dn,m^ +  î an>mdri— 1,m +  dín>m an+1,m  ̂ (2.25)

Na equacão (2.25) foi levado em conta a criacao e aniquilaçao de eletrons de 

um mesmo nanoribom em y, mas para cáelulas vizinhas conforme expresso pelos 

operadores an+1>m e dn-1,m. Outro aspecto im portante, observado na figura 2.7, e 

que os operadores a ate d ali ilustrados sao repetidos a cada nanoribons m, por 

isso que na equacão (2.25) ocorrem termos entre nanoribons do tipo a n m+1, bn,m-1 

4  m -1 e cn>m+1. Para diagonalizar o hamiltoniano (2.25) basta  aplicar mais uma 

vez a tecnica da transform ada de Fourier aos operadores, mas considerado o eixo x  

infinito para existir a periodicidade da celula unitaria n. Fisicamente a justificativa 

em considerar as cáelulas unitaárias infinitas ao longo de x  vem do acoplamento deste 

m aterial à eletrodos, onde um a vez acoplado a estru tura os eletrons passam a trafegar 

livremente em x  mas confinados em y. Modelos analíticos de trasporte se baseiam 

nessa premissa, porem na pratica o acoplamento entre diferentes materiais pode nao
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ser tão simples de modelar matematicamente.

Aplicando a transform ada de Fourier da variavel x  em todos os operadores 

envolvidos, e apos um a trabalhosa algebra, e possível determ inar a primeira zona de 

Brillouin das bandas de energia como — |  <  kxacc < | , e o hamiltoniano no espaço 

recíproco kx como,

M
Hâ =  t ('  fik x  Ckx , m âk x , m  +  A ckx bk  x, m Ckx, m ^ (2.26)

kx  m= 1

+  ^7kx akx  ,m+1 bkx ,m +  7kx <Ckx ,m Ckx,m+1^

+  (j^kx  akx  ,mbkx  ,m- 1 +  ^kx Ckx ,m-1dn,m^

+  (̂ Pkx  âkx ,m dkx ,m +  fíkx  dkx ,mCkx ,mj

+  ^7kx bkx ,mCkx  ,m +  7kx Ckx,mbkx,m^

+  ^7kxakx,mdkx,m +  7kxdkx,makx,m  ̂ ,

onde, ^ kx =  e x2cc e Ykx =  eikx“cc. Devido ao grande námero de átomos envolvi

dos na equacao (2.27), os auto-valores são determinados computacionalmente, onde 

o somatorio em m e transformado na matriz (2.27) abaixo. Note que a matriz e 

composta por blocos de tam anho 4x4, onde cada um descreve um nanoribbon. A 

diagonal principal sera preenchida, conforme sera descrito no proximo topico, por 

medias que dependem da quantidade de eletrons para simular efeitos de interacao de 

coulomb. As bandas de energia oriundas da diagonalizacão desta matriz serâo apre

sentados no capítulo de resultados, onde sera mostrado a variaçao do gap de energia 

em funcão da distancia entre átomos quando um a força mecanica e aplicada. Um 

aspecto im portante da matriz (2.27) e que esta pode ser menos esparsa ao considerar 

o hopping entre segundos vizinhos. Para este caso, seguindo a nomenclatura den

tro do retangulo pontilhado da figura 2.7, os elementos a serem preenchidos seriam 

entre pontos vermelhos, vermelhos e verde claro, ou seja, assumindo m =  1 os ele

mentos (1, 5),(1 ,4) e (1, 7) seriam preenchidos com o valor t ' descrito nos paragrafos 

anteriores.
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H

V

0 Plx 0 Ykx 0 ^kx 0 0 •• 0 0 0 0

Pkx 0 Ykx 0 0 0 0 0 •• 0 0 0 0

0 Ykx 0 Plx 0 0 0 0 •• 0 0 0 0

Yfcx 0 pkk 0 0 0 0 0 •• 0 0 0 0

0 0 0 0 0 Plx 0 Ykx ■ ■•• 0 0 0 0

Pkx 0 0 0 Pkx 0 Ykx 0 •• 0 0 0 0

0 0 0 Plx 0 Ykx 0 Plx  ■•• 0 0 0 0

0 0 0 0 Ykx 0 Pkx 0 •• 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 •• 0 Plx 0 Ykx

0 0 0 0 0 0 0 0 ' ■ fíkx 0 Ykx 0

0 0 0 0 0 0 0 0 •• 0 Ykx 0 P t

0 0 0 0 0 0 0 0 •• Ykx 0 Pkx 0

(2.27)

4 MX 4M

2.2 Self C onsistent F ield  T heory

No tópico anterior foi descrito como encontrar as bandas de energia do grafeno 

através de sua estru tura geometrica, assim como a constriçao em relacao ao eixo y 

leva a abertura do gap energetico entre banda de vaiencia e conducao, necessaria 

para aplicacoes como semicondutor. Entretanto, agora o termo de interaçao entre 

eietrons deve ser considerado devido o acoplamento da rede a eletrodos alterar a 

quantidade de cargas no material, e consequentemente a tensao.

De maneira generica, as interações eletrônicas presentes numa ligacao n en

tre orbitais pz de carbono pode ser ilustrada conforme a figura 2 .8 . As interacoes 

sao apresentadas espacialmente de forma que, Rab e a distancia atômica entre os 

atomos, Tij a distancia entre eletrons, e r Ai, rBj , rBi, rAj as distancias entre eletron 

e atomos. O número atomico dos atomos e dado por ZAB, enquanto que rótulos 

i , j  e A ,B  sao um a generalizacão caso o sistema possua mais elementos. Este sis

tem a pode ser considerado como de muitas partículas por envolver interaçoes entre

x

x
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Figura 2.8: Ilustraçao de um sistema composto por dois micleos e dois eletrons; Rab 
e a distancia atomica entre os nucleos, rij distancia entre eletrons, e r iA, r jB , r iB, 
r jA sao as distancias entre eletrons e atomos.

eletrons, e sua solucao aproximada e baseada numa vertente nao-adiabática de mo

delos ab-initio. Inumeros trabalhos ja  foram realizados nesta area [54]-[57], os quais 

a referencia [58] demonstra didaticamente como aplicar este metodo a um a molecula 

de Hidreto de Litio (LiH). Nesse sentido, e suficiente dizer, para os temas de estudo 

aqui propostos, que uma possível solução de auto-valores H e |$j) =  E e\^ i) pode ser 

obtido com o auxílio do determ inante de Slater,

\*i) y/N i

V1(1) V2(1)

V1(2) V2(2)

VN (1) 

Vn (2)

. Vi(2).

V1(N) V2(N) Vn (N  )

(Vi\Vj > =  £ij. (2.28)

onde N  e a máxima quantidade de eletrons, e os numeros 1, 2 ,. . . ,N  sao todas as 

possíveis posicoes destes eletrons - as linhas constituem os diferentes orbitais, e as 

colunas as respectivas possíveis posições. A exclusao de Pauli lim ita o numero de 

eletrons para apenas dois com spins contrarios em cada orbital v i . Os produtos

1
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advindos deste determ inante constituem um a soma de permutas entre orbitais e 

posiçao, que podem ser equacionados de maneira mais elegante ao definir um ope

rador A  como um somatário de todas as perm utas possíveis,

A
VN! 1 - E P ki + E Pklm

kl klm
(2.29)

O operador A  a tua nos orbitais da diagonal principal do determinante (2.28), com 1 

sendo a matriz identidade, P kl todas as perm utas entre dois eletrons, e P klm todas 

as perm utas entre três eletrons. A alternancia de sinal garante a exclusao de Pauli. 

Com a definiçao deste operador, a equaçao (2.28) passa a ser simplificada como,

|$i) =  A  [^1(1)^ 2(2) ...^N (N)] = (2.30)

1

onde |x) denota a multiplicação dos orbitais da diagonal principal do determinante 

(2.28). O operador de Born-Oppenheimer [59]-[60] para um sistema como o da figura

2.8 e modelado conforme,

H  =  T A 2 i 1 Za I i  i_____+ i ZaZ b
e 2^1 2m i 2 2—1 4-kêo(Ra-tí) 2 4neo(n-rj) 2 ^  4ne0(Ra-Rb )i= 1 (i,A) (i,j) (A,B)

He =  "Te +  Vne +  V ee +  V AB , (2.31)

onde cada termo significa respectivamente, a energia cinética de cada eletron T e, po

tencial coulombiano entre eletrons e nucleo V ne, repulsão coulombiana entre eletrons 

V ee, e repulsão coulombiana entre nucleos V AB.

A equacao (2.31) e a Figura 2.8 m ostram  que quando A  =  i os dois primeiros 

termos da equacão (2.31) produzem um operador para a energia sítio, e quando 

A  =  i produzem um operador para a energia de acoplamento de eletrons com atomos 

vizinhos (t e t' do tópico anterior). O termo V ee e dependente das posicoes de dois 

eletrons, o que torna cada eletron individual dependente dos (N  — 1) eletrons. Ja
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o termo V nn e dependente apenas da posição entre átomos diferentes, e sua ação 

não produz efeito algum nos auto-estados porque as funçoes de onda dos orbitais 

dependem somente das posiçães dos eletrons [57]. Nesses moldes, o Hamiltoniano de 

Born-Oppenheimer (2.31) pode ser separado em operadores de eletrons livres h Ai e 

um a parcela dependente dos (N  — 1) eletrons D ij conforme a equaçao (2.32),

He — h Ai +  D ij +  VAB- (2 .32)
A,i i>j

Toda dificuldade em resolver a equacão de Schrodinger para o Hamiltoniano 

da equacão (2.32) vem de D j , porque conforme se entende dos trabalhos [55]-[61], 

e atraves deste termo que energias de afinidade e interacoes aparecem. De toda 

forma, existe um a possibilidade de considerar a interacao entre eletrons atraves de 

um a forma aproximada denominada Self Consistet Field Theory, onde a repulsao 

do eletron N  e dado pela media dos N  — 1 eletrons restantes. E neste ponto onde 

o link com o formalismo das funcães de Green de nao-equilíbrio nao equilíbrio de 

Green acontece, pois a media produzida pela nuvem eletronica e resolvida, ja  com 

a presençca de eletrodos acoplados, de maneira auto consistente.

A melhor maneira de observar a dependôencia auto consistente de campo úe 

analisando a media de cada operador da equacao (2.32) separadamente. Para isso, 

toma-se ao acaso um eletron na posição r i — 1 de spin ^ e a ação dos dois primeiros 

operadores da equação (2.29) em |x) conforme,

(X|hA1|X)f =  (Ln (N) ••• ^ 2(2)^ 1(1) |h A1|^ 1(1)^ 2(2) ••• Ln (N ))

=  ( l  1(1) |h A1|L1(1))(L2(2) |L2(2)) ■ ■ ■ (L n ( n ) |L n (n ) )

/oo
dr1<p*n (1)hA1<p1^(1) df2L2f(2)L2t(2) ••• (2.33)

o  J — o
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(x|íiA iP 12 |)t =  (c n  (N) ••• ^ 2 (2) ^ l ( 1)|ílA1 |^ 2 (1 ) ^ i ( 2 ) ••• ^ n (N ))

=  ( d (1)|hA1|C2(1))(C1(2)M 2)) ■ ■ ■ (^N (N )|CN(N))

= dr1 ̂ 1 t(1 )h A i^ 2 t(iW  d r2 ^1 t(2 )^2 t(2 ) ••• (2-34)

Nao há necessidade de analisar a perm uta alem dos dois primeiros termos 

porque o hamiltoniano de Born-Oppneheimer atua no máximo sobre dois eletrons 

consecutivos. A primeira integral obtida na equacao (2.33) resulta na energia intra- 

sátio e de hopping entre os atomos. Isto significa que quando o eletron na posicao 

ri =  1 esta localizado práximo do átomo, ou seja, A  =  1, a media resultante e 

a energia intra-sátio, e quando A =  1 a media obtida e a energia de atracao que 

o átomo vizinho exerce sobre o eletron da posicão r i =  1. A segunda integral da 

equacao (2.33), ou sequencia multiplicativa de integrais, sao iguais a unidade devido 

a ortonormalidade das funcães de onda dos eletrons. As equaçães abaixo resumem 

esta descricao,

Por outro lado a equacao (2.34), devido a ortonormalidade entre as funcoes 

de onda de orbital, produz um a media igual a zero na segunda integral. Seria 

diferente de zero caso o grafeno apresentasse propriedades magneticas, onde um 

eletron próximo ao sítio A = 1  saltasse para o átomo no sítio A =  2 invertendo seu 

spin. Contudo, para isto seria necessario somar o operador de spin Pauli ao operador 

h A1 para propriedades magneticas, fato este desconsiderado neste trabalho devido

(2.35)

(2.36)

onde o operador h A1 e rotulado com A =  1 na equacao (2.35) e A =  2 na equação

2.36.
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ao foco nas propriedades semicondutoras do grafeno.

Para o operador D  y o procedimento e o mesmo mas com a presença de integrais 

duplas, pois o calculo envolve dois eletrons e nao mais a atracao de coulomb de um 

eletron a um nucleo,

(X|d  12|x ) t =  {<Pn  (n  ) ••• ^ 2(2) ^ l ( l ) |D>12|^ 2( l ) ^ l ( 2) ••• Pn  (N))

=  (<Pi(1)P2(2)|D  12|^ 1(1)^ 2(2)) ■ ■ ■ (PN (N ) |PN (N))

/OO PO
/ dridr2 ^*it (l)p2t(2)D  i2^ it(l)^2 t(2 ) ••• (2.37)

O J — O

(X|DD 12P̂ 12|)t  =  (iLN (N  ) ••• ^ 2(2)^ 1( l ) |D  12|P 2(1)P i (2) ^N  (N))

=  (<P1 ( l ) P2 (2)|D  12|P2(1)P 1(2)) ■ ■ ■ (PN (N ) |PN (N  ))

/OO po

/ dr1dr2^1t(l)^2t(2)lD 12^2t(l)^1t(2) ■■■ (2.38)
O —O

A equação (2.38) m ostra que, ao contrário da equação (2.34), a perm uta entre dois 

orbitais nao anula a media devido ao argumento das integrais depender da posiçao de 

dois eletrons diferentes. A única possibilidade de separar as integrais das equaçães

(2.37) e (2.38) e supor que a repulsao eletrônica de um eletron sob os (N  — l) e 

fraca. Isto permite considerar que a posição rj =  2 referente ao eletron ri =  l, no 

terceiro termo da equacao (2.3l), permanece praticam ente inalterado. Logo, rj =  2 

e considerado um a constante, possibilitando separar as duas integrais conforme,

/OO PO
d ri^ 2f (1)D i 2^ i f ( l )  /  d r 2^ 2f (2 ) ^ 2f (2 )

O J — O
(X|D 12^  =  u 21 (n22)t  . (2.39)

Na equacao (2.39) u 21 e a amplitude de repulsao entre eletrons calculada da primeira 

integral. A segunda integral e a media da quantidade de eletrons vizinhos referente



CAPÍTULO 2. FU ND AM ENTAÇAO  TEÓ RICA 40

ao elétron na posição r  =  1. Esta equação m ostra a dependência auto consistente 

de campo, pois o calculo da amplitude u 12 pode ser obtida pelo conhecimento dos 

orbitais que, enquanto que a media (n22) pode ser obtida diretamente do formalismo 

de Green de nao equilíbrio. De maneira semelhante a equacao (2.39), a equaçao

(2.38) pode ser reescrita como,

/ CO p O

d r i ^ l t (1 ):Ki2^ 2t (l W  d r 2^ 2t (2 W (2 )
- O  J —  O

(x |D I2 P1 2 1 x) =  K 12 (n22)exch (2.40)

onde D  12P  12 =  K 12 e K j  a amplitude de repulsao de spins iguais intra sítio. A 

maneira com a qual a segunda integral de (2.40) esta escrita anula a media devido a 

ortonormalidade entre os orbitais e a orientacao dos spins. O caso em que a equaçao 

(2.40) e diferente de zero seria se os orbitais na mesma posicão espacial tivessem 

spins contrarios, ou seja,

/ CO

d r 1^ 1t (1 )K i2^ 2+ (1 ) /  d r 2^ 2t (2 W 2 )
O — O

(x |D  12-P121 x) =  K 12 (n22)exch (2.41)

Tanto na equacao (2.40) quanto na (2.41), a segunda integral e referida como, 

do ingles, termo de Exchange, sendo uma consequencia da natureza quântica do 

problema. Ele captura a repulsao entre eletrons de spins opostos numa mesma 

posiçao.

O ultimo termo no hamiltoniano (2.32), V AB, e geralmente desprezado por

que os atomos são considerados fixos em suas respectivas posicoes. Contudo, a 

modelagem para capturar deformacoes oriundas de forcas mecanicas requer a con- 

sideracao da energia media advinda do deslocamento dos átomos de suas posiçoes 

de equilíbrio. No capítulo 3 sera apresentado com mais detalhes o acréscimo deste 

termo no hamiltoniano (2.32) no cálculo do transporte.

Considerando as equacoes de (2.33) a (2.41) a energia to tal presente no canal,
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para um spin up, dos problemas aqui tratados e dado pela media do operador (2.32) 

conforme,

E t =  E {^ i\Í̂ A,i\^i)'[ +  -  E (ui,j (n3 +  K i,j in i)exch) +  ("V A b ) (2.42)
(A,i) (i,j)

Na base de operadores de criaçao e aniquilacao a equacao (2.42) tom a uma 

forma semelhante a equação (2 .11), porem com as interacoes entre eletrons presente 

no somatório com rótulos iguais,

Hc =  E ia (à\abia +  b\a — t (â\abja +  òjCTâ i ^  +  Vab. (2.43)
i<J (ij)a

O termo E ia na equacão (2.43) e dado quando A  =  i no primeiro termo da equaçao 

(2.42), resultando em,

E ia =  — QVg +  u ij (nja) +  K ij (ni)exch (2.44)

onde Vg e acrescentado devido a presença do gate para simular respostas de trans

porte de transistores. Outro aspecto im portante e que as variaveis u e K  sao 

calculadas pelas integrais das equacoes (2.39) e (2.41), e podem ser consideradas 

constantes em cada atomo devido a simetria do grafeno. As medias presentes na 

equacao (2.44) serão obtidas pelo formalismo de Green de nao-equilíbrio, que sera 

descrito no proximo topico deste capítulo. O parâm etro de hopping t e calculado 

conforme ja  exposto na equacao (2.36), onde atraves desta integral e possível obter 

novos valores de hopping quando um a forca mecanica alterar a distancia entre os 

atomos.
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-
A B

D

Figura 2.9: Ilustração de um a estru tura composta por dois sub-sistemas A e B de 
meio nanoribons ta l que a discretizacao no eixo y, como descrito na seçao 2 .1, possui 
m =  1. Os pontos vermelhos denotam  o acoplamento com os eletrodos (S) e (D) de 
amplitude energetica t s

2.3 M étodo de G reen de N ão-E quilíbrio

Com as contribuições de M artin e Schwinger [62], o formalismo de Green de 

Nao-Equilíbrio (NEGF) foi inicialmente aplicado com sucesso por M atsubara [63] na 

decada de 1950 a sistemas de bulk. O objetivo na epoca era comparar o formalismo 

com medidas dos coeficientes de condutividade eletrica e term ica de metais [64, 65]. 

Após estas primeiras aplicacoes, Kadanoff e Baym [66], e Keldysh [67], na decada de 

1960, usaram  pela primeira vez este formalismo para analise de sistemas quanticos 

de muóltiplas partóculas. As tóecnicas por eles desenvolvidas perm itiu determinar 

o transporte de sistemas quânticos que incorporam fenômenos de interaçao entre 

partóculas quando este e submetido a eletrodos externos. Os trabalhos de Kadanoff 

e Baym, e Keldysh produzem os mesmos resultados, e ambos tem  o mesmo alicerce 

teórico proposto por M artin e Schwinger de que efeitos de interações entre multiplas 

partículas deve ser tratado  pela mecânica quantica estatística [68 , 69].

Todavia, e ao que interessa este trabalho, o formalismo NEGF e uma ferra

m enta extremamente poderosa e amplamente aplicado nos dias atuais para estudar 

propriedades fósicas de materiais conforme se observa nas referencias [70]-[75].

A metodologia aqui apresentada e a aplicacao do formalismo de Keldysh a 

figura 2.9, onde estó ilustrado um dispositivo cujo canal e construódo por dois sub

sistemas, A e B, separados pela linha preta  tracejada. Cada sub-sistema e a ilus-

1 4

S 2
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traçao de meio nanoribon, ou conforme apresentado na secao 2 .1 , discretizados em 

y  com m = 1 e com hamiltoniano de cada sub-sistema dado pelas equacoes (2.43) 

e (2.44). M atricialmente cada sub-sistema e modelado pelo primeiro bloco 4x4 da 

matriz (2.27), onde cada elemento da diagonal e dado pela equacao (2.44). As linhas 

vermelhas tracejadas ilustram  a separaçao entre o canal e os eletrodos, sendo t s a 

amplitude da energia de acoplamento. O formalismo e bem geral, logo e estendlvel 

para casos onde m > 1.

O primeiro passo para aplicar o formalismo de Keldysh e determ inar a corrente 

eletrica que flui entre o eletrodo (S) e o canal do dispositivo, que no caso da figura

2.9 da-se entre o atomo i do eletrodo (S) e o atomo 1 de carbono. Nestes moldes, 

a corrente eletrica entre o eletrodo e o canal e definida pela taxa de variacão do 

numero de eletrons no eletrodo, ou seja,

Is  =  —q(N s > (2.45)

onde q e a carga elétrica do elétron e N S é a derivada tem poral do operador número 

do eletrodo (S). Vale ressaltar que um a equacao anaioga pode ser definida para 

o eletrono (D). A derivada do operador numero e obtida atraves da equacao de 

Heisenberg,

I s =  — ̂ (n
H , N  s > (2.46)

com H  sendo a soma dos hamiltonianos do eletrodo (S), do canal e do hamiltoniano 

de tunelam ento entre eletrodo e canal,

H  =  H c +  H  s +  H t . (2.47)
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Os hamiltonianos H s e H T sao dados respectivamente pelas equacães,

H  s E ^iSÍaSÍCT , (2.48)

H T (2.49)

enquanto que o hamiltoniano do canal áe dado pela equaçcãao (2.43). Como se pode 

observar, a equacão (2.48) e o hamiltoniano do eletron livre tal que os operado

res sjCT (âiCT) criam e aniquilam eletrons dentro do eletrodo (S). Na equaçao (2.49) 

à\a (â1a-) criam e aniquilam eletrons no primeiro átomo do canal quando estes sao 

criados, aniquilados no eletrodo (S), conforme ilustrado na figura 2.7. O parâm etro 

de hopping t s depende das características físicas entre cada material, que no caso 

deste trabalho e entre Náquel e carbono. A equação (2.43) m ostra que H c tambem 

e dependente de um valor de hopping entre carbonos, e nesse caso e calculado pela 

integral (2.36). No capátulo 3 será descrito como foi obtido o valor da amplitude de 

t s e do parâm etro de hopping entre carbonos na presença de um a força mecânica.

Substituindo a equacão (2.47) em (2.46), e apos de realizar as operacoes de

comutação, fica possável m ostrar que somente os comutadores

sao diferentes de zero. Desta forma, a equacao de Heisenberg e reduzida a,

Is =  -  h (
H  s , N  s

) - h  (
H  T, N  s (2.50)

O primeiro comutador óe calculado conforme m ostrado a seguir

H  s , N  s E
ij(7(7'

SL Sia, Sja! Sja;  ̂ Qa [â ia, â ja; ] 0
ij(7(7'

(2.51)

e
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desde que o comutador entre dois operadores nómero e zero. O proximo comutador 

a ser determinado e entre o operador numero e o hamiltoniano de tunelamento,

H t , Ns E ‘sSi<7ã l7 ' Sj7'
iJ 77'

+ E
iJ 77'

â l7â l7 , § 7̂, SJ7/ (2.52)

que para resolve-lo faz-se uso da identidade

[AB, C] =  A  [B, C] +  [A, C] B. (2.53)

O uso da identidade acima permite escrever a equacao (2.52) como,

H t , Ns E (‘
iJ 77'

StsSi7

E (‘
iJ77'

â l7 , Sjt7/ Sj7' +  ‘s S!/, Ŝ 7' Sj7' ã l7/ ) +

- *ât's ã l7 SÍ7/ , Sj7/SJ7/ ã l7/ , Sj7/ SJ7/ (2.54)

de tal forma que o segundo e o quarto comutadores que envolvem â {7 sao nulos

devido à relacõo de anticomutaçõo 

zero levam ao resultado,

â t ã tâ l7, ã l7 0. Com isto os termos diferentes de

H t , Ns E (‘ C , §,7/ SJ7/ ã l7 +  t:ãtl7/ SÍ7/ Sj'7/ SJ7/ (2.55)
iJ77/

onde os comutadores entre os operadores St (S) sõo simplificados usando a identidade,

[A, BC] =  [A, B] C -  C [A, C ] , (2.56)

levando ao resultado abaixo,

H t , Ns E (*■ §t §t §Í7 , SJ7/ SJ7/ Sj7/ Si7 , SJ7/ â ^7/ +
ÍJ77'

Y  ^
iJ77/

^ SÍ7 , St7/ Sj7/ St7/ [Si7 , Sj7/]^ . (2.57)
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Fica fácil notar atraves das relacães de comutacão entre fermions que a equaçao 

(2.57) passa a ser escrita como,

í —t sSiaa 1a +  t 2â^Sj^ (2.58)H t , Ns

Substituindo as equacoes (2.51) e (2.58) em (2.50) chega-se a um a expressao 

de corrente para o eletrodo (S),

Is =  — q  Ç  (̂ - t s(siaâ 1a) +  t *s(alaSia^  (2.59)k %a

A equação (2.59) e valida para todo o tempo t , de forma que as medias podem 

ser reescritas como

I s =  -  k  Ç  (  t s (Sla( t ) â 1a (t))  +  t 2(â1a (t)Sia( t . (2.60)
ia

As medias dentro dos parenteses da equaçao (2.60) são definicães de funcoes 

de Green, mas para tempos iguais. Uma possibilidade de garantir as medias como 

funcoes de Green menores e aplicar o metodo de Keldysh descrito no apendice B 

mas considerando somente o segundo termo da expressao (B.5) conforme,

onde foi omitido o rotulo de spin a e aplicado somente para o primeiro termo da 

equacao (2.60). Os tempos representados nos operadores c0( t)c 1 ( t ') devem levar a 

um a funçao de Green que tenha a sequencia de tempo partindo de t  em direcao a 

w  e após t novamente, assim os tempos nas medias da equacao (2.60) e mantida. 

Como descrito no apendice B, para que a funcao seja um a funcao de Green menor
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um operador Ü  (ra , ro )Ü (ro ,T g) e inserido para quebrar a curva de contorno em 

duas partes onde r  e r '  fiquem, respectivamente, no ramo superior e inferior. Com 

esta divisao em ramos do contorno, os tempos passam a ser variáveis reais e o ramo 

de retorno, sentido ro  ^  — ro, permite considerar r '  igual à r . Os rátulos i e 

j  de O j(r)cj(r') são escolhidos para que ao aplicar o teorema de Wick não haja 

possibilidade de encontrar funcoes de Green com rátulos trocados, ou seja i =  0 e 

j  =  1. Aplicando o teorema de Wick a equacao (2.61) passa a ser escrita como

T r < PqT t dw{Cq(t )âQ(w))ts(â1(w)C1(r')) (2.62)

onde apáos a quebra da curva de contorno em dois ramos esta passa a ser uma equaçcãao 

de Green menor. Desta forma, conforme ilustrado na figura B.2 do apendice B, a 

variavel w tambem pode ser alocada tanto  no ramo superior ou inferior, dando 

origem a dois termos que precisam ser subtrai dos. Logo, considerando as integrais 

embutidas, a equacao (2.62) passa a ser escrita como,

(sQ(r )a 1(r)) =  { gi,1t sgQ<Q— g tósgQÒ], (2.63)

e substituindo na equacao (2.60),

Is =  |  ^ 1̂ 0^  — g Í 1t sgQÍQt ^  . (2.64)

Substituindo g'[1 por (g[,1 +  g<,1) e gir por (g<<Q — gQ Q), conforme as regras do apendice 

C, a equacão (2.64) passa a ser escrita como,

Is =  |  {gí,1t sg«Qts +  g i V s g ^ s — g iV s g ^ s  +  g<Í1t sga)Qt 4  (2.65)

i s  =  |  {gí,1t sg«Qts +  g^C g^oC } (2.66)

I. =  |  G ú S Í  +  g<,1 s : } . (2.67)
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Tomando a transform ada de Fourier e aplicando o somatorio referente ao spin 

a equacao (2.67) fica escrita no espaco de energia como,

Para finalizar e im portante comentar que o segundo termo da equacao (2.60), 

apos aplicar o teorema de Wick, e nulo devido a gerar funções de Green de rotulos 

diferentes. Uma expressao identica a equacao (2.68) pode ser encontrada aplicando 

a mesma metodologia para o eletrodo (D), e para o cálculo da corrente eletrica 

basta  o conhecimento das funçcoães de Green retardada e menor do canal, e das auto 

energias avancada e menor dos eletrodos.

As equaçoes de Green retardada e menor da equacao (2.68) são obtidas usando 

a tecnica de variacao temporal, que sera apresentada somente para o sub-sistema A 

porque para derivar as funcoes do sub-sistema B o procedimento e o mesmo.

A funcao de Green retardada para o sub-sistema A e definido pela funçao de 

heaviside como

onde a variacao tem poral e tom ada em relaçao ao tempo t , o que leva a equaçao

Na equação (2.70) 8(t  — t ')  e devido a derivada no tempo da funcao heaviside, 

e a derivada do operador de aniquilacão e dado por,

I s (E ) =  n k / d E  )E < (E ) +  g U E ^ E ) }  (2 .68)

grA ( t , t 0  =  —í0(t  — t ' )(cí ( t  )Cj (T/)), (2.69)

ÕTCj (t ') =  Hc +  H aB  +  H t , Ci (2.71)

onde H a B  e o hamiltoniano que acopla os sub-sistemas A e B da figura 2.9, e H c e o 

hamiltoniano do sub-sistema A dado pela equaçao (2.43). Para simplificar a algebra



os operadores da equaçõo (2.43) serâo trocados por c e ct , ficando como,

H c =  E itc| ci +  t í+lc| cí+l +  ‘ab c | ci+l +  h c  (2.72)
i i i

S c  — hpot +  h cin +  h ABcin (2.73)

com h.c sendo o complexo conjugado do termo cinetico, e h pot,cin as energias po

tencial e cinetica do sub-sistema A, e â ABcin a energia cinetica de acoplamento ao 

sub-sistema B.

Para calcular o comutador da equacao (2.71) basta  usar as relações de co-

mutacao para fermions, que para a equacao (2.73) e dado por,
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â pot, ci

hâ  cin , âc i

E  E it[ci, c j â ] =  E  EítAi,zcz (2.74)
i i

^íi+l,i [ci , c| ci+l] +  fi,i+l [Ci , 4 + ^  ]} (2.75)
i

(ti,i+l^i,i ci + ti+l,i^i,i+l ci) (2.76)
i

^   ̂(ti+l,ici+l +  ‘i— l,ici— l ) (2.77)
AB

â ABcin, ci (‘aBcB +  ‘aBcA) . (2.78)

Na equaçõo (2.70) a media que multiplica a delta no tempo e igual a delta no espaco,

isto se deve a propriedade da propria delta que e valida somente quando t =  t/.

Desta forma, ao substituir (2.77), (2.74) em (2.71), e o resultado em (2.70) chega-se 

a seguinte expressõo,

idT gA ( t , t / )  =  ̂ ,j +  E  E it^,igA ( t , t / )  +  E  (‘i+l,i) gA ( t , t / )  (2.79)
i i

+  ‘ab gB (t — T/) +  ‘sGr (t — t /) +  h.c (2.80)

onde Gr (t — t/) e a funcõo de green devido a comutaçõo [S t , ô ], dado por

Gr (t — T/) =  z0(t — t )([H t , ci]cj (t/)). (2.81)
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Substituindo o hamiltoniano H T na equação (2.81) e possível notar que o resultado 

e exatamente igual ao segundo termo da equacão (B.5), e o mesmo usado para 

chegar a equacão (2 .66). Porem, devido à funcao heaviside a equaçao (2.81) pode 

ser reescrita como

Gr(t  -  t/)  =  grA(t  -  T ) t sgrs (t -  T/)ts (2.82)

Substituindo na equacao (2.80) fica,

idT grA (t,  t/)  =  k j  +  Y  E ltöi,l grA (t, t/)  +  Y  (ti+l,i) grA (t,  t/)  (2.83)
l l  

+  tABgrB (t  -  T ) +  grA (t  -  T')t sks(t -  T/)ts +  h x .

Tomando a transform ada de Fourier no tempo e passando as funçcoães de Green 

dependentes do sub-sistema A para o lado esquerdo permite escrever,

(E  -  Y  E ltôi.l -  Y  (ti+1.i) -  t sgS (E)ts)gA(E) =  Ôi,j +  tABgB( E ) (2.84)
l l

gA (E )(E  -  Hc -  SS) =  1 +  gA(E)tAB. (2.85)

Uma expressao semelhante pode ser obtida para grB(t  -  t /), mas notando que 

ô-íj =  0 devido aos sub-sistemas estarem em posiçães diferentes no espaco, e ao 

tom ar a transform ada de Fourier resulta em,

(E  -  Y ,  Eltôíl -  Y ,  (ti+l.i) -  t s grD (E  )t.)g'B (E  ) =  tAB gB (E  ) (2.86)
l l

gB (E )(E  -  Hc -  SD) =  gA(E)tAB. (2.87)

Isolando gA(E) e substituindo na expressão (2.85) resulta na expressão,

gA(E ) =  gA0(E  ) +  gA(E )tABgA0(E)tABgA0(E  ) 

gA(E) =  gA0 t1 -  t ABgB0t ABgA>] - 1 ,

(2 .88)

(2.89)



CAPÍTULO 2. FU ND AM ENTAÇAO  TEÓ RICA 51

onde gA0 =  [E — H c — E S (E )]-1 e ĝ Q =  [E — H c — ED(E)]-1 .

A funcão de Green menor e obtida de mesma maneira, porem como esta nao 

depende da funcão heaviside a variacao tem poral fica expressa como:

idr gA (t , t ' ) =  — i0 (r  — r ') (ô r Cí(t  )Cj (r ')) . (2.90)

com a variaçao tem poral do operador Cí (t ) dado pela mesma equacão de comutação 

(2.71). Substituindo a equaçao (2.71) em (2.90) e realizando as comutações dadas 

pelas equacães (2.74)- (2.78) permite escrever a funcao de green menor do ponto A 

como,

idrgA(r,T ' ) =  ^ E i t^ g A (T,T') +  ^ (ti+1,i) gA( r , r ' ) (2.91)
i i

+  tAB gA(r  — T' ) +  G < (r — T' ) +  h c  (2.92)

onde a funçao de Green G < (r — r ') e dado pelo termo dentro dos colchetes da equaçao 

(2 .66), o que leva a,

idr gA( r , r ' ) =  ^ E ití i,i gA( r , r ' ) +  ^ (t*+M) gA( r , r ' ) +  gA(r  — r ' )E <
i i

+  tAB g<(r  — r ' ) +  gA(r  — T' ) tsg<(r  — T' )ts +  h c  (2.93)

onde E : =  t sg :( r  — r ') t s. Tomando a transform ada de Fourier e passando os termos 

dependentes de gA(E) para o lado esquerdo a equacão fica escrita como

gA (E  )(E  — Hc — SS (E )) =  g r  (E  )S<  +  gB (E )tAB (2.94)



e rearranjando as matrizes

g< (E ) =  gA(E )£<gA0(E ) +  g< (E  )tAB gA0 (E) (2.95)

onde

gA0 (E ) =  (E — Hc — ES). (2.96)

De mesma maneira, escrevendo a funçcõao de Green menor do sub-sistema B, 

levando em conta que este esta conectado ao eletrodo (D), resulta em

gB (E )(E  — Hc — E < ( E )) =  gB (E  )E <  (2.97)

que rearranjando os termos,

g< (E  ) =  gB (E  )£<gB°, (2.98)

onde,

gB°(E) =  (E — Hc — ED) (2.99)

Substituindo a equacao (2.97) em (2.95), a funcao de Green menor para o

sub-sistema A fica escrito como

gA(E) =  gA (E) [E J ( E ) +  gB (E )E <  (E)gB°(E)tAB] gA. (2 .100)

onde o termo entre colchetes pode ser simplificado para

[E J ( E ) +  gB (E  )E <  (E)gB°(E)tAB] =  S < (E ) +  EAb .d - (2.101)

onde E<b d contem as informacões de acoplamento do sub-sistema B e do sub

sistema B ao eletrodo (D).
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Capítulo 3 

Efeito da Tensão M ecânica no 

Grafeno

Neste capítulo sera apresentado duas metodologias para calculo da corrente 

eletrica num transistor de efeito de campo (FET), as duas metodologias consideram 

a acao de um a tensão mecânica. A primeira metodologia e um modelo elaborado 

pela Universidade Pierre e Marie Curie (UPMC), onde o esforço e a elaboracao de 

modelos computacionais compactos para uso no design de circuitos integrados, com 

foco na confeccao de circuitos compostos por sensores sensíveis ao toque usando o 

grafeno. O segundo e a aplicacao do metodo de nao equilíbrio de Green apresentado 

nesta tese, com os efeitos de tensao mecânica sendo considerados no hamiltoniano 

de canal. A proposta da UPMC e comparar os modelos para verificar a eficacia de 

seu modelo compacto na captura dos fenômenos físicos na presenca de um a tensao 

mecânica. Vale ressaltar que a descricao referente ao modelo semi-analítico sera um 

breve resumo, conforme autorizacao dada pela i n s t i tu to .

3.1 P oten cia l E letrico em  A m bos os M odelos

A figura 3.1 ilustra um FE T com canal composto por nanoribbons de grafeno 

e sujeito a um a forca de tensao ao longo do canal. O modelo, semi-analítico, de

53
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senvolvido na UPMC, e o modelo aqui apresentado, foram usados para calcular a 

corrente eletrica que flui nesta estrutura. Como ambos possuem níveis de comple

xidades diferentes, foi proposto que ao menos os dois modelos apresentassem uma 

estru tura numerica comum para o calculo dos fenômenos eletroestaticos.

Top gate

Source
Si02

Drain\
aGNR

Bottom gate

Figura 3.1: Ilustração de um transistor, ao qual o canal e composto por nanoribbons 
de grafeno, sujeito a um a forca de deformaçao F

Quando uma fonte de energia externa e conectada aos eletrodos um a variacão 

espacial do potencial eletroestáatico no canal emerge, e a maneira de calcular sua 

variaçao espacial e atraves das equacoes de Laplace e Poisson,

V ■ (eV 0L) =  0 (3.1)

V ■ (eV 0c)  =  p (3.2)

onde e modela a permissividade eletrica no espaço do dieletrico, e 0 L;C sao os poten

ciais de Laplace e Poisson do perfil eletrostatico espacial. Ambas as equaçoes sao 

resolvidas considerando potenciais como condiçoes de contorno dados por, c =  vs , 

0 L;C =  e 0 L;C =  , e p sendo a densidade espacial de cargas dentro do canal do

FET. A solucao das equacoes (3.1) e (3.2) demanda muito poder computacional 

atraves de metodos como o dos elementos finitos ou de diferencas finitas, e para 

simplificar, a eletrostaática foi obtida por um modelo eláetrico equivalente baseado 

por capacitancias.

As juncães entre os eletrodos (S) e (D) com o canal são modeladas por capa-
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citâncias equivalentes Cs e CD, respectivamente. A interface entre o gate e o canal 

tam bém  possui um a capacitancia denominada por Cg, e que depende do material 

usado como dieietrico, que para ambos os modelos foi considerado o dióxido de 

silício. A figura 3.2 ilustra o conceito de circuito equivalente usado na modelagem.

Figura 3.2: Ilustracão do circuito equivalente usado para modelar as capacitancias. 
CS capacitancia entre fonte (S) e canal, CD capacitância entre canal e Dreno (D), 
Ca capacitância entre canal e gate

Nestas condicoes, a variacao da carga no canal pode ser modelada como,

q ■ A N e  =  CS0 c +  CG ■ (0C — vG) +  CD ■ (0c — vD) (3.3)

onde as variaveis vS,G,D são as tensães aplicadas nos eletrodos fonte (S), gate (G), 

dreno (D), e 0c modela o perfil eletrostático pontual no transistor. Ao isolar 0c da 

equaçao (3.3) o potencial eletrostático no canal pode ser equacionado como

0  ANe +  ( Cg +  Cd \ (
0c =  q ■ “c t  +  l  ■ vg +  ■vd ) ’ (3.4)

com CE =  CS +  CG +  CD. Note que o termo em parênteses na equaçao (3.4) modela 

o perfil eletrostático no canal do FET, sendo os eletrodos condicoes de contorno 

variavel. vS não esta presente na equação (3.4) pois este e considerado como tensão 

de referencia, ou seja vS =  0. Ja  o primeiro termo da equaçao (3.4) exprime a 

alteracao no perfil eletrostatico quando eletrons sao injetados no canal atraves das 

junçães. Nestes moldes, a equacao (3.4) nada mais e do que um a versão simplificada 

da soma das equacoes (3.1) e (3.2), cuja energia e obtida multiplicando a equacão 

(3.4) pela carga eletrica,
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Uc =  q2 A N E  +  Ul
C

(3.5)
E

com UL =  q ■ ■ vG +  pD ■ . A equação (3.5) e responsável por deslocar a

densidade de estados para cima ou para baixo no canal, porem levando em conta os 

limites impostos pelos eletrodos de fonte (S) e dreno (D) nesta excursão.

As equacoes (3.3) a (3.5) sao usadas como base de calculo do potencial em 

ambos os modelos. A diferenca, conforme ilustra a figura 3.3, esta no bloco verde, 

onde o modelo simplificado calcula a corrente atraves de expressães analíticas apro

ximadas para a energia e tensao mecanica no canal, porem, usa o metodo numerico 

de bissecao no calculo do potencial no canal. Ja  o modelo da presente tese usa o for

malismo de Green de Nao-Equilíbrio para determ inar a carga e a corrente no canal, 

e as variações energeticas advindas da tensao mecanica sao calculadas na matriz do 

hamiltoniano do canal dado pela equacao (2.43), com os elementos obtidos usando 

as equacoes (2.36) e (2.44).

Figura 3.3: Diagrama em blocos ilustrando as diferencas e similaridades usadas em 
ambos os modelos

3.2 M odelo Sem i-A nalítico

Na secao 2.1 foi descrito como foi modelado o grafeno finito ao longo do eixo 

y. O principal objetivo foi, atraves do uso da segunda quantizaçao, demonstrar que



CAPÍTULO 3. EFEITO DA TE N SÃ O  M ECÂNICA NO GRAFENO 57

a estru tura finita pode ser representada matricialmente pela equacao (2.27). Esta 

etapa foi crucial porque o uso das propriedades geometricas do grafeno permite obter 

um gap de energia de modulo semelhante a de um semicondutor.

Entretanto, diferente do que fora descrito na secao 2.1, o modelo semi-analítico 

considera um a expressao para bandas de energia do grafeno finito em y  atraves de 

condicães de contorno de Dirichlet nas funcoes de onda do eletron conforme,

Na equacao (3.6), as funçoes de onda sao obtidas atraves da soluçao da equacao 

de Schrodinger, com a largura do canal dada por w =  (N  — 1) |  e a  a distância entre 

atomos conforme ilustra a figura 3.4 abaixo, N  e o  numero de atomos ao longo de 

y.

Figura 3.4: Ilustracao de um nanoribbon de grafeno contendo as definições de 
distancias usadas

Após a insercao destas condicoes na solucao da equacao de Schrodinger e 

possível determ inar a quantizacao de , no espaço recíproco, que e dado por,

onde a  =  1, ■ ■ ■ , N  e a quantidade de sub-bandas de energia formadas. Com isso, 

a dependencia em na expressão (2.18) pode ser substituída pela equacão (2.37),

, — a  v , a  v
A(y =  ~ y )  =  W  =  w  +  2 ) =  0 (3.6)

a

E

(N  +  1)a
(3.7)
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resultando em

E±(k) =  ± t \ 1 +  4 cos | ] Aa +  4Aa (3.8)

onde Aa =  cos (N fi)

Na presenca de tensao mecanica os átomos de carbono sao separados por uma 

distancia relativa d, conforme m ostra a figura 3.5 abaixo, e isto permite mudar a 

dependencia em kx na equação (3.8) para (1 +  d)kx. Para a dependencia em ky,

Figura 3.5: Ilustracao de um nanoribbon de grafeno após a aplicacao de uma tensão 
mecânica. A distancia entro os atomos e deslocada de um a distancia relativa d. O 
aumento da distancia entre os atomos causa uma diminuiçao nos vetores da rede 
recíproca.

apos a tensao mecanica, a alternativa e mudar a condicao de contorno de Dirichlet 

para um novo valor de w que depende da constante de deformacao de Poisson do 

m aterial , que no modelo compacto e considerado aproximadamente 0,145, logo,

w w (1 — d ) . (3.9)

Desta forma as novas condições de contorno para y  ficam escritas como

 a  a
^ (y  =  ~y  (1 — vgd)) =  ^ (y  =  (1 — d)(w +  2 )) = 0 (3.10)
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e as novas quantizações em relação ao eixo y  ficam equacionadas como,

(1 — Vg d)(w +  a)kdVg d)(w +  a)ky,a =  2n (3.11)

(3.12)

Aa =  cos (1 — Vg d)
a  2an

(3.13)
2 (N  +  1)a(1 — vgd)

com kd,a sendo a dependencia em y  no espaco recíproco devido ao distanciamento 

entre os átomos de carbono. Substituindo as equacoes (3.12) e (3.13) em (2.18), 

resulta em

Com todo o trabalho analítico envolvido para acoplar a alteracao da geometria nas 

bandas de energia, a equaçao (3.15) não captura nenhuma variacao de gap por 

considerar o valor de hopping constante. Para contornar este problema o modelo 

semi-analítico considera pequenas variacoes nas posicoes dos atomos para gerar uma 

aproximacao linear do parâm etro de hopping. Este formalismo e baseado no estudo 

feito na referencia [76], e produz como resultado uma pequena variacao em ky, que e 

considerado nas equacoes (3.14) e (3.15), para um hopping constante, no que resulta 

em

(3.14)

onde A a da equaçao (3.13) pode ser simplificada, e escrita, como

Aa =  cos (1 — Vg d)— (3.15)

(3.16)
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onde Aa e dado por

n a
Aa =  C ° S ( -  Aky) (3.17)

M3
Aky = ----2“ st (1 +  vg )d (3.18)

Na equacão (3.18) st e um a constante advinda do formalismo descrito em [76], e seu 

valore e st ~  1, 29, o parâm etro de hopping continua constante.

As equacoes (3.12) e (3.16)- (3.18) são suficientes para determ inar uma equacao 

para densidade de estados baseado no modelo de Drude. O primeiro passo e expandir 

a equacão (3.16) em serie de Taylor, onde os dois primeiros termos da expansão 

simplificam a equacão (3.16) para,

( 0  =  1 T i  +  | A . (3.19)

A massa efetiva M^ e determ inada igualando o segundo termo da equação (3.19) e 

o termo originado da expansao em serie de Taylor do cosseno em (3.16), resultando

em,

=  2 h2(EME(o) )2 f )
M  =  — 3 fl2t2(1 +  d)2Aa • (3.20)

Desta maneira, a densidade de estados e obtida atraves da equacao de Drude como

dEM =  _ ^   M   (3 21)
a 2 (EME(k) — EME(0 )) • ( . )

O calculo da corrente atraves de barreiras Schottky e feita com o auxílio do 

formalismo de Landauer-Büttiker [77], dado por

Ea

h(<M =  A  £  í  d E T ,■ , +  A TA; ). )T  ' [f « , )  — f  (ni,d)l (3.22)n h ^ J  Ts (A,) +  Td (A,) — Ts (As)TD (As ) , ,
0

(3.23)
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onde l =  e ,h  e um rotulo para corrente de eletrons ou buracos, o somatório e 

referente a quantidade to tal de sub-bandas existentes no grafeno, f  (n) e a funcao de 

Fermi que depende do potencial no canal,

As transmissões Ts (As ) e TD (As) dependem da amplitude da barreira Schottky 

A s, que para este modelo As =  —0.5eV. As equacães para as transmissães foram

dos físicos Wentzel, Kramers e Brillouin [78].

O potencial do canal e calculado de maneira auto-consistente atraves do co

nhecimento da carga to tal no canal, equacão (3.3), e atraves do auxílio da densidade 

de estados e transmissãao conforme,

Ea

) q f  d E D EM [ Ts (2 — TD) f  ( I ) TD(2 — TS) f  ( I )] (326)
d E D a [— t *—  f ( n«,s)  t* —  f ( n“,d)] (3.26)

a 0

onde e considerado que dependencia da barreira de Shottky esta implícita nas trans

missões, e tambem.

Para finalizar íe im portante ressaltar a semelhançca do lado esquerdo da igualdade da 

equaçao (3.26) com a da equaçao (3.3), pois q A N E =  Q (0c). A corrente e calculada 

apos estas duas equacães convergirem, pois assim 0 c e encontrado e substituído nas 

equacães (3.24) e (3.25).

E  — q^c +  E j  (0) — qvs(D) 
kbT

(3.24)

(3.25)

encontradas usando o metodo WKB atraves do procedimento publicado no trabalho

T  * =  Ts +  Td — Ts Td . (3.27)
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3.3 N E G F  e A b-In itio

A metodologia considerada nesta secao e o resumo das equacoes definidas 

no topico de fundamentacao teorica. Para a correta elaboração do procedimento 

numerico existe a necessidade do uso de funçoes de base para o hopping t s entre 

os atomos do eletrodo e do canal, e de um a funcao de base para o orbital pz dos 

carbonos. O calculo destes valores, com e sem tensão mecanica, estao presentes 

em todo o formalismo numerico dentro das funçoes equilíbrio de Green conforme a 

descriçcaão a seguir.

No formalismo de Green de nao-equilíbrio foi apresentado a metodologia de 

Keldysh aplicado para a figura 2.9, onde foi derivada a equacão da corrente para o 

acoplamento entre o eletrodo (S) e o canal. Contudo, um a equacao identica pode ser 

obtida para o acoplamento entre canal e eletrodo (D), e por conservacão da carga 

a corrente que flui do eletrodo (S) para o canal deve ser igual a do canal para o 

eletrodo (D), ou seja,

I s  =  I d . (3.28)

Logo, basta  usar a equacao de corrente que flui entre eletrodo (S) para o canal, dada 

por,

Is  (E) =  n l / d E  {g;,1(E )E Í(E ) +  í< ( E ) E ; ( E ) }  , (3.29)

para realizar o estudo do transporte. Na equaçao (3.29) as funçães de green retar

dada e menor estão definidas para o primeiro átomo de carbono no canal, e para um 

átomo no eletrodo atraves dos termos de auto-energia avancada e menor. Porem, 

esta equaçao pode ser generalizada para todos os atomos que acoplam o eletrodo (S) 

ao canal ao longo do eixo y, e para isto basta somar as correntes seguindo a logica 

ilustrada na figura 3.6 abaixo. Ou seja, basta  somar as correntes cuja a operacao 

entre as matrizes no integrando da equação (3.29) possuam os rotulos (1,1), (5, 5), 

(9, 9) ate a quantidade maxima de atomos ao longo do eixo y.
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----------------------------------------- x

Figura 3.6: O retângulo ilustra o subsistema A acoplado ao eletrodo S seguindo a 
numeração apresentada. Esta numeracao generaliza as funcoes de Green na equaçao 
de corrente (3.29), significando que os rótulos de g'r,s(E), ( E ), ... devem ser
tam bem  considerados.

As operaçães dentro do integrando da equaçao (3.29) são tra tadas como ma

trizes porque para estar de acordo com o modelo semi-analótico e preciso que cada 

sub-sistema A e B, da figura 2.9, contenha 24 atomos ao longo do eixo y. Os 24 

atomos leva a formacao de 24 sub-bandas, 12 para banda de conducao e 12 para 

banda de valencia. Desta forma as funcoes de Green retardada e menor, e as ener

gias próprias menor e avancada sao escritas como matrizes, com a matriz da funcao 

de Green retardada do sub-sistema A equacionado como,

g r0A(E) =  [E -  H c -  £ rs]- 1 . (3.30)

A matriz E  e diagonal e definido no inócio do modelo numerico por um vetor de 

energias espacados pelo passo de energia A E . A diagonal da matriz E  e preenchida 

por um unico elemento deste vetor energia para cada passo A E . O termo H c e 

escrito computacionalmente conforme a matriz (2.27), mas com os elementos 

e Ykx calculadas conforme a equacao 2.36 e diagonal principal dada pela equacao
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(2.44), conforme a matriz (3.31) para m =  2.

í E  1f Ptx 0 Ykx 0 Ptx 0 0

Pkx E 2f Yfcx 0 0 0 0 0

0 Ykx E 3f Plx 0 0 0 0

Yfcx 0 @kk E 4f 0 0 0 0

0 0 0 0 E 5f Plx 0 Ykx

ftkx 0 0 0 fikx E 6f Ykx 0

0 0 0 Plx 0 Ykx E 7f Plx
0 0 0 0 Ykx 0 Pkx E 8f

(3.31)

4MX4M

A matriz e calculada conforme,

tsgS ts (3.32)

onde as matrizes de hopping entre os átomos de carbono do canal com os do eletrodos 

seguem a lógica apresentada na figura 3.6. Para para m =  2 na figura 3.6 tem-se,

(  0 0 0  - t s  0 0 0  0 ^

0 0 0 0  0 0 0 0  

0 0 0 0  0 0 0 0  

- t s  0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 - t s

0 0 0 0  0 0 0 0  

0 0 0 0  0 0 0 0

V 0 0 0 0 ts 0 0 0 /

(3.33)

A matriz de Green retardada para o eletrodo (S) e diagonal conforme o hamiltoniano 

dado pela equação (2.48), ou seja, no caso da equação (3.32), para m =  2, a matriz gS 

seria 8x8 com toda diagonal preenchida com o valor do potencial aplicado qvs +  sb,

t s
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com sb o valor da barreira da juncao e e um valor do vetor E,

1
e-qvs-sb

0

V

0

0

0

0

0

0

0
1

e-qvs-sb
0

0

0

0

0

0

0

0
1

e-qvs-sb 
0

0

0

0

0

0

0

0
1

e-qvs-sb 
0

0

0

0

0

0

0

0
1

e-qvs-sb 
0

0

0

0

0

0

0

0
1

e-qvs-sb
0

0

0

0

0

0

0

0
1

e-qvs -  sb 
0

0

0

0

0

0

0

0

e- qvs-sb

Como foi mostrado na secão 2.3, o sub-sistema A e acoplado ao B, que por sua 

vez fica acoplado ao eletrodo (D) atraves das equaçoes,

gA (E) =  gA (E ) +  gA(E)tABgBU(E)tABgXu(E )

„rO! -1
gA(E) =  gA0 [1 — t ABgB0' t ABgAO]

(3.34)

(3.35)

onde g r%  =  g r0B. De forma semelhante a função de Green menor tambem tem  

sua representacao matricial dependente dos acoplamentos do eletrodo (D) ao sub

sistema B, dado pelas equaçcãoes abaixo,

gA (E ) =  gA(E )£<gA °(E) +  gAB(E )tABgA0(E ), (3.36)

onde gA° e a matriz de Green avançada, e gAB e dado por,

gA b (E  ) =  tABgB°(E )S<gB °(E) (3.37)

1

As matrizes de Green avancadas sao obtidas tomando o complexo conjugado 

das matrizes de green retardada. Substituindo a equaçao (3.37) em (3.36) a ex- 

pressãao para a matriz de Green menor no sub-sistema A sob acoplamento do sub-
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sistema B fica equacionada por,

g A ( E ) =  gA (E) [S J  +  tABgB0(E)SÉgB0 (E)tAB] gA. (3.38)

Para as matrizes de auto energia menor, S < D, faz-se uso da expressao (2.66), onde 

foi equacionando que,

S < (E  ) =  t sg< (E  ) t s (3.39)

S D(E) =  t dgD(E  ) td, (3.40)

onde o rotulo usado g<0 foi substituído pelo rotulo (S ) ou (D) para denotar que 

as matrizes de Green menores sao referentes aos eletrodos. Substituindo a relacão 

gs,D (E) =  gs,D (E) -  gS,D (E), e sabendo que o hamiltoniano que modela os eletro

dos e para eletrons livres, as equacoes (3.39) e (3.40) passam a ser multiplicadas 

pela funcão de Fermi,

S J (E )  =  f s (E) [t,gS (E )ts -  t ,g S (E ) tJ  (3.41)

S D (E ) =  f d (E  -  qvD) [tdgD (E)td -  t s g D (E )t„ j. (3.42)

A dependencia da funçao de Fermi e facil de ser observada quando o formalismo de 

Keldysh e aplicado para o eletron livre, ou seja, equacao (B.6 ) do apendice B. Como 

nao ha contorno a ser resolvido a media passa a depender somente da distribuicao 

de cargas p0 de condiçao de equilóbrio, que e calculada pela funcão de partição,

f (E  3 exp ( ) .0.03p =  f s,D(E) =  — ------ E — . (3.43)
Tr[exp ( -R p r )]

Quando o traco na equacão (3.43) e tomado considerando apenas a existencia de 

eletrons nos eletrodos, ou seja, somar o denominador de 0 a 1, a funcão de Fermi 

torna-se um caso particular desta equacão, e o resultado e a sua multiplicacao a 

funcao de Green dos eletrodos. A equacao de Fermi tambem deve estar escrita de
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maneira matricial com todos os elementos da diagonal dados pela expressãao,

^ (E  } = 1 + exp( ̂ ) ' (3.44)

onde e e um dos elementos do vetor definido em E.

O calculo dos valores dos elementos t s da matriz (3.33) foi realizado com o 

auxílio da integral dada pela equacao (2.36), mas para materiais diferentes. O 

m aterial escolhido para modelar os eletrodos e o níquel, e esta escolha e devido 

a grande resistencia a corrosão, e robustez mecanica para ligacoes do tipo Ni-C. 

Porem, o problema e que para usar o níquel como eletrodo a integral (2.36) deve 

ser resolvida para orbitais s ,p x do carbono e 4s do níquel. Para tal, o valor de t s 

foi encontrado usando o metodo de combinacao de orbitais atomicos aplicando as 

etapas vistas na referencia [58], mas para um a base da ligacão a  do grafeno formada 

por orbitais hidrogenoides dado por,

^2px(ri)

^2s(rí) 1 (2 -  *  )
0 r o32nr3

1
— exp( — )sen(0) cos(d),

16nr0 ro V 2ro ' V '

(3.45)

(3.46)

e para orbital 4s do Níquel,

1 1
^ 4s(n) =  — (24 -  3 6 r +  12ri -  r^)74, 0 8 e x p (^ 7r),

9 ^  4n
(3.47)

com r 0 o raio de Bohr nas equaçães (3.45) e (3.46). Aplicando a integral da equaçao 

(2.36), um valor de t s ~  —2.291eV e obtido, e sb ~  —0.51eV e obtido para da 

equacao (2.35). O valor do hopping t AB sera descrito a seguir.

No caso de quando um a tensao mecanica e aplicada ao grafeno os valores 

dos parâmetros de hopping da matriz t AB, e tambem os de hopping contidas no
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hamiltoniano H c, são alterados. Para captar o efeito deste fenômeno à corrente do 

dispositivo e necessário considerar o termo V ab somado a i na equacao (2.32), 

ou seja,

C =  y  2 +  1 'ST' ________ Z A_________ + ^  ZA ■ Z B_____
lA 2m 1 2 f - f  4neo( Ra (1 +  d) -  ri) 2 f--r  4neo(RA -  R b )(1 +  d)i—1 \i,A/ \A,B)

onde, conforme a figura 3.4, d e a distância relativa entre os atomos. Os námeros 

atomicos para o carbono sao dados por ZA =  Z B =  6 , vindos de sua estrutura 

eletrânica 1s22s22p2 conforme descrito na secao 2 .1. A tensao mecanica aplicada e 

modelada classicamente atraves da lei de Hooke, onde a energia potencial sentida 

pelas ligaçcãoes entre áatomos áe dada pela expansaão de segunda ordem em sáerie de 

Taylor como,

dT  „  1 d2T
Ã2~T  (RA,B ) =  T  (0) +  dR-----RA,B +  2 ~T~2 RA,B. (3.48)

dRA,B 2 ar a b

O segundo termo da equacao (3.4) e nulo porque a energia potencial no ponto em 

torno de r  =  0 de equilíbrio e zero. Ja  a derivada to tal de segunda ordem no terceiro 

termo e a constante de elasticidade da lei de Hooke kH, pois removendo o termo 

nulo da equacao (3.41) a expressao resultante e a integral de,

F  (Ra ,b ) =  ku R a ,b . (3.49)

A constante de elasticidade pode ser calculada usando a constante de Poisson ,

como a usada no modelo semi-analítico, e o modulo de Young atraves da expressao,

k« = 1  ( r - y . (3-50)
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Desta forma, a energia potencial devido a um a tensao mecânica e equacionada como

T ( R a ,b (1 +  d)) =  3 ( i — j v )  (1 +  d))2, (3.51)

onde com o conhecimento da distancia relativa d e da constante de Hooke kH fica 

possível atribuir distancias e tensoes mecanicas diferentes entres os atomos da estru

tu ra  hexagonal. O módulo de Young usado foi retirado do ensaio de spectroscopia 

de Ram an para uma folha de Grafeno publicada na referencia [79], onde o valor 

obtido foi de Y =  2, 4TPa.

Reunindo todos estas consideracoes referente a tensao mecanica, o hamiltoni- 

ano h iA passa a ser reescrito como,

hiA =  h iA +  3 (^1 _ 2 U Ĵ (RA b (1 +  d))2 (3.52)

com os novos parâm etros de hopping calculados conforme,

/ CO n o

dri^*t (1)h Aí^ít (1) =  ^21 ^  dri^*t (ri)h il4^ít(rí) =  La . (3.53)
O J —O

Um ponto im portante a ser destacado e que o valor de hopping do acoplamento entre 

os sub-sistemas A e B sao iguais porque a ligacao e entre carbonos, e o formato da 

matriz t AB e topologicamente igual à matriz (3.3), mas com elementos diferentes de 

t s. A funcão para o orbital pz e determinado forcando a diagonalizaçao da matriz 

(2.27) atraves da funçao de base,

/A5
^(r*) =  y  —  cos(d) exp(_Ari) (3.54)

onde e obtido um valor de A =  2.18. Este mesmo orbital e usado para calcular u*j 

e K*j na equação de interacão (2.42) com as integrais (2.39) e (2.41).

Conforme exposto ate aqui, o calculo da corrente depende basicamente das 

matrizes de Green retardada e avançada, onde as matrizes de energia própria menor e
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avancada diferem basicamente devido a funçao de Fermi. As matrizes que envolvem o 

eletrodo (D) sao obtidas de m aneira análoga, pois os átomos sao conectados seguindo 

a mesma lágica apresentada na figura 3.6. O último ponto a ser apresentado antes 

da exposição do diagrama em blocos e o calculo da quantidade de portadores, (nq) e 

(n)exch, que entra na diagonal da matriz (3.31). Analisando as semelhancas entre as 

equacoes (B.29) e (3.38) pode-se concluir que a expressao (3.38) e a mesma expansao 

de (B.29), mas como so ha dois sub-sistemas a matriz de Green menor do sub-sistema 

A acaba apresentando a forma exata vista na equacao (3.38). Tambem como exposto 

na secao 2.3, o procedimento de Keldysh envolve a derivada no tem po do operador 

numero, representada na comutação das medias na equacao (2.59). Logo, e possável 

concluir que a quantidade to tal de portadores e dada por,

A media de exchange e desprezada devido ao grafeno nao apresentar sensibilidade 

magnetica, a maioria dos artigos publicados nesta area usam o campo magnetico 

em escala de Tesla para observar efeitos Hall [80]. Contudo, a equacao (3.55) e 

um a funcional que depende novamente da quantidade de eletrons dentro do canal, 

que esta implícito na equacão (3.30) por H c, sendo necessario um a solução auto 

consistente conforme apresenta o diagrama em blocos da figura 3.6.

Os passos no diagrama sao resumidos conforme: Inicializa as constantes es

senciais para o modelo, o valor de hopping e calculado para um a distancia relativa 

d definida, as amplitudes de interacão entre eletrons tambem sao calculadas nesta 

etapa. O proximo passo e definir um vetor de energia com valores separados por 

um passo A E , onde um valor específico deste vetor e colocado na diagonal de E 

da equaçao (3.30). Com este mesmo valor de energia as quantidades menores gA e 

gB são calculadas e armazenadas ate o ultimo elemento do vetor de energia. Apás 

o calculo das matrizes menores para todo o vetor de energia, a proxima etapa e 

calcular as integrais de gA e gB para obter a quantidade to tal de cargas eletricas, 

e substituir o resultado na equacao (3.4) para encontrar o valor do potencial 0c.

(3.55)
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Práximo E

no

Inicializa os valores
t s ,t — tAB, vs,d,g,

N e =  0, ui,j, K i,j e d

Define E  de tam a
nho n e passo A E

Calcular e salvar 
para cada n A E  

os g < (E), gB(E)

Calcular Ne e (pc Procura novo N e

no

Figura 3.7: Fluxograma usado para calcular a corrente eletrica num transistor FET 
de grafeno
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A quantidade de cargas calculada e substituáda novamente no hamiltoniano H c, e 

todo o processo de cálculo das matrizes de Green realizada novamente. Apos isso 

um a nova quantidades de carga áe encontrada e comparada com quantidade de cargas 

anterior, e quando a diferençca entre as cargas for aproximadamente nula o modelo 

converge e o potencial do canal corrigido. No capátulo 5 sera apresentado os resul

tados obtidos com essa metodologia para diferentes tensoes mecanicas, e tambem as 

comparacoes com os resultados obtidos pelo modelo semi-analático.



Capítulo 4 

Estudo da Gradual Constrição no 

Grafeno

Eó de consenso cientófico que parâametros experimentais usados na produçcãao 

do grafeno como, tam anho da amostra, caracterósticas da borda, substrato e impu

rezas, produzem um a larga variedade de propriedades eletrônicas. Porem, o con

trole destes parâametros em amostras pequenas óe um desafio imenso, pois as suas 

ocorrências possuem um certo grau de imprevisibilidade que afetam igualmente as 

propriedades eletroânicas das amostras produzidas. O estudo teóorico do impacto que 

as deformaçcãoes tem  no transporte podem auxiliar na reduçcãao da imprevisibilidade 

destas ocorrências.

Baseado nestes aspectos, o formalismo de não equilóbrio de Green serâ apli

cado para estudar o transporte eletroânico num dispositivo de grafeno de conta

tos metalicos. O dispositivo sera modelado considerando variacoes dos principais 

parâm etros que alteram  a c o n s tru o  como o ângulo, e largura do centro do ca

nal. O modelo aqui apresentado tem  um a caracteróstica diferente do apresentado 

no capótulo anterior, pois, para acomodar toda extensao da deformacao, um espaço 

computacional maior precisa ser usado. Todo espaco computacional e separado em 

layers, onde as funções de Green de um respectivo layer carrega a informacao do 

layer adjacente.

73
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Y

■L ........  - 8 - 7 ...............................7 8   L

Figura 4.1: Ilustraçao de um dispositivo fabricado com grafeno sob efeito de cons- 
tricao no canal. A largura w e o angulo 0 sao os principais parâmetros a serem 
alterados. O dispositivo está dividido por colunas para melhorar o desempenho 
computacional.

4.1 D esenvolv im ento  Teorico

A nanoestrutura a ser estudada esta ilustrada na figura 4.1. O grafeno apre

sentado nesta figura possui uma borda de corte que faz um ângulo 0 com o eixo y 

do plano, e uma largura w mínima na região de constricao em unidades atomicas de 

medidas da rede hexagonal. O modelo numerico e discretizado no espaco em layers 

n  =  1, 2, ••• L — 1, L, e quando n  =  — L — 1, ou n  =  L  +  1, significa que os layers 

estão dentro dos eletrodos (S)Sóurce ou (D)Dreno respectivamente. Cada layer, pa

ralelo ao eixo y, possui ligações entre carbonos que segue a topologia apresentada 

na figura 4.2. Os eletrodos (S) e (D) sao considerados fortemente acoplados ao canal 

do dispositivo, permitindo definir que a energia potencial ^  que surge ao longo do 

canal seja constante em y.

A discretizacao espacial usada no modelo contempla 160 átomos ao longo do



CAPÍTULO 4. ESTUDO DA G RAD UAL CO NSTRIÇÃO  NO GRAFENO  75

Figura 4.2: ilustração da disposição dos átomos em cada layer

eixo x  e 32 atomos ao longo do eixo y. Devido a região de constricao, admite-se 

que os 32 primeiros layers de cada lado formam uma regiao de distorçao de bandas 

(Bend Bending), e nao sao afetados pela constriçao. Por este motivo, estes layers sao 

considerados em equilóbrio termico com os eletrodos. Os auto-valores e auto-vetores 

de cada layer são obtidos com a aplicação do hamiltoniano H  e a expansão linear 

de orbitais atomicos (LCAO) conforme a equacao,

Na equaçao 4.1 os orbitais que formam a ligação a foram desconsiderados por 

serem fortemente localizados e não contribuírem para o transporte eletrônico, e pj á 

o orbital que forma a ligacao n entre dois carbonos. Nesse caso, o somatório em a  

pode ser omitido, pois assume-se que existe apenas um orbital para cada átomo na 

posicao j . Um detalhe im portante a ser descrito e que o námero inteiro j  denota a 

discretizacao dos orbitais na direcão y  dos layers. Os coeficientes Cj são determinados 

atraves do uso da ortonormalidade dos orbitais entre atomos vizinhos, e para isso 

basta  multiplicar a equação 4.1 pelo complexo conjugado p*, e integrar no espaco, 

formando a equaçao,

(4.1)
(?'«) (?'«)
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^  (  í  drp} HjPj^i Cj =  ^  (  í  drp}  (t j ) p j \  Cj. (4.2)
\ j ' j ) ' J '  (j’j) V J

O hamiltoniano H  usado neste modelo dependente somente do primeiro termo 

da equaçao 2.31 conforme

Hj  =  V? + —̂ —  L j , (4.3)2m j 4ne0 R a — rj

onde Lj e o potencial eletrostático nos átomos devido a presenca de um a fonte

externa acoplada aos eletrodos Source (D) e Drain (D). A equacao 4.3 pode ser 

simplificada ao em butir os dois primeiros termos num unico operador H 1 conforme,

Hj  =  Hj -  L jâ j . (4.4)

Usando estas consideracoes, a projecao m ostrada na equacao 4.2 pode ser

reescrita como um a matriz, onde os elementos com j  =  j 1 modelam o hopping entre

atomos vizinhos no layer conforme,

Pi -  ei J  drp*lH'i2P2 0

/  drp^HCipi p 2 -  e2 /  drp*2H 123P3

0 /  drp3H132p2 P3 -  e3

V /

C2 

C3

V . /

(4.5)

O valor do potencial eletroestático proveniente da fonte externa e constante 

em j  na diagonal principal no layer, logo Pj =  p j+1.

A matriz 4.5 modela apenas um layer da figura 4.1, e este esta acoplado a 

layers vizinhos tanto  pela esquerda quanto pela direita. Assumindo, por exemplo, 

que os atomos numerados entre duas linhas brancas da figura 4.2 denotam o layer 

n, o layer n  + 1  fica acoplado ao layer n  respeitando a seguinte lógica: (j, i) =
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(1, 2), (4, 3), (5, 6 )..., com i sendo a discretização em y  do layer n + 1 . Cada átomo 

do layer n +  1 cuja posiçao i esteja acoplado ao atomo j  do layer n sugere que os 

atomos acoplados ao longo de i no layer n +  1 tambem sejam modelados por uma 

equacao semelhante a 4.5. Desta forma, cada layer so esta acoplado ao seu vizinho 

se existir um a energia de equilíbrio entre ambos, o que leva a adicao, na equacao 

de ambos os layers, de um novo termo tam bem  dependente dos orbitais atomicos. 

Entao, assumindo i a variável que discretiza o eixo y do layer n +  1, e o novo 

termo de acoplamento energetico, dois layers consecutivos do dispositivo da figura

4.1 passam a ser modelados pelo sistema de equações

E cj HjPj =  E t j CjPi +  E r  ij CjPj , (4.6)
j j j
E  CiHPi =  E QCiPi +  E TijCiPi. (4.7)
i i i

Caso os atomos não estejam acoplados segundo a lógica (j ,i) ,  o termo r ij e 

nulo, e as equaçoes produzem auto-valores e auto-vetores exatamente iguais para 

seus respectivos layers. Aplicando o somatório em j  na equacao 4.7 e o somatorio

em i na equacão (4.6), fica possível isolar r ij-ciPi em qualquer um a das equacães,

resultando em,

y' cj (à j  Pj =  y y (Hji tj^   ̂ciPi. (4.8)
(ij) n (ji) n+

O lado esquerdo da equacao 4.8 modela o layer n enquanto a do lado direito modela 

o layer n +  1, e elas não se anulam quando ha rotulos cruzados nos somatorios de 

cada lado da equacao. A consequencia física e que os termos cruzados servem como 

um casamento de energia entre as bandas de energia de cada layer. Para observar 

matem aticam ente este comportamento basta, num processo semelhante a equacao 

4.2, realizar a projecão de p* na equaçao 4.8, resultando em
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Os rótulos da equação 4.9 podem evoluir dentro dos somatórios de duas maneiras 

diferentes, onde a primeira e se i =  j  em ambos os lados da equaçao, o que pode ser 

interpretado como um a repulsao energetica entre os dois layer pois (pj)n =  ( ^ ) n+1. 

A segunda maneira e quando os rotulos sao cruzados, sequencia m ostrada na equaçao 

4.9, ou seja, i =  j  no layer n e i =  j  no layer n +  1. A consequencia e a dependencia 

dos auto-vetores no layer n com os do layer n + 1 . Substituindo o operador H  pela 

equacao 4.4 encontra-se a forma matricial de cada termo da igualdade 4.9 como,

[t]n+1 drp* H7 -  f--H ij f ij n+1 (4.10)

t n,n+1

0 - t 0 0 0 0 ••

0 0 0 0 0 0 ••

0 0 0 0 0 0 ••

0 0 - t 0 0 0 ••

0 0 0 0 - t 0 ••

^ .

(4.11)

[h]n drP* ( h ' i j -  ]  Pj +  E I  drp*j (Pí)
o J

Pj , (4.12)
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h r

pj - t 0 0 0 0

- t p j - t 0 0 0

0 - t Pj - t 0 0

0 0 - t Pj - t 0

0 0 0 - t Pj - t

.

(4.13)

E

t 0 0 0 0 0

0 t 0 0 0 0

0 0 t 0 0 0

0 0 0 t 0 0

0 0 0 0 t 0

V /

(4.14)

onde [t]n n+1 e a matriz de acoplamento do layer n  +  1 ao layer n, e [h]nn e o 

Hamiltoniano do layer n  isolado. A matriz [E] e um a matriz diagonal advinda de 

tij quando i =  j .

4.2 A u to-vetores e M atriz de G reen

Conforme exposto pela equaçao 4.9, os auto-vetores do layer n  dependem do 

layer n  +  1 atraves da expansão dos orbitais e suas constantes a determ inar ci , que 

m atricialmente podem ser escritos atraves de um vetor como,

[c]n h n , n^n , n+1 [c]n+1 (4.15)
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O conhecimento destes auto-vetores [c]n nao e necessário devido ao formalismo de 

Green de não-equilíbrio ser um a tecnica matricial que ja  fornece quantidades men

suráveis tais como, transmissao e corrente. Contudo, os auto-vetores podem auxiliar 

na construçao de um a funçao de Green onde as propriedades físicas de um  layer ficam 

salvas as informacoes do layer adjacente atraves da matriz t n n+ 1. Esta característica 

assemelha-se a um a propriedade de memoria advinda da causalidade da funçao de 

Green retardada, e pode ser aproveitada na modelagem de estruturas maiores.

Esta característica marcante da causalidade e observada na equacao 4.15 quando, 

a grosso modo, a razão entre auto-vetores de layers diferentes sao interpretados como 

progressao geometrica, de tal forma que o auto-vetor [c]n pode ser expandido como,

[c]n — (1 +  gnnt n,n+1 +  gnnt n,n+1g nnt n,n+1 +  ' ' ' ) [c]n+l (4.16)

com gnn =  h nn- 1 sendo a função de Green do layer n, e h - n tn,n+i. a razão da

progressão. De forma semelhante a expansao geometrica dos auto-vetores do layer 

n + 1  segue a mesma regra, porem este e dependente do layer n +  2 conforme,

[c]n+1 =  (1 +  gn+1,n+1t n+1,n+2 +  gn+1,n+1t n+1,n+2gn+1,n+1t n+1,n+2 ' ' ' ) [c]n+^4.17)

Assim sendo, fica obvio concluir que cada auto-vetor possui sua expansao em serie 

geometrica, que partindo de n =  0 a n =  L  formam um sistema de equações de 

series infinitas,

[c]0 =  (1 +  g0,010,1 +  g0,0t 0,1g0,0t 0,1 +  ■ ■ ■) [c]1 (4.18)

[c]L =  (1 +  gL,Lt L,L+1 +  gL,Lt L,L+1gL,Lt L,L+1 +  ■ ■ ■ ) [c]L+ 1 . (4.19)

As quantidades [c]0 e [c]L+ 1, assim como t 0,1 e t L, L+1 sãao respectivamente, os auto-
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vetores e as matrizes de acoplamento entre os óatomos do canal com os do eletrodo 

a esquerda (S) e a direita (D) do dispositivo, conforme ilustrado na figura 4.1. Note 

que cada auto-vetor de um respectivo layer pode ser substituído no seu anterior, 

por exemplo, [c]n+3 pode ser substituído em [c]n+2 e assim sucessivamente. Quando 

[c]3, jó contendo o efeito de todos os outros layers, for substituído na equação 4.19 

o resultado e a c o m p o s to  das propriedades físicas de todos os layers em um único 

layer, com as matrizes de Green gnn e de acoplamento t n,n+i formando um somatório 

expresso por,

Green retardada que acopla os layers à esquerda, ou seja, partindo de n =  0, o 

calculo na matriz g 11 depende das informaçoes de g0o, e assim sucessivamente.

Seguindo este mesmo procedimento, tam bem  e possível definir um a serie de 

Dyson que salva as informaçães dos layers conectados a direita, ou seja, partindo do 

eletrodo (D) onde n =  L  +  1,

(op)

Com todas as informações da estru tura concentradas num único layer o for

malismo descrito no tópico 2.3 pode ser aplicado normalmente para o cálculo do 

transporte de carga.

4.3 C onstrução do M odelo

A construcao do modelo numerico e feito atraves das equações de Dyson (4.20) 

e (4.21), e o primeiro passo e considerar o acoplamento do eletrodo (S), com n =  0, 

ao layer n =  1 a esquerda. Então, basta expandir o somatório da equacão (4.20) 

conforme,

(4.20)

A equação 4.20 e conhecida como serie de Dyson, onde grL se refere à matriz de

(4.21)
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g ii  =  g ii  +  goi toogoi +  gí0 to ig ii  +  g í!  tiogoi +  g i i  t i i g i i .  (4.22)

Observe que o segundo e ultimo termo da equacao (4.22) sao nulos porque as 

matrizes t oo e t i i  nao modelam acoplamento entre layers, esta matriz so não e nula 

nos casos t oi e t io . O terceiro termo tam bem  e nulo, mas devido ao termo g ^  não 

ser um a matriz de Green de um layer, ou seja, so nao seria nulo caso os rotulos 

fossem iguais como no caso do quarto termo. Nesse sentido, a equacao (4.22) fica 

simplificada ao primeiro e ao quarto temo somente conforme,

g ii  =  g i i  +  g i i  t iogoi, (4.23)

entretanto, a equaçao (4.23) e dependente do termo goi que pode ser expandida 

novamente em serie de Dyson, o que resulta em,

goi =  goi +  goo toogoi +  g°o to ig i i  +  goi to igoi +  g o i t i ig i i .  (4.24)

Pelas mesmas razoes que levaram ao cancelamento dos termos descritos na equaçao 

(4.22) as matrizes t oo, goi sao nulas, o que simplifica a equacao (4.24) para,

goi =  g°o t oi g i i . (4.25)

Ao substituir a equaçao (4.25) na equacao (4.23) o resultado e um a matriz de Green

exata,

g ii  =  g i i  +  g í i t io (g°ot o ig ii)  

( (E  — h n ) -  t iogoot oi) g i i  =  1

(4.26)

(4.27)
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onde foi usado a relacão (g lL) 1 =  (E -  h i i ), e g lL a matriz de Green do ele

trodo. Definindo a matriz E io que descreve o acoplamento energetico entre eletrodo 

(S)Source e o primeiro layer n  =  1, a equacao (4.27) fica,

((E — h i i ) — E io) g ii  =  1 (4.28)

E io =  t io goL t oi . (4.29)

Seguindo os mesmos procedimentos, porem considerando conexoes à direita, equaçao

(4.21), a matriz de Green do layer n =  L  fica determinado como

((E -  h LL) -  E L,L+i) gLL =  1 (4 .30)

E L,L+i =  t L,L+igL+i,L+it L+i,L . (4.31)

As matrizes de Green goo e gL+i ,L+i dependem das características dos ele

trodos, onde a m aneira de determina-las e considera-los grandes o suficiente para 

tra ta r  os eletrons como livres. Desta forma, os eletrodos sao definidos como estru

turas periódicas perfeitas tambem separadas em layers como a figura 4.1, mas com 

a característica de que cada layer sao exatamente iguais tanto  a esquerda quando a 

direita, e isto possibilita encontrar estas matrizes recursivamente como,

goo =  ( (E -  h i i ) -  t iogoot oi) , (4.32)

gL+i,L+i =  ( (E -  h LL) -  t L,L+igL+i,L+it L+i,L) . (4.33)

As matrizes h i i , h LL, t io e t L L+i podem ser as mesmas usadas no grafeno, equaçães

(4.11) e (4.13), justam ente devido as dimensões dos eletrodos, ou seja, nao fara
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diferenca adicionar um layer de grafeno aos milhoes de atomos existentes nos metais.

Após a convergencia das equacoes (4.32) e (4.33), o próximo passo e aplicar as 

equaçoes (4.29) e (4.31) para encontrar gH  e gLL, e por sua vez usar os resultados

para encontrar g2L partindo de (S) e g l59,159 partindo de (D). Nesse sentido, um

procedimento iterativo onde o layer atual depende do layer anterior e construído ate 

o layer central do canal com a sequencia de equaçoes,

g2I2 =  ( (E — h 2,2) — t 2,1g!LI1t 1,2) ,

g4L,47 =  (E  — h 47,47 — t 47,46g4Ii,46t 46,47) (4.34)

g r59,159 =  ( (E -  h 159,159) -  t 159,160g r60,160t 160,15^ ,

g4D,49 =  (E  — h 49,49 — t 49,50g50>50150,49) . (4.35)

Quando n =  48 o dispositivo fica separado em dois sub-sistemas como o discutido

no topico 2.3, mas com os efeitos de todos os layers anteriores concentrados num

ónico atraves das matrizes de acoplamento E S e S D conforme,

g4L,48 =  (E — h 48,48 — S s  — S d ) , (4.36)

E D =  t 48,49g4í9,49t 49,48 , (4.37)

S S =  t 47,48g4L,47t 48,47. (4.38)

As matrizes essenciais para o cóalculo da corrente como, matrizes de Green menor e 

avancada, energias de contatos menores e avançadas, seguem a metodologia descrita 

no tóopico 2.3.
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As informacoes referentes à constriçao da geometria do dispositivo da figura

4.1 e feito alterando as matrizes (4.13) e (4.11), onde elimina-se ligacoes atomicas 

atraves de um a equacao de erro que depende de um a equacao de reta de inclinacao 

9 com o eixo y,

A y =  tg (90° -  9) L  A x +  W (4.39)

n
e =  — A xa — A x (4.40)

L

Vale a pena ressaltar que a equacao (4.39) modela a m etade superior do dis

positivo, onde Ax e o tam anho de cada layer e l  e a discretizacão do eixo x. A 

simetria da estru tura permite obter as ligacçoães eliminadas da parte inferior atraves 

da rotação em 180o da equacão (4.39) ao redor do eixo x. A posicao de cada atomo 

nos eixos x e y sao conhecidos devido a discretizacão espacial do modelo, logo, para 

cada layer existe um atomo com uma posicao A xa correspondente à um a posiçao 

Ay. Substituindo o valor de Ay na equaçao (4.39) produzira como resultado um 

valor Ax maior ou menor do que A xa do layer em questao. A magnitude desta 

diferenca e determ inada pela equação erro (4.40), onde, se esse for negativo significa 

que o atomo esta dentro do cone de c o n s tru o  (região sem atomos na figura 4.1), 

e esta ligaçcaão e removida das matrizes atraves da nulidade de t. Caso contrario, o 

atomo permanece nas matrizes e nao existe ligacao para ser removida. Este pro

cedimento e realizado toda vez que a matriz de Green do layer e calculada, pois 

as matrizes hnn, tn,n+1, tn-1,n e seus respectivos complexos conjugados devem estar 

com as respectivas ligaçcãoes removidas.



Capítulo 5

Resultados

Neste capótulo e apresentado alguns dos resultados obtidos com o formalismo 

de não equilíbrio de Green, onde no primeiro tópico e demonstrado as curvas obtidas 

para o estudo do efeito de tensão mecanica num transistor de efeito de campo. No 

segundo tópico e apresentado os resultados obtidos para a estru tura da figura 4.1.

5.1 R esu ltados com  Tensao M ecanica

Com o formalismo de nao equilíbrio de Green foram produzidos resultados 

para um FET que apresenta um canal composto por 24 atomos ao longo do eixo y 

e dois sub-sistemas conectados como o da figura 2.9. A tem peratura de operacao 

para todas as curvas simuladas foi de 25oC , ou kBT  =  25meV. A capacitância inicial 

entre gate e canal foi calculada usando a formula,

onde er =  3, 9, e a constante dieletrica do dióxido de silício, lox =  3nm  a espessura 

do dieletrico e w =  5nm  a largura do do canal. Para observar a potencial aplicacao 

deste dispositivo como um sensor foram plotadas a carga to tal qNe =  Q (C ) no canal 

em funcão das tensães aplicadas para dois casos. O primeiro foi o calculo das cargas

5.5510-  1 l£r
(5.1)

86
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considerando os valores de hopping e de sítio (sb =  - 0.51eV) entre eletrodo e canal 

calculado conforme descrito na secao 3.3, e o segundo caso foi alteracão manual do 

valor de sb =  - 0.51eV para sb =  0.51eV na tentativa de forcar uma barreira ohmica 

como a realizada na referencia [81]. A figura 5.1 abaixo m ostra estes resultados, 

onde estão plotados a carga to tal no canal em funcao das tensoes de gate vg e da 

tensao de dreno vD. Nas curvas 5.1a) e 5.1b) são plotados os resultados para a

Figura 5.1: Carga to tal no canal qNe =  Q (C ) em funçao das tensoes de gate vg e 
de dreno vD. Em a) e b) esta plotado os resultados para a alteraçao da altura da 
barreira de contato entre canal e eletrodo. Em c) e d) estao plotados os resultados 
para a barreira calculada conforme a secao 3.3.

barreira ohmica manualmente setada para varias distancias relativas, enquanto que 

as curvas 5.1c) e 5.1d) m ostram  os resultados para o calculo conforme descrito na 

secão 3.3 de um a junçao Shottky, tambem para varios casos de distancia relativa.
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Como se pode observar nas figuras 5.1a) e 5.1c), existe uma considerável diferenca no 

armazenamento da carga para os dois generos de juncães. Mas o que chama a atencão 

e que na figura 5.1a) a presença de um a tensão mecânica na junçao tipo ohmica 

m antem  a capacitância entre gate e canal praticam ente constante, mesmo se a tensão 

de gate for variada. Ja  na figura 5.1b), para o caso da variacao das tensoes de dreno, 

a juncao ohmica proporciona um a sensível variacao da capaciráncia com o acumulo 

de cargas no canal, que na presença de um a tensão mecanica uma apreciável variacao 

da capaciráncia tam bem  aparece. Estas características observadas nas figuras 5.1a) 

e 5.1b) fazem sentido, pois o custo de um a capaciráncia de gate constante e o fluxo 

contínuo de eletrons, sem um enorme acumulo de cargas no canal. Este tipo de 

comportamento torna os contatos âohmicos extremamente atrativos para a aplicaçcãao 

do FET como um  sensor de toque justam ente porque num circuito integrado o 

controle e feito no gate, e um a capacitância livre de interacoes devido as outras 

junçoes permite essa aplicacão. O transporte e muito proximo ao balístico, qualquer 

oscilacão nas curvas e advinda do termo de interacão entre eletrons adicionada na 

equacão (2.44).

Tendo em vista que a construcçãao de contatos oâhmicos ainda íe um desafio em 

junçoes metal semicondutor feito de grafeno, um a anílise dos efeitos de contatos 

Shottky merece atençao. A figura 5.1c) m ostra que, ao contrario da junçao ohmica, 

a capaciráncia de gate varia consideravelmente, o que implica num acúmulo de car

gas no canal devido aos contatos Shottky funcionarem como um a arm adilha para 

os eletrons. A barreira Shottky dificulta o fluxo de cargas para o eletrodo, e leva 

ao acím ulo de cargas no canal produzir um a relacão constante entre a tensao de 

gate em funcao da tensao no canal, como m ostra a figura 5.2c). Esta característica 

dificulta o fluxo de cargas em direçcãao aos eletrodos e, consequentemente, aumenta 

a capacitância da juncao. E sta característica e observada na figura 5.2d), onde a 

tensao do canal e muito maior que na juncao ohmica observada na figura 5.2c). 

Outro aspecto im portante e que um a tensao maior no canal numa barreira Shottky 

atrapalha a alteracão da capaciráncia vinda da tensao mecanica, ou seja, as capa-
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Figura 5.2: Tensão 0c no canal em função das tensoes de gate vg e de dreno vds. Nas
figuras a) e b) óe apresentado os resultados para a alteraçcãao da altura da barreira 
de contado entre canal e eletrodo sb =  0, 51eV, e na figura b) os resultados para a 
barreira calculada conforme a seção 3.3, sb =  - 0 ,  51eV

citancias parasitas sao da mesma ordem de grandeza ou maiores, como m ostra a 

figura 5.1d).

Com a barreira Shottky podendo mascarar os efeitos de tensao mecânica, e 

im portante analisar as curvas de corrente de dreno para esta juncao. Este aspecto 

e um a característica muito estudada pelo laboratorio de nanoeletronica da UPMC, 

e desta forma, para saber se o modelo semi-analótico captura os efeitos de tensao 

mecânica no canal numa barrira Schottky, foi proposto a comparacao entre os mo

delos da seguinte forma. O primeiro passo foi comparar as bandas de energias 

produzidas pela equacão (3.8) com as obtidas pela diagonalizacao da matriz (2.7)
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considerando segundos vizinhos. Para o cálculo do hopping na diagonalização da 

m atriz (2.7) foi usando o orbital da equaçao (3.54), onde as integrais foram feitas com 

o auxílio da função integrate do m atlab, e resultou aproximadamente t ~  —2.67eV 

para primeiros vizinhos e t ~  — 0.1eV para segundos vizinhos. A figura 5.3 ilustra

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 5.3: Bandas de energia para 12 de carbono ao longo do eixo y. As linhas 
tracejadas sao oriundas da equaçao (3.8), enquanto que as contínuas sao devido 
diagonalização da matriz (3.8)

as semelhanças entre os dois modelos para as bandas, onde curvas tracejadas sao 

produzidas pela equacão (3.8), enquanto que as linhas solidas sao oriundas da di- 

agonalizacao da matriz (2.7). Como se pode observar o acoplamento de segundos 

vizinhos leva a um a pequena variacão em energia somente para as bandas superi

ores, mantendo as três primeiras bandas praticam ente iguais. Esta característica 

permite concluir que o modelo para primeiros vizinhos usado no modelo compacto 

e suficiente para descrever as propriedades eletricas do transporte.

O utra comparacao foi referente à densidade de estados, que no modelo semi- 

analítico e equacionando atraves do modelo de Drude usando a expansao em serie 

de Taylor na primeira sub-banda da curva de dispersão, enquanto que no modelo 

de nao equilíbrio de Green todas as sub-bandas sao consideradas no cálculo. A 

diferença entre os dois modelos pode ser vista pela figura 5.4, onde a curva 5.4.a)
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Figura 5.4: Densidade de Estados do grafeno obtidos pelo modelo semi-analítico 
(Curva em azul) e pelo Formalismo de Green de Nao-Equilíbrio (Curva em Verme
lho).

confirma que os modelos sao semelhantes próximo ao ponto de mínimo da banda 

de conduçao. Contudo, próximo a energia de 1eV o formalismo de Green comeca a 

capturar o efeito da segunda banda, enquanto que a usada no modelo semi-analítico 

segue crescendo exponencialmente. A figura 5.4.b)mostra com maior aproximacao 

a regiao de equivalencia dos modelos.

Sendo as bandas de energias e as densidades de estados equivalentes, na regiao 

de mínimo da banda de conducao, o proximo passo e obter curvas de corrente para 

o transistor FE T sobre efeito de tensao mecanica. Como foi descrito no topico 

3.2, o formalismo semi-analítico considera um a variacao do hopping linearmente de

pendente do parâm etro St , que no modelo de bandas, essencial para determ inar a 

densidade de estados, aparece no termo A a , deixando o valor do gap de energia 

variando linearmente com a distancia relativa. A figura 5.5 ilustra este com porta

mento em funcão da distancia relativa. Desta forma, para comparar os dois modelos 

foi proposto analisar as curvas de corrente para quatro distancias relativas, dentre 

estas o ponto de maximo, observado pelo ponto amarelo da figura 5.5, a ausencia 

de deformaçao relativa observado no ponto azul, e os casos de um a distancias rela

tivas proximas, ilustradas pelos pontos verde e vermelho. Os resultados obtidos sao 

mostrados na figura 6.1, onde em a) esrâo plotadas correntes de canal em funcao
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Figura 5.5: Variacão do gap em funcao da distancia relativa para o modelo semi- 
analítico

Figura 5.6: Curvas de corrente para diferentes distanicas relativas. Figura a) Cor
rente no canal em funcão da tensao entre fonte (S) e dreno (D). Figura b) Corrente 
no canal em funcao do potencial de gate. As curvas em azul, verde, amarelo e 
vermelho sao para d =  0, d =  0.068, d =  0.0348 e d =  0.08, respectivamente
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da tensao entre fonte (S) e dreno (D), enquanto que em b) estão plotadas corrente 

de canal em funcao da tensao de gate. As curvas tracejadas foram obtidas pelo 

modelo semi-analítico, enquanto que as curvas contínuas atraves do metodo de nao 

equilíbrio de Green. As distancias relativas para cada cor sao m ostradas na figura 

6.1. Como se observa, ao variar a distancia relativa, pode-se notar pouca diferenca 

entre o modelo analítico e o baseado em NEGF, o que significa que o modelo com

pacto captura de forma correta as principais características físicas envolvidas numa 

tensao mecanica aplicada nos nanoribbons do canal do FET. Chama-se a atencao 

para a distância relativa d =  0.034, em que em ambos os modelos apareceu uma 

diferenca no nível de corrente. Isto se deve ao tipo de contato Shottky entre os ele

trodos e o canal, que no caso do modelo semi-analítico foi setado com um potencial 

que e nulo no centro do canal do dispositivo que cresce exponencialmente ate atingir 

sb =  (-0 .5  +  vS,D)eV nos contatos. No modelo NEGF, alem de existir o valor de 

barreira Schottky de sb ~  - 0 ,  51eV, tambem ha o valor de acoplamento, mas ambas 

tra tadas ítom o a atomo entre os eletrodos, característica essa nao considerada no 

modelo semi-analítico. A figura 5.7 ilustra estas diferencas tanto  para variacoes de 

tensao de dreno quanto de gate.

Nas curvas observadas ena figura 5.6b) estao plotadas as curvas de corrente 

em funcão da tensao de gate, para uma tensao fixa de dreno de vd =  0.75V. Os 

resultados apontam  que a presenca de tensao mecânica altera a forma com o qual o 

FE T entra em saturaçao quando um a tensão de gate e aplicada. Contudo, no modelo 

NEGF, pode-se notar que ao contrario do apresentado pelo modelo semi-analítico, o 

FE T responde mais rapidamente a variacães de gate. Isto deve-se principalmente ao 

termo de interacão entre eletrons que derruba levemente o valor do gap do grafeno, 

e tambem devido as diferencas em modelar os contatos em cada modelo. No modelo 

semi-analítico os contatos nao sao tratados atomo a ítom o, mas sim como uma 

barreira refletiva. Contudo, este modelo compacto e capaz de descrever com uma 

boa precisão as respostas em corrente de um a juncao Shottky.
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Figura 5.7: Curva da corrente do Dreno em função da tensao de gate em escala log. 
No grafico menor e a presentado a corrente de dreno em funçao da tensão de dreno. 
Ambos os graficos sao para a distancia relativa d =  0.0348

5.2 R esu ltados Para o G rafeno com  C onstrição

Foram produzidos resultados para a estru tura da figura 4.1, onde para tal 

foi considerando a tem peratura T =  4, 2K . Os resultados contemplam primeiro 

um a analise teórica do problema, e por segundo a observacao e constatacao destas 

previsões segundo o modelo construído numericamente. As simulacoes numericas 

consideraram os casos onde o angulo de constriçao 9 foi variado m antendo a largura 

w fixa, e para um angulo 9 e w variavel.

Teoricamente, a diagonalizacao da equacao 4.5 para um layer n produz como 

resultado um a matriz simetrica de Toeplitz (Matrizes tridiagonais) conforme as 

equacçãoes analíticas,

mk —^ n +  2t cos
kn

Wn +  1
(5.2)
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\Emk) =  n

(  *  \*mk,1

^mk,1

tf .mk,z

V

(5.3)

/

onde N  e um fator de normalizacao, o rotulo k e um inteiro definido como k =  

{1,2, ••• wm}. As probabilidades na equaçao (5.3) sao definidas como tfmk,z =  

s in (  wzk+1 ̂ , com z =  1, 2 ■ ■ ■ wm — 1. Analisando a equacao (5.2) e possível concluir 

que a quantidade de auto-estados discretos e de auto-energias no layer n depende di

retam ente da quantidade de atomos no layer em questao. Quanto maior for o n ím ero 

de atomos, maior se rí os estados acessíveis e menor sera a diferenca energetica entre 

eles. A figura 5.8 m ostra esta característica na constelacao de auto-energias E nk 

p lotada atraves da equacão (5.2) como funcao do n ím ero  de ítom os wn em cada 

layer. Observe que o n ím ero  de auto-energias num determinado layer n e igual ao 

numero de ítom os neste mesmo layer, por isso e possível inferir que quanto maior 

for wn menor e a diferença energetica entre layers consecutivos. Pode-se facilmente 

dizer que as auto-energias no caso wn ^  ro, tendem para o contínuo. Vale a pena 

ressaltar que o acoplamento dos eletrodos afetam a densidade de estados deixando 

as funcoes de cada auto-estado mais largas, ou seja, as auto-energias na constelacao 

apresentam um a íarea maior no espaçco.

Conforme a secao 2.4, a transmissao T (E ) e definida como o quadrado da 

matriz S , onde, este permite interpretar que cada auto-estado dos wn possíveis 

pode estar acoplado aos wn+1 possíveis estados do layer n + 1  atraves da matriz 

tn,n+1. Outro detalhe, que esta mostrado na equacão (4.17), e que cada auto-estado e 

fortemente dependente do acoplamento entre estes layers, e isso gera a recursividade 

m atem atica observada, logo, todos os caminhos possíveis limitados entre os dois 

eletrodos (S)Source e (D)Dreno contemplam nao so a soma de todos os caminhos
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Figura 5.8: Auto Estados

possíveis mas também o produto entre os layers, ou seja, a transmissão pode ser 

escrita aproximadamente como,

T  (E  ) =
Wn wn+1

e  z n
k=1 k'=1 n

(E n+1 ,k' | tn,n+11 E nk )
(E  — E nk)

(5.4)

Como se pode observar, considerar todos os caminhos possíveis entre os eletrodos

(S) e (D) atraves de uma equaçao analítica para transmissao (5.4) e uma tarefa 

impossível. De toda forma, uma interpretaçao teorica pode ser obtida ao retirar o 

produtorio ao aplicar o logaritmo em ambos os lados da equaçao (5.4), o que resulta 

na equacao,

T  (E  ) =
Wn wn+1
E E E E 6{̂ n  ln[̂ En+1,fc' |tn,n + 1 \Enk )] En ln[(E Enk )]}
k=1 k'=1

(5.5)

Observe que o último somatório na exponencial da equaçao (5.5) depende

2

2
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unicamente da equação (5.2), produzindo indeterminacães quando E  =  E nk que 

podem ser modeladas por impulsos 8 (E  — E kn) conforme a equação,

T  (E )
Wn wn + 1
Y  Y  n ^ E n+1 ,k' |tn,n+1|Enk)8(E  E nk)
k=1 k'=1 n

(5.6)

Com a equaçao (5.6) e possível interpretar o cenario de contricão de duas 

maneiras: a) quando o argumento da funçcãao Delta for aproximadamente igual para 

sucessivos layers, e suposto um casamento de auto-energias entre estes layers. b) 

e possível argumentar, diminuindo o numero de atomos wn , que as auto-energias 

entre layers consecutivos tornam-se discretos, anulando alguns produtorios dentro do 

somatorio. O cenario a) e justificado ao imaginar o dispositivo sem c o n s tru o , onde, 

no limite, os somatorios presentes na equaçao (5.6) sao substituídos por integrais. 

Isso permite transform ar a funcao delta de Dirac numa funcao heaviside 0 ,

T (E ) dk dkk J ^ (En+1,k' |tn,n+1|Enk )8(E  E nk ) (5.7)

2

2

T (E ) dk |  (En+1,k' |tn,n+1|Enk)0 ( E  E nk) (5.8)

Ao aum entar a energia, a funcão de heaviside e deslocada para níveis superiores 

de energia, implicando numa superposicão de funcoes heaviside e a transmissao 

apresenta um padrãao em forma de escadas.

O cenario b) e mais difícil de interpretar, mas pode ser justificado com o 

auxílio da equacao (5.2), que terá  um aumento na oscilacao quando wn e reduzido 

(constriçao). Este padrão de oscilacao obviamente significa aumento de energia, ou 

seja, e previsto impulsos 8 (E  — E nk) na transmissao em pontos específicos do eixo 

das energias, e estes impulsos serão deslocados conforme o aumento da contricao. 

Os somatoírios nesse caso naão podem ser mais aproximados por integrais devido ao 

maior espaçcamento energíetico entre auto-energias quando íatomos saão removidos, ou

2
r
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Figura 5.9: Transmissão T ( E ) e Corrente I ( V ) para o caso onde nao há contrição 
no dispositivo, 6 =  0o. Como pode ser visto, ate para baixos valores de energia E  
a probabilidade de transmissão e pronunciado. Conforme previsto, a transmissao e 
construída como somatórios de funcoes heaviside deslocadas em energia.

seja, a discretizaçao energetica e pronunciada.

Para confirmar a anólise teórica descrita no início deste tópico o formalismo de 

nao equilíbrio de Green foi aplicado para dois casos. No primeiro caso o numero de 

ótomos no centro da c o n s tru o  foi mantido fixa wn =  2, enquanto que a borda de 

corte foi variada entre 6 =  0o à 6 =  19o. O acoplamento do grafeno com os eletrodos 

e feita na configuraçao de armchair, enquanto que as bordas foram modeladas na 

configuracao zigzag. A figura 5.9 apresenta os resultados para a transmissao e cor

rente na ausencia de constricao, onde se pode observar que a transmissao apresenta 

a configuracão de funcães heaviside deslocadas em energia, confirmando a previsao 

descrita pelo cenório a). A curva da corrente apresenta um formato suave devido 

a alta probabilidade da transmissao, mesmo para baixos valores de energia. As fi

guras 5.10 à 5.12 mostram as curvas de Transmissao e corrente para os casos onde 

6 =  6o, 6 =  12o e 6 =  19o. Como pode se observar o angulo de corte apresenta um 

enorme impacto nestas curvas, apresentando picos que sao maiores quanto maior for
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Figura 5.10: Transmissão T ( E ) e Corrente I ( V ) para o caso onde 9 =  6o. Por 
consequência dos picos observados na curva de transmissao, a corrente sofre uma 
distorcao conforme m ostra a seta.

a constriçao, estando de acordo com a previsao descrita pelo cenario b). Observe o 

deslocamento dos picos na energia |E  | conforme a constricao se torna mais pronun

ciada. Quando 9 =  19o a curva da transmissao apresenta dois picos, confirmando 

a previsao de que apenas poucos produtos sao nao nulos dentro do somatório da 

equacao (5.6). Por outro lado, ao longo da excursão da energia, a curva da trans

missao do dispositivo e reduzida consideravelmente com o aumento da constricão. 

Para valores de energia, em modulo, menores que a apariçcãao do primeiro pico de 

energia, a transmissao e praticam ente nula quando comparado com o caso de 9 =  00 

justam ente devido a grande diferenca energetica entre auto-energias dos layers, basta  

analisar a figura da constelação 5.8 quando wn são menores. Basta observar as fi

guras 5.10 e 5.11 para notar que todas essas características da transmissão afetam 

diretam ente a corrente I (V ), pois pequenos picos suaves para valores específicos de 

tensao são observados. Na figura 5.12 observa-se uma distorcao mais pronunciada 

da curva da corrente nos valores de energia 1eV e 2eV. A magnitude da corrente 

eletrica e compatível com o formato da transmissão, explicando o porque que a cor-
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Figura 5.11: Transmissão T ( E ) e Corrente I (V ) para o caso onde d =  12o. Conforme 
9 e alterado para valores maiores os picos de transmissão são deslocados para valores 
maiores de energia em modulo, de acordo com o cenario b). Estas características da 
transmissao afetam a corrente, apresentando picos que acompanham a excursao do 
modulo da energia.

Figura 5.12: Transmissão T  (E) e Corrente I  (V  ) para o caso onde 9 =  19o. Con
forme mais atomos são excluídos do canal do dispositivo as auto-energias nos layers 
ficam mais distantes, e mais produtos na equacao 5.6 sao nulos dentro do somatório 
ressaltando a natureza discreta do problema.
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Figura 5.13: Transmissão T ( E ) e Corrente I ( V ) para o caso onde wn =  4. As 
curvas de transmissao e corrente sao semelhantes as curvas observadas na figura 5.11, 
porem, com o aumento do numero de atomos no canal possibilita a interpretacao de 
que os auto-estados comecam a recuperar sua natureza contínua.

rente eletrica e menor para constricoes mais pronunciadas. Para contrições maiores 

que 9 =  19o mais picos sao observados ao longo do eixo da energia, de acordo com as 

previsoes do cenário b), porem, o valor da corrente eletrica nao apresenta magnitude 

o suficiente para aplicacoes praticas, e por isso optou-se em nao considera-las neste 

trabalho

O segundo caso da análise numerica considera o ângulo fixo 9 =  12o enquanto 

que o numero de atomos no centro da constricao e alterado de wn =  4 à wn =  8. 

A escolha de 9 =  12o e devido aos picos de transmissão comecarem a pronunciados 

neste angulo. As figuras 5.13 e 5.14 ilustram  os resultados da transmissao e corrente 

obtidos pelo modelo numerico construído para larguras de 4, 6 e 8 atomos respec

tivamente. Para larguras de canal maiores que 8 atomos a transmissão e corrente 

voltam a apresentar as características de um canal sem constricao, ou seja, se apro

ximam as curvas da figura 5.9, por isso foi optado em não mostra-las nos resultados. 

Conforme esperado, ao aum entar o numero de atomos no canal a transmissao e
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Figura 5.14: Transmissão T (E ) e Corrente I (V ) para o caso onde wn =  6. A seta 
na curva da corrente m ostra a atenuaçao do pico para uma constriçao de d =  12o ao 
aum entar o numero de atomos no canal.

corrente tambem passam a ter suas magnitudes tambem aumentadas. O pico ob

servado para wn =  4, figura 5.13 começa a sumir ao aum entar o numero de atomos 

no canal, e isso e um resultado esperado, pois conforme descrito pelo cenario a), a 

quantidade de auto-estados em cada layer passa a recuperar sua natureza contínua, 

e um perfeito casamento entre auto-estados de diferentes layers e reestabelecido. A 

corrente tam bem  segue as alteracoes observadas nas curvas de transmissao, sendo 

os picos devido à constricao quase imperceptíveis quando wn e alterado para valores 

maiores.
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Figura 5.15: Transmissão T (E ) e Corrente I (V ) para o caso onde wn =  8. Por mais 
que a curva da transmissaão apresenta um formato distorcido, sua amplitude para 
cada valor de energia, quando comparado ao caso de 6 =  0o, leva a conclusao de 
que mais auto-estados estão livres para auxiliar na conducao da corrente eletrica. 
Observe que os picos são praticam ente nulos, e esse resultado reflete na corrente 
eletrica um padrao suave semelhante à figura 5.9.



Capítulo 6

Conclusões

Atraves do formalismo de nao equilíbrio de Green foram obtidos resultados 

para os temas de estudo propostos, onde com estes resultados foi possível a ela- 

boraçao de dois artigos. O primeiro, referente a constriçao gradual de um a folha 

de grafeno foi publicado na revista Physica E, enquanto que um segundo artigo, 

referente a tensao mecanica no grafeno, foi submetido a revista IEEE e aguarda a 

conclusão da revisão. Foram os resultados publicados no primeiro artigo que permi

tiu  a aceitaçao da Universidade Pierre et Marie Curie em realizar o estudo de um 

transistor FET, onde o criterio foi a participaçao das atividades do laboratório de 

nanoeletronica (L2e) durante oito meses. O foco do laboratório esta na construcao 

de transistores de grafeno para aplicacçãoes de sensores de toque, onde para isto íe 

necessario a elaboracao de metodos compactos que sejam capazes de descrever de 

forma eficiente o transporte eletrônico. Para avançar nestes objetivos o laboratório 

L2e possui duas equipes que contribuem constantemente para a realizaçcaão destas 

aplicacães, sendo um a delas liderada pelo professor David Michel e a outra pelo 

professor Guido Valerio. A equipe do professor David trabalha na confeccao de dis

positivos a base de grafeno, enquanto que a equipe do professor Guido trabalha na 

elaboraçao dos modelos numericos.

A elaboraçcãao dos modelos compactos serve para otimizar as ferramentas usa

das no design de circuitos integrados, e devem ser capazes de capturar de produzir
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curvas de corrente e tensão na presença dos fenômenos envolvidos de maneira râpida. 

Os dispositivos construídos pela equipe do professor David tendem a auxiliar na ob- 

tencao dos parâm etros usados pelos modelos compactos, mas devido aos grandes 

desafios envolvidos, principalmente com relacão ao tipo de contato formado entre 

os eletrodos e canal, a alternativa passa a ser a utilizacao de modelos matematicos 

mais pesados como o formalismo de nao equilíbrio de Green. Contudo, ambas as 

equipes, formadas por engenheiros, nao apresentavam o domínio deste poderoso for

malismo para capturar os efeitos de tensãao mecôanica e acoplamento entre o eletrodo 

e canal para materiais diferentes, e a alternativa foi investir para cobrir esta lacuna. 

Desta forma, durante a estadia no laboratório L2e foi realizado a apresentacao de 

seminarios para explicar esta tecnica atraves do formalismo de Keldysh. Os se- 

m inírios foram separados por temas, onde primeiro foi a explicaçao da metodologia 

de Hartree Fock para capturar os efeitos medios de interacoes entre eletron, e o 

segundo tem a foi o formalismo de Keldysh.

Devido as diferentes formas de introduzir a metodologia de Green, que em sua 

maior parte nao usam o formalismo de Keldysh, explicar esta tecnica de forma coesa 

foi um desafio imenso, o que levou a necessidade de um amplo estudo de iním eros 

modelos ate estar apto para debater sobre este formalismo.

O bom domínio deste formalismo foi im portante porque devido a ele, e devido 

as necessidades do laboratório, foi possível obter resultados que levaram a elaboraçao 

do artigo submetido a revista IEEE, pois com ela foi possível modelar um FET com 

contatos do tipo Shottky e do tipo Ohmico. O contato tipo Shottky surgiu natural

mente ao modelar o acoplamento entre dois atomos diferentes atraves do metodo de 

minimizaçao de energia usando combinacoes linear de orbitais atomicos, onde o que 

ajudou na aplicacao deste formalismo foi a experiencia com o metodo dos elementos 

finitos obtidos durante o mestrado, e a referencia [58]. Mas de toda forma, quando 

o foco íe curvas de corrente, nãao necessariamente existe a necessidade de se elaborar 

modelos complexos para tra ta r um problema separado como a dos contatos, porque 

o formalismo de Green consegue ser poderoso o suficiente para alterar valores e ga
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rantir a convergência do modelo. Isto pode ser observado quando o valor da energia 

dos contatos foi alterado, o formalismo de Green garantiu a convergencia, enquanto 

que o modelo compacto apresentou problemas neste quesito. E por estes aspectos 

positivos, durante a estadia na instituição, dois resumos de artigos foram aceitos 

para conferencia, o primeiro foi referente aos resultados apresentados nesta tese, 

onde foram apresentados na conferencia COMPUMAG Deajean na Coreia do Sul 

pelo professor Ren Zhuoxiang, e submetidos a revista IEEE. Os resultados usados 

na elaboraçao do artigo submetido a IEEE foram desenvolvidos com a colaboracão 

dos professores Guido Valerio, Ren Zhuoxiang e Cesar Dartora, e tam bem  da dou

toranda Yi Zeng. A elaboracao dos resultados referentes ao segundo artigo resumo 

ainda estão em andamento, pois o objetivo e usar as interacães eletron-eletron para 

aplicacoes de memórias e a equipe do professor Guido ainda trabalha num forma

lismo compacto para capturar este efeito. A figura abaixo m ostra os primeiros 

resultados obtidos atraves do formalismo de não equilíbrio de Green desenvolvido 

com o auxílio do professor Cesar Dartora.

0 0 .5 1 1 .5 0 0 .5 1 1.5

V DS m  G  M

Figura 6.1: Curvas de corrente em funcao do Dreno para uma molecula ipotetica, o 
valor do potencial de interaçao foi setado manualmente U j =  0.1eV e U j =  0, 25eV

Vale a pena ressaltar que devido aos boons resultados obtidos a equipe do 

laboratorio L2e ofereceu m anter a parceria para trabalhos futuros, onde os transis

tores que ja  estao sendo fabricados pela equipe do professor David serão usados na
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melhoria e desenvolvimento dos modelos.

Certam ente ha muito a avancar, e um dos aspectos esta em tra ta r as interacoes 

entre eletrons na formulacao de Green, mas nao atraves de um a media como a usada 

no formalismo de Hartree Fock. Porem, o problema e que o formalismo de Green 

leva ao acoplamento de outras funcoes de Green que envolve o produto de três ou 

mais operadores, e técnicas para saber o momento de truncar a sequencia de funcoes 

depende muito de resultados obtidos em laboratório. Nesta altura o desenvolvimento 

de modelos compactos e impraticavel. Espera-se dar continuidade ao uso deste for

malismo, mesclando com técnicas ab-initio para simular estruturas mais complexas. 

Uma inspiracao para este tipo de trabalho reside na tese elaborada pelo Profes

sor Ezequiel Costa Siqueira [82], onde o acoplamento de eletrodos ferromagneticos 

tam bem  esta sendo estudado, mas ainda nao ha resultados devido a problemas da 

construcão matricial dos eletrodos com o canal.

Para finalizar, e im portante ressaltar que os resultado obtidos no artigo pu

blicado na revista Physica E estao sendo usados pela equipe do professor Guido, o 

seu objetivo e elaborar um modelo compacto atraves da proposta de uma funcao de 

potencial que modele o formato da deformacao apresentada.



Apendice A  

Versao de Interaçao e Operador de 

D eslocam ento

A versao de interacão considera o hamiltoniano separado em duas parcelas,

onde a primeira e a soma de H c e H s, e a segunda e a perturbaçao dada pelo

hamiltoniano de tunelam ento H T(t ) dependente do tempo.

H  (t  ) =  H ' +  H t  (t  ). (A.1)

Os auto-valores na versao de Schrodinger sao calculados atraves da equacao,

ihõT\ips(t )) =  ( h '  +  H t ( t )) \?ís(t)), (A.2)

e a versão de interacão , ja  com a parcela perturbativa em \̂ s(t )) como,

ih \^ i  (t )) =  e * H r \^ s(t  )). (A.3)

A derivada em relaçao ao tempo da equacao (A.3) leva a expressao abaixo,

dr \ h ( t )) =  i H e *H r \ ^ ( t )) -  %- e *H tõt \^8( t )), (A.4)
n n
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que substituindo a derivada temporal do lado direito da equacao resulta em 

dT ^ i (t )) =  h (r ) ) -  h +  H t (t ))  ^ i (t ) ) ,

dT |^ i  (t  ) ) =  H  t  (t  ) |^ i  (t  ) ) . (A.5)

A equacão (A.5) pode ser reescrita com o auxílio de um operador de deslocamento 

tem poral que a tua  no auto-estado de menor energia,

ihõrU ( t ,  ro ) |^ i) =  H t ( t )L J(r,ro )|^ i). (A.6)

A derivada parcial do lado esquerdo da equacão (A.6) pode ser aproximada por uma 

expressãao por diferençcas finitas conforme,

Ú ( r  +  f r .ro ) -  U ( t ° . t°) =  i H t (t ) u ( t , t o) (A.7)
ò t  h

onde ao considerar U ( t 0, t 0) como o operador identidade a solucao passa ser apro

xim ada de m aneira iterativa conforme,

U (t,to )  =  i  -  h  J  dTH t( t ) Í J ( t , to )
T0

T T  Tl

U (t. To) =  1 -  h  J  dT 1H t ( t ) +  ( - i ) 2 y  dTi J  dT2H r( t i )H t(T 2) +-----
T0 T0 T0

  T Tl T n - 1
W  P P  P

=  £ ( - i ) n /  dTi dT2 ■■■ dTnHT (ti ) ••• H t  (ti). (A.8)
n=0 J J JT0 T0 T0

O somatório da equacao (A.8) pode ser reescrita como numa exponencial, e a 

forma de fazer isto e alterando os índices de integraçao conforme a equacão abaixo

T
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para um a expansãao de segundo termo,

d r j í ÍT (ti)  / dr2ÍÍT(T2) =  -7 d r i Í T ( t í ) dr2HT(V2) (A.9)
T0 T0 T0 T0

T2

+  ^  dT2ÜT (T2 ) dTiÜT (Ti)
T0 T0

T T

2 dTi dT2ÜT( ti)H t( t2 )0 ( ti  -  T2) (A.10)
T0 T0

T T

+  2 dT2 d T i H  ( t2 )H t (ti)0(t2 -  Ti).
T0 T0

Na equação (A.10) ô(t1,2 — t 2,1) e a função de heaviside, que permite escrever a 

integral da equaçao (A.9) como,

T T

2 J  dTi j  dT2
T0 T0

T

H  T ( t i ) H t  (T2 )0(ti — T2) +  HT (T2 ) H  ( t i )% 2  — Ti) (A.11)

Ti T T

dT iH t(T iW  dT2HT(T2) =  W  dTi / dTtT T [ H t( t i ) H tf o ) J  (A.12)
T0 T0 T0 T0

onde T t e conhecido como o operador de ordenamento temporal.

Por induçao o operador de ordenamento tem poral (A.12) pode ser usado para 

reescrever a equacao (A.8) como,

J  (t , t0) =  ^
(—i)n

T T

n=0 n!
dTi / dT2 ■■■ dTraT  T H t (t i) ■■■ H  t (t„) (A.13)

T0 T0 T0

U  (t ,To) =  T  t exp I — dT H t ( t )
T0

(A.14)

T T

T

T



Apêndice B 

K eldysh para Funcao de Green 

Menor

A definiçao de funçao de Green segue da media estatística de eletrons existentes 

no sistema, que íe dado pelo calculo do tracço conforme,

( g (t )cí (t ' )) =  T r  { p cí (t )cÍ (t ' ) } , (B .1)

onde p e a media de eletrons presentes no sistema. O metodo de Keldysh consiste 

no calculo desta media em condições de não equilíbrio, onde para tal os operadores 

de criação e aniquilacão devem estar na representacao de interaçao. Como visto 

no apendice A, a representacão de interaçao leva a um operador de deslocamento 

dado pela equaçao (A.14), que pode ser usado na equacao (B.1) para descrever uma 

tra je toria  no tempo do sistema conforme

(Cí(t )c t(t ')) =  T r  j Ü (0, - ^ ) p c Ü ( - r c ,  0 )Ú (0, t )C*(t )Ú (t , r /)c t(t ')Ü (t ' , 0)} (B.2)

onde po e a quantidade de eletrons antes da presenca da perturbação. A forma com 

o qual o operador p esta apresentado significa que o numero de graus de liberdades 

termodinamicos dados por H ' nao acompanha de maneira instantanea as rapidas 

oscilaçães advindas de H T(t ), podendo ser tra tado  adiabaticamente. Note que a
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equacao (B.2) nao esta ordenada no tempo, para isso faz-se uso das propriedades 

da permutação do traco e tam bem  do operador de ordenamento tem poral T r . A 

perm uta cíclica no traço possibilita passar o primeiro termo Ü(0, — ro) para o lado 

direito de Ü (t ' , 0), resultando em Ü ( t ' , — ro). Mesmo assim a equaçao (B.1) ainda 

permanece desordenada no tempo, o que permite a inserçao do operador T r para 

m anter o ordenamento de todos os operadores de forma que t ' >  t . O reordenamento 

da equação (B.2) segue a equacão (A.13), onde T r realoca os operadores de tempos 

menores à esquerda, que neste caso permite colher todos os operadores Ü  para o 

lado esquerdo de Cj(t ) atraves de um unico operador, resultando em,

(T tc í( t )c j(t  )) =  T H  poTt Û ( - œ ,  -œ )c i(T )c j(t  ) (B.3)

A equacão (B.2) pode ser interpretada pela curva no eixo do tempo apresentada 

pela Figura B.1 abaixo, e o operador Ü (—ro, — ro) pode ser escrito conforme a

Figura B.1: Continuação no tempo que demonstra a sequencia t  < t ' que define a 
funçcaão de Green menor.

equacão (A.14), resultando em,

Gc(t , t/) =  T r  < p o ?
i

e x p (-ã  dw íÍT(w ))ci(T)cj(t/)
C

(B.4)

onde a media (T t c^(t )cj (t /)) foi substituída pela funcão de Green.

Os príxim os passos consistem em substituir o hamiltoniano H T pela equação 

(2.49), expandir a exponencial conforme a equação (A.13) e aplicar o teorema de
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Wik. Por questão de clareza da metodologia será considerado uma expansão do 

somatório ate segunda ordem, conforme,

Gc(t , T') =  T r  I PqTt
h

exp( —- (t) dwHT(w ))cí(t ) C (t ) (B.5)
C

T r  { PqTj
1 h

Iz j)  dwPIT(w) +  2h dwi j)  dw2 Í ÍT (w i)ÍIT(W2) I Ci(t)Cj(t/)
c c

O hamiltoniano de tunelam ento modela um atomo do eletrodo (S) acoplado ao 

primeiro atomo do canal, logo i =  1 no lado do eletrodo (S), o que leva os operadores

ci ( r ) e e t ( t ') a serem escritos com óndices iguais i =  j  =  1. Nestas condições, o 

primeiro termo da expansão da equacao (A.5) fica igual a

9C1,1(T, To) =  T r  | p (t o)c i (t )c1(t ' ^  (B.6)

que e a funcao de green do eletron livre no canal definido no contorno da figura B.1. 

O segundo termo envolve o uso da equacão (2.49) conforme,

h  dw (tssQ(w)Ii(w) +  í*â1(w)§Q(w)j  Ci(t )C1(t ' ) , (B.7)

e tambem a aplicaçao do teorema de Wik cujo as regras sao definidas abaixo:

1. Somente operadores de criação e aniquilação podem ser unidos.

2. Evitar o par entre operadores que apresentem o mesmo tempo, pois levaria a diagra

mas de Feynman desconectados. Por exemplo, pareando os dois primeiros termos 

de (B.7) com os dois após o parênteses leva a,

h ^  d w ( s j ( w ) â i ( w ) ) ( c i ( t ) c 1 ( r /)) =  h  dwgQ^^w, w)tsgrl,i(r ,r ') ,  (B.8)
C c
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onde gO,i (w,w) vira um loop no tempo desconectado de Gcl i ( r ,r l).

3. Manter os operadores de criacao sempre do lado direito para nao alterar o sentido 

do caminho apresentado na figura B.1, e se o numero de trocas necessarias para 

cumprir com os itens 1 e 2 for par então a equaçao e multiplicada por —1.

Aplicando as regras acima, e notando que o traco leva a media ser escrita como 

funcao de Green, os dois primeiros termos da equaçao (B.7), ficam

— — j )  dw(ci(T)âC(w))ís(so(w)cC(T/)) =  — — j )  dwgc,i(T,w)ísgc,i(w ,T/). (B.9)
c c

O mesmo procedimento pode ser aplicado para o segundo termo dentro do parênteses 

da equação (B.7). A equação (B.9) e nula devido a gC,i (w,T/) não ser um a funçao 

de Green de nenhum dos atomos que liga o eletrodo (S) ao canal na figura 2.9. 

Para o terceiro termo da equação (B.5) a aplicação do teorema de Wik e mais 

trabalhoso, portanto por questões de clareza as integrais serêo suprimidas. Primeiro 

os hamiltonianos H T são substituídos, e o teorema de Wik aplicado para os termos 

nãao cruzados conforme,

(íssO(wi)âi(wi) +  c .c) (rê§0(w2)âi(w2) +  c .c) Ci (t )C1(t /) (B.10)

=  tsSO (wi)âi(w2 )ts sO(w2)âi(wi)Ci(T )C1(t /) (B.11)

=  G(SO(wi)âi(w2))G(SO(w2)âi(wi))(Ci(T )C1(t/)) (B.12)

=  t sgc,i(w2,w i )tsgO,i(wi ,w 2)gc,i(T/,T) (b .13)

onde c.c significa complexo conjugado. A equaçao (B.13) tam bem  e nula, e qualquer 

tentativa da construcao de pares, que segue o teorema de Wik, tam bem  resulta em 

zero pela mesma razao descrita na equacão (B.9). Ja  as multiplicacoes cruzadas na 

equacao (B.10) levam a termos que sao dados por,
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í*âí(wi)so(wi)ísSo(w2)âi(w2)ci(r )C i(r)  (B.14)

=  í*C i(r)â í(w i)ísSo(wi)s0(w2)âí (w2)Ci(r) (B.15)

=  (âí(w i)C i(r ))í*(s0(w2)so(wi ))ís(â ti(w2)Ci(r/)) (B.16)

=  £Í,i (T,wi )t^gc)o(wi ,w 2)tsgí)i (w2, r /) (B.17)

que sao diferentes de zero. O outro produto cruzado levaria a um resultado idêntico, 

nao sendo necessario trata-lo.

Substituindo as equacoes (B.6) e (B.17) na equacao (B.5), e retomando a 

integração antes omitida da equaçao (B.17), a funçao de Green passa a ser escrita

G i ,i (T,T/) =  # m (t , t /) +  (B.18)

22 j )  dwi j> dw2gc;i (r,W i )Ss(w i ,W2 )gc;i (w2 , r /)
c c

onde E s(w i ,w 2) =  í*go ,o (wi , w2 )ts e conhecida como a energia de acoplamento do 

canal com o eletrodo (S). Se a equacao (B.5) for expandida para mais termos o 

mesmo procedimento descrito ate aqui deve ser aplicado, e isto leva a serie de Dayson 

conforme,

Gc,i  ( G To ) =  gp i  ( r, t ) +  ( B . 1 9 )

22 dwi j> dw2gc,i (r ,w i )E s(w i ,W2 )G t )l (w2 , t /) .

c c

A funcao de Green menor, que interessa para o calculo das quantidades como cor

rente e quantidade de portadores, e encontrada introduzindo um operador unitário 

tal que a curva da figura B.1 seja quebrada em duas partes. Este operador unitario 

dado por, Ú (ra , ro )Ú (ro , rjg), e inserido entre os operadores C (t )Cj(t /) e não altera 

os passos que levaram à equação (B.19), ele apenas perm ite trocar G i i (r, r /) por



APÊND ICE B. K E LD Y SH  PA R A  FUNÇAO DE G REEN M ENO R 116

G < i (t , t '). A figura B.2 ilustra seu efeito na curva de contorno da figura B.1. Con

tudo, mesmo a equacão (B.19) sendo agora um a função de Green menor, as variaveis 

w1 e w2 podem ser alocadas neste novo contorno de quatro maneiras diferentes, o 

que tam bem  leva a necessidade de considerar o surgimento de outras funcoes de 

Green. A figura B.2 tambem ilustra o surgimento destas funcoes ao lado de seus 

respectivos contornos. Por exemplo, a figura a) m ostra que o contorno segue um

a)

b)

c)

d).

T
-è-

|T

f -

I
f -

W1

-é—
W2

01,1 (t , W l ) S f  ( w i , W2 ) G < 1(W2 , t  ' )

g < 1(T, Wl ) S f  (W l, W2 )t íl  1 (W2, t  ' )

_gT i ( T , W1) E < ( w 1 , W 2 )G t  1 (w 2 , t ' )

_ g < 1(T, W 1 ) E > ( W 1 , W2) G < 1(w 2 , t ' )

Figura B.2: Continuaçao no tempo que demonstra a sequencia t  < t ' que define a 
funçcãao de Green menor.

caminho crescente no tempo, de tal forma que w i e <  w2 estao no ramo superior do 

contorno. Desta forma, os argumentos das variaveis de integracao perm item  escrever 

as funçoes de Green e de acoplamento energetico com o sobrescrito T  para enfatizar 

que são funcoes ordenadas no tempo. A últim a funcao tem  suas variaveis de tal 

forma que w2 < t ' entre ramos diferentes, logo, esta funcão passa a ser chamada de 

funcao de Green menor. Esta mesma lógica e aplicada para as quatro possibilida

des de disposiçao das variaveis w 1 e w2 sobre o contorno no tempo. Estas quatro 

possibilidades devem ser somadas e integradas duplamente como m ostra a equaçao 

(B.19), porem, devido a quebra do contorno, as variaveis de integracao passam a 

ser variaveis reais de integracao, e a integracão dupla da equaçao (B.19) passa a ser
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realizada nos ramos superiores e inferiores,

/  dwW  dw2gTc ( t , wc) ^ T(wc, w2)G<c(w2, G) (B.20)
— »  — »

— ̂  — CXD

+  y  dw1 y  dw2gTi (t , W i)Sj(w i, w2)G<;1(w2, t ')
CXD CXD

J  dw1 J  dw2g<1(r, w1)S;p(w1, w2)GT̂1(w2, t ') (B.21)
— »  —»
— »  —»

+  / d w W  dw2g<1(T,W1)SJ(W1,W2)GT'11(W2,T/)

— —
dw1 / dw2gT 1(t , w1)S<(w 1, w2)GT"1(w2, t ') (B.22)

— »  —»  — —
+  /  d w 1  /  d w 2 g T  1 ( t , W 1 ) S < ( w 1 , W 2 ) G T" 1 ( w 2 , T / )

CXD CXD

CXD CXD

dw1 / dw2g<1(T, w1)S>(w 1, w2)G<1(w2, t ' )  (B.20)
— »  —»  — —

+  / dW1 / dW2g<1(T, W1)S>(W1,W2)G<1(W2,T/)
CXD CXD

Para facilitar a integracão basta  multiplicar o segundo termo das expressoes 

(B.20)-(B.23) por —1 para inverter seus limites de integracao. Este truque ma

tem ático leva a inversao dos sinais das expressoes (B.22) e (B.23). Considerando 

as integrais embutidas, basta agora somar estas quatro expressãoes para encontrar a 

equaçao recursiva da função de Green menor,
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i^S?G u  — — i. (B.24)

Basta fazer uso das relacoes entre as funcães de Green discutidas do apendice C 

para simplificar a equacao (B.24).

Substituindo E j  e GT i no segundo e quarto termo da equacão (B.24) por 

(ES — E<) e (G< i — Ga,i ) resulta em,

gTiETG< i — gT,iE<GTi =  gTi (ESG< i +  E<G?, i ) (B.25)

onde ao substituir gT i por gr — g< i resulta em,

gTie Tg < i — gTie <g t i =  gr,ie s g < + gr,ie < g ,i +  g< i e s g < i (b .26)

+  g< i E<Ga

Tambem e possível simplificar o terceiro e o áltim o term o da equacão (B.24), subs

tituindo ET e GTi no segundo e quarto term o da equação (B.24) por (E> — ES) e 

(G < i — G l, Ê

g< i E ^  G^ i — g< i E>G< i =  —g< i E>Gl, i — g< i ESG< i +  g< i ES Gl, i . (B.27)

Substituindo as equacoes (B.26) e (B.27) na equação (B.24) resulta na expressao

para a funçcãao de Green menor,

G< i =  g< i +  gS, i ESG< i +  gS, i E<Gl, i +  g<ElG l, i . (B.28)

Esta expressao pode ser generalizada caso haja mais atomos ligando o eletrodo e o



canal, onde para isto basta  suprimir os ráotulos

G< =  g< +  gr Er G< +  gr E<G“ +  g<E“G“, (B.29)

onde as auto energias E podem ser rotuladas para o contato esquerdo (S) ou o direito 

(D).
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Apêndice C 

Relações de Green Im portantes

Na equaçao (B.3) foi definido a funcao de Green ordenada no tempo, onde o 

termo do lado esquerdo da igualdade depende do operador de ordenamento tem po

ral. Logo, usando a propriedade do operador de ordenamento temporal dado pela 

equacao (A.11), e possível escrever a equacao como,

(T rci(T)C](t ')) =  6 ( t  -  t')G< -  9 (t ' -  t)G>  (C.1)

onde o sinal de menos e devido a troca de posicao dos dos operadores para m anter 

as integrais com os mesmo limites de integracao, igual como foi feito na equacao 

(A.11) no segundo termo, mostrado na equacao (A.12). Mas com os hamiltonianos 

substituídos por operadores de criacao e a n iq u i lo ,  que ao troca-los de ordem muda- 

se o sinal.

De forma semelhando e facil notar da equaçao (C.1) que

(TrCi(t )C](t ')) =  Gr -  Ga. (C.2)

O operador de ordenamento tem poral tam bem  pode ser definido para o tempo 

reverso, levando a

G t  =  0 (t  -  t ') G < +  9(t ' -  t ^  (C.3)
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onde foi definido Gt =  (T rê i( r ) c j( r ')), que tam bém  pode ser definido em termos 

de equações retardada e avançada,

Gt =  Gr -  Ga. (C.4)

As funções de energia de acoplamento, ou auto energias, tam bem  estao defi

nidas no mesmo contorno, desta forma tambem podem ser escritas pelas relaçoes 

(C.1) a (C.4), resumidas a baixo.
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+  v < Va I v > (C.5)

(C.6)



ApêndiCe D

Trabalhos Produzidos

Neste apendice e apresentado os artigos produzidos, onde, o primeiro e artigo 

publicado na Physica E, em segundo, o artigo publicado na IEEE transactions on 

magnetics, escrito em parceria com a UPMC. O terceiro e referente ao artigo pu

blicado para a revista Brasileira de ensino de física. O quarto e quinto anexos sao 

referentes aos artigos-resumo para as conferencias COMPUMAG e MAGCOMP. Por 

áltimo, e mostrado a chamada de participaçao dos seminarios apresentados referente 

ao metodo de Hartree-Fock e de Green de Nao-Equilíhrio.
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H I G H L I G H T S

• T ransport p roperties o f channel constrictions in g raphene are  obtained.
•  G reen 's functions m ethods are used  to obtain  transm ission  and  I-V  characteristics.
•  The p aram eters o f th e  gradual constric tion  are  b o rd er cu tting  angle and  channel w idth.

A R T I C L E  I N F O  A B S T R A C T

Ideal g raphene is a gapless sem iconductor consisting o f  a single layer o f carbon  atom s regularly arranged 
in a honeycom b lattice having infinite spatial ex ten t in th e  (x,y)-plane, in w hich  electrons behave as Dirac 
m assless ferm ions. Even neglecting in teractions w ith  th e  anchoring  substra te, a g raphene shee t in real 
w orld has finite exten t, leading to d istinctive features in th e  conductiv ity  o f a given sam ple. In th is le tte r 
w e study  th e  effect o f a gradual channel constric tion  in g raphene nanoribbons on th e ir  I-V  character
istics, using non-equ ilib rium  G reen 's function form alism . The constriction  w id th  and  th e  b o rd er cutting  
angle are  th e  m ain  p aram eters to  be varied. W e found th a t transm ission  th rough  th e  channel is con
siderably affected by these  param eters, p resen ting  sharp  peaks a t specific energies, w hich  can  be a t
trib u ted  to a resonance due to th e  tun ing  of energy  eigenvalues.
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1. Introduction

Graphene is a two-dimensional allotropic form of carbon, ide
ally consisting of an infinite (x,y)-plane at which carbon atoms 
regularly arrange themselves in a honeycomb lattice, with in
teratomic distance of 1.42 A. It has been attracted the attention of 
the scientific community [1- 20], under the promise to re
volutionize the areas of high performance materials and nanoe
lectronics, due to its very unusual physical properties, emerging 
from the fact that electrons near the Fermi level behave effectively 
as massless Dirac fermions in a (1 + 2)-dimensional spacetime 
[2,3,7- 9,21- 25]. Extraordinarily, graphene exhibits an integer 
quantum hall effect even at room temperature, while the majority 
of two-dimensional electron gas (2DEG) structures require low 
temperatures (T < 10 K). The band structure of infinite monolayer 
graphene was determined already in 1947 by Wallace [26] and 
further advances towards understanding the behavior of electrons

* Corresponding author.
E-mail address: cadartora@eletrica.ufpr.br (C.A. Dartora).

http://dx.doi.org/10.1016Zj.physe.2016.05.032 
1386-9477/© 2016 Elsevier B.V. All rights reserved.

as massless Dirac fermions in (1 +  2) dimensions were done mainly 
by McLure [27] in 1957 and Semenoff [28] in 1984. Despite that, 
experimental production of a single layer graphene sheet was 
done for the first time only in 2003, by Geim and Novoselov [4,5], 
using a very simple technique based on exfoliation of graphite.

Nowadays, it is known that the experimental techniques used 
in graphene production, the sample size and border features of a 
graphene nanoribbon, the substrate at which it is deposited and 
impurities produce a large variability of electronic properties of 
graphene, being at the same time a major drawback for its prac
tical use in the semiconductor industry, due to some degree of 
unpredictability in electronic properties of produced samples, and 
a very distinctive advantage, due to the possibility of obtaining any 
desired I - V  characteristics in graphene-based devices.

In this letter, our main goal is to study how the main para
meters of a gradually formed constriction in a graphene nanor
ibbon affect its electronic transport properties. Constrictions can 
be present in real devices due to fabrication defects or, hopefully, 
can be engineered to obtain a desired I - V  curve. The electron 
transmission through a constricted channel as a function of energy 
and the I - V  characteristics of a graphene sample are obtained

http://www.elsevier.com/locate/physe
mailto:cadartora@eletrica.ufpr.br
http://dx.doi.org/10.1016Zj.physe.2016.05.032
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Study of Carbon-Based Transistors 
with Semi-Analytic and Ab-Initio Models

Yi Zheng1, Fernando Zanella2, Guido Valerio1, Cesar A. Dartora2, and Zhuoxiang Ren1
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In this work, the current-voltage characteristics o f a graphene-based transistor are com puted w ith different m ethods. A  sim plified  
sem i-analytic m ethod allows fast com putation o f the electric param eters by granting a good accuracy. A m ore com plex m atrix m ethod  
based on second quantized version of Schrodinger equation by m eans o f non-equilibrium  G reen’s function is used to validate the semi- 
analytic one. Both m odels are developed to evaluate the im pact o f m echanical stresses on this novel class o f nano-transistors, where 
they are aimed for applications in the dom ain o f flexible electronics.

Index Terms— Nanotransistors, graphene nanoribbon, deformation, non-equilibrium  Green’s function, flexible electronics.

I.

II. IN TRO D U C TIO N
P a rb o n -b a se d  nanotransistors have recently attracted a lot 
^ “ '’of attention due to their remarkable electronic properties 

[1]-[3]. As one of the emerging carbon materials, 
graphene has rapidly become an ideal candidate for flexible 
electronic devices [4]. In this connection, geometric 
deformation of graphene-based active components is an 
important issue.

Figs. 1 show an armchair graphene nanoribbon (aGNR), and 
an aGNR in a field-effect transistor (FET), where a strain is 
enforced on the FETs along the direction of the channel. To 
compute the drain/source current in the presence of this strain 
as a function of the voltages at the contacts, we propose two 
methods, having a different level of accuracy and complexity.

Both methods involve a multiscale coupling between a 
macro (the electrostatic behavior of the device) and a micro
model (the computation of the charge density in the channel). 
While the first model is formulated through Poisson equation, 
the second can be solved either with an approximated semi- 
analytic solution or with a rigorous ab-initio approach.

The first choice requires the computation of an analytic 
expression for the aGNR energy band [5]. This approach was 
proposed in [6], and is here applied for the first time to study 
the effect of deformation, by using the analytical description 
of deformed aGNR presented in [7]. Interestingly, only small 
modifications to the original method are sufficient to obtain a 
complete semi-analytic model.

The second choice requires the numerical solution of 
Schrödinger equation in the Laplace domain, thus keeping a 
full information on the dynamic properties of the device. 
However, the current computation is done with a static 
approach, since only static characteristics of the transistors are 
computed [8]. Also in this case, a “deformed” Hamiltonian 
based on experimental data is proposed for the first time.

The general multiscale computational approach is discussed 
in Section II. The semi-analytical compact model is described 
in Section III, and the rigorous approach based on non
equilibriums Green’s function (NEGF) is presented in Section

IV. The two models will be used to study the impact of 
mechanical strains on the transistor properties in Section V.

(a) 
Top gate

Source
Si02

Drain\
aGNR

Bottom gate

(b)

Fig. 2. (a) A rm chair graphene nanoribbon. (b) Sketch o f  strain on double-gate 
aG N R  FET.

III. C O M PU TA TIO N A L A PPR O A C H

In this section, the multiscale coupling between the micro
model and the macro-model is discussed. As shown in Fig. 3, 
both models solve Poisson’s equation in order to calculate the 
potential along the channel ^ c, starting from an initial guess 
value ^ c0. The main difference is in the micro-model block, 
necessary to compute the charge density stored in the channel.

On one hand, in the semi-analytic micro-model we calculate 
analytical expressions for the energy bands of a graphene 
nanoribbon through a nearest-neighbor approach, which 
means that only the adjacent atoms interact with each other. 
This leads to closed form quantities (effective masses,

0018-9464 © 2015 IEEE. Personal use is perm itted, but republication/redistribution requires IEEE perm ission.
See http://w w w .ieee.org/publications_standards/publications/rights/index.htm l for m ore inform ation. (Inserted by IEEE.)
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The G reen’s function m ethod has applications in several fields in Physics, from classical differential 
equations to  quantum  m any-body problems. In the  quantum  context, G reen’s functions are correlation 
functions, from  which it is possible to  ex trac t inform ation from th e  system  under study, such as the  
density of states, relaxation tim es and response functions. Despite its power and versatility, it is known 
as a laborious and sometimes cumbersome m ethod. Here we introduce the equilibrium Green’s functions 
and  the  equation-of-m otion technique, exemplifying th e  m ethod  in discrete lattices of non-interacting 
electrons. We s ta r t w ith  sim ple m odels, such as th e  tw o-site molecule, th e  infinite and  sem i-infinite 
one-dim ensional chains, and  th e  tw o-dim ensional ladder. N um erical im plem entations are  developed 
via th e  recursive G reen’s function, im plem ented in Julia , an  open-source, efficient and  easy-to-learn 
scientific language. We also present a new variation  of th e  surface recursive G reen’s function m ethod, 
which can be of in terest when sim ulating sim ultaneously the properties of surface and  bulk. 
K eyw ord s: G reen’s functions, Q uantum  transport, Low-dimensional physics, Tight-binding, Density of 
states.

O m etodo das funcoes de G reen possui aplicações em  diversos cam pos da Física, desde equações 
diferenciais classicas a problemas quânticos de muitos corpos. No contexto quântico, as funçoes de Green 
são funçoes de correlacao, das quais e possível ex trair informaçao sobre o sistem a em estudo, tais como 
densidade de estados, tem pos de relaxacao e funçães respostas. Apesar de seu poder e versatilidade, este 
m etodo e conhecido por ser trabalhoso e as vezes intrincado. Neste trabalho introduzim os as funçães de 
Green de equilíbrio e a tecnica de equaçao de movimento, exemplificando o m etodo em redes discretas de 
eletrons não-interagentes. Comecamos com modelos simples, como a molecula de dois sítios, as cadeias 
unidim ensionais infinita e semi-infinita, e a rede escada em duas dimensães. Im plem entacoes numericas 
sao desenvolvidas a traves das funcoes de G reen recursivas, im plem entadas em  Julia , um a linguagem  
científica de código aberto, eficiente e de facil aprendizado. Tambem apresentam os um a nova variante do 
m etodo de funcao de Green recursiva de superfície, que pode ser útil p ara  sim ular sim ultaneam ente as 
propriedades de superfície e bulk.
P alavras-ch ave: Funcoes de G reen, T ransporte  quantico, Física de baixa dim ensionalidade, T ight- 
binding, Densidade de estados.

1. Introdu ction

The Green’s functions method is a powerful math
ematical tool to solve linear differential equations. 
These functions were named after the English miller,
* E n d ereço  de  co rre sp o n d ê n c ia :  m m o d a s h im a @ u f u .b r .

physicist and mathematician George Green (1793
1841) [1-3]. His seminal work “An essay on the 
application of mathematical analysis to the theories 
of electricity and magnetism” (1828) [4] developed 
a theory of partial differential equations with gen-

C o p y rig h t b y  S ocied ad e  B ras ile ira  d e  F ísica . P r in te d  in  B razil.
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Study of Carbon-Based Transistors 
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In this work, the current-voltage characteristics o f a double-gate graphene-based transistor are com puted w ith different methods. A  
sim plified sem i-analytic m ethod allows fast com putation of the electric param eters by granting a good accuracy. A m ore complex  
m ethod based on the solution of Schrodinger equation by m eans of non-equilibrium  G reen’s function is used to validate the semi- 
analytic one. The codes w ill be used to evaluate the im pact o f m echanical stresses on this novel class o f nano-transistors, where they are 
used for applications in the dom ain of flexible electronics.

Index Terms— Nanotransistors, graphene nanoribbon, deformation, non-equilibrium  G reen’s function, flexible electronics.

I. IN TRO D U C TIO N  

Carbon-based nanotransistors have recently attracted a lot of 
attention due to their remarkable electronic properties [1]-[3]. 
As one of the emerging carbon materials, graphene has rapidly 
become an ideal candidate for flexible electronic devices [4]. 
In this connection, geometric deformations of graphene-based 
active components is an important issue.

In Fig.1 the implementation is shown of a graphene 
nanoribbon in a field-effect transistor (FET). This geometric 
configuration will be considered in this paper. In our study, a 
strain is enforced on the FETs along the direction of the 
channel A compact model in Section II will be compared and 
validated with a rigorous approach in Section III. The two 
models will be used in the final paper to study the impact of 
mechanical strains on the transistor properties.

atomic distance between two adjacent atoms, V  = 2.7 eV is the 
tight-binding hopping energy with no deformation. St is a 
constant and is the Poisson’s ratio of the graphene, usually 
taken approximately equal to 0.145.

Starting from (1), the effective mass, density of states and 
transmissivity coefficients Ts and Td through the source and 
drain can be derived. These parameters are used to calculate 
the current by using a Landauer-Büttiker approach [7]:

being the electronic charge, f  are Fermi-Dirac distributions of 
source and drain, respectively. The integration is performed 
over all the allowed energies in (1). The surface potential $. 
can be calculated by equating the microscopic charges Qe/h and 
the macroscopic charge Qmacro:

where Cg, Cs and Cd are the capacitances of gate, source and 
drain, Vg, Vs, Vd are the voltage of gate, source and drain, 
respectively, and VFBi are the relevant flatband voltages.

Figure 1. (a) A rm chair graphene nanoribbon, (b) deform ed graphene 
nanoribbon, (c) sectional view  o f a double-gate aG NR  FET.

II. COM PACT M OD EL 

In this paper, we propose a semi-analytical model for 
graphene based transistor. In the absence of any deformation, 
graphene energy bands can be calculated with tight binding 
model [5]. In the presence of a relative deformation d  (-0.1 < d  
< 0.1), the hopping parameters change accordingly, thus 
determining a shift of Fermi points [6]. The energy bands of 
the graphene nanoribbon can be obtained:

(1)
where

(2)

a=1,..., N  defines the energy band, a ~ ^ 3acc and aCC is the

III.N O N  EQ U IL IB R IU M  G R E E N ’S FU N C TIO N  M ETH O D  

The non-equilibrium Green’s function (NEGF) method is a 
powerful tool to study transport phenomena in nanodevices. 
An extensive treatment of NEGF can be found in [8]-[9]; here 
we will give a few definitions of NEGF as a statistical 
expectation value between the product of fermions operators 
at different positions and , at different times and . A causal 
Green’s function is given by

, (7)

where creates one electron at site at time and annihilates an 
electron at site at time . is a time-ordering operator that 
guarantees causality. As we are dealing with electrons, the c 
operators satisfy the anti-commutation relation , and , where . 
(7) leads to the retarded Green’s functions [11],

(8)

b C
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A bstrac t  —  M any-body quantum  effects can lead to m any  
novel prom ising applications, for exam ple in  the field o f  
m em ory devices. U nfortunately coupling betw een electrodes  
and channel based on the tight-binding equations are not 
enough to m odel such phenom ena. To overcom e this 
lim itation, in  this paper w e present a pow erful technique to 
describe m em ory effect by considering the full electron  
interactions in  a two atom s system .

I. INFORMATIONS GENERALES
Many numerical models have been proposed to answer 

the needs for simulations of new nanotransistors, very often 
having applications to graphene and carbon nanotubes 
devices [1]-[2]. However, despite their exceptional and 
promising applications, the majority of these numerical 
models are based on a tight-binding approximation for the 
energy dispersion, thus neglecting many-body effects.

Actually, many-body effects [3] can lead to 
breakthrough applications, such as memory devices. Their 
functioning relies on the correct definition of exchange 
probabilities between electronic states inside the device, 
which cannot be described with tight-binding models.

II. FORMULATION OF THE PROBLEM 
Both silicon, and carbon-based devices, many-body 

effects become an important phenomenon when electrons 
are trapped inside the channel. This idea is clarified in Fig.
1. A two-atom device, where each atom has a 1s orbital, is 
shown. Due to the bonding and spin, four possible states 
emerge in the channel. The first state is due to the absence 
of electron injected by the electrodes. The second and third 
states correspond to two possibilities at the same energy, 
(the injection of one electron having either up or down 
spin).The last state is related to two electrons inside the 
channel. When one up or down-spin electron is injected 
from the source, the entire system is updated to the next 
energy level. If the contacts are weak enough this electron 
will be trapped inside the channel and more energy will be 
necessary to inject the next one. This phenomenon shows a 
possible behavior of a storage device.

Fig.1. a) A  sim ple system  w ith  tw o  electrodes S(source) and D (drain), 
com posed  o f  tw o  1s orbitals; b ) Sam e structure, bu t show ing all possib le  
states w hen  one or tw o  electrons are in jected  b y  the  source.

A. Mathematical Description 
In condensate matter physics many cases of interests 

describe the electronic Hamiltonian as follows [4],

( 1)

In (1), is the creation operator, while is the annihilation 
operator. The symbol denotes the positions in space 
domain. The bra-kets are real numbers that come from 
measurements or ab-initio models [4]. The first term is the 
free electron Hamiltonian, and the second term is the 
electron-electron interactions that will capture memory 
effect. Here the bra-ket will be for the first term and for 
the second term. When it will lead to the hopping value or 
the local potential energy otherwise, is fixed and measure 
how strong the interactions are.

To compute current, the best approach is to transform
(1) in a Green’s form. This idea comes from the average of
(1) in the time domain and the commutator in the 
Heisenberg notation [4]. Both described by the equations 
below

(2)

. (3)
In Eq. (3),, outside the brackets, is the imaginary number, 
is the electric charge, for is the number operator. 
Furthermore, is the current density, which is equal to . Eq.
(2) and (3) allow the following definitions of Green’s 
functions for holes and electrons [6],

(4)
(5)

By summing these equations we obtain a definition of 
causal or retarded Green’s function given by,

. (ó)

A Green’s function for the second term in (2) is also 
possible, but it does not lead to a closed-form result, and a 
numerical implementation is very hard to achieve. To avoid 
this kind of problem we invoke the Hartree-Fock technique
[3] by allowing the Poisson’s Equation to deal with number 
of electrons and holes inside the device. This is known as 
Self Consistent Field Approximation (SCFA) [3], and can 
be mathematically implemented by taking a little deviation 
in (2) as fallows,

. (7)
By performing the same approximation in , and neglecting 
square deviations we arrive at the Hartree-Fock 
approximation.

B. Solving a Two Atom System 
We solved a simple two atoms example using the 

definitions from (2) to (7) by applying the Equation of 
Motion Technique (EMT) [4]. The first step is to notice 
that Eq. (6) can be rewritten as,

(8)
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