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RESUMO

Neste trabalho, estudamos os resultados de existéncia, unicidade e comportamento as-
sintotico da solugao para o problema de Cauchy de equacoes de ondas duplamente amor-

tecidas (amortecimento friccional u,; e viscoeldstico —Auy,),

uy — Au~+ug — Auy = f(u), = €R™ >0,
(u,u)(0,2) = (ug, u1)(z), T € R"™.

(1)

sob a presenga de nao linearidades do tipo, f(u) = |ul?, |VulP, |u|?, com p > 1. Assumi-

mos que os dados iniciais pertencem aos conjuntos
(L* N HY) x (L' N L?) ou (WH' N H?) x (L' N L?),

e deduzimos as estimativas de energia, bem como as estimativas L' para a solucao da
parte linear deste problema. Entao, mostramos a existéncia global de solucao para (1)
em qualquer espacgo de dimensao n > 1 para quaisquer dados iniciais suficientemente pe-

quenos.

Palavras-chave: Equagoes de ondas duplamente amortecidas, solucao global para dados

pequenos.



ABSTRACT

In this work, we study the results of existence, uniqueness and asymptotic behavior of the
solution to the Cauchy problem of doubly damped wave equations (frictional damping u,

and viscoelastic —Auy),
uyy — Au+up — Ay = f(u), = €R™ >0,

(u, u) (0, 2) = (uo, ur)(z), r € R™.

under the presence of non-linearities of the type, f(u) = |ul?, |VulP, |u:|?, with p > 1. We

assume that the initial data belong to the sets
(L* N HY) x (L' N L?) ou (WH' N H?) x (L' N L?),

and we derive the energy estimates, as well as the estimates L' for the solution of the
linear part of this problem. We then show the global solution existence for (1) in any

dimension space n > 1 for any sufficiently small initial data.

Keywords: Doubly damped waves, global small data solution.
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Capitulo 1
Introducao

Nesta dissertacao, baseado em [6], estudamos a existéncia, unicidade e comporta-
mento assintético da solugao para o problema de Cauchy de equagoes de ondas duplamente

amortecidas (amortecimento friccional u; e amortecimento viscoelastico —Auy),

uy — Au+up — Auy = f(u), = €R"t>0,
U(va) = UO(Z’% U Rn) (11)
(0, ) = uy (), ASHINGH

sob a presenca de nao linearidades do tipo f(u) = |ul?, |Vul?, |u|?, com p > 1. Primeiro,

deduzimos as estimativas de energia e as estimativas L' para a parte linear deste problema,

Utt—AU‘i‘Ut—AUt:O, xER",tZO,
u(0,x) = up(x), r €R™, (1.2)

u (0, ) = uy (), r € R",

e entao aplicamos estas estimativas para obter a existéncia de solugao global para os refe-
ridos problemas nao-lineares, em qualquer espaco de dimensao n > 1, para dados iniciais
suficientemente pequenos. A solugao para (1.2) possui boas propridades as quais nos
permitem empregar técnicas e obter resultados novos, quando comparados aos resulta-
dos correspondentes para o problema da equagao de onda com somente o amortecimento
friccional u;, ou com somente o amortecimento viscoelastico —Au.

A presenca dos dois termos de amortecimento traz grandes beneficios para a solugao
de (1.2), por um lado ela herda as mesmas propriedades de decaimento da solugao para o
problema de equacao onda com amortecimento friccional somente. Por outro lado, possui
a mesma regularidade da solugao para o problema de equagao de onda com amortecimento
viscoeldstico somente. Deste modo, o perfil da solugao em baixas frequéncias é modificado
pela presenca do termo de amortecimento u;, enquanto que, o perfil da solucao em altas

frequéncias é modificado pela presenca do termo de amortecimento —Auw,.



Como consequéncia destas propriedades combinadas, obtemos a existéncia global
para o probema de Cauchy (1.1), em qualquer espago de dimensao n > 1, assumindo
somente dados iniciais no espaco de energia com regularidade L! adicional. Para ilustrar,
o resultado correspondente para a equacao de onda com somente amortecimento friccional,
com nao linearidade do tipo |u[P, somente é vélido em dimensdo n = 1,2. A extensao do
resultado para n > 1 requer suposi¢oes mais fortes sobre os dados iniciais.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: No capitulo 2, introduzimos
alguns resultados pertinentes ao desenvolvimento dos resultados. No capitulo 3 segoes 1 e
2, deduzimos as estimativas de energia e as estimativas L' para a solucao de (1.2). Para
isso, mostramos que para dados iniciais pertencentes ao espaco H™ x L?, com m = 0, 1, 2,
o problema de Cauchy (1.2) possui soluc¢ao global u, satisfazendo wu(t,-) € H™ para todo
t > 0. Em seguida, utilizando as propriedades da transformada de Fourier e os resultados
de interpolacdo no espaco L' N L?, deduzimos algumas estimativas de energia para u.
Ainda, utilizando a desigualdade de Young para convolucoes, obtemos as estimativas L!,
supondo que os dados iniciais pertencam & L' x L' ou Wt x Lt

No capitulo 3 secao 3, mostramos a existéncia e unicidade de solugao para o pro-
blema de Cauchy (1.1) e obtemos ainda o comportamento assintético da solugao. Para

tanto, consideramos entao o espaco,
X = C([0,00), W1) N CH[0, 00), W),

onde W7 e W5 sao espacos de Banach de funcoes definidas em R™ e um operador M definido
sobre X. Entao, provamos que X é um espaco de Banach e que sob certas condicoes o
operador M pode ser restringido sobre um espaco métrico completo A, C X e utilizando
o teorema do ponto fixo de Banach, mostramos que M possui ponto fixo.

Por fim, aplicando este resultado e utilizando as estimativas de decaimento da
solugao da parte linear, mostramos que o problema (1.1) possui uma tinica solugao global,
em qualquer espaco de dimensao n > 1, para as nao linearidades citadas anteriormente e

ainda obtemos o comportamento assintético destas solucoes.
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Capitulo 2
Preliminares

Neste capitulo serao apresentadas a terminologia, as notacoes e alguns resultados
sobre os espacos LP, espacos de Sobolev e transformada de Fourier que serao tteis no
decorrer deste trabalho.

Por Nj denotamos a n-upla de numeros naturais, incluido o numero 0. Dado

aeNy, a=(a,...,q,), definimos

n
ol =) " ay,
j=1
al =aq!. Lyl

Ainda, se f € Njj é tal que 8; < o para todo 1 < j < n, escrevemos simplesmente 5 < a.

Dado z € R", definimos z% como

(67

¢ =t g

n

Dadas duas funcoes f, g definidas em 2 C R"™, denotamos o suporte de f como

sendo o conjunto supp(f) = {x € Q|f(z) # 0}. Valem as seguintes propriedades:
o supp(f +g) C supp(f) U supp(g);
o supp(fg) C supp(f) N supp(g);

e supp(af) = asupp(f), a € R, a # 0.

Escrevemos f < g quando existe C' > 0 tal que f < Cg.

11



2.1 Espacos de Banach

2.1.1 Espacos Métricos

Definigcao 2.1.1 Seja X um conjunto. Uma métrica sobre X é uma funcaod : X x X —

R que satisfaz as sequintes propriedades:
1. d(z,y) > 0 para todos z,y € X e d(x,y) =0 se, e s6 se, x =y;
2. d(z,y) =d(y,x), x,y € X;
3. d(z,y) < d(x,z)+d(y, z), para todos x,y,z € X (Desigualdade triangular).

O par (X,d) de um conjunto X munido de uma métrica d é chamado de espago
meétrico.

Uma sequéncia (,),ey em um espago métrico (X, d) converge para = € X, se
dado € > 0 existe ny € N tal que para todo n > ngy temos que d(x,,x) < . Uma

sequéncia (y,) é dita ser uma sequéncia de Cauchy, se para todos n, m > ny temos que

A(Yn, Ym) < €.

Observacao 2.1.2 Em espacos métricos arbitrarios, toda sequéncia convergente é uma

sequéncia de Cauchy, mas nem toda sequéncia de Cauchy é convergente.

Definicao 2.1.3 Dizemos que um espaco métrico X é completo, se toda sequéncia de

Cauchy em X for convergente.

Uma funcao T : X — X, em que (X,d) é um espaco métrico, é dita ser uma

contragao se existe 0 < a < 1 tal que

d(Tz,Ty) < ad(z,y), para todos z,y € X.

Teorema 2.1.4 (Ponto Fixo de Banach). Sejam (X,d) um espaco métrico completo e
T : X — X uma contracao. Entao T possui um unico ponto fizo, ou seja, existe x € X

tal que T'x = x.

Demonstracao: Seja xy € X qualquer e definimos z,.1 = Tx,, n € N. Vamos mostrar
que (x,) é uma sequéncia de Cauchy em X.

De fato, como T' é uma contragao, existe 0 < a < 1 tal que d(Tz, Ty) < ad(z,y)
para todos x,y em X. Logo,

A(Tpi1, Tn) =d(Txn, Tap—1) < ad(p, 2p1) = d(Txp_1,TTp—2) < &Pd(Tp_1,Tn_2) < -

s < ad(wy, x).

12



Pela desigualdade triangular, para n > m obtemos

AT, 2n) AT, Togr) + A(Tmsts Tomsz) + -+ + A(Tn1, Tn)
<(a"™ 4+ o™ @ N d(wg, 1)

1 —amm
e S — | .
o o (o, 1)

Como a < 1 temos que (1 —a™ ™) < 1, logo

m

ATy, ) < 1a—d(a:0,:p1).

Além disso, temos que o — 0 quando m — oo, de modo que dado € > 0, existe

no € N tal que se m > ngy temos

(1-a)
d(on, l’l)g'

m

Portanto, se n,m > ng, temos que d(x,,,x,) < € e consequentemente (z,) é uma
sequéncia de Cauchy em X.

Como X é completo, temos que x,, — x, para algum = € X. Assim, segue que
d(z,Tx) < d(x,xy) + d(@n, Tr) < d(z, ) + ad(z,-1, 1) <&,

para todo m suficientemente grande. Logo, concluimos que d(z, T'z) = 0 ou equivalente-
mente T'x = x, ou seja, x € um ponto fixo de T'. Resta provar entao a unicidade.

Sejam x, 2’ pontos fixos de T'. Entao,

d(z,2") =d(Tx, Tx') < ad(x, ).

/

Logo (1 — a)d(x,2') = 0. Como (1 — ) # 0 temos d(x,z") = 0, ou seja, z = 2/, o

que prova o teorema. [ |

2.1.2 Espacos Normados

Definicao 2.1.5 Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo F. Uma norma sobre V €

uma funcao N :'V — R, tal que:
1. N(z) >0,V eV eN(z) =0< x =0
2. N(ax) = |a|N(x), para todos « €F e x € V;

3. N(x+1vy) < N(x)+ N(y), para todos z,y € V.

13



Um espago normado (V, N) é também um espago métrico com a métrica induzida

pela norma d : V x V — R, definida por:
d(z,y) = N(z —y).

Definicao 2.1.6 Dizemos que um espaco normado é um espaco de Banach, se ¢ um

espaco métrico completo com a métrica induzida pela norma.

Teorema 2.1.7 Sejam Ny, Ny espacos normados, No espaco de Banach e X C Ny um
subespaco. Se T : X — Ny é um operador linear limitado e X = Ny, entdo existe uma

tnica extensio T : Ny — Ny para T tal que T|X =T.

Demonstracao: Dado x € Ny, seja (x,) C X uma sequéncia convergindo para z. Como

T é um operador linear limitado e (z,) é uma sequéncia de Cauchy, temos que
1T (zn) = T(@m)ln, < Cllizn = 2mllny <e, (2.1)

para n,m € N suficientemente grandes. Logo, temos que (T'x,) C Ny é uma sequéncia de
Cauchy. Como N; é um espaco de Banach, temos que T'xz,, — y, para algum y € Ns.

Definimos,

T:Nl — No

T+ limTx,

em que (z,,) é uma sequéncia em X convergindo para x.
Afirmacgdo: Tx nao depende da escolha sequéncia x, — z. De fato, sejam (z,) e

(z,) duas sequéncias convergindo para z, entao
[Txn — Tn||n, < Cllan = znllny < Cllan — zllny + l20 — 2|lv,) <,

para n suficientemente grande. Logo, temos que Tz = lim Tz, = lim7z,, para todo

x € X. Além disso segue que,
T || x, = [[him T |, < Clim ||z, [n, < Cllz]ln,-

Portanto, temos que 7' é um operador linear limitado de N; em N,. Ainda, para
r € X basta tomarmos z, = x para todo n € N e consequentemente temos Tz =

lim Tx,, = Tx, onde obtemos que T|y = T. [

14



2.2 Espacos L?

Defini¢ao 2.2.1 Seja Q@ C R" e 1 < p < oo. Definimos os espagos LP(2) como o

conjunto de todas as classes de equivaléncia de funcoes mensurdveis f : Q — R, tais que,

| r@e < o

Teorema 2.2.2 Seja 2 C R". Se 1l < p < oo, entdo o espago LP()) é um espago de

Banach com a norma definida por

1/p
| fllr () = (/Q If(:c)]pda:) ,

Definigao 2.2.3 Seja Q@ C R"™. Definimos os espago L*(2) como o conjunto de todas
as classes de equivaléncia das fungoes u : 0 — R mensurdveis que sao limitadas q.t.p.

(quase toda parte) em €.

Teorema 2.2.4 O espag¢o L>(S2) € um espago de Banach com a norma definida por
| fllzee(@ = inf{C > 0;|f(z)| < C q.t.p. em Q}.

Definicao 2.2.5 Sejam 1 < p,q < 0o. Dizemos que p e q sao expoentes conjugados se,

11
S =1
P q

Teorema 2.2.6 (Desigualdade de Holder) Sejam p, q expoentes conjugados. Se f €
LP(Q) e g € LYQ), entio fg € L*(Q) e ainda temos a sequinte desigualdade:

1F gl = / Fo(@lde < | fllallglo.

Demonstracao: Se || f||zr@) = 0 entao temos que f =0 q.t.p. Logo, fg =0 q.t.p, e assim

/Q F@)g(@)]dz = 0 = [|]|o gl e

Do mesmo modo ocorre se ||g||Ls() = 0. Suponhamos entao que || f||r ) € [|9]|La()

sao nao nulas e 1 < p < co. Da desigualdade de Young, temos que

f@g@) - _[f@PF @)
Il llgllzaey — pIToe  algll7ae

Y

onde obtemos que fg € L'(Q), pois o lado direito da desigualdade acima é integravel.

15



Temos ainda que

1f(z)g(z)]| L1 < 1+ 1 L
I flleellgllay — 2 ¢

e portanto temos HngLl(Q) < HfHLp(Q)HgHLq(Q). [ |

Teorema 2.2.7 (Desigualdade de Hoélder generalizada) Sejam fi,--- | fx, funcgdes tais
que f; € LPi comp; > 1,1 <i<k. Se f=fi...fx ep € definido pela expressao,

Entao f € LP e satisfaz a sequinte desigualdade

1Al < A fallzr | fell o

Teorema 2.2.8 (Desigualdade de Interpolagao) Se u € LP(Q) N LI(Q2) com 1 <p<gq <

00, entao u € L™(2) para todo p < r < q e ainda satisfaz a sequinte desigualdade:

L) < HuH%p(Q)HUHE(QQy

I
em que 6 € [0,1] e,
=—4+ —. (2.2)

Demonstragao: Para ¢ = p nao hé nada a mostrar. Agora se p < ¢, temos para r = p,
0 =1eparar =q, § =0 de modo que nestes casos vale a igualdade. Suponhamos que

1<p<r<g<ooesejalcomoem (2.2). Logo, temos que

ﬁ_,_uzl_
p q

Tomando o = p/(rf) e o/ = q/(r(1 —0)), temos que |u|"® € L* e |u[""~) € L,
com 1/a+1/a/ = 1. Assim, pela desigualdade de Holder segue que

/Q|u(x)lrdx :/Qlu(x),re+r(19>dx < (/Q |“(x)|reo‘dx) 1/a (/Q |u(a:)|7"(19)a’dx> Lol
- (/Q \U(:v)\pd:c) o (/Q |u(9c)\qu)r(1_6)/q_

Deste modo, obtemos

lull e < llellzoge lull ).
(@)

16



onde 6 € (0,1). |

Definicao 2.2.9 Sejam f,g: R" — R funcoes mensurdveis. Definimos a convolugao de

[ eg, por
(f+g)a /f:v—

Teorema 2.2.10 Sejam f,g,h : R* — R fungoes mensurdveis cujas convolugoes estao

bem definidas. Entdao valem as sequintes propriedades:
1. fxg=gx*f;
2 a(f+g) = (af) xg= f+(ag), a € C;
8. (fxg)xh=[fx(gxh);

4. fx(g+h)=fxg+ fxh.

Teorema 2.2.11 Sejam f e g funcdes definidas em R™ tais que f é de classe CF, para
algum k € N, e que (0°f) = g esteja bem definida para todo multi-indice o € N com
la] < k. Entao 0°(f * g) = (0°f) *

Teorema 2.2.12 (Desigualdade de Young) Sejam 1 < p,q < oo, u € LP(R™) ewv €
Li(R™). Ser e R € tal que

1
=—-+--12>0,

1 1
r pr g

entio uxv € L"(R") e ainda ||u* v|| r@n) < [|u]|Lo@n ||V La@n)-

2.3 Espacos de Sobolev

Definicao 2.3.1 Seja €2 C R™ um conjunto aberto e 1 < p < oo. Dado um multi-indice
a € N, dizemos que u € LP(Y) admite derivada distribucional de ordem o em LP()) se

existe uma fun¢ao v, € LP(Q) tal que

[ ut@rotaas = ()7 [ wnl@otis

para toda fungao ¢ € C°(Q). Neste caso denotamos v, = 0*u.

Definicao 2.3.2 Seja 2 C R™ um conjunto aberto, m € N el < p < oo. O espaco de
Sobolev W™P(Q) € o espaco de todas as fungoes u € LP(§2) tal que 0%u € LP(2) para todo

multi-indice o € N™ com |a] < m.

17



Observagao 2.3.3 Na definicao acima, se p = 2 escrevemos H™(Q) = W™2(Q).

Teorema 2.3.4 Seja Q2 C R™ um aberto, m € N el < p < co. Entao W™P(Q) € um

espaco de Banach com a norma definida por:

lallwms = llullney + D 10%ullo@ = Y 10%ulloe)-

1<|al<m la]<m

Teorema 2.3.5 (Desigualdade de Gagliardo-Niremberg) Sejam 1 < p,q < 0o, m € N,
k € Ny, com 0 < k <m. Sejam 6,r tais que

k/m<6<1

Se w € L9 € tal que Opu € LP para todo ov € N* com |a| = m, entdo existe uma constante

C > 0 dependendo de m,n,p,q,k tal que:
IV ullr < CIV™ull g lull "

em que VIu denota as derivadas de ordem |a| = j de u.

2.4 Transformada de Fourier

Seja f € L'(R"). A transformada de Fourier de f é a fungao

(SN = f(f) = (2%)_”/2 f(z)e ™Edy,
Rn
onde z,§ € R" e 2.£ denota o produto interno canonico em R".

Teorema 2.4.1 A transformada de Fourier é um operador linear limitado de L*(R™) em
L>(R™). Vale ainda

lim f (&) =0.

|¢[—00

o —

Teorema 2.4.2 Sejam f,g € LY(R™). Entdo (f = ¢)(€) = (2m)2f£(€)§(¢).

Demonstracao: Como f,g € L', pela desigualdade de Young para convolucao, temos que
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f g€ L'. Logo a transformada de Fourier de f * g estd bem definida. Deste modo,

—

(F*9)(€) =(2m) " / (Fr )@y
~em [ [ e =gt dya

=(2m)~"/? / 9(y) . flz—y)e " dudy.

Fazendo a mudanca de varidvel x —y = z e aplicando o teorema de Fubini, obtemos

—

(F=)© =en) ™" [ o) [ 1)<z
=(2m) ™"/ / ) g(y)e Vdy / f (2)e *¢dz

A

=(2m)"2(£)§(6)-

2.4.1 Espaco de Schwarz

O espaco de Schwarz S(R™), ou das funges rapidamente decrescentes no infinito,
¢ o espaco das funcoes f definidas sobre R™ de classe C'™° tais que para todo par de

multi-indices «a, § € Ny,
[ fllas = sup [a°0° f ()] < oo.
zeR?
Observacao 2.4.3 O espaco C°(R") estd contigo e é denso em S(R™).

Teorema 2.4.4 S(R™) estd contido e é denso em LP(R™) para todo 1 < p < oo.

2.4.2 Transformada de Fourier no espago de Schwarz

Em vista do teorema (2.4.4) temos que S(R") C L'(R"). Assim, estao bem defini-

das as funcgoes,

B(O)E) = 9(6) = 2m) ™ | dla)eSda, (23)
FHB)(€) =8"() = (=€) = 2m) ™ | ¢(x)e'4da, (2.4)

para toda ¢ € S(R™).
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Teorema 2.4.5 Se ¢ € S(R"), entio ¢ € S(R") e vale a férmula,
10, 9(&) = iIF (07 (=" (2))). (2.5)
para todo par de multi-indices o, 5 € Njj.

Demonstragao: Inicialmente temos,
§100(E) = §° (@m0, | pla)e dr.
Logo, derivando sob o sinal da integral, obtemos

Saﬁgﬂg(f) :(27'()—71/2 . ga(_lx)ﬁqb(l.)e—zzgdx

—ielon) 2 [ (i) (i) olale s
=il [ (cin)ota)one e

Integrando por partes e usando o fato de que ¢ e todas as suas derivadas sao nulas no

infinito, temos

e0fo(e) =i"2m) 2 [ an((-aola))e .

n

Além disso, temos

€20¢6(€)] < (2m) 72 sup |(1+ |2 )" 107 (=) d(@)] | (1 +|af?)™" e < oo,

zeR™ | R
para todo £ € R™. Portanto, ¢ € S(R™). |

Proposicao 2.4.6 Para todas ¢, € S(R™) temos

[ otayita)is = [ dapiiads

n

Demonstragao: De fato,

o)) [ vty rdyds
= [ vwen ™ [ e sy
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Teorema 2.4.7 (Férmula de inversao) Para toda fungio ¢ € S(R™), temos

~ —

()" = (¢¥) = ¢

Teorema 2.4.8 (Plancherel) Para todas as fungoes ¢,1p € S(R™) valem as igualdades

Sy (@)de = | d(x)i(w)dz,
R™ R™
o)z = [ fota)Pdr = [ 16"(@) e
R™ R™ R™
Tem-se ainda que § extende-se unicamente a um isomorfismo sobre L?.

Demonstracao: Considere ¢ = . Segue da férmula da inversad, que

~ ~

P(E) =2m) ™ | (x)(x)e " da
—(2m)"? / Sy Edn

:(271')_”/2 WCZI’

Logo, 1& = 1). Pela proposicao 2.4.6 temos,

—

| $a)p(@)ds = anﬁ(m)&(m)dm: 3(x)d(z)dz.

—
~

| @Pdr= | $@)e(e)dr= | (x)o(x)dr =

~

S(@)ola)de = | |o(a) da

Rn

Pelo que acabamos de mostrar, a transformada de Fourier é um operador linear
limitado de S(R™) — L?. Como S(R™) é denso em L? | pelo teorema 2.1.7, existe uma
tnica extensao § : L? — L%. Do mesmo modo, obtemos que §~ ' pode ser extendida de

modo tinico em L?, obtendo assim um isomorfismo.

Proposicao 2.4.9 (Desigualdade de Hausdorff-Young) Seja 1 < p < 2. Entdo a trans-
formada de Fourier pode ser extendida unicamente a um operador § : LP — L4, onde

q>1¢étal que 1/q+ 1/p =1, e satisfaz ainda a sequinte desigualdade

IS e <N fllee, VS € LP.
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Capitulo 3

A Equacao de Onda Duplamente

Amortecida

Neste capitulo, estudaremos os resultados de existéncia, unicidade e comporta-
mento assintético da solugao para o problema de Cauchy de equagoes de onda duplamente

amortecida (amortecimento friccional wu,; e viscoeldstico —Auy),

uy — Du+uy — Auy = f(u), t>0, xR,
u(0, ) = up(x), x € R", (3.1)
u(0, ) = up (), x € R”,

sob a presenga de nao linearidades do tipo, f(u) = |u|?, |u|? ou |VulP com p > 1.
Para tanto, primeiro deduziremos algumas estimativas de decaimento para a solugao

da parte linear deste problema,

Utt—Au+Ut_AUt:0, tZO, I’GR”,
u(OJ l’) = uO(:C)7 VIS Rn7 (32)

u (0, 2) = uy(x), x € R",
onde os dados iniciais pertencem aos espacos
(LN HY) x (L' N L?) ou (Wt N H?) x (L' N L?).

Devido a presenca simultanea dos termos de amortecimento viscoelastico e fricci-
onal, veremos que a solugao para (3.2) ganha boas propriedades as quais nos permitem
deduzir as estimativas de decaimento que serao uteis para provar a existéncia global de
solucdo para o problema de Cauchy (3.1), em qualquer espago de dimensao n > 1 para
dados iniciais suficientemente pequenos.

Para iniciar, suponha que ug,u; € L% Apds realizar a transformada de Fourier

em (3.2) em relagao a variavel x, obtemos o seguinte problema de Cauchy com relagao a
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variavel &,

’&tt + (1 + |§|2)ﬁ't + |€|2A = 07 t 2 075 € Rn’
(0, 8) = o (8), (3.3)
(0, €) = a1(8).

As raizes caracteristicas para esta equacao diferencial ordinaria em relacao a variavel

tsao A\; = —1 e Ay = —[£|*. Deste modo, a solucido para o problema acima ¢ da forma
a(t, €) = Cr(€)e™ " + Cy(€)e ™.

Utilizando as condigoes iniciais, C(§) e Cy(&) devem atender ao seguinte sistema,

C1(§) + Co(§) = 1o(€)
—[£2C1 () — Ca(&) = 1 (§).

Apés resolver o sistema acima, obtemos a seguinte solu¢ao para o problema (3.3),

eter? _ €]2et e tE? _ o=t

alt, &) = 1— [¢]? “0<5)+1_—|5|2ﬁ1(€), se [§] #1

(1+t)e " ag(&) + te tur(€), se [&] =1.

Observacgao 3.0.1 Pela regra de L'Hopital, para cada ¢t > 0 fixado temos,

—ts? 2,—t —ts? —t
e — s%e —2ste — 2se

() Ty =l =l e = (L e
—ts? —t —ts?

N . € —e . —2ste . i, g

G e =i Ty e =i

Assim, definimos as fungoes,

e P — |g]2iet

1
gho=1 1-r < H7L
(J+te™, se ¢ =1,
para j = 0,1. Deste modo, temos que

em que g;(t, -) é continua em R™ para j = 0, 1, pela observacao (3.0.1). Além disso, temos

—t

que g;(t,-) é limitada em R", pois ‘£1|im go(t,&) = 0, |g1\im g1(t, &) = e Logo, existe
—00 —00

C > 0 tal que
a(t, §)| < C(lao(§)] + [@1(E)])-
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Como ug, u; € L?, temos 1y, U; € L? e consequentemente,

[, )2 < Clltollr2 + [[da]|22),
ou seja, u(t,-) € L*. Considerando u(t, -)

S Y(a(t, ), isto é
u(t,z) = (27r)_"/2/

n

a(t, et de, (3.5)

esta funcao estd bem definida e ainda pertence a L? para cada t > 0.

Ainda, se m = 1 ou 2 e @ € N é um multi-indice com |a| < m, entdo |£[1*lgy(t, &)
continua limitada em R"™, de modo que

|(2§)~a(t, §)] < C([(i€) o (§)] + a1 (E)]).

Assim, se ug € H™, pelo teorema de Plancherel e pelas propriedades da transfor-
mada de Fourier, |[(i€)*d]|r2 = ||0%uol| 12, de modo que

10%u(t, )]z = [1(2€)*alt, )| 2 < C[[(€) ol 2 + [[tnllz2) = C (107 ol 2 + [[ur|z2),

onde obtemos que u(t,-) € H™.

Concluimos entao que, se ug € H™, m = 0,1,2, e u; € L?, entao o problema de

Cauchy (3.2) possui solucao global u, dada por (3.5), e ainda satisfaz u(t,-) € H™, para
todo ¢t > 0.

Agora, consideremos os seguintes subconjuntos de R™:

Qo = {€ e R"[|¢] < V3/2},
O = {€ e R"|¢] > V5/2}.

Logo, existem fungoes yo e x com 0 < xg, x < 1, tais que,

e xo € C=, supp(xo) C Qo com o = 1 sobre {£ € R"[|€]? < (1/2)};

o x € C™ supp(x) C {€ € R"|[€]? < (3/2)} com y = 1 sobre {£ € R"||€]? < (5/4)}.

Definindo x; = 1 — x, temos x; € C®, 0 < x1 < 1, supp(x1) C Q1 e x
{€ e R"[|€]? > (3/2)}. Considerando entao,

1 sobre

h=x0+x1+(1—xo0—x1)

temos h = 1 sobre R". Deste modo, segue que

u(t, &) = u(t,&)h(§), para todo £ € R" et > 0.
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Definimos as funcgoes

onde yx = (1 — xo — x1) e & é a fungao definida em (3.4). Logo, podemos reescrever @

como U = Ug + Ug, em que
e el
aq(t,€) =< ‘5,2(\51” o(§ )+ﬁ1(€))+1_—’§‘2(ﬁo(5)+ﬁ1(€))> (xo(&) + x1(£)) (3.6)
e T o)) (), se €] £
Qre(t, &) = - T jgp XS @3
[(L+t)e " ao(§) + te " (§)]xx(§), se [ =1
) C Qr = {1/2 < [§* <

Evidentemente, supp(uqa(t,-)) C Qo UQy e supp(tg(

3/2}. Além disso, temos que
u(tv ) = gil(a(tv )) = Sil(aﬂ(t )) + Sil({”{(t’ ))
A fim de obter os resultados acerca do comportamento assintético de u, estudare-
= _1(IALK).

= 3_1(119) eug = 3§

mos separadamente o comportamento das funcoes uq

3.1 Estimativas de Decaimento de uq

Nesta secao, estudaremos o comportamento assintético da funcao ug definida por
(ta) = (2) 2 [ aft, e 39

onde g foi definida em (3.6). A fim de facilitar as contas, vamos decompor a fungao ug
como a soma de duas funcoes u~ e ut e obter as estimativas desejadas sobre cada uma

Para tanto, considere as funcoes

(¢Paoe >+a1<§>>) (x0(&) + 21 (6)),

(8) = ( e
*t\£|2
i (€)= (1 el >+ul<§>>> (0(&) + x1(6)).
De

Observagao 3.1.1 Note que [£]*/(1 — [£]?), k = 0,1,2 € limitada em Qo U
fato, considerando a = /3/2 e b = /5/2, se £ € Qy temos que |£[F < a* < 1, logo
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l—a®><1—[£P = (1—-[¢*) " < (1 —a*)"'. Consequentemente

S L,

I[P ~T-a”

k
‘ <l VE € Q.

1— ¢

Por outro lado, se & € Qy temos que b* < |£|?, logo |E]20* — |€|* < |€]26* — b2, Consequen-
temente

k 2 2
P

= Q.
Er—1 S fgE-1 SEor e

' €1
L&

Ainda, se ug,u; € L?, temos que 4 (t,-), 4 (t,) € L2 Definimos entdo as fungoes

u” e u’ por,

§Ha (), (3.9)
ut(t, ) =FHar(L, ). (3.10)

Por outro lado, se ug € H™ com m = 0,1,2, u; € L? e @ é um multi-indice com |a| < m,

pela observacao 3.1.1 segue que
) a"(t, )] < C(|(i) tio| + |aa]).
Consequentemente,

[ (&, [ em < Cllluollm + l[ua]z2),
[ (&, e < Clluollem + [Juallz2).

No que segue, buscaremos algumas estimativas de decaimento para a fungao u~.

Proposigao 3.1.2 Seja u~ definida em (5.9). Se (ug,u1) € H*> x L?, entdo u~ satisfaz

as sequintes estimativas:

“(lluollzr> + lluall2);

Se
(i) luy (&)l < e (lluollzz + [luallz2)-

Demonstragao: Pelo teorema de Plancherel e pela observacao 3.1.1 temos que,

—t 2
[Aw™ (8, )2 =€ ()] = 6_|§| S (1€ a0 + 1) (x0(&) + xa(§)
1 —[¢] L2(Q0U01)
e !¢l 2 Sk 2
1— |€|2(|§| bt ) 12(00) = |5|2(Ifl b+ ) L2(0)

Se (P ao + | 2y + 1A + G| 220y))
Se 1P ao + 2 < e (|| Auoll e + [Jua|z2)

Se (uoll w2 + lJuall2)-
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Logo, obtemos o item (i) desta proposigao. Por outro lado,

Jug (&) l[z2 =llay (@& )l 22000 S N4 (&) llz2ie) + [1ag @& ) 2@
[ I H [ 1
Uy + Uuq + Uy +
(Hl—m? = e -t T e
(R o .
=161 7l z2a0) 1 [e"
+H +H e
1—\5! T S LR el (S PP

Se (ol 2 + |l z2) = e ([Juoll 2 + s z2)-

Portanto, o item (ii) desta proposi¢ao também esta provado.

L2(9) )

Proposigao 3.1.3 Seja u™ definida em (3.9). Se (ug,u1) € H' x (L* N L?) em € [1, 2]

satisfaz,

entao
IV ()2 < e (luollm + llua ).
Demonstracao: Pelo teorema de Plancherel, segue que,

ou~
a—xj(ta )

IV 0, = (Z

Jj=1

Por outro lado, para cada 1 < j < n, temos

1(&)a ()l = [1(@&)a (L, )l 2@ou0n)
- € H 5.
<
~ € ( |£|2(§J) (Qou91)+ 1 ¢
Note que,
§ |l 1+ :(1+|€D21 1< 1y
e < e < e e e S e v

Assim, tomando r = 2m/(2 —m) (r = 0o, se m = 2), temos que

1 1
m m'’

) (Z (&) >/

(3.11)
QoUQ1)

S Q()UQI.



em que m’ denota o expoente conjugado de m. Deste modo, segue que (1 + |£[)~t € L".

Pela desigualdade de Holder, obtemos

1L+ 1) e < L+ 1ED M or | pmr < 1L+ 1) er e || -

Logo,
ij ~ < -1~ <
el SN+ 1D e < luallm. (3.12)
- ‘5’ L2(QoUy)
Além disso,
‘5’2 . ~ . ~ 8u0
(i€5) o S 1(i&)aolle = || 53— (3.13)
Hl_ I35 ’ L2(Q0UQ) ’ 0z || 2
Usando (3.12) e (3.13) em (3.11) obtemos a seguinte estimativa
1(i&)a™ (¢, )2 < e (105uoll 2 + [Jua]| ).
Portanto,
IVu™(t, )iz < e (luollz + [luallzm).
|

Proposigao 3.1.4 Seja u~ definida em (5.9). Se (ug,u;) € L* x (L* N L?*) e m € [1,2]

satisfaz,

entao,
lu™(t e < e (lluollzz + lurllzm).

Demonstracao: Pelo teorema de Plancherel, segue que

- T . || €A + @
e = () lie = (s S et || et
— & L2(Q0U0)
- 7 1
< et H | i | ' (3.14)
( 11— |€|2 L2(QoU) 1 - |€|2 L2(Q0U01)
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Note que,

. (1 + |§|2) (1 + |£’2)71 S (1 + |£’2)717 V£ € QO U Ql-

=g

' 1
1—[&?

Deste modo, tomando r = 2m/(2—m) (r = oo se m = 2), segue por hipétese que r > n/2,

de onde obtemos que (1 + [£|>)™! € L". Logo, pela desigualdade de Hélder, temos que

| _ N
Hﬁul SN+ 1EP) el g < Nunllzm. (3.15)
‘£| LQ(Qouﬂl)
Temos ainda,
2
e S liolls = ol (3.16)
- |€’ LQ(QoLJQl)

Portanto, usando (3.15) e (3.16) em (3.14), concluimos que

lu™(t )z S e (lluollze + [lullzm).

No que segue procuraremos algumas estimativas de decaimento para a funcao u™.
Proposigao 3.1.5 Seja u™ definida em (35.10). Se (ug,uy) € (L' N H?) x (L' N L?) e
m € [1,2], entao u™ satisfaz a sequinte estimativa,

n _ |of

o7 o5 (t, )2 S (1472 " ([Juollzm + lluollzz + Juallzm + lJuallze),

onde « € N, k € N com |a| +2k =0,1,2 e r = 2m/(2 —m) (sendo r = oo quando
m=2).

Demonstracao: De fato, dados o € Nj e k € N tais que |a| + 2k = 0, 1, 2, pelo teorema

de Plancherel temos que

105 07 u™ (¢, )] 2 (3.17)
=107 (@) a* (¢, 22 < 10 (G€) ™ (¢, )z + 107 (1)@ (t, )220y

o e o
S ||1€1 o, 1_—|§|2(U0 + ) +HIEM | 1 |£’2(U0 + 1)
12(00) L2()
S (g + )| 20 + lle™ " (10 + 1) [ 12(00). (3.18)

uma vez que (1 — |€2)7! ¢ limitada em Qq e |£]!®F2F /(1 — |£]?) é limitada em €2;, dado
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que |a| + 2k < 2. Para & € Qy, temos e > < e~ e consequentemente

—t|€12 /A ~ — ~ ~ — ~ ~
le™ (@0 + )20y < e (ol z2@n) + linllza@n) < e (llollragen) + Il [l 2@n))

= ¢ (Juollzz + fluall2). (3.19)

Por outro lado, para & € Qg e t € [0,1] temos |€]!*1+2ke~1E* < 1. Consequentemente

r 1/r 1/r
€]~ L) < ( / d&) < ( / dg) — QY. (3.20)
QO Q0

onde |A| denota a medida do conjunto A C R™. Agora, se t > 1, fazendo a mudanca de

| |leH2k el

variavel n = v/t€, obtemos

12
WQMH%eﬂﬂHUmwf§<é

n _ |of

1/r
_e2|” _n_lal_ _1n2
jglebreheie df) = t73 2 F [yl e L

(3.21)
Note que para t > 1, temos
p-Bok < BBk
enquanto que para t < 1 temos
1S (L4t 55t
Logo, por (3.20) e (3.21) segue que
o _ _n_lof
Nt g S (14 8)7F 58, (3.22)

Pela desigualdade de interpolagao, temos que (ug + uy) € L™ para qualquer m € [1,2], e
portanto (i + @) € L™ (m’ expoente conjugado de m). Assim, como r = 2m/(2 —m),

temos que

9

1
r

N | —

1 1
m! m

DN | —

e deste modo, por (3.22) e pela desigualdade de Holder segue que

_ 2,4 N _ 2 ~ ~
I1€]11+2*e= 1 (g + an) 20y S IEN*e™ | ey (N0l v ) + ]l v )
_n_lof A ~
S (0777 (faoll o gy + 18 ]| o ()
_n_lof
< (14672 (fluollpm + [lua | m). (3.23)

Portanto, usando (3.19) e (3.23) em (3.17), concluimos que

n _ |of

1070w (t, Mie2 S (14727 = F(Jluollzm + lluollzz + luallzm + lluallz2).
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Corolério 3.1.6 Se (ug,u;) € (L' N H?) x (L' N L?), entao,

(4) S A+ (luollzz + [l z2);
(@) [ Aut(t e S @ +8)75 (luollw + lluollaz + lluallr + [luallz2);

(iid) S ()2 S A 4+8) " (luoll e + luallz2);
)t e S A+ 075 (luolle + lluollze + lluallor + lluallz2).

[Aw™(E, )| )"

( )"

=

(v )"

Demonstracao: Pela proposicao 3.1.5, para m = 2 (r = 00), o = 2e; e k = 0, temos que

O*ut 1

Sz &) S @87 (luollrz + [[ullz2)-

ox?
j L2

Portanto,
" || 0%ut 2\ .
1Aut (e = D |5 () S A+ (Juollzz + lluallr2)

j=1 8xj L2

<(T+8)" (ol e + |l || z2)-

Logo, o item (i) estd provado. Por outro lado, para m =1 (r = 2), o = 2¢; e k = 0,

temos

H 82u+

o >H < (1485 (fuollor + luollze + flutll s + fusllzr):
J

Logo, o item (ii) também esta provado. Do mesmo modo, para provar (iii) basta tomar-
mos m = 2 e k = 1, enquanto que, para provar (iv) tomamos m = 1 e k = 1 na proposic¢ao

(3.1.5). o

Proposigao 3.1.7 Seja ut definida em (3.10). Se (up,u1) € (L' N HY) x (L' N L?) e
m € [1,2] satisfaz,

n (l - %) <1, (3.24)

m

entdo, um satisfaz as sequintes estimativas

. 1 n/i1 1
@) Vet e S (14877 262 (ugl|m + ua [l om);
.. _n_ 1
(i) IVt () e S (L4675 2 (uolln + luollpm + [l |z + |l o).
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Demonstracao: Pelo teorema de Plancherel, segue que,
n

[Vut el =32

out

8_%@’ )

2 n

= llesat )5 S et ). (3.25)
L2 j=1
Por outro lado, temos que,

H|§|ﬂ+(tv')”L2 5 H|§|ﬁ+<t=')||L2(QO)+H|§|a+(tv')“L2(Ql)

Sj %etﬂz(ﬁo -+ ﬁl) + 1_|L|26t<a0 + ﬁl)
I3 L2(Q0) [3 L2(Q)
t€)? |€|2+172 t
< e " (g +u e "(up + u
el ot gy T T it ]
< —t[€l? (5 A =1 ,—t(n A
NERISE (o + 1) L2(50) + H\f’ e (o +U1)HL2(QI)- (3.26)

Sejam m € [1,2] satisfazendo (3.24) e r = 2m/(2 — m) com r = oo se m = 2. Como
up +u; € L' N L2, pela desigualdade de interpolacao, temos vy + u; € L™, de modo que

lio + 11 € L™ . Além disso,

1
m'’

S| =
DN | —

S|

>
de onde obtemos que [£|7! € L"(€;). Logo, pela desigualdade de Holder,

le™ €17 (@0 + @) 2@y < €I lrn 10 + il oy
< 6_t|||§|_1|lLr(ﬂl)||a0+a1||Lm’(Rn)

< e '(luollm + lluaflzm)- (3.27)
Por outro lado, utilizando (3.22), temos
l1le™ ™ llzr@y S (146752,
Novamente, pela desigualdade de Holder obtemos,
11€le™4F (@t + @)l 2000y S (1+)75 2 ([luolm + ua | ), (3.28)
Utilizando (3.27) e (3.28) em (3.26), e substituindo em (3.25), obtemos o item ().

1

IVt (8 ) e S (04672262 (ug| pm + [Juallom)-

32



Agora, utilizando novamente (3.22) e pela desigualdade de Hoélder, temos que,

_ 2, ~ _ 2 N ~
11€e™ 41 (g + ) || 220y SIIEIE™ | 22 |0 + @in || oo (20)
n 1
ST+t 2 (JJuollzr + [Juallzr)- (3.29)

Portanto, utilizando (3.27) e (3.29) em (3.26) e substituindo em (3.25), concluimos o item
(é2). l

Proposigao 3.1.8 Seja ut definida em (3.10). Se (ug,u1) € (L* N L?) x (L' N L?) e

m € [1,2] satisfaz
1 1
- _ 2 3.30
" (m 2) =5 (3:30)

entdo ut satisfaz as sequintes estimativas

. _n(1 _ 1
@) Nut e S 0+ 072G (ugllm + ua | om);
() ut(t e S (L4675 (ol + lluollzm + [z + ua]lm)-

AR AN

Demonstracao: Pelo teorema de Plancherel temos que,

lu (e = (@)l < " (@ )l @ouan)
67t|£‘2

— te
1—[¢]?

L2(Q0)

L2(1)

1
1—[¢?

pois e ¢* < e~ para £ € Qy. Seja m € [1,2] satisfazendo (3.30) e defina r = 2m/(2—m).
Entdo por hipétese, temos que 7 > n/2 de modo que (1 + [£]*)~! € L". Como

(R
e

' 1 A+]eP) S L+ g2 veeQ,

1— g

pela desigualdade de Holder, obtemos

1L =161 (o + @) |2y S N+ 1€17) 7 (o + dia) | e
< @18 e llo + il < Nluoll o + uall .

(3.32)
Por outro lado, como e "¢* € L7 utilizando (3.22) segue que
le™ ™ o + @)l z20p) < lle™ ™ lurllito + i | o
_n(1l_1
S (40 FE ) ugllpn + flu| ). (3.33)
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Portanto, utilizando (3.32) e (3.33) em (3.31), obtemos o item (7),

1 1

b (e S (U4 6)7 62 (Jugl m + | m)-
Agora, note que,

_ 2,4 ~ - 2 U U
le™4F (G0 + @)l 200y <lle™ (| 2oy lli0 + @1 [l 2o ()

<L+ 875 (luollzr + lJuall). (3.34)
Logo, utilizando (3.32) e (3.34) em (3.31), provamos o item (i7) desta proposicao. |

Proposicao 3.1.9 Seja uq definida em (3.8). Entao:
(a) Se (up,uy) € (L* N H?) x (L' N L?), valem as sequintes estimativas:

(@) NAua(t, )z S L+ (luollmz + lluallze);

(i) NAua(t, e £ (L4675 (luollzr + luollaz + llunllp + fuallze);
(iid)  Nuge(t e S (L +6) 7 (Juollzz + [luallz2);
() lug(t, Mz S L+ T (fuollzr + lluollze + luollzr + fluallz2).

(b) Se (ug,uy) € (L* N HY x (L' N L%) em € [1,2] € tal que,

valem as estimativas:

(v) [ Vua(t,-)| 2
(vi) [[Vualt,-)] L2

(c) Se (ug,uy) € (L*NL?) x (L*NL?) em € [1,2] € tal que,

1 1 ~9
n\——3 )
m 2
valem as estimativas:

.. _n 1
wii) Jlua(t. )z S 1+ G (luolln + lluollze + funllm);

(viii) |lua(t,)|z2

—~
[u—
+
~
S~—
|
N

(Juollzr + lluoll 2 + flunllz + [lunl[Lm)-
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Demonstracao: (i) Pelo item (i) da proposicao 3.1.2 e do corolario 3.1.6, temos que

[Aua(t, )2 <[ Au(t )2 + [Au'(t, )] 22
Se” (Iluollm + lluallz2) + (1 + )7 (luollm + [Juallz2)
SA+8) " (luollzz + fluallz2)-

(77) Pela proposicao 3.1.2 item (i) e pelo corolario 3.1.6 item (i), segue que

| Auq(t, )2 <[ Au™(t,-)||2 + |Au™(t, )| 2
Se (Juollmz + llwr||z2) + (L +8) "5 (JJuollrr + lluollme + uallr + ]| z2)
S+ 75 ([fuollpr + Nluollmz + Jwn]lpr + [lusllz2).

(7ii) Pela proposigao 3.1.2 item (i7) e pelo coroldrio 3.1.6 item (7i7), segue que

luee(t, )z <llug (8 )llzz + llug (¢ )22
Se " (luollzz + llurllze) + (1 + ) ([luollz2 + lua]l =)
S+ (luoll 2 + [Juallz2)-

(1v) Pela proposi¢ao 3.1.2 item (ii) e pelo coroldrio 3.1.6 item (iv), temos

e (t, e <llug ()22 + [Jui (2, )|z
Se '(luollzz + flurllzz) + (L +8) 75 (|Juollrr + [luollr2 + lluallzr + ||| z2)
S+ (Jluollpr + lluollze + fludllzr + fluallzz)-

(v) Pelas proposigoes 3.1.3 e 3.1.7-(i), segue que,

IVua(t, )z <IVa(t, ) + [Vt ()]
1 n/i1 1
<Se (ol + lJuallpm) + (14 6)2 G (ug| g + [[un ]| )
_ 1l n(l1 1
<1477 262 (JJuol| o + o]l + Jua |l om).

(vi) Segue das proposigoes 3.1.3 e 3.1.7-(7),

[Vua(t, )z <IVu™ (8 e + [[Va' (&) 22
_ _n_1
Se (ol + [lunllzm) + (1 +4) 7572 (luollr + luollm + luallzr + flual[zm)
_n_1
S+ 772 (luollmr 4 Nuollzr + lual[rr + [[ullzm).-
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(vii) Segue das proposicoes 3.1.4 e 3.1.8-(7), que

lua(t, )z <lu™ ()2 + lu” (@)l

_n 1
e (Jluollzz + lurflzm) + (14672 G 2) (Jlug | + [fua|zm)

_n(1_1
S+ 8728 (lul| e + [luoll 2 + s [l)-
(viii) Por fim, segue das proposicoes 3.1.4 e 3.1.8-(ii), que

lua(t, Mz <llu™ ()2 + u™ (¢ )z
Se  (lluollzz + llurlzm) + 1+ )73 (Jurllzo + lluollzm + luuallzr + [l [l )
S+ )74 (Juollm + lluollz2 + llur|zm).

3.1.1 Estimativas L' de uq

Proposicao 3.1.10 Sejan > 1 e xo € C*(R") tal que supp(xo) C B1(0) e constante

em alguma vizinhanga da origem. FEntao:

> 2

Demonstragao: ver [6] pagina 19.

Proposicao 3.1.11 Sejan > 1 e x; € C°(R") tal que supp(x1) C R\ B,(0) e constante
para |x| > R para algum R > 0. Entdo:

1 3
fom5 () o () =

Demonstragao: ver [6] pagina 20.

Proposigao 3.1.12 Seja u™ definida em (5.9). Seuy € Wh! euy € LY, entaou™ € WhH!

e valem as sequintes estimativas:

@) Nu )l S e ol + fluallzy):
(@) g ()l S e (luollzr + [luallz);
<

(itd) [IVu=(t ) < e (luollwrr + fluallz)-

Demonstracao: Para £ € )y, podemos escrever

(0.9 =~ (o + n(e) + 19)) wae) (3.35)
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enquanto que para £ € {2y, escrevemos

70,6 = (g 00(©) + 006 + () (e (3.36)

Agora note que,

uw(t,z) = (2m)"/? / a(t, €)e™4de
Rn
= (2m)™"/? / 0 (t,€)e™tde 4 (2m) ™2 / a(t, €)e™tde. (3.37)
Qo Ql

Logo, utilizando a identidade (3.35) temos que

(2m) /2 / 0 (t,€)e e de
Qo

R O SN »
= en o [ et (o + )+ ) vl

= —enet [ () e + e
—m) e [ ol s

Pela proposigao 3.1.10 e pelas propriedades da transformada de Fourier para convolugoes,

obtemos

en o [ aregensie = e ten (57 (g0 s+ w

+(E (x0) * u1)(2))

Assim, como ug, u; € L, pela desigualdade de Young segue que

Al (e
n S (‘31<1—||s|2"°)

HIF (xo) e + lluoll 1)
S e (luollor + fluallp). (3.38)

[|uo 4 [ 21
1

H@w)—"/? /Q 0 am(t,&)e"0dg

L
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Do mesmo modo, utilizando a identidade (3.36), temos que

(2m) ™/ /Q 1 W (t,€)e™ede
= e [ (e (€ + 04(©) + () (e
= e [ (@) (@) + an(e)esas
+(2m) T 2e / ] o (€)x1 (€)™ de. (3.39)

Note que, pela definicao de xi, o ultimo termo da equacao anterior pode ser escrito da

forma,

em) 2 [ aepa(©enias = @m [ aalgenids - 2m " [ aa©xe)endg

= uo(®) — (§"x * uo) ().
Desta forma, de (3.39) temos que
2m) [ (e
971

= en (57 () o+ ) + 3 o)

= et (57 (1 a®) o+ (o) + wofe) — (50 + )0))

Pela desigualdade de Young e pela proposigao 3.1.11, temos

H@w)‘"” / a(,©)eO%de||l S e (IFE = 1) )l o + w1

Lt
HISTH 0O e lluollzr + [luoll 1)

S e lluollz + [Juaflp). (3.40)

Finalmente, utilizando (3.38) e (3.40) em (3.37) e notando que u; = —u~, concluimos
que v~ ,u; € L' e valem os itens (i), (i7) desta proposigao.
Para provar (#ii), basta notar que para & € {2y podemos escrever
€17 i&;

i (1.9 =~ (1L miginle) + @) ) (3.1

enquanto que para £ € )y escrevemos

im0, = ¢ (16000 + 60O + (@) a2
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para qualquer 1 < j < n. Note que,

) = §7ig (1.0)
— @m) /R g (1, ) g

= (2m)™"/? / i;0 (t,€)e™Sde + (2m) /2 / i€&50 (t, €)™ Cdg. (3.43)
Qo Q1
Logo, utilizando a identidade (3.41), temos

—n/2 e zacfd
2 [ i, e
2 o
—en ™ [ ot (i) +
_ —n/2 |£|2 e ix.§
= ¢ (27T> . 1 — ‘€|2 XO(&) (Zg]u(](f))e dé

—eten o [ (9o ) weds

o <s>) Yo(€)eiSde

Assim, pela proposicao 3.1.10 e pelas propriedades da transformada de Fourier para a

convolugao, obtemos

) [ g gesie =~ (57 ()« (32)) @
— e7t(2m)"? (3—1 <1 i€f§|2xo> * m) ().

Como (Qug/dz;),u; € L', pela desigualdade de Young, temos que

—n/2 P i(.)¢ —t -1 |€|2 %
H(Zw) /QO W& (t,&)e’ o de ; Se 'l (1 — |§|2Xo) oz |
fet|3! ( % ) . 3.44
€ 11— \SPXO B [z (3.44)

Por outro lado, de modo anélogo, utilizando a identidade (3.42), temos

: ou ou 1 ou
—n/2 e ix.g _ —t [ YH0 A1 ) -1 e
e [igioesie = ot (G =500+ 520+ 5 () < (52)

“HS"I <|£|2€J_ 1X1> *u1> (SU)

Deste modo, como (Jug/dx;),u; € L', pela proposi¢ao 3.1.11 e pela desigualdade de
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Young, segue que

H(zm"” [ i . gevsag
1951

Ll
_ 8U0 _ 8@60 _ 1 8U0
< t i 1 1 i 1 -
= (‘ O L1+||8: GOl Ox; L1+Hg (|§|2—1X1) 11075 ||
-1 ifj
n Hs (| ot 1X1) ) ||ul||L1)
ou
< o7t Z0 1. A4
s (|32 e (3.49

Logo, utilizando (3.44) e (3.45) em (3.43) obtemos

11

Portanto, temos que u~(¢,-) € Wh! e vale o item (i77). Desta forma esta proposigao estd

o
(9.%]'

8u0

8:15]-

<t7 )

; ||u1||L1) |

Ll

provada. [ |

Observacao 3.1.13 Para cadat >0 e j,l,k €N, com1<j<nel+k=0,1, temos:

BIOIGRS

Definimos «a(t, z) = (7/t)"/? exp(—|z|?/4t). Fazendo a mudanca de varidvel n =

(4t)~Y/22 temos,

Ll

n+m

[l™e " d = (48)2 | |n|™ e 1.

2
|$|m6_%dl‘ = (4t) 5
Rn R®

Logo, temos que

m n n+m m_—|n|? m
™ at, Mo = (x/0)"2(4) "2 e 0 < /2,

Como as derivadas parciais de o sao dadas por,

Oa - 1 5
E(tax> —504(15,56) + @W a(t, z),
Oa -y

o (1) =5t 2),

obtemos o resultado desejado.

Observacao 3.1.14 Note que, T (e "€*) = a(t, z), para t > 0.
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Proposigao 3.1.15 Seja u™ definida em (3.10). Se ug € Wht e u; € LY, entao valem

as sequintes estimativas:

(@) () S (ol + luaflzo);

.. _1

(@) [Vur @t )l < 0+ )72 ([Juollwrr + [luallz);
(id) luf (&) S A+ (ol + [lullze).

Demonstracdo: Primeiro vamos mostrar para t > 1 e neste caso, lembramos que ¢t~ <

(1+t)~t. Para £ € Qg podemos escrever,

2
(&) oyt (t,€) = ((i&;) 0 e (ao@ + i (€) + 5 'f|| g (0(6) + @1(5))) xo(€)
(3.46)
enquanto que para £ € {21 escrevemos,
g ot (1) = (i ok ) (WMD) v, aan

com j,k,l €N, [+ k=0,1e1<j5<n. Note que,
Oiout(t, ) = §1((i) oy ut (¢, €))
= (2n) " [ (igy) ok (r )
= (2n) " [ (igyyokate )etag + (2 [ (igy) ok (r e
Q o
(3.48)

Utilizando a identidade (3.46), temos que

(2m) /2 / (i€, O (1, €)™ e
Qo

= (2%)—”/2 /n((igj)lafe—tsb) <@0(§) + al(g) + 1|_€—||2§|2(@0<§> + @1(5))) X0<§>eix.§d§

= (27T)7"/2 /n((jgj)lﬁfetfp)(ao(@ I ﬁl(f))xo(f)em'gdf

+ (2m) "2 /Rn((igj)lafe—tlfz) (116—”5‘29(0(5)) (ti(€) + 11 (€)™ de
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Pela proposicao 3.1.10 e pelas propriedades da transformada de Fourier, obtemos

(2m) /2 / (i€, ki (¢, €)e<de
Qo

= (5" (x0) * & ((i&) 0 e 1) (i1g + 111 ))) ()

+(F T (xol€P/(1 = [€1%) % &1 (1) 0 e 1) (g + 11y ))) ()
= (F " (x0) * (QLOFF (7)) * (uo + 1)) (@)

+ (T (xol€/ (1 = [€1%) * (D50FF (7))  (uo + ua) ) ().

Assim, como ug,u; € L', pela proposicao 3.1.10, pela observacao 3.1.13 e pela desigual-

dade de Young, temos

<N080E5 (e ) 1ol + wal| 1
Ll

!
SA+6)7 2 (fJuollr + fJuallz)- (3.49)

H@”)_W /Q (i) oFat(t, €)' e dg

Do mesmo modo, utilizando a identidade (3.47), temos que

(2m) /2 / (i&;) oFat (¢, £)e™d¢
Q1

= —(277)*71/2 /n((igj)lafeﬂ@) (’5‘21_ 1X1(f)> (ﬁo(f) +a1(€))eix.gd§

Pela proposicao 3.1.11 e pelas propriedades da transformada de Fourier, obtemos

(2m) "2 / (i€, Dbt (1, €) i
= (a1 — JER) # (BLOEF () x (g + ) (2).

Logo, pela proposicao 3.1.11, pela observagao 3.1.13 e pela desigualdade de Young, segue

que

< 1050FF (e M) 1o fJuo + ||
Ll

!
S @+ 2 (Juollr + fluallz)- (3.50)

H@w)-"/? [ ot e
Q1

Assim, utilizando (3.49) e (3.50) em (3.48), obtemos
l
10508 u™ (8, Iz < (L + )72 ([Juoll e + lJuallze),

paracada 1 <j<nel+k=0,1.
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Por outro lado, para t < 1, podemos escrever

(56, )it (1, €) = P ( (i) + a1<£>>) Yo(©)

(.9 = () + 019) ) xa©

para £ € )y enquanto que para & € ); escrevemos,

)i (1,6 = e ([ (00(6) + 1(6) ) 1)

DuirH(1,€) = tf'( o(E) + () + -

= 0l + 01(6)) ()

Pelas proposicoes 3.1.10 e 3.1.11 as fungoes

_ 1 _ 1 _ 1€)? _ 1
3( mTEE ) 3< e >S< |s|2X°> g1(1—|5|2’“)

ertencem a L', de modo andlogo ao realizado anteriormente, para s = 0, 1 temos que
) ) )

SIF (™) s (luoll o + [l |0
Il

Slluollzr + [lua ||z

H<2w>”/2 | eyttt

Ainda, como t < 1, temos que 1 < (1 +¢)~! e consequentemente os resultados obtidos
nesta demonstracao para ¢t > 1 continuam validos. Portanto, temos que u™(¢,-) € Whi

para cada t > 0, e valem os itens (i) — (iii) desta proposigao. [ |

Corolario 3.1.16 Seja uq definida em (3.8). Se ug € Wht euy € LY, entdo uq satisfaz

as sequintes estimativas:

(1) Mualt, e S (luollpr + fluallzr);
(i6) [ Vua(t, o S (14672 ((luollwaa + [fual|2);
(iid) gt e S A+ (luollp + llurlp)-

Demonstracao: Segue como consequéncia das proposigoes 3.1.12 e 3.1.15. |

3.2 Estimativas de Decaimento de uy

Nesta secao estudaremos o comportamento assintético da funcao uy definida por,
ug(t,x) = (2%)_"/2/ G (t, €)e™ e dE, (3.51)

43



em que Uy estd definida em (3.7).

Lema 3.2.1 Sdo decrescentes as func¢oes g; : [0,00) X [a,b] = R, j = 0,1, definidas por

—ts® 2 —t
%, se s#1,
gj(t> S) = l—s
(j+t)e ™, se s=1.

Além disso, temos que |g;(t,s)| < e, para todo s € [a,b].

Demonstracao: De fato, basta mostrar que a derivada de go(t,-) é negativa com respeito

a variavel s. Note que

—2s 2 2
————[te7 (1 — s?) — (e7" —e )], se s#1,
Dugo(t,s) = § (1 =572
—t?e !, se s=1.

Assim, calculando a derivada da funcao h(t, s) = [te " (1—s2) — (e 7" —e~t)] e igualando

a zero, ou seja,
Osh(t, s) = —2st>(1 — s2)e ™" =0,

temos que s = 1 é ponto critico de h(t,-) em [a, b]. Note que para s < 1 temos h(t,s) < 0
enquanto que para s > 1 temos h(t,s) > 0, ou seja, s = 1 é ponto de minimo de h(t, ).

Como h(t,1) = 0 concluimos que h(t,s) > 0 para todo s € [a,b]. Notando que
Dsgo(t, s) = —2sh(t,s)/(1 - 5°),

concluimos que 0sg0(t,-) < 0, ou seja, go(t,-) é decrescente. Deste modo, obsevando ainda

que g ¢ positiva, segue que

—ta2 _
€ta—€t

’gO(tv 5)| = 90(t75> < W < et

Para concluir, basta notar que g;(t,s) = go(t, s) + €™, portanto o lema estd provado. W

Proposigao 3.2.2 Se ug € H? e uy € L? entio ug, definida em (3.51), satisfaz as

sequintes estimativas:

(i) NAuk(t )z S e (luollzz + lluallze);

(i) [0ur(t, )z S e (uollzz + lluallze).

Demonstracao: Pelo lema 3.2.1, as fungdes g;(t, s) sao positivas e decrescentes no intervalo
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[V1/2,4/3/2]. Logo, para £ € Qk temos que

e t/2 _ (1/2)7'64 —
1-(1/2) =

19;(t, )| = g;(t, &) <
Pelo teorema de Plancherel e pelas propriedades da transformada de Fourier, segue que

[ Ak (t, )| 2 =€t )z < (3/2)Jax (¢, )|z
Sllgi(t, )tol[ 2 + [[go(t, )t | L2
Se (|2 + || 22)

= (Jluoll 2 + [lur|2),
onde obtemos o item (i) desta proposicao. Agora, note que

3tﬁK(ta 5) = (atgﬂ(t,f)ﬁo(f) + (8t90)(taf)@1(f)-

Deste modo, temos que

8tgl (ta 5) = _‘5’290(t7 5)7

_90(t7 g) + 67t|£|27 se |€| 7& ]-a

atgo(ta€> -
(1—t)e ™, se [¢=1.

Assim, temos que |g;(t,&)| < e7%/? para todo € € Qk e j = 0,1. Logo, pelo teorema de

Plancherel, segue que

Ovus (t, )| z2 =|0stix (¢, )| 2
<[|0vg1(t, -)tio|| 2> + (| Dego(t, -) i || 2
Se (||t 2 + [ | 22)

=e~"(||uol|z2 + ||ua | z2)-

Logo, o item (i7) também estd provado. |

Proposigao 3.2.3 Se vy € L' N H?, ¢ = 0,1,2, e uy € L' N L?, entao para qualquer

m € [1,2] e € Nj com || < g, temos que ug satisfaz
07 urc(t, )2z S e (luollem + lJuallzm).

Demonstracao: Pelas propriedades da transformada de Fourier e pelo teorema de Plan-

cherel, temos que

102 ur (8, Mze = 1) (¢, Mze S NI an (2, ez < (3/2) [ (t, )l 2.
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Por outro lado, temos que

1/2 1/2
finte oo = ( [ttt 0Pae) = ([ it OPde) = lan(tla

As funcoes g;(t, £) sao integraveis sobre Qg e temos que g;(¢,-) € L"(Qk ), para todo r > 1
e ainda

1/r
e >||mK>—(/Q |gj<t,§>vdf) < e 2|,
K

Logo, como ug,u; € L' N L? temos que g, 1 € L™, onde m’ denota o conjugado de

€ [1,2]. Tomando r = 2m/(2 —m), segue que

1 1 1 1 1
r m 2 2 m’

de modo que 1/r +1/m’ = 1/2. Assim, pela desigualdade de Hélder generalizada, temos
que

[ (8, )| z20r) <lgr(ts-)ollL2 () + 90(E, )il 20
<llg1(t: zr @y l[@oll L 0,0y + 190(2, )]
Sem P (ol g + Ml [l o)

Se P (lluollzm + llur]|zm).

el L (0

como queriamos demonstrar. [ |

Coroldrio 3.2.4 Sewuy € L' N H' euy, € L' N L%, entdo para qualquer m € [1,2] seque
que

(@) IVur(t, )z < e (luollzm + llu]zn);

(i) Murc(t, ez S e (luollzm + uallzn)-

Demonstracao: E consequéncia imediata da proposicao anterior. [ |
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3.2.1 Estimativas L' de ug

Observagao 3.2.5 Seja ¢ € S(R™). Entao, para m > n/2 temos que,
[l = : |¢(@)|dz = : |o(a) (1 + [ *)™ (1 + []*) ™ |da
S suplo(a)(1+ [o)"| [ (14 [of) " da
TER? R™
SN+ P "ol
SIS+ -0l

uma vez que (1+|-[?)¢ € S(R) e,
(1+ |2*)"é(z) = (2m)~"/* . S+ [2[)me) (e de.

Proposigao 3.2.6 Se ug,u; € L', entdo ug satisfaz a estimativa:

10V e (8, Mlzr $ (148 e ([luollr + [lua [l22),

ondel+7=0,1.

Demonstracao: Pondo g = go, podemos reescrever a fungao @y como,

g (t,€) = g(t, §)(a0(&) + @1 (§)) + et (§)-

Para iniciar, note que

g(t, &) =

e_t|f‘2 _ e_t B e—t(‘ﬂ?—l) —1
———— = te t —
1— ¢ —t(|¢* = 1)

) =te 'h(t, £),

onde h(t, &) = [e ™ €F=D — 1] /[—t(]€[]> — 1)]. Ainda, utilizando a série de Taylor da funcao

exponencial podemos reescrever a fun¢ao h como
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uma vez que ||£]2 — 1| < 1/2. Ainda, pode-se provar por indugio que
|0%h(t,€)| S te'?,
para todos £ € Qk e a € Nj. Logo, temos que
0%9(t, )X (€)] S 12, € € Qi € NG (3.52)

Como g(t,-) € C®(R™) e xxg € C°(R"), temos que g(t,)xx € C>Z(R"), para todo ¢t > 0.

Deste modo, pela observagao 3.2.5, temos que

I (gt xa) e SIS+ 1) gt x| ee

Por outro lado, dado f € S(R™), temos

n—1 2(k1—k
Ay =33 Z() () ey
k1=0ka=0  kn=0 Fin

Logo, aplicando a transformada de Fourier, segue que

kn—1

Sl =3 z(k) (Y g
k1=0 ka=0  kn= Fon

Ainda, considerando o = 2(ky — ko, ko — k3, ..., kn_1 — kn, ky) temos |a] = 2k;. Logo,

considerando f = F (g(t, ) xx) e utilizando a estimativa (3.52), temos que

15 (g(t, ) HmZZ Z() ("l)uaf’“’“”...azfng(t,-)xKuLl

k1 0 ko= kn=0

n
< Z 2k = t/2
~ (kl)
k1=0

s (1 + t>2n+16_t/2,

uma vez que

10 dgr gt Ixaclee = / AR R (AP OITS

QK

< t2k1+16—t/2/ dé
Qp
_ t2k1+16_t/2|QK’,

onde |A| denota a medida de Lebesgue do conjunto A C R™. Assim, temos que §*(g(¢, - )xx) €
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L' e ainda [|§7(g(t, )xx)llzr < (1+t)? e /2 para todo t > 0. Como,

u(t, ) = (2m) "2 / 91, €)X () (80() + 1 (€)™l

T (@m) 2 /Q et ae(€)fio(€)e "4

= (2m)"2(F (g(t, )xx) * (o +ur)) () + (2m)" 2™ (F " (xx) * uo)(2),

pela desigualdade de Young, obtemos

g () SIS (9t )xwllel[uo + w4+ e N (xc) |22 [|wol| o2
S (L4 e P lug + wi || 4 e Juol| 1

Por outro lado, temos

0%(g(t,€) + e )xue| S (141) e,
para § € Q. Logo, como

Ok (t,x) = § (O (1, €)). (90 u (t, x) = F (i&;ux (t,€)),
temos que
10,V g (t, )|

< (1+ t)2”+1e_t/2||u0 +uy||p + e_t||u0||L1.

~

S (L4622 (g1 + [Jat]| 1),

como queriamos demonstrar. [ |

3.3 Comportamento Assintético da Solugao para o

Problema Linear

Finalmente, com os resultados obtidos para as funcoes ug e ux nas segoes anterio-
res, estamos aptos a deduzir as estimativas de energia e as estimativas L' para a solucao

do problema de Cauchy (3.2), apresentados nos teoremas seguintes:
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Teorema 3.3.1 A solu¢ao u para o problema de Cauchy linear (3.2) satisfaz as sequintes
estimativas:
(a) Se (up,uy) € (L* N H?) x (L' N L?), entdo

(@) [[Au
(@) ||Au
)
)

£l
£l
£l 2
£ 2

(
(
(idi
(iv

S
NE¢!
||Ut <
S

(
(

||Ut

(b) Se (ug,uy) € (L* N HY) x (L' N L?) e se m € [1,2] € tal que

entao sao vdlidas

(W) |Vult, Mz S O+8)77 G2 (fugllom + [luoll g + [fur |l m);
(i) [Vt e S A+t

~Y

=3

_1
2 (uollzm + Nluol[m + luallLr + [luaflzm).

(c) Se (ug,uy) € (L' N L%) x (L* N L?) e se m € [1,2] € tal que

entao sao vdlidas

(i) [tz < (1 +67 23 (fuollpm + lluollz2 + llu | );
(viti) Nu(t, )z S (1+)75(

).

Demonstracao: Uma vez que a solucao para (3.2) pode ser escrita como u = ug + ug, 08
itens (i) — (iv) decorrem como consequéncia das proposicoes 3.1.9 e 3.2.2, enquanto que
os itens (v) — (viii) decorrem como consequéncia da proposigao 3.1.9 e do corolério 3.2.4.
|

Proposicao 3.3.2 Seuy =0 eu; € L' N L2, entdo a funcdio u, solucdo para o problema

de Cauchy linear (3.2), satisfaz as sequintes estimativas,

() (0wt )l S <1+t>-1f%<f%>||u1||m;
(i) owult, )2 S

para m € [1,2] comn(1/m—1/2) <2 et > 0.

Demonstracao: Primeiro vamos mostrar o resultado para ug. Note que u; = —u~. Logo,
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pela proposicao 3.1.4, os itens (i) e (i7) sao validos para u, . Assim, como ug = u~ + u™,
resta-nos mostrar que o resultado é vélido para u*.
Para £ € 0 temos que e té* < ¢=1/2c~1P/2 Pelo teorema de Plancherel, segue

que

e (8 e = 1l (8 ze S NEPET(E ) zao) + 1EPET (E ) ll20y).
Tomando r = 2m/(2 — m), utilizando a desigualdade (3.22) obtemos

N )2 . _ )2 .
a7 (¢, )z S EPe™ or@ollaall ) + €2l 2 e lall g oy

S+ F  aullpw + e 21+ 8) 7 ]

onde m’ denota o expoente conjugado de m. Como (1+¢)"2r <t 2 e e V2 < (14+1¢)71,

concluimos que

n

g (8, ez S 1+ 672G ug | o,

e consequentemente o item (i) desta proposigao é vélido para ug.

Por outro lado, para t € [0, 1] temos que

A - 2 ? B N U
€ (t, e S MEPe™ ) 2o il e @o) + ¢ N1 = €5 N er@n 1]l g o,
S+ T (] pr + [Jua] pm)-

enquanto que para t > 1 obtemos diretamente
. g2 N _n_
HelPa*(t, Mize < MePe™ el < 75 lunllre.

Notando que para m € [1,2] temos

e que,

concluimos que o item (ii) desta proposigao também ¢é vélido para ug.
Por outro lado, temos que g (t, &) = g(t,&)u1(€), onde
67t|£|2 — 67t

g9(t, &) = TToER

,569[(67520.
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Logo,

_|5|26_t|§|2 + e_t - e_t‘§|2 — e_t
1—¢f? 1 —[¢]?

Drie(t,€) = T et

Assim, pelo teorema de Plancherel, segue que

|0curc (t, )|z = (Ot (, -) || 2
S (gl ) + €7t|"2)ﬂ1HL2(QK)
_+|.12 ~
St ) + e e lla || g

Se P lulpm.

Logo, os itens (i) e (i) também valem para uy. Portanto, como u = ug+ug, a proposigao

estd provada. |

Teorema 3.3.3 Se ug € Wt ew, € L', entdao a solugdo u para o problema de Cauchy

linear (3.2) satisfaz as estimativas L' sequintes:

(@) Mult, e S lluollzr + [Jua ]|z

.. _1

(@) [Vult, e < (1 +1)"2([Juollwra + [Jualzr);
(tid)  JJue(t, )er S @+ 67 (Juollr + [Jualzr).

Demonstragao: Decorre como consequencia do corolario 3.1.16 e da proposi¢ao 3.2.6. W
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Capitulo 4

Existéncia e Unicidade de Solucao

para o Problema Nao Linear

Nesta secao provaremos a existéncia e unicidade de solucao para o problema de
Cauchy (3.1), sob a presenca de nao linearidades do tipo f(u) = |ul?, |wl]?, [VulP, com
p > 1, e obteremos o comportamento assintético destas solugoes. Para isso, definiremos
o0 espago solugao das fungoes u : [0,00) — W, onde W é um espaco de Banach de fungoes
definidas em R"™, e um operador F' definido sobre V. Utilizando o teorema do ponto fixo
de Banach, mostraremos a existéncia de uma tnica solucao global em qualquer espaco de
dimensao n > 1.

Para iniciar, temos que a soluc¢ao geral para o problema linear (3.2) pode ser escrita

w(t,z) = (J(t,-) * uo)(x) + e Fug(x) + (J(t,-) * uy)(x),

onde

e—tlER _ o=t
J(t,z)=F" <1_—‘§|2> (z).

Para o problema nao linear, pelo principio de Duhamel, uma fungao u é solugao

se, e somente se, satisfaz a igualdade

u(t, z) = w(t,z) + /0 (J(t—s,-) * f(u(s,-))(x)ds.

onde f é uma funcao nao linear.

Para 1 <p,q < oo e m,k € N, definimos o espaco Xy’fi‘; das funcgoes

u € C([0,00); WP N W) N CL([0, 00); LP N L),
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tais que

t>0

sup {ij(t)\IVjU(t)llm + Y v IV u(®) |z + 3 (Ot + 72(t)\|ut(t)\|m} < 00,

j<m s<k
(4.1)
em que wj, vs, v1,%2 © [0,00) = [1,00) e introduzimos o espaco de Banach
kg - m, k,
Ayd, = (WP W) x (LP N L7), (4.2)

munido com a norma

(o, wr)lla = [fuollwms + [[uollwra + [lual e + [[ur]| -

Teorema 4.0.1 Sejam U,V espagos de Banach e X C U aberto. Se (f;) C CH(X,V) e
fi = f, fj = g, localmente uniformemente em X quando j — oo, entdo f € CHX,V) e

=y
Demonstragao: ver [5], pagina 7.

Teorema 4.0.2 Sejam 1 < p,q < oo, m,k € N. Defina,

X ={u € ([0, 00), W™P N W) 0 C*([0, 00), LP N L);
stgg{z a;(OIV7u®) o+ BV u(t) |l 2e + 3 (0)|e(t) | o

j<m s<k

+72(8)[lue(t)l| e} < oo}

em que o, Bs, 71,72 1 [0,00) = R e aj, Bs,71,72 > 1. Entdo X € um espago de Banach

munido com a norma,

Julx = sup {Z 05OV a(t) 0+ 3 A OIT u(®)]1s

j<m s<k

(@O lu @)l e + 2O lue (@) 2o} - (4.3)

Demonstracao: De fato, seja (u,) C X uma sequéncia de Cauchy. Definimos X; =
(WmP N W) e Xy = (LP N LY). Logo, dado € > 0, existe ng € N, tal que

”un(t) - um(t)”X1 S ”un - um”X <eg, Yn,m 2>ng

para todo ¢t € [0,00). Assim, temos que (u,(t)) C X; é uma sequéncia de Cauchy e

como X; é um espago de Banach, temos que (u,(t)) é convergente para cada t fixado.
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Definimos,
u(t) = limu,(t) em Xj.

Vamos mostrar que u,, — u uniformemente. Dado t > 0, para ¢ > 0 considerado anteri-

ormente, segue que
[u(t) = um ()]l x; = Hm [Ju,(t) — um(t)]|x, S Hm [u, —umlx <e,
n—oo n—oo

logo a convergeéncia é uniforme.
Agora vamos mostrar que u € C([0,00), X;). Dado n > 0, segue da convergéncia

uniforme de u,, — u que existe n; € N tal que,
u(t) — u,(t)||x, < Z, para todon >n; et > 0.
153

Logo, fixado tg > 0 temos que

[u(t) = wlto)llx, = [[ult) = wn, () + tn, (t) = un, (to) + un, (to) — ulto)| x,
< Ju®) = wn, () 1x, + [lulto) — un, (to)llx, + [[un, (8) = un, (o) x,
2n

< gl (8) =y (to) |,

Como u,, € C([0,00), X7), existe § > 0 tal que ||up, (t) — un, (to)||x, < n/3 sempre que
|t —to] < 4. Logo, obtemos que u € C([0,00), X;), como queriamos.

Por outro lado, para € considerado anteriormente, temos que
() [V (t) = V()] 20 < |Jttn — um||x < €,Vt > 0.
Logo, temos que

1V2n () — Vit (8[| < —, ¥r,m > no.

a;(t)

Tomando o limite quando n — oo, obtemos,

V7 u(t) — VI, (t)]| 1 < VE > 0.

&
a;(t)
Deste modo, segue que
a; (O VIut) || e < aj(O)VIult) = Vg (8) || 2o + o (8 V ()] Lo
< e+ ()| VVun(t)| Lo

< e+ flumlx
<e+C,
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para todo ¢ > 0, onde obtemos que sup,so{a;(t)||V7u(t)||»} < oo, para todo j < m. Do
mesmo modo obtemos que sup,so{3s(t)||Vu(t)|[zq} < oo, para todo s < k.
De modo analogo, podemos mostrar que Jw € C([0,00), X3) tal que u,; — w

uniformemente, com

s {1 Ot + (0 |0(t) [} < o0

Por fim, notando que X; C X3 e que (u,) C C([0,00), X5) com u,, — w e u,; — w
uniformemente em [0, 00), pelo teorema 4.0.1 temos que u € C'([0, 00), X3) e u; = w, onde

obtemos que
u € C([0,00), W™ N Wka) N CL([0, 00), LP N L7)
com ||ul|x < oco. |

Lema 4.0.3 Sejam X = X817 e A = AR definidos em (4.1) e (4.2) respectivamente.

m7p

Sejam
F:X—-XeG:A—> X

operadores satisfazendo as sequintes desigualdades:

1) NFullx < Cllully;
(2) NFu—Fulla < Cllu = vllx(lully " + o3
3) NG (uo, wi)llx < Cf(uo, ur)| a-

para alguma constante C' > 0 e p > 1. Fizado (ug,uy) € A, consideramos o operador
M : X — X definido por

Mu = G(ug, ur) + Fu.

Nestas condicoes, existe € > 0 tal que se ||(ug,u1)||a < €, entdo o operador M possui um

unico ponto fixo u*. Além disso, valem as sequintes estimativas:

(@) IV (@)l S ()" I (uo, )4
(i) [Veur(®)lle < (Bs(t) I (uo, ua) 4
(iid) @l < () (o, ur) L4
() Nui®lle < (32(6) " (w0, u1)]l4

Demonstracdo: De fato, tomamos ¢ = 1/(4C)?/?~V e seja (ug,u;) € A tal que

H = | (g, u)l4 < .
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Definimos r = 2CH e X, = {u € X; ||u||x < r}. Note que,

! o1 a1 CH
H< ey = B < oy = QOPHY < o) = CROHY < 07,

ou seja, Cr? < r/2, pois p > 1. Dado u € X, pelos itens (1) e (3) deste teorema, segue

que

[ Mullx = Fu+ G(ug,u1)l|x < [[Fullx + [|G(uo, u1)| x

<Cllulf} + CH < Cr? + CH < g+g _

Logo, temos que M pode ser restringido a um operador sobre &,. Além disso, por (2),

dados u,v € X,, segue que
1Mu = Mollx =|[Fu = Follx < Cllu—vllx(Julf "+ [lv]%)

1
<207 lu = vllx < 2CYH" Hu = v]lx < gllu = vll,

onde obtemos que M : X, — X, é uma contragao. Como X, é um conjunto fechado do
espaco de Banach X', entao temos que ¢ um espaco métrico completo. Logo, pelo teorema
do ponto fixo de Banach, existe uma tnica u* ponto fixo de M.

Por outro lado, temos que,

. r
OV @)l <luflx = [[Fu+ Gluo, w)]x < 5 + Cll(uo, u)]|4

SliCuo, un)lla, - V220
Logo,
lu”®)llzr < (0 (#) "l (uo, ua) .4,
o que prova o item (7). De modo anélogo, provam-se os itens (ii) — (iv). |

4.0.1 Problema Nao Linear: caso f(u) = |ul?

Teorema 4.0.4 Sejan > 1 ep > 1+ 2/n, e se n > 3 suponha também que p <
1+2/(n—2). Entao eziste ¢ > 0 tal que para quaisquer dados

(ug,u) € A= (L* " H") x (L' L?), com

(o, )4 = lluollr + lluollar + [Juallzr + flual[z2 <,
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existe uma unica solucao
u € C([0,00), L' N H") N C'([0,00), L' N L?),
para o problema de Cauchy,

—Au+u — Aug = |ulP, t>0, zeR?,
U(07 I) - UO(.T), M Rn? (44)
u (0, 2) = uy (), z € R™.

A solugao de (4.4) tem o sequinte comportamento assintdtico:

n

< (140777 (uo, )L
< 1+ %n(uo,ul)uA;
Miez S L+ 75 (uo, wr)|| a;
N H(Uo,ul)HA;

<

(L +) " (o, ua)La-
Demonstragao: Inicialmente definimos o espago X das funcoes
ue C([0,00); L' HY) N C([0,00); L' N L?)
tais que
Julle = sup (14 )F (k. s + (14 OFHITu s+ (1405 )
Hlult Yz + (4 )t )]z} < oo,

e o operador F' definido sobre X por,

Fu(t,z) = /0 (J(t —s,-) * |u(s,)[P)(x)ds.

Pelo teorema 4.0.2 temos que X é um espaco de Banach com a norma definida acima.
Vamos provar que F satisfaz as condigoes (1) e (2) do lema 4.0.3.

Note que, se u € X, entao u(t,-) € L' N H'. Pela desigualdade de interpolagao
temos que u(t,) € L%, para ¢ € (1,2). Por outro lado, como Vu(t,-) € L? pela de-
sigualdade de Gagliardo-Nirenberg, temos u(t,-) € L% para q € (2,00] se n = 1, para
q € (2,00) se n=2ou para q € (2,2n/(n —2)) se n > 3. Além disso, segue que

[t Mlze S IVt )zellult, ll:". (4.5)
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em que # é tal que

Ainda, como

de (4.5) e desde que

obtemos,
_n(q1_1
lut, Mo S (146207 u 4. (4.6)

Além disso, das hipdteses deste teorema temos 1 < p<oosen=1,2oul <p<
2p < 2n/(n —2) se n > 3, o que nos fornece, em ambos os casos, que u(t,-) € LF N L*
para todo u € X, ou seja, |u(t,-)[P € L' N L2

Mostraremos agora que || Fu(t,-)||2 < (1+t)~ 1 2|ju|/%. Para cada s > 0 fixado,

temos que

wltsx) = (It = 5. ¢ fuls ) = [ Tt = sp)luts.z - )P,
é solugao do seguinte problema de Cauchy linear:

wy — Aw+w, — Awy =0, t>s, xe€R"
w(s,x) =0, reR”

we(s, x) = |u(s,x)[?, r € R™

Assim, pelo teorema 3.3.1 itens (iii) e (iv), temos que J(t — s,-) * |u(s,-)|P satisfaz as

seguintes estimativas :

100 (t = 5, ) * [u(s, ) [P[| 2
100 (E = s,-) * [uls,-)["[| 2

L+t =) lJuls, )Pz (4.7)
L+t =) (uls, )Pl + Nuls, )Pllze). (4.8)
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Logo, usando a estimativa (4.8) em [0,¢/2] e (4.7) em [t/2, ], obtemos

t
l0Fult, e < / 10t — 5, ) # [u(s, ) odls
0
t/2 .
< / (L4t = 8) 3 (lus )Pl + s, )P l22)ds

t
+/ (L4t =) H[Juls, ) P[| 2ds.
t/2

Note que,

[uls, )Pl = 3 [uls, ©)["dx = [lu(s, ) ||L»,

et e = [ sy = bt

Assim, utilizando as identidades acima segue que

t/2 .
[0 Fu(t, )z S /O L+t — )71 (Jluls, )7 + lluls, )ll]2)ds

t
b [ ()l s

t/2

Utilizando a estimativa (4.6) temos que,

(s, ze < (1 +5)7 20D ul
(s, M7z S (1 +5) 42 fuly. (4.9)

Logo, utilizando as estimativas (4.9), obtemos

n_mn

t/2
[0 Fu(t, Mz < / (L4t =) 3 (1 + o) 2" Vullh + (1 +) 520D Julf)ds
0

t
+/ (14t — 8" (1 + )~ 30D ||u[[7.ds.
t/2

Usando as desigualdades,

(1/2)(14t) < 14t—s<1+t, Vsel0,t/2],
(1/2)A+t) < 14+s<1+t, Vset/2,1], (4.10)
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obtemos a seguinte desigualdade,

t/2
JoFult, Moo S +07 k[ (15BN (1 s) RO D)
0

t
+<1+t>23<p1>|yuy|§/ (1+1— s)ds.
12

Como p > 1+ 2/n, temos que

t/2 00
/ (1+5)" 20D 4 (145)" 1720 D)gs < / (14 s)" 2 Vgs <1,
0 0

enquanto que,

t t e T
/ (1+t—s)""ds S / (1+t—s) "oDds < (1+1t) »e-D",
t/2 0

Ainda, como
A R

uma vez que

utilizando estas estimativas, concluimos que

O Fu(t, e S (1+8)75 full3.

[l

Agora vamos mostrar que
IVFu(t,)llze S (1+6) 752 fulf%.

Pelo teorema 3.3.1 itens (v) e (vi), tomando m = 2, temos que

VIt —=s,)* Juls, )Plle S (L1 —=8)72[[uls, ) [Pl 2
VIt —=5,) % [uls, )Pl S
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(4.12)

(14t —s) 7572 ([lfuls, )Pl + s, )IP[le2) (4.13)



Do mesmo modo, utilizando as estimativas (4.13) em [0,¢/2] e (4.12) em [t/2, t], obtemos
t
IV Eu(t,-)]| 2 S/ IV(J(t = ) * [u(s, -)[") || 2ds
0

t/2 -
< / (L4t — ) 55 (fuls, B + (s, )[7)ds

t
T / (14t — ) Fuls, )2 ds.
t/2

Utilizando as desigualdades (4.9), temos

t/2
IVFu(t, )| 2 5/ (L+t—s) "5 2 (14 8) E D fullf + (14 5)" 550D |u||%)ds
0

¢
+ / (1+1t— 3)_%(1 +8) 717207 jy||%ds.
t/2

Ainda, utilizando as desigualdades (4.10), obtemos

t/2
IVFut Y S0 +07FHully [ (04 5)7H0 Vs
0
t
HU) Ty, [t s
t/2
S+ 52 ||ulB 4 (L4 4)" 550 DFa |y,

Como p > 1+ 2/n, temos que —(n(p—1) —1)/2 < —1/2, de modo qu
IV Fult Yz £ (04175 Jully. (4.14)
Vamos provar agora que
1Fu(t, Mz S (1415 ull’.

Pelo teorema 3.3.1 itens (vii) e (viii), tomando novamente m = 2, temos

[Tt = 5,-) % [uls, )l S [lfuls, ) Pllee; (4.15)
1Tt = s.) % fus, )Pl S (Lt =) (luls, )Pl + [luls, )Pllz2). (4.16)
Deste modo, utilizando (4.16) em [0,¢/2] e (4.15) em [t/2,t] obtemos

t

t/2
|Putt, |z < / (L4t — ) E (s, )+ s, )P )ds + / (s, )17 ds.
t

/2
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Assim, utilizando as estimativas (4.9), obtemos

t/2
[Fu(t, )2 S / (L4t —8) 4 ul5((1+8) 72" 4 (145)752# V)ds
0

t
—i—/ (14 8)" 17207 ||y||%ds.

Novamente, por (4.10), segue que

n

t/2
IFut, Mo S (40 Hlally [ (14573004 (14.9)7 850 D)
0

t
+(1 +t)zg(p1)|\uH§(/ ds

t/2
t/2 t
S A e R T O
t

S (L4 Fulfy + (1467 20Dy 4

~Y

Uma vez que —n(p —1)/2+ 1 < 0, concluimos que
[Fut, e S (L4875 |l (4.17)

Por outro lado, pelo teorema 3.3.3, temos que J(t — s, -) *|u(s, -)|? também satisfaz

as seguintes estimativas L':

[T(E = s, ) * [uls, ) P[| o1
10T (8 = s,-) * Juls, ) [Pl s

Iuls, )P s, (4.18)
(L4t =) Huls, )"l (4.19)

IANRZA

Deste modo, aplicando (4.19), obtemos

t
|@mwmgs/u+wwwmwwmw
0
t/2 .
S+ ull [ (14580 Vs
0

t
4 t)_g(p_1)||u||§(/ (1+1—s)ds

t/2
)2
L+ Mlullf + (1 + )7 2P V7m0

S
S (1407 lull% (4.20)

e ainda, aplicando (4.18), temos

| Fu(t, s < /WL W@</a+¢%”mmwswm (4.21)
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Logo, por (4.11), (4.14), (4.17), (4.20) e (4.21) concluimos que Fu € X e ainda
que ||[Fullx < Cllu||%, satisfazendo a condi¢ao (1) do lema 4.0.3. Por outro lado, para

u,v € X segue que

Fu(t,z) — Fu(t,z) = /0 (J(E = s5,)* (Juls, )" = Jo(s, ) |P)) (z)ds.
Ainda, como
lu(s, )P = fos, )Pllee S luls, <) = v(s, )P llze,

para todo s > 0, aplicando as estimativas (4.16) e (4.15) em [0,t/2] e [t/2,t] respectiva-

mente, obtemos

[Fu(t,-) — Fo(t, )| 2 S/O [J(t = s,-) * (luls, )" = Jo(s, ) ") || L2ds
t/2
5/0 (Lt =) ([[Juls, )P = [o(s, )Pl
u(s,)|” —|v(s, )P 2)ds u(s, )P —|v(s, )P 2ds
+ [[luls, )P = [v(s, )P 12) +/t/2|||( )P = fv(s, )Pl

t/2
N /0 (L4t —=s) % [[uls,-) = v(s,)Pl[er + [[[uls, -) = v(s, -)["[|r2ds

Assim, aplicando as estimativas (4.9), temos

n

t/2
[Fu(t,-) = Fo(t, )2 S / (L4t —s) 5 ((1+s) 2"V 4 (145)7 5720V Ju — o] ds
0

t
- / (L4 5) 330D Ju — o|hds.
t/2

Ainda, utilizando as desigualdades (4.10), segue que

t/2
[Fult,-) = Fot, )z S (1+6)7 % u— UHQ/ (1+5)" 20" Vds
0

n n

+ (1) 782y — |,
S @+ u— oy

~J
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De modo analogo, temos que

IV Fu(t,-) — VFu(t,-) (1+1)" 13 ]ju — v[[};
H@tFu(t, ) — (9tF’U(t, ‘)HLQ
| Fu(t,-) — Fo(t, )|

)

HatFu(t, ) - atF'lJ(t,

2
(1+8)7 52 Ju—v|};
lu —v]l%;

L+ lu— vl

AR ZANR ZANR YA

It
Logo, como p > 1 segue que
1Fu — Fulla < Cllu =y = Cllu—vllxllu —vlp™ < Cllu = vlle(ully ™ + Joll5™),

onde concluimos que F satisfaz a condi¢ao (2) do lema 4.0.3. Assim, considerando G :
A — X o operador que associa cada par (ug,u;) € A a solugao do problema de Cauchy

linear (3.2), temos que

1G (w0, w)| e S | (wo, ua) | 4,

e portanto, pelo lema (4.0.3), existe £ > 0 tal que para quaisquer dados (ug,u;) € A com

| (g, u1)|la < &, 0 operador Mu = Fu + w; possui um tnico ponto fixo, ou seja, existe
u e C([0,00), L N HY) N C([0,00), L' N L?)
tal que u = u; + F'u, solu¢ao para o problema de Cauchy (4.4), satisfazendo as estimativas

(1) — (v) desta proposigao, como querfamos demonstrar. [ |

4.0.2 Problema Nao Linear: caso f(u) = |u|P

Teorema 4.0.5 Sen=1el<p<2 oun>2el<p<1+2/n, entio existe e >0

tal que se

(ug,u1) € A= (L* N HY) x (L' L?*), com,

| (uo, ur)ll.a = |luollzr + [Juollar + [Jurllr + Juillz2 <,

existe uma unica solucao,
u e C([0,00), L' N HY) N C([0,00), L' N L?),

para o problema de Cauchy:

utt—Au—i—ut—Autz\utP, tZO,xGR”
u(0, ) = up(x), r €R"” (4.22)
u(0,2) = uy (), x € R".
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A solugao de (4.22) tem o sequinte comportamento assintdtico:

(@) [IVu(t)lle < @+ 87572 (ug, ua)l|a

(@) [lu(t, )] L2 (14)75 | (uo, ur) |4

/i t, )2 (L46)75 | (uo, ur)]|.4
|

| (uo, 1) 4

(L+1) [ (uo, ur) .4
Demonstracao: Como no teorema anterior, definimos o espago X das fungoes
u e C([0,00); L' N HY) N C([0,00); L' N L?)
tais que
lullx = Stlzlg{(l + 0 [Jult, )|z + (14052 Va(t, )2 + (16T u(t, )22
+ llults )l + U+ Offw(t, )|} < o0

e o operador F' definido sobre X por

Fult,z) = / ((t— 5,) % (s, )P) ().

Agora note que se u € X, entao u(t,-) € L' N L? para todo ¢t > 0. Logo, por

interpolacao, temos que w(t,-) € L9, para ¢ € (1,2). Temos ainda

e (t, Mz < Nuelt, ) zallue(t, )57,

onde # =2/q — 1. Como

e (t Mz S (140 lullx,
e (t, )z S L+ 1) ull,

obtemos a seguinte desigualdade,
et Mo S (4672070 ully, g€ [1,2). (4.23)

Vamos mostrar que F' satisfaz as condigoes (1) e (2) do lema 4.0.3. Para cada

s > 0 fixado, temos que

w(t, z) = (J(t = s,-) * lu(s, )|") ()
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é solugao para o problema de Cauchy linear

wy — Aw 4w, — Awy =0, t>s, xe€R"
w(s,x) =0, reR"”

wt(S,iL') = ‘ut(sa )‘p r e R™

Deste modo, pela proposicao 3.3.2, temos que (J(t — s, ) x |u.(s, -)|?) satisfaz as seguintes

desigualdades:
10T (= 5,) % [ug(s, )P ez S (L4 —8)7 (=) 2G| [Jug(s, )[P|| o, (4.24)
10T (= 5,-) % Jug(s, )P le S (148 —s) 207m) 7L — 5)=5(m3)
) ([[ue(s, )P+ le(s, )P om), (4.25)

para m € [1,2] satisfazendo n(1/m —1/2) < 2. Por hipdtese, temos que p € (1,2] e assim,

tomando m = 2/p temos m € [1,2) com

NE) R

Utilizando a estimativa (4.25) no intervalo [0, /2] e a estimativa (4.24) no intervalo [t/2, t],

obtemos
JFut oo S [ 10 5 o, ) e
< /Omnaw—s,) (s, )| ads + /:QHat(J(t—s» ur(s, )P l12ds
< / Pkt 07— D o, WP+ s, Pl
# =97 )T E D g, Planas.

Note que,

(s )P lles = [ Tunts )P = ()

) p/2
(s, )P pare = (/R u(s, )] dx) = [lus(s, )72 (4.26)

Deste modo, utilizando as identidades em (4.26), segue que

t/2 C2(1-2) (o)
||8tFu(ta')”L2§/ A+t —s) 207w/t =) 22 ([Jug(s, )| 7e + [Jue(s, ) [[72)ds

0

! _ s 1y S *%(%7%) Uy P, ds
+/t/2(1+t ) [[we(s, )7 2d



Como 1 < p < 2, por (4.23) temos que,
ue(s, e S (14 8)" 20702 fulf%, (4.27)

enquanto que,

n__

lue(s, 172 S (1+8) TPl (4.28)

uma vez que u € X. Logo, utilizando estas desigualdades, segue que

v 1 n(1_1
[0 Fu(t, -)|| 2 f,/ (]-+t—8)75(175>71(t_s)*§(gf§)
0
X (14 )7 50072 4 (1 4 5)C5799) |u||Bds

t
+ / (14+t—s5)"Ht - 5)_5(5—%)(1 4+ S)f(%ﬂ)pHqu\gds.
t/2

Utilizando as desigualdades dadas em (4.10), obtemos

12
[0 Fu(t, )|l S (1+ t)_2_1||u||’j(/ (14 5)7 3P DP 4 (1 4 5)T-Drgs
0

(14 4) 0P|y, /t (1+t—s)'(t—s) 2 2)ds. (4.2

t/2
Ja que p < 2, temos que n(p — 1)/2 < np/4 e assim
/ (14 s)7 2@ V7P 4 (1 4 5)74P7Pds < / (14 s)" 2" Drgs
0 0

< / (145) 2P DPds <1, (4.30)
0

uma vez que —n(p — 1)/2 — p+ 1 < 0. Por outro lado, na segunda integral, fazendo a

mudanca de variavel z =t — s, temos que

! n(1 1 t/2
/ (1 + t — 8)_1(t o S>_§(ﬁ_§)d8 — / (1 + I)_lx_l/kdx,
t 0

/2

onde 1/k =n(m™' —271)/2 < 1/2. Deste modo, segue que

t/2 1 (9]
/ (1+z) e Vrdr < / (14 2) ta V*dr + / (1+2) 'a=*dz
0 0 1

1 00
5/ x_l/kdx—i—/ g~ R gy < 1. (4.31)
0 1
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Consequentemente, utilizando (4.30) e (4.31) em (4.29), obtemos

O ult, Ylze S (L+ 75+ (1 + )T ) Jully
S @+ ull (4.32)

Agora vamos mostrar que,
IVFu(t, )z S (1+ )72 |ull%.

Considerando ainda m = 2/p, pela proposigao 3.3.1 itens (v) e (vi), para cada s > 0

temos que (J(t —s,-) * |u(s, -)|?) satisfaz as seguintes estimativas:

IV(I(E = 5,) % [ua(s, ) e S (L4t —s)" 2 3G3)| uy(s, )P o (4.33)
IV = 5,) % [, )Pz S (L4t — )52 (Jua(s, ) Pllam + [[ue(s, )Pl
(4.34)

Deste modo, utilizando (4.34) em [0,¢/2] e (4.33) em [t/2,t], temos que

t

t/2
IV Put, )22 < / IV — 5, % (s, )P edds + //2||v<J<t—s7> i Jur(s, )P | adls

t/2 .
5/0 (L4t —s) " 72 ([[lue(s, )P ller + [[lwe(s, )P [ m)ds

t
" / (14t =) 3033 fluy(s, ) Pl s,
t/2

Logo, utilizando as identidades em (4.26) e as desigualdades (4.27) e (4.28) na expressao

acima, obtemos

n

t/2
IV Fult, Yoz < / (L4t s) i
0

N

(14 5)7207077 4+ (14 5)"0F D7) fu[hds

t
+/ (1+¢t— s)’%(%*%)*%(l 4 S)_(%—H)ZJHUHS}(CZS.
t/2

Ainda, utilizando as desigualdades em (4.10), segue que

t/2
IVFu(t, )|z S (1+1¢)" 3 %”ung(/ (14 s)"2®-Dpgs
0
t

L1+ t)—<1+2>p||u|yg;/ (41— 6D das  (435)

t/2

Note que,



logo,

t t
/ (1+t—s)2(m2)"24s < / (1+t—s)2m2)"2ds < (14 )2
/2 0

Assim, utilizando esta estimativa na segunda integral em (4.35), obtemos
IV Fut, e S (1487472 |lully, (4.36)

como desejavamos.

Provaremos agora que
[Fu(t, )z S (14675 [Jullh.

Pela proposigao 3.3.1 itens (vii) e (viii), temos que

1T = 5,-) % [ug(s, WPlle S (L4t =) 23 ug(s, )P s (4.37)
1T = s,) # Jua(s, ) Ple S (L= 8)7 T (s, )Pl + (s, )Pl om). (4.38)

Aplicando a estimativa (4.38) em [0,¢/2] e (4.37) em [t/2,t], obtemos

t/2 t
| Pu(t, Yl < / 1I(t = 5, % lua(s, )Pl ods + //2|u<t—s,> i (s, )P ods
t

t/2
S / (4t =) 5 (lluels, I lloe + e, )Pl s
T / (4t — ) 28 fug(s, P pmds.

Novamente, utilizando as identidades (4.26) e as estimativas (4.27) e (4.28), temos que

t/2
[Fu(t, )2 S / (L4t —s) 5 ((L+8) 2P (14 5) 7007 u R ds
0

t
+ / (I+1t— s)fg(ifé)(l + 5) DR |y||B.ds.
t
Logo, utilizando as desigualdades dadas em (4.10), segue que

t/2
IFutt, e S (40 Hally [ (14 5)7 5000
0

t
+(1+t)_(1+2)p||u||§(/ (14— )G 3 ds

t/2
S+ ulff + (1407021 + 1)|ul b
S (L+6) 7 full. (4.39)
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Finalmente, vamos mostrar que
10F Fu(t, )le S (14 6)7F|Jull,

para k = 0,1. Pelo teorema 3.3.3, temos que

107 (T (t = 5,7) * luels, )P lzr S (14t =) [[[un(s, )Pl (4.40)

Deste modo, utilizando a estimativa acima, segue que

t
JoEPu(t. s 5 [ 10K = ) (e ) P) s
S [t e Plods
0
t
S [art= 9t 5
0

t
S [t 10 s
0

S L+ lull, (4.41)

uma vez que —n(p —1)/2 —p+1 < 0. Portanto, por (4.32), (4.36), (4.39) e (4.41), temos
que Fu € X e ainda ||[Fullx < C||ul|%, satisfazendo a condigao (1) do lema 4.0.3. Por

outro lado, para obtermos a condic¢ao (2) do referido lema, note que

Fu(t, ) — Fu(t,z) = /0 (J(t = s,) % (Jue(s, ) [P = [oels, ) [7)) (x)ds,
para u,v € X. Como,

fee(s; )P = Jve(s, )Pl S NlweCs, <) = vils, )P o

para todo s > 0, aplicando as estimativas (4.38) em [0,¢/2] e (4.37) em [t/2,t], segue que

[ Fu(t,-) — Fo(t,-)| 12 5/0 [J(t = s,+) * (Jue(s, )P — |ve(s, )[P) | 2ds
12 i
S /0 (Lt =) ([l[ue(s, )P = ve(s, )Pl e + ue(s, )P = Jve(s, ) [Pl zm)ds
+/t (1+t_3>7%(%7é)”|“t(37’)| — |ve(s, )Pl Lmds
12 i
S /0 (Lt —s)7 i ([[[ue(s, ) — vels, )P ller + (s, -) — vel(s, ) [Pl m ) ds

+/t (14t = 5) 3G9 ug(s, ) — vils, )| mds.
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Ainda, utilizando as identidades em (4.26), as estimativas (4.27), (4.28) e as desigualdades
(4.10), obtemos

1Fu(t, ) = Fo(t,)llze S (L4675 lu— ol

Y

De modo anélogo, temos que

_n_1
(T+t) 52 [lu—vl%
(L4071 lu— ol
1+ — vk

IVFu(t,) — VFu(t,
|0 Fu(t, ) — 0. Fu(t,
|0 Fu(t, ) — 0, Fu(t,

|Fu(t, ) — Fo(t,

S
NN N A

lu—ol[%

e consequentemente, como p > 1, temos
1Fu — Folly < Cllu— v} < Cllu—vllx([lully™ + [[v]3 ).

Logo o operador F' satisfaz as condigbes (1) e (2) do lema 4.0.3. Assim, tomando G :
A — X, o operador que associa cada par (ug,u;) € A a solugao do problema de Cauchy

linear (3.2), temos que
|G (uo, ur) || x < Cll(uo, ur)|a;

Portanto, pelo lema 4.0.3, existe £ > 0 tal que para quaisquer dados iniciais (ug,u;) € A

com
[[(uo, ur)[la <e,
o operador Mu = G(ug,u;) + Fu possui um tnico ponto fixo, ou seja, existe
u € C([0,00); LN HY) N CH([0,00); Lt N L?)

tal que

u(t, ) = w(t, ) +/O (J(t —s,-) * Jug(s,)[P)(x)ds

solugdo para o problema de Cauchy (4.22), satisfazendo as estimativas (i) — (v) deste

teorema, como queriamos demonstrar. |

4.0.3 Problema Nao Linear: caso f(u) = |VulP

Teorema 4.0.6 Sejan>1ep>1+1/(n+1). Suponha também que p < 1+2/(n—2)

sen > 3. Entao, existe € > 0 tal que para quaisquer dados

(ug,u1) € A= W' N H?*) x (L' N L%, com

(o, )l 4 = Jluollwrr + fluollm + [[uallr + Jluallz2 <ee,

72



existe uma unica solucao
u € C([0,00), WHt N H*) N CH([0,00), L' N L?)
para o problema de Cauchy

Uy — ANu+ug — Aug = |VulP, ¢>0, zeR”
u(0, ) = up(x), r € R, (4.42)

u (0, 2) = uy(x), r € R™

A solugao de (4.42) tem o sequinte comportamento assintdtico:

@) lult, e S @+ (g, w)llas
(id) [Ault, Yz < 0+ )75 (uo, w)as
(i) et )z SO+ (o, u) s
(i)t )l < (o, w)]la

(W) [IVult, Mo < Q@+ (o, ur)|las
(i) et )l S @+ 07 (o, )

Demonstragao: Aqui, definimos o espaco X das fungoes
u e C([0,00); WHE N H?) N CY([0,00); L' N L?)
tais que
[l =sup{(1+ D flut,)llze + (1 +8) T Ault, e + (1 +8) 5 u(t, )2
t=>

+ [Jult, Mo+ (1482 [Vult, )+ (1 + )|t )]} < oo (4.43)

e o operador F' definido sobre X por,

Fu(t,z) = /0 (J(t— 5,-) % |Vu(s, ) P) (2)ds.

Novamente pelo teorema (4.0.2) temos que X é um espago de Banach munido com
a norma definida em (4.43) e vamos mostrar que F' satisfaz as condigoes (1) e (2) do lema
(4.0.3).

Note que, se u € X, entao
1
(1462 Vult, )| < sup(L+ )2 | Vu(t, )| < [ullx.
>0

Logo, temos que
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IVa(t, )l < (1+6) 72 |Jullx, V¢ > 0.

Por outro lado, por Plancherel temos

IV%ult, )l D 10%ult, e = Y €70 ) ee S NEPaE, e = 1 Dult, )]z

|a|=2 |a|=2

onde V2u denota as derivadas de segunda ordem de u com relacao a varidvel z. Como

| Au(t, )2 < (14)"5 7 ul|x, segue que
IV2ult, )2 S (L4875 ullx.

Deste modo, temos que Vu(t,-) € L' N L? com derivadas de primeira ordem em L?. Logo,

pela desigualdade de Gagliardo-Nirenberg segue que Vu(t,-) € L, em que

3:(%—5)%(1—9)

onde 6 € [0,1] com 6 # 1 para 1 —n/2 € Z*. Assim, temos que ¢ € [1,00] se n = 1,
ge[l,o0)sen=2eq¢€|l,2n/(n—2)] se n > 3. Temos ainda a seguinte desigualdade,

IVt e S 192t G [Vult, )5 < (117507073 fu . (4.44)

Além disso, como 1 < p<oosen=1,20oul <p<n/(n—2)sen > 3, temos em ambos
os casos que Vu(t,-) € LP N L?, ou ainda, |Vu(t,-)|P € L' N L?. Agora, para cada s > 0

fixado temos que

(J(t=s,) % [Vu(s, ) ") (x) = | J(t=s,9)|[Vuls,x —y)["dy

Rn

é solugao para o seguinte problema de Cauchy linear:

wy — Aw 4w, — Awy =0, t>s,xeR”
w(s,z) =0, r e R"

wi(s,x) = |Vu(s,z), r e R™.

Assim, pelo Teorema (3.3.1) temos que J(t — s,-) * |Vu(s, -)|" satisfaz as seguintes esti-
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mativas:

IACT # [VulP)(t, )l S (L+t= )7 I[Vuls, )| (4.45)
1A« [VulP)(t )l S A +t=9)7 T ([[Vuls, )Pz + [[Vuls, )Pl z2) (4.46)
10y [VuP)(E e S L+t —s) 7 [[Vuls, )| 2 (4.47)
10T [Vul) (8, e S (Lt =) 8 (IVuls, )Pl + [1Vuls, )P ll22) (4.48)
1T+ [VulP) (@t ) S Vuls, )Pl (4.49)
1T [Vul?)(t )z S (A4t =8) 7T (l[Vuls, )Pl + [[Vuls, )P llz2). (4.50)

Vamos mostrar que
IAFu(t, |2 + 10 Fult, ez S (1471 ully.

De fato, temos que
t
[AFu(t, )12 + [0 Fult, )| 2 S/ [AT(E = s,-) % [Vu(s, ) ["|| L2ds
0
t
+ / 10: J(t — s,-) * |Vu(s, ) |P||L2ds.
0

Utilizando as estimativas (4.46) e (4.45) nos intervalos [0,t/2] e [t/2,] respectivamente,

obtemos

t/2
[AFu(t, )|z S /0 AT = s,-) = [Vu(s, -)[") || 2ds

i /t/2 IACI(E = s,) * |Vu(s, -)|") | 2ds

t/2
5/ (Lt —s) 71 (|[Vuls, )Pl + [[[Vuls, )[P[l 2)ds
0

t
+/ (1+t — )7V Vs, )P || r2ds. (4.51)
t/2

Por outro lado, utilizando a estimativa (4.48) em [0,¢/2] e a estimativa (4.47) em [t/2, ],
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temos
t/2
I8 Fu(t, )z < / 10T (t — 5, % [Vu(s, ) P)]| adls
0
t
+ / 10:(J(t — s,-) * |Vu(s,)[")| L2ds
t/2

t/2
S /0 (L4t =) i (IVuls, )Pl + [[[Vuls, )P]| 2)ds

¢
+/ (141t —s) " [Vu(s, ) |?| L2ds. (4.52)
t/2

Logo, por (4.51) e (4.52) segue que

t/2
[AFu(t, )|z + |0 Ful, )|z S /0 (L4t =) 1 ([[[Vuls, )Pl + [[[Vuls, 7|l 22)ds

t
+/ (1—|—t—s)_1|]|Vu(s,-)|p||des. (4.53)
t/2
Como,
Vs, 7]l = ( [ |Vu<s,x>|pdx) [ Vuls, (4.54)
1/2
1Va(s, ) Le = ( / |w<s,x>|2pdx) — Vs, )P, (4.55)

substituindo em (4.53), temos

t/2
[AFu(, )|z + (|0 Fult, )| 2 5/0 (Lt =) ([IVuls, )7 + [[Vuls, )[152)ds

t
4 / (14t — ) [Vuls, )|ads
t/2

Utilizando a estimativa (4.44) para ¢ = p e ¢ = 2p, temos que

IVu(s, ), SO+ )" 27075 lully, (4.56)

n

IVu(s, ) S48 2075 lulf3. (4.57)
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Deste modo, segue que

[AFu(t, )|z + |0 Fu(t, -)| 12
t/2
S / (L+t—s) 5 (L4+8) 2@ D72 ullh + (14 5) 52075 ful|f)ds
0

t
+ / (1+1t—5) "1 (14s) T 3075 |y|2.ds.
t/2

Como, por hipdtese, p > 1+1/(n+1), segue que n(p—1)/2+p/2 > 1 e consequentemente
(1+s) 872008 < (145)" 5, 5>0.

Com isso, utilizando as desigualdades (4.10), obtemos

t/2
IAFu(t, )2 + |0 Fult, )2 S(1+ t)‘4‘1||UI|’3c/ (1+s) "+ (1+5)"7 "ds
0

t
+(1+t>—2—1||u||g/ (14— 8)ds
t/2
S+ 2 ul, (4.58)

uma vez que

t/2 00
J A L IR I L = AR L UF
0 0

t t
/ (1+t—s)-1dsg/(1+s)—1/2d35(1+t)é.
t/2 0

Agora vamos mostrar que ||[Fu(t, )|z < (14 ¢)~7||ul/%. Utilizando a estimativa

(4.50) em [0,¢/2], a estimativa (4.49) em [t/2,t], as identidades (4.54) e (4.55), temos que

t/2
[Fu(t, )| 2 S/O (L4t =) 2 ([[[Vuls, )P ller + [[[Vuls, ) ["l|22)ds

t
s [Vt
t

/2
t/2 .
- / (L4t — ) 5 (|Vuls, ), + [Vuls, )2 )ds

t
+ / IVu(s, |2 ds.
t/2
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Ainda, utilizando as desigualdades (4.56) e (4.57) na expressao acima, obtemos

t/2
[Fu(t, )| 2 5/ (L+t—5) 5 ((14s) 275 4 (14)7 5207075 |u|fds
0

t
—i—/ (1 —i—s)_%_%(p_l)_%HuHst.
t/2

Deste modo, aplicando as aproximagoes dadas em (4.10), segue que

1Fut, e S(L+1)74

t/2
u||g/ (14 5) 30054y
0
t

+ (1 +t)zg(p1)12)HuH§(/ ds
t/2

SO+ )7 fulfy (4.59)

Do mesmo modo, deduziremos as estimativas L' para Fu. Primeiro, pelo teorema

3.3.3, temos que J(t — s,-) * |Vu(s,-)|P satisfaz as seguintes estimativas L':

[T = s,-)* [Vuls, ) ")l < [[[Vuls, )Pl (4.60)
IVt =5, V(s )P) 0 S (L4t —=s) 72 [[Vuls, )Pl (4.61)
10:(T(t = 5,) % [Vuls, )W) S (L4t = 8) [[[Vuls, )|z (4.62)

Deste modo, utilizando estas estimativas, para j + k = 0, 1, obtemos
V20 Fu(t, )| 5/ IV2OF(I(t = s,-) * [Vu(s, )I”) [ 11 ds
0

t .
5/ (14t =)= "||Vuls, )P 1ds.
0
Utilizando a estimativa (4.56) e as aproximagoes (4.10), temos

A t/2 , §
Vo Fue )l S [ (14t =) 519 20D Eus
0
t .
[ e s L) D s
t/2
J t/2 n p
S Ml [ (@) 200 s
0

t

F AVl [ (-t
t/2

S(LA+6) 727 fulh. (4.63)

Portanto, por (4.58), (4.59) e (4.63) temos que Fu € X e que ||[Fullx < C|lul/%
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para todo u € X. Ainda, de modo andlogo aos teoremas anteriores, podemos mostrar que
[Fu— Follx < Cllu = ollx(lully " +llvl3 ), uoveX.

Logo, temos que F' satisfaz as condigoes (1) e (2) do lema 4.0.3. Assim, considerando
novamente o operador G : A — X, o operador que associa cada par (ug,u;) € A a
solugdo do problema de Cauchy linear (3.2), temos que G satisfaz a condigao (3) do
referido lema.

Portanto, pelo lema (4.0.3), existe ¢ > 0 tal que para quaisquer dados iniciais
(uo,u1) € A, com |[(ug,u1)||a < €, o operador Fu + u; possui um tnico ponto fixo, ou

seja, existe
u € C([0,00); WH N H?) N CY([0, 00); L' N L?),

tal que u = u;+ F'u, solugao para o problema de Cauchy (4.42), satisfazendo as estimativas

1) — (v1), como queriamos demonstrar. [ |
(i) — (vi), q

Observagao 4.0.7 Consideremos f(u) = |u|P. Para cada s > 0 fizado, temos que

(J( —s,-) % f(uls,-)))

é solugao para o sequinte problema de Cauchy linear:

wy — ANw +w, — Aw, =0 t>s,xeR”
w(s,z) =0,

wils,2) = fuls,2)).
Deste modo,
T(t—s,) fuls, ) € O(ls, 00); L' 0 HY) 1 O (s, 00); L 01 12),
para s > 0. Assim, dado to € [0,00) e t > to seque que
Fu(t,z) — Fu(to,z) — /Ot(J(t s ) flu(s, ) (@)ds — /OtO(J(tO s, )k flu(s, ) (@)ds
= [0t s st s+ [ O st )@
# [0t =59 5 Stuls, )i
= [M 0= 5 = =) ¢ Sl D)

+ / J(t—s,-)* f(u(s,-))(x)ds.

to
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Consequentemente,

[Fu(t, ) = Fulto, )2 < /0 G = 5.7) = Tt — 5,)) * Fluls, )12

n / 1Tt = 5,-) % flus, )| sads.

Dado ¢ > 0, para cada s € [0,ty] existe §s > 0 tal que,

3

(T = s,2) = J(to = 5,)) ¢ fluls, Dllez < 7=

Assim, tomando § = inf ]{55}, temos |[(J(t—s, )= J(to—s,))*f(u(s, )|z < e/(1+to),

SE[O,t()
para todo s € [0,to]. Logo,

to
1+,

e<e.

/0 G = 5.7) = Tt — 5,)) * Fluls, ) eds <

Ainda como,

t
/ | J(t —s,-) % f(u(s,-))||zzds — 0,
to
quando t — ty, temos que
| Fu(t, ) — Fu(to,-)||zz — 0,

onde obtemos que Fu € C([0,00); L?). Do mesmo modo mostramos para t < ty. Agora,

definindo w(t,z) = J(t — s,-) x f(u(s,))(x), de modo andlogo podemos mostrar que,

w € C([0,00); L* N HY) N C*(]0, 00); L' N L?).
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