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RESUMO 

 

O objetivo deste trabalho foi propor e validar um modelo matemático dinâmico 
capaz de descrever e predizer o crescimento das bactérias Streptococcus 
thermophilus e Lactobacillus bulgaricus no processo fermentativo do iogurte em 
função da temperatura (T), do pH e da simbiose da cocultura. Para isso, os modelos 
primários (Baranyi e Roberts), secundário (Rosso e colaboradores) e de interação das 
espécies (Monod) foram utilizados para descrever o crescimento das bactérias em 
função dos fatores dinâmicos de T, pH e cocultura. Foram utilizadas 36 cinéticas da 
literatura (12 de cada espécie em cultura pura e 12 em cocultura) em condições 
constantes para estimar os parâmetros dos modelos e nove cinéticas em condições 
dinâmicas (três da literatura, quatro realizadas em laboratório e duas realizadas na 
indústria) para validar as predições dos modelos. Os principais parâmetros estimados 
foram velocidade de crescimento ótimo (𝜇𝑜𝑝𝑡) iguais a 2,41 e 2,43 h-1, temperatura 

ótima (𝑇𝑜𝑝𝑡 ) iguais a 41,0 e 43,4 °C, e pH ótimo (𝑝𝐻𝑜𝑝𝑡 ) iguais a 7,4 e 4,9 para S. 

thermophilus e L. bulgaricus, respectivamente, com Raiz do Erro Quadrático Médio 
(RMSE) dos ajustes iguais a 0,091 e 0,135 log UFC/mL, respectivamente. O modelo 
dinâmico foi capaz de predizer de forma satisfatória o crescimento das bactérias em 
cocultura em condições reais durante a produção de iogurte nas escalas laboratorial 
e industrial, comprovadas pelos índices estatísticos (percentuais de tendência [%B] e 
discrepância [%D] menores que 4,38% e 14,53%, respectivamente). Portanto, o 
modelo validado pode ser utilizado para descrever e predizer o crescimento das 
bactérias no processo fermentativo do iogurte. 
 

Palavras-chave: otimização, bactérias ácido-láticas, lácteos, modelagem matemática, 
microbiologia preditiva.  

 
 
 
 
 
 
 
  



ABSTRACT 

 

The objective of this work was to propose and validate a dynamic mathematical 
model capable of describing and predicting the growth of Streptococcus thermophilus 
and Lactobacillus bulgaricus bacteria in the yogurt fermentation process as a function 
of temperature (T), pH and symbiosis coculture. For this, the primary (Baranyi and 
Roberts), secondary (Rosso et al.) and species interaction (Monod) models were used 
to describe the bacteria growth as a function of the dynamic factors of T, pH and S. 
Thirty-six kinetics from the literature were used (12 of each species in pure culture and 
12 in coculture) under constant conditions to estimate the model parameters and nine 
kinetics under dynamic conditions (three from the literature, four carried out in the 
laboratory and two carried out in industry) to validate the predictions of the models. 
The main estimated parameters were optimal growth rate μopt equal to 2.41 and 2.43 
h-1, optimal temperatureTopt equal to 41,0 and 43,4 °C, and optimal pH pHopt equal to 
7,4 and 4,9 for S. thermophilus and L. bulgaricus, respectively, with Root Mean 
Squared Error (RMSE) of the adjustments equal to 0,091 and 0,135 log CFU/mL, 
respectively. The dynamic model was able to satisfactorily predict the growth of 
bacteria in coculture under real conditions during the production of yoghurt at 
laboratory and industrial scales, confirmed by statistical indices (trend percentages 
[%B] and discrepancy [%D] lower than 4,38% and 14,53%, respectively). Therefore, 
the validated model can be used to describe and predict the growth of bacteria in the 
yogurt fermentation process. 
 

Keywords: optimization, lactic acid bacteria, dairy products, mathematical modeling, 
predictive microbiology. 
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1 INTRODUÇÃO  

 

A Organização das Nações Unidas para a Alimentação e a Agricultura (FAO) 

recomenda a adoção de uma alimentação saudável para a melhoria do bem-estar, 

expectativa e qualidade de vida (FAO, 2013). Em consequência disso, há uma 

crescente procura por alimentos nutricionalmente ricos, como é o caso do leite e seus 

derivados. O leite, segundo o Regulamento da Inspeção Industrial e Sanitária de 

Produtos de Origem Animal (RIISPOA), de 29 de março de 2017, deve ser composto 

por, no mínimo, 3 g de gordura, 2,9 g de proteína, 4,3 g de lactose, 8,4 g de sólidos 

não gordurosos e 11,4 g de sólidos totais por 100 g de leite (SILVA et al, 2014; 

BRASIL, 2017).  

Com a finalidade de garantir a qualidade, a segurança dos alimentos e maior 

tempo de vida útil do leite, a Instrução Normativa nº 76, de 26 de novembro de 2018 

determina que seja feita a inativação de microrganismos patogênicos não esporulados 

presentes na matéria-prima destinada para consumo e também para a fabricação dos 

derivados lácteos. Esse processo é denominado pasteurização, o qual utiliza como 

parâmetro térmico a destruição de bactérias termorresistentes, como é o caso da 

Mycobacterium tuberculosis e da Coxiela burnetii. Além disso, para produtos 

fermentados, a pasteurização serve para inibir a competição com as bactérias ácido-

láticas (BAL), o que favorece a fermentação (BRASIL, 2018, ORDÓNEZ et al., 2005). 

Dentre os produtos lácteos, o iogurte é muito apreciado por possuir grande 

variedade de sabor e textura, capaz de agradar os mais diversos paladares. Para a 

fabricação do iogurte deve-se seguir o que determina o Regulamento Técnico de 

Identidade e Qualidade (RTIQ) descrito na Instrução Normativa n° 46, de 23 de 

outubro de 2007, que define iogurte como sendo o produto oriundo da fermentação 

realizada com cultivos protosimbióticos de Streptococcus salivarius subsp. 

thermophilus e Lactobacillus delbrueckii subsp. bulgaricus. E, de forma complementar, 

podem ser utilizadas outras bactérias ácido láticas para contribuição das 

características finais desejadas (BRASIL, 2007).  

A proporção quantitativa das culturas starter não é definida em regulamentos, 

porém, existem vários estudos sobre a razão adequada entre microrganismos para a 

produção do iogurte. Algumas referências do equilíbrio inicial da cultura starter na 

literatura propõe uma variação de cocos:bacilos de 1:1, 2:1 (BRANDÃO, 1995) ou 2:3 

(SPREER, 2011), contudo essa proporção não é fixa, ficando a critério dos fabricantes 
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das bactérias iniciadoras. Outro ponto que pode variar conforme a tecnologia 

empregada é a concentração da cultura starter necessária para a produção de iogurte, 

a exemplo disso, a Chr. Hansen estabelece uma proporção de 1 U para 5 L de leite 

ou mistura láctea. Além disso, as condições de temperatura, acidez e tempo durante 

a fermentação e o armazenamento podem mudar a proporção bacteriana viável e as 

características físico-químicas e sensoriais do produto final (MARTIN, 2002). 

O processo fermentativo do iogurte se inicia através da atividade da bactéria 

S. thermophilus devido ao pH do leite ser próximo do seu ideal (em torno de 6,8). Esta 

apresenta como produtos metabólicos o ácido fórmico e o ácido fólico, consumindo 

oxigênio e gerando dióxido de carbono. Sua condição de temperatura ótima varia 

entre 35 e 42 °C. Como consequência dessa fermentação, observa-se uma escassez 

de oxigênio e uma acidificação do leite, o que o torna mais propenso para a atividade 

da L. bulgaricus, cujo pH ótimo é próximo de 5,8. A geração de oligossacarídeos nessa 

segunda ação bacteriana propicia a biossíntese da S. thermophilus. Essa troca de 

metabólitos mostra o processo denominado protocooperação, pois em conjunto, elas 

se desenvolvem melhor e produzem mais ácido lático em menor tempo quando 

comparado aos cultivos isolados. A fermentação simultânea também proporciona 

melhores características ao produto final, como maior viscosidade, maior estabilidade 

e maior liberação de compostos aromáticos (como acetaldeído e diacetil). 

Diferentemente da primeira bactéria, a temperatura ótima para a L. bulgaricus está 

entre 43 a 46 °C. Contudo, atualmente, os laticínios optam por uma incubação 

isotérmica próxima a 42 °C no processo de fermentação, considerando assim um 

meio-termo entre as temperaturas ótimas das duas espécies (MICHAEL, SANDINE, 

1986; SIEUWERTS, SANDER, 2016; MOON, REINBOLD, 1993, ORDÓNEZ et al., 

2005). 

Quanto às características do iogurte, o Padrão de Identidade e Qualidade 

(PIQ) exige que o produto apresente, até o último dia de validade, acidez entre 0,6 a 

1,5 g de ácido lático/100 g de produto e contagem de bactérias láticas totais de, no 

mínimo, 107 UFC/g (BRASIL, 2007). Essa disposição se faz necessária porque, 

durante o prazo de validade (shelf-life), deve-se garantir que qualquer produto 

alimentício esteja seguro para o consumo, além de conferir as propriedades 

nutricionais, sensoriais e microbiológicas desejadas. Esse intervalo de tempo é 

determinado através de análises e estudos preditivos, os quais simulam do alimento 

nas condições de armazenamento em que ele é submetido (ANVISA, 2018).  
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No decorrer da vida útil, algumas alterações são observadas no iogurte, como 

o surgimento de sabor amargo devido à hidrólise das proteínas (TAMINE, 

ROBINSON, 1988) e a redução da consistência (O’NEIL et al. 1979). Sua validade 

pode ser reduzida ainda mais quando este permanece sob condições inadequadas de 

temperatura, sendo que a Instrução Normativa nº 46, de 23 de outubro de 2007 

permite armazenamento de no máximo 10 °C (BRASIL, 2007). Estas condições 

térmicas adversas podem acelerar reações de deterioração, contribuir para o 

desenvolvimento de bactérias psicrófilas (MORENO, KOSIKOWSKI, 1973) e reativar 

o processo fermentativo das bactérias ácido láticas provocando alterações 

indesejáveis. Uma delas é o aumento da acidez além de 1,5 g ácido láctico/100 g, o 

que ocasionaria mudanças nas características sensoriais do produto, podendo 

desagradar alguns paladares.  

Tendo em vista que as circunstâncias de produção do iogurte utilizadas 

atualmente não oferecem as temperaturas ótimas para nenhuma das duas bactérias 

iniciadoras, tem-se um pressuposto de que o tempo de fermentação poderia ser 

melhorado. Isso porque seria possível proporcionar uma situação para que cada uma 

das BAL atingissem seu potencial máximo de reprodução e atividade através da 

aplicação de uma incubação não-isotérmica. Uma pesquisa conduzida por Abraham 

et al (1993) também sugere a hipótese levantada, pois em seus resultados as culturas 

iniciadoras do iogurte deviam ser incubadas a temperaturas mais baixas para se obter 

uma concentração mais elevada de protease, o que corresponde à faixa ótima de 

S. thermophilus. 

Para colaborar com a melhoria do processo de produção e vida útil do iogurte, 

a microbiologia preditiva pode ser utilizada como uma ferramenta para controlar e 

otimizar o tempo e as condições do processo fermentativo (VAN IMPE et al. 1995). 

Ela possibilita o entendimento, de forma mais assertiva, do crescimento dos 

microrganismos como uma resposta diante do meio em que estão inseridos 

(BARANYI; ROBERTS, 1995). Isso é possível graças aos modelos matemáticos de 

inativação e crescimento microbiano, os quais são desenvolvidos e testados 

exaustivamente sobre condições experimentais controladas (BUCHANAN, 1993). 

Os modelos utilizados na microbiologia preditiva receberam uma proposta de 

classificação por Whiting e Buchanan (1993) em três níveis: primário, secundário e 

terciário. No modelo primário, são avaliadas as respostas de microrganismos sob uma 

condição controlada de teste em relação ao tempo, podendo ser a densidade 
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populacional microbiana, concentração de metabólitos, entre outros. Esse modelo 

permite estimar parâmetros, como fase de adaptação do organismo em um novo 

ambiente (fase de lag), velocidade máxima específica de crescimento (máx) ou de 

maneira complementar, a velocidade de inativação na condição analisada. O modelo 

secundário, por sua vez, descreve a interferência das condições ambientais sobre um 

ou mais parâmetros de um modelo primário. Este permite calcular, por exemplo, 

modelos de superfície de respostas para os parâmetros estimados no primeiro modelo 

diante de mudanças de temperatura, pH e atividade de água. Já os modelos terciários 

são obtidos pela combinação dos modelos primários e secundários, e são capazes de 

predizer o crescimento microbiano sob condições ambientais variáveis ou dinâmicas 

utilizando para isso algoritmos, como por exemplo, oscilações de temperatura em 

função do tempo (BARANYI, ROBERTS, 1995). Por este motivo, a microbiologia 

preditiva também é usada para determinação de prazo de validade dos produtos 

alimentícios simulando as condições de armazenamento (BARANYI, 

ROBERTS, 1994).  

Verificou-se uma carência de modelos preditivos na literatura descrever o 

crescimento de bactérias ácido-láticas em culturas mistas, com interação de 

mutualismo e protocoperação. Portanto, este trabalho de conclusão de curso teve 

como objetivo geral propor e validar um modelo matemático capaz de descrever e 

predizer o crescimento das bactérias em função da temperatura, do pH e da simbiose 

da cocultura durante a fermentação do iogurte.  

Para atingi-lo foram definidos os seguintes objetivos específicos: obter dados 

experimentais das cinéticas de crescimento de S. thermophilus e L. bulgaricus em 

culturas puras e cocultura em diferentes condições; propor um modelo matemático 

dinâmico para descrever o crescimento de S. thermophilus e L. bulgaricus em culturas 

puras e cocultura em função das diferentes condições; estimar os parâmetros dos 

modelos matemáticos; quantificar o crescimento das espécies durante a produção de 

iogurte em quatro experimentos em escala laboratorial e em dois experimentos em 

escala industrial; validar o modelo dinâmico proposto a partir dos dados experimentais 

nas escalas laboratorial e industrial. 
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2 MATERIAL E MÉTODOS 

 

Os procedimentos experimentais foram realizados em escala laboratorial no 

Laboratório de Módulos Didáticos (LAMODI) da UFPR – Campus Avançado de 

Jandaia do Sul, e em escala industrial na CONFEPAR Agro-Industrial Cooperativa – 

Londrina, Paraná.  

Dados experimentais de dois artigos da literatura foram fornecidos pelos seus 

autores e utilizados neste trabalho: Developing a detailed kinetic model for production 

of yogurt starter bacteria in single strais cultures (AGHABABAIE et al., 2014) e 

Developing a kinetic model for co-culture of yogurt starter bacteria growth in pH 

controlled batch fermentation (AGHABABAIE et al., 2015). Neles, os autores propõem 

um modelo de crescimento das bactérias ácido-láticas, baseado em fundamentos de 

biotecnologia, que considera o efeito do pH, temperatura, ácido lático, concentração 

de carbono e nitrogênio no desenvolvimento das culturas iniciadoras. Os dados 

experimentais foram encaminhados pela autora após serem solicitados. 

Além desses dois artigos, foram utilizados dados da dissertação de 

Giuseppina Anna Luzzi (LUZZI, 2020) intitulada Influence of Yogurt and Cheese 

Reformulation Strategies on Microbial ecology and Product Characteristics e, para 

aquisição dos dados experimentais a partir dos gráficos apresentados como 

resultados ao longo da dissertação, foi utilizado o WebPlotDigitizer (ROHATGI, 2020). 

Os dados disponíveis no Capítulo 10 Cultures and starter manufacture do livro 

Dairy Processing Handbook, da Tetra Pak, que trata das BAL e da produção de 

fermentados lácteos, também foram utilizados. 

As simulações e aplicações dos modelos foram realizados em planilhas 

eletrônicas do software Excel, com auxílio do suplemento Solver. 

 

2.1 INGREDIENTES 

 

2.1.1 Escala Laboratorial 

 

Leite cru não padronizado foi adquirido de uma propriedade rural de Jandaia 

do Sul (PR), sendo que cada experimento foi realizado com leite ordenhado em 

diferentes dias. Cada experimento em bancada foi elaborado com 2 L de leite cru, 

240 g açúcar cristal e 82 g leite em pó. E 0,0214 g de fermento liofilizado composto 
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pelas bactérias lácticas Streptococcus thermophilus e Lactobacillus bulgaricus 

(Danisco cultures, YO-MIXTM
 499 LYO 100 DCU) foi doado pelo Laticínio Volpato 

(Arapongas, PR). 

 

2.1.2 Escala Industrial 

 

Para cada produção de iogurte foram utilizados 1.300 L de leite integral 

padronizado e homogeneizado, 12,5 kg de leite em pó desnatado (marca Cativa), 

37,5 kg de soro de leite em pó (marca Cativa), 1.075 L de água (para reconstituição 

do soro e do leite em pó), 255 kg de açúcar cristal (marca Globo), 11 kg de 

estabilizante (marca Ashland), e 10 kg de amido (marca Gemacom). Além disso, 

também foram utilizados 3 saches de fermento liofilizado YOFLEX® Mild 1.0 de 200 U 

cada (marca CHR HANSEN). 

 

2.2 PROCESSO DE FABRICAÇÃO DE IOGURTE 

 

2.2.1 Escala laboratorial 

 

Para cada experimento, foi utilizado um béquer de vidro de 2 L para conter a 

mistura dos ingredientes no qual este era submetido a agitação manual constante com 

um bastão de vidro até completa homogeneização. A mistura foi submetida a um 

tratamento térmico (90 °C por 5 min) em um banho-maria com circulação de água 

(marca Nova Técnica, modelo NT 249). Em seguida, o leite foi resfriado até a 

temperatura inicial de cada experimento em escala laboratorial (EEL) (38,5 °C, 42 °C, 

44,5 °C e 38,7 °C, codificados como EEL1, EEL2, EEL3 e EEL4, respectivamente) no 

mesmo equipamento pela substituição da água quente por água fria. Então, 0,0214 g 

de cultura iniciadora (equivalente a 0,2 DCU), quantificado em balança analítica 

(Bioscale, modelo), foi adicionada à mistura sob agitação manual. As temperaturas 

(centro da amostra, paredes internas e externa do béquer, e água do banho) foram 

monitoradas durante todo o processo, a cada 5 s, com sensores de temperatura do 

tipo bastão (modelo PS – 2143, Pasco Capstone). Amostras para as análises 

microbiológicas e físico-químicas foram coletadas no início do processo e em 

intervalos sucessivos de 30 min até o término da fermentação. 
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2.2.2 Escala Industrial 

 

Um maturador com capacidade de 5.000 L foi utilizado para conter a mistura 

dos ingredientes e realizar o tratamento térmico a 92,6 °C por 10 min. Na sequência, 

o conteúdo foi resfriado a 43,1 °C através da circulação de água gelada na camisa do 

maturador para a inoculação do fermento para o qual foi realizada agitação mecânica 

de baixa rotação por 10 min a 40 rpm. A temperatura da mistura foi monitorada durante 

todo o processo, a cada 5 s, com um sensor de temperatura do tipo PT100 

(Thermomax, Classe A). Amostras para as análises microbiológicas e físico-químicas 

foram coletadas no início do processo e em intervalos sucessivos de 30 min até o 

término da fermentação. 

 

2.3 ANÁLISES FÍSICO-QUÍMICAS DAS AMOSTRAS 

 

2.3.1 Determinação do Ph 

 

O pH das amostras foi quantificado por imersão de eletrodo de pH conectado 

a um pH-metro de bancada (escala laboratorial: marca MS TECNOPON-

Instrumentação científica, modelo Mpa-210; escala industrial: OHAUS, Starter 300) a 

cada 30 min de incubação. 

 

2.3.2 Determinação da acidez 

 

O procedimento foi realizado segundo as instruções contidas no Manual de 

Métodos Oficiais para Análises de Alimentos de Origem Animal (BRASIL, 2019). Desta 

forma, foram coletadas 20 mL de amostra a cada 30 min. Em seguida foram 

transferidos a um Erlenmeyer de 125 mL contendo 40 mL de água para diluição e 

adicionado 2 mL de solução alcoólica de fenolftaleína a 1% (utilizada como indicador). 

Essa mistura foi titulada em bureta manual com solução de hidróxido de sódio 

0,1 mol/L padronizada até a primeira coloração rosa forte, semelhante ao padrão 

(solução de 100 L de fucsina, 20 mL de amostra e 40 mL de água), persistente por 

aproximadamente 30 s. Os resultados de acidez foram calculados com a Equação (1) 

e expressos em gramas de ácido lático por 100 gramas de amostra, onde V é o volume 

de solução de hidróxido de sódio 0,1 mol/L gasto na titulação (mL); 20 é o volume da 



17 

 

amostra, em mL; f é o fator de correção da solução de hidróxido de sódio 0,1 mol/L; 

0,009 é o fator de correção do ácido lático; 0,1 é a molaridade de solução de hidróxido 

de sódio. O resultado da acidez titulável é expresso como uma casa decimal. 

𝐴𝑐𝑖𝑑𝑒𝑧 𝑒𝑚 𝑔 𝑑𝑒 á𝑐𝑖𝑑𝑜 𝑙á𝑡𝑖𝑐𝑜 /100 𝑔 =
𝑉 . 𝑓 . 0,1 . 0,09 . 100

20
 

(1) 

 

2.4 ANÁLISES MICROBIOLÓGICAS DAS AMOSTRAS 

 

Os procedimentos foram realizados em conformidade com as normas da 

International Organization for Standardization (ISO). 

Para a Contagem Bacteriana Total (CBT) foi observada a ISO 4833:2003 

utilizando o Agar Padrão para Contagem (PCA) (Plate Count Agar, Milipore), 

preparado pela diluição de 22,5 g em 1000 mL de água destilada. Já para a 

quantificação de L. bulgaricus e S. thermophilus foi observada a ISO 7889:2003 

utilizando o Agar MRS (Man, Rogosa and Sharpe, Milipore), preparado pela diluição 

de 68,2 g em 1000 mL de água destilada, e o Agar M17 (TM Media), preparado pela 

diluição de 33,25 g em 1000 mL de água destilada, respectivamente. 

Inicialmente, cada agar foi diluído em água destilada e aquecido até 

temperatura de ebulição e, em seguida, resfriado a 25 °C. O ajuste do pH dos meios 

de cultivo foi realizado com ajuda de um pH-metro, com a adição de ácido acético 

glacial (CH3COOH) ao Agar MRS até obtenção do pH 5,4 (± 0,1) a 25 °C (± 1 °C), e 

com a adição de hidróxido de sódio (NaOH, marca Cap Lab) 0,1 mol/L ao Agar M17 

até obtenção do pH 6,8 (± 0,1) a 25 °C (± 1 °C). Após o ajuste do pH, os meios foram 

autoclavados a 121 °C (± 1 °C) por 15 min. Então, os frascos com os meios foram 

resfriados e mantidos a 45 °C até a sua utilização. 

A diluição inicial (10-1) para três experimentos em escala laboratorial e para o 

primeiro experimento em escala industrial foi realizada utilizando 1 mL da amostra 

diluída em 9,0 mL de solução salina peptonada (0,1%). A diluição inicial (10-2) para o 

primeiro experimento em escala laboratorial foi realizada utilizando 0,1 mL da amostra 

diluída em 9,9 mL de solução salina peptonada (0,1%). Para a diluição inicial do 

segundo experimento em escala industrial, a diluição inicial foi realizada a partir de 

25 g da amostra adicionada em 225 mL de solução salina peptonada 0,1%. Em todos 

os casos, a mistura (amostra + água peptonada) foi homogeneizada por 
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aproximadamente 60 s em vortex (escala laboratorial: marca FISATOM, modelo 772, 

potência de 40 W; escala industrial: marca Cap Lab - Biomixer).  

Em um planejamento experimental prévio foram determinadas as três 

diluições a serem utilizadas a partir das amostras coletadas a cada 30 min de 

experimento. Um mL de cada amostra foi despejada em placas de Petri estéreis de 

9 cm de diâmetro e, em seguida, foram adicionados cerca de 15 a 20 mL de ágar 

(PCA para a escala laboratorial; PCA, MRS ou M17 para a escala industrial) em cada 

placa. Após a semeadura, foi realizada a homogeneização pela técnica de 

profundidade (pour plate) e deixada as placas solidificarem em superfície plana para 

depois serem invertidas e incubadas a 37 °C por 48 h (meios PCA e M17) ou 72 h 

(meio MRS). No segundo experimento em escala industrial, as amostras foram 

plaqueadas em profundidade e com dupla camada para todos os tipos de meio; além 

disso, o MRS foi incubado envolto em plástico filme. 

A contagem de colônias foi feita manualmente, considerando toda a superfície 

da placa. Os resultados foram expressos em UFC/mL levando-se em conta a diluição 

empregada e a Equação (2) onde N é o valor numérico da quantidade de 

microrganismos característicos por mL da amostra teste; C é o valor numérico da 

soma das colônias nas placas contadas; n é a diluição da placa 

𝑁 = 𝐶10𝑛 (2) 

 

2.5 MODELAGEM MATEMÁTICA 

 

A Equação (3), que se trata do modelo logístico de Gibson et al. (1987) 

adaptado de Gompertz (1825), foi ajustada aos dados experimentais de pH, onde 

𝑝𝐻(𝑡) (adimensional) é o valor do pH no tempo 𝑡 (h), 𝐴 (adimensional), 𝐶 

(adimensional), 𝐵 (h-1) e 𝑀 (h) são parâmetros empíricos. A partir desta equação foi 

possível determinar o valor teórico do pH a qualquer tempo durante a fermentação. 

𝑝𝐻(𝑡) = 𝐴 + 𝐶 exp{− 𝑒𝑥𝑝(−𝐵(𝑡 − 𝑀))} (3) 

O modelo dado pela Equação (4), de acordo com AGHABABAIE et al. (2014), 

descreve uma cinética de primeira ordem com a influência de cada fator j no 

crescimento da bactéria i (𝑓𝑗
𝑖), entre eles a temperatura (𝑓𝑇

𝑖), o pH (𝑓𝑝𝐻
𝑖 ), as 

concentrações de carbono (𝑓𝐶
𝑖), de nitrogênio (𝑓𝑁

𝑖 ), de lactato (𝑓𝐿𝑎
𝑖 ) e de ácido lático 

(𝑓𝐻𝑙𝑎
𝑖 ). 𝑋𝑖 é a concentração de biomassa (g/L) e t é o tempo (h). 
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𝑑𝑋𝑖

𝑑𝑡
=  𝜇𝑚á𝑥

𝑖  𝑓𝑇
𝑖 𝑓𝑝𝐻

𝑖 𝑓𝐶
𝑖𝑓𝑁

𝑖 𝑓𝐿𝑎
𝑖 𝑓𝐻𝑙𝑎

𝑖 𝑋𝑖 
(4) 

Essa abordagem de Engenharia Bioquímica usa como base a Teoria dos 

Obstáculos de Leistner e Gorris (1995) por ser composta por funções cujos fatores 

são os responsáveis por modular a dinâmica de multiplicação e sobrevivência dos 

microrganismos em alimentos, como mostra as Equações (5) a (10) (AGHABABAIE 

et al., 2014). Nestas equações, ∆𝐸𝑎 é a variação da energia de ativação do efeito da 

temperatura no crescimento (kJ/g.mol), R é a constante universal dos gases (8,314 

kJ/g.mol/K), T é a temperatura (K), A é a constante na função de temperatura 

(admensional), e é o número de Euler, ∆𝐺𝑎 é a energia livre de efeito da temperatura 

no crescimento (kJ/g.mol), 𝑝𝐻𝑜𝑝𝑡  é o pH ótimo na função de pH, 𝐶1 , 𝐶2 , 𝐶3 são 

respectivamente o primeiro, segundo e terceiro coeficientes de efeito do pH na taxa 

de crescimento, 𝐶𝑆𝐶 é a concentração do substrato de carbono (g/L), 𝐾𝑐 é a constante 

Monod para as fontes de carbono (g/L), 𝐶𝑆𝑁 é a concentração de substrato de 

nitrogênio (g/L), 𝐾𝑁 é a constante de Monod para as fontes de nitrogênio, KP é o 

segundo parâmetro de inibição do ácido lático (L/g), 𝐶𝐻𝑙𝑎 é a concentração do ácido 

lático não dissociado (g/L), 𝐾𝐻𝑙𝑎 o parâmetro de inibição de ácido lático não 

dissociado, 𝐶𝐿𝑎 é a concentração do íon lactato (g/L), e 𝐾𝐿𝑎 o parâmetro de inibição 

do lactato (L/g). 

𝑓𝑇 =
𝑒−(

∆𝐸𝑎
𝑅𝑇

)

1 + 𝐴𝑒−(
∆𝐺𝑎
𝑅𝑇

)
 (5) 

𝑓𝑝𝐻 =
𝐶1(𝑝𝐻𝑜𝑝𝑡 − 𝑝𝐻)

2
+  𝐶2

(𝑝𝐻𝑜𝑝𝑡 − 𝑝𝐻)
2

+  𝐶3

 (6) 

𝑓𝐶 =
𝐶𝑆𝐶

𝐶𝑆𝐶 + 𝐾𝑐
 (7) 

𝑓𝑁 =
𝐶𝑆𝑁

𝐶𝑆𝑁 + 𝐾𝑁
 (8) 

𝑓𝐻𝑙𝑎 = (
1

1 + 10𝐾𝑃(𝐶𝐻𝑙𝑎−𝐾𝐻𝑙𝑎)
) (9) 

𝑓𝐿𝑎 = 𝑒−𝐾𝐿𝑎.𝐶𝐿𝑎  (10) 

Com a finalidade de modelar os resultados experimentais expressos em 

UFC/mL ao invés de g/L, no contexto da microbiologia preditiva, a modelagem 
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matemática foi realizada com o modelo primário de BARANYI E ROBERTS (1994), 

Equações (11) e (12), onde 𝑦 é o logaritmo da concentração momentânea da 

população (𝑁, em UFC/mL) em relação ao tempo 𝑡 (h), 𝑄0 está relacionado com o 

estado fisiológico inicial das células (adimensional), e 𝑦𝑚𝑎𝑥 o logaritmo da 

concentração máxima de células. As equações diferenciais têm as seguintes 

condições iniciais: 𝑦(0) = 𝑦0 e 𝑄(0) = 𝑄0. Para expressar a dependência do 

parâmetro 𝜇𝑚á𝑥
𝑖  do modelo de Baranyi e Roberts (1994) com a temperatura e o pH, o 

modelo secundário proposto por ROSSO et al (1995) (Cardinal Temperature and pH 

Model, CTPM) com suas funções 𝑓𝑗
𝑖 foi utilizado. Este modelo é composto 

integralmente por parâmetros com significado biológico, como mostram as Equações 

(13) a (15), onde 𝑓𝑇
𝑖 é uma função de temperaturas cardinais (CTM) e 𝑓𝑝𝐻

𝑖  uma função 

de pH cardinais (CPM); 𝜇𝑜𝑝𝑡,𝑖 é a velocidade específica ótima de crescimento; 𝑇𝑚𝑖𝑛,𝑖, 

𝑇𝑜𝑝𝑡,𝑖 e 𝑇𝑚á𝑥,𝑖 são as temperaturas teóricas de crescimento mínimo, ótimo e máximo, 

respectivamente; 𝑝𝐻𝑚𝑖𝑛,𝑖, 𝑝𝐻𝑜𝑝𝑡,𝑖 e 𝑝𝐻𝑚á𝑥,𝑖 são os pH’s teóricos de crescimento 

mínimo, ótimo e máximo, respectivamente 

𝑑𝑦𝑖

𝑑𝑡
= (

1

1 + 𝑒−𝑄𝑖
)

𝜇𝑚á𝑥
𝑖

ln 10
(1 − 𝑒𝑦𝑖−𝑦𝑚𝑎𝑥,𝑖) (11) 

𝑑𝑄𝑖

𝑑𝑡
=

𝜇𝑚á𝑥
𝑖

ln 10
 (12) 

𝜇𝑚á𝑥
𝑖 =  𝜇𝑜𝑝𝑡

𝑖 𝑓𝑇
𝑖𝑓𝑝𝐻

𝑖  (13) 

𝑓𝑇
𝑖 =

(𝑇 −  𝑇𝑚𝑎𝑥
𝑖 )(𝑇 −  𝑇𝑚𝑖𝑛

𝑖 )2

(𝑇𝑜𝑝𝑡
𝑖 − 𝑇𝑚𝑖𝑛

𝑖 )[(𝑇𝑜𝑝𝑡
𝑖 − 𝑇𝑚𝑖𝑛

𝑖 )(𝑇 − 𝑇𝑜𝑝𝑡
𝑖 ) − (𝑇𝑜𝑝𝑡

𝑖 − 𝑇𝑚𝑎𝑥
𝑖 )(𝑇𝑜𝑝𝑡

𝑖 − 𝑇𝑚𝑖𝑛
𝑖 − 2𝑇) ]

 (14) 

𝑓𝑝𝐻
𝑖 =

(𝑝𝐻 −  𝑝𝐻𝑚𝑖𝑛
𝑖 )(𝑝𝐻 − 𝑝𝐻𝑚𝑎𝑥

𝑖 )

(𝑝𝐻 − 𝑝𝐻𝑚𝑖𝑛
𝑖 )(𝑝𝐻 − 𝑝𝐻𝑚𝑎𝑥

𝑖 ) − (𝑝𝐻 − 𝑝𝐻𝑜𝑝𝑡
𝑖 )

2 
(15) 

A interferência positiva da protocooperação entre as bactérias foi quantificada 

inicialmente por Aghababaie et al. (2014) utilizando para isso equações baseadas no 

modelo de Monod (1942) descritos nas Equações (16) e (18), considerando para isso 

a concentração dos peptídeos (𝐶𝑝𝑒𝑝) e os aminoácidos produzidos a partir da proteína 

do soro do leite pela atividade proteolítica de L. bulgaricus as quais estimulam o 

crescimento de S. thermophilus (Equação 17). O efeito contrário também é ponderado 

na modelagem, no qual a produção de ácido fórmico (𝐶𝑓) e dióxido de carbono pela S. 
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thermophilus são responsáveis por reduzir o pH médio do leite o que proporciona 

melhores condições de desenvolvimento para a L. bulgaricus.  

Nesse sentido, a Equação (19) descreve a taxa de acúmulo de ácido fórmico, 

a qual não considera o efeito do dióxido de carbono o qual se dissocia em HCO-3 e 

HCO-2. Dessa forma, a Equação (19) descreve o efeito dos metabólitos produzidos 

por S. thermophilus sobre o L. bulgaricus a partir do modelo de Monod. Por fim, a 

Equação (20) descreve o crescimento em condições dinâmicas de cada espécie 𝑖 em 

fermentações de cocultura 𝑐, em que a função 𝑓𝑘
𝑖 (adimensional) descreve o efeito 

simbiótico da espécie 𝑘 na taxa de crescimento específica da espécie 𝑖. 

𝑓𝐿
𝑆 = 𝑍

𝐶𝑝𝑒𝑝

𝐶𝑝𝑒𝑝 + 𝐾𝑝𝑒𝑝
 (16) 

𝑑𝐶𝑝𝑒𝑝

𝑑𝑡
=  𝑔𝑝𝑒𝑝

𝑑𝑋𝑚
𝑆

𝑑𝑡
  (17) 

𝑓𝑆
𝐿 = 𝑊

𝐶𝑓

𝐶𝑓 + 𝐾𝑓
 (18) 

𝑑𝐶𝑓

𝑑𝑡
=  𝑔𝑓

𝑑𝑋𝑚
𝑆

𝑑𝑡
 (19) 

𝑑𝑦𝑐
𝑖

𝑑𝑡
=

𝑑𝑦𝑝
𝑖

𝑑𝑡
𝑓𝑘

𝑖  (20) 

Onde 𝑍 (adimensional) é o parâmetro que descreve o efeito da S. 

thermophilus sobre a L. bulgaricus, 𝐾𝑝𝑒𝑝 (𝜇𝑔𝐿−1) é um parâmetro do modelo de Monod 

para metabólitos produzidos por L. bulgaricus, 𝑊 (adimensional) é o parâmetro da 

função que descreve o efeito da S. thermophilus sobre a L. bulgaricus, 𝐾𝑓 (𝜇𝑔𝐿−1) é o 

parâmetro do modelo de Monod para a quantificação dos metabólitos produzidos por 

L. bulgaricus. 

 

2.5.1 Validação da Modelagem Matemática 

 

Como forma de comprovar a assertividade dos modelos preditivos diante dos 

dados experimentais, é necessário ter medidas quantitativas para confrontar os 

resultados preditos com os observados. Dessa forma, é possível validar o modelo e 

habilitá-lo para ser usado como ferramenta na indústria de alimentos, como: 
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implementação de HACCP, avaliação de risco microbiano além da determinação da 

vida útil dos produtos acabados (Baranyi et al, 1999).  

Para isso, é necessário buscar indicadores para a qualidade do modelo, 

Baranyi et al (1999) modificaram os fatores Bias (Bf) e Accuracy (Af) propostos por 

Ross (1996) a fim de obter um indicador capaz de comparar resultados contínuos de 

velocidade de crescimento máxima sob condições ambientais variáveis (Equações 21 

a 24). 

%𝐷𝑓 = (𝐴𝑓 − 1) 100% (21) 

𝐴𝑓 = 𝑒𝑥𝑝 (√
∑ (ln 𝑦𝑝𝑟𝑒𝑑𝑖𝑡𝑜,𝑖 − ln 𝑦𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑑𝑜,𝑖)

2𝑛
𝑖=1

𝑛
) (22) 

%𝐵𝑓 = 𝑠𝑔𝑛(𝐿𝑛 𝐵𝑓) (𝑒𝑥𝑝|𝐿𝑛 𝐵𝑓| − 1) 100% (23) 

𝐵𝑓,𝑔 = 𝑒𝑥𝑝 (
∑ (ln 𝑦𝑝𝑟𝑒𝑑𝑖𝑡𝑜,𝑖 − ln 𝑦𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑑𝑜,𝑖)

𝑛
𝑖=1

𝑛
) (24) 

Onde f é o vetor dos fatores ambientais cujos efeitos são modelados  por %𝐷𝑓 

a discrepância discreta em porcentagem entre o observado e o modelado, e %𝐵𝑓  o 

percentual de tendência entre o observado e o modelado. 

Para o parâmetro %𝐷𝑓 valores iguais a zero são desejados, pois significam 

que os resultados obtidos pelo modelo são exatamente os observados 

experimentalmente. Dessa forma, quanto mais distante de zero for %𝐷𝑓, maior o erro 

dos resultados que estão sendo comparados. 

Por sua vez, um %𝐵𝑓 maior que zero indica que o modelo está 

superestimando os dados reais, ou ainda quando %𝐵𝑓 for menor que zero o modelo 

está subestimando os dados. O desejado é que %𝐵𝑓  seja igual a zero indicando uma 

excelente capacidade preditiva com valores reais (sem diferença).  

Além desses, serão usados para validação do modelo os parâmetros 

Coeficiente de determinação (R²) e Raiz do Erro Quadrático Médio (RMSE) do inglês 

Root mean squared error.  

O Coeficiente de determinação (R2) é a medida descritiva da qualidade do 

ajuste obtido, ou seja, indica o quanto o modelo foi capaz de explicar os dados 

coletados. É dado pela soma dos quadrados da regressão (SQR) e a soma dos 
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quadrados total (SQT) (Equação 25), sendo que 0 ≤ R2 ≥ 1 e quando R2 = 1 seria o 

ajuste perfeito. 

𝑅2 =  
𝑆𝑄𝑅

𝑆𝑄𝑇
= 1 − 

𝑆𝑄𝑅

𝑆𝑄𝑇
=  

∑ (𝑌𝑖 −  𝑌̅)𝑛
𝑖=1

∑ (𝑌𝑖 − 𝑌̂𝑖)
2𝑛

𝑖=1

 
(25) 

Já o RMSE mostra as diferenças individuais entre a previsão do modelo (pn) 

e as observações (on), onde n é o total de comparações. Elevando as diferenças ao 

quadrado força a tratar igualmente os resultados negativos e positivos. Mede o erro 

total (sistemáticos e randômicos). É utilizado para medir a magnitude do erro. 

(Equação 26), dessa forma, o parâmetro não permite identificar se o modelo está 

subestimando ou superestimando os dados reais porque o erro é elevado ao 

quadrado. Contudo, mesmo diante disso, o RMSE é muito utilizado para análise de 

dados.  

𝑅𝑀𝑆𝐸 =  √
1

𝑛
∑(𝑝𝑛 − 𝑜𝑛)2

𝑛

𝑖=1

 

(26) 

 

 

3 RESULTADOS E DISCUSSÃO 

 

Os modelos matemáticos (Equações (11) a (15)) apresentaram ótimos ajustes 

aos dados experimentais das culturas puras de L. bulgaricus (FIGURA 1) e 

S. thermophilus (FIGURA 2), com valores de RMSE iguais a 0,091 log UFC/mL e 

0,135 log UFC/mL, respectivamente. Os parâmetros estimados nos ajustes são 

apresentados na Tabela 1. 

 

TABELA 1 – PARÂMETROS ESTIMADOS NO AJUSTE DOS MODELOS PRIMÁRIO E SECUNDÁRIO 
(EQUAÇÕES 11 A 13) AOS DADOS EXPERIMENTAIS DE CRESCIMENTO DE S. 
thermophilus E L. bulgaricus EM CULTURAS PURAS EM CONDIÇÕES CONSTANTES. 

Microrganismo 𝝁𝒐𝒑𝒕 𝑻𝒎𝒊𝒏 𝑻𝒐𝒑𝒕 𝑻𝒎𝒂𝒙 𝒑𝑯𝒎𝒊𝒏 𝒑𝑯𝒐𝒑𝒕 𝒑𝑯𝒎𝒂𝒙 𝒉𝟎 𝒚𝒎𝒂𝒙 

S. thermophilus 2,41 16,0 41,0 54,9 3,15 7,40 8,59 0,94 9,44 
L. bulgaricus 2,43 21,2 43,4 53,5 3,67 4,90 9,19 1,45 8,37 

FONTE: A Autora, 2021. 

  

Quando comparamos os valores de 𝜇𝑜𝑝𝑡 e 𝑝𝐻𝑜𝑝𝑡 obtidos neste estudo com os 

valores obtidos por Aghababaie et al. (2014) (Tabela 2), podemos perceber uma 
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diferença que pode ser explicada, principalmente, pelas bases diferentes dos dados 

experimentais (g/L e UFC/mL) dos quais os parâmetros foram estimados. Além disso, 

diferenças nos valores das funções (𝑓) foram observadas e serão discutidas 

posteriormente. 

Vale destacar que a capacidade metabólica de uma bactéria em um biorreator 

é máxima, pois esse ambiente possibilita controlar a temperatura, pH e disponibilidade 

de nutrientes, de modo a fornecer uma condição extracelular estável, sem oscilações 

e sem necessidade do microrganismo se adaptar constantemente, promovendo assim 

a maximização do seu desenvolvimento (YEGOROV et al, 2019). Esse cenário só é 

possível em escala laboratorial, pois nos ambientes naturais, as bactérias são 

expostas a todo momento a alterações (sucessivas fases de adaptação) necessitando 

com que as células microbianas adaptem continuamente seu funcionamento, o que 

se torna um problema de otimização da velocidade de crescimento em condições 

dinâmicas (BARANYI, ROBERTS, 1994). Podemos então resumir que, para a 

microbiologia preditiva, existem duas realidades distintas: a velocidade de 

crescimento exponencial máxima em condições reais e a velocidade de crescimento 

exponencial máxima em condições ótimas, como em biorreatores.  

 

TABELA 2 – COMPARAÇÃO DOS VALORES DE VELOCIDADE ESPECÍFICA DE CRESCIMENTO 
ÓTIMO (𝝁𝒐𝒑𝒕) E PH ÓTIMO (𝒑𝑯𝒐𝒑𝒕) EM CULTURA PURA DE S. thermophilus E L. 

bulgaricus ESTIMADOS NESTE ESTUDO E POR AGHABABAIE ET AL. (2014). 

 Este trabalho Aghababaie et al. (2014), 

 S. thermophilus L. bulgaricus S. thermophilus L. bulgaricus 

𝝁𝒐𝒑𝒕 (h
-1) 2,41 2,43 1,95 1,77 

𝒑𝑯𝒐𝒑𝒕 7,40 4,90 6,87 5,24 

FONTE: A Autora, 2021. 

Os modelos matemáticos (Equações (16) a (19)) apresentaram bons ajustes 

aos dados experimentais da cultura mista de L. bulgaricus e S. thermophilus (FIGURA 

3) sob temperatura e pH controlados, com RMSE igual a 0,298 log UFC/mL. Os 

parâmetros estimados nos ajustes são apresentados na Tabela 3. 

 

TABELA 3 - PARÂMETROS ESTIMADOS A PARTIR DO AJUSTE DOS MODELOS DAS EQUAÇÕES 
16 A 19) AOS DADOS EXPERIMENTAIS DE L. bulgaricus E S. thermophilus EM 
CULTURA MISTA. 

Microrganismo 𝒈 𝑲 𝒁 ou W 

S. thermophilus 0,84 2,89 4,68 
L. bulgaricus 2,60 0,74 1,52 

FONTE: A Autora, 2021. 
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FIGURA 1 – DADOS EXPERIMENTAIS DA CULTURA PURA DE Lactobacillus bulgaricus (▫) E 

AJUSTE DO MODELO MATEMÁTICO DADO PELA EQUAÇÃO 11 (- - -) PARA OS 

SEGUINTES FATORES: (a) 40 °C E pH 4,9; (b) 40 ° C E pH 6,5; (c) 48 °C E pH 4,9; (d) 

48 °C E pH 6,5; (e) 38,34 °C E pH 5,7; (f) 49,65 °C E pH 5,7; (g) 44 °C E pH 4,56; (h) 44 

°C E pH 6,83; (i) 44 °C E pH 5.7; (j) 44 °C E pH 5.7; (k) 44 °C E pH 5.7; (l) 44 °C E pH 5.7.  

  

  
Fonte: A Autora (2021). 
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 FIGURA 2 – DADOS EXPERIMENTAIS DA CULTURA PURA DE Streptococcus thermophilus (°) E 

AJUSTE DOS MODELOS MATEMÁTICOS DADOA PELA EQUAÇÃO 11 (__) PARA OS 
SEGUINTES FATORES: (a) 36 °C E pH 5,7; (b) 36 ° C E pH 7,3; (c) 44 °C E pH 5,7; (d) 44 
°C E pH 7,3; (e) 34,34 °C E pH 6,5; (f) 45,65 °C E pH 6,5; (g) 40 °C E pH 5,36; (h) 40 °C E 
pH 7,63; (i) 40 °C E pH 6.5; (j) 40 °C E pH 6.5; (k) 40 °C E pH 6.5; (l) 40 °C E pH 6.5. 

 

 

 
Fonte: A Autora (2021). 
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FIGURA 3 – DADOS EXPERIMENTAIS DE CULTURA MISTA DE S. thermophilus (°) E L. bulgaricus (▫) E 
AJUSTES DOS MODELOS MATEMÁTICOS DADOA PELA EQUAÇÃO 20 (____ E - - -, 
RESPECTIVAMENTE) PARA OS SEGUINTES FATORES: (a) 38 °C E pH:5,7; (b) 38 °C E pH: 
6,5; (c) 46°C E pH: 5,7; (d) 46 °C E pH: 6,5; (e) 36,34 °C E pH 6,1; (f) 47,65 °C E pH 6,1; (g) 42 
°C E pH 5,53; (h) 42°C E pH 6,66; (i) 42 °C E pH 6,1; (j) 42 °C E pH 6,1; (k) 42 °C E pH 6,1 e 
(l) 42 °C E pH 6,1. 

 

 
Fonte: A Autora (2021). 
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Segundo Beal e Corrieu (1990), o desenvolvimento da cultura láctea é 

diretamente relacionada com as condições ambientais como pH (em decorrência da 

ação metabólica das bactérias) e a temperatura como uma variável controlada. Dessa 

forma, para poder avaliar essa interferência, foi feita uma comparação entre as 

funções de temperatura (𝑓𝑇
𝑖) e pH (𝑓𝑝𝐻

𝑖 ) sobre o crescimento das culturas puras. Foi 

possível observar diferenças importantes entre os valores obtidos com as Equações 

(14) e (15) (propostas neste estudo) e com as Equações (5) e (6) (propostas por 

Aghababaie et al, 2014), as quais descrevem os efeitos da temperatura e do pH sobre 

os micro-organismos, respectivamente. Essas equações baseiam-se na teoria dos 

obstáculos que propõe que toda função para qualquer fator j deveria resultar em 

valores no intervalo de 0 a 1 (LEINSTER, L., GORRIS, L., 1995). Todavia, isso não 

acontece na Equação 6, que traz para o 𝑓𝑝𝐻 para a L. bulgaricus uma amplitude de 15 

a 25, como também para S. thermophilus de 47 a 92. Já a Equação (15) resultou em 

valores dentro do esperado (FIGURA 4), variando de 0,675 a 1,00 para 𝑓𝑝𝐻 do L. 

bulgaricus e de 0,642 a 1,00 para 𝑓𝑝𝐻 de S. thermophilus. 

Outro ponto divergente observado são os valores de 𝑓𝑇
𝑖obtidos pelas funções. 

A Equação (14) resulta em valores para L. bulgaricus variando desde 0,745 ao ótimo 

da função 𝑓𝑇
𝑖 = 1,000, e entre 0,840 a 1,000 para S. thermophilus. Enquanto a 

Equação (5) resulta em valores constantes de 𝑓𝑇
𝑖 para todos os intervalos de tempo 

analisados com 0,969 para Lactobacillus e 0,949 para Streptococcus. Esses 

resultados são interessantes visto que a temperatura se mostrou a maior 

influenciadora da atividade metabólica, no entanto, para as Equações de Aghababaie 

esse fato não se confirma. 
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FIGURA 4 - SIMULAÇÕES RESULTANTES DAS FUNÇÕES 𝑓 CALCULADAS POR ESTE ESTUDO 
ATRAVÉS DAS EQUAÇÕES 14 E 15 (LINHAS CONTÍNUAS E SÍMBOLOS ●) EM 
RELAÇÃO ÀS OBTIDAS PELO ARTIGO DE AGHABABAIE et al (2014) (LINHAS 
PONTILHADAS E SÍMBOLOS *) EQUAÇÕES 5 E 6. 
(a) 𝑓𝑇 L. bulgaricus, (b)  𝑓𝑝𝐻 L. bulgaricus, (c)  𝑓𝑇 S. thermophilus, (d)  𝑓𝑝𝐻 S. thermophilus. 

   

   
Fonte: A Autora (2021). 

 

Os resultados dos ajustes podem ser analisados também através da 

comparação dos resultados preditos pelo modelo dinâmico com os observados 

experimentalmente (FUGURA 5).  

É possível observar que o modelo descreve melhor os dados experimentais 

de L. bulgaricus em cultura pura, pois os dados estão próximos à reta de igualdade 

(diagonal). Por sua vez, na modelagem do S. thermophilus em cultura mista, os dados 

apresentam-se razoavelmente mais dispersos e distantes da reta de igualdade, o que 

mostra que o modelo tem um ajuste inferior para essa situação, com RMSE igual a 

0,298 log UFC/mL. Também se observa que há uma maior quantidade de dados de 

S. thermophilus em concentrações maiores que L. bulgaricus, o que é um resultado 

do processo fermentativo do iogurte o qual segundo HIGASHIO et al (1977) ocorre 

devido ao valor do pH inicial privilegiar o desenvolvimento de S. thermophilus, 

produzindo ácido fórmico, ácido pirúvico e dióxido de carbono que tornam o meio 
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favorável para o desenvolvimento do L. bulgaricus que é mais intolerante à aerobiose 

(BEAL, CORRIEU, 1990). 

Beal e Corrieu (1990) verificaram a alternância da razão das espécies da 

cultura iniciadora ao longo da fermentação. Quando as BAL possuem proporção de 

1:1, é possível observar uma proporção de até 95 % de S. thermophilus em relação à 

população total de bactérias no primeiro momento. Com a acidificação do meio e 

desenvolvimento de L. bulgaricus, a porcentagem de S. thermophilus cai para 

aproximadamente 85%. Essa variação da proporção de cocos:bacilos ao longo da 

fermentação também foi observada por Puhan et al (1974) apud Beal e Corrieu (1990) 

e Spreer (2011). 

 

FIGURA 5 - RELAÇÃO ENTRE OS DADOS PREDITOS PELOS MODELOS MATEMÁTICOS 
PROPOSTOS NESTE ESTUDO E OS DADOS OBSERVADOS 
EXPERIMENTALMENTE PARA: (a) L. bulgaricus EM CULTURA PURA; (b) S. 
thermophilus em cultura pura; (c) L. bulgaricus em cultura mista E (d) S. thermophilus 
EM CULTURA MISTA. 

 

 

Fonte: A Autora (2021). 

 

A partir dos parâmetros estimados em cultura pura e em cocultura em meio 

controlado, foi possível utilizar o modelo para predizer o comportamento dos micro-

organismos em escala laboratorial e industrial.  
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A partir da Equação 3, foi possível estimar os parâmetros do modelo sigmoide 

para determinar os valores de pH durante as fermentações nas escalas industrial e 

laboratorial (Tabela 4). 

 

TABELA 4 - PARÂMETROS DO MODELO QUE DESCREVE O pH, EQUAÇÃO 3, DURANTE A 
FERMENTAÇÃO DO IOGURTE.  

Códigos Média T (°C) 
Parâmetros estimados Índices estatísticos  

A B C M RMSE R² 

EEI1 42,4 °C 6,52 1,15 -2,11 2,01 0,062 0,992 
EEI2 41,4 °C 6,54 1,48 -1,83 1,37 0,068 0,990 
ELD1 43,0 °C 6,53 1,00 -2,25 1,99 0,031 0,999 
ELD2 43,0 °C 6,51 1,19 -2,17 1,84 0,029 0,999 
EEL1 39,3 °C 6,88 1,50 -1,50 3,95 0,021 0,998 
EEL2 41,1 °C 6,37 1,39 -1,93 3,34 0,031 0,998 
EEL3 44,2 °C 6,86 1,61 -1,53 3,10 0,055 0,992 
EEL4 38,7 – 43,9 °C 6,96 1,55 -1,55 3,38 0,028 0,998 
ETP 43,0 °C 6,59 0,79 -2,75 2,06 0,036 0,999 

FONTE: A Autora, 2021. 

 

Nos resultados dos experimentos em escala laboratorial (FIGURA 6) foi 

possível observar que houve variação de temperatura em relação às condições 

isotérmicas previstas. Como as respostas dos modelos são calculadas em função da 

temperatura e do pH ao longo do tempo de incubação, as variações destes fatores 

sobre o crescimento microbiano é computada. Os modelos apresentaram predições 

satisfatórias em comparação com os dados experimentais (Tabela 6), tendo como 

melhor predição (em termos estatísticos) o Experimento em Escala Laboratorial 3 

(EEL3) com temperatura média de 44,2 °C, com menor RMSE, maior R², menor %D, 

e %B mais próximo de zero. É possível observar que o modelo apresenta uma 

tendência de subestimação em relação aos dados experimentais nos experimentos 

em menores temperaturas, enquanto o modelo tende a apresentar superestimação 

em relação aos dados nos experimentos em maiores temperaturas. Essas tendências 

são quantificadas com o índice estatístico %B e %D, que podem ser observados na 

Tabela 6. 
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FIGURA 6 - PREDIÇÕES DO CRESCIMENTO MICROBIANO DADAS PELO MODELO PREDITIVO 

EQUAÇÃO 20  (___), DADOS EXPERIMENTAIS DA CULTURA MISTA DE L. bulgaricus 
E S. thermophilus EM ESCALA LABORATORIAL USANDO FERMENTO YO-MIXTM 499 
LYO (o), VALORES DE pH (- - - -) E DE TEMPERATURA (. . . .). EXPERIMENTOS: (a) 
EEL1; (b) EEL2; (c) EEL3; e (d) EEL4. 

               

         

Fonte: A Autora (2021). 

 

Os resultados do primeiro experimento em escala industrial (EEI1) mostraram 

a necessidade de ajustes no planejamento experimental, pois a maioria das 

inoculações em Agar M17 ficaram incontáveis após a incubação, enquanto não se 

observou crescimento das inoculações em Agar MRS. Dessa forma, no experimento 

EEI1, apenas os resultados em Agar PCA foram utilizados para a modelagem. Os 

resultados dispostos na Tabela 6 permitem observar que o modelo prediz bem a 

tendência dada pelos dados experimentais até 2 horas de incubação (7), com RMSE 

igual a 0,423 log UFC/mL e R² de 0,872.  
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FIGURA 7 - PREDIÇÕES DO CRESCIMENTO MICROBIANO DADAS PELO MODELO PREDITIVO 

EQUAÇÃO 20 (___), DADOS EXPERIMENTAIS DA CULTURA MISTA DE L. bulgaricus 
E S. thermophilus EM ESCALA INDUSTRIAL USANDO FERMENTO YOFLEX MILD 1.0 
(o), VALORES DE pH (- - - -) E DE TEMPERATURA (. . . .). EXPERIMENTO EEI1  

 

Fonte: A Autora (2021). 

O modelo matemático proposto pode predizer também os resultados do 
segundo experimento em escala industrial (EEI2), como mostra a FIGURA 8 

FIGURA . Neste experimento foi possível quantificar o crescimento das duas 

bactérias iniciadoras, com RMSE igual a 0,194 log UFC/mL e 0,295 log UFC/mL para 

as bactérias S. thermophilus e L. bulgaricus, respectivamente. É possível observar 

que a proporção das BAL da cultura utilizada (YoFlex® Mild 1.0) é de 625:1, o que 

difere muito das proporções sugeridas na literatura de 1:1, como mostra a TABELA 5. 

 

FIGURA 8 - PREDIÇÕES DO CRESCIMENTO MICROBIANO DADAS PELO MODELO PREDITIVO 

EQUAÇÃO 20 (___), DADOS EXPERIMENTAIS DA CULTURA MISTA (*) DE L. 

bulgaricus (▲) E S. thermophilus (•) EM ESCALA INDUSTRIAL USANDO FERMENTO 
YOFLEX MILD 1.0, VALORES DE pH (- - - -) E DE TEMPERATURA (. . . .). 
EXPERIMENTO EEI2. 

 

Fonte: A Autora (2021). 
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Os experimentos realizados a 43 °C em escala laboratorial por Luzzi (2020) 

em sua dissertação, com utilização das culturas YF-L812 (Chr. Hansen) e YoFlex® 

Mild 2.0 (Chr. Hansen), também apresentaram uma proporção inicial muito diferente 

do esperado. Os modelos propostos novamente puderam predizer bem o crescimento 

microbiano (Figura 9), e obtiveram excelentes valores para as culturas YF-L812 e 

YoFlex® Mild 2.0, identificadas como ELD1 e ELD2, respectivamente como mostra a 

TABELA 6. Os resultados da escala industrial permitem afirmar que o modelo é capaz 

de predizer o crescimento das BAL mesmo em proporções muito diferentes de 1:1, o 

que mostra a ampla possibilidade de aplicação, até mesmo para razões de 

coco:bacilos desconhecidos. 

A literatura sugere que a proporção inicial da cultura starter para a fabricação 

de iogurte varia de 1:1 a 2:3; contudo, ao longo da fermentação essa razão muda em 

decorrência das condições ambientais favorecer e inibir as bactérias de acordo com a 

composição físico-química do meio (SPREER, E.2011). Muitas marcas de fermentos 

sugerem razões diferentes das BAL para que o produto final tenha características 

sensoriais distintas, como viscosidade, sabor, velocidade da fermentação, e 

principalmente no aroma composto por acetaldeído típico de iogurte produzido pelo 

S. thermophilus (JAY, J. 2005; SPREER, E. 2011). 

 

FIGURA 9 - PREDIÇÕES DO CRESCIMENTO MICROBIANO DADAS PELO MODELO PREDITIVO 
EQUAÇÃO 20 (___), DADOS EXPERIMENTAIS DA CULTURA MISTA DE L. bulgaricus 
(°) E S. thermophilus (*) EM ESCALA INDUSTRIAL USANDO FERMENTO YF-L812 E 
YoFlex Mild 2.0 (o), VALORES DE pH (- - - -) E DE TEMPERATURA (. . . .). 
EXPERIMENTOS: (a) ELD1; (b) (ELD2). 

   

Fonte: A Autora (2021). 
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O modelo pode predizer bem também o crescimento microbiano quando 

comparado ao conjunto de dados experimentais da TetraPak, aqui identificado como 

(ETP), Figura 10. Neste caso, a proporção experimental de cocos:bacilos é próxima 

de 1:1 (Tabela 5). 

 

TABELA 5 – PROPORÇÃO DAS CULTURAS INICIADORAS NOS DIFERENTES FERMENTOS 
UTILIZADOS  

Código Tipo de fermento Razão Streptococcus:Lactobacillus 

EEI2 YoFlex Mild 1.0 625:1 

ELD1 YF-L812 309:1 

ELD2 YoFlex Mild 2.0 70:1 

ETP TetraPak 1:1 

Fonte: A Autora (2021). 

 

FIGURA 10 - PREDIÇÕES DO CRESCIMENTO MICROBIANO DADAS PELO MODELO PREDITIVO 

EQUAÇÃO 20 PARA CULTURA MISTA (___), PARA CULTURA PURA DE L. bulgaricus 
(_._._) E CULTURA PURA DE S. thermophilus (_.._.._), DADOS EXPERIMENTAIS DA 
CULTURA MISTA (*) DE L. bulgaricus (▲) E S. thermophilus (o) A PARTIR DOS DADOS 
DA TETRA-PAK, VALORES DE pH EQUAÇÃO 3 (- - - -) E DE TEMPERATURA (. . . .). 
EXPERIMENTO ETP. 

 

Fonte: A Autora (2021). 

 

Diferentemente dos experimentos em escala industrial (EEI1, EEI2) e da 

dissertação de Luzzi (2020) (ELD1, ELD2), as culturas iniciadoras usadas em escala 

laboratorial (EEL1, EEL2, EEL3, EEL4), pela TetraPak (ETP) e no artigo científico da 

Aghababaie et al. (2014) eram em proporção próxima de 1:1. Fora a diversidade de 

proporção que as culturas possam ser formadas, ainda existe outra variável que não 

foi levada em consideração neste estudo: de que as cepas utilizadas para obtenção 

dos dados não serem as mesmas, de diferentes subespécies.  
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A origem das cepas bem como as proporções entre as BAL pode interferir no 

tempo e temperatura de fermentação. Os resultados obtidos por Beal e Corrieu (1991) 

são um exemplo, que obtiveram 3,83 h-1 para S. thermophilus e 2,51 h-1 para L. 

bulgaricus a 42 °C, com uma razão de 84% de S. thermophilus. Eles também 

verificaram experimentalmente um efeito favorável ao metabolismo de L. bulgaricus 

em temperaturas mais elevadas, como a de 46,5 °C. Tal informação sugere que, para 

uma razão das BAL mais equilibrada, seria necessária uma fermentação desfavorável 

termicamente para S. thermophilus.  

Para sintetizar as informações estatísticas a fim de melhorar a comparação, a 

Tabela 6 traz os valores de %𝐵𝑓, %𝐷𝑓 e 𝑅𝑀𝑆𝐸 para as predições do modelo. 

 

TABELA 6 – ÍNDICES ESTATÍSTICOS DAS PREDIÇÕES DO MODELO MATEMÁTICO DURANTE A 
FERMENTAÇÃO E ESTADOS FISIOLÓGICOS DAS CÉLULAS ESTIMADOS PARA 
CADA SITUAÇÃO. 

Autora (2021). 

 

A análise da conversão da lactose em ácido lático poderia ser, segundo 

Burgos-Rubio et al (2000), uma medida indireta de contagem bacteriana. Eles 

confirmaram experimentalmente uma faixa ótima para a biorreação das bactérias 

ácido láticas no intervalo de temperatura de 37 a 45 °C, podendo servir então como 

ferramenta para determinação da concentração final de UFC/mL no fim da 

fermentação. No mesmo sentido, segundo Beal e Corrieu (1991), o crescimento da 

concentração bacteriana é acompanhado com a evolução da produção de ácido lático. 

Contudo, os autores assim como Mitchell e Sandine (1986) notaram que houve uma 

dissociação entre esta relação, pois o teor de ácido continuou a aumentar mesmo com 

as BAL terem atingido a fase estacionária devido ao metabolismo de manutenção da 

Códigos Média T (°C) Espécie 𝒉𝟎 
Validação 

%B %D RMSE 

EEI1 42,4 °C Co cultura 0,00 -2,99 8,68 0,423 

EEI2 41,4 °C 
S. thermophilus 0,00 -1,70 4,87 0,194 

L. bulgaricus 3,80 -0,48 1,38 0,295 

ELD1 43,0 °C 
S. thermophilus 0,00 -0,53 1,18 0,189 
L. bulgaricus 5,52 -4,15 9,52 0,569 

ELD2 43,0 °C 
S. thermophilus 0,00 -0,95 2,13 0,244 
L. bulgaricus 5,00 2,16 4,90 0,184 

EEL1 39,3 °C Cocultura 0,00 4,38 14,53 0,468 
EEL2 41,1 °C Cocultura 1,61 -0,82 2,60 0,337 
EEL3 44,2 °C Cocultura 0,00 -1,78 6,28 0,430 
EEL4 38,7 – 43,9 °C Cocultura 0,00 2,90 9,95 0,405 

ETP 
43,0 °C S. thermophilus 0,07 0,32 0,85 0,220 

 L. bulgaricus 1,66 -0,45 1,20 0,123 
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cultura. E suma, é possível esperar que essa relação seja caracterizada 

especialmente na fase exponencial das BAL.  

As fases do crescimento bacteriano podem sofrer modificações de acordo 

com a espécie do microrganismo e o meio que ele está inserido. Se a bactéria já 

estiver adaptada ao meio e as condições externas foram favoráveis não irá ocorrer 

fase de adaptação, a primeira já será a de crescimento exponencial. Para esse caso, 

é possível observar que o modelo consegue êxito mesmo quando ℎ0 é zero. Assim 

como Baranyi et al (1995) observaram a ausência de fase lag quando ℎ0 é zero, ou 

seja, o microrganismo já está adaptado ao meio, temos então  𝑉 = 𝜇𝑚á𝑥. Podemos 

afirmar então que o modelo se ajusta bem aos dados mesmo em situações diferentes 

de concentração inicial e necessidade da adaptação dos microrganismos. 

Mesmo diante das diversas situações experimentais exploradas neste estudo, 

nenhum dos testes deixou de atingir os parâmetros de qualidade do iogurte previsto 

na legislação brasileira (BRASIL, 2007), que é acidez entre 0,6 a 1,5 g ácido 

lático/100g e contagem mínima de 107 UFC/g, como mostra a Tabela 7. Podemos 

concluir dessa forma que mesmo em condições distintas da ideal, a cultura láctea é 

capaz de se desenvolver. Para fins industriais, no entanto, é necessário explorar todas 

as condições ótimas para seu melhor desempenho a fim de proporcionar melhor 

eficiência e resultados do processo fermentativo 

 

TABELA 7 – PARÂMETROS FINAIS DE PH, ACIDEZ E CONTAGEM PARA OS EXPERIMENTOS 

REALIZADOS EM ESCALA INDUSTRIAL E LABORATORIAL 

 
 
 
 
 
 

 
 

Autora (2021). 

 

 

 

 

 

 

Códigos Acidez 
 (g ácido lático/100 g) 

Contagem  
(UFC/mL) 

EEI1 0,693 4,62 x 1010 

EEI2 0,767 8,00 x 109 
EEL1 0,750 2,00 x 109 

EEL2 0,690 2,20 x 109 

EEL3 0,730 2,00 x 109 
EEL4 0,700 2,00 x 109 
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4 CONSIDERAÇÕES FINAIS 

 

Através deste estudo foi possível observar e quantificar os fatores que 

influenciam na fabricação do iogurte, como a temperatura de incubação, o pH do meio 

e a simbiose das espécies no processo de fermentação. Através da microbiologia 

preditiva foi possível estabelecer um modelo matemático dinâmico capaz de descrever 

e predizer a influência dos fatores mencionados, bem como suas variações, no 

desenvolvimento das espécies bacterianas Streptococcus thermophilus e 

Lactobacillus bulgaricus em cultura mista durante o processo fermentativo para a 

obtenção de iogurte. O modelo proposto foi testado e validado em diferentes 

condições ambientais (constantes e variáveis) e, em todos, foram obtidos bons 

resultados, provando sua excelente capacidade preditiva. 
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