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RESUMO

Neste trabalho estudamos os espagos de Gelfand-Shilov do tipo S#(R%), com u > 0 e
v > 0. Analisamos suas principais propriedades e diversas caracterizagoes para fungoes
em S*(RY) com base no decaimento no infinito de suas derivadas e suas transformadas
de Fourier. Como aplicacao, investigamos a regularidade global das solugoes de equagoes
do tipo Pu = f € S#(R?), > 1/2, sendo P um operador diferencial de ordem m com

coeficientes polinomiais, cujo simbolo principal satisfaz uma condicao eliptica global.

Palavras-chave: Espacos de Gelfand-Shilov, operadores diferenciais, transformada de

Fourier, regularidade global, operadores globalmente elipticos.



ABSTRACT

In this work we study the Gelfand-Shilov spaces of type S*(R?), for u > 0 and v > 0.
We analysis their main properties and several characterizations for functions in S#(R9)
by means of the decay at infinity of their derivatives and the Fourier transforms. As an
application, we investigate the global regularity of solutions for the equations Pu = f €
Sﬁ(Rd), > 1/2, where P is a partial differential operator of order m, with polynomial

coefficients, having principal symbol satisfying a global elliptic condition.

Keywords: Gelfanf-Shilov spaces, differential operators, Fourier transform, global regu-

larity, globallly elliptic operators.
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1 INTRODUGCAO

Nesta dissertacao estudamos as principais propriedades dos espacos de Gelfand-Shilov
do tipo S#(R%), com p > 0 e v > 0, os quais foram introduzidos por I. M. Gelfand e G.
E. Shilov em (Gelfand; Shilov, 1968) e (Gelfand; Shilov, 1967). O espago S#(R?) pode

ser caracterizado pelas funcoes suaves f : R? — C que satisfazem

270 f (2)]
e asche T aligle < % -

para alguma constante C' > 0, ou pela condi¢ao equivalente

eﬁm% 0%f(x
oy s g < a2
para algum C' > 0 e € > 0.

Para p > 1, a desigualdade (6.1) acima mostra que o espaco S#(R?) pode ser visto
como uma extensdo global natural das classes de Gevrey G*(R?), enquanto que (6.2) per-
mite descrever com certa precisdo o comportamento no infinito para uma classe de funcoes
pertencentes ao espaco de Schwarz S(R?). Neste sentido, as classes S#(R?) apresentam-se
como uma alternativa ao espaco de Schwartz, que ¢ um dos espagos fundamentais no es-
tudo de equagoes diferenciais parciais e operadores pseudodiferenciais. Ver (Hormander,
2007) e (Wong, 2014).

Neste trabalho vamos exibir caracterizagoes dos espacos de Gelfand-Shilov seguindo
as ideias descritas por Fabio Nicola e Luigi Rodino na referéncia (Nicola; Rodino, 2010).
Nossa formulacao é apresentada da seguinte forma: como de costume, vamos fixar no
Capitulo 2 notacoes e alguns resultados basicos a serem utilizados no decorrer do texto.

No capitulo seguinte introduziremos o espaco S*(R?), u > 0 e v > 0, demonstrando
suas principais propriedades e também estimativas auxiliares para a caracterizacao de tais
espacos. Apresentaremos ainda uma forma de se introduzir uma topologia limite indutiva
em Sﬁ(Rd), i > 1, através da sequéncia de espacos de Banach Sl’iC(Rd), a serem definidos.

O Capitulo 4 vamos exibir diversos resultados que caracterizam de forma mais precisa
os espacgos S#(R?). No Teorema 4.1 sdo exibidas diversas estimativas equivalentes para
fungdes em S#(RY), com p+v > 1, as quais sdo necessarias ao desenvolvimento do traba-
lho. Um segundo resultado interessante ¢ dado pelo Teorema 4.6 onde se demonstra que,
sob certas condigoes nos fndices ;1 e v, fungoes em S*(R?) possuem extensdes analiticas.
Uma consequéncia interessante deste resultado é o Teorema 4.9, no qual se demonstra a
trivialidade do espaco S*(R?) quando i + v < 1. Este resultado pode ser visto com uma
versao do Principio da Incerteza de Heisenberg, o qual expressa genericamente que uma
funcao f e sua transformada nao podem ambas decairem rapidamente no infinito.

Por fim, no Capitulo 5, vamos investigar a regularidade global das solugoes de equacoes

do tipo Pu = f € Sﬁ(]Rd), > 1/2, sendo P um operador diferencial de ordem m com
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coeficientes polinomiais, cujo simbolo principal satisfaz uma condicao eliptica global. Apds

analisarmos algumas propriedades do oscilador harmonico de Schrédinger
H=—A+ |z, z€R%

vamos enunciar e demonstrar o principal resultado deste trabalho, o qual pode ser encon-

trado na referéncia (Nicola; Rodino, 2010).

Teorema. Sejam P um operador como descrito acima e u € S'(R?) uma solu¢io da
equacao
Pu=feS8HRY, p=>1/2.

Nestas condicoes, temos que u € Sﬁ(Rd). Em particular, se f =0 entdo u € Sf//;(Rd).
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2 NOTACOES E RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capitulo, fixamos notacgoes basicas e apresentamos alguns resultados que se-
rao constantemente utilizados ao longo do texto. Todos os resultados enunciados neste
capitulo podem ser encontrados nas referéncias (Nicola; Rodino, 2010) e (Wong, 2014).

Denotamos por N = {0,1,2,3,...} o conjunto dos naturais e por N¢ o conjunto dos
multi-indices. Dados a = (ay,...,aq) € Nt e B = (B1,...,84) € N? sdo introduzidas as

seguintes notacoes:
o o=+ +ay;

e A< <— BjSOéj, 1=1,....d;

o al=aq!- ... -ayl;
e se f<a,entdo v — = (ag — f1,...,q— Bg) €
a\ a!
(5) = s
Em particular, dados z € (z1,...,24) e @ = (a1, ..., a4) € N? introduz-se

a o
r =at . xy,

e ainda os operadores diferenciais

a __ Qo e _ 0.
e 0%=2031... 0%, sendo 0, = 5,

o D*=D"... Dg* sendo D; = —i0,,.

Relembramos também a Regra de Leibniz: Sejam f e g duas fungoes diferenciaveis

entao

#(fg) = 3 (C“) o4 oy,

BLa B
Abaixo enunciamos a férmula de Newton generalizada, a partir da qual obtém-se

diversas identidades e desigualdades que serao constantemente utilizadas no decorrer do

texto.
(bt t) = |a|§v m!.N..!an!t?”'tzn’ 2
sendo N € N e tq,...,t; nimeros reais.
Em particular, tomando ¢; = --- = t; = 1 obtém-se
=3 M, (2.2)
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donde
la|! < dal. (2.3)

Além disso, para d = 2 segue de (2.2) e (2.3), respectivamente, que
N!

oN — - 2.4
k—i—jzzN klj! 24)

(§]
(k + j)! < 28151 (2.5)

para quaisquer k,j € N. Portanto,
(o + ) < 210HBla1B1 Yo, B e N9 (2.6)
Relembramos ainda que
alfl < (a+ p)! (2.7)
e também que
B; (g) — glel, (2.8)
de onde_ podemos obter

(g) <okl g<a. (2.9)

Enfatizamos abaixo duas identidades relacionadas a cardinalidade (denotada por #)

de dois subconjuntos finitos de multi-indices:

S{a = (a1,...,00) €N o] < m} = <m;d) (2.10)
e
#{a = (ar,...,a0) €N': o] = m} = (m;_dl”) (2.11)
Por fim, observamos que da férmula de Stirling
N!'= NNe’N\/ZW_Neg*NN,
para algum 0 < Oy <1, N =1,2,..., obtém-se
NN < NN (2.12)
e também
N! < NV, (2.13)
Em particular, segue da expansiao de Taylor para a funcao e’, ¢ > 0, a seguinte
expressao:

tN < Nlet, N=0,1,2,... (2.14)
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2.1 ESPACOS DE FUNCOES E TRANSFORMADA DE FOURIER

Nesta se¢ao fixamos alguns espacos de funcoes utilizados neste trabalho, bem como
alguns resultados referentes a transformada de Fourier. Omitiremos todas as demonstra-

¢oes, sendo que essas podem ser encontradas nas referéncias (Hormander 2007), (Hounie,
1979) e (Wong, 2014).
Seja 1 < p < 0o. O espago LP(RY) é definido por

LP(RY) = {f : R* — R; f é mensurével e |f|P é integravel},

o qual é um espago de Banach quando munido da norma

il = 171 = [ 10"

Em especial, o espaco L*(R%) ¢ um espaco de Hilbert com produto interno definido

por

()2 = [, F(@)g(e)da. (2.15)

Rd

Para p = oo, fixemos o espaco de medida (R, M, p). Definimos o espaco
L®(R?Y) = {f : R? — C tal que f é mensurével e || f||o < 00},

sendo
[floo = nf{M > 0; u ({; | f(z)| > M}) = 0},

com inf(()) = oo.
O espaco de Schwarz, denotado por S(R?), constitui-se das fun¢oes rapidamente de-
crescentes em R?, isto é, f € S(R?) se, e somente se, para todo «, 3 € N?, existe C,5 > 0

tal que

1207 f(x)| < Cup. (2.16)

sup
z€R4

Recordemos que uma sequéncia de fungoes {¢;};en € S(R?) converge para zero em

S(RY) se, para todo a, 3 € N4, tivermos

sup
zcRd

xaaﬁ@-(x)‘ — 0, quando j — oo.

Temos assim a seguinte definicdo:

Definicao 2.1. Um funcional linear u : S(R?) — C ¢é dito uma distribuicio temperada
se para toda sequéncia {¢;}jen, que converge para zero em S(RY), tivermos que {u(¢;)}jen

converge uniformemente para zero em C. Denotamos o espaco das distribuicoes tempera-
das por S'(R?).
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No que segue estaremos utilizando as seguintes notacoes: dados z,¢ € R? e a € N,

define-se:

» 2= &= (2,6) = X7, 156
1
o |zl = (Z?:1 $?>2;
Ao longo deste trabalho estaremos considerando a transformada de Fourier sobre S(R?)
como sendo o isomorfismo linear e continuo F : S(R?) — S(R?) definido por

/Rd f(x)e ™tdx, ¢ ecR?

~

Ff(&) = f(&) = (2m)”

[N]IsH

com inversa
_ _d 7 iz
FUE© =10 = @072 [ flg)etds, R
No teorema a seguir destacam-se algumas propriedades elementares a serem utilizadas

ao longo do texto.

Teorema 2.2. Sejam f,g € S(RY). Entio

— ~

i) Dof(&) = &2f(€), para todo o € N? ;
i) DJ(€) = (~2)PJ(€), para todo § € N*;

iii) [ e S(R);

) Jpa f(x)g(x)dr = Jpa f(2)g(x)dx;
v) Ifll2 = |Ifll2 (Identidade de Plancherel);

22

Exemplo 2.3. Seja ¢(z) = e~T, x € R, vamos determinar ¢(€).

Note que a fungio ¢ estd em S(RY) e satisfaz a equacdo diferencial linear

{ ¢'(z) + x¢(x) =0 (2.17)
$(0) =1

Aplicando a transformada de Fourier a equagao (2.17) e usando as condigoes i) e ii)

do Teorema 2.2, temos:

0 = ) + ot — 6o -+ (520e)

i (Clif)@) + 55(5))

ou seja, QAS(f) satisfaz a mesma equagio que ¢(x) e, por consequinte,
3O = 5(00(6) = ([ o(a)dr) 6(6) = ( [ e Fda) ¥ = Vame .

Portanto, ¢(€) = v/ Ime= .
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Agora definimos o espaco de Sobolev H*(R?), com s € R, por

o~

HY(RY) = {f € S'(RY); (€£)°f(¢) € L(RY)},
o qual esta equipado com a norma

1l = 16) Fllzs

sendo (-) = (1+ |- |2)%.

Para o caso particular s = k € N tem-se a norma equivalente

£l = 2 10°Fll, -

|| <k

Para finalizar, recordamos a inclusao
s(md oo (od d
H(R)%L(R),s>§,

conhecida como Teorema de Imersao de Sobolev.
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3 ESPACOS DE GELFAND-SHILOV

Neste Capitulo definimos os espagos S#(R?), > 0 e v > 0, e apresentamos algumas
propriedades bésicas e estimativas auxiliares para a caracterizacao de tais espagos.
Primeiramente, introduzimos a seguinte notacao: sejam X um conjunto nao vazio e
fig: X — [0,400). Dizemos que
fx) S g(x), velX,
se existe C' > 0 tal que f(x) < Cg(z), para todo z € X.
Definigao 3.1. (Espagos de Gelfand-Shilov) Sejam f € S(RY), >0 e v > 0. Dizemos

que [ pertence ao espago Sﬁ(Rd) se existe uma constante € > 0 tal que

F(@)] S e ve e RY (3.1)

O Se ", veerd (3.2)
Exemplo 3.2. Considere em S(R) a fungio f(t) = e~ para um inteiro firado k > 0 e
1 T
t €R. Entio f € Sy *(R) ¢ [ € S* , (R).
2k 2k

Vamos mostrar o caso k = 1, ou seja, para a fungio g(t) = et Inicialmente, note

que g satisfaz (3.1) para v = %

Agora, considere a transformada de Fourier de g dada por
he) = 5(6) = (2m) % [ an.
Note que g(t) € solugio da equagao
g +2tg=0
e, portanto, h(§) € a unica solugio em S(R) da transformada da equagao dada por
h' + iﬁh =0.
Logo, a solugao da EDO acima deve satisfazer
\h(&)] < el para algum € > 0.
Portanto, (3.2) vale para p = % e, logo, g € S%% (R). Analogamente, tem-se que
h(E) € S} (R).
||2 ||

Observe que considerando t = — /3 temos a fun¢io Gaussiana e” 2 . Entdo, pelo

que acabamos de mostrar, a funcao Gaussiana e sua transformada pertencem ao espago

1
Si(R).
2
Conforme mencionado no comego do exemplo, essa propriedade vale de forma geral,

ou seja, para qualquer inteiro fixado k > 0.
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Observagao 3.3. Observamos que os espacos S*(RY) sdao fechados para a soma, diferen-
ciacao e o produto. Apenas por uma questdo de conveniéncia deixaremos para verificar

essas propriedades mais adiante, como o leitor pode ver no Coroldario 4.5.

Proposicio 3.4. Temos que f € SH(R?) se, ¢ somente se, | € SY(R?). Em particular,

O espago Sﬁ(Rd), com p > 0, € invariante pela acdo da transformada de Fourier.
Demonstragio. Supondo f € S*(R?), segue da Defini¢do 3.1 que

N 1

FO| S e l”

Além disso, vale que
1
<|f(a)] S e,

=)

()

assim f € SZ(Rd). De maneira analoga obtemos a reciproca.

[]

Veremos no capitulo 4 que é possivel substituir as estimativas (3.1) e (3.2), vistas na
Definicao 3.1, por estimativas que envolvam apenas a funcao f. Para tanto, comecamos

com o seguinte resultado.
Proposigao 3.5. Dada f € S(R?), sdo equivalentes as sequintes condigoes:

i) e > 0 tal que

[f(@)| S e,z eR% (3.3)

i) 3C > 0 tal que

|22 f(z)] < Cl(a))”, zeR?eaeN. (3.4)

Demonstra¢io. Suponha que (3.3) seja valida e, para uma nova constante € > 0, considere

1
@)y S el (3.5)
1
Utilizando a expansdo em série de Taylor da funcdo e*” | reescrevemos a expressao
(3.5) como
sup Z () Hz|¥ | f(2)]7 < . (3.6)
z€RY n—q

Segue de (3.6) que para cada n € N tem-se

e (n)HalP|f(@)]7 < o0 = €(n!)[a]"|f(2)] < oo. (3.7)
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Assim,
e (n) el P f(2)]7 < C = Jaf"| f(x)] < Ce™ (nl)",
donde |z|"|f(z)] < e™(n!)”, Vo € R%, n € N.

Agora, considerando |a| = n e usando (2.3), temos que

2% f ()]

I
/N
RIS
<
N———
Q
A_
L
N—
<

Logo,

2o f(z)| < Clel(a))”, Vo e RY, Vo € N7 (3.8)

com C = <d> .
€

Para provar a reciproca, note que existe uma constante positiva k dependendo somente

da dimensao d tal que
lz[* < k" Y |2%|, para cada n € N. (3.9)
|a|=n
Logo, obtemos

(3.9)
2" f(@)] < k" ) |t f ()]

|lal=n

<k Y (v

laf=n

< (kC)" 3 (nh)

|a)=n

< (kO ()" Y 1.

laj=n

Observe que o nimero de multi-indices o no tltimo somatério nao excede 27"~1, em

virtude de (2.9) e (2.11). Segue disto que

]| £ (2)| < (KC)"(nt)72¢F"~ (3.10)
< (2kC)" 27 (1)

sendo Cy = 291 e Oy = 2kC.

Para uma nova constante C, tem-se

[ f ()] < C" ()", (3.11)
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donde conclui-se que a sequéncia C~"(n!)~"|z|"| f(x)| é uniformemente limitada para = €

R?. Desta forma, chega-se em

C () Y|P | f(2)]r <oo, n=0,1,2,... (3.12)
1

o
2

Escolhendo € = , concluimos que

portanto
(E% 1 1 —EQD%
el f(2)]v < C = |f()|» < Cem”.

1 1
Logo, |f(a:)|% < e~ Assim, | f(2)| < e~*1” para uma nova constante € > 0, o que
conclui a demonstracao.

]

Proposigao 3.6. Para pu <y e v </, é vdlida a inclusio S*(R%) C 8" (RY).

1/,

Demonstragio. Seja v < /. Suponha que f € S*(RY) entdao f satisfaz (3.1). Pela
Proposicao 3.5, existe C' > 0 tal que

|z f(z)| S C1la))”, zeR?eae N

Note que
[ f ()] £ ()" < Ol (al)”,

para v < V.
Assim, novamente pela Proposicao 3.5, f satisfaz (3.1) para o indice v/'.
Analogamente, temos que f satisfaz (3.2) para o indice '
Portanto, f € 8" (R?). Logo, S*(R?) C 8" (R%), para <y e v < /.

3.1 UMA TOPOLOGIA PARA OS ESPACOS S (R?)

Nesta secao fazemos uma breve abordagem sobre como induzir uma topologia nos
espagos de Gelfand-Shilov considerando o caso particular S (R%), com p > 1.
Para tanto, seja C' uma constante positiva e defina o espaco Sﬁ}C(Rd) formado pelas

funces f € S(R?) tais que

sup sup C =111 8071 |220° f (2)| < oo. (3.13)
o8 zeR4

O numero
|| f1l,.c = sup sup C"O‘Hﬁ'(&!ﬁ!)’“\xaaﬁf(x)] (3.14)

a»ﬁ IERd
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define uma norma segundo a qual SﬁjC(Rd) é um espaco de Banach. Isso nos permite

entao considerar

SHRY = U SLo(RY), (3.15)

Cc>0
munido da topologia limite indutiva determinada pelos espacos SL‘,C(Rd). (Uma introdu-
¢ao sobre este tipo de topologia pode ser encontrada na referéncia (Petronilho, 2003) e

mais detalhes sobre (3.15) podem ser encontrados na referéncia (Nicola, Rodino, 2010).

Proposicao 3.7. Para cada C' > 0, o espago S;ZC(]Rd) ¢ um espaco de Banach munido

com a norma || - ||,c dada em (3.14).

Demonstragcao. Mostraremos que Sﬁ,C(Rd) é um espago completo. Para isso, considere
{¢;}jen uma sequéncia de Cauchy em S} (R?). Mostraremos que existe ¢ € S ~(R?)
tal que

|¢; — ¢llp,c — 0 quando j — oo.

Considere ¢ > 0. Fixados a, 3 € N? obtém-se um j, € N tal que

H¢] - ¢/€H < €1, vjak 2 jO? (316)

€

Clal+18l(al gy

Assim, para cada x € R? temos que

sendo ¢; =

29076, (2) — 0% (2)| < [16y(x) — du(@)],, VP (@11
< Elola\ﬂﬁl(a!ﬁ!)u

€ o L
- C\a|+|5\(a!ﬁ!)u0| CIED

= €

sempre que j, k > jp.
Portanto, a sequéncia {z790°¢;(z)};en ¢ de Cauchy em C. Logo, podemos definir a

fungio ¢, : R? — C pondo
— N anb i
Pap(@) = lim 2%0°¢;(2).
Pode ser demonstrado (ver (Zani, 1988)) que
¢ = oo € C°RY) e pu5=1"0"¢.

Mostremos agora que ¢ € S/’j’c(]Rd). Para isso, observemos que existe j, € N tal que

se j, k > jp entao

[|¢5 — oxl

wo < 1. (3.17)
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Como ¢(x) = lim ¢;(x), fazendo k — oo em (3.16), obtemos
2°07¢(x)| < |90 () — 207 (x)] + |07 65, ()
<6 = Bjoll e CH (BN + 22076, ()|
< CICMHIBI(Q!B!)AL + Cj00|a|+‘ﬁ|(a!6!)”
— (14 Cy,) ClHA @iy,
para todo a, 3 € N’ e para todo z € R?. Assim, ¢ € S}, o(R?).

Finalmente, verifiquemos que ¢; — ¢ em Sﬁ,C(Rd). Seja € > 0 dado, tomando o
limite em (3.17) quando k& — oo obtemos

l6; — ol <€

sempre que j > Jo.

Logo, ¢; — ¢ em S,’j’c(]Rd), concluindo a demonstracao.
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4 CARACTERIZACOES DOS ESPACOS DE GELFAND-SHILOV

Neste capitulo exibimos diversos resultados que caracterizam de forma mais precisa
os espacos SH(R?). O Teorema 4.1, logo abaixo, traz varias estimativas para funcoes em
SH(R?), com u + v > 1. Na sequéncia reformulamos uma dessas estimativas para o caso
particular SI’j(Rd), a qual nos sera util no capitulo posterior. Por fim, vamos mostrar a

trivialidade do espaco S*(R?) quando consideramos p + v < 1.

Teorema 4.1. Assuma >0, v >0 epu+v > 1. Para f € S(R?) as sequintes condigoes

sao equivalentes:
i) fest(RY);
it) Existe C' > 0 tal que

sup |2 f(z)| < Ol (al)”, Ya € N?,
z€RY

&I < Ay, vB e N

sup
£cRe

iii) Eziste C' > 0 tal que
2% f ()| 2 S C1*(al)”, Yo € N,

S CVI(pNr, B e N

2~

177 (&)

i) Eziste C > 0 tal que
12 f (2)| 2 S C1*(al)”, Yo € N,

< CPl(pN-, vB e N%

2z

|07 f(x)

v) Eziste C > 0 tal que

< OBl (81, Yo € N4 VB € N

2~

|220° f(x)

vi) Existe C' > 0 tal que

sup xo‘aﬁf(a:)‘ < ClHBl ) (BN, Yo € N, V3 e N

z€R4

Demonstracao. Segue da Proposicao 3.5 que

F(2)] S e~ = [ f ()] S Cll(at)”

(o] s e — [e77(e)| s Py,
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portanto temos a equivaléncia i) < ii). Assim, para demonstrarmos o teorema é suficiente

seguir o seguinte roteiro:
i) = i) = v) = v) = vi) = ii).

d _
i1) = i1i) Fixando um inteiro M > 1 tal que H(l + |z|?) M

12 < 00, temos:
[ f(2)[[2 :/ 2 (x)|2dx
= / 1+ |$| [(1 + \;EP)M ]x“f(x)|2

Como f € S(R?), entao

(14 [2P) " |2 f (@)

|2 f ()] > < sup
zeR4

Para o inteiro M fixado acima podemos escrever

(1+2P)" = 3 o™

[y[£M

sendo cada C, um inteiro positivo e, em particular, podemos escolher uma constante
Cn > 0 tal que C, < Cy.

Assim, segue de i) que

2 f(@)llz2 < sup [ > Gy Il‘“f(l‘)ll O

v€R? | |y|<m

<CiCy Y sup [0 f(x)

ly|<M zE€R

<CiCy Y Cl(a+ 29,

[vI<M

e utilizando (2.5) conclui-se que

e f(@)|[7> < C1Cy -l 242 (a1(29)1)]

[v|[<M
<G Y cleml[2emlal(2y)n]”
[yI<M
< Oy (v 12y ST 1

[v|<M

Segue de (2.9) e (2.10) que o niimero de termos da soma >-|,;<)s 1 ndo excede 2"+,

entao
|2 f (@)]|72 < C1 (2°C) M (al(2M1)1)” - 2M+

< C1C5C ()
< ayliany.
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para C’Q —9C' e 03 — CzM(2M)!V2M(2V+1)+d'

Assim, obtém-se uma constante C' > 0 independente de « tal que
12 f (2)]] 2 S C1l(at)”.

Prosseguindo similarmente na variavel £ obtemos a segunda desigualdade em 7).
i11) = iv) Para a primeira estimativa nao ha nada a fazer. Vamos, entdo, demonstrar a
segunda.

Considere C' > 0 satisfazendo

168 F(6)]]2 S CPI (BN~

Utilizando a identidade de Plancherel conclui-se que

—

107 F(&)|22 = 108 F(E)]|12 = |E7F ()] 2 S CPI(BY,

o que demonstra iv).
iv) = v) Nesta parte da demonstragao iremos utilizar a notagao de produto interno em

L? dada em (2.15). Observe que integrando por partes obtém-se
| = (071, 2%0°f)
2 ’ L2
= (DI (f.07 (a*07f))
=[(r.07 (e07)) .,

donde aplicando-se a regra de Leibniz:

= ( LY (f) >0 (97 f))

<8

- (f,z (ﬁ)mwma%-v) |
v<g \7 2

Agora, calculando as derivadas 972?“ obtemos

s _ B (2« A2
f7 ( >a'y 2a825 'yf) — ‘ (f7 ( > < > I 2a '\/82,8 'yf)
( v%? 7)) 12 WSB,XW:SM ACD A 12
- 5 (C)steen.

v<By<2a \7 v

[220° f(x)|

Y

2207 f ()]

L2

Note que de (2.9) temos (5) (2;)‘) < 2182l

Usando Cauchy-Schwarz e, posteriormente, iv) obtemos:

agB 2 18]+2]a 1 |[ 20—
o, <2 3 i)
< 2l8l+2lal Z ,),gcl2a—v|(2a — ,},)!V0|2ﬁ—7|<25 — )

V<BA<2a
S 22l 3™ 10l (20 — 4) Ol (25 — )1k, (4.1)

Y<Bv<2a

077 f(a)

L2 L2
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assumindo C' > 1, v < fe v < 2a.
Enfatizamos que neste ponto, e apenas neste ponto, utiliza-se a hipotese u+v > 1, a

qual nos permite escrever

! < (YHE(”. (4.2)

Segue da desigualdade (4.2) que

o S 2 G571 (1) (20— ) (28 = )

Y<Bv<2a

< 2‘B|+2‘a| CQ(|C¥‘+|6|) Z (20&)'V(26>”L

Y<By<2a

52\B|+2\a|02(|a\+lﬁl)(2a)!lf(25)1u Z 1,

Y<Bv<L2a

oo sto)

e uma vez que os termos da soma nao excedem 221¢1+181+24 " ohtém-se

2
Hxaaﬁf@)’ L < 9lBl+2lal 92lal+||+2d 02(\a|+|5\)(2a>!V(25)!u.

Por outro lado, segue de (2.5) que
(2a)! < 2%¢l(al)” e (25)! < 22P0(B1)?,
portanto

2
2297 ()|, S 2ol g2lol+iat2t Gatlol+13D g2lel ()2 9248 1y 2

_ 22d(22+u)2|a\ el (21+u)2|[3| CQIB\(Q[)% (B1)*+
< (22Hv)2lel g2lel (2181 2Bl (o 1)2 (B1)2#
_ (22+I/C>2|O¢| (21+u0)2\ﬁ|(a!)2v (BN,

donde para uma nova constante C' > 0, independente de « e 3, obtemos

e0% £(a)|[F, < Ce13 (ane (g1,

L2~

o que conclui v).

v) = vi) Fixando um inteiro s > 3 obtemos, através do Teorema de Imersao de Sobolev,

que
2207 f(2)| < [|2°0° f ()|
< 310707 f (@)

[vI<s

<3 3 ()(5)eo e

[v|<s 0<7,0<a

Note que, por (2.7), temos

TN (%) s51 < (9ahlgnolel < ¢ ol
(1) (¢)r < @ < e
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em que C; nao depende de a.
Logo

2207 f(x)| < S C210|z2 0P f ()| (4.3)
[v|<s 0<7,6<a

Agora, usando a hipdtese de v), temos

222070 f ()| < Cel+181=216]+ (0 = NN (B 4+~ — )"

< C|a|+lﬁl—2l5|+lvla!l/<5 + )

(255) C\a|+|5\*2|5|+|7|&!VQ(\5|+|’Y|)HB!M,Y!/L

< C211 9B Dk 11 Hlal+Bl o v g1k

< (C)lHlar g1k, (4.4)
sendo C! independente de o.

Substituindo (4.4) em (4.3) obtemos

[y|<s

< 082|a|+\5\(C;)Ialﬂﬁla!vg!u

< Clel+Blg g1k,

0<y,6<a

207 f ()] £ .2 (€I Plar e 3 ( > 1)

para uma nova constante C' > 0, uma vez que a ultima soma pode ser estimada por uma
constante independente de a.

vi) = ii) Note que se considerarmos 5 = 0 na expressao
2207 f(x)| S ClHA () (B

obtemos a primeira desigualdade de 7).

Para mostrar a segunda desigualdade, note que

€7 ()| = |07 F(5)| < (2m) %

&Bf’

w5 [074]

d _
Fixando um inteiro M > B tal que H(l + |x]?) M’

d
. EERY

<0 obtemos

1]

po= L O P ) [0 () da
< Csup (1+ |2[)™ |07 f ()]

z€R4

S sup (1+ [z [0 f(w)|

xER4
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Escrevendo (1 + |z[*)™ = ¥|,,<) C42®7 e limitando C', por uma constante Cy, que

depende somente de M, obtemos de vi) que

Hﬁﬂf’ . < sup Z c, ‘xﬁf)ﬂf )‘

meRd| <M
Z CWC2IWI+IB\(27>!V(5!);L
[v[<M

< Cu OVl (pHe > 2Pl (2y)1”

[v[<M
< C\ﬁl(ﬁ;)u
Logo,
@) < ||0%r]|,, S s,

o que conclui a demonstracao do teorema.

41 OS ESPACOS 8" (R%)

Em virtude dos objetivos do préximo capitulo, fazemos aqui uma se¢do para o estudo
do espaco S[j(]Rd), com ji > % Mais precisamente, reformulamos a condigao v) do Teorema

4.1 da seguinte forma:

Proposigao 4.2. Uma funcio f € S(R?) pertence a Sﬁ(Rd), com p > 1 3, se, e somente
se, AC > 0 tal que
1207 f ()| 2 S CNNN#, para |a| + 8| < N, N eN.
1

Demonstragdio. Seja f € Sﬁ(Rd), com g > 5. Da condi¢do v) do Teorema 4.1, para
la] + |B] < N, temos:

|20 f(@)l]z2 < Cl P (a1pr)”

(2.7)
< C|a|+lﬁl<a + B)In
< NN
< ONNNH7
assumindo-se C > 1.

Reciprocamente, temos ||#%0° f(z)||2 < CNNNH| para |af + |3] < N.
Logo,

[2°0° f ()] 2 < OV (Ja 4 ). (4.5)
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Note que

(2.12)
(laf + 181D "< 121 (o] + |5])!

(5)

2.3)
(g (2ed) (1«1 F1BD o1 31 (4.6)

el 418D 9 (lal+18D) 41 g

Usando (4.6) em (4.5), temos:

2207 f (x)]| 2 < CUAHIBD (2eq)Uel+1BDk (o1 31)#
< oD g

para C; = C'(2ed)*.
Portanto, segue da condi¢do v) do Teorema 4.1 que f € SK(R?).
O

A préxima proposicdo apresenta uma definicio equivalente para os espagos SH(R?),

considerando o caso p+ v > 1.

Proposigao 4.3. Sejam f € S(RY), p >0 ev >0, com pu+v > 1. Temos que f € SH*(RY)

se, e somente se, existem constantes C > 0 e € > 0 tais que

& f(a)| S CP(BYFe 7, vE € N (4.7)

sup
z€R4

Em particular, o item vi) do Teorema 4.1 € valido se, e somente se, existem C > 0 e
€ > 0 satisfazendo (4.7).

Demonstracao. Temos que existem C' > 0 e € > 0 tais que

]aﬁf@ ‘ < Pl )ue—e\xl ‘C Bl(31) 8P f (= )’ < o—clel”

Aplicando a Proposicao 3.5 a funcao C~1%(1)7#9% f(x) temos que existe C; > 0 tal que

[P0 f(a)| S e = [0 P07 ()] S Oy
— ‘xaﬁﬁf x ‘ < CM a! VCW(@)
= [20° f(x)| S B (at) (81

«— f e SHRY).

A 1ltima implicacao segue do Teorema 4.1. O

Corolario 4.4. Sejam f € S(RY), p >0 ev >0, com p+v > 1. Entio, f € S*(R?) se

e somente se, existem constantes C' > 0 e € > 0 tais que

8 f(a)| < CPF(BYe ", g € N,

sup
z€ER4
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Corolério 4.5. Os espagos S*(R?) sdo fechados para a soma, produto e diferenciagio.

Demonstracdo. Iremos verificar apenas a tltima afirmacao, sendo as demais imediatas.
Para tanto, sejam f,g € S*(RY). Segue do Corolario 4.4 a existéncia de constantes

positivas €1, €2, C1 e Uy, tais que
5 1
07 £()| < P Byl o [0 g()] < P (Bemalel”

para todo z € R? e 3 € N%
Assim, fixado 8 € N e x € R? obtemos pela regra de Leibniz que

B
f =Y £
0°(f - g)(a)| < ;O (7> 07 fog|

< i (i) YOI (B — )iy e el
=0

logo, por (2.7), temos que existem constantes positivas C' e € tais que
99(f - g)(@)] < P11 gumeela™.

Portanto, f - g € S#(RY).

4.2 TRIVIALIDADE NO CASO p+v <1

Nesta se¢io, mostraremos que se j + v < 1, entdo S*(R?) = {0}. Para tanto serdo
necessarios alguns resultados preliminares, com especial atenc¢ao ao Teorema 4.6 o qual
versa sobre extensdo analitica para fungoes em S¥(RY).

Primeiramente recordemos alguns resultados importantes relacionados ao estudo de

fungoes analiticas:

a) Uma funcio suave f € C°°(R?) é analitica (real) em todo R" se, e somente se, para
cada z € R? existirem uma bola B(x, R), R > 0, e uma constante M > 0 tais que

ol

d
Rlal’ Va € N

0°f(x)| < M
b) Se f é uma funcio analitica real em um ponto zy € RY, com raio de convergéncia
R > 0, entdo f pode ser extendida a uma funcdo analitica em zy = zy + i0 € C?

com raio de convergéncia igual a R.

c¢) O raio de convergéncia R da série de Taylor num ponto zy € R? (ou x5 € C?) pode
ser calculado através do limite

o /e

(z0)

— = lim sup
|| —> o0

al
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Teorema 4.6. Considere f € SH(R?), com 0 < u <1 ev > 0. Supondo vilida a condigio
(4.7), entdo [ se extende a uma fungio analitica inteira f(x + iy) em C?, com

1 _1
[z +iy)| S e BBy y e RY (4.8)

sendo & uma constante positiva.
Para o caso p=1ev >0, tem-se que [ se extende a uma fungio analitica f(x + iy)

numa faiza {x + iy € C%|y| < T} satisfazendo
|flx +iy)| S e ” com o cR? ¢ |y| < T para algum T > 0. (4.9)
Demonstragio. Note que se v > 0 e u = 1, entdo obtemos de (4.7) que
07 f ()| < CP(BY)
ﬂl
(1/ )Iﬁl

Segue da observagao anterior, parte a), que f é analitica real em RY, enquanto que a

Vo € RY, V4 € Ne.

parte b) garante a analiticidade na faixa
{z+iy e C% |y| < 1/C}.

Por outro lado, se u < 1, podemos obter de (4.7) que

B
’a g,(o) S CP(pyt, vB e N,
donde & (0)
lim sup | =0,
Bl—o0 | B!
pois p—1 < 0.

Assim, a série de Taylor

flz)= > 8/3;!(0)2/8’ z=ux+iy € C?
BeN

tem raio de convergéncia igual a oo.
Passemos agora para a demonstracao da estimativa (4.8). Para tanto, considere a
expansao em série de Taylor da funcio f(x + iy) em x € R%:

& e & X
flat i) =2 L (i) -0 = 0 L
B ’ B ’

Logo,
P f( f

|f(z +iy)]

=12
5
f(x)

§{' i }

Z!y\ﬁ sl 1Bl gyt (4.10)
B

IN

2/\”3,
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Escreva
d
S lylP Vgt =TT M (Jy;), (4.11)
] =1
em que
M(t)=>_C*(n)* ", t>0. (4.12)

n=0

Denotando A\ = (2C’t)ﬁ, para t > 0, obtém-se

M(t) = i an (An> - (4.13)

|
n=0 n.

Usando (2.14) obtemos

A\
<|> < i, (4.14)
n:

e assim,
M(t) S 27melt-mA
n=0
< ((1-(EC) TR f: o—n
n=0

_ 0RO TR ¢

= 1
donde conclui-se que M (t) < e para § = (1 — p)(2C)™=.
Retornando a (4.10) e (4.11) temos

_1 1 1
(@ + )| < e=elel ™ ST — oelel P01yl T

o que prova (4.8).

Um argumento similar nos da (4.9), e portanto a demonstragao esté concluida.

Antes de exibirmos o préximo resultado relambramos o Teorema de Liouville:

Teorema 4.7. (Teorema de Liouville) Uma fungao inteira é limitada se, e somente se,

é constante.

Proposicgao 4.8. Considere 0 < X\ < 0 e seja f(x +1iy) uma fungio inteira em C¢ tal que
para € >0 e & > 0 tenha-se

f(x + iy)| S e =W 2 e RY y e RY (4.15)

Nestas condigoes, f = 0.
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Demonstragio. Considere as fungoes inteiras g(z) = f(iz) e h(z) = f(2)g(z). Segue de
(4.15) que

h(2)] = | f(2)f(iz)]
< elal” oy elyl+olal

— o<l +y)+a(ly +=]*)

Como A < 6, entdao a exponencial acima converge para 0, quando |z| — oco. Por-
tanto h é limitada e, pelo Teorema de Liouville, devemos ter h = 0. Logo, f também é

identicamente nula.

m
Estamos agora em condigoes de enunciar o principal resultado desta secao.

Teorema 4.9. Sejam e, e v constantes positivas tais que p+v < 1 e considere f € S(Rd)

satisfazendo
1
1f(z)| < emol” v € R (4.16)
e
. 1
FO)] S e ve e Y. (4.17)

Nestas condigoes tem-se f = 0. Além disso, as condigoes ii), iii), iv), v) € vi) no

Teorema 4.1, bem como (4.7) na Proposi¢io 4.3, implicam [ = 0.

Demonstracao. Primeiramente, observe que na demonstracao do Teorema 4.1 a condigao
pu+ v > 1 ¢ utilizada somente na prova de iv) = v) para obter (4.2). Entao vamos
seguir os passos da demonstracao do Teorema 4.1 a partir deste ponto, agora supondo
que p+v < 1.

Assim, para i+ v < 1, considere

Y= (Y)Y (), (4.18)

Em (4.1) supomos v < [, entdo temos

P < (B0 < (28175,
Portanto, (4.18) pode ser reescrita como
| < (] N
W< (D) (28Y) (4.19)

Usando (4.19) em (4.1) e continuando os argumentos como na prova do Teorema 4.1,

obtemos a condigao v) do Teorema 4.1 para novos indices p* e v:

*

< C |a|+|6|)(al) (B1H

2~

|e20° f ()| (4.20)
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1 —
comp*:,u+(';+y)eu—l—l/<u*—l—y<1.

Observe que a partir de (4.16) e (4.17), isto ¢, f € S¥(RY) com p + v < 1 é possivel
obter as condigoes i), #ii) e iv) no Teorema 4.1 para os mesmos p e v. Note também que
as condigoes v), vi) e a estimativa (4.7) da Proposigao 4.3 valem para novos u* e v.

Segue do Teorema 4.6 que f possui uma extensao analitica e inteira satisfazendo
1 1
@+ iy)| ekl

Aplicando a Proposicao 4.8 com

obtém-se f = 0.
Por fim, observe que na Proposicao 4.8 pede-se A\ < 6, ou seja, 1—1,u* < i, o que ¢
valido, pois da condicao v 4+ p* < 1 temos que
1 1

< —.
w+1 v

v<pt4+1=
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5 REGULARIDADE GLOBAL DE OPERADORES DIFERENCIAIS

Neste capitulo estudamos a regularidade global de operadores diferenciais parciais com

coeficientes polinomiais do tipo
P= 3 c.2’D2, (5.1)
lal+|Bl<m

sendo m um inteiro positivo e c,5 € C.

Mais precisamente, estamos interessados no seguinte problema: supondo que u €
S'(R)e fe Sﬁ(Rd) satisfacam a equacao Pu = f, entdo podemos afirmar que u também
pertence ao espaco S¥(R%)?

Para tanto, nos restringimos ao estudo dos operadores do tipo (5.1) pertencentes a

seguinte classe:

Definigao 5.1. Dizemos que o operador P, definido em (5.1), é globalmente eliptico em

R? se seu simbolo principal

Pn(.) = D capa€” (5-2)

laf+[B]=m

satisfaz a sequinte propriedade:
pm(2,§) =0 <= (2,£) = (0,0). (5.3)

Antes de enunciarmos o teorema principal deste capitulo vamos considerar, como

motivagao, o seguinte exemplo:
Exemplo 5.2. Considere o oscilador harmonico de Schridinger
H=-A+|z]* zeR%
Para A € C, considere o operador:
P=H-X=-A+z]* -\

Note que o simbolo principal |z|* = |x|* + |£]* satisfaz (5.3) e para os autovalores
d
A=XNo =Y (2k;+1), k= (ki ks,... kg) €N,

J=1

temos as sequintes autofuncoes:
d
u(x) = up(x) = [ P, ()" 2. (5.4)
j=1

(Ver (Nicola; Rodino, 2010), Segio 2.2.)



Capitulo 5. Regularidade global de operadores diferenciais 36

Observe que o decaimento no infinito de u(x) em (5.4) é dado por
u(z)] S e,z eRY (5.5)

para um certo € > 0.
Da Proposicao 4.8, temos que uma solucao u da equacao Pu = 0 se estende como uma
funcdo inteira u(z + iy) em C? satisfazendo, para determinadas constantes positivas € e

0, a sequinte desigualdade:
u(z + iy)| < e PP gy e RY (5.6)

Agora, observe que as autofungoes em (5.4) sdo invariantes pela a¢ao da transformada

de Fourier. E, portanto, em termos do espagco S*(R?), temos = v = %

Assim, motivados por esse exemplo, enunciamos o principal resultado deste capitulo,

o qual pode ser encontrado na referéncia (Nicola; Rodino, 2010), segao 6.2.

Teorema 5.3. Sejam P um operador do tipo (5.1) globalmente eliptico e u € S'(RY) uma
solucao da equacao
Pu=fe S{f(Rd), w>1/2.

Nestas condigies, temos que u € SK(R?). Em particular, se f =0 entao u € Sf//;(Rd).

Antes de iniciarmos a demonstragao deste teorema precisamos enunciar o seguinte

resultado auxiliar:

Teorema 5.4. Sejam P como no Teorema 5.3 e u € S'(R?). Entdo, as sequintes afirma-

coes sao verdadeiras:

a) Se Pu € S(RY), entdo u € S(RY). Em particular, todas as solugoes u € S'(RY) da

equagdo homogénea Pu = 0 pertencem a S(R?);
b) Existe C* >0 tal que

> lla"Dgulle < € (II1Pulls + lull2)
la|+|B[<m

A demonstracao deste teorema utiliza argumentos da teoria do Operadores Pesudo-
Diferenciais, a qual nao foi abordada na preparacao desta dissertacao. Os detalhes de sua
demonstra¢ao podem ser encontradas no Capitulo 2 da referéncia (Nicola; Rodino, 2010).

Finalmente, fixamos a seguinte notagao: dados P e () operadores diferenciais e u €
S'(R?), escreve-se

[P, Qlu = (PoQ)u—(Qo P)u.
Demonstracao do Teorema 5.3. Primeiramente, observe que a condi¢ao do operador

ser globalmente eliptico sera necessaria quando utilizarmos o Teorema 5.4, o que ocorre

logo no comego desta demonstracao.
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Note que, em virtude da Proposicao 4.2, é suficiente provar que existe C' > 0 satisfa-

zendo
|220Pu(x)|| 2 < CNTINNE Vol + |8 < N, VN € N. (5.7)

Por sua vez, segue do Teorema 5.4, que a equagao Pu = f € Sﬁ(Rd) C S(R?) implica
em u € S(R?). Segue ainda desta equacio que, para C' > 1 suficientemente grande, tem-
se (5.7) para cada N < 2m. Assim, utilizando o principio de indugao forte, mostraremos
que se (5.7) é valido para N < M, com M > 2m, entao temos necessariamente que (5.7)
vale para N = M.

Suponha entdo que seja valida a hipétese de inducdo e tome o, 3 € N? satisfazendo
la| +|5] = M e escreva

2P Doy = P22 D D, (5.8)

sendoy < aed < ftaisque |y|+ 0| =M —me|a—v]+]|5—78 =m.

Note que tal escolha sempre é possivel pois, se |3| > m, entao podemos tomar 6 < /3
tal que |#] = m e entdo definir v = a e § = f — 6. Caso contrério, |3| < m, teremos
necessariamente || > m, pois |a| + |5] > 2m. Neste caso, toma-se p < « satisfazendo
lp| = m e define-se y =a—ped=p.

Note que ¢ valida a igualdade
v’ Dgu = 2" D (2° DYu) + 2770 [2°, D3] Diu, (5.9)
pois denotanto o lado direito por % obtém-se
* = 2" D37 (2° Dju) + 2~ (2 D3 (DY) — DY 72 (DJu))
= 2P pa (x‘leu) + 2D (DYu) — 2P DY (20 D)
= 2" Dou.

Considere A = Hxﬁ Dgu‘ ’LZ' Aplicando a desigualdade triangular em (5.9) e o Teorema
5.4, item b), obtém-se

A< Hgvﬁ_(sD;Z‘_7 (x‘sDZu)‘

< (Jp (<o

<C" (Hx‘SD;(Pu)

L2 + Hxﬁ_‘s [m‘s, Dg‘_”] Dl

L2

2°Dlu 2) + Hmﬂ_é [x‘s, Dg‘”} Dlu
u

L2 + ’ L
L2 T H [P’ x(sDZ}

(5.10)
L2
) + Hxﬂ_‘s {x‘s, D?‘”} Dlu

T Hx‘sD;u

L2 L2’

sendo que estamos utilizando
P (x‘sD;fu) = 2°DY(Pu) + [P, x‘sDZ} u

para obter a ultima desigualdade.
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Como Pu = f € S#(R?) e |y|+ [6] = M — m, da Proposicao 4.2 temos, para alguma

constante Cy > 1,

’ ‘a:éD;’(Pu) ’

L S OMTTH (M~ m)M=mn < CMFLMp, (5.11)
Afirmamos que

[Pa’D] = Y esla®DS 20 DY), (5.12)
|a]+[B|<m

De fato,
|P,2’D}| = P(x*D}) — 2" D)(P)

= ~Z cangDg (DY) — 2°D) Z cangDg
laf +1B]<m |&]+{B]<m
B a6 s B ra
= Z cggxﬁDg(x D)) -z Z CEED;(:CBD?)
lal+18<m |a]+(B|<m
= X |o"Di@ DY) ~ 4Dy DY)
|&]-+[B]<m

= > ] [mﬁD;‘:,x‘sD;].
|a+|8|<m

Voltando em (5.10) e utilizando (5.11) e (5.12), dado C3 > 0 tal que [c55] < Cs para

@] + | 5| < m, temos:

HxﬂDg‘u

’LQ < CrOMTIMME 10, + 0, (5.13)
sendo

)

L2

0 =cC, Y ‘[IEDE,:U‘SD;]U

| +]B|<m

O, =C"

Sy
x°D]u

#2770 2, 027 Dl

Considere agora o operador differencial ) = [:EE Dg, 2°D7]. Temos entdo:
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Q

[3:505 («D]) - 2'D; (xEDgﬂ
:)ZE Z (j) Dgxlng—aDl Z ( )D;’ngz_"Dg

0#0<a 0760<’y
5 ay, . 5 : 3\ 5 a
— I’B Z ( ) (_Z)|J|O_! ( >x6—0Dg—0+7 5 Z ( ) |o| (5) xﬁ—gD;—o‘—f—a
~ \O g g
0#oc<a 0¢0<5
o<é o<~
= Z <a> <5> (_i)|0’|0-!x5—0'+ED§—0'+’Y _ Z (7) <5> <_Z)‘U‘O_|x§—a+6Dz—o'+a
~ \O g ~ \O g
0#o<a« 0#0<p
o<é o<~
_ 6+~7 +a— 5+~, Fa—
_ Z Cas B o'D'xy a—o Z Cﬁ,\/a B O'D; a—o
O#o‘ﬁa 07£U<,B
o<é o<~

SR

Qe

Note que as constantes constantes cz;, € 3o podem ser limitadas por C3M %I, em que

(3 depende somente da ordem m do operador P e da dimensao d.

Portanto,

xé—&-ﬂ—a D;—I—a—au

1Qull,. <C5 > M

0£0<a
o<

+C3 Z MU|’$

0£0<f
o<y

L2

6+570Dg+afau (514)

L2.

Observe agora que as condicdes |y| + 6] = M —m e |a| + |3] < m implicam em
Y +a—o|+]0+5 -0 <M -2,
e da hipdtese de inducao conclui-se que

x5+ﬂfaD;y+a7cru

< CM72\0|+1(M . 2|O_|)(M72\0\),u

L2
< CM ppM=2lo|)n

< CMAMup=2ele (5.15)
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Substituindo (5.15) em (5.14) obtém-se

sl < O MleloM prMupr=2loln 4 Oy MIolOM pMu p—2loln
L
0#0<aoc<s 0£0<B
o<y
< CgCMMM“ Z Mlol(=2u) Z Mlol(1=2u)

| 0#£0<a0<s 0£0<Bo<ry

el Vi D DN EED S

0£0<ao<s Oyéaggog'y

< C4CM MMEC,. (5.16)

* Observamos que neste ponto estamos utilizamos a desigualdade M7I01=21) < 1, a qual

é consequéncia de p > 1/2.

** Por outro lado, a ultima desigualdade segue do fato que os dois somatérios podem ser

limitados por uma constante Cy que depende somente de m e da dimensao d.

Por argumentos similares, observando que |« —~| < m e |f—4| < m, podemos estimar

Hxﬁ_‘s {:17‘5, D;‘_v] Dl

]L2 < CsCM MM, (5.17)
Note que também temos

|2 Dyl < MM — )M < M M, (5.18)
Usando (5.16), (5.17) e (5.18) em (5.13) finalmente obtemos

|2 Dul \LQ <CHOMTIMME L Oy Y CsCMMMEC, + CFOM MME 4 CsCM MR

] +[B|<m

Limitando os termos da soma por Cg temos
| Dgul \LQ < MME(CH O 4 O CyC3CiCeCM + CCM 4 C5CM)).
Portanto, assumindo que a constante indutiva C' é suficientemente grande, obtemos:
HxﬁDguHLQ < CMFMME para ol + |B] < M,

o que nos da u € Sl/j(Rd), e portanto o teorema esta provado.
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6 CONCLUSAO

Estudamos as principais propriedades dos espacos de Gelfand-Shilov do tipo S#(R?),
com ft > 0 e v > 0, os quais podem ser caracterizados pelas funcdes suaves f : R — C
que satisfazem

|70 f ()]
sup sup

zeRe o BN C'OH_mOé!NB!V < 00, (61)

para alguma constante C' > 0, ou pela condicao equivalente

eel? 9% £ ()|
sekt aert | Clelals |

para algum C' > 0 e e > 0.

Introduzimos o espaco S#(RY), 1 > 0 e v > 0, demonstramos suas principais proprieda-
des e também estimativas auxiliares para a caracterizacao de tais espacos. Apresentamos
ainda uma forma de se introduzir uma topologia limite indutiva em & 5(Rd), [ > 1, através
da sequéncia de espagos de Banach S (R?), a serem definidos.

Exibimos diversos resultados que caracterizam de forma mais precisa os espacos S*(R?).
No Teorema 4.1 sdo exibidas diversas estimativas equivalentes para fun¢des em S#(RY),
com i+ v > 1, as quais sao necessarias ao desenvolvimento do trabalho. Um segundo re-
sultado interessante é dado pelo Teorema 4.6 onde se demonstra que, sob certas condi¢oes
nos indices p e v, funcdes em SH(R?) possuem extensoes analiticas. Uma consequén-
cia interessante deste resultado é o Teorema 4.9, no qual se demonstra a trivialidade do
espaco SH(RY) quando p + v < 1. Este resultado pode ser visto com uma versao do
Principio da Incerteza de Heisenberg, o qual expressa genericamente que uma funcao f e
sua transformada nao podem ambas decairem rapidamente no infinito.

Por fim, investigamos a regularidade global das solucoes de equacoes do tipo Pu =
feSHRY), p>1/2, sendo P um operador diferencial de ordem m com coeficientes po-
linomiais, cujo simbolo principal satisfaz uma condic¢ao eliptica global. Apds analisarmos

algumas propriedades do oscilador harmoénico de Schrodinger
H=-A+|z]* zeRY

enunciamos e demonstramos o principal resultado deste trabalho, o qual pode ser encon-

trado na referéncia (Nicola; Rodino, 2010).

Teorema. Sejam P um operador como descrito acima e u € S'(R?) uma solugio da
equagao

Pu=feSHRY), n>1/2.

Nestas condigoes, temos que u € S/’j(Rd). Em particular, se f =0 entdao u € 811//22(Rd).
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