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RESUMO

Cabos com funcédo estrutural tém sido utilizados em pontes suspensas, pontes
estaiadas, linhas de transmissao, construcdes off-shore, trelicas de cabos e estruturas
de telhados e coberturas. Vantagens do uso de cabos incluem o seu baixo peso
préprio, sua relagao custo beneficio e a possibilidade de se aplicar tensdes prévias
(pré-tensionamento). A analise de cabos pelo Método dos Elementos Finitos (MEF)
usando elementos retos usualmente requer um elevado numero de graus de liberdade
para que o perfil do cabo e suas propriedades, tais como tensdao no cabo e seu
comprimento, apresentem resultados satisfatérios. Nesse contexto, varios métodos
enriquecidos foram desenvolvidos com a finalidade de obter resultados ao mesmo
tempo mais precisos e com menor custo computacional que o MEF. O Método dos
Elementos Finitos Generalizado (MEFG) € um método enriquecido no qual as fungdes
de forma sao obtidas por meio da multiplicacdo entre a fungao particdo da unidade e
uma fungao de enriquecimento. Portanto, nesse trabalho é estudado o MEFG com a
aplicacao de diferentes fungbes de enriquecimento, considerando uma analise linear
e inextensivel de cabos. Os resultados obtidos pelo MEFG por meio das funcdes de
enriqguecimento polinomiais, trigonométricas e hiperbdlicas sdao comparados com
respostas analiticas encontradas na literatura. Os resultados também sao
comparados com respostas néo lineares obtidas pelo MEF, considerando a nao
linearidade geométrica. O custo computacional é analisado em termos do niumero de
graus de liberdade utilizados, do numero de condi¢do da matriz de rigidez e do tempo
de execucgao do programa. A analise linear pelo MEFG obteve bons resultados quando
comparada as respostas analiticas e do MEF tradicional. Ja quando comparada com
solugcdes do Método dos Elementos Finitos Hierarquico (MEFH), houve equivaléncia
de resultados. Entretanto, em algumas analises, o MEFH obteve resultados tdo bons
quando o MEFG, utilizando menor numero de graus de liberdade. Em alguns dos
casos estudados a diferenga entre a analise linear e n&o linear geométrica foi mais
evidente, onde foi possivel verificar a influéncia da elasticidade do cabo.

Palavras-chave: Métodos enriquecidos. Método dos Elementos Finitos Hierarquico.
Método dos Elementos Finitos Generalizados. Analise linear de cabos. Analise nao-
linear de cabos.



ABSTRACT

Cables have been extensively used as structural elements in suspension bridges,
transmission lines, mooring lines, guyed towers, marine and off-shore constructions,
cable trusses and roof structures. This is due to light weight of the cables, their cost-
effective construction and the possibility of pre-tensioning. The analysis of cable
structures by the Finite Element Method (FEM) using straight elements usually
requires a high number of degrees of freedom in order to obtain acceptable results for
the cable profile and its properties, such as cable tension and length. Several enriched
methods have been developed in order to obtain more precise results than those
provided by the FEM, and with lower computational cost. The Generalized Finite
Element Method (GFEM) is an enriched method in which the shape functions are the
product of the partition of unity function and the enrichment function. Therefore, in this
paper the GFEM is studied with the use of several different enrichment functions,
considering a linear and inextensible cable analysis. The results obtained by the GFEM
using the proposed polynomial, trigonometric and hyperbolic enrichment functions are
compared to analytical solutions found in literature. The results are also compared to
nonlinear solutions provided by the FEM, considering the geometric nonlinearity. The
computational cost is analyzed in terms of the total number of degrees of freedom and
the program execution time. The condition number of the stiffness matrix in each
analysis is also discussed. The linear analysis by GFEM obtained good results when
compared to analytical and FEM solution. When compared with solutions of the
Hierarchical Finite Element Method (HFEM), there was equivalence of results.
However, in some analyses, the HFEM obtained results as good as those from GFEM
while using fewer degrees of freedom. In some of the studied cases, the difference
between linear and non-linear analysis was more evident, where it was possible to
verify the influence of cable elasticity.

Keywords: Enriched methods. Hierarchical Finite Element Method. Generalized Finite
Element Method. Cable Linear Analysis. Cable Non-Linear Analysis.
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1 INTRODUGAO

Cabos podem ser utilizados como elementos estruturais em varios tipos de
obras de engenharia. Dentre as suas vantagens construtivas, pode-se citar o baixo
peso proprio e a facilidade de montagem.

Um dos usos mais notaveis dos cabos em estruturas esta nas pontes pénseis
e estaiadas, como mostrado na Figura 1 e Figura 2. Além do elevado apelo
arquitetonico, essas tipologias de ponte tém possibilitado vaos cada vez maiores,
podendo chegar a 1 km (KAROUMI, 1999).

FIGURA 1 — PONTE PENSIL GOLDEN GATE - FIGURA 2 — PONTE ESTAIADA OCTAVIO
SAO FRANCISCO FRIAS DE OLIVEIRA — SAO PAULO

FONTE: Golden Gate Bridge". FONTE: OAS?.

De acordo com Ren e Peng (2005), as pontes estaiadas ainda apresentam
vantagens sobre outras tipologias de pontes, incluindo pontes penseis, e essas sao:
melhor eficiéncia na utilizagdo dos materiais, maior rigidez e menor tamanho dos
elementos estruturais, facilitando sua fabricagao/construcao.

Outro uso essencial de cabos & em linhas de transmissdo. Costa (2014)
destaca que, devido ao Brasil ser um pais de grandes dimensdes, a energia gerada
em usinas precisa percorrer grandes distancias em linhas de transmisséo até chegar
ao consumidor final. Do ponto de vista econdbmico, € interessante que os cabos

possam vencer grandes vaos sem comprometer sua caracteristica estrutural, pois,

" Disponivel em: https://www.goldengate.org/contemporary-photos/. Acesso em mai. 2020.
2 Disponivel em: http://www.oas.com.br/oas-com/oas-engenharia/realizacoes/especiais/pontes-
viadutos/emurb-sp-ponte-estaiada-octavio-frias-de-oliveir. Acesso em mai. 2020.
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assim como nas pontes, tais cabos estao sujeitos a cargas estaticas, como o peso
proprio, cargas térmicas e cargas dinamicas, como a agao do vento.

Em 1950, o projeto da State Fair Arena, mostrada na Figura 3, em Raleigh,
na Carolina do Norte, promoveu um maior estudo e construcdo de coberturas
suspensas (TIBERT, 1999).

FIGURA 3 — STATE FAIR ARENA - RALEIGH

FONTE: Tibert (1999).

Uma vantagem deste tipo de cobertura é a capacidade de se cobrir grandes
areas com pouco material (TIBERT, 1999).

Entretanto, todos os usos citados para os cabos requerem uma analise
estrutural rigorosa. Uma dificuldade inicial no estudo de cabos é que sua geometria é
dependente do carregamento, isto €, sua forma varia conforme as forgas aplicadas
(IRVINE, 1981). Carregamentos distribuidos ao longo do comprimento de arco do
cabo, como o peso proéprio, fazem com que ele assuma a forma de uma catenaria. Ja
carregamentos distribuidos ao longo do vao produzem a forma de uma curva
parabdlica.

Diante dessa dificuldade, o estudo analitico dos cabos e de estruturas que os
contenham pode se mostrar bastante complexo. Nesse contexto, pode-se utilizar o
Método dos Elementos Finitos (MEF), amplamente aplicado no estudo da Mecanica
Computacional. Entretanto, embora o MEF apresente a teoria e resultados bem
embasados e consolidados, possui limitacbes. No caso da analise de cabos, a
utilizagao de elementos retos implica na necessidade de um elevado numero de graus
de liberdade para que o perfil dos cabos e suas propriedades, como seu comprimento

e as tensbes desenvolvidas no proprio cabo, sejam determinados com precisdo
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aceitavel. Possibilidades de contornar esses problemas, utilizando o préprio MEF, sao
os refinamentos h, p e hp. O refinamento h consiste em refinar a malha ao aumentar
o0 numero de elementos, o que pode demandar alto custo computacional. Ja o
refinamento p consiste em aumentar o grau dos polindémios interpoladores, entretanto,
a formulacao de elementos no refino p ndo é simples, dificultando sua implementagao
computacional (PROENCA; TORRES, 2007). O refinamento hp, por sua vez, €&
aplicacao simultanea dos refinamentos h e p.

Dessa forma, nos ultimos anos tém sido desenvolvidos métodos enriquecidos,
entre eles o Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG), que inclui
informagdes conhecidas (a priori) do problema com o objetivo de melhorar a solugéo
obtida com menor custo computacional que o MEF.

O Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG) tem sido utilizado
com sucesso em diversos problemas de mecanica computacional, como em analises
estaticas e dinamicas lineares e nao lineares de estruturas (PROENCA; TORRES,
2007; ARNDT, 2009; PIEDADE NETO; PROENCA, 2015; ARNDT; MACHADO;
SCREMIN, 2016). Sendo assim justifica-se estudar a aplicabilidade do MEFG também

na analise estrutural estatica de cabos.

1.1 OBJETIVO GERAL

O objetivo do trabalho é estudar o desempenho de Métodos Enriquecidos na

analise estatica de cabos.

1.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

Para que o objetivo geral seja atingido, sdo objetivos especificos desse

trabalho:

e Testar diferentes fungdes de enriquecimento para aplicagcdo do MEFG
na analise estatica de cabos;
e Estudar a convergéncia e o numero de condicdo das matrizes de

rigidez das formulag¢des dos Métodos enriquecidos propostos;
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e Comparar as respostas obtidas pelo MEFG, MEFH e MEF entre si no
contexto da analise estatica linear de cabos;
e Estudar a diferenga entre as respostas lineares do MEFG, MEFH e

MEF e nao lineares obtidas com a aplicagao do MEF.
1.3 ESTRUTURA DO TRABALHO

O presente trabalho € composto em 6 capitulos.

No capitulo 2 € apresentada a revisdo da literatura, abrangendo algumas das
pesquisas desenvolvidas envolvendo o tema de cabos, do Método dos Elementos
Finitos. No capitulo 3 € desenvolvido o referencial teérico que aborda as bases dos
métodos numeéricos utilizados para atingir o objetivo deste trabalho. A metodologia é
descrita no capitulo 4, onde € mostrado como a teoria desenvolvida no capitulo 3 sera
aplicada. No capitulo 5 sao apresentados os casos estudados e os resultados. Por
fim, no capitulo 6 estdo apresentadas as conclusdes do trabalho e sugestdes de

continuidade da pesquisa.
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2 REVISAO DA LITERATURA

Em 1638 Galileu concluiu, em sua obra “Duas novas ciéncias”, que a forma
que um cabo suspenso assume € parabdlica (IRVINE, 1981). Anos mais tarde, em
1691, os irmaos Johann e Jacob Bernoulli, e Leibniz e Huygens descobriram que a
forma correta é da catenaria, o que evidencia que o tema de cabos tem sido estudado
ha séculos. Varios trabalhos foram publicados tratando do estudo estatico e dindamico
de cabos.

Neste capitulo sdo descritos os principais trabalhos cientificos encontrados na
literatura sobre o tema, sendo esta revisdo dividida em dois topicos: analise de cabos

e Método dos Elementos Finitos Generalizados.

2.1.1. Analise de Cabos

Varios métodos ja foram empregados para o estudo de cabos, para varios

tipos de analise, como a linear, ndo-linear, estatica, dindmica, modal, etc.

2.1.1.1 Analise Estatica de Cabos

No contexto da analise estatica, Wood e Zienkiewicz (1977) estudaram a
analise nao linear geométrica, por meio do Método dos Elementos Finitos, de varios
tipos de elementos estruturais, incluindo elementos curvos, por meio da abordagem
isoparamétrica. A formulagéo utilizada foi a Lagrangeana total, sendo as equagdes
nao lineares resolvidas pelo Método de Newton-Raphson, obtendo boa correlagéo
entre os resultados numericos e os analiticos. Entretanto, os elementos apresentados
por Wood e Zienkiewicz (1977) eram uni e bidimensionais. Anos depois, Peyrot e
Goulois (1979) desenvolveram um codigo computacional para a analise estatica de
estruturas tridimensionais complexas compostas por varios segmentos de cabos
considerando carregamentos gravitacionais, térmicos e o arrasto de fluidos. O
elemento finito de cabo foi desenvolvido com base nas equagdes analiticas da
catenaria e o algoritmo desenvolvido obteve bons resultados considerando grandes
deslocamentos.

Jayaraman e Knudson (1981) também apresentaram um elemento de cabo

baseado nas equacgdes analiticas da catenaria, curvo de dois nds, que permitiu a
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aplicagcdo de carregamentos de peso proprio sem aproximagdes. O elemento foi
utilizado em analise estaticas e dinamicas, sendo comparado com elementos de dois
e trés nés. Todas as analises consideraram a nao linearidade geométrica, sendo
utilizado o Método de Newton-Raphson para solugdo do sistema n&o linear de
equacdes, considerando grandes deslocamentos, mas pequenas deformagdes. Para
a analise dinamica, foi utilizado o Método da Diferenga Central.

Desai et al. (1988) formularam um elemento parabdlico de trés nos para a
analise tridimensional estatica de cabos e 0 compararam com aqueles desenvolvidos
com as equagdes da catenaria. Os estudos de casos mostraram que os resultados
foram bem proximos aos obtidos por Jayaraman e Knudson (1981).

Um possivel uso de cabos em construgdes civis € em pontes suspensas.
Karoumi (1999) modelou a ponte suspensa “Great Belt”, localizada na Dinamarca. O
perfil longitudinal da ponte foi discretizado em elementos de cabo, desenvolvidos a
partir das equacgdes da catenaria, e elementos de viga. A analise n&o linear realizada
considerou a estatica e também os modos e frequéncias naturais da ponte, onde se
destacou a facilidade de incluir efeitos de pré-tensionamento e a aplicagdo exata do
peso proprio do cabo.

Oliveira (2002) aplicou o MEF considerando a n&o linearidade em cabos,
utilizando o Método de Newton-Raphson para solugao das equagdes ndo lineares. Na
analise estatica, foram comparados os resultados obtidos por elementos de cabo reto
e elementos em forma de catenaria, submetidos a carregamentos distribuidos e forgas
concentradas. Embora os resultados obtidos tenham sido condizentes com os de
outros pesquisadores, nota-se que, em alguns exemplos estudados, foram
necessarios 16 elementos retilineos para se obter uma resposta equiparavel aquela
com um unico elemento de catenaria.

Pereira Junior (2002) utilizou o MEF para a analise nao linear geométrica e do
material de cabos suspensos. A matriz de rigidez tangente dos elementos é obtida a
partir de um sistema de coordenadas corrotacional. Foi desenvolvido um programa
computacional considerando grandes deslocamentos e comportamento elasto-
plastico do material. O Método de Newton-Raphson foi utilizado para solugdo do
sistema nao linear de equacdes. Costa (2014), assim como Pereira Junior (2002),
utilizou um sistema de coordenadas corrotacional na analise nao linear pelo MEF de
cabos e trelicas espaciais, com vistas a aplicacdo em torres metalicas estaiadas para

linhas de transmissao.
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Przybysz et al. (2019) estudaram a aplicagdo do MEFG na analise linear
estatica de cabos inextensiveis utilizando como fungdes interpoladoras os polinémios
de Lobatto de segundo grau e também fungdes hiperbdlicas. O MEFG mostrou bons
resultados, permitindo que os cabos fossem modelados com apenas um elemento,
diferentemente do MEF tradicional, onde varios elementos sdo necessarios para haver
boa representagcao da geometria do cabo.

Zhu et al. (2021) desenvolveram um novo método para encontrar a forma do
cabo principal de pontes suspensas, sendo o Método dos Elementos Finitos N&o
Linear utilizado juntamente a um sistema de coordenadas Euleriano. O método
necessita, além das iteragdes de Newton-Raphson para resolugao das equacdes nao
lineares, da utilizacdo do método da secante para convergéncia da componente
horizontal da tragao desenvolvida no cabo. Comparado com solu¢des baseadas nas

equacbes da catenaria, o método proposto apresentou bons resultados numeéricos.

2.1.1.2 Analise Dinamica de Cabos

Ja no contexto da andlise dinamica, Irvine e Caughey (1974) desenvolveram
uma teoria linear para vibragéao livre do cabo suspenso cuja razao entre a flecha e o
vao seja 1/8 ou menor, considerando o cabo elastico. A teoria leva em consideragao
a vibragao no plano e fora do plano, incluindo modos simétricos e antissimétricos. Os
resultados foram verificados com experimentos e apresentaram boa correlagao.
Entretanto, mesmo antes do desenvolvimento dessa teoria linear ja haviam estudos
sobre a dindmica de cabos. Simpson (1966) utilizou o Método da Matriz de
Transferéncia para obter as frequéncias e modos naturais de linhas de transmissao
no plano. A deducéo da matriz de transferéncia foi feita a partir da solugao da equagao
dindmica da vibragao da catenaria elastica “rasa”, isto €, com pequena razao entre a
flecha e o vao. O método péde entdo ser usado para a obtengao das frequéncias e
modos naturais de um cabo com varios apoios intermediarios.

No trabalho de Hagedorn e Schafer (1980) foi estudado o efeito de termos néo
lineares na vibragéo livre de cabos elasticos. O estudo da nao linearidade no primeiro
modo simétrico e antissimétrico se deu por meio do Método de Ritz-Galerkin e
concluiu-se que a frequéncia natural pode ser consideravelmente diferente daquela
obtida numa analise linear. Entretanto, o estudo se restringiu a analise de cabos no

plano. Ja Takahashi e Konishi (1987) estudaram a vibragao livre ndo-linear de cabos
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em trés dimensoes, nao limitando a analise a cabos com pequena razao entre a flecha
e 0 vao.

Thai, Kim e Lee (2017) estudaram a vibracéo livre de cabos por meio da
Analise Isogeométrica, utilizando funcbes racionais nao uniformes B-splines
(NURBS).

Fei, Zichen e Danhui (2020) formularam um método para a andlise dinédmica
de cabos compostos por varios segmentos. O método € capaz de levar em
consideracao a rigidez a flexao (normalmente desprezada na analise de cabos) e nao
é restringido a pequenas ou grandes razdes entre flecha e vao. Os resultados foram
comparados com experimentos e modelos em elementos finitos.

Observa-se da revisao da literatura até aqui apresentada que a analise de

cabos é um assunto relevante no meio técnico e cientifico.

2.1.2. Método dos Elementos Finitos Generalizados

O Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG) € um método
enriquecido baseado no Método da Particdo da Unidade (MPU).

Melenk e Babuska (1996) propuseram o Método da Particdo da Unidade
(MPU) que, assim como o MEF, € um método de resolugado de equacgdes diferenciais
e pode ser considerado como uma das bases tedricas do MEFG. Potenciais
aplicacbes do MPU envolvem problemas nos quais a solugdo nao pode ser
satisfatoriamente aproximada por polindmios e os refinos h e p resultariam em custos
computacionais muito altos (MELENK; BABUSKA, 1996). Tais problemas incluem
equacdes da Teoria da Elasticidade e a equacado de Helmholtz. Além disso, € um
meétodo no qual é possivel introduzir conhecimentos a priori sobre o comportamento
da solugdo em locais especificos do dominio. O MPU pode ser considerado um
método “sem malha”, ou seja, ndo é exigida a criagdo de uma malha em elementos
finitos (MELENK; BABUSKA, 1996). Strouboulis, Copps e Babuska (1999) afirmam
que o MEFG é uma combinacao do MEF tradicional e do MPU.

O MEFG foi proposto independentemente por Babuska e colaboradores, e por
Duarte e Oden (DUARTE; BABUSKA; ODEN, 2000) sob o0 nome hp Clouds. Ainda de
acordo com Duarte, Babuska e Oden (2000), varios métodos sem malha podem ser

considerados como casos especiais do MEFG, que se destacam pela utilizacdo de
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uma particao da unidade, que € um conjunto de fungcdes cuja soma é a unidade em
todo ponto x de um dominio Q.

Ha outros métodos enriquecidos baseados em malhas e que utilizam o MPU.
Um deles é o Método dos Elementos Finitos EXtendidos (MEFX) (MOES; DOLBOW;
BELYTSCHKO, 1999). De acordo com Fries e Belytschko (2010), o MEFX e o MEFG
sdo métodos semelhantes uma vez que seus enriquecimentos tém a mesma estrutura.

Varios pesquisadores verificaram a aplicabilidade com sucesso do MEFG em
diversas areas, como a modelagem de trincas tridimensionais (SUKUMAR et al.,
1999), a propagacgao dinédmica de trincas (DUARTE et al., 2000), a aplicagédo em
placas de Reissner-Mindlin (DOLBOW; MOES; BELYTSCHKO, 2000), a equagao da
onda bidimensional (TORIl; MACHADO; ARNDT, 2015), a vibracéao livre em vigas de
Euler-Bernoulli e estruturas reticuladas (ARNDT; MACHADO; SCREMIN, 2016),
dentre outras aplicagdes.

Piedade Neto e Proencga (2015) empregaram o MEFG em analises dinamicas
lineares e nao lineares, utilizando matrizes de massa consistentes e agrupadas. Os
resultados mostraram que o MEFG se manteve estavel numericamente e proveu
respostas adequadas para a analise linear de vibracdo forgada de uma viga
engastada, para o problema nao linear de associagao de materiais em um solido e
também para o exemplo de um material hiperelastico sujeito a grandes deformacdes.
O uso de matrizes de massa agrupadas também se mostrou efetivo ao diminuir e
numero de condi¢ao do sistema linear.

A andlise elastoplastica de vigas de Euler-Bernoulli foi estudada por Shang,
Machado e Abdalla Filho (2016). Os autores constataram que o MEFG alcangou bons
resultados comparado como o MEF tradicional e o Método dos Elementos Finitos
Hierarquico (MEFH). Também se concluiu que, ao utilizar o MEFG aliado a um método
de integracdo no tempo que permita a dissipacdo de energia, como o método de
Hilber-Hughes-Taylor (HHT), obtém-se estabilidade numérica para as deformacgdes
nao lineares decorrentes da plastificacao.

Debella et al. (2020) aplicaram o MEFG adaptativo na analise dinamica
transiente de barras e treligas, utilizando juntamente com o MFEG o Método da
Superposicdo Modal e o Método de Newmark. No estudo, foi proposto um fator de
influéncia capaz de identificar os modos de vibragcdo preponderantes, de forma a
deixar apenas os valores dos modos mais influentes na matriz modal. Comparados

com solugdes analiticas e com resultados do MEF, o MEFG adaptativo apresentou
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bons resultados, com a vantagem de que, ao utilizar apenas os modos mais influentes
na matriz modal, diminuiu-se o esfor¢o computacional.

Corréa, Arndt e Machado (2021) aplicaram o MEFG na vibragao livre (no
plano) de arcos finos e espessos. Em relacéo as frequéncias naturais de vibragao, o
MEFG convergiu mais rapidamente do que o MEF tradicional e o Método p-Fourier,
utilizando menor numero de graus de liberdade. J& em relagdo ao espectro de
frequéncias, o MEFG conseguiu bons resultados para as baixas frequéncias, embora
tenha apresentado erros consideraveis para as frequéncias maiores.

Dessa forma, observa-se que o MEFG é um método eficiente na analise
estatica e dindmica de estruturas, com formulagcbes atuais e em constante

desenvolvimento que abrangem diversos elementos estruturais.
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3 REFERENCIAL TEORICO

A seguir apresenta-se a fundamentagdo tedrica necessaria para o

desenvolvimento do trabalho.
3.1 TEORIA ANALITICA DE CABOS

A teoria analitica de cabos faz uso de algumas hipoteses simplificadoras para
qgue se possa calcular a deformada do cabo e suas propriedades. Considera-se que o
cabo é perfeitamente flexivel, ou seja, n&o possui rigidez a flexdo. Assume-se também
que é inextensivel, isto €, o comprimento do cabo nao varia entre sua configuracao
inicial e sua configuracéo deformada (PEREIRA JUNIOR, 2002).

Para se obter a curva descrita por um cabo, € preciso saber o desnivel h entre
0s apoios e pelo menos uma das seguintes informagdes: o angulo 6,, a abcissa x,, da
flecha ou a propria flecha f (Figura 4).

Uma dificuldade intrinseca ao estudo dos cabos é a variacdo da sua forma
devido ao carregamento. Um cabo submetido apenas ao seu peso proprio assumira a
forma de uma catenaria. Ja um cabo que apresente um carregamento distribuido ao

longo do vao tera geometria parabdlica. Estas duas situagdes sao analisadas a seguir.

3.1.1 Cabo parabdlico

Considera-se o carregamento g uniformemente distribuido ao longo do vao L,

como mostrado na Figura 4 e que o peso proprio do cabo seja desprezivel.

FIGURA 4 — CABO PARABOLICO
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Xv 4| +— H+dH
L l
A Vidy

FONTE: O autor (2021).
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Pelo equilibrio de forgas e momentos do elemento diferencial mostrado na

Figura 4 e desprezando-se infinitésimos de ordem superior, tem-se as equacgoes:

dH =0 (1)
dV =qdx (2)
q dx? dy V
- _ = S — = — 3
Hdy -V dx > i o (3)

Pela Equacgao (1) conclui-se que a forga horizontal H é constante. A partir das

Equacdes (2) e (3) tem-se:

d?y
Hﬁ =q (4)

Integrando a Equacéo (4) duas vezes, obtém-se:

PR )

2

X
y—%7+c1x+cz (6)

As constantes de integragao podem ser obtidas com as condi¢des de contorno

e sao mostradas na Tabela 1.

TABELA 1 — COEFICIENTES ¢, E ¢, — CABO PARABOLICO

(Continua)

Dados Condicdes de contorno c1 Cy
y(©0)=0

Apoios nivelados (h = 0) d};(L) =0 —% 0
dx ek 0
y(0) =0

Conhecidos h e 6, y(L)=h tg 6, 0

é o tg 6,
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TABELA 1 — COEFICIENTES c; E ¢, — CABO PARABOLICO

(Conclusao)
Dados Condigbes de contorno c1 cy
y(0)=0
L)=nh
Conhecidos h e x, y(L) I 0
dy —0 H
dx X=Xy a
y(0)=0
y(L)=h h
Conhecidos h e f y(x,) = f 2f (1 Tyt }_f) 0
d L
o _,
dx X=Xy

FONTE: O autor (2021).

O comprimento ds é dado por:

d 2
ds =/dx? +dy? = /1+(£) dx (7)

e a forca T de tracdo no cabo, considerando as componentes VV e H, é:

_H _H _ / dy\?
T_cos(BA)_E_H 1+<E> (8)

ds

Para o caso do cabo com apoios desnivelados e 8, conhecido, a parabola é
dada por:

q x*
_a 9
y =1 +g(6) x ©)

E possivel obter o valor de H sabendo que em x = L, y = h:

ql?
= 1
20h — L tg(@,) (10)

H
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O comprimento S do cabo e a forga de tragdo T podem ser encontrados pelas
Equacdes (7) e (8).
Quando se conhece o desnivel h e a abcissa x,, da flecha, a curva tem a forma

dada por:

x (11)

Novamente, y(L) = h, e a forga horizontal H é dada por:
gl
= (L - 12
H = (L= 2x,) (12)

e, S e T sao obtidos pela substituicdo das Equacdes (11) e (12) nas Equacgdes (7) e

(8) e pela relagdo tg(6,) = —%.

Ja quando h e f sédo conhecidos, y € dado por:

n
» 2f<1+ /1—/;) (13)

YTHZ T L *

e H é obtido por:

LZ
H= d

2h—4f<1+ 1—%) (14)

Para encontrar o comprimento S do cabo e a forgca de tragao T, utilizam-se
novamente as Equacdes (7) e (8).
3.1.2 Cabo catenaria

Considera-se o carregamento w uniformemente distribuido ao longo do

comprimento do cabo S, como mostrado na Figura 5.
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FIGURA 5 — CABO CATENARIA

FONTE: O autor (2021).

O equilibrio de forcas e momentos do elemento diferencial da Figura 5,

novamente desprezando infinitésimos de ordem superior, implica em:

dH = 0 (15)

dV =wds (16)

wdsz_o ' Q_K

=0 . = 17
2 dx H (7

Hdy—Vdx —

Novamente, pela Equacdo (15) conclui-se que a forca horizontal H é

constante. A partir das Equagdes (7), (16) e (17) tem-se que:
2 2
y&y _ 1+(ﬂ) (18)
x

Ao integrar a Equacéao (18) duas vezes, obtém-se:

dy w
I senh (Ex + c1) (19)

H w
y = wcosh (ﬁx + cl) + ¢, (20)
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As constantes de integragao podem ser obtidas com as condi¢des de contorno

e sdo mostradas na Tabela 1.

TABELA 2 — COEFICIENTES c; E ¢, — CABO CATENARIA

Condicoes de

Dados contorno @ €2
y(0) =0
_— yL)=0 wlL H wi
Apoios nivelados (h = 0 - _= il
p ( ) dy 5K o cosh oK
- =0
dx ng
y(0) =0
= H
Conhecidos h e 6, y(L)=h senh™(tg 6,) ——cosh(senh™1(tg 8,))
y _ w
dx =0 - tg QA
y(0) =
L)=nh wx H
Conhecidos h € x, () = _ 2 cosh (_ Wx")
dy 0 H w H
E X=X a
y(0) =0
y(L)=h Y
Conhecidos h e f y(x,) =f —cosh™? (1 — %) - +f
d
o
dx X=Xy

FONTE: O autor (2021).

Para um cabo catenaria com h e 6, conhecidos, por meio das Equacoes (7) e

(20) e dos coeficientes da Tabela 2, obtém-se:

H w H
_1 w -1 _a -1
y= cosh (H x + senh™1(tg HA)) " cosh(senh™1(tg 8,)) (21)

Ao contrario do cabo parabdlico, onde a forca H pode ser obtida
analiticamente, no cabo catenaria € necessario obté-la por tentativas, usando a

Equacao (20) e a condigdo y(L) = h, que recai na expressao:

H wL H
h = ;cosh (F + senh™1(tg HA)> — ;cosh(senh‘l(tg 04)) (22)
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O comprimento S e a forga de tracdo T podem ser calculados pelas Equacdes
(7) e (8).

Para o caso em que se conhece h € x,,, a equagao da curva catenaria é:

y = %cosh (%x — W;v) — gcosh (— W;v) (23)

A forga horizontal é encontrada por tentativas utilizando a Equacéo (20) e

y(L) = h, que recai na expressao:

H H

H L H
h = —cosh (W va) — —cosh (— va) (24)
w w

Novamente o comprimento S e a for¢a de tracdo T sao obtidos pelas Equacdes
(7) e (8).

Por fim, conhecendo o desnivel h e a flecha f, tem-se que:

yzgcosh(%x—cosh_1 (1—%))—%+f (25)

Como nos casos anteriores, calcula-se H por tentativas através da expressao:
h=" cosh (WL ht (1 Wf) ) "y (26)
= - cosh {7~ — cos m " f

e, S e T sao obtidos pelas Equacdes (7) e (8), respectivamente.
3.2 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS LINEAR

O elemento finito linear utilizado nesse trabalho, foi apresentado por Przybysz
et al. (2019), e é mostrado na Figura 6. Esse elemento é baseado nas equacdes
lineares do cabo apresentadas e, portanto, considera o cabo perfeitamente flexivel e

inextensivel.
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FIGURA 6 — ELEMENTO FINITO LINEAR DE CABO

I Le I

I |
X=X & X = Xin
E=-1 == =1,
no 1 no 2

FONTE: O autor (2021).

Na Figura 6, x € a coordenada global, ¢ € a coordenada local adimensional do
elemento, que varia entre -1 e 1, L, € o comprimento do elemento e, y; e y, sdo os
deslocamentos nodais verticais dos nds 1 e 2, respectivamente. A relagdo entre as

variaveis x e ¢ é:

CXip1 T X Xig1 T X

x = £+ (27)

Considerando que x;,; = x; + L, e substituindo esta expressado na Equacao
(27), obtém-se:

Lo 2x;+L,

o2 @

X =

Para o elemento da Figura 6, considera-se um campo linear de

deslocamentos na forma:

Y =Ny =[N© M@} = M@y + M) v (29)

onde N; e N, sao as fun¢des de forma lineares:

Ny=—2,  Ny=—= (30)
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Considerando a Equacao (4) e a Equacao (18), para um cabo submetido
simultaneamente a carregamentos distribuidos ao longo do vao e ao longo de seu

proprio comprimento, tem-se a equacéo diferencial:

d? 2

d
Hd—x}zlzq+w 1+<£> (31)

Pode-se utilizar a simplificagao:

dy w wL
A —y = — 32
dx ~ senh <H x 2H> (32)

de acordo com a Equacéao (19) e com o coeficiente ¢, para cabo nivelado indicado na

Tabela 2. Substituindo a Equacéao (32) na Equacéo (31), obtém-se:

2

d L
Hd—g=q+w\/1+senh2(%x—;/—H> (33)

e, usando a identidade das fungdes hiperbdlicas 1 + senh? a = cosh? a, obtém-se:

LA h (& WL)
dxz_q W COS HX oH

(34)
Uma forma de resolucao da Equacao (34) € a aplicacdo de um método de
residuos ponderados, como o Método de Galerkin, por exemplo. A particularidade do
Método de Galerkin é que as fungdes peso sao tomadas iguais as fungdes de forma
(SORIANO, 2009). Primeiramente, movem-se todos os termos da Equacéo (34) para

o lado esquerdo da igualdade, na forma:

z L
Hd—x}zl—[q+wcosh (%x—%>]=0 (33)

A Equagéo (35) e entdo multiplicada pela fungdo peso w, e integrada no

dominio Q, obtendo-se:
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d*y w  wL
il _ Z, 2= — 6
fQdezwde fﬂ[q+wcosh <Hx ZH)]WP dQ =0 (36)
onde w, €:
w, = NTw, = [N N]{Wpl}zNW + N,w. (37)
p p 1 21wy, 1%p1 2Wp2

Integra-se por partes o primeiro termo da Equagéao (36) e obtém-se:

fdydw” o — f[+ h(w WL)] d0=0 (38
S @ T T WS T o) | W R (38)

onde o primeiro termo da Equagéo (38) € a condi¢do de contorno no contorno T' do

dominio Q. Substituir a Equacao (29) e Equacéo (37) na Equacao (38) resulta em:
j ;AN dNT 40
"o o dx Y

f[+ h(W WL)] TN dQ =0
Qq wcosh {rx == )| wp =

Rearranjando a Equacao (39), obtém-se:

(39)

[ NN f [+ h( WL)]dQ—o 40
[ dx dx y— q + w cos X = on = (40)

dy
T\H— N
Wo I dx

Como a formulagéo é valida para qualquer w,,, ent&o:

w
H

dy
- + H— 41
x )] dQ deNr (41)

——dez—j N[q+wcosh(
Q

O dominio do elemento considerado, de acordo com a Figura 6, é Q =
[xi, xi+1]. Dessa forma, inserem-se os limites de integragdo na Equagéo (41), na

forma:
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¥i+1 dN N Fir1 wi dy "+
f ——dxyz—L N[q+wcosh<Hx—ﬁ)] dx+Hain

(42)

i

Para fazer a mudanga de variavel de x para &, tem-se, de acordo com a

Equacéo (28), que:

dx L, 43
e, usando a regra da cadeia e a Equagao (43), obtém-se:
dN dNd dN 2
: (44)

dx  dfdx dfL,
Fazendo a mudanca de variavel e substituindo as Equacdes (43) e (44) na

Equacéo (42) chega-se a:

f dNdNT 2

df & I, —déy= —J [q+wcosh( )] —dE+H—N (45)

-1

onde

- Z_‘; dg : (46)
€ a matriz de rigidez do elemento e
F=——J q+wcosh< x——)] dé (47)
€ o vetor de forgas do elemento. O termo
H d—yN 1 (48)

dx |_4
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também presente na Equacgao (45), representa as condi¢cdes de contorno referentes

as forgas de tragéo nos apoios.

3.2.1 Processo iterativo

De acordo com as Equacgdes (46) e (47), a matriz da rigidez e o vetor de forgas
do elemento dependem da tracao horizontal do cabo H. Entretanto, H ndo é conhecida
previamente, exceto no caso do cabo parabdlico. No cabo catenaria, H pode ser
encontrada por meio das Equacgdes (22), (24) e (26).

Entretanto, quando se trata de um caso geral de cabo, onde possam ocorrer
carregamentos distribuidos e concentrados concomitantemente, ndo ha uma
expressao geral pela qual se possa calcular H. Nesse caso, estuda-se a relagéo entre
atragdo H e aflecha f do cabo.

Para um cabo submetido apenas a esforcos verticais, a componente de tracao
horizontal, H, é constante em todo o cabo (IRVINE, 1981). Ao se utilizar uma
estimativa para H, chamada de H;, é possivel calcular a matriz de rigidez e o vetor de
forcas dos elementos, obter o vetor de deslocamentos e, por conseguinte, uma flecha
fi;, baseada na estimativa H;. Sendo o valor da flecha f conhecido, é possivel utilizar
um processo iterativo para que a diferencga f; — f seja menor que dada tolerancia ao
se aproximar melhores valores para H;.

Como ndo ha uma expressao para f em termos de H, n&o seria possivel
utilizar, por exemplo, o método de Newton-Raphson, visto que seria necessario o
calculo de f(H) e sua derivada f'(H). Nesse caso, assim como no trabalho de
Przybysz et al. (2019), utiliza-se o método da secante, sendo que H;,,; € calculada

por:

Hi_(fi— ) = Hi(fici = f)
fi—f)—(ficr = )

Hipy = L i=1,2,.. (49)

sendo i 0 numero da iteragao.

Uma das caracteristicas do método da secante € a necessidade de dois
valores iniciais para se calcular um terceiro, isto €, quando i = 1, H, e H, sao valores
de entrada para o método. Dessa forma, para os casos estudados, H, € tomado como

a tragdo horizontal no caso de um cabo parabdlico, conforme Equagéo (14), com h =
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0, e H, € 1,01H,. Entéo f, e f; sdo obtidos pela solu¢gado do sistema Ky = F com as
tragdes H, e H;.

O processo iterativo é interrompido quando a diferenga |f; — f| € menor que
dada tolerancia, isto &, |f; — f| < €101

Especialmente no caso de analises enriquecidas, para se encontrar o valor
das flechas f,, ndo é necessario que um ponto nodal de um elemento coincida com a
abcissa onde a flecha f ocorre. Quando a coincidéncia ndo ocorre, f, pode ser

encontrada por meio de interpolacédo de valores nodais.
3.3 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS HIERARQUICO LINEAR

Uma desvantagem do Método dos Elementos Finitos usual € que, quando ha
a necessidade de refinar os elementos ao aumentar o grau da interpolagéo, é
necessario um novo conjunto de fungdes de forma e, portanto, a andlise deve ser
inteiramente refeita de acordo com as novas fungdes (ZIENKIEWICZ; TAYLOR; ZHU,
2005). No Método dos Elementos Finitos Hierarquico (MEFH), ao utilizar um conjunto
de fungdes hierarquicas, o conjunto de fungdes de forma de um refino de ordem p+1
contém o conjunto de funcdes de forma do refino anterior de ordem p (SOLIN;
SEGETH; DOLEZEL, 2004). Isso permite que a matriz de rigidez construida no refino
de ordem p seja reaproveitada para o refino de ordem p+1 apenas com acréscimo de
novas linha e novas colunas.

Em elementos unidimensionais, a introducao do refino p hierarquico utilizando
fungdes k ortogonais conduz a introdugado de valores ao longo da diagonal principal
da matriz de rigidez, o que contribui para que a analise numérica seja bem
condicionada (ZIENKIEWICZ; TAYLOR; ZHU, 2005). Nesse contexto, um conjunto de
funcdes hierarquico comumente utilizado € composto pelos polindmios de Lobatto,
que ja possuem boas propriedades de condicionamento (SOLIN; SEGETH;
DOLEZEL, 2004).

Sendo os polinémios de Lobatto L, e L;:

_1—x

(50)

h
o
I

L= (51)
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o polinémio L,, pode entdo ser obtido a partir dos polindmios de Legendre 1,,, (SOLIN;
SEGETH; DOLEZEL, 2004):

1 ¢
L, = f Loy (x)dx, n=>2 (52)
Nln-allz )4

onde |Il,_4ll, = /2/(Zn— 1) (SOLIN; SEGETH; DOLEZEL, 2004). Dessa forma,

utilizando-se a Equacgao (52), obtém-se os polinbmios de Lobatto até o sexto grau:

L, = %\E(sz —1) (53)

5
L= ﬁ(sz -1 (54
1 |7
Ly=3 ﬁ(ez - 1)(5¢% - 1) (59)
L= ﬁ(fz 178 - )¢ (56)
1 |11
Ly =T¢ 7(52 —1)(21&* — 1482 + 1) (87)

Os polinbmios de Lobatto séo utilizados no refinamento p hierarquico ou
Método dos Elementos Finitos Hierarquico, especialmente em elementos
unidimensionais e de estado plano. Além de serem ortogonais, as derivadas dos
polindbmios de Lobatto s&o polinbmios de Legendre normalizados, também ortogonais,
0 que contribui para o bom condicionamento dessa familia de polinémios (SOLIN;
SEGETH; DOLEZEL, 2004). Dessa forma, a matriz de rigidez elementar do elemento

de cabo obtida pelo refinamento p hierarquico tem a forma:
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o 0 ks 0 0
K=o 0 0 ke 0 (58)
0 0 0 0 Ky

onde 0s termos kj3, kyq, ..., kyy S80 provenientes do enriquecimento p hierarquico.

Na Figura 7 sao representadas as fungdes L,, L3, Ly, Ls € L.

FIGURA 7 — POLINOMIOS DE LOBATTO
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FONTE: O autor (2021).

3.4 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS NAO LINEAR

Por apresentar pouca rigidez a flexdo, que é frequentemente desprezada,
cabos estdo sujeitos a grandes deslocamentos, sendo interessante, nesse caso, a
analise ndo linear deste tipo de elemento (IRVINE, 1981).

O referencial tedrico para o MEF desenvolvido a seguir utiliza a notagdo

proposta por Bathe (2014) na forma:
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t+Agu1 (99)

onde o indice superior a esquerda (nesse caso, t + At) indica em qual configuragédo
ocorreu a variavel u, o indice inferior esquerdo denota qual foi a configuragcdo de
referéncia para medigdo da variavel u e o indice inferior direito representa as
componentes do vetor ou tensor.

O sistema de eixos utilizado é cartesiano fixo 0Ox;x,x3, como mostrado na
Figura 8, e considera-se que a trajetoria dos pontos materiais do corpo é conhecida

entre o tempo 0 e o tempo t, desejando-se obter a configuragao no instante t + At.

FIGURA 8 — CONFIGURAGOES NOS INSTANTES 0, t E t + At

X3 A
instante ¢
instante 0 \ \
p /- instante ¢ + At
3 AN
\
\
)
/
e
variagdo ou dos deslocamentos
no instante f + At
—
X2
X

FONTE: O autor (2021).

O equilibrio do corpo mostrado na Figura 8, no instante de tempo t + At, pode

ser descrito a partir do principio dos deslocamentos virtuais (BATHE, 2014) na forma:

t+At t+Atyy — t+At
f Tij 6t+Ateij d V= R (60)
t+Aty
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onde “Atrij sdo as componentes do tensor de tensGes de Cauchy, §,,,.e;; s80 as
componentes do tensor de deformacgdes correspondentes aos deslocamentos virtuais,
t+Aty & o volume do corpo no instante t + At e ‘AR corresponde ao trabalho das

forcas externas. As componentes do tensor de deformacdes podem ser escritas como:

6t+AteiJ'= 2 at+Atxj gt+ity,

sendo Su; os deslocamentos virtuais impostos no instante t+ At e ‘™Ax; as
coordenadas cartesianas também no instante t + At.
O membro direito da equacéao (60) inclui o trabalho das forgas de volume ou

de corpo e das forgas de superficie e € dado por:

t+At:R — t+AtfiV Sui dt+AtV +J t+AtfiS 5uz9 dt+AtS (62)

t+Aty t+AtSf

Na Equagéo (62), *2tfY sdo as componentes das forgas externas por unidade
de volume, t*2tfS5 sdo as componentes das forgas externas por unidade de area,

t+Ats. é a superficie onde ocorrem as componentes ‘*Af5 e Suj sdo os

deslocamentos que ocorrem na superficie ”AtSf.

De acordo com Bathe (2014), em analises lineares considerando pequenos
deslocamentos, a Equacgao (60) pode ser resolvida em termos da configuracao original
conhecida. Em contrapartida, a analise nao linear apresenta dificuldades na aplicacao
direta da Equacgao (60), justamente por ndo se conhecer a configuragédo do corpo no
instante t + At. Dessa forma, devem ser utilizados tensores de tensédo e deformagao
diferentes daqueles da Equacéo (60), o que € mostrado a seguir.

E considerado o movimento do corpo da Figura 9, entre os instantes 0 e t. Em

especial, sdo analisados os segmentos d°x e d*x.
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FIGURA 9 - MOVIMENTO DO CORPO
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d'x

A(t)

A(0)

u®, t)

Xy

FONTE: O autor (2021).

No instante t, de acordo com a Figura 9, a posigao do ponto material A é dada

por:

x =%+ u(’%,t) (63)

e do ponto B por:

X +dx =%+ d% +u(® +d’%;,t) (64)

Ao subtrair da Equacgao (64) a Equacéao (63), obtém-se:

dix = d% + u(®x + d°%, t) —u(’x,t) = d°%x + {(Vu)d’x (65)

onde Vu é o gradiente de deslocamentos, sendo suas componentes dadas por:

ou;
§VWy = 5, = s (66)
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A partir da Equacéo (65) define-se o tensor de deformacgdes F na forma:
dix = [Fd%, sendo {F=1I1+ {Vu (67)
e o tensor de deformacgdes de Cauchy-Green a direita C como:
€= (FTEF (68)
Substituindo a Equacéao (67) na Equacéo (68), tem-se:
=0+ vw)TI+Vu) =1+ Vu+ Vu’ + Vu'vu (69)

O tensor de deformacgdes de Cauchy-Green a direita considera os movimentos
de corpo rigido e também a mudanga do comprimento dos segmentos entre pontos
materiais do corpo continuo (LAI; KREMPL; RUBEN, 2010). O tensor de deformacdes

de Green-Lagrange € é parte do tensor de Cauchy-Green a direita e € dado por:
t 1 T T
0€=3 (Vu + Vu' + Vu'Vu) (70)
Em termos das componentes, pode-se escrever:
t — 1 t t t t (71)
o€ij =5 (ot + oy + oUi,i oUk,j)
ou seja,
t 1 t

De acordo com a Equacao (71) e Equacéo (66), todas as derivadas no tensor
de deformagdes de Green-Lagrange séo definidas em relagao a configuragao inicial,
e nenhuma desconsideracao de termos de ordem superior foi feita na obtencao deste
tensor (BATHE, 2014).



43

O tensor de tensdes conjugado ao tensor de deformacgdes de Green-Lagrange

€ o0 segundo tensor de Piola-Kirchhoff S dado por:
°p
S = 551:—1 te (JF~ DT (73)

onde T € o tensor de tensGes de Cauchy e %p e p, sdo, respectivamente, as

densidades no instante 0 e t, relacionadas por:
0 = det(¢F) tp (74)
Em termos das componentes do segundo tensor de Piola-Kirchhoff, tem-se:
0

P ._ _
6Sij = ) 6Fik" Tra 6Fj (75)

Na formulagao apresentada a seguir, serao usados alguns componentes do

segundo tensor de Piola-Kirchhoff em forma de vetor (BATHE, 2014) dada por:
5§ = [5511 5522 5512 5533] (76)

A partir do segundo tensor de Piola-Kirchhoff e do tensor de Green-Lagrange,

pode-se escrever o trabalho das forgas internas, no instante de tempo t, como:
f tTij Steij dtv = f 6Sl] 6(§€ij dOV (77)
ty oy

Sabendo a configuragao de equilibrio do corpo continuo no instante de tempo
t, deseja-se obter a configuragdo em t + At. A Equacdo (60), obtida a partir do

principio dos deslocamentos virtuais, pode ser entdo reescrita como:

LV t+A55ij 5t+A5€ij do) = t+itp (78)
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Na Equacao (78), o volume de integracao € conhecido, ao contrario daquele
da Equacao (60). Para se resolver a Equacgao (78) no incremento de tempo t + At,

faz-se o incremento do tensor de Piola-Kirchhoff e de Green-Lagrange:

t+At — t
0Sij = 05 Tt 05ij
——

. . ;"—J .
conhecido incremento desconhecido

(79)

t+At —

t
YT sy ¥ oy (80)

. . \—,—J .
conhecido incremento desconhecido

Pela Equacéo (71), sabe-se que:
1
t+A5€ij — E (t+A5ui,j + ”Aéuj,i + t+A5uk,i t+A5uk,j) (81)
Substituindo a Equagéao (71) e Equacéo (81) na Equacao (80) obtém-se:

Ct+At

1
At t+At t+At t
+ + "T0Uk, T ToUk,j) — > (oWi,j

— t+
ofij = 5 ("ol oUji
t t t
+ oW, + olUk,i olk,j)

N =

A A A A
[(FF%6us; — dui ) + (CFo%wi — 6wio) + CFo%ur T 5u
(82)
oty b
Ouk,l Ouk,])
A A
lowij + oty + (“Fo5un: ™ o5un,j — Sk 6Ui, )]

*

N =

Na Equacéo (82), o termo * pode ser escrito como:

t+At,,  t+At t t _(t t t t
oUk,i oUk,j — oUk,i oUk,j = (Ouk,i + Ouk,i)(ouk,j + Ouk,j) — oUk,i oUk,j

_t t t t t t
= oUk,i oUk,j T oUk,i oUk,j T oUk,i 0Uk,j T oUk,i oUk,j — oUk,i 0Uk,j (83)

_t t
= oUk,i oUk,j T oUk,i 0Uk,j T oUk,i oUk,j

Substituindo a Equacgéo (83) na Equacéo (82), tem-se:
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_ ¢ ¢
0€ij = E(Oui,j + oW t+ oUk,i oUk,j T oUk,i oUk,j T olUkioUk,; ) (84)
——————
linear nos incrementos de u nio linear nos

incrementos de u

Bathe (2014) sugere a seguinte divisdo dos termos lineares e néo lineares da

Equacéo (84):

0€ij = o€ij + oMij (85)

0fij =3 Coij + olji + Uk, oUk,j + oUki 6Uk,j) (86)
1

ollij = 2 (oUk,i ouk,j) (87)

Em posse dos incrementos de tensédo e deformacao, reescreve-se a Equacao
(78):

J(;V(gsu + OSij) 6(5611 + OEij) dOV = t+AtfR (88)
que resulta em:
L (65 + 0Sij) 8(Geij + oeij + onyj) dOV = FHAIR (89)
v

Da consideracao de que os deslocamentos virtuais sao impostos no instante

de tempo t + At, segue que:
6t+A(§El'j = 6(6611 + Oeij) = 5061']' 656,:]' =0 (90)
portanto, a Equacgao (89) se transforma em:

L (8Sij + 0Sij) 8(oeij + onij) dOV = EHALR (91)
174

que resulta em:
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jo (6Sij 8oeij + §Sij Sonij + oSij 8oeij + 0Sij Somij) AV = AR (92)
14
Reorganizando os termos da Equacéao (92), obtém-se:
j OSij SOEij dOV + f 65‘” 60771']' dOV = t+AtR - ] 5511 SOeij dOV (93)
OV OV 0V

Dados deslocamentos virtuais du, a integral no membro direito da Equacao
(93) é conhecida.

No membro esquerdo, o termo fOV 551'1' 8onij d°V é linear. Embora oflij Seja
néo linear em relagdo aos incrementos dos deslocamentos ouy; € ouy ;, conforme

Equagéo (87), §on;; € linear em relagdo a esses incrementos, dado que:

1
Sonij = §(5ouk,i oUk,j + oUk,i Sol,j) (94)

e, além disso, 5Sij € um valor conhecido, calculado entre os instantes 0 e t, portanto,
ndo depende dos incrementos oux; € ux; (BATHE, 2014). Ja o termo
fo,, 0Sij O o€ij d°V é nao linear, visto que 0Sij €, no caso mais geral, uma fungéo n&o
linear de ,¢;; (BATHE, 2014). Este termo pode ser linearizado utilizando a série de

Taylor em torno do instante t na forma:

0 55" termos de
. A0y = 0y . 40
L Sy Boeyy 4V f ) < e |t06rs + ordem saverior | 3061 4%V (95)

Considerando que (6,5 = gers + oflrs; CcONforme Equacado (85), o membro

direito da Equagéao (95) torna-se:

S ¢ d
024 ermos de ) o
jOV (65 €rs | (o€rs + oflrs) + ordem superior) 8(oeij + onij) d°V (96)
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Na Equagao (96), ¢n,s, o1;; € 0s termos de ordem superior sdo nao lineares.

Desprezando esses termos, a Equacéo (83) transforma-se em:

LS. .
J OSij 606ij d’v = j (a(t)_l]| Oer5> 6Oeij d’v (97)
oy oy t

o€rs

Admite-se que o material trabalhe apenas no regime elastico linear, sendo a

lei de Hooke dada por:

0 §Si;

P (gers = OCijrs (98)

onde oC;jrs, 80 as componentes do tensor de relagbes tenséo-deformagéo. Ao

substituir a Equacgao (98) na Equacgéo (97), € obtida a equacao linearizada:
f OSij 606ij dOV = f OCijT'S 06rs 6081']' dOV (99)
oy oy
Dessa forma, a equagao do movimento linearizada € dada por:

L OCL'jT'S 0Crs 503ij dOV + J; SSU 607]”‘ dOV = t+At.‘R — j; SSLJ 608” dOV (100)
74 74

%4

Como todas as derivagdes presentes na Equacao (100) sdo calculadas em
relagdo a configuragdo de referéncia no instante de tempo 0, essa formulagéao é
chamada de Lagrangeana Total. A Equacéo (100) pode ser utilizada para calcular os
incrementos de deslocamento e, portanto, obter aproximagdes para os
deslocamentos, tensdes e deformacgdes no instante t + At (BATHE, 2014).

Para se obter os deslocamentos em t + At, pode-se adequar a Equacgao (100)
ao utilizar incrementos de tenséo e deformagao. Em forma incremental, para se obter
um incremento dos deslocamentos, a Equacao (100) é escrita na forma (BATHE,
2014):
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fo oCED Mol §gei; dV + j LSS sagn Y dOV
|4

ijrs oy
(101)
— t+Atp _ LV t+A(t)tSi(;€—1) 5:+Agei(]{c—1) dov

onde k =1,2,... representa os incrementos, ou seja, a Equacao (101) é resolvida
repetidas vezes e, a cada iteracdo, soma-se o incremento do deslocamento obtido no
instante t + (k)At ao deslocamento do instante t. A Equacao (101) representa uma
linearizagao do principio dos deslocamentos virtuais no instante t + At em um sistema
continuo. No contexto do Método dos Elementos Finitos, essa expresséao € linearizada
em termos dos deslocamentos nodais a,. Para isso, sera assumido que o termo AR
€ independente das deformacgdes. A expansao em série de Taylor no integrando da

Equacéo (78) resulta em:
t+At t+A t t a t t
S 1) OEU = SU 6061']' + atak (OSij 6061']') dak (102)

onde da, € um incremente diferencial em ta;. Ao termo (5511 Soeu) da;, da

Equacéo (102) pode-se aplicar a regra da cadeia, obtendo-se:

t

d a8s;
3ar (88 8beij) day, = 3t Rl 606Udak + 08— at 0%y day
058 0te 06 5€; (103)
__Y09ij Yotrs 0 l}
- a(gers ata 60 l]dak + OSl] at da ay
Sabendo que:
08e;
Seij = a‘)t —2Y 5q, (104)

em que §a; € uma variagdo em ‘q,; e pela Equacgao (98), reescreve-se a Equacgéo (103)

na forma:
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ZC
0 aOers a0 Go€ij 0% o€ ij

atak ((;:SL] 65611) dak = OCijTS ata at 6al dak + OSUW6QZ dak (105)

Dessa forma, o principio dos deslocamentos virtuais em termos dos

deslocamentos a; é dado por:

aOETSa(gelj BZt
Ciirs———=—dV f 3S; —dOV 6a; d
<-f0VO ijrs at 6tal + ij ota atal a, aay

) (106)
— t+At:Rl _ (j tSl] at U d0V> 5‘11

sendo t*AtR; o trabalho virtual das forgas externas devido a §a;. Em forma matricial,

a Equacgao (106) tem a forma:

(§Kp, + EKy)U = THARR — EF (107)

sendo (K| a matriz global de rigidez incremental linear, {Ky,, a matriz global de rigidez
incremental ndo linear, U o vetor incremental de deslocamentos, !*A‘R o vetor das
forgas externas aplicadas nos nés no instante ¢t + At e £F o vetor global de forgas
nodais internas, equivalente as tensodes internas apresentadas pelo elemento no

instante t. As matrizes K, e {Kyy, € o vetor {F, sdo obtidos por:

6Ky, = J 6B oC §B,d°V (108)
|4
oKnL = L 6BNL 68 (B, d°V (109)
\%4
6F =L 6B 6S d°V (110)
|4

onde (BT e {B], s&o as matrizes de relagdo deslocamento-deformagéo linear e ndo
linear, respectivamente, ,C € a matriz de propriedades do material (tensao-

deformacéo) e £S e &S sdo a segunda matriz e vetor de tensdes de Piola-Kirchhoff.
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3.4.1 Elemento finito ndo linear de cabo

Considera-se um elemento de cabo reto, como na Figura 10, nos instantes de

tempo 0 e t, com area de secao transversal A constante.

FIGURA 10 - ELEMENTO DE CABO

X7 A
X5 A T
instante 0 ()

| £ _ ;
&H-1 = ¢=1 (u2) )

. * - > N * * =
no 1 or, n0‘2 X ) X

T \' | o, Jr(ujy’ |

FONTE: O autor (2021).

Na Figura 10, (u;)* e (u,)* séo os deslocamentos do né 1 nas diregbes de x;
e x,, respectivamente, assim como (u;)? e (u,)? séo os deslocamentos do no 2 nas
diregbes x; e x,. A forgca de tragédo desenvolvida no cabo no instante ¢ & tP.

Para o elemento estudado, apenas o termo £S;; do segundo tensor de Piola-
Kirchhoff & diferente de zero, como sera demonstrado a seguir. O tensor de
deformagbes EF pode ser obtido a partir do teorema da decomposigéo polar. Este
teorema pode ser interpretado da seguinte forma: a deformacgao total de um segmento,
conforme mostrado na Figura 9, pode ser decomposto em um alongamento seguido
de uma rotacao (BATHE, 2014):

F=RU (111)

onde R € o tensor de rotagcédo e U é o tensor de “alongamento”. Para o elemento

mostrado na Figura 10, os tensores R e U sao:

R — cos'@ —sentd
sentd costd

(112)
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tr

u=[op © (113)
0 1

e o tensor {F, portanto, é:

t

L

a7 €08 t9 —sen ‘o

oF =|¢, (114)

t t

qsen 6 cos‘O

O tensor de tensdes de Cauchy, no instante t e na dire¢ao do eixo do elemento

nesse instante é:

tp
T=|7 O (115)
0 0

onde considerou-se que a area da sec¢ao transversal A do elemento é constante em

relacéo as deformacgdes. No sistema de eixos x;x,, obtém-se o tensor de Cauchy por:

tP 0
A
0 O

PP cos?th cos '@ sen 8

RT = —
A lcos '@ sen t0 sen? '@

tr =R (116)

Com as Equacdes (114) e (76), obtém-se o tensor de Piola-Kirchhoff pela

Equacao (73) (usando a notagdo ¢ = cos ‘0 e s = sen '0):

ts = det((F)F t((F1)T (117)
que resulta em:
0 0 OL
t L L 1t - Cc =S tr tp 072
g L= —s| P e cs] ‘L =_L_Pi[1 0 (118)
02T op 'L "L | ales s2lop oL Atzlo o
S lzs €|

Logo, o unico termo diferente de zero do segundo tensor de Piola Kirchhoff é:
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tPOL tP OL
TAL T AL +AL

(119)

As deformacgbes e 1 € o111, particularizadas para o elemento de cabo, sao:

ou, 0tu, ou; 0%u, ou,

1
0€11 = E(Zou“ + 20U Ou"'l) - 0% " 0% 0% 9%, 0%x; (120)
1 1 (/0w z Ju, z
i = 5 (ot otter) = 5 [( 55) *(550) (121)
De acordo com a Figura 10, por geometria:
tu? = tuj +tLcos 0 — °L (122)
e
tu2 = tul + tLsents (123)

Os deslocamentos no interior do elemento em cada direcao i, considerando

as funcdes de forma N; e N,:

1 1
M=;1-80 Np=z(1+9) (124)
sdo interpolados por:
2
ui(5)=ZNJ- ul = Nyuf + Nyuf (125)
j=1
Ent&o é possivel obter:
o'u;, ON, 0¢ ., ON, 0¢ ,, 1 ., ., ‘Lcos'd
_ e S — = 126
30k, = 9 30, 1T 3 a0y, 1 ~ap (i~ w) o, 1 (126)
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dtu, 0Ny 3¢ , | aN, 8§ , 2_l(tu% )_then 0 (127)

3%, _ 9F 0%, 2T 57 a0y, 2 T

du; 0N, 0§ | ON; 0§ 12 12 , 1.,
N Fa = —sor Wi oo uf =5 (uf - 12
aoxl 65 aoxl uj + af aoxl uj 20] uj + uj o7 (ul ul) ( 8)

du, 0N, 9§ |

N, 0¢ 12 12 , 1
Oy 0., Y2t 5z 50, Y2 T 750 -
0%, 0¢ 0% 0¢ 0% 2°0L

=g (uz —uz) (129)

Substituindo as Equagdes (126) a (129) na Equacao (120), obtém-se a parcela

de deformacgéao e;;:

1
0611 = q[—l 0 1 0]

L, cos to 1
+ T—l q[_l 0 1 0]
uj
tL sen t9 1 u% (130)
—5—opl0 —1 0 1]} 2
U2
U
1
1
tL 1
:W[—coste —sentd costd sent [%] [ ]
uj
luz] ugJ

onde B, é a matriz linear da relagdo entre deslocamentos e deformagdes. Ja a matriz

By, referente a parte nao linear desta relagéo, pode ser obtida por (BATHE, 2014):

2
= Ng (131)

SBNL = 0]

onde N ; € uma matriz que contém as derivadas das funges de forma, sendo:
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la-9 0 2@+ o0
2 2 (132)

1 1
0 -9 0 S+

(133)

S N
N~ O

De acordo com as Equacodes (108), (109) e (110), e considerando que a lei

constitutiva é:

65511
m = oC1111 = E (134)

sendo E o médulo de elasticidade do cabo, sdo obtidos as matrizes e o vetor a seguir:

cos?t@ cos '@ sen o —cos?t@ —cos t0 sen '@
tr? sen? tg —cos '@ sento —sen? g
'K, = FA— 135
0L 073 cos? tg cos t0 sen '@ (135)
simétrico. sen? @
. 1 0O -1 0
Plo 1 0 -1
t _
OKNL tL _1 0 1 0 (136)
0 -1 0 1
|— cos @
_ tg
tp = tp|~ >°" l 137
0 cos '@ (137)
sen t0

Dado que a formulagcado das matrizes de rigidez e do vetor de carregamentos
foi feita considerando uma linearizagao, dada pela Equacgao (100), pode-se utilizar um
processo iterativo, como o Método de Newton-Raphson, que minimize os erros

provindos de tal linearizagao.
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3.5 METODO DE NEWTON-RAPHSON

A equacao de equilibrio entre as forgas externas e internas, no instante t +

At, é:

t+AtR — t+ALR (138)

sendo que os dois vetores sao obtidos a partir do principio dos deslocamentos virtuais
e admitindo que ‘2R é independente das deformacdes e que ‘*A'F depende dos
deslocamentos nodais, mas n&do de forma linear (BATHE, 2014).

Para satisfazer a Equacado (138) se usa um processo iterativo. Existem
diversos procedimentos para a solugao de sistemas de equacgdes nao lineares, como,
por exemplo, o método de Newton-Raphson, Newton-Raphson modificado, Quasi-
Newton, método do comprimento do arco e método BFGS. No campo da mecénica
dos sdlidos, devido a grande diversidade de problemas, ndo se pode definir apenas
um dos métodos citados como ideal, sendo necessario analisar qual método € mais
adequado a cada situagao (WRIGGERS, 2008).

Nesse contexto, varios trabalhos focados na analise nao linear de cabos tém
utilizado o método de Newton-Raphson com sucesso (OLIVEIRA, 2002; PEREIRA
JUNIOR, 2002; THAI; KIM, 2011; COSTA, 2014).

As informagdes iniciais, ou dados de entrada, do método de Newton-Raphson
sdo os vetores ‘U e 'F, lembrando que a configuragdo do sistema é conhecida nos

instantes 0 e t. Admitindo os incrementos i = 1, 2, 3, ... define-se:

ARG-D — t+AtR _ t+AtR(i-1) (139)

onde AR é o vetor que representa o “desbalanco” entre as forcas nodais externas e

internas. Para o caso inicial i = 1, tem-se:

AR = t+AtR _ t+Atp(0) — t+AtR _ tR (140)

Com o vetor AR obtém-se um incremento de deslocamentos AU pela solugao

do problema:



56

t+AtR (i1 Ay@ = ARG-D (141)

onde a matriz t+AtK(-D inclui a parcela linear e ndo linear da matriz de rigidez,

conforme Equacdes (135) e (136). Os deslocamentos sdo entao atualizados por:
t+ALy () = A= 4 Ay (142)
No passo inicial i = 1, a Equacgao (142) é dada por:
tratg () = a0 4 AUM =ty + AUD (143)

E necessario verificar se o processo iterativo converge para a solugdo. Bathe

(2014) utiliza a seguinte expressdo como critério de convergéncia:

[au@]
m < tol (144)

Caso o quociente a esquerda da desigualdade seja menor que o dado valor
da tolerancia tol, considera-se que o processo convergiu, sendo os deslocamentos
finais t*2tUW . Caso o critério da Equacao (144) ndo seja atendido, atualiza-se o vetor
das forgas internas e, iniciando uma nova iteragao, calcula-se o vetor AR pela Equacéao

(139). O método pode ser melhor entendido pelo fluxograma da Figura 11.
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FIGURA 11 - METODO DE NEWTON-RAPHSON

Dados iniciais:
tF, 'K, tU, tol

Ji=1

Vetor residuo:
AR(i—l) = t+ﬂ!‘R _ t+ﬂtF(1’—1J

.

Calculo do acréscimo de deslocamentos:
t+ﬂ\tK(_i—1) AU = AR(:i—l:l

Atualiza@éo do per‘fll do cabo:
f‘+ﬂtu[i} — I‘+ﬂtu(i—1} + ﬂU(lJ

Atualiza FHAfF® = F(i+raeg)

. , ; Solugéo
Atualiza FHAtF® = f(t+atyd) t+atp(0) ?+ﬂrU(i)

FONTE: O autor (2021).

3.6 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS GENERALIZADOS

O Método dos Elemento Finitos Generalizados (MEFG), proposto por Melenk
e Babuska (MELENK; BABUSKA, 1996) e paralelamente por Duarte e Oden
(DUARTE; ODEN, 1996), foi originado a partir do Método da Particdo da Unidade. No
MEFG, as aproximagdes nao utilizam necessariamente fungdes polinomiais, e seus
resultados sdo, em geral, mais precisos e demandam menor custo computacional, se
comparado aos refinamentos do MEF.

As fungdes de forma do MEFG sao construidas pelo produto entre a fungao
particdo da unidade e uma funcdo de enriquecimento, ndo necessariamente
polinomial (KIM; DUARTE; PROENCA, 2009). Essas fungbes sao entao geralmente
atribuidas aos nés do elemento, expressas em fungcéo das coordenadas globais do
sistema (SCHWEBKE; HOLZER, 2002).
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Uma das particularidades do MEFG é a utilizagao de informagdes previamente
conhecidas sobre a solugdo da equacgao diferencial que descreve o sistema na
construcao das fungdes de enriquecimento, apresentando bons resultados locais e
globais. O MEFG vém sendo utilizado com sucesso em varios campos como na
analise de trincas (SUKUMAR et al., 1999; O'HARA; DUARTE; EASON, 2016) e na
analise dindmica de estruturas (ARNDT, 2009; TORII, 2012; PIEDADE NETO;
PROENCA, 2015; ARNDT; MACHADO; SCREMIN, 2016). A seguir € apresentada a
base matematica do MEFG.

Considera-se um conjunto aberto Q c R", conforme a Figura 12, e {Q;} as

subcoberturas desse conjunto que, sobrepostas, cobrem o dominio Q satisfazendo:

IMEeN|Vx€eQ cardfilx e Q;} <M (145)

onde M € uma constante que € maior ou igual ao numero maximo de subcoberturas
Q; que se sobrepdem em um ponto x € Q (MELENK; BABUSKA, 1996).

FIGURA 12 — SUBCOBERTURAS {Q;}

FONTE: O autor (2021).

Na Figura 12, u é a fungédo que se deseja aproximar e u; sdo aproximagoes
locais de u que pertencem a um espago local y;(£;) definidas nas subcoberturas Q;
(DUARTE; BABUSKA; ODEN, 2000).

Considera-se também uma particdo da unidade {n;} na cobertura {Q;} que

satisfaz:
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supp(m;) = {x € Q|n;(x) # 0} c [4] (146)
Znizlemﬂ (147)
7
71l o rry < Coo (148)
Ce
Ao rmny <

A Equacéao (146) indica que o suporte da particao da unidade n; (supp(n;)) é
um subconjunto do fechamento da subcobertura Q; e que as fungdes n; podem
assumir valores nao nulos apenas nas coberturas que as contém.

A Equacéao (147) demonstra que o somatoério das partigdes da unidade n; €
unitario em todo o dominio Q.

Na Equag&o (148) € tomada a norma [|n;|| =), sendo o resultado dessa
norma menor que uma constante C,,, 0 que indica que n; é limitada.

Ja a Equacéo (149) mostra que o gradiente de n; € limitado, visto que C; é
uma constante.

Dadas as Equacdes (146) a (149), {n;} € chamada de particdo da unidade
(M, C,,, C;) subordinada & subcobertura {;} (MELENK; BABUSKA; 1996).

Com base nas propriedades da particdo da unidade apresentadas, € possivel
definir um espacgo global de aproximacao, denotado por S, com a finalidade de

aproximar a funcao u, dado por:

s=).mS, ={Zm s/ls/ esi}cﬂlm) (150)
l l

onde S; sdo fungbes contidas em um espago de Hilbert H1(Q; N Q). As fungbes
contidas em S; aproximam u localmente em cada subdominio Q; N Q. A fungao

aproximada u;, €, entdo, dada por:

up(x) = Z Z n;s{ (ay; (151)

i oJ
S; €S;
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onde a;; séo os graus de liberdade. Em cada subcobertura pode-se tomar as normas:
[ = 571l 2y < &1 (152)

IV = 5Dl g gy < €20 (153)

e entdo a fungcdo aproximada u, satisfaz as seguintes condicbes (MELENK;
BABUSKA; 1996):

1
2

I = unllzy < VPG, (Z ef@) (154)
Co s pren) (155)
19— w)ll 2oy < VZH | D (=) ek + (b (D)

l

Pelas Equacgbes (154) e (155) pode-se afirmar que o espacgo global S tem as
propriedades de aproximagao dos espacos §;, isto é, a aproximacao de u em Q pelas
funcgdes do espago S € tdo boa quanto a aproximagao de S; em Q;.

Uma familia de fun¢des que atende as condi¢cdes da particao da unidade é a

familia dos polindmios da Lagrange N/*~*, dados por:

e TT1E-6
N; 1_j=1—€i_€j (156)

J#i

Um polinbmio de Lagrange, gerado a partir de m pontos ou nos, € uma fungéo
de grau (m — 1) igual a unidade no né i e igual a zero nos demais nos. Os polinémios

de Lagrange lineares no dominio [-1,1] sao:

Nf =——= N} =—+ (157)
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e sdo mostrados na Figura 13.

FIGURA 13 — POLINOMIOS LINEARES DE LAGRANGE
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FONTE: O autor (2021).

Os polinbmios da Equacao (157) sdo usualmente utilizados como fungdes de
forma em elementos de barra, e s&o utilizados neste trabalho no elemento reto de
cabo.

Com o auxilio das fungbes particao da unidade, a resposta uy,, no dominio do

elemento (—1,1), pode ser dividida em duas parcelas (ARNDT, 2009):

up (&) = ufpr + Ugnrig (158)

em que uyer € 0 campo de deslocamentos descrito pelo MEF convencional,

relacionado aos graus de liberdade nodais, € ugyg;,o € 0 campo de deslocamentos
referente ao enriquecimento possibilitado pela particido da unidade e pelas funcbes

enriquecedoras. Em termos gerais, a parcela ugyg;, S€ relaciona com graus de

liberdade n&o nodais ou de campo a;; na forma:
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ny

2
ug‘NRIQ = Z n; Z Vi aij (159)
j=1

i=1

onde y; s&o as fungbes enriquecedoras e n; € o numero de niveis de enriquecimento.

No presente trabalho, foram consideradas diversas fungdes de
enriquecimento, como os polindmios de Lobatto L,,, apresentados nas Equacgdes (53),
(54), (55), (56) e (57). Utilizando as fungdes lineares de Lagrange como particdo da
unidade e os polinémios de Lobatto como fungdes enriquecedoras, a Equagao (159)

resulta em:

2

n
ufeszleQ = Z Nil Z Liyy ajj (160)
j=1

=1

Przybysz et al. (2019) propuseram fungdes trigonométricas hiperbolicas para

o enriguecimento de elementos de cabo, na forma:

HY1; = —cosh(§ +1) —¢ (161)
HY1, = —cosh(é§ — 1) +¢ (162)
e
HY2; = — cosh(ék + k) + &2 (163)
HY2, = —cosh(&k — k) + &2 (164)

onde k = w/H, sendo w o0 peso proprio por unidade de comprimento do cabo e H a
forgca horizontal no cabo. As Equagdes (161), (162), (163) e (164) sédo representadas
graficamente na Figura 14 e Figura 15, respectivamente, com k = 0,5.

Para a obtencdo da resposta enriquecida das fungdes de enriquecimento

hiperbdlicas, utiliza-se uma forma modificada a Equagao (159):
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2
UENRIQ = ZW Zyij a;j (165)

visto que as fungdes das Equacgdes (161), (162), (163) e (164) ndo sao nulas nos dois

nos.
FIGURA 14 — FUNCOES DE ENRIQUECIMENTO HY1
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FONTE: Adaptado de PRZYBYSZ et al. (2019).

Quando sao consideradas apenas as funcgdes hiperbdlicas para o
enriquecimento e utilizando os polinémios de Lagrange N} como partigdo da unidade,

a Equacao (165) resulta em:

2

ny
ufveig = ) NE( ) HYj; ay (166)
=1

i=1
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FIGURA 15 — FUNCOES DE ENRIQUECIMENTO HY2, k = 0,5
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FONTE: Adaptado de PRZYBYSZ et al. (2019).
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Também sdo consideradas fungdes de enriquecimento trigonométricas.

Monteiro (2017) desenvolveu um procedimento sistematico para a construgdo de

conjuntos de fungbes hierarquicas de continuidade C™ a partir de funcgdes

trigonométricas propostas por Li (2002).

A robustez do método para conjuntos

hierarquicos de continuidade C! pdde ser confirmada a partir da avaliagdo da carga

de flambagem linear de uma viga axialmente carregada, sob cinco condi¢gdes de apoio

diferentes. No presente trabalho, foram utilizados os conjuntos hierarquicos de

cossenos e senos de continuidade C° propostos por Monteiro (2017) como fungdes

de enriquecimento.

As fungdes de enriquecimento em cossenos sdo obtidas de acordo com as
seguintes equacgdes (MONTEIRO, 2017):

1
For=3GE+DE - 1)

(167)
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Fe, =3 (36~ DE+ ) (168)

Fc; = cos (g (i—-3)(&+ 1)) —Fcy + (=1)iFc, i=3,4,.. (169)

sendo que as funcgdes utilizadas para enriquecimento do elemento neste trabalho
foram Fc;, Fcy, Fcs € Fcg. Monteiro (2017) ainda recomenda a normalizagdo das

fungdes Fc; dividindo as fung¢des obtidas nas Equacdes (167), (168) e (169) por:

1

IFe,ll = f Fe? dé (170)
-1

para fins de estabilidade numérica. O grafico das fungbes Fc;, para 3 <i <6,
considerando a normalizacao pela Equagao (170), € mostrado na Figura 16.

As fungdes de senos sdo obtidas de forma mais direta por (MONTEIRO,
2017):

Fs; = sen (g (i—-2)(¢+ 1)> i =3,4,.. (171)

As fungdes de senos utilizadas para fins de enriquecimento neste trabalho

foram Fs;, Fs,, Fss e Fsg, mostradas na Figura 17.
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FIGURA 16 — FUNCOES DE ENRIQUECIMENTO Fc;
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FONTE: O autor (2021).
FIGURA 17 — FUNCOES DE ENRIQUECIMENTO Fs;
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FONTE: O autor (2021).
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Para o conjunto das fung¢des de enriquecimento em cossenos, e utilizando os

polinbmios de Lagrange como particédo da unidade, a parcela enriquecida ugyg;q €:

2 n
ube"NRIQ = z Ni1 Z Fciyp aj) (172)
=1 j=1

L

e, para o conjunto de senos, é:

ug‘NRIQ = Z Ni1 Z Fsjip ajj (173)

As funcbes até aqui apresentadas serdo utilizadas como fungdes de
enriquecimento do MEFG para analise estatica linear de cabos. Os polinbmios de

Lobatto serado utilizados para o refinamento p do MEFH.
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4 METODOLOGIA

A analise estatica linear de cabos neste trabalho é feita por meio da
programagao, em linguagem Python, de um cddigo computacional que recebe, como
dados de entrada, o vao do cabo L, o desnivel dos apoios h, a flecha f, uma estimativa
para a tragdo horizontal H,, a tolerancia ¢;, para verificagdo de convergéncia do
processo iterativo, o numero de nés N,4,, O vetor de carregamentos, as fungdes
enriquecedoras e 0s niveis de enriquecimento. A integragao das matrizes de rigidez &
feita analiticamente e a integracao do vetor de forgas é feita utilizando a fungao
scipy.integrate.quad, presente na biblioteca SciPy disponivel no Python.

Na Figura 18 é mostrado um fluxograma do MEFG linear.

FIGURA 18 — FLUXOGRAMA DO MEFG LINEAR

Dados iniciais:
L h, f,Hy, €:01, Npgs, Caregamentos, funcoes de enriguecimento e
nivel de enriqguecimento

Calculo do comprimento L, dos elementos

Calculo dos valores de H para o processo iterativo:
Hy = H, (dado de entrada)
Hl = 1,01 . Ho

=0
v

Calculo da matriz de rigidez elementar Kf} conforme Equacao (46) |
e do vetor carregamento elementar Fé‘) conforme Equacéo (47)

I

Montagem da matriz de rigidez Kg} e do vetor carregamento Fg}
globais e imposicéo das condicBes de contorno

Y

| Calculo dos deslocamentos y(7: Kg}yf':} = F_éf} |

v
| Calculo da flecha f() de acordo com interpolag&o de y'® |

Convergéncia: .
9 Calculo de H; 4

nio:i=i4+1 conforme Equacéo (48)

[fO-fl<ea?

Gravacéo dos resultados |

FONTE: O autor (2021).
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A aplicacdo do MEFG nessa analise sera verificada por meio de comparacgao
entre as respostas obtidas pelo proprio MEFG e por outros métodos, como o MEF
convencional e o Método dos Elementos Finitos Hierarquico (MEFH). As respostas
também serdo comparadas, inicialmente, com os exemplos e solugdes encontrados
na literatura e apresentados no proximo capitulo.

As principais variaveis analisadas sao a tragao horizontal H, o comprimento
do cabo S, as forgas nos apoios e 0 angulo formado entre o perfil do cabo e a horizontal
em pontos de interesse, como nos apoios e nos locais onde sado aplicados
carregamentos concentrados. A eficiéncia computacional € estudada considerando o
numero de graus de liberdade N, o numero de condicdo da matriz de rigidez N onq,
0 numero de iteragcdes necessarias para convergéncia e o tempo de execugao do
programa.

O numero de condigao indica as propriedades de condicionamento de um
problema, isto €, o quanto pequenos erros e/ou perturbagdes nos dados de entrada
influenciam os resultados e dados de saida. Um baixo numero de condigao indica que
o problema é bem condicionado. Ja um numero de condi¢do alto ocorre em problemas
mal condicionados. Nesse trabalho é calculado o numero de condicdo das matrizes
de rigidez por meio da fungao np.linalg.cond, presente na biblioteca NumPy disponivel
no Python.

A anadlise estatica nao linear, também programada em Python, tem como
dados de entrada o modulo de elasticidade E, a area de segao transversal A, a
tolerancia tol para verificagdo de convergéncia do método de Newton-Raphson, o
vetor de carregamentos e as coordenadas dos nos dos elementos, ou seja, o perfil
inicial do cabo calculado de acordo com a teoria analitica, e é feita com incrementos
da carga aplicada. Os dados fornecidos permitem calcular as matrizes de rigidez
tangente e iniciar o método de Newton-Raphson. Apds a convergéncia do método,
tem-se os deslocamentos e forgas internas e, considerando-os como a nova
configuracao de referéncia, faz-se o incremento da carga, até que ela seja totalmente
aplicada para que se obtenha a configuragao final do cabo. O fluxograma do MEF nao
linear € mostrado na Figura 19.

O elemento utilizado na analise nao linear considera os efeitos de grandes

deslocamentos e do aumento de comprimento do cabo, de forma que sera possivel
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verificar a influéncia da elasticidade sobre as variaveis estudadas ao comparar as
solucdes obtidas pelo MEFG e MEFH linear e o MEF n&o linear.

FIGURA 19 - FLUXOGRAMA DO MEF NAO LINEAR

Dados iniciais:
s, carregamentos externos (“*4'R), coordenadas dos nés
(perfil inicial do cabo de acordo com a teoria analitica linear)

L, E, A tol, N,

Célculo do comprimento inicial °L, dos elementos e
dos cossenos diretores iniciais °cos, dos elementos

Calculo das tensdes iniciais do elemento e do vetor de forcas internas
inicial °F, do elemento conforme Equacéo (136)

I

Célculo da matriz de rigidez elementar °K, = °K,, + °Ky, . conforme
Equacdes (134) e (135)

Montagem da matriz de rigidez “Kg e do vetor carregamento ”Fg globais e
Imposicéao das condigdes de contorno

v
Calculo dos incrementos de deslocamentos “l]g: “Kg“'l]g

conforme Equacéo (106)

— L‘+ﬂ.1‘R _ CIF

h
IF — UFg
'K = an
g = ﬂUg

\ J
Método de Newton-Raphson, conforme Figura 11

h J
Gravacao dos resultados

FONTE: O autor (2021).
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5 SIMULAGOES NUMERICAS

A fim de avaliar o desempenho do Método dos Elementos Finitos
Generalizados (MEFG), com as fungdes de enriquecimento indicadas no capitulo 3,
na analise estatica linear de cabos, sdo analisadas diferentes configuragdes de cabos,
considerando carregamentos distribuidos ao longo do comprimento do cabo e ao
longo da sua projecao horizontal, e cargas concentradas. Também é analisado o caso
de cabo com apoios desnivelados. Os resultados obtidos sdo comparados com
solugdes analiticas lineares e com respostas nédo-lineares encontradas na literatura e
obtidas através do MEF n&o linear descrito neste trabalho no capitulo 3.

A nomenclatura das analises é feita com base no método utilizado (prefixo) e
nas fungdes empregadas para o refinamento p ou para o enriquecimento (sufixo). Os

prefixos dos métodos empregados sao indicados na Tabela 3.

TABELA 3 — PREFIXOS DAS ANALISES

Prefixo Método

MEF Método dos Elementos Finitos

MEFH Método dos Elementos Finitos Hierarquico
MEFG Método dos Elementos Finitos Generalizado

MEF-NL Método dos Elementos Finitos Nao Linear
FONTE: O autor (2021).

Na Tabela 4 mostram-se as siglas utilizadas para identificar cada analise e as

funcdes incluidas para obtengao do seu resultado.

TABELA 4 — SIGLAS DAS ANALISES

(Continua)
Sigla da Fungdes incluidas no refinamento p ou enriquecimento
analise L, | Ly | Ly | Lg | Lg |HY1|HY2| Fcs | Fcy | Fcs | Fcg | Fsg | Fsy | Fsg | Fsg
MEFH L, v
MEFH L, v | Vv
MEFH L, v Vv |V
MEFH L vV Vv I IV |V
MEFH Lg Vi iV iV IV IV
MEFG L, v




TABELA 4 — SIGLAS DAS ANALISES

72

(Concluséo)

Sigla da
Analise

Fungdes incluidas no refinamento p ou enriquecimento

Ly

Ls

Le

HY1

HY?2

Fcy

Fc,

Fcs

Fcg

Fs;

Fs,

Fss

Fsg

MEFG L,

MEFG L,

v

MEFG Ls

<

MEFG L,

NSNS
NN Py

MEFG HY,

MEFG HY,

MEFG Lz'HY]_

<

MEFG Lz'HYZ

<

MEFG HYl_HYZ

MEFG Fe,

MEFG Fc,

MEFG Fcq

<

MEFG Fc,

NN

MEFG Fs,

MEFG Fs,

MEFG Fs,

<

MEFG Fs,

NN IRN

FONTE: O autor (2021).

Para todas as analises lineares, o valor da tolerancia para o processo iterativo,

conforme descrito em 3.2.1, é de €;,; = 0,0001.

5.1 CASO 1: CABO SOB A ACAO DE CARGAS CONCENTRADAS

Com o intuito de verificar os codigos computacionais implementados, analisa-

se inicialmente um cabo simples, submetido apenas a carregamentos concentrados,

mostrado na Figura 20. Esse cabo foi estudado considerando a analise nao linear

geomeétrica pelo MEF por Pereira Junior (2002), e também por Przybysz et al. (2019)

em uma analise linear pelo MEFG utilizando as fung¢des de enriquecimento HY1.

O cabotem vao L = 18 m e flecha f = 12 m. As cargas concentradas sédo de
4 kN, 15 kN e 3 kN, conforme Figura 20.
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FIGURA 20 — CASO 1: CABO SOB ACAO DE CARGAS CONCENTRADAS

f=12m

FONTE: O autor (2021).

O cabo mostrado na Figura 20 esta submetido apenas a carregamentos
concentrados, e, portanto, os trechos AC, CD, DE e EB sé&o retilineos. Dessa forma,
espera-se que o enriquecimento do elemento nao melhore a resposta em comparagao
com os resultados de MEF tradicional, visto que o MEF tradicional ja consegue
representar adequadamente os trechos retos do cabo. Entretanto, espera-se que o
MEFH e o MEFG atinjam resultados tdo bons quanto os do MEF no que diz respeito
aos deslocamentos nodais e as demais variaveis analisadas.

Devido a aplicagao das cargas concentradas, para as analises em MEF foram
propostas duas malhas, uma de quatro e outra de dezoito elementos. Para as
solucbes do MEFH e MEFG sempre sao usados 4 elementos, necessarios para
representar os apoios e pontos de aplicagao das cargas concentradas.

Ja para a analise nao linear, foi necessario atribuir um valor de flecha inicial
para o cabo anteriormente a aplicagdo das cargas concentradas, para definicdo da
configuragado do cabo no instante 0. Pereira Junior (2002) considerou fi,icia; = 11 m,
para o mesmo exemplo de estudo. Ja Costa (2014) adotou finiciax = 11,035 m, de
forma que a flecha final apds a analise nao linear ndo ultrapassasse f = 12 m. Neste
trabalho, também se adotou o valor de f;,iciar = 11,035 m. Também foi considerada
area da secéo transversal de A = 2,5cm? e modulo de elasticidade E = 165 GPA,
conforme utilizado pelos autores citados.

A solucao analitica linear foi obtida a partir dos conceitos apresentados no

capitulo 2.
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Nesse caso, como se analisa um maior numero de variaveis, optou-se por
apresentar inicialmente os resultados dos esfor¢cos axiais em cada trecho do cabo e

os angulos apenas em figuras. Na Tabela 5 sdo mostrados os resultados das analises.

TABELA 5 — RESULTADOS DO CASO 1: CABO SOB AGAO DE CARGAS CONCENTRADAS

(Continua)

Solugao H (kN) S (m) Neona  Iteracoes
Analitica, linear 6,33333  30,14470 - -

MEF-NL 6,40911  30,24127 8,85E+05 -
(18 elementos)  (1,1965%) (0,3204%)

MEF-NL 6,40051  30,26272 9,89E+07 -
(180 elementos)  (1,0607%) (0,3915%)

MEF-NL 6,40043  30,26294 9,96E+09 -

(1800 elementos)  (1,0594%) (0,3922%)
6,33333  30,14470 4,03E+00 7
(0,0000%) (0,0000%)
6,33333  30,14470 1,31E+02 7
(0,0000%) (0,0000%)
6,33333  30,14470 5,63E+00 7

MEF (4 elementos)

MEF (18 elementos)

MEFH L, (0,0000%) (0,0000%)

6,33333  30,14470 5,63E+00 7
MEFH Ls (0,0000%) (0,0000%)

6,33333  30,14470 5,63E+00 7
MEFH Ly (0,0000%) (0,0000%)

6,33333  30,14470 5,63E+00 7
MEFH Ls (0,0000%) (0,0000%)

6,33333  30,14470 5,63E+00 7
MEFH L (0,0000%) (0,0000%)

6,33333  30,14470 9,55E+00 7
MEFG L, (0,0000%) (0,0000%)

6,33333  30,14470 8,74E+15 7
MEFG Ls (0,000%)  (0,000%)

6,33333  30,14470 7,71E+15 7
MEFG Ly (0,0000%) (0,0000%)

6,33333  30,14470 3,22E+16 7
MEFG Ls (0,0000%) (0,0000%)

6,33333  30,14470 1,33E+16 7
MEFG Lg

(0,0000%) (0,0000%)
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TABELA 5 — RESULTADOS DO CASO 1: CABO SOB ACAO DE CARGAS CONCENTRADAS

(Conclusao)

Solugao H (kN) S (m) Noona  lteracoes

6,33333  30,14470 3.82E+01 7
MEFG HY, (0,0000%) (0,0000%)

6,33333  30,14470 664E+04 7
MEFG Lo-HY, (0,0000%) (0,0000%)

6,33333 3014470 7,04E+00 7
MEFG Fes (0,0000%) (0,0000%)

633333 3014470 114E+04 7
MEFG Fe, (0,0000%) (0,0000%)

633333  30,14470 166E+06 7
MEFG Fes (0,0000%) (0,0000%)

633333 30,14470 141E+08 7
MEFG Fe (0,0000%) (0,0000%)

633333  30,14470 7.46E+00 7
MEFG Fs3 (0,0000%) (0,0000%)

633333 30,14470 121E+03 7
MEFG Fs, (0,0000%) (0,0000%)

633333 3014470 2.97E+04 7
MEFG Fss (0,0000%) (0,0000%)

633333  30,14470 1,09E+06 7
MEFG Fsg

(0,0000%) (0,0000%)
FONTE: O autor (2021).

Pela Tabela 5, houve concordancia entre a solugao analitica e as analises
lineares, seja pelo MEFG, MEFH ou MEF. Nota-se, entretanto, que houve diferenga
em relagdo a analise nao linear, com a MEF-NL (1800 elementos) apresentando
variacao de 1,0594% e 0,3922% comparada a solucao analitica linear para H e S,
respectivamente.

Na Figura 21 € apresentado o tempo de execugdo do programa em

comparagao com o numero de graus de liberdade em cada analise.
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FIGURA 21 — CASO 1: COMPARAGAO ENTRE TEMPO DE EXECUGAO E NUMERO DE GRAUS DE
LIBERDADE

Tempo de execugao (s)
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FONTE: O autor (2021).
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Numero de graus de liberdade

MEFG Fs;
MEFG Fs¢

O maior tempo de execugéo foi do MEFG Fcg, de 1,76 segundos, e os
menores tempos foram os do MEF de 4 e 18 elementos, com 0,0008 e 0,0030

segundos, respectivamente. Na Figura 22 mostram-se os erros relativos das variaveis

analisadas.

FIGURA 22 — CASO 1: COMPARACAO ENTRE ERROS E NUMERO DE GRAUS DE LIBERDADE
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FONTE: O autor (2021).
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Na Figura 22, H e S nao foram representados pois todas as analises lineares
apresentaram ¢ = 0%, sendo H = 6,33333 kN e S = 30,14470 m. Ja as variaveis que
apresentaram maior erro foram aquelas relacionadas aos trechos AC e CD do cabo,
conforme Figura 20. O maior erro foi de 0,0043% para T,., seguido de 0,0021% para
B4c- Os erros de T.p e 6.p foram proximos um do outro, sendo 0,0005% e 0,0004%,
respectivamente. Em relacao aos trechos DE e EB, Tpg, Opg, Tgg € O apresentaram
€ <0,0001%.

Como foi possivel verificar pela Tabela 5 e pela Figura 22, ndo houve
diferenca significativa entre as analises lineares. Entretanto, houve variagdo quando

considerada a nao linearidade, conforme mostrado na Tabela 6.

TABELA 6 — ANALISE NAO LINEAR: TRAGOES E ANGULOS

Solugéo Tac (KN)  Tep (KN) Tpg (KN) Tip (KN) — Bac (°) Ocp ) Ope (O) s ()
Analitica 13,5682 10,2034 9,4399 11,8369 -62,1746 -51,6323 47,8625 57,6526
MEF-NL 14,1837 10,7681 9,0200 11,3332 -63,1366 -53,4736 44,7206 55,5619
(18 elementos)  (4,54%) (5,53%) (4,45%) (4,25%) (1,55%) (3,57%) (6,56%) (3,63%)
MEF-NL 14,1833 10,7661 9,0111 11,3251 -63,1747 -53,5227 44,7416 55,5867
(180 elementos)  (4.53%) (5,51%) (4,54%) (4,32%) (1,61%) (3,66%) (8,52%) (3,58%)
MEF-NL 14,1833 10,7661 9,0111 11,3251 -63,1751 -53,5231 44,7418 55,5869

(1800 elementos) (4,53%) (5,51%) (4,54%) (4,32%) (1,61%) (3,66%) (6,52%) (3,58%)
FONTE: O autor (2021).

Todas as tragcbes desenvolvidas no cabo, no caso da analise nao linear,
desviaram mais de 4,32%, de acordo com a Tabela 6. Houve variagcéo significativa
também nos angulos, especialmente 8,;, que chegou a 6,52%.

Em relacdo ao numero de condig¢ao, os piores N,,,; foram os das analises
MEFG enriquecidas com Lobatto. Para um mesmo nivel de enriquecimento, as

matrizes do MEFG Fc se apresentaram pior condicionadas que as do MEFG Fs.
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FIGURA 23 — CASO 1: NUMERO DE CONDICAO
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FONTE: O autor (2021).

5.2 CASO 2: CABO SOB ACAO DO PESO PROPRIO

Na Figura 24 € mostrado um cabo suspenso sob agao do peso proprio w =
0,005kN/m, vao L = 20 m e flecha f = 6 m. O cabo tem area da sec¢&o transversal
A = 0,5 cm* e mddulo de elasticidade E = 165 GPa.

Esse cabo, apresentado por Hibbeler (2011), foi analisado considerando a
analise nao linear geométrica pelo MEF por Pereira Junior (2002) e também por
Przybysz et al. (2019) em uma analise linear pelo MEFG utilizando as fungbes de
enriquecimento HY1, HY2 e Lo.

Os resultados sao mostrados na Tabela 7 onde H ¢é a for¢a horizontal do cabo
(constante), S € o comprimento do cabo, T, € o valor da tragdo no apoio A, 6,4, € 0
angulo formado entre o cabo e a horizontal, conforme Figura 24,

Ny, € o numero de graus de liberdade apos a imposigao das condigdes de contorno e

N.ona € 0 numero de condicdo da matriz de rigidez na ultima iteracao.
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FIGURA 24 — CASO 2: CABO SOB ACAO DO PESO PROPRIO

L=20m

FONTE: O autor (2021).

Foram modeladas malhas com 2 e 10 elementos para a analise linear apenas
pelo MEF. Ja para as solugcbes pelo MEFH e pelo MEFG, utilizou-se apenas um
elemento.

Nas analises em MEF nao linear (MEF-NL), o carregamento foi aplicado em
10 passos de carga.

As porcentagens abaixo dos valores mostrados na Tabela 7 indicam os erros

relativos em relagéo a resposta analitica de Hibbeler (2011), calculados por:

Acaicuiado — Aanalitico -100% (174)

E =
Aanalitico

onde € é o erro relativo e A € o valor de interesse, como a componente horizontal da

tracdo H, o comprimento do cabo S, etc.

TABELA 7 — RESULTADOS DO CASO 2: CABO SOB ACAO DO PESO PROPRIO
(Continua)

Solugao H (N) S (m) T, (N) Omax (©) Ny, Ncona Iteragdes

Analitica, linear
(Hibbeler, 2011) 45944707 24,188203 75,944707 -52,772902 - -

Nao linear 45,94 24,1882 75,88 52,74 - - -
(Pereira Junior,
2002) (0,0102%) (0,0000%) (0,0852%) (0,0623%)

(1000 elementos)
MEF-NL 46,050662 24,154912 70,047263 -48,896390 18 6,71E+06 -

(10 elementos)  (0,2306%) (0,1376%) (7,7654%) (7,3456%)
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TABELA 7 — RESULTADOS DO CASO 2: CABO SOB ACAO DO PESO PROPRIO

(Continuacgéo)

MEF-NL 45,944625 24188036 75,293203 -52,395350 198 7,22E+08 -
(100 elementos)  (0,0002%) (0,0007%) (0,8579%) (0,7154%)

MEF-NL 45,943565 24,188367 75,878274 -52,735863 1998 7,27E+10 -
(1000 elementos) (0,0025%) (0,0007%) (0,0875%) (0,0702%)

MEF (2 45944706 23,323903 53,580494 -30,964149 1  1,00E+00 5
elementos)  (0,0000%) (3,5732%) (29,4480%) (41,3257%)

MEF (10 45944706 24,154860 69,879912 -48,891968 9  3,99E+01 5
elementos)  (0,0000%) (0,1379%) (7,9858%) (7,3540%)

VEFH L 46,653161 24,086943 72,870269 -50,191613 1  1,00E+00 6
2 (1,5420%) (0,4186%) (4,0483%) (4,8913%)

— 46,653161 24,086943 72,870269 -50,191613 2  1,00E+00 6
3 (1,5420%) (0,4186%) (4,0483%) (4,8913%)

VEFH L 45937960 24,189581 75875202 -52,739416 3  1,00E+00 5
4 (0,0147%) (0,0057%) (0,0915%) (0,0635%)

I 45937960 24,189581 75,875202 -52,739416 4  1,00E+00 5
5 (0,0147%) (0,0057%) (0,0915%) (0,0635%)

VEFH L 45944741 24188312 75938481 -52,769301 5  1,00E+00 5
6 (0,0001%) (0,0004%) (0,0082%) (0,0068%)

EFG L 46,653161 24,086943 72,870269 -50,191613 2 1,67E+00 6
2 (1,5420%) (0,4186%) (4,0483%) (4,8913%)

EFG L 45937960 24,189581 75875202 -52,739416 4 2,01E+15 5
3 (0,0147%) (0,0057%) (0,0915%) (0,0635%)

EFG L 45937960 24,189581 75875202 -52,739416 6 2,34E+15 5
4 (0,0147%) (0,0057%) (0,0915%) (0,0635%)

VEFG L 45944741 24188312 75938481 -52,769301 8 2,78E+16 5
5 (0,0001%) (0,0004%) (0,0082%) (0,0068%)

VEFG L 45944741 24188312 75938481 -52,769301 10 4,10E+15 5
6 (0,0001%) (0,0004%) (0,0082%) (0,0068%)

VEFG HY 45961746 24,185725 75912237 -52,738122 2  9,55E+00 6
L (0,0371%) (0,0102%) (0,0428%) (0,0659%)

VEFG HY. 46,653051 24,086959 72,870804 -50,192076 2 1,71E+00 6
2 (1,5417%) (0,4186%) (4,0476%) (4,8904%)

P 45947780 24,187748 75,966879 -52,782696 4 1,66E+04 5
27771 (0,0067%) (0,0019%) (0,0292%) (0,0186%)

VEFG LoHY. 45936182 24,189767 75,883651 -52,745955 4  1,30E+12 7
27772 (0,0186%) (0,0065%) (0,0804%) (0,0511%)

VEFG HY.-HY. 45947780 24,187752 75966914 -52,782716 4  1,36E+04 5
17772 (0,0067%) (0,0019%) (0,0292%) (0,0186%)

VERG F 46,653161 24,086943 72,870269 -50,191613 2  1,67E+00 6

C

3 (1,5420%) (0,4186%) (4,0483%) (4,8913%)
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TABELA 7 — RESULTADOS DO CASO 2: CABO SOB ACAO DO PESO PROPRIO

(Concluséo)

Solugao H (N) S (m) T, (N) Omax () Ny, Neonad Iteracoes

45,916611 24,193683 75,650792 -52,630361 4  2,86E+03 5
MEFG Fe, (0,0612%) (0,0227%) (0,3870%) (0,2701%)

45,946191 24,188033 75,915221 -52,754585 6 4,16E+05 5
MEFG Fes (0,0032%) (0,0007%) (0,0388%) (0,0347%)

45,944581 24,188343 75,935907 -52,767977 8  3,52E+07 5
MEFG Fe (0,0003%) (0,0006%) (0,0116%) (0,0093%)

47,659228 23,889048 65,490524 -43,303815 2 1,87E+00 6
MEFG Fss (3,7317%) (1,2368%) (13,7655%) (17,9431%)

45,659436 24,243551 72,074434 -50,690889 4  3,03E+02 5
MEFG F'sy (0,6209%) (0,2288%) (5,0962%) (3,9452%)

45,983914 24,180770 75,169033 -52,284568 6 7,42E+03 5
MEFG F'ss (0,0853%) (0,0307%) (1,0214%) (0,9254%)

45,938462 24,189524 75,756189 -52,670435 8 2,71E+05 5
MEFG Fse (0,0136%) (0,0055%) (0,2482%) (0,1942%)

FONTE: O autor (2021).

De acordo com a Tabela 7, pode-se perceber que, para o caso analisado,

onde o vao € de 20 metros e o cabo esta sujeito apenas a agdo do peso proprio, nao

houve um efeito consideravel da n&o-linearidade, visto que as respostas obtidas por

Pereira Junior (2002), pelo MEF nao linear (1000 elementos) e pelas solugdes mais

enriquecidas do MEFG pouco se desviaram da solucdo analitica de referéncia. Na

Tabela 8 sdo compilados os melhores resultados de cada tipo de analise, comparados

a resposta analitica linear. Por exemplo, a melhor solugdo para o comprimento S

obtida pelo MEFG linear foi a obtida pelo MEFG L, com erro de 0,0004%, enquanto,

em uma analise nao linear, a tragao T, foi melhor aproximada pela malha de 1000

elementos.
TABELA 8 — CASO 2: MELHORES SOLUCOES
(Continua)
Solugéo H (N) S (m) T, (N) Omax (°)
Pereira Junior
(2002) (0,0102%) (0,0000%) (0,0852%) (0,0623%)

(1000 elementos)

MEF n&o linear

100 elementos

(0,0002%)

1000 elementos

(0,0007%)

1000 elementos

(0,0875%)

1000 elementos

(0,0702%)
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(Conclusao)

Solugéo H (N) S (m) Ty (N) Omax (°)
) 10 elementos 10 elementos 10 elementos 10 elementos
MEF linear
(0,0000%) (0,1379%) (7,9858%) (7,3540%)
MEEH linear MEFH L MEFH L MEFH L MEFH L
(0,0001%) (0,0004%) (0,0082%) (0,0068%)
MEFG L MEFG L MEFG L MEFG L
MEFG linear G Ls G Ls G Ls G Ls

(0,0001%) (0,0004%) (0,0082%)

(0,0068%)

FONTE: O autor (2021).

Na Figura 25 sao comparados os tempos de execucéo dos programas (MEF

e MEFG lineares) com o numero de graus de liberdade de cada modelo. Na Figura 26

sdo comparados os erros relativos obtidos em cada analise com o numero de graus

de liberdade.

FIGURA 25 — CASO 2: COMPARACAO ENTRE TEMPO DE EXECUGAO E NUMERO DE GRAUS DE
LIBERDADE
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FONTE: O autor (2021).
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FIGURA 26 — CASO 2: COMPARAGCAO ENTRE ERROS E NUMERO DE GRAUS DE LIBERDADE
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FONTE: O autor (2021).

De acordo com os valores da Tabela 7, Figura 25 e Figura 26, para a
componente horizontal de tracdo H, o melhor resultado foi obtido pelo MEF (2 e 10
elementos), seguido do MEFH L,, MEFG Ls, MEFG Lg;, MEF n&o linear (100
elementos) e MEFG F_4, todos com erro € < 0,0003%. Dessa forma, a analise MEF (2
elementos) foi a que obteve a melhor resposta para H com o0 menor custo
computacional. Destaca-se a rapidez de execuc¢do dos modelos MEF, tanto em 2
como em 10 elementos, sendo o tempo de execugédo do programa, para cada uma
dessas configuragdes, de 0,00050 e 0,00176 segundos, respectivamente.

Entretanto, as malhas MEF apresentaram piores resultados para S, T4 € 0,,4x-
Essas trés variaveis sao obtidas de acordo com os deslocamentos calculados, ou seja,
de acordo com o perfil do cabo. Como as fungdes de interpolacdo para as analises
em MEF séo lineares, o perfil do cabo é formado por trechos retos, conforme Figura

27.
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FIGURA 27 — PERFIL DO CABO (MEF COM 2 E 10 ELEMENTOS)
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FONTE: O autor (2021).

Em relacdo ao comprimento do cabo S, as melhores solugbes foram a de
Pereira Junior (2002), com 1000 elementos, MEFH Ly, MEFG Ls, MEFG Ly, MEFG F_5
e MEFG F,4, sendo que todas apresentaram ¢ < 0,0007%.

Para a tragao no apoio A, o melhor resultado foi obtido pelos métodos MEFG
F.c e MEFG F_,. Embora ambas tenham apresentado o mesmo valor para T,, ressalta-
se o menor custo computacional da solugdo MEFG F,.;. O mesmo ocorre para o angulo
do cabo com a horizontal no apoio A, denotado por 6,,,4-

Dentre as variaveis analisadas, percebe-se que MEFG F.; e MEFG F,
apresentaram resultados satisfatorios em relagéo a solugao analitica. Se por um lado
MEFG F,; apresenta menor custo computacional devido a dimensdo da matriz de
rigidez enriquecida e do vetor carregamento, essa solugéo apresentou o numero de
condicdo maior que MEFG F_,. Por outro lado, ambas as solu¢des foram as que
apresentaram maior tempo de execugao.

No geral, as solugbes MEFH L, e MEFG Ly apresentaram resultados muito

semelhantes, embora MEFH Ly tenha a metade do numero de graus de liberdade do
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método MEFG L, além de ter apresentado menor tempo de execugdao € menor

numero de condigdo, conforme Figura 28.

FIGURA 28 — CASO 2: NUMERO DE CONDIGAO
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FONTE: O autor (2021).

De acordo com a Figura 28, as analises com o maior numero de condigao
foram as do MEFG enriquecidas com os polinbmios de Lobatto, as quais
apresentaram N_,,q > 1,00E+15, com exceg¢ao da MEFG L,. Dentre as enriquecidas
com fungdes hiperbdlicas, o numero de condi¢cdo excedeu 1,66E+04 apenas no caso
da MEFG L,-HY,. Ja para as fungdes trigonométricas, o comportamento entre as
funcdes de cossenos e senos foi similar, com as fungdes de cossenos apresentando,

no geral, numero de condigdo maior que as de senos, para um mesmo nivel de

enriquecimento.
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5.3 CASO 3: CABO COM APOIOS DESNIVELADOS

Na Figura 29 é apresentado um cabo sujeito a acédo do peso préprio com
apoios desnivelados, também estudado por Przybysz et al. (2019). O peso do cabo é
w = 0,25 KkN/m, o vao € L = 80 m e o desnivel entre os apoios € de h = 5 m. A flecha,
considerada como a distancia entre o ponto mais baixo do cabo e o apoio A, é f =

15 m. O cabo tem area da secéo transversal A = 0,5 cm? e médulo de elasticidade E =

165 GPa.

FIGURA 29 — CASO 3: CABO COM APOIOS DESNIVELADOS
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FONTE: O autor (2021).

Os resultados analiticos e obtidos pelos métodos analisados sdo mostrados
na Tabela 9. Nessa Tabela foram adicionadas colunas para Ty, 0 valor da tracéo no
apoio B, e 6, e 85, 0s angulos formados entre o cabo e a horizontal nos apoios A e B,
respectivamente. A solucao analitica linear foi desenvolvida pelo autor utilizando os

conceitos apresentados no capitulo 2, sendo feita a aproximacao da 52 casa decimal.

TABELA 9 — RESULTADOS DO CASO 3: CABO COM APOIOS DESNIVELADOS
(Continua)

Soluggo  H (kN) S (m) T, (kN) Ty (kN) 0, (°) 05 (°) Noona  Ite.

A’I‘if]"';;fa’ 16,66837 8503326 2041837 19,16837 -3527974 29,59050 - -

MEF-NL  16,35022 85,16725 19,47634 18,36402 -32,91351 27,08399 1,9E+04 -
10
e,en(]entos) (1,9087%) (0,1576%) (4,6136%) (4,1962%) (6,7071%) (8,4707%)

MEF-NL  16,34184 85,21223 20,07049 18,83727 -35,48947 29,82749 2,1E+06 -

100
e,er(nentos) (1,9590%) (0,21048%) (1,7037%) (1,7273%) (0,5945%) (0,8009%)
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TABELA 9 — RESULTADOS DO CASO 3: CABO COM APOIOS DESNIVELADOS

(Continuagéo)

Solucdo  H (kN) S (m) T, (kN) Ty (kN) 0, (°) 05 (°) Noona  Ite.

MEF-NL  16,34176 85,21268 20,13442 18,88875 -35,74423 30,09922 2,1E+08 -

1000
e,e(mentos) (1,9595%) (0,21101%) (1,3906%) (1,4588%) (1,3166%) (1,7192%)

MEF (2 1649602 83,95108 17,61776 17,00371 -20,55605 14,03624 1,0E+00 6
elementos) (1,034%) (1,273%) (13,716%) (11,293%) (41,734%) (52,565%)

MEF (10 1651469 8506549 19,56469 1853992 -32,42362 27,03057 4,0E+01 6
elementos) (0,922%) (0,038%) (4,181%) (3,279%) (8,096%)  (8,651%)

16,74698 84,97739 20,26271 19,16251 -34,25987 29,07965 1,0E+00 6

MEFH L, (0,472%) (0,066%) (0,762%) (0,031%) (2,891%)  (1,726%)

16,74698 84,97739 20,26271 19,16251 -34,25987 29,07965 1,0E+00 6
MEFH Ls (0,472%) (0,066%) (0,762%) (0,031%) (2,891%)  (1,726%)

16,65940 85,02425 20,32881 19,21136 -34,96556 29,86927 1,0E+00 6
MEFH Ly (0,054%) (0,011%)  (0,439%) (0,224%) (0,891%)  (0,942%)

16,65940 85,02425 20,32881 19,21136 -34,96556 29,86927 1,0E+00 6
MEFH Ls (0,054%) (0,011%)  (0,439%) (0,224%) (0,891%)  (0,942%)

16,65962 85,02412 20,32979 19,21223 -34,96840 29,87245 1,0E+00 6
MEFH Le (0,052%) (0,011%)  (0,434%) (0,229%) (0,883%)  (0,953%)

16,74698 8497734 20,26267 19,16249 -34,25973 29,07950 1,7E+00 6
MEFG L (0,472%) (0,066%) (0,763%) (0,031%) (2,891%)  (1,727%)

16,65940 85,02421 20,32879 19,21133 -34,96545 29,86915 2,0E+15 6
MEFG Ls (0,054%)  (0,011%)  (0,439%) (0,224%) (0,891%)  (0,942%)

16,65940 85,02421 20,32879 19,21133 -34,96545 29,86915 2,2E+15 6
MEFG L, (0,054%) (0,011%)  (0,439%) (0,224%) (0,891%)  (0,942%)

16,65962 85,02408 20,32977 19,21220 -34,96829 29,87233 2,0E+16 6
MEFG Ls (0,052%) (0,011%)  (0,434%) (0,229%) (0,883%)  (0,952%)

16,65962 85,02408 20,32977 19,21220 -34,96829 29,87233 3,7E+15 6
MEFG Lg

(0,052%) (0,011%) (0,434%) (0,229%) (0,883%)  (0,952%)

MEFG  16,45441 8512929 20,46515 19,31310 -36,48418 3157213 9,6E+00 6
HY;  (1,284%) (0,113%) (0,229%) (0,755%) (3,414%)  (6,697%)

MEFG  16,74698 84,97734 20,26267 19,16249 -34,25973 29,07950 1,7E+00 6
HY, (0,472%) (0,066%) (0,763%) (0,031%) (2,891%) (1,727%)

MEFG L,- 16,66048 8502357 20,33338 1921542 -34,97863 29,88391 1,7E+04 6
HY,  (0,047%) (0,011%) (0,416%) (0,245%) (0,853%)  (0,992%)

MEFG L,- 16,74698 84,97734 20,26267 19,16249 -34,25973 29,07950 4,0E+10 6
HY,  (0,472%) (0,066%) (0,763%) (0,031%) (2,891%) (1,727%)

MEFG  16,66048 8502357 20,33338 19,21542 -34,97863 29,88391 1,4E+04 6
HY;-HY, (0,047%) (0,011%) (0,416%) (0,245%) (0,853%)  (0,992%)

MEFG  16,74698 84,97734 20,26267 19,16249 -34,25973 29,07950 1,7E+00 6
Fcz  (0472%) (0,066%) (0,763%) (0,031%) (2,891%) (1,727%)

MEFG  16,65708 85,02560 20,31779 19,20156 -34,93247 29,83223 2,9E+03 6
Fcy  (0,088%) (0,009%) (0,493%) (0,173%) (0,984%)  (0,817%)
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TABELA 9 — RESULTADOS DO CASO 3: CABO COM APOIOS DESNIVELADOS

(Concluséo)

Solucdo  H (kN) S (m) T, (kN) Ty (kN) 0, (°) 05 (°) Noona  Ite.

MEFG  16,65973 85,02401 20,32905 19,21159 -34,96490 29,86854 4,2E+05 6
Fcs (0,052%) (0,011%) (0,437%) (0,226%) (0,892%)  (0,940%)

MEFG  16,65961 85,02408 20,32966 19,21212 -34,96791 29,87190 35E+07 6
Fcg  (0,053%) (0,011%) (0,434%) (0,228%) (0,884%)  (0,951%)

MEFG  17,18904 8468179 19,61203 18,67270 -28,78249 2299426 1,9E+00 7
Fs3 (3,124%) (0,413%)  (3,949%) (2,586%) (18,416%) (22,292%)

MEFG  16,58986 85,06350 19,88819 18,82411 -33,47188 28,19932 3,0E+02 6
Fs, (0,471%)  (0,036%) (2,597%) (1,796%) (5,124%)  (4,701%)

MEFG  16,66753 8501930 2025812 19,15078 -34,63815 29,50278 7,4E+03 6
Fs (0,005%) (0,016%) (0,785%) (0,092%) (1,819%)  (0,296%)

MEFG  16,65878 85,02458 20,31105 19,19586 -34,89688 29,79238 2,7E+05 6
Fsg (0,058%) (0,010%) (0,526%) (0,143%) (1,085%)  (0,682%)

FONTE: O autor (2021).

Para resolucao do processo iterativo, o primeiro valor de tragao horizontal foi
considerado H = 13,33 kN, que seria o valor de tragdo caso o cabo fosse nivelado e o
carregamento fosse distribuido na horizontal, considerando f=15m e w=
0,25 kN/m.

Diferentemente do caso 1 estudado, para este caso foi perceptivel uma maior
influéncia da nao linearidade nos resultados. Considerando o MEF-NL (1000
elementos), a forga H apresentou uma diferenga ¢ = 1,9595% em relagéo a resposta
analitica linear. Ja a diferenga do comprimento do cabo foi de aproximadamente 18
cm. Além disso, nota-se que a flecha maxima obtida pela MEF-NL foi de 15,2328 m,
ou seja, 0,2328 m a mais do que a flecha obtida nas analises lineares.

Na Figura 30 e Figura 31 sdo comparados os tempos de execugdo dos

programas (MEF e MEFG lineares) e os erros com o numero de graus de liberdade.
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FIGURA 30 — CASO 3: COMPARAGAO ENTRE TEMPO DE EXECUGAO E NUMERO DE GRAUS DE

LIBERDADE
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FONTE: O autor (2021).

CASO 3: COMPARAGAO ENTRE ERROS E NUMERO DE GRAUS DE LIBERDADE

FIGURA 31 -
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FONTE: O autor (2021).
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Percebe-se, de acordo com a Figura 30, que os tempos de execugdo do
programa para o cabo do caso 3 nao foram muito diferentes do que aqueles do caso
2. Novamente, o MEF (2 elementos) e MEF (10 elementos) foram os mais rapidos,
com tempos de execugao de 0,00050 e 0,00179 segundos, respectivamente.

Em relagcdo ao numero de iteragcdes necessarias para atingir convergéncia,
praticamente todas as solugdes precisaram de 6 iteracdes, com excecdo do MEFG
Fs3, que necessitou de 7 iteragdes.

O tempo de execucdo do MEFG Fs; nao destoou do que era esperado,
considerando o nivel de enriquecimento e, consequentemente, 0 numero de graus de
liberdade. Entretanto, o MEFG Fs; foi a solugdo enriquecida que apresentou os
maiores erros para as variaveis analisadas.

No caso da determinagao da forga horizontal no cabo H, o MEFG Fsg obteve
O menor erro em comparagado com a resposta analitica, que foi de 0,005%.
Diferentemente do que aconteceu no caso 2, as solugdes MEF nao aproximaram H
melhor que os modelos enriquecidos. Analisando a Figura 7, destaca-se também que
nao houve diminui¢ao significativa do erro nos MEFG enriquecidos com os polindmios
de Lobatto a partir do 3° grau, isto €, o MEFG L; apresentou resultados para H tao
bons quanto o MEFG L, embora seu tempo de execugéao seja 2,71 vezes menor. O
mesmo ocorre entre os métodos MEFG Fc,, MEFG Fcs e MEFG Fcy. Para o MEFH,
pode-se notar uma leve melhora entre o MEFH L, e o MEFH L.

Ja o comprimento do cabo foi melhor aproximado pelo MEFG Fc, e MEFG
Fsg, com erros de 0,009% e 0,010%, respectivamente. Assim como no caso de H, ndo
houve melhora significativa nas solugdes enriquecidas com polindbmios de Lobatto e
com as fungdes cosseno Fc a partir do 2° nivel de enriquecimento. Em relacdo aos
resultados do MEFH, nota-se que o MEFH L, apresentou o0 mesmo comprimento de
MEFH L, e de MEFG Ly mesmo com menor numero de graus de liberdade.

No caso das forgcas nos apoios, Ty foi melhor aproximada do que T,, exceto
na solucao pelo MEFG HY;. Entretanto, este método apresentou o menor erro para
T,, de 0,229%. Em relagdo a Ty, MEFH L,, MEFH L5, MEFG L,, MEFG HY,, MEFG
L,-HY, e MEFG Fc; obtiveram o mesmo erro de 0,031%, o menor para essa variavel.
Nota-se que esses métodos, com excecao de MEFH L, e MEFG L,-HY,, tém apenas
um nivel de enriquecimento, ou seja, dois graus de liberdade, enquanto MEFH L, tem

apenas um grau de liberdade. Dessa forma, destaca-se que o aumento do nivel de
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enriquecimento, dos graus de liberdade e, consequentemente, do numero de condigao
das matrizes e do tempo de execugao do programa nao contribuiu para melhor
aproximacao de Tjy.

As variaveis 6, e 05 foram as que mais se desviaram da solugédo analitica
linear, sendo o menor erro de 0,853% para 6, ,obtido pelos métodos MEFG L,-HY, e

MEFG HY;-HY,, e 0,296% para 65, obtido pelo MEFG Fss, dentre as respostas

lineares.
O numero de condi¢ao das analises € mostrado na Figura 32.

FIGURA 32 — CASO 3: NUMERO DE CONDIGAO

1,00E+18
1,00E+16
1,00E+14 sl .
0 TO0E+12 e B
)
gis
©
G T00E+10 o e
O
[0
©
e 1 R e —— -
[0
£
=1
Z A,00E+06 b il
1,00E+04 [t o )l el il i
1,00E+02 ot o ) el ikt e il
1,00E+00
L T S S S S o TN R NN e B Ve BN o RN <, BN N o B Ne B N S I s T D < B N Yo B Ve I < B N o IR (o]
= = = = 0 0 0 > > >0 000NN 0 0
S e NSO IIIITOOOOE I T T T T L
- oo -l uwuwLuwurLopeomasa~000000O0O0
SCChyEZ2EEZiEitop UL UbLLEGD
Z 20— Y4 Plpg====>=5>>
z 3 5 S S O
w9 =z = W w o
w w5 = = W
S Wi =
S w
S

FONTE: O autor (2021).

Assim como no Caso 2, as analises com o maior numero de condi¢gao foram
as do MEFG enriquecidas com os polinbmios de Lobatto, que apresentaram N_,,; >
1,00E+15, com excecdo da MEFG L,. Dentre as enriquecidas com fungdes
hiperbdlicas, o numero de condi¢cao excedeu 1,66E+04 apenas no caso da MEFG L,-

HY,. Para as fungbes trigonométricas, as fungdes de cossenos apresentaram, no
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geral, numero de condicdo maior que as de senos, para um mesmo nivel de
enriquecimento. Comparando os Casos 1 e 2, a maior diferenga quanto ao numero de
condicédo foi notada nas analises do MEF-NL, sendo os menores N.,,; obtidos no
Caso 2. O mesmo cabo mostrado na Figura 29 foi analisado novamente considerando
as mesmas fungdes de enriquecimento, mas com 10 elementos para as solucdes

enriquecidas. Os resultados numéricos obtidos sdo mostrados na Tabela 10.

TABELA 10 — RESULTADOS DO CASO 3: CABO COM APOIOS DESNIVELADOS - 10 ELEMENTOS

(Continua)

Solugdo  H(kN)  S(m) T, (kN) Ty (kN) 0, (°) 05 (°) Noona Ite.

Arl‘if]"';;cra’ 16,66837 85,03326 2041837 19,16837 -3527974 2959050 - -

MEF (10 16,51469 8506554 19,56472 18,53094 -32,42374 27,03070 3,99E+01 6
elementos) (0,922%) (0,038%) (4,181%) (3,278%) (8,095%) (8,651%)
16,65962 85,02412 20,32375 19,20698 -34,94403 29,84516 3,99E+01 6

MEFH L, (0,052%) (0,011%) (0,463%) (0,201%) (0,952%) (0,861%)

16,65963 85,02411 20,33026 19,21263 -34,97022 29,87449 3,99E+01 6
MEFH L3 (0,052%) (0,011%) (0,432%) (0,231%) (0,877%) (0,960%)

16,65962 85,02412 20,33041 19,21276 -34,97087 29,87522 3,99E+01 6
MEFH L, (0,052%) (0,011%) (0,431%) (0,232%) (0,876%) (0,962%)

16,65962 85,02412 20,33041 19,21276 -34,97087 29,87522 3,99E+01 6
MEFH Ls (0,052%) (0,011%) (0,431%) (0,232%) (0,875%) (0,962%)

16,65962 85,02412 20,33041 19,21276 -34,97087 29,87522 3,99E+01 6
MEFH Le (0,052%) (0,011%) (0,431%) (0,232%) (0,875%) (0,962%)

16,65963 85,02411 20,33026 19,21263 -34,97022 29,87449 1,67E+00 6
MEFG L, (0,052%) (0,011%) (0,432%) (0,231%) (0,877%) (0,960%)

16,65962 85,02412 20,33041 1921276 -34,97087 29,87522 2,03E+15 6
MEFG Ls (0,052%) (0,011%) (0,431%) (0,232%) (0,876%) (0,962%)

16,65962 85,02412 20,33041 1921276 -34,97087 29,87522 2,19E+15 6
MEFG Ly (0,052%) (0,011%) (0,431%) (0,232%) (0,875%) (0,962%)

16,65962 85,02412 20,33041 1921276 -34,97087 29,87522 1,99E+16 6
MEFG Ls (0,052%) (0,011%) (0,431%) (0,232%) (0,875%) (0,962%)

16,65962 85,02412 20,33041 1921276 -34,97087 29,87522 3,66E+15 6
MEFG Ly

(0,052%) (0,011%) (0,431%) (0,232%) (0,875%) (0,962%)
MEFG  16,65650 85,02587 20,37636 19,25244 -35,17040 30,09868 9,55E+00 6
HY; (0,071%) (0,009%) (0,206%) (0,439%) (0,310%) (1,717%)
MEFG  16,65963 85,02411 20,33026 19,21263 -34,97022 29,87449 1,67E+00 6
HY, (0,052%) (0,011%) (0,432%) (0,231%) (0,877%) (0,960%)
MEFG L,- 16,65962 85,02412 20,33041 19,21277 -34,97089 29,87524 1,66E+04 6
HY, (0,052%) (0,011%) (0,431%) (0,232%) (0,875%) (0,962%)
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TABELA 10 - RESULTADOS DO CASO 3: CABO COM APOIOS DESNIVELADOS — 10 ELEMENTOS

(Conclusao)

Solugdo  H(kN)  S(m)  T,(kN) Tz (kN) 6, (°) 05 (©) Neona Ite.

MEFG L,- 16,65963 85,02411 20,33026 19,21263 -34,97022 29,87449 4,03E+10 6
HY, (0,052%) (0,011%) (0,432%) (0,231%) (0,877%) (0,960%)

MEFG  16,65962 85,02412 20,33041 19,21277 -34,97089 29,87524 1,35E+04 6

HY;-HY, (0,052%) (0,011%) (0,431%) (0,232%) (0,875%) (0,962%)

MEFG  16,65963 85,02411 20,33026 19,21263 -34,97022 29,87449 1,67E+00 6
Fes (0,052%) (0,011%) (0,432%) (0,231%) (0,877%) (0,960%)

MEFG  16,65962 85,02412 20,33040 19,21275 -34,97083 29,87517 2,86E+03 6
Fey (0,052%) (0,011%) (0,431%) (0,232%) (0,876%) (0,962%)

MEFG  16,65962 85,02412 20,33041 19,21276 -34,97087 29,87522 4,16E+05 6
Fcs (0,052%) (0,011%) (0,431%) (0,232%) (0,876%) (0,962%)

MEFG  16,65962 85,02412 20,33041 19,21276 -34,97087 29,87522 3,52E+07 6
Fce (0,052%) (0,011%) (0,431%) (0,232%) (0,875%) (0,962%)

MEFG  16,66452 85,02055 20,20936 19,10828 -34,45262 29,29521 1,87E+00 7
Fs3 (0,023%) (0,015%) (1,024%) (0,313%) (2,344%) (0,998%)

MEFG 16,65889 85,02452 20,29197 19,17931 -34,81902 29,70521 3,03E+02 6
Fsy (0,057%) (0,010%) (0,619%) (0,057%) (1,306%) (0,388%)

MEFG  16,65972 85,02406 20,32295 19,20629 -34,94034 29,84103 7,42E+03 6
Fss (0,052%) (0,011%) (0,467%) (0,198%) (0,962%) (0,847%)

MEFG  16,65961 85,02412 20,32867 19,21125 -34,96394 29,86746 2,71E+05 6
Fsg (0,053%) (0,011%) (0,439%) (0,224%) (0,895%) (0,936%)

FONTE: O autor (2021).

Novamente, o valor inicial para o processo iterativo da tracdo horizontal foi
considerado H = 13,33 kN. Na Figura 33 e Figura 34 sdo comparados os tempos de

execucgdo dos programas e os erros com o numero de graus de liberdade.
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FIGURA 33 — CASO 3: COMPARAGAO ENTRE TEMPO DE EXECUGAO E NUMERO DE GRAUS DE
LIBERDADE — 10 ELEMENTOS
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FONTE: O autor (2021).

FIGURA 34 — CASO 3: COMPARAGAO ENTRE ERROS E NUMERO DE GRAUS DE LIBERDADE —
10 ELEMENTOS
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FONTE: O autor (2021).
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De acordo com a Figura 33, o MEFG Fc¢, teve 0 maior tempo de execugao,
embora ndo possua o maior numero de graus liberdade. Observa-se nas Tabelas 5 e
6 que o numero de iteragdes para as analises com 1 e com 10 elementos foi 0 mesmo.

Para as variaveis analisadas na Figura 34, a resposta ndao melhorou
significativamente para as solugdes mais enriquecidas, de forma que a modelagem
do cabo com apenas um elemento ja forneceria a resposta mais precisa possivel.
Entretanto, o aumento do numero de elementos foi Util para as analises “menos”
enriquecidas (com menos niveis de enriquecimento), como o MEFG L,, MEFG HYj,
MEFG HY,, MEFG HY;-HY, e MEFG Fc3, sendo perceptivel a melhoria da resposta
comparada aquela obtida com um elemento apenas e como os modelos com maior

grau de enriquecimento/numero de graus de liberdade.

5.4 CASO 4: CABO SOB ACAO DE CARREGAMENTO DISTRIBUIDO AO LONGO
DO VAO

Nesse caso é analisado um cabo nivelado submetido a um carregamento
distribuido na horizontal (ao longo do vao), disponivel em Karnovsky e Lebed (2010).
O vao do cabo é L =36m e a flecha é f = 6 m. O carregamento € q = 2kN/m,
conforme Figura 35, e o peso proprio € desprezado. O cabo tem area da secao

transversal A = 0,5 cm? e mdodulo de elasticidade E = 165 GPa.

FIGURA 35 — CASO 3: CABO SOB AGAO DE CARREGAMENTO DISTRIBUIDO AO LONGO DO VAO

q =2 kN/m

W TITTITTI T I T UL I s

f=6m

L=36m

FONTE: O autor (2021).
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Na Tabela 11 mostram-se os resultados analiticos e obtidos pelos métodos

numericos analisados. Visto que nessa analise néo ha consideragao do peso proprio

do cabo, nao foram consideradas as solugbes que incluiam a fungdo de

enriquecimento HY,, pois a consideracdo do parametro k = 0, conforme Equacgao

(163), implica em divisdes por zero em elementos das matrizes de rigidez obtidas pela

funcdo HY,. A solugao analitica linear foi obtida a partir dos conceitos apresentados

no capitulo 2.

TABELA 11 — RESULTADOS DO CASO 4: CABO SOB ACAO DE CARREGAMENTO DISTRIBUIDO

AO LONGO DO VAO

(Continua)
Solugao H (kN) S (m) T4 (KN) Omax (©) Niona Iteracoes

Analitica, linear ~ 54,00000 38,51223 64,89992 -33,69007 - -
MEF-NL 50,94052 38,77248 60,37133 -32,45782 6,38E+03 -

(10 elementos) (5,666%) (0,676%) (6,978%)  (3,658%)
MEF-NL 50,94925 38,79598 62,17746 -34,97354 6,63E+05 -

(100 elementos)  (5650%) (0,737%)  (4,195%)  (3,810%)
MEF-NL 50,94934 3879622 62,36381 -35,21741 6,66E+07 -

(1000 elementos)  (5649%) (0,737%)  (3,908%)  (4,534%)
54,00000 37,94733 57,49021 -18,43495 1,00E+00 1

MEF (2 elementos)

(0,000%)  (1,467%) (11,417%) (45,281%)

54,00000 38,49002 63,60402 -30,96376 3,99E+01 1
MEF (10 elementos)

(0,000%) (0,058%)  (1,997%)  (8,092%)
54,00000 38,51223 65,54691 -33,68742 1,00E+00 1

MEFH L, (0,000%) (0,000%)  (0,997%)  (0,008%)
54,00000 38,51223 65,54691 -33,68742 1,00E+00 1

MEFH Ls (0,000%) (0,000%)  (0,997%)  (0,008%)
54,00000 38,51223 65,54691 -33,68742 1,00E+00 1

MEFH L, (0,000%) (0,000%)  (0,997%)  (0,008%)
54,00000 38,51223 65,54691 -33,68742 1,00E+00 1

MEFH Ls (0,000%) (0,000%)  (0,997%)  (0,008%)
54,00000 38,51223 65,54691 -33,68742 1,00E+00 1

MEFH Le (0,000%) (0,000%)  (0,997%)  (0,008%)
54,00000 38,51223 65,54691 -33,68742 1,67E+00 1

MEFG L, (0,000%) (0,000%)  (0,997%)  (0,008%)
54,00000 38,51223 65,54691 -33,68742 2,31E+15 1

MEFG Ls (0,000%) (0,000%)  (0,997%)  (0,008%)
54,00000 38,51223 65,54691 -33,68742 1,90E+15 1

MEFG Ly (0,000%) (0,000%)  (0,997%)  (0,008%)
54,00000 38,51223 65,54691 -33,68742 1,76E+16 1

MEFG Ls (0,000%) (0,000%)  (0,997%)  (0,008%)
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TABELA 11 — RESULTADOS DO CASO 4: CABO SOB ACAO DE CARREGAMENTO DISTRIBUIDO

AO LONGO DO VAO

(Conclusao)

Solugéo H (kN) S (m) T4 (KN) Omax (©) Neona Iteracoes

54,00000 3851223 6554691 -33,68742 2,85E+15 1

MEFG Le (0,000%)  (0,000%)  (0,997%)  (0,008%)
52,89539 38,59414 6549864 -36,13985 9,55E+00 5

MEFG HYy (2,046%) (0,213%)  (0,923%)  (7,272%)
54,00000 3851223 6554691 -33,68742 1,66E+04 1

MEFG Lo-HY, (0,000%) (0,000%)  (0,997%)  (0,008%)
54,00000 3851223 6554691 -33,68742 1,67E+00 1

MEFG Fes (0,000%)  (0,000%)  (0,997%)  (0,008%)
54,00000 3851223 6554691 -33,68742 2,86E+03 1

MEFG Fc, (0,000%)  (0,000%)  (0,997%)  (0,008%)
54,00000 3851223 6554691 -33,68742 4,16E+05 1

MEFG Fes (0,000%) (0,000%)  (0,997%)  (0,008%)
54,00000 3851223 6554691 -33,68742 3,52E+07 1

MEFG Fce (0,000%)  (0,000%)  (0,997%)  (0,008%)
MEFG Fs, 55,73065 38,35326 62,90812 -27,63683 1,87E+00 4

(3,205%) (0,413%)  (3,069%) (17,967%)
53,73539 3853471 63,55345 -32,27285  3,03E+02 4

MEFG F'sy (0,490%) (0,058%)  (2,075%)  (4,207%)
54,03538 38,50906 64,70084 -33,36778 7,42E+03 3

MEFG Fss (0,066%) (0,008%)  (0,307%)  (0,957%)
53,09445 3851272 64,84122 -33,62104 2,71E+05 3

MEFG Fse (0,010%)  (0,001%)  (0,090%)  (0,205%)

FONTE: O autor (2021).

Devido ao cabo estar submetido apenas ao carregamento distribuido na

horizontal, a sua forma € a de uma parabola. Como a primeira tentativa no processo

iterativo para forga horizontal no cabo é aquela que se teria em um cabo de perfil

parabdlico, percebe-se na Tabela 11 que a grande maioria das analises foi feita em

apenas uma iteracdo, sendo que o erro para a aproximacgao da forca H para tais

respostas foi de 0%.

Nesse caso também é perceptivel a influéncia da nao linearidade. A diferenga

entre as respostas linear e nao linear, para H, foi de 5,649% para o MEF-NL (1000

elementos), e o comprimento do cabo, no caso nao linear, foi 28,33 centimetros maior

que a solugao de referéncia. A flecha atingida pelo cabo foi de 6,34680 m. A forga no

apoio T, e o angulo 6,,,, também se desviaram significativamente da resposta linear,

apresentando diferencas de 3,908% e 5,534%, respectivamente.
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Na Figura 36 mostram-se os tempos de execuc¢ado do programa comparados
ao numero de graus de liberdade.

FIGURA 36 — CASO 4: COMPARAGAO ENTRE TEMPO DE EXECUGAO E NUMERO DE GRAUS DE
LIBERDADE
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FONTE: O autor (2021).

Os resultados apresentados na Figura 36 nao foram muito diferentes daqueles
dos outros casos estudados, sendo o maior tempo de execugdo o do MEFG Fc.

Novamente o tempo de execugcdo do MEF foi bem inferior as demais analises

enriquecidas.
Na Figura 37 estdo os erros relativos das variaveis analisadas, também

mostrados na Tabela 11. Com ja foi observado, nota-se que grande parte das analises
nao mostra erro para H visto que a primeira aproximacdo de H para o processo
iterativo coincide com a tragédo horizontal que atua no cabo. Entretanto, os métodos
MEFG HY;, MEFG Fs;, MEFGFs,, MEFGFs; e MEFGFsg ndo foram capazes de,

através do processo iterativo utilizado, atingir a flecha do cabo de f = 6 m para a

tragao horizontal H = 54 kN.
As solugdes dos métodos citados também apresentaram maiores erros para

S, T, e 64 quando comparadas as analises que incluiam enriquecimento com os

polindbmios de Lobatto ou com as fungdes cossenoidais Fc.
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FIGURA 37 — CASO 4: COMPARACAO ENTRE ERROS E NUMERO DE GRAUS DE LIBERDADE
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FONTE: O autor (2021).

Como o cabo assume perfil parabdlico devido ao carregamento aplicado
nesse caso, as respostas de MEFH L, e MEFG L, atingiram os resultados mais
precisos dentre aquelas refinadas ou enriquecidas com polindmios de Lobatto sem
necessidade de novos refinamentos, pois, pela Figura 37, percebe-se que os métodos
MEFH L;, MEFH L,, MEFH L e MEFH Lg e os métodos MEFG L3, MEFG L,, MEFG
Ls e MEFG Lg ndo conseguiram reduzir os erros obtidos por esses dois métodos. O
mesmo acontece para o MEFG L,-HY; e para os métodos MEFG Fc. Dessa forma,
ressalta-se a eficiéncia das solugbes MEFH L,, MEFG L, e MEFG Fc; que, com
apenas um nivel de enriquecimento, forneceram resultados substancialmente
melhores para S e 6,, em comparagao ao MEF tradicional.

O numero de condi¢gao de cada analise € mostrado Figura 38, onde percebe-
se que n&o houve grande variagao do numero de condigao das solugdes refinadas e

enriquecidas entre o caso 3 e os casos 1 e 2.
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FIGURA 38 — CASO 4: NUMERO DE CONDICAO
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FONTE: O autor (2021).

5.5 CASO 5: CABO SOB ACAO DO PESO PROPRIO E CARGA CONCENTRADA

O cabo da Figura 39 foi estudado por Jayamaran e Knudson (1981), Tibert
(1999) e, Thai e Kim (2011). Este cabo esta submetido ao peso proprio de 46,12 kN/m
e a carga concentrada de 35,586 kN, e possui area da segao transversal A =

5,484 cm?, mddulo de elasticidade E = 13100 kN/cm? e comprimento antes do

carregamento S = 312,73 m.

FIGURA 39 — CASO 5: CABO SOB A ACAO DO PESO PROPRIO E CARGA CONCENTRADA

w=46,12 N/m B

35,586 kN

121,92 m

L =304.8 m

FONTE: O autor (2021).
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Para a analise linear e inextensivel, foi utilizado como dado de entrada nas
analises a flecha f = 34,3181 m, no ponto de aplicagdo da carga concentrada. Essa
flecha foi encontrada pelas equagdes de equilibrio do cabo e por geometria, dado que
o comprimento do cabo € conhecido e considerando apenas a carga concentrada,
desprezando o peso proprio. Ressalta-se que, nas analises por todos os métodos
numeéricos para obtencao das variaveis estudadas, foi considerado também o peso
proprio, sendo este desprezado apenas na obtengao da flecha como dado de entrada
nas analises lineares.

Na analise n&o linear, o carregamento foi aplicado em passos de 10% do
carregamento total, tanto para carga distribuida quanto concentrada, e a configuragéao
inicial do cabo € a da Figura 39.

Na Tabela 12 sdo apresentados os deslocamentos vertical e horizontal do

ponto de aplicagdo da carga de 35,586 kN, obtidos na analise n&o linear.

TABELA 12 — CASO 5: DESLOCAMENTOS EM ANALISES NAO-LINEARES

) Numero de Deslocamento
Solugao Tipo de Elemento

elementos  Vertical (m)  Horizontal (m)

Jayaraman e

Reto, elastico 10 -5,4715 -0,8449

Knudson (1981)

Jayaraman e

Catenaria, elastico 2 -5,6260 -0,8592

Knudson (1981)
Tibert (1999) Parabola, elastico - -5,6013 -0,8662
Tibert (1999) Catenaria, elastico - -5,6257 -0,8592
Thai e Kim (2011) Catenaria, elastico 2 -5,626 -0,859
MEF n&o linear Reto, elastico 10 -5,6352 -0,8597
MEF nao linear Reto, elastico 100 -5,7876 -0,8741
MEF nao linear Reto, elastico 1000 -5,7891 -0,8743

FONTE: O autor (2021).

Pela Tabela 12, observa-se que a solugcdo do MEF n&o linear apresentado no
presente trabalho com 10 elementos foi muito semelhante a solucdo dos demais
pesquisadores utilizando numero de graus de liberdade entre 2 e 10, especialmente

se comparada aos elementos baseados nas equacgdes da catenaria. Entretanto, o
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aumento do numero de elementos no MEF n&o linear resultou em deslocamentos
maiores, tanto na vertical quanto na horizontal.

A solucao linear, para o mesmo problema, € mostrada na Tabela 13. A
resposta de referéncia considerada para calculo das diferencas percentuais foi a do

MEF nao linear de 1000 elementos.

TABELA 13 — RESULTADOS DO CASO 5: CABO SOB A ACAO DO PESO PROPRIO E CARGA
CONCENTRADA

(Continua)

Solugdo  H (kN) S (m) T, (kN) Ty (kN) 0, (°) 05 (°) Noona  Ite.

MEF-NL
(1000 89,02541 313,17931 93,53503 91,53886 -17,86410 13,45763 3,31E+08
elementos)

MEF-NL 8942018 313,10364 93,68623 91,75417 -17,35700 12,95088 3,19E+04
10
e,enﬂemos) (0,443%) (0,024%) (0,162%) (0,235%) (2,839%) (3,765%)

MEF-NL 8902929 313,17856 93,51784 91,52680 -17,82362 13,41558 3,30E+06

100
e,er(nentos) (0,004%)  (0,000%) (0,018%) (0,013%) (0,227%) (0,312%)

MEF (2 9084467 31272098 94,37494 9243033 -1572087 1062816 100E+00 11
(21,025

elementos) (2,044%) (0,143%) (0,898%) (0,974%) (11,997%) %)

MEF (10 90,84467 312,80699 94,96884 93,14338 -16,94726 12,75561 3,99E+01 11
elementos) (2,044%) (0,119%) (1,533%) (1,753%) (5,132%) (5,217%)

90,84467 312,80981 95,17610 93,30081 -17,35203 13,17586 1,50E+00 11

MEFH L, (2,044%) (0,118%) (1,755%) (1,925%) (2,867%) (2,093%)

90,84467 312,80981 9517650 93,30127 -17,35280 13,17707 1,50E+00 11
MEFH Ls (2,044%) (0,118%) (1,755%) (1,925%) (2,862%) (2,084%)

90,84467 312,80981 9517655 93,30141 -17,35291 13,17743 1,50E+00 11
MEFH L, (2,044%) (0,118%) (1,755%) (1,925%) (2,862%) (2,082%)

90,84467 312,80981 9517655 93,30141 -17,35291 13,17743 1,50E+00 11
MEFH Ls (2,044%) (0,118%) (1,755%) (1,925%) (2,862%) (2,082%)

90,84467 312,80981 9517655 93,30141 -17,35291 13,17743 1,50E+00 11
MEFH Le (2,044%) (0,118%) (1,755%) (1,925%) (2,862%) (2,082%)

90,84467 312,80981 9517650 93,30127 -17,35281 13,7707 4,17E+00 11
MEFG L (2,044%) (0,118%) (1,755%) (1,925%) (2,862%) (2,085%)

90,84467 312,80981 9517656 93,30141 -17,35291 13,17743 2,97E+15 11
MEFG Ls (2,044%) (0,118%) (1,755%) (1,925%) (2,862%) (2,082%)

90,84467 312,80981 9517656 93,30141 -17,35291 13,17743 3.46E+15 11
MEFG L, (2,044%) (0,118%) (1,755%) (1,925%) (2,862%) (2,082%)

90,84467 312,80981 95,17656 93,30141 -17,35291 13,17743 2,33E+16 11
MEFG Ls (2,044%) (0,118%) (1,755%) (1,925%) (2,862%) (2,082%)

90,84467 312,80981 9517656 93,30141 -17,35291 13,17743 4,06E+15 11
MEFG Lg

(2,044%)  (0,118%) (1,755%) (1,925%) (2,862%) (2,082%)
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TABELA 13 — RESULTADOS DO CASO 5: CABO SOB A ACAO DO PESO PROPRIO E CARGA

CONCENTRADA
(Conclusao)
MEFG  90,84467 312,80962 9523810 93,37212 -17,47102 13,36148 1,43E+01 11
HY; (2,044%) (0,118%) (1,821%) (2,003%) (2,200%) (0,714%)
MEFG  90,84467 312,80981 9517650 93,30127 -17,35280 13,17706 2,50E+00 11
HY, (2,044%) (0,118%) (1,755%) (1,925%) (2,862%) (2,085%)
MEFG L,- 90,84467 312,80981 9517656 93,30141 -17,35291 13,17744 249E+04 11
HY, (2,044%) (0,118%) (1,755%) (1,925%) (2,862%) (2,082%)
MEFG L,- 90,84467 312,80981 9517650 93,30127 -17,35281 13,17707 2,92E+06 11
HY, (2,044%) (0,118%) (1,755%) (1,925%) (2,862%) (2,085%)
MEFG  90,84467 312,80981 9517666 93,30153 -17,35311 13,17775 2,02E+04 11
HY;-HY, (2,044%) (0,118%) (1,755%) (1,926%) (2,860%) (2,080%)
MEFG  90,84467 312,80981 9517650 93,30127 -17,35281 13,17707 2,50E+00 11
Fcg (2,044%) (0,118%) (1,755%) (1,925%) (2,862%) (2,085%)
MEFG  90,84467 312,80981 9517655 93,30140 -17,35290 13,17741 4,28E+03 11
Fey (2,044%) (0,118%) (1,755%) (1,925%) (2,862%) (2,082%)
MEFG  90,84467 312,80981 9517656 93,30141 -17,35291 13,17743 6,23E+05 11
Fcs (2,044%) (0,118%) (1,755%) (1,925%) (2,862%) (2,082%)
MEFG  90,84467 312,80981 9517656 93,30141 -17,35291 13,17743 5,28E+07 11
Fcg (2,044%) (0,118%) (1,755%) (1,925%) (2,862%) (2,082%)
MEFG  90,84467 312,80866 9501886 93,12231 -17,04597 12,69821 2,80E+00 11
Fs3 (2,044%) (0,118%) (1,586%) (1,730%) (4,580%) (5,643%)
MEFG  90,84467 312,80975 9512857 93,24655 -17,26018 13,03268 4,55E+02 11
Fsy (2,044%) (0,118%) (1,704%) (1,866%) (3,381%) (3,158%)
MEFG  90,84467 312,80981 9516700 93,29045 -17,33448 13,14866 1,11E+04 11
Fss (2,044%) (0,118%) (1,745%) (1,914%) (2,965%) (2,296%)
MEFG  90,84467 312,80981 9517436 93,29890 -17,34868 13,17084 4,07E+05 11
Fse (2,044%) (0,118%) (1,753%) (1,923%) (2,885%) (2,131%)

FONTE: O autor (2021).

De acordo com a Tabela 13, todos as solugdes lineares necessitaram de 11

iteragdes para atender o critério de convergéncia. Em relagdo ao tempo de execugao,

este se manteve em linha com o que era esperado, de acordo com 0sS casos

anteriores, como se verifica na Figura 40. Observam-se tempos maiores em razao do

maior numero de iteragdes necessarias para se atingir a convergéncia.
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FIGURA 40 — CASO 5: COMPARACAO ENTRE TEMPO DE EXECUGAO E NUMERO DE GRAUS DE
LIBERDADE
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FONTE: O autor (2021).

Novamente, a analise com maior tempo de execucéao foi a do MEFG Fc¢g, com
0,9364 segundos de duracao, e as mais rapidas as de MEF com 2 e 10 elementos,

com 0,0005 e 0,0024 segundos, respectivamente. Os numeros de condigdo sao

mostrados na Figura 41.

FIGURA 41 — CASO 5: NUMERO DE CONDIGAO
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FONTE: O autor (2021).
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Pode-se verificar que, para cada analise, o numero de condicdo nao destoou
dos demais casos estudados. Entretanto, nota-se que a analise MEFG L,-HY,

mostrou-se melhor condicionada que a MEFG Fc¢,, 0 que ndo ocorreu nos casos 1 e

2.
Na Figura 42 mostram-se as diferengas percentuais entre as analises lineares

e a nao linear de 1000 elementos. Com excecdo do comprimento do cabo S, que
apresentou, em geral, diferenca de 0,118%, todas as outras variaveis mostraram

diferenca, na maioria das analises, entre 1,9 e 2,9%.

FIGURA 42 — CASO 5: COMPARACAO ENTRE ERROS E NUMERO DE GRAUS DE LIBERDADE
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FONTE: O autor (2021).

De acordo com a Tabela 13 e com a Figura 42, praticamente todas as analises
refinadas e enriquecidas apresentaram resultados semelhantes entre si e, dessa
forma, obtiveram desvio também semelhante em relagéo a analise nao linear, com

excecdo da MEFG HY;, que obteve melhores valores para os angulos 6, e 6, e das
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MEFG Fs; e Fs,, cujos valores para 6, e 6, apresentaram maior erro se comparados
aqueles das demais solucdes lineares.

Parte das diferengas entre a analise n&o linear e linear deve-se ao fato de que,
na analise nao linear, ha o efeito da elasticidade do cabo e de grandes deslocamentos.
Ainda, a flecha néo linear obtida, sob o ponto de aplicacdo da forga concentrada, foi
de 35,0651 m (1000 elementos), enquanto, no caso linear, o valor utilizado para
convergéncia do processo iterativo foi de 34,3181 m.

Ha também outra questao a ser analisada: o elemento linear utilizado para o
enriquecimento possui graus de liberdade apenas na diregdo do carregamento
vertical, conforme Figura 6, enquanto o ndo linear os possui nas duas dire¢des. Dessa
forma, verifica-se na analise ndo linear que o ponto sob a carga concentrada se
desloca também na horizontal, e este deslocamento ndo é possivel de se obter com

o elemento linear utilizado.
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6 CONCLUSOES

Neste trabalho foi estudada a analise linear estatica de cabos inextensiveis
através de um elemento linear de dois nés do MEF, através do MEFH e também de
diferentes formulacées do MEFG. Uma formulagdo do MEF n&o linear para a analise
de cabos também foi apresentada. Estes métodos foram aplicados em 5 diferentes
casos de cabos com variados carregamentos para verificagdo do seu desempenho e
comportamento numeérico.

A analise linear do problema de cabos pelas formulacbées do MEFG aqui
estudadas apresentou bons resultados quando comparados as solugdes analiticas
lineares e as solugbes em MEF e MEFH. Em termos dos valores encontrados para as
variaveis estudadas, praticamente todas as solugdes enriquecidas do MEFG
superaram o MEF, sendo que muitas apresentavam menor numero de graus de
liberdade que a malha do MEF de 10 elementos, especialmente nos casos em que o
cabo pdde ser resolvido com apenas um elemento enriquecido. Entretanto, todas as
analises MEF foram mais rapidas que as do MEFG, e em geral apresentaram menor
numero de condigao para a matriz de rigidez.

Ja em relacdo ao MEFH, especialmente nos Casos 2 e 3 foi possivel perceber
que os resultados do MEFH e do MEFG enriquecido com fungdes de Lobatto foram
semelhantes. Entretanto, é interessante comparar as analises em relagao ao numero
de graus de liberdade. Na Tabela 14 é apresentada a relagdo das solugdes

equivalentes, isto €, solugdes que obtiveram resultados numéricos muito proximos.

TABELA 14 — SOLUCOES EQUIVALENTES: CASOS 2 E 3

MEFH MEFG equivalente
Solugao GDL Solugéo GDL
L, 1 L, 2
Ly 2 L, 2
L, 3 L 4
L, 3 Ly, 6
Ls 4 Ls 4
Ls 4 Ly, 6
Lg 5 Ls 8
Ly 5 Lg 10

FONTE: O autor (2021).
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Pela Tabela 14 conclui-se que o MEFH obteve resultados equivalentes ao
MEFG enriquecido com polindmios de Lobatto, sempre com numero igual ou menor
de graus de liberdade, o que implicou na mesma qualidade dos resultados, mas menor
tempo de execugdo, por parte do MEFH. Entretanto, o MEFG se destaca pela
facilidade, por meio das fungdes de enriquecimento, de se obter campos de
deslocamentos nao necessariamente polinomiais, que também obtiveram bons
resultados, especialmente quando utilizada a fungédo cossenoidal Fcs. Nos Casos 1, 4
e 5, os resultados do MEFH L, e MEFG L, foram equivalentes e melhores que os do
MEF tradicional, mas ndo houve melhora nas respostas com o aumento do nivel de
refinamento ou enriquecimento.

Pode-se dizer que, dentre as formulagbes do MEFG apresentadas,
destacaram-se a MEFG L, MEFG L, e MEFG Fcg, pois apresentaram bons resultados
em todas as analises independentemente do tipo do carregamento, sendo esses
resultados pelo menos iguais ou melhores que os das demais analises. Dentre essas
solucdes, o tempo de execugado da MEFG Fcg sempre foi maior do que o da MEFG L
que, por sua vez, sempre foi maior que o da MEFG Ls. Por outro lado, a matriz de
rigidez da MEFG L foi pior condicionada em todas as analises, seguida da MEFG L,
sendo a melhor condicionada a da MEFG Fcy.

Foi possivel verificar, também, que em certos casos houve maior diferenca
entre as solugdes lineares e a ndo linear, em especial no Caso 3, onde o carregamento
aplicado no cabo pode ser considerado “alto” se comparado aos carregamentos do
peso proprio dos casos anteriores. Outro ponto a ser analisado é que os efeitos de
elasticidade no cabo foram melhor evidenciados em um cabo com grande vao, de tal
forma que, quanto maior o vao do cabo, para uma mesma rigidez, mais se espera
divergéncia entre os valores de analises inextensiveis e extensiveis. Uma questao
ainda a ser pontuada é a formulagdo dos elementos pois, enquanto o elemento nao
linear possui graus de liberdade nas duas dire¢gdes do plano, o elemento linear possui
apenas na direcado do carregamento, de forma que nao é possivel identificar os
deslocamentos horizontais do cabo, especialmente em pontos de aplicagao de cargas

distribuidas.
6.1 SUGESTOES DE CONTINUIDADE

Futuros trabalhos que englobem o tema apresentado poderiam abordar:
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o A aplicacdo do MEFG na analise dindmica de cabos;

o A aplicacao do MEFG na analise nao linear estatica e dinamica de cabos;
o O estudo de outro método iterativo para obtencao da forca H na analise
linear;

° O estudo de outras fungdes de enriquecimento e de outros refinos p.

o A adicéo de graus de liberdade no elemento de cabo usado na analise
linear.

o O estudo de cabos pelo Método dos Elementos Finitos Posicional e pelo

Método dos Elementos Finitos Generalizados Estavel
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