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RESUMO

O estudo de bocais convergente-divergente (CD) provou-se essencial na questdo de otimizagao
de eficiéncia e resultados praticos devido as suas diversas aplicagdes. Para realizar tais estudos,
¢ possivel optar pela abordagem numérica. O presente trabalho tem como objetivo principal
avaliar a acuracia das aproximagdes numéricas espaciais Jameson-Schmidt-Turkel (JST) e a de
Roe em resolver um problema de um fluido compressivel escoando no interior de um bocal CD,
através do método computacional de volumes finitos. Visando alcangar tal objetivo, foram
geradas cinco malhas ndo-ortogonais estruturadas através do programa Gmesh, de dimensdes
iguais e refino constante entre elas. Posteriormente, dez simula¢des foram realizadas através do
software livre SU2, com linguagem de programacdo C++, das quais cinco utilizando a
aproximacao JST em cada uma das malhas, e cinco a aproximacao de Roe em cada uma das
malhas. Os resultados da razdo entre a pressdo na parede do bocal e a pressdo de estagnacgdo
obtidos para a malha mais refinada em ambas as aproximagdes foram comparados com
resultados experimentais de outros autores. Esse procedimento permitiu concluir que ambas as
aproximacoes apresentaram boa concordancia com os resultados experimentais. A analise do
comportamento do fluido no interior do bocal mostrou que ambas as aproximagdes sdo capazes
de reproduzir os fendmenos fisicos do escoamento e capturar descontinuidades. Para regides
proximas a descontinuidades, a aproximagdo de Roe ¢ mais adequada para representar o
escoamento real de um fluido. Uma verifica¢do dos resultados foi feita utilizando a incerteza
calculada através do estimador de Richardson. No geral, concluiu-se que a aproximag¢ao de Roe

¢ a mais adequada e acurada para solucionar o problema proposto.

Palavras-chave: Bocal Convergente-Divergente. DFC. JST. Roe. SU2. Fluido Compressivel.



ABSTRACT

The study of convergent-divergent (CD) nozzles is essential for efficiency and practical results
optimization due to its wide applications. To do so, it is possible to use the numerical approach.
This work has as its main objective to evaluate the accuracy of Jameson-Schmidt-Turkel (JST)
and Roe spatial numerical approximation in solving a problem of a compressible fluid flowing
inside a CD nozzle, throughout the finite volume method. Seeking to reach this objectives, five
non-orthogonal structured meshes were created with the Gmesh program, all with the same
dimensions and a constant refine between them. Afterward, ten simulations were done using
the free software SU2, which is programed with C++ language. In five of them, were used the
JST approximation with each of the meshes, and in the other five, were used Roe approximation
with each of the meshes. The results of the ratio between the pressure at the nozzle wall and the
stagnation pressure acquired with the finest mesh with both approximations were compared
with the experimental data from other authors. This procedure allowed to conclude that both
approximations have a good agreement between numerical and experimental results. The
analyses of fluid’s behavior inside the nozzle showed that both approximations are capable of
reproducing physicals phenomena of the flow and capturing discontinuities. For regions close
to discontinuities, the Roe approximation is better suited to represent the real fluid’s flow. A
verification of the results was done utilizing the uncertainty computed by the Richardson
estimator. In general, one can concluded the Roe approximation more adequate and accurate to

solve the proposed problem.

Keywords: Convergent-Divergent Nozzle. CFD. JST. Roe. SU2. Compressible Fluid.



FIGURA 1 —

FIGURA 2 —

FIGURA 3 —

FIGURA 4 —
FIGURA 5 —

FIGURA 6 —

FIGURA 7 —

FIGURA 8 —

FIGURA 9 —

FIGURA 10—

FIGURA 11—

FIGURA 12 -

FIGURA 13 -

FIGURA 14 -

FIGURA 15—
FIGURA 16 -

FIGURA 17—

LISTA DE ILUSTRACOES

BOCAL CONVERGENTE-DIVERGENTE..........ccccooviimiimieeieeeeennenn.
RESULTADOS NUMERICOS E  EXPERIMENTAIS DO
COMPORTAMENTO DO GAS NA SAIDA DE UM MOTOR
FOGUETE.........ooomioioeeeeeeeeeeeeee e,
DISTRIBUICAO DE ENERGIA CINETICA TANGENCIAL DO GAS
NO INTERIOR DO BOCAL.....co.oooomeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee s,
PROPAGACAO DE ONDAS DE CHOQUE EM UM BOCAL CD............
COMPARACAO ENTRE RESULTADOS EXPERIMENTAIS E
NUMERICOS DO NUMERO DE MACH NO INTERIOR DO BOCAL....
COMPARACAO ENTRE RESULTADOS EXPERIMENTAIS E
NUMERICOS NA SECAO DE GARGANTA DOBOCAL........................
FRACAO MASSICA DE MONOXIDO DE HIDROGENIO E NUMERO
DE MACH NA SECAO DIVERGENTE DO BOCAL..........cccoocvvvereeann.
COMPARACAO ENTRE RESULTADOS EXPERIMENTAIS E
NUMERICOS NA SAIDA DO BOCAL ASSIMETRICO............cco............
VOLUME DE CONTROLE FIXO EM UM ESCOAMENTO.....................
VOLUME DE CONTROLE RETANGULAR EM ESCOAMENTO 1D.....
ALTERACOES NAS CARACTERISTICAS DE UM FLUIDO DEVIDO
A ONDA DE CHOQUE. ...t ees e eeseeeneee
ALTERACOES NAS CARACTERISTICAS DE UM FLUIDO DEVIDO
A ONDA DE EXPANSAO. ..ot
MALHA NAO ORTOGONAL ESTRUTURADA PARA SIMULACAO
DE ESCOAMENTO EM UM TUBO...........ooiviiieeeieeeeeeeeeeeeeseeses e,
MALHA NAO ORTOGONAL ESTRUTURADA PARA SIMULACAO
DE ESCOAMENTO EM UM CILINDRO........ooovuovoeeeeeeeeeeeseeeseean.
DIMENSOES FISICAS DOBOCAL...........ooioeveieeeeeeeeeeeeeeeeses s,
MALHA NAO ORTOGONAL ESTRUTURADA COM 675
VOLUMES. ..ot
DIVISAO DOS CONTORNOS DA MALHA COM 675
VOLUMES......cooomoeieeeeeeeeeeeeeeeseee e

19

19
23

24

25

26

27

32

45

49

49

50

51
53

55



FIGURA 18 —

FIGURA 19 -

FIGURA 20—

FIGURA 21 -

FIGURA 22 —

FIGURA 23 -

FIGURA 24 —

NUMERO DE MACH AO LONGO DO BOCAL USANDO A
APROXIMACAO NUMERICA JST.eeveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeensees
NUMERO DE MACH AO LONGO DO BOCAL USANDO A
APROXIMACAO NUMERICA DE ROE........ooovieieeeeeeeeeeeeeeereseeeean
RESULTADOS PARA MACH NA SECAO DE ENCONTRO ENTRE A
ONDA DE CHOQUE E A LINHA DE SIMETRIA DO BOCAL,
USANDO JST ..ot
RESULTADOS PARA MACH NA SECAO DE ENCONTRO ENTRE A
ONDA DE CHOQUE E A LINHA DE SIMETRIA DO BOCAL,
USANDO ROE ......c.ooiiiiiieeeeeeeeeeeseeeeee e
RAZAO ENTRE PRESSAO NA PAREDE DO BOCAL E PRESSAO DE
ESTAGNACAO AO LONGO DO EIXO AXIAL DO BOCAL...................
TEMPERATURA DE ESTAGNACAO AO LONGO DO BOCAL
USANDO A APROXIMACAO NUMERICA JST......ooivvieveeeeeeeeeneen,
TEMPERATURA DE ESTAGNACAO AO LONGO DO BOCAL
USANDO A APROXIMACAO NUMERICA DE ROE..........ccccooovvnnnn...

77

717

79

82



TABELA 1 -

TABELA 2 —

TABELA 3 —

TABELA 4 —

TABELA 5 -

TABELA 6 —

TABELA 7 —

TABELA 8 —

LISTA DE TABELAS

NUMERO DE DIVISOES EM CADA DIRECAO E NUMERO
DEVOLUMES PARA CADA MALHA.........cocooiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeean
VALOR RESIDUAL, NUMERO DE ITERACOES E TEMPO
COMPUTACIONAL DE CADA  SIMULACAO USANDO

VALOR RESIDUAL, NUMERO DE ITERACOES E TEMPO
COMPUTACIONAL DE CADA SIMULACAO USANDO

RAZAO ENTRE PRESSOES AO LONGO DO EIXO AXIAL DO
BOCAL, ERRO E ERRO RELATIVO USANDO JST.........cccvvvvmrvrrrrnnnnn.
RAZAO ENTRE PRESSOES AO LONGO DO EIXO AXIAL DO
BOCAL, ERRO E ERRO RELATIVO USANDO ROE..........cccocovvimnnn..
ORDEM APARENTE PARA AS APROXIMACOES JST E DE ROE........
INCERTEZA ATRAVES DO ESTIMADOR DE RICHARDSON E
ERRO RELATIVO PARA AS APROXIMACOES JST E DE

NORMA L’ E ERRO RELATIVO PARA TEMPERATURA DE
ESTAGNACAO NA ENTRADA DO BOCAL.......ooooveieeeeeeeeeeeen

56

74

74

79

80

81

82



LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

1D - Unidimensional
2D - Bidimensional
CD - Convergente-Divergente

DFC - Dinamica de Fluido Computacional

JST - Jameson-Schmidt-Turkel



LISTA DE SIMBOLOS

Simbolos - Descricao Unidade
a - Velocidade do som em um fluido [m/s]

A - Area do volume de malha [m?]

A - Area de controle

A - Matriz de mapeamento de F em U

b - Entalpia por unidade de massa [J/kg]
B - Matriz de mapeamento de Uem W

c - Calor especifico [J/kgK]
C - Matriz de mapeamento de FemW

Ca - Coeficiente de descarga

di - Razdo entre o segundo € o primeiro valor de W

d> - Raziio entre o terceiro e o primeiro valor de W

ds - Razdo entre o quarto e o primeiro valor de W

dq - Razdo entre o quinto e o primeiro valor de W

D - Operador dissipativo da aproximag¢ao numérica JST

e - Energia interna por unidade de massa [J/kg]
E - Energia interna total por unidade de massa [J/kg]
f - Vetor com propriedades do fluido

F - Vetor com propriedades do fluido

g - Vetor com propriedades do fluido

G - Vetor com propriedades do fluido

h - Tamanho do elemento de malha

H - Entalpia por unidade de massa [J/kg]
1 - Matriz identidade

Jj - Funcao escalar no espacgo e tempo

] - Vetor com propriedades do fluido

J - Matriz Jacobiana

kl - Constante dependente do gas [Nm*/kg?]
k2 - Constante dependente do gés [m?/kg]

K - Matriz genérica para método de Euler Implicito



- Fungdo vetorial no espago e tempo

—~

L - Matriz genérica para o método de Euler Implicito

L - Norma

m - Massa

m - Fluxo de massa

M - Nimero de Mach

M - Momento interno total

ﬁs’ - Momento total na superficie

ﬁt’ - Variagdo do momento interno total com o tempo

ni - Taxa de calor adicionada ao fluido dentro do volume de
controle

n2 - Taxa de trabalho total realizada no fluido dentro do volume de
controle

n3 - Taxa de mudanca de energia do fluido conforme ele atravessa
o volume de controle

N - Numero de pontos da malha

Nyol - Nimero de volumes da malha

p - Pressdo

Du - Ordem aparente

q - Razio de refino de malha

0 - Calor por unidade de massa

Q - Taxa de calor por unidade de massa

0 - Taxa total de calor adicionada ao volume de controle

r - Contorno da area de controle

R - Constante dos gases

R - Matriz constante genérica

Ry - Matriz de mapeamento de GemU

R: - Matriz de mapeamento de J em U

s - Entropia por unidade de massa

S - Superficie de controle

Y - Area perpendicular ao escoamento

[K]
[ke]
[kg/s]

[Nm]
[Nm]
[Nm]

[J/s]

[J/s]

[J/s]

[pontos]
[volumes]

[N/m?]

[J/kg]
[J/kgs]
[J/kgs]

[J/kgK]

[J/kgK]

[m?]



- Vetor resultante da multiplicagdo entre o vetor normal e o

%Y

incremento de area

Se - Area de saida do bocal

t - Tempo

T - Temperatura

u - Vetor com propriedades do fluido

U - Vetor com propriedades do fluido

Ui - Incerteza pelo estimador de Richardson
v - Volume especifico

V - Velocidade

V - Vetor velocidade

14 - Volume de controle

14 - Volume

w - Vetor paramétrico

w - Vetor média aritmética entre dois estados do vetor paramétrico
X, Y, 2 - Diregoes cartesianas

Y - Forga de corpo resultante

73 - Forga corpo por unidade de massa

75' - Forga de superficie resultante

Simbolos gregos

a - Fun¢ao temporal genérica

By - Autovetor 1

By - Autovetor 2

Ba - Autovetor 3

Ba - Autovetor 4

B - Autovetor 5

y - Razdo entre calores especificos
€ - Coeficiente adaptado ao fluido
% - Fungdo espacial genérica em x
A - Autovalores

v - Parametro para termo dissipativo

p - Massa especifica

[m?]
[s]
[K]

[m3/kg]
[m/s]
[m/s]

[m?]

[N]
[N/kg]
[N]

[kg/m?]



o - Coeficiente para calculo da matriz A

T - Compressibilidade

® - Solugao numérica

v - Constante dissipativa para JST

Q - Operador para a aproximagao numérica
Sobrescritos

(2) - Segunda Ordem

(4) - Quarta Ordem

-1 - Matriz inversa

- Média aritmética

n - Determinado momento no tempo
n+l1 - Momento posterior no tempo
Subscritos

0 - Estagnagdo

00 - Solucdo exata

a - Malha refinada

b - Malha intermediaria

c - Malha grosseira

f - Final

i - Posi¢ao do volume na dire¢ao x
id - Ideal

ini - Inicial

irr - Irreversivel

j - Posi¢do do volume na dire¢ao y
k - Contorno do volume

L - Estado anterior

n - Componente normal

p - Pressdo constante

R - Estado posterior

r - Real

S - Isentropico

v - Volume constante

X - Na diregdo x

[m?*/N]



- Na diregdo y

- Na diregdo z



1.1.

2.1.
2.2.
2.3.

3.1.
3.1.1.
3.1.2.
3.2.
3.2.1.
3.2.2.
3.2.3.
3.24.
3.2.5.
3.2.6.
3.3.
3.4.
3.5.

4.1.
4.2.
4.3.
4.3.1.
4.3.2.
4.3.3.
4.3.4.
4.3.5.
4.3.6.
4.3.7.
44.
4.5.

SUMARIO

INTRODUGCAQ . .....eceeeeeeeereeeessssesssssssssssssssssesssssssssesesssssssssssssssssssssssssssesssssssesens 18
OBIETIVOS ...ttt sttt ettt et ebe e s 21
REVISAQ BIBLIOGRAFIC A.....cuueuueunnennsennsernsenssesssessssssssessssssssssssssssssssssssssssess 22
ESTUDOS EM BOCAIS CONVERGENTE-DIVERGENTE..........ccccooctriiiiieiinne 22
APROXIMACOES NUMERICAS ESPACIAIS.....cooeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 27
VERIFICACAO ATRAVES DO ESTIMADOR DE RICHARDSON.............coco........ 28
FUNDAMENTACAQO TEORIC A......ouueeeererreeressessessessessssssssssssessessessessessessesssssesasss 29
REVISAO DE TERMODINAMICAL........corvimiiriiineiieriseeeseessessssssssessssesesesssesesnes 29
Propriedades de UM @AS.........cc.eeriiiiieiiieiii ettt ens 29
CONCEILOS AE CNETOPIA.....uvveeeirreeiiieeiieesteeesteeesreeeseteeeseeeeaeeesseeeesseeessseeessseesssseeessseens 30
REVISAO DE DINAMICA DE FLUIDOS..........coooiuiieiieeeeeeeeeeseeeeers e 31
Lei da conservagao de MASSA........cccuuieeviieiiieeiiieeeiiieeeteeeetreeeeteeeereeeereeeseseeesaseeeeareeenns 31
Lei da conservagao de quantidade de mOVIMENtO......c..cevveeiierireriienieeiieeie e 34
Lei da conservagao d€ ENETIA.......cccuieeiueieiiieerieeeiiieeeieeerteeeiteeeteeeeseeeeseeesbeeesnseeenns 37
Velocidade do som em um fluido e niimero de Mach.............ccoccoiiiiininiinnn 40
Caracteristicas de um escoamento COMPIeSSIVEL.......c.ovvuieruieriieiiieniieiierie e 43
Propriedades totais de um fluido..........ccocueeiiiiiiiiiiinii e 45
ONDAS DE CHOQUE E ONDAS DE EXPANSAO..........ccooveieieeeiereeeeeeeeseernins 48
CONCEITOS SOBRE MALHAS NAO ORTOGONAIS ESTRUTURADAS............. 50
ESTIMADOR DE RICHARDSON........ooiiiitiiiiteieeee et 51
METODOLOGI A....uucouuinninnennninsnnssenssnsssisssssssssssssssssssssssssssasssssssssssssssssssssasssssssssssssssss 53
MODELO FISICO.........oiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 53
EQUACOES GOVERNANTES DO MODELO FISICO..........ccocoveveevreeeeeeeseee. 54
MODELO NUMERICO. .....covvturiimrioneeoeeiseeeseesseesss s 55
Dominio comPutaCIONAL..........cccuiiieiiiieeiiiieccie ettt eetee e eraeesre e e s neeesereeenns 55
CondigOes de CONTOINO.......ueiiieiiiieeeeiiiiie et e e ettt eecte e ettt e e e e eaae e e e eeaaeeeeeeaareeeeeenneeas 56
Aproximagao MUMETICA JST.....ccuiiiiiiiieiieiie ettt 57
Aproximagao numeErica de ROC.........ccoeiiiiiiiiiiiiiciieeee e 61
Aproximagao numérica de Euler Implicito........cccooecuveriiieiiiiiiceeeceeceeee e, 69
Critério d€ CONVETZENCIA. . cciuiieriiieeieiieeitieeeieeesteeesteeeteeeeteeesseeessseeessseeessseeensseesnsseenns 70
VarTavels A€ INEEIESSE......eeuuiruiiiiriierieiiesitete ettt sttt ettt sttt st sbe et saeesbeenae 71
CRITERIOS DE AVALIAGCAO........ciiiriieireeiseeeseseisseies s ssesssssessesssses e 71
ANALISE DO ERRO NUMERICO.........coooioiiieieeeeeeeeeeeseeeeseses e, 72



5.1.
5.2.
5.3.

5.4.
5.5.

6.1.
6.2.
6.3.

SIMULACOES E RESULTADOS......ccccccstereersenssssnssnssssssssssssssssssssssssssssssssssasssssssens 74

SIMULAGCOES. ...ttt ettt et ee ettt s e v s s en et s s s sesenesenas 74
COMPORTAMENTO DO FLUIDO NO INTERIOR DO BOCAL...........ccccoovveeunnnn. 75
COMPARACAO ENTRE AS APROXIMACOES NUMERICAS JST E DE ROE E

DADOS EXPERIMENTAIS........covuiiieieeeeeeeeeeeeeeee e nesss s 78
VERIFICACAO DAS APROXIMACOES NUMERICAS JST EDEROE.................. 81
ANALISES SOBRE O CAMPO DE TEMPERATURA NO BOCAL............cccco......... 82
CONSIDERACOES FINAIS.......coveerrrrrerreressessssessesesssssssessesssessssessesssessesessessasessose 85
CONCLUSOES. ...ttt 85
CONTRIBUICOES. ...t 85
SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS........coouiviiieeeeeeeeeeeeeseeeeeeseennen, 86

REFERENCIAS. ..oeveveeeeeeeeveveessesesesssesssssssssssssssasssssessasssssssssssssssssssssssnsassssssssssasassesnns 87



18

1 INTRODUCAO

O bocal convergente-divergente (CD) ¢ um equipamento capaz de realizar alteragdes nas
propriedades dos fluidos que escoam em seu interior. Ele € composto por uma regido de
estrangulamento, onde sua area de se¢do de entrada ¢ reduzida até uma drea minima,
denominada como garganta do bocal, e posteriormente uma se¢do divergente, na qual essa drea

aumenta. Um exemplo desse tipo de bocal pode ser visto na FIGURA 1.

FIGURA 1 - BOCAL CONVERGENTE-DIVERGENTE.

| Convergente Divergente
1 | 1

Garganta

FONTE: Adaptado de Germer (2014).

Esse tipo de equipamento possui diversas aplicagdes praticas. Como exemplo dessa
questdo cito os autores a seguir. Balabel et al. (2011), que fizeram previsdes precisas do
comportamento do gas na saida de bocais CD utilizados em motores foguetes, vistas na
FIGURA 2. Tan et al. (2012), os quais melhoraram a eficiéncia de processos de injecdo de
polimero ao utilizar um bocal durante o processo. Bian et al. (2018), que fizeram o uso desses
equipamentos para aprimorar o processo de liquefacao de gases. Vanmore e Dabade (2018),
responsaveis por desenvolverem esse tipo de bocal para uso em processos de micro abrasao

com resultados mais eficientes. Por fim, Chen, Jiang e Liu (2020), que estudaram o uso desse
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equipamento na area quimica, verificando a distribui¢do de energia em aparelhos de

desidratacao e separagao de hidrocarbonetos em gas natural, vistos na FIGURA 3.

FIGURA 2 — RESULTADOS NUMERICOS E EXPERIMENTAIS DO
COMPORTAMENTO DO GAS NA SAIDA DE UM MOTOR FOGUETE.

FONTE: Balabel et al. (2011).

FIGURA 3 — DISTRIBUICAO DE ENERGIA CINETICA TANGENCIAL DO GAS NO
INTERIOR DO BOCAL.

ZA4Ter05
3 Mes
2 ATe+05

1.800+05
| 1.36e+05

'1.1:5'-5*05
B v2e+H04

Sd2e+04
IE.HB*EM

e

Tangential kinetic energy (1)

000e+00

FONTE: Chen, Jiang e Liu (2020).
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Devido a essa diversidade de uso para o bocal CD, na maioria das vezes os parametros
utilizados em um caso ndo sdo os mais adequados para outros casos. Portanto, ¢ necessario
encontrar aqueles que sejam ideais e permitam alcancar a maxima eficiéncia do equipamento
em cada situagdo. A andlise do comportamento do fluido no interior do bocal ¢ considerada
como um desses parametros. Sendo assim, conhecer as caracteristicas do fluido e do
escoamento no interior do bocal possibilitam a otimizagdo dos resultados praticos obtidos.

Para adquirir esses dados, pode-se realizar o estudo desses bocais através da abordagem
experimental, que consiste em montar um protdtipo em escala (geralmente reduzida) e submeté-
lo as condigdes mais proximas possiveis das de operagdo do modelo real para obter resultados.
Também ha a abordagem de dinamica de fluidos computacional (DFC), que usa métodos
numéricos para adquirir dados de interesse, ou a combinacao das duas anteriores.

Ao optar pela metodologia de DFC, ¢ necessario o uso de um programa de computador
capaz de solucionar o problema proposto. O SU2 ¢ um cddigo de programacao escrito em
linguagem C++ que atende tal necessidade. Ele ¢ capaz de resolver andlises de equagdes
diferenciais parciais de fluidos compressiveis em regimes turbulentos ou laminares. Além disso,
fornece informacgdes que podem ser usadas para aprimoramento de estruturas, refino de malha
localizado, e andlises de sistemas fisicos mais complexos (ECONOMON et al., 2016).
Apresenta ainda como vantagens os fatos de ser um programa computacional que pode ser
adquirido sem custo, e ser um software livre, permitindo acesso ao codigo fonte para qualquer
usuario.

Ao trabalhar com o codigo SU2 para resolver problemas em bocais, deve-se escolher
alguns parametros para garantir que o modelo numérico esteja de acordo com a realidade e
reproduza resultados confidveis. Dentre essas escolhas destaco o método a ser utilizado para
solu¢do das equacdes. Para o presente trabalho, foi adotado o método de volumes finitos.
Destaco ainda a escolha das aproximacdes numéricas espaciais.

Uma dessas aproximacgdes ¢ a Jameson-Schmidt-Turkel (JST), que discretiza os termos
espaciais das equagdes de Euler para fluido através de volumes finito (JAMESON; SCHMIDT;
TURKEL, 1981). Além da JST hé a aproximacao de Roe, que ¢ um solver aproximado para
problemas de Riemann baseado no esquema de Godunov (Roe. P.L., 1981). Essa aproximacao
também trata dos termos espaciais de equacdes, e pode ser utilizada para solucionar as equagdes
de Euler para fluido. Ambas as aproximagdes mencionadas sao opgoes de uso dentro do codigo
SU2, e serdo parte do foco deste trabalho.

Uma forma de assegurar a confiabilidade da solugdo obtida através do programa SU2, é

realizar um processo de verificagdo, o qual visa conferir se o codigo numérico ¢ capaz de
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solucionar de forma eficaz as equagdes discretizadas, garantindo que o mesmo esteja livre de
erros de implementagdo e de usudario (Petri et al., 2015). Dentre as possiveis maneiras de se
realizar tal agdo, apresento o estimador de Richardson, que utiliza da ordem aparente para obter
a incerteza de uma solugao numérica.

A organizagdo do presente trabalho se d4 da seguinte forma: O Capitulo 2 apresenta a
revisdo bibliografica. O Capitulo 3 trata de revisdes sobre conceitos teoricos, tendo uma se¢ao
destinada a termodinamica, uma destinada a dindmica de fluidos, duas destinadas a fend6menos
que ocorrem em fluidos, e a ultima destinada ao estimador de Richardson. O Capitulo 4 explica
toda a metodologia utilizada para realizar as simulagdes e calculos deste trabalho. O Capitulo
5 demonstra as simulagdes feitas e os resultados obtidos. Por fim, o Capitulo 6 encerra o

trabalho com as consideragdes finais e conclusoes.

1.1. OBJETIVOS

O objetivo do presente trabalho ¢ verificar as aproximacdes numéricas espaciais JST e de
Roe, implementadas no programa SU2, quanto a acuracia na resolu¢ao do problema de ar
escoando no interior de um bocal convergente-divergente. Para atingir o objetivo, destacam-se
0s seguintes objetivos especificos.

e Resolver através do programa SU2 o escoamento de ar no interior do bocal com
perfil de Back et al. (1965), usando o método de volumes finitos e as
aproximagdes numeéricas JST e de Roe;

e Comparar os resultados obtidos computacionalmente de cada uma das
aproximacdes numéricas com os obtidos por Back et al. (1965); e

e Realizar uma verificagdo das solugdes para o problema do bocal usando do

estimador de Richardson e da ordem aparente.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA
2.1. ESTUDOS EM BOCAIS CONVERGENTE-DIVERGENTE

Back et al. (1965) verificaram experimentalmente a razdo entre a pressdo do fluido na
parede do bocal e a pressio de estagnacdo, usando bocais com dimensdes diferentes.
Observaram também o fendmeno da apari¢ao de ondas de choques. Em cada estudo, os autores
comparam os resultados dos testes obtidos com os resultados previstos analiticamente. Em
alguns casos, os resultados eram compativeis, porém, em outros, provou-se que o previsto
analiticamente ndo ocorria de fato experimentalmente. Para esses ultimos casos, os autores
apresentam possiveis motivos da diferenca nos resultados.

Em 1979, o comportamento do escoamento de uma mistura de ar e 4gua no interior de
um bocal CD foi estudado experimentalmente por Sandhu e Jameson. Controlando a pressao
de entrada, os autores provocaram om escoamento bloqueado na garganta do bocal e
compararam seus estudos com dados analiticos, mostrando uma boa concordancia entre os
resultados (SANDHU; JAMESON, 1979).

O motivo da presenca de ruidos no bocal de um jato supersoénico foi o foco do trabalho
de Tam e Tanna (1982). Ao analisar o nimero de Mach no interior de bocais subexpandidos e
sobre-expandidos os autores verificaram experimentalmente que o ruido estava associado com
seu valor, e com interagdes com o choque periddico formado na saida do bocal. A comparacao
com resultados analiticas reafirmaram suas conclusdes.

Arminjon e Rousseau (1985) desenvolveram computacionalmente uma solu¢do usando
elementos finitos para problemas governados pela equagdes de Euler para fluidos. Resolveram
através de seus programa um caso unidimensional de onda do choque com reflexdao e um caso
tridimensional com ondas de choque em bocais CD. Ao comparar com resultados ja obtidos,
notaram que o programa resolvia com sucesso o caso unidimensional, porém ndo era tao
eficiente para o tridimensional.

Rincon e Elder (1997) também desenvolveram seu proprio cédigo computacional, com o
objetivo de mapear todos os possiveis valores de Mach em um escoamento, baseado na pressao
do fluido. Em um de seus testes, analisam as isolinhas do nimero de Mach no interior de um
bocal CD e comparam com resultados de outras literaturas, provando que o método ¢ acurado.

Em 2007, o estudo computacional de ondas de choque em um bocal convergente-
divergente foi realizado por Xu e Zhao. Realizando simulagdes numéricas para as equagoes

bidimensionais de Navier-Stokes, os autores verificaram a presenca de ondas de choque no



23

interior e na saida do bocal, dependendo das condi¢des do fluido. Também perceberam que a
viscosidade influencia a caracteristica das ondas de choque (XU; ZHAO, 2007).

A influéncia de propriedades do fluido no interior do bocal em relagdo ao processo de
revestimento por particulas foi verificada numericamente por Park et al. (2010). Esses
pesquisadores estudaram, dentre outros parametros, efeitos de ondas de choque sobre o
processo, e concluiram que tais ondas devem ser minimizadas com o propoésito de diminuir a
flutuagao por descontinuidades nas propriedades do fluido. A FIGURA 4 demonstra o resultado
computacional obtido para a propagagdao das ondas de choque. O bocal CD estd disposto

verticalmente, com sua entrada em -24 e sua saida em 0, e o fluxo se move de baixo para cima.

FIGURA 4 — PROPAGACAO DE ONDAS DE CHOQUE EM UM BOCAL CD.
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Da Silva (2015) estuda computacionalmente o comportamento de um bocal CD. Em um
de seus teste, o autor avalia o nimero de Mach no interior de um bocal CD e verifica que o
método upwind difference scheme apresenta vantagens sobre o total variation diminishing na

captura de ondas de choque para o problema. Ele também realiza a validagao de seu codigo,
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comparando a razdo entre a pressao na parede do bocal e a pressdo de estagnacao de entrada
com resultados experimentais de outros autores.

Os autores Araki e Marchi (2017) também optaram por comparar resultados
computacionais e numéricos. Apos desenvolverem seu algoritmo computacional para o estudo
de um bocal convergente-divergente usado em motores de foguete, compararam os resultados
das simulagdes numéricas com dados experimentais adquiridos por outros pesquisadores. Com
a analise de varidveis de interesse, como pressdo e numero de Mach no interior do bocal,
puderam assegurar a confiabilidade do codigo na reproducdo de resultados satisfatorios. A

FIGURA 5 representa um dos graficos de comparagao fornecidos pelos autores.

FIGURA 5 - COMPARACAO ENTRE RESULTADOS EXPERIMENTAIS E
NUMERICOS DO NUMERO DE MACH NO INTERIOR DO BOCAL CD.
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FONTE: Adaptado de Araki e Marchi (2017).

Dehkordi et al. (2017) realizaram estudos computacionais do escoamento viscoso através
de um bocal CD da mistura agua-6leo, e compararam os resultados numéricos com dados
experimentais, a fim de validar a acuracia do codigo programado. Dez diferentes casos foram
estudados pelos autores. Os resultados da comparagdo apontaram como confidvel o uso do
método computacional para abordar essa situagdo. A FIGURA 6 apresenta uma das

comparagoes feita pelos autores.
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FIGURA 6 — COMPARACAO ENTRE RESULTADOS EXPERIMENTAIS E
NUMERICOS NA SECAO DE GARGANTA DO BOCAL.
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FONTE: Adaptado Dehkordi et al. (2017).

Testes computacionais foram feitos por Tunik (2018) em bocais CD para verificar
parametros de controle de detonag¢do na combustdo de misturas rarefeitas de hidrogénio-ar em
propulsores. Esses testes foram realizados a altitudes entre 20 km e 24 km, variando-se a
velocidade de entrada no bocal. Como conclusdo, verificaram que ¢ possivel alcancar um estado
de regime continuo de combustdo do hidrogénio no interior do propulsor, melhorando a
eficiéncia do equipamento. A FIGURA 7 apresenta o resultado numérico obtido pelos autores
para a fragdo massica de mondxido de hidrogénio e valores de linhas do nimero de Mach
constante na sec¢do divergente do bocal.

Li et al. (2019) obtiveram resultados computacionais sobre as alteracdes que o material
de construcdo do bocal pode acarretar no processo de atomiza¢do. Em suas pesquisas,
observaram o efeito do coeficiente de resisténcia do material sobre o tamanho das particulas e
a distribui¢do do spray em cada material. Concluiram que quanto maior o coeficiente, maior
serd o tamanho das particulas.

A influéncia do uso de bocais em processos de condensagdo de diéxido de carbono através
de resultados experimentais foi demonstrada em Chen et al. (2020). Seus estudos indicaram que

a pressdo de entrada e temperatura de entrada no bocal possuem influéncia significante sobre o
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processo, enquanto a alteracdo na quantidade de dioxido de carbono representa mudangas

insignificantes nos resultados finais.

FIGURA 7 - FRACAO MASSICA DE MONOXIDO DE HIDROGENIO E NUMERO DE
MACH NA SECAO DIVERGENTE DO BOCAL.
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FONTE: Tunik (2018).

O uso de dois tipos diferentes de bocais em motores hibridos de foguete foi o objeto de
estudo computacional dos autores Tian et al. (2020). Apds obterem os resultados de algumas
simulagdes numéricas, puderam observar que ¢ possivel melhorar o impulso, a eficiéncia de
combustao, e o coeficiente de propulsdo do motor ao se utilizar o bocal do tipo “aerospike’ ao
invés de um bocal CD.

Lv et al. (2020) utilizaram o método de comparagido de resultados no estudo de um
propulsor de foguete, composto por um bocal convergente-divergente, acoplado a um bocal
assimétrico. O bocal CD ¢ usado para controle da velocidade de entrada do fluido no bocal
assimétrico, e este ultimo, foi construido assim para tentar maximizar o efeito de propulsao. A
FIGURA 8 demonstra uma das comparagdes feitas pelos pesquisadores, onde pode-se observar
a formac¢do de ondas de choque e ondas de expansdo na saida do bocal assimétrico. Sua
conclusdo foi que o método computacional consegue reproduzir dados condizentes com

fendmenos reais.
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FIGURA 8 - COMPARACAO ENTRE RESULTADOS EXPERIMENTAIS E
NUMERICOS NA SAIDA DO BOCAL ASSIMETRICO.
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FONTE: Adaptado de Lv et al. (2020).

2.2. APROXIMACOES NUMERICAS ESPACIAIS

Em 2008, uma adaptagdo da aproximacdo numérica espacial JST foi proposta por
Esfahanian e Akbarzadeh. Solucionando um problema bidimensional de Navier-Stokes através
de compressibilidade artificial e método pré-condicionado, os autores encontraram resultados
satisfatorios e afirmaram que o uso desse método acelera a convergéncia do codigo.

Aguirre et al. (2014) desenvolveram um codigo de programagdo capaz de resolver
problemas que envolvam grandes deformacdes em objetos soélidos. Nesse programa, foi feito o
uso da aproximacao numeérica JST, com algumas modificagdes, para solucdo das equacdes
espaciais discretizadas do problema. Com algumas simulagdes, conseguiram comprovar a
eficiéncia desse codigos para casos de baixa ordem.

Alakashi e Basuno (2014) utilizam tanto a aproximagdo numérica de Roe quanto a
aproximacdo numérica de células-centradas para realizar seus estudos. Para tal, realizaram
simulagdes numéricas de um fluxo em regime transonico passando por uma se¢do de pas de
turbina. Ao comparar ambos os resultados, concluiram que as duas aproximagdes numéricas
sdo satisfatorias na solucao do problema proposto.

Em 2015, Jameson, um dos autores responsaveis pelo desenvolvimento da aproximagao
JST, propos melhorias para ela, apontando algumas alteracdes e implementacdes que poderiam
ser feitas em alguns casos especificos de problemas numéricos (JAMESON, 2015).

Com o objetivo de desenvolver um novo método computacional para solugdo de
problemas que apresentam alto nivel de tensdo em solidos, Lee et al. (2016) adaptaram a
aproximagao numérica JST original, a fim de resolver um problema discretizado originado de

um conjunto de leis conservativas da area de dindmica de solidos.
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Um extensdo simples da aproximac¢ao numérica de Roe ¢ vista em Arabi, Trépanier e
Camarero (2019). Os pesquisadores desenvolveram um algoritmo para solucionar o problema
de um gés misto em equilibrio termodinamico local, regidos pelas Equagdes de Euler. Com os
resultados de suas simulagdes, verificaram que a aproximagao de Roe no algoritmo ¢ acurada e

de facil implementagao.

2.3. VERIFICACAO ATRAVES DO ESTIMADOR DE RICHARDSON

Técnicas de verificagdo de codigos computacionais sdo comumente empregadas junto a
simulagdes numéricas. O uso do método do estimador de Richardson como ferramenta de
verificacdo pode ser visto em Marchi (2001). Em sua tese o autor explica e exemplifica a
utilizagdo desse método para estimar incertezas da solugdo numérica de programas
computacionais. Ele utiliza de uma variavel de interesse genérica, e a discretiza utilizando os
métodos de elementos finitos.

Em 2014, Martins et al. utilizam o estimador de Richardson, juntamente ao método da
extrapolagcdo de Richardson, para verificar o erro de programacgdo em casos de dindmica de
fluido computacional. Utilizando trés problemas modelos diferentes, com solu¢do exata
conhecidas, os autores desenvolveram um cddigo computacional e verificaram com esse

estimador a incerteza nas solucdes (Martins et al., 2014).
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3 FUNDAMENTACAO TEORICA

A fundamentagao tedrica deste trabalho estd dividida em cinco se¢des. As duas primeiras
sdo revisoes teodricas sobre termodinamica e dinamica de fluidos. Posteriormente, € tratado
sobre os fenomenos de ondas de choque e de expansdo. Alguns conceitos sobre malhas
ortogonais nao-estruturadas sdo apresentados na se¢do seguinte. Por fim, ¢ demonstrado a

metodologia aplicada para calculo de incertezas numéricas através do estimador de Richardson.

3.1. REVISAO DE TERMODINAMICA

3.1.1. Propriedades de um gas

Considerando um gés qualquer em um determinado espago e adotando que esse € um gas
ideal, ou seja, desconsiderando efeitos de forgas intermoleculares presentes nele, ¢ possivel
obter sua equacao de estado, apresentada na Equacao (1), a partir da teoria da estatica ou da

cinematica na area de engenharia mecanica (ANDERSON, 2003)
pV = mRT, (1)

onde p ¢ a pressdo, V ¢ o volume do sistema, m ¢ a massa, R ¢ a constante do gas, e 7 ¢ a
temperatura.
Variacdes dessa equacao de estado podem ser escritas para fins de conveniéncia em cada

situacdo. Como exemplo, é possivel dividir toda a Equagdo (1) pela massa, resultando em
pv =RT, (2)

onde v € o volume especifico.
Como o volume especifico ¢ o inverso da massa especifica (p), a Equacdo (2) pode ser

reescrita como

p = pRT . 3)

Para casos em que ndo ¢ possivel fazer a considera¢do de um gés ideal, deve-se utilizar a

equac¢do de estado para um gés real,
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<p+%) (v —k2) = RT, 4)

onde kI e k2 sdo constantes diferentes que dependem do tipo de gés usado.

Além da pressdo, temperatura, e massa especifica de um gas, outras duas propriedades
importantes sdo a energia interna ¢ a entalpia. A energia interna corresponde ao somatorio de
todas as energias presentes nas particulas de um gas, e pode ser escrita como uma funcao da
temperatura, ¢ do volume especifico, como demonstrado na Equagao (5). A entalpia por sua

vez, ¢ obtida através da energia interna de acordo com a Equagao (6).
e=e(T,v), (5)
b=e+pv, (6)

onde e ¢ a energia interna por unidade de massa, e b ¢ a entalpia por unidade de massa.
Por fim, para um sistema termicamente perfeito (forcas intermoleculares dos gases
desconsideradas), € possivel obter o calor especifico a volume constante (¢,) € o calor especifico

a pressdo constante (c,) como apresentado nas Equacdes (7) e (8), respectivamente.
_ (de) o
“v=\ar/,’
_ (db) g
Cp = dT » : ( )

3.1.2. Conceitos de entropia

Assim como apresentado por Anderson (2003), a entropia ¢ uma forma de energia em um
sistema que indica “a dire¢d0” em que os fendmenos ocorrerdo. Em um sistema térmico, o valor
incremental da entropia por unidade de massa (ds) pode ser obtido pela divisdo entre o
incremento de calor por unidade de massa adicionado ao sistema (dQ) e a temperatura atual do
sistema, adicionado de uma parcela de energia por unidade de massa gerada por forgas

dissipativas (dsir),
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d
ds = TQ + dsiyy . 9)

Quando presentes, os efeitos dissipativos sempre causam aumento na entropia do sistema,
portanto tem-se que (dsi»=> 0), sendo que o sinal de igual indica casos de auséncia desses efeitos.

Utilizando esse fato em conjunto com a Equacao (9), € possivel obter

ds > —. (10)

A Equagdo (10) permite concluir que o conjunto de processos que ocorrem em um sistema
tendem a aumentar o valor de sua entropia. Caso a entropia permaneca a mesma do comego ao

final do processo, esse ¢ considerado como sendo isentropico.

3.2. REVISAO DE DINAMICA DE FLUIDOS

Essa secdo demonstra a obtengao das principais leis de dinamica de fluidos, tanto em sua
forma integral, quanto em sua forma diferencial. Também apresenta a obtencao da velocidade
de som, nimero de Mach em um escoamento, a classificagdo do escoamento quanto a

compressibilidade do fluido, e propriedades totais de um fluido.

3.2.1.Lei da conservaciao de massa

Seja um volume de controle fixo em um escoamento, denotado por (V), e uma érea de
superficie fechada nesse mesmo fluxo, denotada por (S), mostrado na FIGURA 9. Considere
um elemento na superficie de controle e uma area infinitesimal (dS) ao seu redor.

O fluxo de massa (m) através de qualquer elemento de superficie em um fluido em
movimento pode ser obtido, conforme proposto por Anderson (2003), pelo produto da massa

especifica, da componente da velocidade normal a superficie, e da area, ou seja

m = pV,dS = pV - dS , (11)

. = ’ . ’ p=4 r
onde V, ¢ a componente normal da velocidade, V ¢ o vetor velocidade da particula, e S € o vetor

resultante da multiplicag@o entre o vetor normal e o incremento de area.
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FIGURA 9 — VOLUME DE CONTROLE FIXO EM UM ESCOAMENTO.
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FONTE: Adaptado de Anderson (2003).

Portanto o fluxo de massa que entra no volume de controle pela superficie € o somatdrio

do fluxo de massa através e todos os elementos de superficie, podendo ser escrito como
— # pV -ds. (12)

Considere agora um volume de controle infinitesimal, dado por (dV). A massa desse
volume infinitesimal pode ser obtida pela multiplicagdo dele mesmo com a massa especifica.

Sendo assim, a massa total do volume de controle ¢ obtida a partir da Equacao (13).

ﬁgﬁ pdV. (13)

4

A variacao de massa do volume de controle com o tempo pode entdo ser calculada por

0 .
aﬁgg pdV, (14)

14

onde ¢ € o tempo.
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De acordo com o principio fisico da conservagao de massa, nao ¢ possivel criar ou destruir
massa em um sistema. Portanto o fluxo de massa que entra no volume de controle deve ser
equivalente a variagdo de massa com o tempo do proprio volume de controle. Juntando-se as

Equacdes (13) e (14), obtém-se

L . 0 .
—#pV-dS =a#fpdV, (15)
S

Esse resultado, visto na Equacao (15), ¢ chamado de equacao da continuidade, e esta
apresentada na forma integral.

Agora, seja a identidade vetorial dada por

#T-d§= f#(v-f)dv, (16)
v

S

S
onde [ ¢ uma fung¢ao vetorial no espago e tempo.

Aplicando a identidade da Equacao (16) na Equacao (12), tem-se

# pV -dS = j‘# V- (pV)dv. (17)

S v

Substituindo a Equagdo (17) na Equacao (15) e arranjando os termos
ap 1 -
j%g[a+v-(pV)]dV=0. (18)
v

Para que a condicao imposta na Equagdo (18) seja sempre valida, ¢ necessario que o

valor do integrando seja sempre nulo. Sendo assim, conclui-se que

dp -
— . —_— 19
TR (pV) = 0. (19)

A Equacao (19) representa a equagdo da continuidade na forma de equacao diferencial.
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3.2.2.Lei da conservacgao de quantidade de movimento

Considere o volume de controle da FIGURA 9. Ao analisar as for¢as que atuam sobre
esse volume, € possivel agrupa-las em forgas de corpo (as que atuam no fluido que esta dentro
do volume de controle), e forgas de superficie (aquelas que atuam na superficie do volume de
controle).

Para um elemento infinitesimal de volume, a forca de corpo que atua sobre este pode ser

calculada através da multiplicagao da massa especifica, da for¢a por unidade méassica de fluido
(73)), e do elemento infinitesimal volume. Portanto, a forga de corpo total no volume de controle

(17) ¢ a soma da forga de corpo em cada elemento infinitesimal de volume (ANDERSON, 2003)

Y = j%g pYzdl. (20)

v

Considerando agora um elemento infinitesimal de superficie no contorno do volume de
controle, e tratando-se de um fluido inviscido, tem-se que a tnica fonte de forga de superficie
atuante ¢ proveniente da pressdo, e pode ser obtida pela multiplicagdo da pressao com o proprio
elemento de superficie. Sendo assim, a forca de superficie total no volume de controle (75) ¢

dada pela soma das forcas de superficie em cada elemento infinitesimal de superficie,

75=—#pd§- Q1)

A soma das parcelas de forca de corpo e for¢a de superficie representam a forca resultante
que atua sobre o volume de controle.

Para um elemento infinitesimal de superficie, tem-se que seu fluxo massico pode ser
obtido pela Equacao (11). Multiplicar esse fluxo pela velocidade do fluido permite a obtengao
do momento ocasionado nessa superficie. Com isso, tem-se que o momento total gerado na
superficie do volume de controle (E), ¢ o somatorio do momento em cada elemento

infinitesimal de superficie,

W5 = g (o7 - dS)V 22)
S
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Sendo um elemento infinitesimal de massa no interior do volume de controle e
multiplicando-o pela velocidade do fluido, obtém-se o valor do momento interno ocasionado

pelo elemento de massa. Somar todos os momentos internos de cada elemento de massa resulta

no momento interno total do volume de controle (1\7 ),
M = j# pVvdV. (23)
v
Portanto a variacao do momento interno total no decorrer do tempo ¢ dada por

0 o
aﬁ pvdV. (24)
v

Aplicando-se o principio fisico que a taxa temporal de variagdao de momento de um fluido
em movimento passando por um volume de controle em um determinado instante € igual ao
somatorio de forcas exercidas sobre o fluido nesse volume, € possivel escrever as Equacdes

(20), (21), (22), e (24) da seguinte forma

— >\ — a = A 5 95 =g
#(pV -dS)V + %#ﬁ pVav = j{# pYgdV — # pdS . (25)
S 1% 14 S

A Equagdo (25) ¢ chamada de equacdo da conservagdo de quantidade de movimento, e
estd representada em sua forma integral.

Adote agora a identidade vetorial

# jds = j%ﬂ (vj)av, (26)
S v

onde j ¢ uma fungao escalar no espago e tempo.

Utilizando a identidade da Equagao (26) para o ultimo termo da Equacao (25), tem-se
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— =\ — a e ~ _— ~ P
#(pV -dS)V + %j%g pVdV = ﬁf pYgdV — 4 VpdV . 27)
v 14 v

Considerando um sistema de coordenadas cartesianas com direcdes x, y e z, a Equacao
(27) pode ser reescrita para cada uma dessas componentes. Para o caso da dire¢do x, o resultado

seria

#(p -dS)V, j#pV dv = ff#pYBde j%gg—zciv (28)
N

onde Vx ¢ componente da velocidade na diregédo x, e Y, € componente da forga de corpo na
direcao x.

Usando a identidade vetorial da Equagdo (16) no primeiro termo da Equacao (28) tem-se

7%5 V- (pVV)av + E#}g pV,dV = j‘# pYs dV — j# — —av. (29)
14 14 14

14

Rearranjando os termos
dp  d(pVy) S
j(#[stx—a—T—V'(p%V) av.=0. (30)
14

Para que a condicao imposta na Equagao (30) seja sempre valida, € necessario que o valor

do integrando seja sempre nulo. Sendo assim, conclui-se que

————2 V. (plV) = 0. (31

pYs, —2-——=2-=V-(p}V) =0, (32)
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pYBZ——Z———V~(pVZI7)=O. (33)

onde V) e Yp yséo as componentes da velocidade e for¢a de corpo, respectivamente, na direcdo

Yy, € Vz e Y, sdo as componentes da velocidade e forga de corpo, respectivamente, na dire¢do

Z.

3.2.3.Lei da conservacgio de energia

Considere o volume de controle mostrado na FIGURA 9. Fazendo com que esse seja um
volume de controle infinitesimal, e analisando trocas térmicas, ¢ possivel obter o valor da taxa
de calor adicionado a esse elemento multiplicando-se a taxa de calor por unidade de massa (Q)
com a massa especifica e o proprio valor do volume infinitesimal, de acordo com Anderson

(2003). Sendo assim, para todo o volume de controle, tem-se

n, = ﬁ}g Qpav , (34)
1%

onde n; ¢ a taxa de calor adicionada ao fluido dentro do volume de controle.

Considere um elemento infinitesimal de area na superficie do volume de controle. A forca
exercida pela pressao nesse elemento de area ¢ dada pela multiplicagdo da pressdao do fluido
pelo proprio tamanho do elemento.

A taxa temporal de trabalho realizado em um corpo qualquer em movimento pode ser
obtida pela multiplicacdo da forga realizada sobre este corpo pela sua velocidade.

Tem-se entdo que a taxa de trabalho exercida nesse elemento ¢
—(pdS) - V. (35)

Portanto o trabalho exercido por forgas de pressdo em todo o volume de controle ¢

- #(pdg) V. (36)

S
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Considere agora um elemento infinitesimal de volume no interior do volume de controle.
A forga realizada por forgas de corpo nesse elemento ¢ dada pela multiplicacdo da massa
especifica, da forca de corpo por unidade de massa, e do proprio valor do volume infinitesimal.
Partindo da mesma teoria, multiplicar esses trés valores pela velocidade do fluido resulta na
taxa de trabalho exercida por forgas de corpo nesse elemento infinitesimal. Com isso, a taxa de

trabalho exercida em todo o volume de controle ¢ dada por
f# (pYpdV) -V . 37)
14

A taxa de trabalho total realizada no fluido dentro do volume de controle (72) € obtida

entdo pela soma das Equagdes (36) e (37). Rearranjando os termos, tem-se

n == o7 a5+ ff o(75 - 7)ar. (38)

S v

Um fluido possui naturalmente uma parcela de energia interna. Quando esse fluido esta
em movimento, uma segunda parcela devido a energia cinética provocada pela velocidade deve
ser considerada. Portanto, tem-se que para um fluido em movimento, sua energia interna por

unidade de massa ¢ dada por

e (39)

Considere novamente um elemento infinitesimal de 4rea na superficie do volume de
controle. Sabendo que a massa de fluido que atravessa esse elemento gera energia, tem-se que
o fluxo de energia através desse elemento ¢ dado pela multiplicacdo das Equagdes (11) e (39).

Portanto a taxa de fluxo de energia para a superficie de controle ¢ obtida por

. V2
#(pv -dS) <e + ?> : (40)
S
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Analisando agora um elemento infinitesimal de volume no interior do volume de controle,
tem-se que a energia interna desse elemento ¢ dada pela multiplicacdo da Equacao (39) com a
massa especifica e com o proprio valor do elemento de volume. Com isso, a energia interna no

interior de todo o volume de controle ¢ dada por

v\ .
j%g p <e + 7) dVv. 41)

1

Portanto, a taxa temporal de variacao de energia interna do volume de controle devido a

efeitos transientes das varidveis dos fluidos é

d v\
aﬁggp e+7 dv . (42)
v

A taxa de mudanca de energia do fluido conforme ele atravessa o volume de controle (73)

¢ a soma das Equagdes (40) e (42), mostrada a seguir

d 2\ . &
n3—aA p<e+7>dV+#(pV-dS)<e+7>. (43)
14

S

Aplicando o principio fisico da conservagdo de energia para um fluido, tem-se que todo
o calor adicionado ao fluido, somado a todo o trabalho realizado sobre o fluido ¢ igual a taxa

de variagdo de energia através do volume de controle. Isso indica que
nl + nz = n3 . (44)

Substituindo as Equagdes (34), (38) e (43)

ﬁf@pdv _#pv.dmﬁ}é (¥, - V)ap

S FL

14

—3‘#6 +V2 dV+# +V2 V-dS

e |P\° T2 P\ET '
\%4 S

(45)
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A Equacao (45) ¢ chamada de equacao de energia, e esta representada em sua forma
integral.
Aplicando a identidade vetorial da Equagdo (16) no segundo e no Ultimo termo da

Equacao (45), tem-se

ghov a3 = §fpv-(pi)ar (46)
S

2 2
#p<e+v7)l7-d§=j%€v-[p(e+v7>l7]dl7 : (47)
s

Substituindo as Equagdes (46) e (47) na Equagdo (45), e rearranjando os termos

ﬁ%{@—v(p?ﬁp(ﬁ-?)—% p<e+V;>]—v.[p<e+v72>17]}d17=0. (48)

Para que a condi¢ao imposta na Equagao (48) seja sempre valida, ¢ necessario que o valor

do integrando seja sempre nulo. Sendo assim, conclui-se que

. - — o d v? V2 S
pQ—V-(pV)+p(YB-V)—ap e+ ||=V-|ple+=)V[=0. (49)
A Equacio (49) representa a equagdo da energia na forma diferencial.

3.2.4.Velocidade do som em um fluido e numero de Mach

Considere uma onda de som se movendo em um fluido com velocidade a. O fluido a
frente da onda se desloca em direcdo a ela também com velocidade a. Como a onda ¢é por
definicdo considerada uma onda fraca, as mudangas causadas por ela no fluido sdo pequenas.
Portanto pode-se considerar que a alteragao da velocidade do fluido apods a onda de som seja
infinitesimal.

Sendo assim, o fluido a frente da onda de som se desloca em diregdo a ela com velocidade

a, pressao p, temperatura 7 e massa especifica p. Devido as alteracdes, o fluido que se encontra
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atras da onda se desloca afastando-se dela com velocidade (a+da), pressao (p+dp), temperatura
(T+dT') e massa especifica (p+dp).
Utilizando a Equacdo (15) para um caso unidimensional, e adotando que o regime ¢

estacionario, obtém-se (ANDERSON, 2003)

piniVxl‘ni = prxf ’ (50)
Onde o subindice ini representa as propriedades em um estado anterior, e o subindice f
representa as propriedades em um estado posterior.

Como o escoamento através da onda de som ¢ unidimensional, pode-se usar a Equacao

(50) para obter a relagdo entre as propriedades do fluido, o que resulta em
pa=(p+dp)(a+da). (51)
Ou
pa = pa + adp + pda + dadp . (52)

Desconsiderando o produto de infinitesimais, por serem muito menores em relagcdo aos

outros termos, tem-se que

da

a=—p%.

(33)

Utilizando a Equacdo (25) para um caso unidimensional, adotando que o regime ¢

estacionario, e sabendo da auséncia de forgas de corpo, obtém-se
Pini + PiniVei;- = Ps + Pfofz : (54)
Aplicando a Equacdo (54) para o caso da onda de som, tem-se

p+pa® = (p+dp) + (p + dp)(a + da)* . (55)



42

Desconsiderando novamente os termos que multiplicam dois valores infinitesimais, a

Equagdo (55) pode ser reescrita como

_dp+a’dp

d
@ —2ap

(56)

Substituindo a Equacao (56) na Equacao (53)

—Zp+a2

p

= —p|L—0o|. 57
¢ p —2ap (57)

Rearranjando os termos
a= |—. (58)

Considerando os processos fisicos que ocorrem nas mudancas das propriedades do fluido
devido a onda de som, nota-se que ¢ possivel desprezar efeitos dissipativos de friccdo e de
conducao térmica. Também nao ha adi¢cdo de calor durante o processo. Sendo assim, conclui-
se que a onda de som gera mudangas no fluido de forma isentropica. Portanto pode-se escreve

a Equacgdo (58) como

a= (Z—Z) , (59)

onde o subindice s indica que o processo € isentropico.

Para um gés caloricamente perfeito, através do uso de relagdes isentropicas, a Equacao

(59) pode ser reescrita como

a = /YRT , (60)
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onde y € a razdo entre o calor especifico a pressdo constante e o calor especifico a volume
constante.
A partir da velocidade do som de um fluido, ¢ possivel obter o nimero de Mach (M),

como mostra a Equacdo (61).

(61)

O Numero de Mach ¢ um valor adimensional usado como parametro para classificacao

de escoamentos, assunto esse que sera abordado na se¢ao 3.2.5.

3.2.5. Caracteristicas de um escoamento compressivel

Um escoamento pode ser classificado, como mencionado em Anderson (2003), de duas
formas quando considerado a compressibilidade de um fluido, sendo elas compressivel e
incompressivel. Essa compressibilidade ¢ entendida como uma variacdo na massa especifica do

fluido decorrente de uma variagao na pressdao do fluido como mostra a equacao a seguir

1dp
T=——, (62)
pdp
onde 7 ¢ a compressibilidade do fluido.
Reescrevendo a Equacgao (62),
dp = tpdp . (63)

Para que um escoamento seja completamente incompressivel (t = 0), a variagdo da massa
especifica deve ser nula (a massa especifica deve ser constante) para qualquer que seja a
variacdo de pressao. Como este fato ndo ocorre fisicamente, considera-se também como
escoamento incompressivel casos em que a variacdo da massa especifica ¢ relativamente muito
pequena (menor que 5%) a ponto de ndo ser impactante nos resultados dos célculos.
Escoamentos de liquidos em turbinas e bombas hidrdulicas sdo exemplos deste tipo de

escoamento.
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Ja para ser considerado compressivel, o escoamento deve apresentar uma variacao
consideravel de massa especifica com variacdes de pressao. Usualmente, essa caracteristica esta
ausente em liquidos, devido ao seus baixos valores de compressibilidade. Porém, nota-se sua
presen¢a quando tratando-se de gases em determinadas situagdes.

Uma forma pratica para se classificar o fluido de acordo com sua compressibilidade ¢
utilizar a relagdo entre os efeitos de compressibilidade e inércia do fluido. A Equacdo (63) pode

ser reescrita da seguinte forma

— = (64)

Utilizando os conceitos de velocidade de som de um fluido, e substituindo a Equacao (64)

na Equacdo (59), tem-se

a= |=, (65)

Como a velocidade do som pode ser escrita em funcdo do numero de Mach, a
compressibilidade de um fluido também pode ser obtida como fun¢@o do nlimero de Mach.
Sendo assim, foram obtidas faixas de valores para o nimero de Mach que permitem

classificar o escoamento em cinco regimes diferentes. Sao eles:

e Subsonico, (M <0,8);

e Transénico, (0,8 <M <1loul <M<1,2);
e Sonico, (M =1)

e Supersodnico, (1,2 <M <5);

e Hipersonico, (M > 5).

Para os regimes transénico, sonico, supersonico e hipersonico, o escoamento de um fluido
deve ser classificado como compressivel. Dentro do regime subsonico podem ocorrer duas
situagdes. Com valores de Mach menores que 0,3, o escoamento do gas pode ser considerado
como um escoamento incompressivel sem comprometimento dos resultados de célculos. Para

valores de Mach entre 0,3 € 0,8, o escoamento do gas deve ser considerado como compressivel.
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3.2.6. Propriedades totais de um fluido

Considere que, em um escoamento, um elemento de fluido qualquer esteja sendo
desacelerado isentropicamente, causando variacdes em suas propriedades. Quando esse
elemento de fluido atingir o ponto de estagnacdo (7 = 0), sua temperatura passa a ser definida
como temperatura total (7)), sua pressdo passa a ser definida como pressao total (py), € sua
massa especifica passa a ser definida como massa especifica total (pg), também denominadas
como temperatura de estagnagao, pressao de estagnagao, e massa especifica de estagnacao,
respectivamente. Essas propriedades estao relacionadas com as propriedades 7, p e p do fluido,
conforme sera demonstrado (ANDERSON, 2003).

Considere um estado inicial (ini) e um estado final (f) de um fluido em um escoamento
unidimensional, onde as propriedades do fluido nos dois estados sejam diferentes, conforme
mostrado na FIGURA 10.

Para calcular a variacdo nas propriedades, ¢ possivel aplicar as leis de conservagdo para
um fluido em sua forma integral no volume de controle retangular, representado pelas linhas
tracejadas da FIGURA 10. Como o escoamento ¢ unidimensional, as propriedades sao
uniformes ao longo do contorno esquerdo e do contorno direito. Considere que ambos o0s
contornos apresentem uma area (S) perpendicular ao escoamento, que seja em regime

permanente, e que nao hajam forgas de corpo atuantes.

FIGURA 10— VOLUME DE CONTROLE RETANGULAR EM ESCOAMENTO 1D.

Vi T S P A e e fo 4
Pini —Pi §——> Py

ini —'*i :h—r Tr g
Pini —vi :L——p Pr
€ini ——i --------------------------------------- ::__> er v

FONTE: Adaptado de Anderson (2003).

Utilizando essas consideragdes na Equacao (45), tem-se
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. ~ — - VZ — -
ﬁSngdV—#pV-dSz#p<e+?>V-dS. (66)
4 S S

Para simplificar, a integral de volume para o primeiro termo da Equacgdo (66) serad
representada por Q, indicando a taxa total de calor adicionada ao gas no volume de controle.

Avaliando a integral de superficie nos dois contornos tem-se

A S S S inniz S foz
Q + DiniViein;S = PrVapS = —PiniVe ;S <eini +— ) T orViepS | ep + - (67)

Reorganizando os termos

~ 2 V 2
9 piVe . + poniV, FRCTLTE D P (68)
R PiniVxin; T PiniVxini \ Cini > = PrVxy T PrVxp| € 5 |-

Dividindo o lado esquerdo por pjn;Vy,;, ;» € 0 lado direito por pVy r

A - V.. 2 Ve
_ Q n Pini +oep + Xini _ p_f + er + il . (69)
SPiniVay;  Pini 2 ’

Como @ ¢ a taxa de calor adicionada, € Spin;V,,; € 0 fluxo de massa através do volume
de controle, entao o primeiro termo da Equagao (69) ¢ simplesmente o calor adicionado por

unidade de massa. Utilizando a defini¢ao de entalpia da Equacao (6)

Ve, 2 Ves?
Q+bini+ xlznl :bf+ 2f . (70)

Considere agora que as variagdes nas propriedades ocorram de forma adiabaticas, e que
o fluido possa ser considerado como caloricamente perfeito. Utilizando a Equagdo (8), a

Equacao (70) pode ser reescrita como
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2
V. 2 v,
CpTini + xlzi = Cpr + Tf . (71)
Retomando o conceito de temperatura total e fazendo o estado ini ser o estado real do
elemento de um fluido, e o estado f ser o estado de estagnag¢do do elemento de fluido, € possivel

escrever a Equacao (71) como

2

|4

A Equacao (72) indica que a temperatura total pode ser calculada para condicdes reais
conhecidas em qualquer ponto para qualquer tipo de escoamento. Apesar de inicialmente ter
sido definido como um processo isentropico, nota-se que para o calculo da temperatura, apenas
a condicdo de adiabatico foi aplicado ao escoamento. Portanto, ¢ possivel redefinir a
temperatura total, ou de estagnacdo, como sendo a temperatura que existiria se o elemento de
fluido fosse desacelerado adiabaticamente até o estado de estagnacdo. Para as outras
propriedades, a condi¢do de irreversibilidade também se faz necessaria.

A Equagdo (72) pode ser reescrita para encontrar uma taxa entre a temperatura real e a

temperatura de estagnacdo

gy v 73
T ~  2c,T (73)
Sabendo que
YR
=—, 74
Cp Y — 1 ( )
entao

To Vi(y —1)
2 _ M S—— 75
T 1+ 2YRT (73)

Utilizando a Equagao (60)
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b0 (]

M? . (77)

Para encontrar as relagdes para a pressao e massa especifica do fluido, basta aplicar

relacdes isentropicas a Equacao (77), obtendo as equagdes

N
Po _ [1 -1 ley‘l’ (78)
p 2

1
Po _ Il L= ley‘l _ (79)
p 2

Vale ressaltar que para um escoamento que seja completamente isentropico, os valores
de pressdo total e massa especifica total permanecerdo constantes. Como ja mencionado, a
temperatura total depende apenas do processo ocorrer de forma adiabatica. Portanto, para um
escoamento que, por mais que apresente processos irreversiveis, ainda seja completamente

adiabatico, a temperatura total permanece constante.

3.3. ONDAS DE CHOQUE E ONDAS DE EXPANSAO

Conforme demonstrado em Anderson (2003), quando o escoamento de um fluido em
regime supersdnico encontra uma quina de compressao, ocorre o fendmeno conhecido como
onda de choque obliqua. Esse choque, além de redirecionar as linhas de fluxo, impacta
diretamente em suas propriedades, causando alteragdes de forma ndo isentrdpicas.
Considerando o estado antes da onda choque e o estado apods a onda, a FIGURA 11 demonstra

o0 que ocorre com cada uma dessas caracteristicas.
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FIGURA 11 — ALTERACOES NAS CARACTERISTICAS DE UM FLUIDO DEVIDO A
ONDA DE CHOQUE.

Onda de
choque

FONTE: Adaptado de da Silva (2019).

Ja quando o escoamento de um fluido em regime supersonico encontra uma quina de
expansao, ocorre o fendmeno conhecido como ondas de expansdo ou leque de expansdo. Esse
fendmeno causa variagdes isentropicas de propriedades no fluido, além da mudanga de diregao
das linhas de fluxo. Usando as mesmas consideragdes feitas para ondas de choques, a FIGURA

12 demonstra as alteragdes sobre cada uma das caracteristicas.

FIGURA 12 — ALTERACOES NAS CARACTERISTICAS DE UM FLUIDO DEVIDO A

ONDA DE EXPANSAO.

Onda de
expansdo -

FONTE: Adaptado de da Silva (2019).

Back et al. (1965) afirmam ser possivel prever o aparecimento desses choques no interior
de um bocal CD através da anélise das linhas de Mach. Porém, deve-se ter em mente que, devido

a efeitos inesperados do comportamento do fluido, pode ser que essa previsao nao seja concreta.



50

3.4. CONCEITOS SOBRE MALHAS NAO ORTOGONAIS ESTRUTURADAS

Malhas nao ortogonais estruturadas sdo tipos de malhas comumente utilizadas na solucdo
computacional de problemas de DFC. Possuem como caracteristica principal uma estruturacao
logica na criacdo de seus elementos. Para casos bidimensionais com o uso do métodos de
volumes finitos, os volumes de malha sdo, na maioria das vezes, do tipo quadrilateral (TU;
YEOH e LIU, 2013). As FIGURAS 13 e 14 demonstram exemplos de aplicagdes para essas
malhas.

Facilidade no mapeamento dos pontos da malha e conectividade direta entre volumes
vizinhos sdo exemplos de vantagens ao se usar esse tipo de malha. Também possibilitam o facil
gerenciamento de dados, e tornam a escrita do programa computacional mais simples,
justamente devido a sua conectividade de volumes ser de forma organizada.

Apesar de apresentarem alta eficiéncia para geometrias simples, ao se tratar de geometrias
mais complexas, esse tipo de malha gera aumento na ndo ortogonalidade, o que pode causar
solucdes nao condizentes com a realidade devido a transformagao das equagdes governantes. O
aumento do nimero de termos das equagdes para tratar dessas ndo ortogonalidades também

eleva o custo computacional e pode prejudicar a acurécia e a eficiéncia do programa.

FIGURA 13 - MALHA NAO ORTOGONAL ESTRUTURADA PARA SIMULACAO DE
ESCOAMENTO EM UM TUBO.
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FONTE: TU; YEOH e LIU (2013).
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FIGURA 14 - MALHA NAO ORTOGONAL ESTRUTURADA PARA SIMULACAO DE
ESCOAMENTO EM UM CILINDRO.

FONTE: TU; YEOH e LIU (2013).

3.5. ESTIMADOR DE RICHARDSON

Para malhas unidimensionais com N pontos nodais e espacamentos iguais entre si,
utilizando o método de diferengas finitas, o tamanho do elemento de malha pode ser obtido por

(MARCHI, 2001)

1
h = —(N 1’ (80)
onde / ¢ o tamanho do elemento de malha.

Considere um caso de trés malhas unidimensionais, uma mais refinada, uma
intermediaria, e uma mais grossa, com tamanho de elementos 4, 4, € A, respectivamente. Para
cada uma dessas malhas foi obtida uma solu¢do numérica de uma variavel de interesse,
representadas por ¢, ¢», € @¢, respectivamente. Sendo ¢ a razdo de refino constante entre os

pares de malhas conforme mostra a equagao

hc hb

= — = — 1
hy, hg’ ®1)

q

¢ possivel obter o valor da ordem aparente (pv ) por
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¢a — ¢b
log(q)

(82)

Py =

log (¢b — ¢c)

A incerteza de uma solugdo numérica qualquer pode ser calculada através do estimador

de Richardson como

Uri = oo — ¢, (83)

onde ¢ ¢ a solugdo numérica e @, € uma solugdo estimada. Esta tltima pode ser obtida através

da solugdo numérica em duas malhas diferentes e da ordem aparente

P = b +%. (84)

Substituindo a Equac¢ado (84) na Equacdo (83) tem-se que a incerteza da solu¢do numérica

¢ calculada por

_ (¢a B d)b)
Upi = @—1) (85)

Em casos bidimensionais, para malhas ndo ortogonais estruturadas, e para o método de
volumes finitos, o refino da malha pode ser avaliado na area do volume de malha. Sendo N, o
numero de volumes da malha, a razao de refino entre duas malhas consecutivas pode ser obtido

por

Nvola

q= (86)

Nvolb

A obtencao da ordem aparente e da incerteza para um caso 2D segue o mesmo
procedimento apresentado para o caso 1D, substituindo apenas a forma do calculo da razdo de

refino de malha pela Equacao (86).
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4 METODOLOGIA

Este capitulo apresenta todos os parametros necessarios que foram utilizados para realizar
as simulagdes. Esta subdividido em cinco sec¢des principais, abrangendo nas duas primeiras
caracteristicas a respeito do modelo fisico do problema proposto, posteriormente, sao
explicadas as caracteristicas do modelo computacional, apos, trata-se a respeito do método de
comparacdo para validagdo dos resultados, por fim, explica-se a utilizagdo da norma L' para

calculo de erros numéricos.

4.1. MODELO FIiSICO

O estudo deste trabalho € a solucdo do escoamento bidimensional de ar no interior de um
bocal convergente-divergente. Para tornar possivel a comparagao dos resultados obtidos, foram
utilizadas as mesmas caracteristicas de um dos experimentos dos autores Back et al. (1965). A
FIGURA 15 representa as dimensdes para a geometria do bocal. O escoamento ocorre da
esquerda para a direita, e considera-se que o fluido entra no bocal paralelamente a linha de

simetria.

FIGURA 15 — DIMENSOES FISICAS DO BOCAL.
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FONTE: O Autor.
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O fluido avaliado no escoamento foi o ar padrdo. Nas propriedades referentes ao gas,
foram considerados os valores de 287,00J/kgK para a constante de gas, e 1,35 para a relacao
entre calores especificos. Nas caracteristicas de estagnagdo, tem-se a temperatura de 833,33K

e a pressdo de 1,725MPa.

4.2. EQUACOES GOVERNANTES DO MODELO FiSICO

Para solucionar o modelo fisico proposto, as leis da conservagao de massa, conservagao
da quantidade de movimento, ¢ conservacdo da quantidade de energia em suas formas
diferenciais foram aplicadas. Os casos gerais para cada uma das leis foram demonstrados no
Capitulo 3 deste trabalho, portanto, serdo feitas algumas adaptacdes para que elas se enquadrem
no problema em questao.

Para um caso bidimensional em x ¢ y, a Equacdo (33) ndo ¢ utilizada, e o vetor velocidade

passa a ser
= (Y
V= (V;,) . (87)

Sabendo-se da auséncia de qualquer tipo de for¢a de corpo (73) = 0), sabendo-se também
que ndo ha trocas térmicas (Q = 0), e que o ar é considerado como um gas ideal,
desconsiderando os efeitos viscosos, e substituindo essas condigdes nas Equacdes (3), (19),

(31), (32) e (49), tem-se o conjunto

(p —pRT =0

ap _,

E+V-(pV)—O,
dp 9(pV) .

<_a_fﬁ_v.(pvxm_0' (88)
dp d(pVy 5y

~Sp- ST (W) = 0,

v (pV) -2 v Y v Vl=0

- ~(p)—%p e+t )|-V-|ple+5|V|=0.

O conjunto demonstrado na Equacao (88) ¢ conhecido como as equacdes de Euler para

fluidos ideais, e sdo as equagdes governantes para o caso proposto nesse trabalho.
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4.3. MODELO NUMERICO

Para realizar as simulagdes presentes neste trabalho foi utilizado o software livre SU2,
com a aplicagdo do método de volumes finitos. O computador em que as simula¢des foram
realizadas possui um sistema operacional Windows 10 64 bits, um processador Intel Core 15-
7200U 2,5GHz, e 8Gb de memoria RAM. Mais informagdes a respeito de caracteristicas da

modelagem numérica sdo apresentadas nas subse¢des que seguem.

4.3.1. Dominio computacional

Através do programa Gmesh, cinco malhas ndo ortogonais estruturadas foram geradas,
todas possuindo as mesmas dimensdes, porém com niumero de volumes diferentes, e refino de
area de volume constante igual a 4. A malha mais grossa esta representada na FIGURA 16. A
TABELA 1 apresenta o nimero de divisdes nas direcdes x e y e a quantidade de volumes para

cada malha, sendo a malha 5 a mais grossa e a malha 1 a mais refinada.

FIGURA 16 - MALHA NAO ORTOGONAL ESTRUTURADA COM 675 VOLUMES.
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FONTE: O Autor.

As dimensdes do bocal para o dominio computacional sdo iguais as dimensdes do
dominio fisico. Devido ao comportamento simétrico apresentado por um fluido no interior de

um bocal, apenas a metade superior do bocal foi modelada.
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TABELA 1 — NUMERO DE DIVISOES EM CADA DIRECAO E NUMERO
DEVOLUMES PARA CADA MALHA.

Divisdes na Divisdes na  Numero de

Malha Direcéo x direcio y volumes
5 76 10 675
4 151 19 2700
3 301 37 10800
2 601 73 43200
1 1201 145 172800

FONTE: O Autor.

4.3.2.Condic¢odes de contorno

Para aplicar as condi¢des de contorno nas simulagdes, as linhas de contorno de cada uma

das malhas foram divididas em quatro grupos diferentes, como mostrado na FIGURA 17.

FIGURA 17 — DIVISAO DOS CONTORNOS DA MALHA COM 675 VOLUMES.
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FONTE: O Autor.

Na linha “Entrada”, foi utilizado como condi¢do de contorno os valores conhecidos para
pressdo e temperatura, sendo eles 1,725Mpa e 833,33K, respectivamente (Back et al. 1965). O
SU2 trata essa condigoes de contorno como condigdes de Dirichlet, calculando as outras
variaveis a partir de varidveis ja conhecidas.

Na linha “Parede”, a condi¢do de parede solida adiabatica com deslizamento

(desprezando efeitos viscosos) foi aplicada. Nesse caso, o SU2 trata a condi¢cdo de contorno
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como condicao de Neumann, e utiliza para o valor nulo para o fluxo de massa de fluido que
atravessa o contorno.

Para a linha “Simetria”, usou-se a condi¢ao de eixo de simetria existente no SU2. Essa
condig¢do anula o fluxo de massa através do contorno e cria uma reflexao dos valores obtidos.
Sendo assim, um estado do fluido refletido ¢ computado a partir de um estado atual e uma
condi¢do de Neumann ¢ aplicada (RAVISHANARA; OZDEMIR; WEIDE, 2020).

Apesar de, para condigdes supersOnicas, ndo ser necessaria nenhuma condi¢do de
contorno na saida de um bocal CD, no programa SU2 foi preciso incluir a condigdo de saida
de dados supersonicos na linha “Saida”. Essa condi¢do ¢ tratada como uma condicdo de

Neumann.

4.3.3. Aproximacao numérica JST

A aproximacao numérica JST foi uma das aproximacgdes utilizadas neste trabalho. Ela
consiste na discretizacdo espacial das equacdes governantes em uma forma de funcao, acrescida
de uma funcao dissipativa, para permitir convergéncia e estabilidade.

A seguir, serd exemplificado como as equacdes de Euler sdo discretizadas através dessa
aproximacao numérica, tendo como base o trabalho de Jameson, Schimidt e Turkel (1981).

Considere inicialmente as equagdes das trés leis governantes em suas formas integrais.
Ao aplicar-se condi¢des iguais as condi¢des do modelo fisico, apresentadas na Secdo 4.2, as
equacdes governantes, se tornam equacdes de Euler, e podem ser escritas no formato vetorial

como

0 . = N
a# udxdy+§(fdy—gdx) =0, (89)
A T

A

onde A € a area de controle, 7 sdo os contornos da area de controle, € os vetores U, f, € g, sdo

p
pVx
Yy )
pE

= (90)
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PV
> [ pVZ+p
pViH
I I

: (92)

em que £ ¢ a energia interna total do fluido, calculada pela Equagao (93), e H ¢ a entalpia total

do fluido, calculada pela Equagao (94).

p

1
= m+§(v,f+vy2), (93)

E

H=E+%. (94)

Analisando a face de um volume quadrilateral, denotado pelo conjunto de subindices (i,j),
obtém-se um conjunto de equagdes diferenciais ordindrias aplicando-se o método de linha no
processo de discretizacdo, e desacoplando os termos espaciais e temporais. Portanto, para cada

onde A4 ¢ a area do volume de malha, e Q ¢ um operador que representa a aproximag¢ao numérica
da integral de contorno da Equacao (95). Esse operador pode ser obtido como mostrado a seguir.

Seja h,, e h, oincremento de malha nas diregdes x e y, respectivamente para o contorno
Xk y k s

k do volume. Considere os quatro contornos do volume da malha representados pelos indices
1,2, 3 e4. Sendo assim, a conservacdo da quantidade de movimento na dire¢ao x, por exemplo,

seria
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4
0
S (ApR) + > By ply, =0, (96)

k=1
com

p
e~ e ¥ Sy 97)

0, =V,
k X pka

khy

e o somatoério sendo realizado para as faces do volume. Os valores para as propriedades do
fluido nos contornos sao calculados como sendo a média entre os valores dos volumes que

compartilham o mesmo contorno. Como exemplo

1 1
(pVi)y = > (pV)ij + > (OV)is1j (98)

O procedimento para obter o operador Q para as outras equagdes ¢ andlogo ao
demonstrado para a equacao da conservagao da quantidade de movimento em wx.

Porém, para garantir estabilidade da aproximacao numérica para regides do fluxo que
possam conter descontinuidades ou elevados gradientes de pressdo, ¢ preciso acrescentar um

termo dissipativo artificial. Com isso, a Equagdo (95) € reescrita como
d — — —
E(Au) + QU +Du =0, 99)

onde D ¢ um operador dissipativo.

O termo dissipativo para a variavel p ¢
Dp =Dyp+ Dyp, (100)
onde D, ¢ D,, sdo as contribui¢des correspondentes em cada direcao, escritas como

Dip=d 1. —d 1, (101)

>J =]
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Dyp=d 1—d 1. (102)

Jts Ll—5

Para o termo di+1j, tem-se
>

L
_ "2 @

L1, = £

l+i!] At l+i']

4
(Pivrj = Pij) — Ei(+)1j(/0i+z,j = 3pis1; + 301 — picay)|,  (103)
>
onde €@ e ™ sio coeficientes de segunda e quarta ordem, respectivamente, que se adaptam

com as caracteristicas do fluido. Seja

. =21+ D
Vi,j _ |pl+1,] pl,} Di 1,}| (104)

- |pivej| + 200, + |Picej|

Entao

@ _ pyg® .
-y PRRETA
€l max(Vis1,j; Vi) (105)
e™ = max lO; <‘I/(4) — @ >l, (106)
l+§"l l+E,]

onde ¥ @ ¢ ¥® g3o constantes para a formulagio dissipativa, que comumente apresenta
valores de 1/4 e 1/256, respectivamente.

Todos os termos a direita das Equacgdes (101) e (102) sdo similares. Portanto suas
obtengdes sao de forma andloga a apresentada.

Os termos dissipativos para as outras equagdes sao obtidos substituindo a variavel p pelas
devidas variaveis (pVx, pV,, pE), nas Equacdes (100), (101), (102) e (103).

Por fim, para solucionar o problema por completo, deve ser usado juntamente a essa
aproximacao, qualquer tipo de aproximagao numérica temporal, uma vez que a aproximacao
JST trata apenas da parte espacial.

Foi escolhida a aproximag¢do numérica temporal de Euler Implicito, que sera explicada

na Secdo 4.3.5, para ser usada conjuntamente com a aproximacao numérica JST.
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4.3.4. Aproximacao numérica de Roe

Outra aproximacao numérica utilizada neste trabalho foi a de Roe. Essa aproximacgado
consiste em substituir a matriz Jacobiana em um problema linear por uma matriz que seja
constante, dependente de dois estados diferentes.

A seguir, um caso genérico serd apresentado para demonstrar a ideia geral da
aproximacao numérica de Roe, e posteriormente serd exemplificado como as equagdes de Euler
sao discretizadas através dessa aproximacao numérica, tendo como base principal o trabalho de
Roe (1981).

Considere a equagao genérica dada por

da 00(a)
at ox

0, (107)

onde o ¢ uma funcdo temporal qualquer e € ¢ uma funcao espacial qualquer na direcdo x,

dependente da fungdo temporal. Ao introduzir a matriz Jacobiana (J) dada por

00

= — 108
J==, (108)
a Equacdo (107) pode ser reescrita da seguinte forma
Jda da
— —=0. 109
o H (@ = (109)

A aproximacao de Roe substitui a matriz Jacobiana por uma matriz constante dependente

de dois estados diferentes. Portanto, a Equagao (109) fica sendo

da O«
—+R—=0, 110
ot ox (110)
onde R ¢é a matriz constante.

Solucionar numericamente um problema como o proposto na Equac¢do (110) significa

obter a solucdo através da aproximagao numérica de Roe.
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Considere agora as equagdes de conservagdo de massa, energia e quantidade de
movimento para fluidos em suas formas diferenciais. Considere também a auséncia de
viscosidade, trocas térmicas e forgas de corpo. O conjunto dessas equacdes, aplicando tais
condigdes, resultam nas equagdes de Euler para fluidos em um caso tridimensional, e podem

ser expressas vetorialmente por

oU oF G 9]

ou OoF oG 9] _ 11
actaxtay to: =0 (1)

onde

\
), (112)

A
p + pV?
F=| ouly |, (113)
pViV,
Ve(p t+e)
./
l\

A
p+poVy |, (114)

PV,
pViV,
I=| PHBV |. (115)

Considere um vetor paramétrico dado por
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1 w,
Ve (£
= ws |. (116)

i)\
H Ws

Nota-se que esse vetor paramétrico ¢ capaz de representar todos os vetores da Equagao

<!
g

N| =
NS

(111) como funcgao dele proprio e de propriedades constantes do fluido. Para o caso do vetor U

tem-se que

le
wiw,
Wi Ws;
wiw,
W, W. -1
1Ws n €% )

14 2y

(117)

St
Il

(WS + Wi +W72)

- o - - —_—
Assim como ¢ possivel representar os vetores U, F, G e | através do vetor W, também ¢é
possivel representar qualquer variagdo de estado para esses quatro vetores como uma fun¢ao do

vetor paramétrico. Como exemplo, considere um estado anterior, representado pelo subindice

L, e um estado posterior, representado pelo subindice R. Para o vetor U, pode-se escrever
(U, - Ug) = B(W, — Wy), (118)

em que B ¢ a matriz de mapeamento de U em W, dada por

20, 0 0 0 0
W, W, 0 0 0\
W, 0 w, 0 0 |

B=| _ _ , 119
W, 0 0 W, 0 (119)
W, -1) _ -1) _ -1 _ W
Ws (v )W2 (v )W3 (v )W4 Wy
14 14 v v 14

onde o sobrescrito ~ significa a média aritmética entre os dois estados dos valores de W. Por

conveniéncia, o vetor com as médias aritméticas do vetor paramétrico €
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2
1 1
7 PV, + PiVig
1 2
VT/\ 1 1
o 2y 4+ 21
|W3 |= pL yL pR yR . (120)
M—/4/ 1 2 1
W — —
° PeVey, + PRVer
2
1 1
piHy, + ppHg
2

Assim como para o vetor U, € possivel fazer o mesmo procedimento para o vetor F.

Portanto
(ﬁL_ﬁR) = C(WL_WR)J (121)

em que C ¢ a matriz de mapeamento de F em W, dada por

W, Wi 0 0 0
-1) _ -1) _ -1) _ -1) _ -1) _
( r-1 W, (r—1) , (r—1) i, (r—1) i, (r—1 Wl\‘
0 Wy W, 0 0 |
0 w, 0 W, 0 /
0 Wi 0 0 W,
Utilizando as Equacgdes (118) e (121) e reorganizando os termos, tem-se
(F, — Fr) = CB~Y(U, - Uy), (123)
em que B é a matriz inversa de B. Sendo a matriz A
A=CB!, (124)

entao
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(F, — Fr) =A(U, - Up) . (125)

. . . ~ . = = . , ”
Isso indica que a matriz A ¢ a matriz de mapeamento de F em U, sendo assim, ¢ possivel
descrever qualquer variagdo de estado do vetor F através do vetor U.

Realizando o procedimento andlogo para os vetores Ge f , tem-se
(G, — Gg) =R,(U, — Ug). (126)
Ui —Jr) = R, (U, — Ug). (127)
onde as matrizes R, ¢ R; sdo as matrizes de mapeamento de G em U , € de f em U ,
respectivamente.
Sera demonstrado a seguir como obter os valores da matriz A. O procedimento para as

matrizes Ry e R; sdo similares.

A matriz A4 ¢ obtida resolvendo o problema de autovalores e autovetores
(A- ) (U, -Ug)=0. (128)

onde A sdo os autovalores e I é a matriz identidade.

Substituindo as Equagdes (118) e (124) na Equagao (128)

(CB~' — ADB(W, — Wy) =0, (129)
(C-2AB)(W,—Wy) =0, (130)
det(C—AB) = 0. (131)
Fazendo
W,
dy = ==, (132)
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d, = —, 133
= (133)
w,
dy = —, (134)
Wi
Ws
d ] 135
= (135)

a Equacdo (131) pode ser reduzida para
1
(A —dy)? {(/1 -d)* - -1 [d4 -5 (d® +d,° + dgz)]} =0. (136)

As raizes da Equagdo (136) representam os autovalores, dados por

A=d; — \/(y - 1) <d4 —%(dl2 +d,% + d32)>, (137)
A, =d,, (138)
Ay =d; , (139)
Ao =d;, (140)
Ads =d; + j(y —1) [d4 — %(dl2 +d,” + d32)] . (141)

Substituir esses autovalores na Equagdo (130) permite a obtencdo dos seguintes

autovetores
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1 2 2 2
dl—\/(y—1)<d4—§(d1 +d,* +d; ))

d,
ds
dy — d1\/()’ -1) <d4 - _(dlz + dz2 + d32)>
0
(o)
ﬁZ = d2 |r
)
d,?
0
(o)
ds
ds*
1
dq
ﬁ‘l- - d3 )
1
> (di® +dy* +d5?)
1

d4+d1\/()f—1)<d4

(142)

(143)

(144)

(145)

(146)
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Por fim, projeta-se um vetor diferenga de estado arbitrario do dominio do vetor U nos

autovetores encontrados, para servir como base para a matriz 4. Isso ¢ feito por
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5
AU = Z 0B (147)
k=1
onde os coeficientes ¢ sdo obtidos por

1
[d4 - E(dlz + dzz + d32)] 0'4 = [d4 - (dlz + d22 + d32)]AU1 +

(148)
+ d, AU, + dyAUs + d3AU, — AUS ,

dsos = AU, — d3AU,, (149)

dyo, = AUs — dyAU; (150)

01+ 05 =AU, — 0y, (151)

\/(Y —-1) <d4 —%(dlz +d,* + d32)> (05 — 0y) = AU, — d, AU, . (152)

Cada um dos vetores bases encontrados representam um vetor coluna da matriz 4.
Utilizar a aproximacao de volumes finitos nas derivadas espaciais da Equagao (111), faz

com que ela fique da seguinte forma

o (F-F)  (G-G) . (o
00 (F=Fr)  (6.=Gx) (i=J) _
ot h, h, h,

0, (153)

onde Ay, hy, € h: sdo as distancias entre os centros dos volumes da malha.

Substituir as Equagdes (125), (126) e (127) na Equagdo (153) resulta em

oU (U, —Ur) (U, — Us) (U = Ug) _
E-I_Ah—x-l_Ry hy +R, I, =

0. (154)
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Nota-se que a Equacao (154) assume a forma padrao da aproximacao numérica de Roe,
dada na Equacao (110), para um problema de escoamento de fluido, governado pelas equagdes
de Euler em um caso tridimensional.

Sendo assim, para um caso bidimensional, a aproximag¢ao numérica de Roe aplicada neste
trabalho ¢ como mostrada na Equacao (155)

U (U =Us) o (U=Ts) _

: 155
ot h, Y h 0 (155)

y

Uma aproximacao numérica temporal deve ser usada em conjunto para solucionar o
problema, uma vez que a aproximac¢ao numérica de Roe trata apenas dos termos espaciais. Foi

escolhida a aproximagdo numérica temporal de Euler Implicito, apresentada a seguir.

4.3.5. Aproximacio numérica de Euler Implicito

Para solucionar a parte temporal das equagdes governantes, foi usada a aproximagao
numérica de Euler Implicita. Baseado no trabalho de Cavalca et al. (2018), um caso geral de
como aplicar tal aproximacdo sera brevemente explanado a seguir, € posteriormente sera
abordado como esse caso se encaixa no problema proposto nesse trabalho.

Seja uma matriz K qualquer e seja uma matriz L dependente da matriz K, tal que

0K
¢ = LK. (156)

Considere todo sobrescrito » como sendo um determinado momento no tempo e todo
sobrescrito n+/ como sendo um momento posterior. Expandindo ambos os lados da Equacao

(156) para um momento posterior de tempo, tem-se

0K Kn+1 _ Kn

- - 157
Jt ot ’ (157)

+1\ n a_L n+l _ pn
L(K™) = L(K™) + = (K™ —K"). (158)



Substituindo as Equagdes (157) e (158) na Equacgao (156)

Kn+1 — K"

Jt

Reorganizando os termos
L(K™) = [ '+ aL] 5K
~ lot oK ’
onde

5K = (K™ — K™).

oL
= —L(K") = o (K™ —K™).

(159)

(160)

(161)
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A Equagdo (160) representa uma forma linearizada implicita de avanco temporal das

equagdes. Por fim, o avanco temporal pode ser obtido por

K™l = K" + 5K .

4.3.6.Critério de convergéncia

(162)

Foram usados dois critérios de convergéncia em paralelos para todas as simulagdes. O

critério principal foi estabelecido como sendo um valor muito pequeno para o residuo calculado

em cada iteracdo. Portanto, caso o valor do residuo atingisse a grandeza de E-15, a simulagdo

teria atingido a convergéncia, e seria finalizada.

O segundo critério foi um niimero maximo de iteragdes, que finalizaria as simulagdes

nessa iteragdo, mesmo que o residuo ainda nado tivesse atingido o valor estipulado. Para o

presente trabalho, optou-se em utilizar o valor maximo de numero de iteragdes como 22500

para todas as simulagdes.
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4.3.7.Variaveis de interesse

As variaveis de interesse para as simulagdes desse trabalho englobam a distribuicao de
pressdo do fluido na parede do bocal, para ser possivel realizar o processo de comparagdo com
resultados experimentais, ¢ o campo de velocidade em todo o bocal determinado pelo nimero
de Mach, a fim de verificar o comportamento do fluido e a apari¢do de possiveis
descontinuidades no escoamento.

Também foram avaliados o fluxo de massa médio de fluido na saida do bocal, que foi
usado para o céalculo do coeficiente de descarga, como serd demonstrado na Secdo 4.4, e o
campo de temperatura na entrada do bocal, para analisar o erro numérico através da norma L/,

como sera demonstrado na Seg¢ao 4.5.

4.4. CRITERIOS DE AVALIACAO

Para a parte de validacdo de resultados, o critério de avaliagao usado neste trabalho foi a
comparacao entre os resultados para a pressao na parede do bocal obtidos computacionalmente
na malha mais refinada através da aproximac¢ao numérica JST, e da aproximagao numérica de
Roe, com os valores experimentais obtidos no estudo de Back et al. (1965). A aproximacgao
numérica que apresentar o menor erro € melhor representacdo dos fendmenos fisicos, sera
considerada como sendo a mais adequada.

Na hipotese de ambas as aproximagdes numéricas apresentarem valores similares, o
critério de avaliagdo sera entdo o custo computacional de cada uma delas. Aquela que apresentar
0 menor custo, sera considerada como a mais adequada.

Para a parte de verificacao do codigo, usou-se como critério a ordem aparente e a incerteza
calculada através do estimador de Richardson. Para tal, utilizou-se as Equagdo (82) e (85)

substituindo a variavel ¢ pelo valor do coeficiente de descarga (Cy)

Cap, — Cq
1 ( b C)
°8\Cy, — Ca, (163)

Uri =(qu—_1). (164)
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Esse coeficiente de descarga ¢ obtido pela razao entre a vazao massica real do fluido (m,.)
pela vazao massica ideal do fluido (m;4), como mostrado na Equacao (165)
M,

Cy =—, (165)
¢ miq

onde m,. ¢ obtido pelo proprio programa computacional, e m;; ¢ obtido através da Equagao

(166), conforme proposto por Alam et al. (2016)

y+1

Mg :%\/ZM(l +EM2)_2(V_1)’ (166)
: \/To R 2

com S. sendo a area de saida do bocal.

4.5. ANALISE DO ERRO NUMERICO

Além da verificagdo realizada pela ordem aparente, uma anélise do erro numérico foi feita
utilizando a média da norma L/, que pode ser calculada para uma varidvel genérica, como

proposto por da Silva (2019), através de

Ny
1
== [ — 9] (167)

Como as propriedades do fluido sdo conhecidas na entrada do bocal, foi escolhida a
temperatura de estagnagao para ser a variavel para calculo da norma. O valor exato da variavel
¢ o0 mesmo utilizado para a condi¢ao de contorno, ou seja, Ty = 833,33K (BACK et al. 1965).
O valor numérico para a temperatura de estagnacao na entrada do bocal pode ser obtido
aplicando a Equagdo (77) a todos os pontos da malha na entrada do bocal (x = 0). Portanto, a

Equacdo (167) pode ser reescrita como

Ny
1
L= Z|833,33—T0j , (168)

onde
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1
To; = [1 e szl I (169)

A analise da norma foi realizada para ambas as aproximagdes numéricas em todas as

cinco malhas.
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5 SIMULACOES E RESULTADOS

Este capitulo demonstra os resultados obtidos nas simulagdes. Esta dividido em cinco
se¢oes, sendo a primeira, a quarta e a ultima dedicadas as analises de carater computacional, e

a segunda e a terceira relatando os fenomenos fisicos do fluido no bocal CD.

5.1. SIMULACOES

Para realizar as analises propostas, foram feitas dez simulacdes diferentes. A TABELA 2
demonstra a malha utilizada, o valor residual atingido, o nimero de iteracdes e o tempo
decorrido em cada simulagdo para a aproximacao numérica JST. A TABELA 3 apresenta esses

mesmos dados para a aproximacao de Roe.

TABELA 2 — VALOR RESIDUAL, NUMERO DE ITERACOES E TEMPO
COMPUTACIONAL DE CADA SIMULACAO USANDO JST.

Numero de Valor Residual (p) Numero de Tempo

Malha Volumes [kg/m’] Iteracoes [h:min:s]
5 675 9.9792729160557E-15 2142 0:00:13
4 2700 9,9713706523379E-15 2887 0:01:12
3 10800 9.8436680518446E-15 4779 0:05:08
2 43200 9,9491805001501E-15 9325 0:36:24
1 172800 2,8209178153679E-13 22500 5:47:26

FONTE: O Autor.

TABELA 3 — VALOR RESIDUAL, NUMERO DE ITERACOES E TEMPO
COMPUTACIONAL DE CADA SIMULACAO USANDO ROE.

Numero de Valor Residual (p) Numero de Tempo

Malha Volumes [kg/m?] Iteracdes [h:mm:s]
5 675 9.9683156130294E-15 3255 0:00:22
4 2700 9,9617849002971E-15 6033 0:01:55
3 10800 9,9852887932954E-15 10031 0:10:23
2 43200 9,9983270816198E-15 14805 0:55:11
1 172800 1,8285943771632E-14 22500 6:22:12

FONTE: O Autor.
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O valor residual fornecido ¢ referente ao calculo da massa especifica do fluido, feito
automaticamente pelo SU2. Nota-se que para as 4 primeiras malhas, ambas as aproximacgoes
atingiram o critério de convergéncia de valor residual estabelecido. Apesar de para a malha
mais refinada, nenhuma das aproximagdes ter atingido o valor proposto, ainda sim pode ser
considerado como um valor residual aceitavel para o problema.

Percebe-se também que, para uma mesma malha, a aproximacdo numérica de Roe
necessitou de mais tempo, quando comparada com a aproximagdo numérica JST, para

completar os calculos das simulagdes.

5.2. COMPORTAMENTO DO FLUIDO NO INTERIOR DO BOCAL

Para verificar o comportamento do fluido no interior do bocal, foram utilizadas as duas
simulagdes com a malha mais refinada para ambas as aproximag¢des numéricas. O nimero de
Mach foi avaliado em todo o bocal, e estd representado nas FIGURAS 18 (aproximagdo

numérica JST) e 19 (aproximacao numérica de Roe), geradas através do programa ParaView.

FIGURA 18 - NUMERO DE MACH AO LONGO DO BOCAL USANDO A
APROXIMACAO NUMERICA JST.

Mach
0.0e+00 1 1.5 2 2.5 3 3.7e+00

L SN

FONTE: O Autor.

Teoricamente, um fluido escoando no interior de um bocal CD deve apresentar um

comportamento subsonico na se¢do convergente, atingir o estado sonico proximo a regidao da
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garganta, € passar para um estado supersonico na regido divergente. Portanto, ¢ possivel
concluir que tanto a aproximagdo JST quanto a de Roe foram capazes de reproduzir com éxito

o comportamento esperado do fluido em aspectos gerais.

FIGURA 19 - NUMERO DE MACH AO LONGO DO BOCAL USANDO A
APROXIMACAO NUMERICA DE ROE.

Mach
0.0e+00 1 1.5 2 25 3 3.7e4+00

| S 0

FONTE: O Autor.

Ao analisar a se¢do divergente do bocal, observa-se que ambas as aproximacdes
numéricas conseguiram capturar o fendmeno de onda de choque obliqua presente no
escoamento do fluido.

No geral, os resultados apresentados pelas duas aproximagdes sdo semelhantes ao longo
de todo o bocal, porém ha uma diferenga no valor do nimero de Mach para a regido da onda
de choque, proxima a linha de simetria. Para facilitar a visualiza¢do, as FIGURAS 20 e 21
representam essa regido do bocal ampliada para as aproximagdes numérica JST e de Roe,
respectivamente.

Como pode ser visto, a aproximacao JST indica o valor méximo para o nimero de Mach
como 3,7 proximo a onda de choque, ja a de Roe aponta o valor de 3,9 (Representado pela cor
preta na FIGURA 21). E possivel que essa variacdo ocorra devido a forma como cada

aproximagao trata descontinuidades proximas a regides de contorno.
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FIGURA 20 — RESULTADOS PARA MACH NA SECAO DE ENCONTRO ENTRE A
ONDA DE CHOQUE E A LINHA DE SIMETRIA DO BOCAL, USANDO JST.

Mach
0.0e+00 1 15 2 25 3 3.7e+00

[ SN

FONTE: O Autor.

FIGURA 21 — RESULTADOS PARA MACH NA SECAO DE ENCONTRO ENTRE A
ONDA DE CHOQUE E A LINHA DE SIMETRIA DO BOCAL, USANDO ROE.

Mach
0.0e+00 1 15 2 25 3 3.7e+00

. N

FONTE: O Autor.

Outra diferenga entre as duas aproximagdes pode ser notada na se¢do posterior a onda de

choque. Utilizando novamente as FIGURAS 20 e 21, pode-se notar que a aproximagao JST
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indica a presenca de outras possiveis ondas de choque apds a primeira, o que ndo ¢ observado
para a aproximacdo de Roe. Essas apari¢des de linhas adicionais ndo sdo fenomenos fisicos
reais, mas sim oscilagdes que ocorrem devido a propagagdo de erros proveniente da propria
aproximacao numérica (da SILVA, 2015).

Portanto, conclui-se que, ao se tratar de efeitos de descontinuidade, a aproximagao de Roe
apresenta resultados mais preciso e condizentes com a realidade, enquanto a JST, apesar de ser
capaz de capturar o efeito, propaga erros intrinsecos ao seu codigo de programagao apds a

descontinuidade.

5.3. COMPARACAO ENTRE AS APROXIMACOES NUMERICAS JST E DE ROE E
DADOS EXPERIMENTAIS

Para realizar a comparagdo das aproximagdes numeéricas, foi utilizado o erro entre
resultados experimentais e numéricos. Os autores Back et al. (1965) mediram
experimentalmente o valor da razdo entre a pressao na parede do bocal e a pressdao de
estagnacdo, em diferentes locais ao longo do comprimento do bocal. Eles utilizaram em seu
trabalho uma representa¢do grafica dos resultados. Portanto, para obter os valores dos
resultados, foi usado o programa WebPlotDigitizer. Foram feitas trés medidas para cada
resultado do grafico e obtido um valor médio e uma incerteza.

Através do campo de pressdo resultante das simulagdes do SU2 para a malha mais
refinada com a aproximag¢do numérica JST e de Roe, foi adquirido o valor da pressdo para a
mesma posicao que os dados experimentais, e criada a FIGURA 22.

A FIGURA 22 mostra que tanto a aproximacao numérica JST quanto a de Roe atingiram
valores semelhantes aos dados experimentais, e também valores muito préximos entre elas
mesmas. Conclui-se entdo que ambas estdo apresentando uma tendéncia esperada da
distribuicao de pressao na parede do bocal. Porém, para avaliar a acuracia dos valores, uma
comparagdo numeérica através do erro e do erro relativo foi feita.

A TABELA 4 apresenta os valores de razio entre pressdes para o caso experimental com
sua incerteza, a razao entre pressdes para a aproximacao JST, o erro e erro relativo da
aproximacao numeérica. Esse erro refere-se a diferenca entre o valor da razdo de pressao
experimental com a razdo de pressdo obtida computacionalmente, j& o relativo foi calculado
dividindo-se o erro pelo valor experimental. A TABELA 5 demonstra esses mesmo dados para

a aproximacao de Roe.



FIGURA 22 - RAZAO ENTRE PRESSAO NA PAREDE DO BOCAL E PRESSAO DE
ESTAGNACAO AO LONGO DO EIXO AXIAL DO BOCAL.

OBack et al (1965) AJST ORoe
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FONTE: O Autor.

TABELA 4 - RAZAO ENTRE PRESSOES AO LONGO DO EIXO AXIAL DO BOCAL,
ERRO E ERRO RELATIVO USANDO JST.

X P/Po P/Po Erro Erro Relativo

[m] (Back et al. 1965) (JST) (IST) (JST) [%]
0,01998 1,000 + 0,000 0,999170  -0,000830 0,083046
0,02547 1,000 + 0,000 0,997929  -0,002071 0,207148
0,02996 0,999 + 0,001 0,996438  -0,002562 0,256504
0,03500 0,998 - 0,001 0,993819  -0,004541 0,454876
0,04411 0,994 + 0,002 0,982609 -0,010931 1,100241
0,04901 0,977 + 0,001 0,966330  -0,010700 1,095132
0,05280 0,953 + 0,004 0,936645  -0,016835 1,765672
0,05588 0,864 - 0,004 0,840656  -0,023454 2,714269
0,06285 0,488 + 0,002 0,463627  -0,024383 4,996430
0,06687 0,229 - 0,003 0,250197  0,020767 9,051683
0,07077 0,194 - 0,003 0,186013  -0,008117 4,181423
0,07845 0,185 + 0,002 0,172362  -0,012258 6,639760
0,09175 0,126 - 0,002 0,121708  -0,003992 3.175793
0,10055 0,097 + 0,004 0,093045  -0,004334 4,451066
0,11704 0,055 + 0,001 0,056994  0,002119 3,861577
0,13427 0,036 + 0,003 0,035770  -0,000060 0,168236
0,15207 0,023 - 0,003 0,023486  0,000396 1,715073
0,16930 0,017 + 0,002 0,016431  -0,000133 0,804113

FONTE: O Autor.
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TABELA 5 - RAZAO ENTRE PRESSOES AO LONGO DO EIXO AXIAL DO BOCAL,
ERRO E ERRO RELATIVO USANDO ROE.

X P/Po P/Po Erro Erro Relativo

[m] (Back et al. 1965) (Roe) (Roe) (Roe) [%]
0,01998 1,000 + 0,000 0,999174  -0,000826 0,082580
0,02547 1,000 + 0,000 0,997928  -0,002072 0,207188
0,02996 0,999 + 0,001 0,996438  -0,002562 0,256504
0,03500 0,998 - 0,001 0,993819  -0,004541 0,454857
0,04411 0,994 + 0,002 0,982609 -0,010931 1,100217
0,04901 0,977 + 0,001 0,966330 -0,010700 1,095159
0,05280 0,953 + 0,004 0,936642  -0,016838 1,765922
0,05588 0,864 - 0,004 0,840510  -0,023600 2,731112
0,06285 0,488 + 0,002 0,463563  -0,024447 5,009448
0,06687 0,229 - 0,003 0,250105  0,020675 9,011348
0,07077 0,194 - 0,003 0,185964  -0,008166 4,206630
0,07845 0,185 + 0,002 0,172515 -0,012105 6,556873
0,09175 0,126 - 0,002 0,121709  -0,003991 3,175246
0,10055 0,097 + 0,004 0,093046  -0,004333 4,449957
0,11704 0,055 + 0,001 0,056994  0,002119 3,861449
0,13427 0,036 + 0,003 0,035769  -0,000061 0,171516
0,15207 0,023 - 0,003 0,023484  0,000394 1,708146
0,16930 0,017 + 0,002 0,016429  -0,000135 0,814081

FONTE: O Autor.

No geral, pode-se observar uma boa concordancia dos resultados para ambas as
aproximacoes devido ao baixo valor do erro apresentado, exceto na regido proxima a se¢ao da
garganta do bocal. Para essa regido, o erro relativo das aproximagdes numéricas deve ser
analisado com mais atengao.

Para a aproximacgado JST o erro relativo maximo calculado foi de 9,05%, e para a de Roe
o erro relativo méaximo foi de 9,01%. Apesar desses valores parecerem altos para um percentual
de erro, da Silva (2015) realizou essa mesma comparacao entre os resultados experimentais de
Back et al. (1965) e outras duas abordagens computacionais. Em seu trabalho, obteve um erro
maximo de 9,20% para a modelagem computacional, e afirma que este valor ¢ um valor
aceitavel para o problema em questao.

Como ambas as aproximagdes apresentaram um erro relativo maximo menor que o de da
Silva (2015), ¢ possivel assumir que sdo acuradas na obtencao de resultados computacionais

capazes de representar o fendmeno fisico real.
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5.4. VERIFICACAO DAS APROXIMACOES NUMERICAS JST E DE ROE

A verificagdo das aproximagdes numéricas foi feita pela ordem aparente e incerteza
calculada pelo estimador de Richardson. Para a aproximacao JST, utilizou-se os resultados
obtidos nas cinco malhas para calcular o coeficiente de descarga através das Equagdes (165) e
(166). Posteriormente, para cada conjunto de trés malhas subsequentes, calculou-se a ordem
aparente como indicado na Equagdao (163). Esse mesmo procedimento foi feito para a
aproximacao numérica de Roe. Os valores obtidos estdo demonstrados na TABELA 6. Os
simbolo ** nos campos da tabela indicam que ndo ¢ possivel realizar o calculo para aquele

Ccaso.

TABELA 6 - ORDEM APARENTE PARA AS APROXIMACOES JST E DE ROE.

Malha Numero de C, Pu C, Pu
Volumes (JST) (JST) (Roe) (Roe)
5 675 1,10350763854047 ok 1,14683276354783 ok
4 2700 1,12594657940853 *k 1,13735378625489 *k
3 10800 1,13111696910752  1,05882982695028 1,13502144568736 1,01147647317341
2 43200 1,13243841363001  0,98407858204696  1,13442908725662 0,98861807939948
1 172800 1,13278195290918 0,97178444583869 1,13427854836651 0,98816708093571

FONTE: O Autor.

As duas aproximacdes numéricas sdo programadas no SU2 com ordem 2, portanto
esperava-se a principio que a ordem aparente tendesse a esse valor. Porém, como visto na Se¢do
5.2, o comportamento do fluido para o caso estudado apresenta onda de choque na regido
divergente do bocal. Gottlieb, Gottlieb e Shu (2006) afirmam que para casos com presenca de
descontinuidades a acuracia da aproximag¢ao numérica ¢ deteriorada devido ao fendmeno de
Gibbs, causando uma convergéncia oscilatoria e ndo uniforme da ordem da solugdo.

Portanto, devido a descontinuidade presente no problema solucionado, torna-se dificil
verificar a solugao numérica obtida apenas analisando a ordem aparente. Sendo assim, foi feita
uma analise da incerteza da solugcdo numérica.

Aplicando os valores obtidos na TABELA 6 a Equacao (164), foi possivel calcular a
incerteza numérica através do estimador de Richardson e o erro relativo dessa incerteza para
ambas as aproximacoes. Esse erro relativo foi calculado através da divisao da incerteza pelo
valor do coeficiente de descarga. Os resultados estdo apresentados na TABELA 7. Os simbolo

** nos campos da tabela indicam que ndo € possivel realizar o calculo para aquele caso.
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TABELA 7 — INCERTEZA ATRAVES DO ESTIMADOR DE RICHARDSON E ERRO
RELATIVO PARA AS APROXIMACOES JST E DE ROE.

Malha Numero de Uy, Erro Relativo U, Erro Relativo
Volumes JsT) (JST) [%] (Roe) (Roe) [%]
4 2700 *k *k *% *k
3 10800 0,00154807021028 0,1368620799 -0,00076117098601 0,0670622559
2 43200 0,00045368680143  0,0400628234 -0,00020166213379 0,0177765306
1 172800 0,00012068575881  0,0106539267 -0,00005129233850 0,0045220231

FONTE: O Autor.

As incertezas apresentadas na TABELA 7 sao valores que podem ser considerados
pequenos em ambas as aproximagdes numéricas para o problema estudado. A analise do erro
relativo permiti concluir que os resultados numéricos encontrados nas simula¢des apresentam

um percentual baixo de incerteza.

5.5. ANALISES SOBRE O CAMPO DE TEMPERATURA NO BOCAL

A principio, uma andlise para o campo de temperatura foi feita em todo o bocal, porém
ao invés de utilizar o valor da temperatura estatica, optou-se por utilizar a temperatura de
estagnacao.

A temperatura de estagnacao foi calculada como indicado na Equacdo (77) para a malha
mais refinada em ambas as aproximagdes numéricas. Os resultados para o campo de

temperatura de estagnacao estdo demonstrados nas FIGURAS 23 e 24.

FIGURA 23 - TEMPERATURA DE ESTAGNACAO AO LONGO DO BOCAL USANDO
A APROXIMACAO NUMERICA JST.

Ty
833.3 800.0  756.9

- o

FONTE: O Autor.
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FIGURA 24 - TEMPERATURA DE ESTAGNACAO AO LONGO DO BOCAL USANDO
A APROXIMACAO NUMERICA DE ROE.

Iy
833.3 800.0  755.4

-

FONTE: O Autor.

Como foi aplicada a condi¢do de escoamento adiabatico, esperava-se que a temperatura
de estagnag@o permanece constante, ou 0 mais proximo de ser constante o possivel, no interior
do bocal. Porém esse comportamento nao foi observado em nenhuma das aproximacoes.

Sendo assim, uma analise da temperatura de estagnacao foi realizada na linha de entrada
de bocal. Através das Equagdes (168 e 169), foram obtidos os valores da norma L’ e do erro
relativo para todas as cinco malhas, em ambas as aproximagdes numéricas, como mostra a
TABELA 8. O erro relativo foi calculado através da divisio da norma L’ pela temperatura de

estagnacao.

TABELA 8 - NORMA L’ E ERRO RELATIVO PARA TEMPERATURA DE
ESTAGNACAO NA ENTRADA DO BOCAL.

Malha Niumero de L! Erro Relativo L! Erro Relativo
Volumes (IST) [K] (IST) [%] (Roe) [K] (Roe) [%]

5 675 0,11753099958459 0,0141037764 0,12563159863782 0,0150758521

4 2700 0,11128351746100 0,0133540755 0,11343591252719 0,0136123640

3 10800 0,10996335285829 0,0131956551 0,11043092329314 0,0132517638

2 43200 0,10963388044960 0,0131561183 0,10972463171699 0,0131670085

1 172800 0,10954159225299 0,0131450437 0,10955904372311 0,0131471378

FONTE: O Autor.

A TABELA 8 mostra que a norma ndo estd apresentando uma tendéncia esperada de

convergir para zero (da SILVA, 2019), e ainda representa um valor alto. Esse fato indica que
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ha erros numéricos nos pontos de entrada do bocal para ambas as aproximacdes em todas as
cinco malhas utilizadas. O comportamento inesperado da temperatura de estagnacao ao longo
do bocal se d4 devido a propagacdo desse erros na condicdo de contorno de entrada para o
restante da malha.

Sendo assim, pode-se concluir que, em se tratando de analises numéricas, ambas as
aproximacdes apresentam um pequeno erro numérico. E possivel que esse erro possa ser
reduzido significativamente ou até mesmo eliminado utilizando algumas das variagdes da
aproximacao numérica JST e da de Roe que existem no SU2. Essas variagdes sao melhorias
propostas por diversos estudos dessas aproximagdes, que provaram aumentar a eficacia de seus
codigos. Outra opgdo para solucionar essa questdo seria realizar um estudo proprio mais
avangado das aproximagdes numéricas, que resultasse em um maneira diferente de lidar com
as condigdes de contorno, e adicionar essa nova forma ao codigo fonte do SU2.

E possivel também que esse fato ocorra devido a forma como o proprio codigo de
programacao SU2 realize os célculos para as condi¢des de contorno, indicando oportunidades
para melhorias no co6digo, ou mesmo mudangas nas escolhas dos outros parametros de
simulagcdo. Como o foco principal do trabalho nao ¢ estudar o codigo do SU2, mas sim as
aproximagdes numéricas, ndo serao apresentadas ideias referente a essa questao.

Vale ressaltar que, essa analise ¢ feita sobre parametros numéricos, apontando que as
aproximagdes numéricas ainda podem ser melhoradas. Porém, por mais que existam erros
numéricos, eles podem ser considerados pequenos o suficiente a ponto de serem desprezados,
como pode ser visto nos valores de erro relativo. Portanto, esses erros numéricos nao interferem

significativamente nos resultados obtidos para as propriedades reais do fluido.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Este capitulo destina-se ao encerramento do trabalho, com a primeira se¢do abordando as
conclusdes, a segunda apontando as contribuigdes apresentadas, e a ultima citando possiveis

trabalhos futuros.

6.1. CONCLUSOES

Durante este trabalho, foi estudado o comportamento de um fluido compressivel escoando
no interior de um bocal convergente-divergente através de simulacdes realizadas no programa
SU2. Durante as simulagdes, as aproximacdes numéricas espaciais JST e de Roe foram
testadas. Para avaliar a acurdcia das duas aproximagdes numéricas, optou-se por comparar os
resultados numéricos com os resultados experimentais dos autores Back et al. (1965).

Os dados de razao entre a pressao na parede bocal e a pressao de estagnacao foram usados
para realizar essa comparacdo. Os resultados permitiram concluir que ambas as aproximagdes
numeéricas tiveram €xito para solucionar o problema proposto, pois apresentam um erro relativo
aceitavel para o caso estudado.

Avaliar o nimero de Mach ao longo do bocal reafirma que as duas aproximagoes
apresentam uma precisdo semelhante para reproduzir o comportamento do fluido no interior
do bocal, com excecdo de regides que apresentem descontinuidades. Para essas regides, a
aproximacao de Roe captura melhor os fendmenos fisicos reais, enquanto a JST propaga erros
provenientes do proprio algoritmo da aproximagao.

No geral, conclui-se que a aproximagdo de Roe ¢ a mais adequada para solucionar o

problema proposto, devido a presenga de ondas de choque na secao divergente do bocal.

6.2. CONTRIBUICOES

Com base no apresentado, destaca-se que:

a. Foi demonstrado que o sofiware livre SU2 ¢ capaz de reproduzir com éxito o
comportamento de um fluido compressivel no interior de um bocal CD;

b. Foiprovada a acuracia da aproximagao numérica JST na resolu¢ao do problema proposto,
exceto para regides proximas a descontinuidades;

c. Foi provada a acuricia da aproximagdo numérica de Roe na resolucdo do problema

proposto; €
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d. Foi verificado que os resultados numéricos das aproximacgdes JST e de Roe sdo validos

atraveés da incerteza do estimador Richardson.

6.3. SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Como sugestdes para trabalho futuros, indica-se:

a. Através do SU2, avaliar a influéncia da viscosidade, forcas de corpo, e trocas térmicas
para o problema proposto;

b. Avaliar o escoamento alterando as condi¢des de entrada;

c. Verificar o comportamento do fluido caso seja feita alguma alteragao na geometria do
bocal;

d. Avaliar o comportamento de um outro fluido escoando no interior do bocal;

e. Estudar outro tipo de malha para modelar o bocal;

f. Validar através da comparacdo os resultados obtidos em um outro codigo de
programacao; e

g. Verificar a acurdcia de outras aproximagdes numéricas disponiveis no SU2;
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