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RESUMO 

 

O estudo de bocais convergente-divergente (CD) provou-se essencial na questão de otimização 

de eficiência e resultados práticos devido às suas diversas aplicações. Para realizar tais estudos, 

é possível optar pela abordagem numérica. O presente trabalho tem como objetivo principal 

avaliar a acurácia das aproximações numéricas espaciais Jameson-Schmidt-Turkel (JST) e a de 

Roe em resolver um problema de um fluido compressível escoando no interior de um bocal CD, 

através do método computacional de volumes finitos. Visando alcançar tal objetivo, foram 

geradas cinco malhas não-ortogonais estruturadas através do programa Gmesh, de dimensões 

iguais e refino constante entre elas. Posteriormente, dez simulações foram realizadas através do 

software livre SU2, com linguagem de programação C++, das quais cinco utilizando a 

aproximação JST em cada uma das malhas, e cinco a aproximação de Roe em cada uma das 

malhas. Os resultados da razão entre a pressão na parede do bocal e a pressão de estagnação 

obtidos para a malha mais refinada em ambas as aproximações foram comparados com 

resultados experimentais de outros autores. Esse procedimento permitiu concluir que ambas as 

aproximações apresentaram boa concordância com os resultados experimentais. A análise do 

comportamento do fluido no interior do bocal mostrou que ambas as aproximações são capazes 

de reproduzir os fenômenos físicos do escoamento e capturar descontinuidades. Para regiões 

próximas à descontinuidades, a aproximação de Roe é mais adequada para representar o 

escoamento real de um fluido. Uma verificação dos resultados foi feita utilizando a incerteza 

calculada através do estimador de Richardson. No geral, concluiu-se que a aproximação de Roe 

é a mais adequada e acurada para solucionar o problema proposto.      

     

Palavras-chave: Bocal Convergente-Divergente. DFC. JST. Roe. SU2. Fluido Compressível. 



ABSTRACT 

 

The study of convergent-divergent (CD) nozzles is essential for efficiency and practical results 

optimization due to its wide applications. To do so, it is possible to use the numerical approach. 

This work has as its main objective to evaluate the accuracy of Jameson-Schmidt-Turkel (JST) 

and Roe spatial numerical approximation in solving a problem of a compressible fluid flowing 

inside a CD nozzle, throughout the finite volume method. Seeking to reach this objectives, five 

non-orthogonal structured meshes were created with the Gmesh program, all with the same 

dimensions and a constant refine between them. Afterward, ten simulations were done using 

the free software SU2, which is programed with C++ language. In five of them, were used the 

JST approximation with each of the meshes, and in the other five, were used Roe approximation 

with each of the meshes. The results of the ratio between the pressure at the nozzle wall and the 

stagnation pressure acquired with the finest mesh with both approximations were compared 

with the experimental data from other authors. This procedure allowed to conclude that both 

approximations have a good agreement between numerical and experimental results. The 

analyses of fluid’s behavior inside the nozzle showed that both approximations are capable of 

reproducing physicals phenomena of the flow and capturing discontinuities. For regions close 

to discontinuities, the Roe approximation is better suited to represent the real fluid’s flow. A 

verification of the results was done utilizing the uncertainty computed by the Richardson 

estimator. In general, one can concluded the Roe approximation more adequate and accurate to 

solve the proposed problem.        

     

Keywords: Convergent-Divergent Nozzle. CFD. JST. Roe. SU2. Compressible Fluid. 
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1 INTRODUÇÃO 

O bocal convergente-divergente (CD) é um equipamento capaz de realizar alterações nas 

propriedades dos fluidos que escoam em seu interior. Ele é composto por uma região de 

estrangulamento, onde sua área de seção de entrada é reduzida até uma área mínima, 

denominada como garganta do bocal, e posteriormente uma seção divergente, na qual essa área 

aumenta. Um exemplo desse tipo de bocal pode ser visto na FIGURA 1.  

 

FIGURA 1 – BOCAL CONVERGENTE-DIVERGENTE. 

 
FONTE: Adaptado de Germer (2014). 

 

Esse tipo de equipamento possui diversas aplicações práticas. Como exemplo dessa 

questão cito os autores a seguir. Balabel et al. (2011), que fizeram previsões precisas do 

comportamento do gás na saída de bocais CD utilizados em motores foguetes, vistas na 

FIGURA 2. Tan et al. (2012), os quais melhoraram a eficiência de processos de injeção de 

polímero ao utilizar um bocal durante o processo. Bian et al. (2018), que fizeram o uso desses 

equipamentos para aprimorar o processo de liquefação de gases. Vanmore e Dabade (2018), 

responsáveis por desenvolverem esse tipo de bocal para uso em processos de micro abrasão 

com resultados mais eficientes. Por fim, Chen, Jiang e Liu (2020), que estudaram o uso desse 
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equipamento na área química, verificando a distribuição de energia em aparelhos de 

desidratação e separação de hidrocarbonetos em gás natural, vistos na FIGURA 3. 

 

FIGURA 2 – RESULTADOS NUMÉRICOS E EXPERIMENTAIS DO 

COMPORTAMENTO DO GÁS NA SAÍDA DE UM MOTOR FOGUETE. 

 
FONTE: Balabel et al. (2011). 

 

FIGURA 3 – DISTRIBUIÇÃO DE ENERGIA CINÉTICA TANGENCIAL DO GÁS NO 

INTERIOR DO BOCAL. 

 
FONTE: Chen, Jiang e Liu (2020). 
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Devido a essa diversidade de uso para o bocal CD, na maioria das vezes os parâmetros 

utilizados em um caso não são os mais adequados para outros casos. Portanto, é necessário 

encontrar aqueles que sejam ideais e permitam alcançar a máxima eficiência do equipamento 

em cada situação. A análise do comportamento do fluido no interior do bocal é considerada 

como um desses parâmetros. Sendo assim, conhecer as características do fluido e do 

escoamento no interior do bocal possibilitam a otimização dos resultados práticos obtidos.    

Para adquirir esses dados, pode-se realizar o estudo desses bocais através da abordagem 

experimental, que consiste em montar um protótipo em escala (geralmente reduzida) e submetê-

lo às condições mais próximas possíveis das de operação do modelo real para obter resultados. 

Também há a abordagem de dinâmica de fluidos computacional (DFC), que usa métodos 

numéricos para adquirir dados de interesse, ou a combinação das duas anteriores. 

Ao optar pela metodologia de DFC, é necessário o uso de um programa de computador 

capaz de solucionar o problema proposto. O SU2 é um código de programação escrito em 

linguagem C++ que atende tal necessidade. Ele é capaz de resolver análises de equações 

diferenciais parciais de fluidos compressíveis em regimes turbulentos ou laminares. Além disso, 

fornece informações que podem ser usadas para aprimoramento de estruturas, refino de malha 

localizado, e análises de sistemas físicos mais complexos (ECONOMON et al., 2016). 

Apresenta ainda como vantagens os fatos de ser um programa computacional que pode ser 

adquirido sem custo, e ser um software livre, permitindo acesso ao código fonte para qualquer 

usuário.    

Ao trabalhar com o código SU2 para resolver problemas em bocais, deve-se escolher 

alguns parâmetros para garantir que o modelo numérico esteja de acordo com a realidade e 

reproduza resultados confiáveis. Dentre essas escolhas destaco o método a ser utilizado para 

solução das equações. Para o presente trabalho, foi adotado o método de volumes finitos. 

Destaco ainda a escolha das aproximações numéricas espaciais.   

Uma dessas aproximações é a Jameson-Schmidt-Turkel (JST), que discretiza os termos 

espaciais das equações de Euler para fluido através de volumes finito (JAMESON; SCHMIDT; 

TURKEL, 1981). Além da JST há a aproximação de Roe, que é um solver aproximado para 

problemas de Riemann baseado no esquema de Godunov (Roe. P.L., 1981). Essa aproximação 

também trata dos termos espaciais de equações, e pode ser utilizada para solucionar as equações 

de Euler para fluido. Ambas as aproximações mencionadas são opções de uso dentro do código 

SU2, e serão parte do foco deste trabalho. 

Uma forma de assegurar a confiabilidade da solução obtida através do programa SU2, é 

realizar um processo de verificação, o qual visa conferir se o código numérico é capaz de 
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solucionar de forma eficaz as equações discretizadas, garantindo que o mesmo esteja livre de 

erros de implementação e de usuário (Petri et al., 2015). Dentre as possíveis maneiras de se 

realizar tal ação, apresento o estimador de Richardson, que utiliza da ordem aparente para obter 

a incerteza de uma solução numérica. 

A organização do presente trabalho se dá da seguinte forma: O Capítulo 2 apresenta a 

revisão bibliográfica. O Capítulo 3 trata de revisões sobre conceitos teóricos, tendo uma seção 

destinada à termodinâmica, uma destinada à dinâmica de fluidos, duas destinadas a fenômenos 

que ocorrem em fluidos, e a última destinada ao estimador de Richardson. O Capítulo 4 explica 

toda a metodologia utilizada para realizar as simulações e cálculos deste trabalho. O Capítulo 

5 demonstra as simulações feitas e os resultados obtidos. Por fim, o Capítulo 6 encerra o 

trabalho com as considerações finais e conclusões. 

1.1. OBJETIVOS 

O objetivo do presente trabalho é verificar as aproximações numéricas espaciais JST e de 

Roe, implementadas no programa SU2, quanto à acurácia na resolução do problema de ar 

escoando no interior de um bocal convergente-divergente. Para atingir o objetivo, destacam-se 

os seguintes objetivos específicos. 

 Resolver através do programa SU2 o escoamento de ar no interior do bocal com 

perfil de Back et al. (1965), usando o método de volumes finitos e as 

aproximações numéricas JST e de Roe; 

 Comparar os resultados obtidos computacionalmente de cada uma das 

aproximações numéricas com os obtidos por Back et al. (1965); e 

 Realizar uma verificação das soluções para o problema do bocal usando do 

estimador de Richardson e da ordem aparente. 
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2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

2.1. ESTUDOS EM BOCAIS CONVERGENTE-DIVERGENTE 

Back et al. (1965) verificaram experimentalmente a razão entre a pressão do fluido na 

parede do bocal e a pressão de estagnação, usando bocais com dimensões diferentes. 

Observaram também o fenômeno da aparição de ondas de choques. Em cada estudo, os autores 

comparam os resultados dos testes obtidos com os resultados previstos analiticamente. Em 

alguns casos, os resultados eram compatíveis, porém, em outros, provou-se que o previsto 

analiticamente não ocorria de fato experimentalmente. Para esses últimos casos, os autores 

apresentam possíveis motivos da diferença nos resultados. 

Em 1979, o comportamento do escoamento de uma mistura de ar e água no interior de 

um bocal CD foi estudado experimentalmente por Sandhu e Jameson. Controlando a pressão 

de entrada, os autores provocaram om escoamento bloqueado na garganta do bocal e 

compararam seus estudos com dados analíticos, mostrando uma boa concordância entre os 

resultados (SANDHU; JAMESON, 1979). 

O motivo da presença de ruídos no bocal de um jato supersônico foi o foco do trabalho 

de Tam e Tanna (1982). Ao analisar o número de Mach no interior de bocais subexpandidos e 

sobre-expandidos os autores verificaram experimentalmente que o ruído estava associado com 

seu valor, e com interações com o choque periódico formado na saída do bocal. A comparação 

com resultados analíticas reafirmaram suas conclusões. 

Arminjon e Rousseau (1985) desenvolveram computacionalmente uma solução usando 

elementos finitos para problemas governados pela equações de Euler para fluidos. Resolveram 

através de seus programa um caso unidimensional de onda do choque com reflexão e um caso 

tridimensional com ondas de choque em bocais CD. Ao comparar com resultados já obtidos, 

notaram que o programa resolvia com sucesso o caso unidimensional, porém não era tão 

eficiente para o tridimensional. 

Rincón e Elder (1997) também desenvolveram seu próprio código computacional, com o 

objetivo de mapear todos os possíveis valores de Mach em um escoamento, baseado na pressão 

do fluido. Em um de seus testes, analisam as isolinhas do número de Mach no interior de um 

bocal CD e comparam com resultados de outras literaturas, provando que o método é acurado. 

Em 2007, o estudo computacional de ondas de choque em um bocal convergente-

divergente foi realizado por Xu e Zhao. Realizando simulações numéricas para as equações 

bidimensionais de Navier-Stokes, os autores verificaram a presença de ondas de choque no 
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interior e na saída do bocal, dependendo das condições do fluido. Também perceberam que a 

viscosidade influencia a característica das ondas de choque (XU; ZHAO, 2007).             

A influência de propriedades do fluido no interior do bocal em relação ao processo de 

revestimento por partículas foi verificada numericamente por Park et al. (2010). Esses 

pesquisadores estudaram, dentre outros parâmetros, efeitos de ondas de choque sobre o 

processo, e concluíram que tais ondas devem ser minimizadas com o propósito de diminuir a 

flutuação por descontinuidades nas propriedades do fluido. A FIGURA 4 demonstra o resultado 

computacional obtido para a propagação das ondas de choque. O bocal CD está disposto 

verticalmente, com sua entrada em -24 e sua saída em 0, e o fluxo se move de baixo para cima.  

 

FIGURA 4 –  PROPAGAÇÃO DE ONDAS DE CHOQUE EM UM BOCAL CD. 

 
FONTE: Park et al. (2010). 

 

Da Silva (2015) estuda computacionalmente o comportamento de um bocal CD. Em um 

de seus teste, o autor avalia o número de Mach no interior de um bocal CD e verifica que o 

método upwind difference scheme apresenta vantagens sobre o total variation diminishing na 

captura de ondas de choque para o problema. Ele também realiza a validação de seu código, 
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comparando a razão entre a pressão na parede do bocal e a pressão de estagnação de entrada 

com resultados experimentais de outros autores.   

Os autores Araki e Marchi (2017) também optaram por comparar resultados 

computacionais e numéricos. Após desenvolverem seu algoritmo computacional para o estudo 

de um bocal convergente-divergente usado em motores de foguete, compararam os resultados 

das simulações numéricas com dados experimentais adquiridos por outros pesquisadores. Com 

a análise de variáveis de interesse, como pressão e número de Mach no interior do bocal, 

puderam assegurar a confiabilidade do código na reprodução de resultados satisfatórios. A 

FIGURA 5 representa um dos gráficos de comparação fornecidos pelos autores. 

 

FIGURA 5 –  COMPARAÇÃO ENTRE RESULTADOS EXPERIMENTAIS E 

NUMÉRICOS DO NÚMERO DE MACH NO INTERIOR DO BOCAL CD. 

 
FONTE: Adaptado de Araki e Marchi (2017). 

 

Dehkordi et al. (2017) realizaram estudos computacionais do escoamento viscoso através 

de um bocal CD da mistura água-óleo, e compararam os resultados numéricos com dados 

experimentais, a fim de validar a acurácia do código programado. Dez diferentes casos foram 

estudados pelos autores. Os resultados da comparação apontaram como confiável o uso do 

método computacional para abordar essa situação. A FIGURA 6 apresenta uma das 

comparações feita pelos autores.   

 



 25 

 

FIGURA 6 –  COMPARAÇÃO ENTRE RESULTADOS EXPERIMENTAIS E 

NUMÉRICOS NA SEÇÃO DE GARGANTA DO BOCAL. 

 
FONTE: Adaptado Dehkordi et al. (2017). 

 

Testes computacionais foram feitos por Tunik (2018) em bocais CD para verificar 

parâmetros de controle de detonação na combustão de misturas rarefeitas de hidrogênio-ar em 

propulsores. Esses testes foram realizados a altitudes entre 20 km e 24 km, variando-se a 

velocidade de entrada no bocal. Como conclusão, verificaram que é possível alcançar um estado 

de regime contínuo de combustão do hidrogênio no interior do propulsor, melhorando a 

eficiência do equipamento. A FIGURA 7 apresenta o resultado numérico obtido pelos autores 

para a fração mássica de monóxido de hidrogênio e valores de linhas do número de Mach 

constante na seção divergente do bocal. 

Li et al. (2019) obtiveram resultados computacionais sobre as alterações que o material 

de construção do bocal pode acarretar no processo de atomização. Em suas pesquisas, 

observaram o efeito do coeficiente de resistência do material sobre o tamanho das partículas e 

a distribuição do spray em cada material. Concluíram que quanto maior o coeficiente, maior 

será o tamanho das partículas. 

A influência do uso de bocais em processos de condensação de dióxido de carbono através 

de resultados experimentais foi demonstrada em Chen et al. (2020). Seus estudos indicaram que 

a pressão de entrada e temperatura de entrada no bocal possuem influência significante sobre o 
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processo, enquanto a alteração na quantidade de dióxido de carbono representa mudanças 

insignificantes nos resultados finais. 

 

FIGURA 7 –  FRAÇÃO MÁSSICA DE MONÓXIDO DE HIDROGÊNIO E NÚMERO DE 

MACH NA SEÇÃO DIVERGENTE DO BOCAL. 

 
FONTE: Tunik (2018). 

 

O uso de dois tipos diferentes de bocais em motores híbridos de foguete foi o objeto de 

estudo computacional dos autores Tian et al. (2020). Após obterem os resultados de algumas 

simulações numéricas, puderam observar que é possível melhorar o impulso, a eficiência de 

combustão, e o coeficiente de propulsão do motor ao se utilizar o bocal do tipo “aerospike” ao 

invés de um bocal CD. 

Lv et al. (2020) utilizaram o método de comparação de resultados no estudo de um 

propulsor de foguete, composto por um bocal convergente-divergente, acoplado a um bocal 

assimétrico. O bocal CD é usado para controle da velocidade de entrada do fluido no bocal 

assimétrico, e este último, foi construído assim para tentar maximizar o efeito de propulsão. A 

FIGURA 8 demonstra uma das comparações feitas pelos pesquisadores, onde pode-se observar 

a formação de ondas de choque e ondas de expansão na saída do bocal assimétrico. Sua 

conclusão foi que o método computacional consegue reproduzir dados condizentes com 

fenômenos reais. 
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FIGURA 8 –  COMPARAÇÃO ENTRE RESULTADOS EXPERIMENTAIS E 

NUMÉRICOS NA SAÍDA DO BOCAL ASSIMÉTRICO. 

 
FONTE: Adaptado de Lv et al. (2020). 

  

2.2. APROXIMAÇÕES NUMÉRICAS ESPACIAIS 

Em 2008, uma adaptação da aproximação numérica espacial JST foi proposta por 

Esfahanian e Akbarzadeh. Solucionando um problema bidimensional de Navier-Stokes através 

de compressibilidade artificial e método pré-condicionado, os autores encontraram resultados 

satisfatórios e afirmaram que o uso desse método acelera a convergência do código.   

Aguirre et al. (2014) desenvolveram um código de programação capaz de resolver 

problemas que envolvam grandes deformações em objetos sólidos. Nesse programa, foi feito o 

uso da aproximação numérica JST, com algumas modificações, para solução das equações 

espaciais discretizadas do problema. Com algumas simulações, conseguiram comprovar a 

eficiência desse códigos para casos de baixa ordem. 

Alakashi e Basuno (2014) utilizam tanto a aproximação numérica de Roe quanto a 

aproximação numérica de células-centradas para realizar seus estudos. Para tal, realizaram 

simulações numéricas de um fluxo em regime transônico passando por uma seção de pás de 

turbina. Ao comparar ambos os resultados, concluíram que as duas aproximações numéricas 

são satisfatórias na solução do problema proposto.  

Em 2015, Jameson, um dos autores responsáveis pelo desenvolvimento da aproximação 

JST, propôs melhorias para ela, apontando algumas alterações e implementações que poderiam 

ser feitas em alguns casos específicos de problemas numéricos (JAMESON, 2015).  

Com o objetivo de desenvolver um novo método computacional para solução de 

problemas que apresentam alto nível de tensão em sólidos, Lee et al. (2016) adaptaram a 

aproximação numérica JST original, a fim de resolver um problema discretizado originado de 

um conjunto de leis conservativas da área de dinâmica de sólidos. 
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Um extensão simples da aproximação numérica de Roe é vista em Arabi, Trépanier e 

Camarero (2019). Os pesquisadores desenvolveram um algoritmo para solucionar o problema 

de um gás misto em equilíbrio termodinâmico local, regidos pelas Equações de Euler. Com os 

resultados de suas simulações, verificaram que a aproximação de Roe no algoritmo é acurada e 

de fácil implementação. 

 

2.3. VERIFICAÇÃO ATRAVÉS DO ESTIMADOR DE RICHARDSON 

Técnicas de verificação de códigos computacionais são comumente empregadas junto a 

simulações numéricas. O uso do método do estimador de Richardson como ferramenta de 

verificação pode ser visto em Marchi (2001). Em sua tese o autor explica e exemplifica a 

utilização desse método para estimar incertezas da solução numérica de programas 

computacionais. Ele utiliza de uma variável de interesse genérica, e a discretiza utilizando os 

métodos de elementos finitos.  

Em 2014, Martins et al. utilizam o estimador de Richardson, juntamente ao método da 

extrapolação de Richardson, para verificar o erro de programação em casos de dinâmica de 

fluido computacional. Utilizando três problemas modelos diferentes, com solução exata 

conhecidas, os autores desenvolveram um código computacional e verificaram com esse 

estimador a incerteza nas soluções (Martins et al., 2014). 
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3 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA 

A fundamentação teórica deste trabalho está dividida em cinco seções. As duas primeiras 

são revisões teóricas sobre termodinâmica e dinâmica de fluidos. Posteriormente, é tratado 

sobre os fenômenos de ondas de choque e de expansão. Alguns conceitos sobre malhas 

ortogonais não-estruturadas são apresentados na seção seguinte. Por fim, é demonstrado a 

metodologia aplicada para cálculo de incertezas numéricas através do estimador de Richardson.      

 

3.1. REVISÃO DE TERMODINÂMICA 

3.1.1. Propriedades de um gás 

Considerando um gás qualquer em um determinado espaço e adotando que esse é um gás 

ideal, ou seja, desconsiderando efeitos de forças intermoleculares presentes nele, é possível 

obter sua equação de estado, apresentada na Equação (1), a partir da teoria da estática ou da 

cinemática na área de engenharia mecânica (ANDERSON, 2003) 

 

 (1) 

   

onde p é a pressão,  é o volume do sistema, m é a massa, R é a constante do gás, e T é a 

temperatura.   

Variações dessa equação de estado podem ser escritas para fins de conveniência em cada 

situação. Como exemplo, é possível dividir toda a Equação (1) pela massa, resultando em 

 

 (2) 

   

onde v é o volume específico.   

Como o volume específico é o inverso da massa específica (ρ), a Equação (2) pode ser 

reescrita como 

 

 (3) 

  

Para casos em que não é possível fazer a consideração de um gás ideal, deve-se utilizar a 

equação de estado para um gás real,   

 



 30 

 

 (4) 

 

onde k1 e k2 são constantes diferentes que dependem do tipo de gás usado. 

Além da pressão, temperatura, e massa específica de um gás, outras duas propriedades 

importantes são a energia interna e a entalpia. A energia interna corresponde ao somatório de 

todas as energias presentes nas partículas de um gás, e pode ser escrita como uma função da 

temperatura, e do volume específico, como demonstrado na Equação (5). A entalpia por sua 

vez, é obtida através da energia interna de acordo com a Equação (6). 

 

 (5) 

   

 (6) 

 

onde e é a energia interna por unidade de massa, e b é a entalpia por unidade de massa.   

Por fim, para um sistema termicamente perfeito (forças intermoleculares dos gases 

desconsideradas), é possível obter o calor específico a volume constante (cv) e o calor específico 

a pressão constante (cp) como apresentado nas Equações (7) e (8), respectivamente. 

 

 (7) 

 

 (8) 

 

3.1.2. Conceitos de entropia 

Assim como apresentado por Anderson (2003), a entropia é uma forma de energia em um 

sistema que indica “a direção” em que os fenômenos ocorrerão. Em um sistema térmico, o valor 

incremental da entropia por unidade de massa (ds) pode ser obtido pela divisão entre o 

incremento de calor por unidade de massa adicionado ao sistema (dQ) e a temperatura atual do 

sistema, adicionado de uma parcela de energia por unidade de massa gerada por forças 

dissipativas (dsirr),  
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 (9) 

 

Quando presentes, os efeitos dissipativos sempre causam aumento na entropia do sistema, 

portanto tem-se que (dsirr ≥ 0), sendo que o sinal de igual indica casos de ausência desses efeitos. 

Utilizando esse fato em conjunto com a Equação (9), é possível obter 

 

 (10) 

 

A Equação (10) permite concluir que o conjunto de processos que ocorrem em um sistema 

tendem a aumentar o valor de sua entropia. Caso a entropia permaneça a mesma do começo ao 

final do processo, esse é considerado como sendo isentrópico. 

 

3.2. REVISÃO DE DINÂMICA DE FLUIDOS 

Essa seção demonstra a obtenção das principais leis de dinâmica de fluidos, tanto em sua 

forma integral, quanto em sua forma diferencial. Também apresenta a obtenção da velocidade 

de som, número de Mach em um escoamento, a classificação do escoamento quanto à 

compressibilidade do fluido, e propriedades totais de um fluido. 

 

3.2.1. Lei da conservação de massa 

Seja um volume de controle fixo em um escoamento, denotado por ( ), e uma área de 

superfície fechada nesse mesmo fluxo, denotada por (S), mostrado na FIGURA 9. Considere 

um elemento na superfície de controle e uma área infinitesimal (dS) ao seu redor. 

O fluxo de massa ( ) através de qualquer elemento de superfície em um fluido em 

movimento pode ser obtido, conforme proposto por Anderson (2003), pelo produto da massa 

específica, da componente da velocidade normal à superfície, e da área, ou seja 

 

 (11) 

 

onde Vn é a componente normal da velocidade,  é o vetor velocidade da partícula, e é o vetor 

resultante da multiplicação entre o vetor normal e o incremento de área.   
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FIGURA 9 –  VOLUME DE CONTROLE FIXO EM UM ESCOAMENTO. 

 
FONTE: Adaptado de Anderson (2003). 

 

Portanto o fluxo de massa que entra no volume de controle pela superfície é o somatório 

do fluxo de massa através e todos os elementos de superfície, podendo ser escrito como 

 

 (12) 

 

Considere agora um volume de controle infinitesimal, dado por (d ). A massa desse 

volume infinitesimal pode ser obtida pela multiplicação dele mesmo com a massa específica. 

Sendo assim, a massa total do volume de controle é obtida a partir da Equação (13). 
  

 (13) 

 

A variação de massa do volume de controle com o tempo pode então ser calculada por 

 

 (14) 

 

onde t é o tempo. 
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De acordo com o princípio físico da conservação de massa, não é possível criar ou destruir 

massa em um sistema. Portanto o fluxo de massa que entra no volume de controle deve ser 

equivalente à variação de massa com o tempo do próprio volume de controle. Juntando-se as 

Equações (13) e (14), obtém-se 

 

 (15) 

 

 Esse resultado, visto na Equação (15), é chamado de equação da continuidade, e está 

apresentada na forma integral. 

Agora, seja a identidade vetorial dada por  

 

 (16) 

 

onde  é uma função vetorial no espaço e tempo. 

Aplicando a identidade da Equação (16) na Equação (12), tem-se 

 

 (17) 

 

Substituindo a Equação (17) na Equação (15) e arranjando os termos 

 

 (18) 

 

 Para que a condição imposta na Equação (18) seja sempre válida, é necessário que o 

valor do integrando seja sempre nulo. Sendo assim, conclui-se que 

 

 (19) 

 

 A Equação (19) representa a equação da continuidade na forma de equação diferencial. 
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3.2.2. Lei da conservação de quantidade de movimento 

Considere o volume de controle da FIGURA 9. Ao analisar as forças que atuam sobre 

esse volume, é possível agrupá-las em forças  de corpo (as que atuam no fluido que está dentro 

do volume de controle), e forças de superfície (aquelas que atuam na superfície do volume de 

controle). 

Para um elemento infinitesimal de volume, a força de corpo que atua sobre este pode ser 

calculada através da multiplicação da massa específica, da força por unidade mássica de fluido 

( ), e do elemento infinitesimal volume. Portanto, a força de corpo total no volume de controle 

( ) é a soma da força de corpo em cada elemento infinitesimal de volume (ANDERSON, 2003) 

 

 (20) 

 

Considerando agora um elemento infinitesimal de superfície no contorno do volume de 

controle, e tratando-se de um fluido invíscido, tem-se que a única fonte de força de superfície 

atuante é proveniente da pressão, e pode ser obtida pela multiplicação da pressão com o próprio 

elemento de superfície. Sendo assim, a força de superfície total no volume de controle ( ) é 

dada pela soma das forças de superfície em cada elemento infinitesimal de superfície,  

 

 (21) 

 

A soma das parcelas de força de corpo e força de superfície representam a força resultante 

que atua sobre o volume de controle. 

Para um elemento infinitesimal de superfície, tem-se que seu fluxo mássico pode ser 

obtido pela Equação (11). Multiplicar esse fluxo pela velocidade do fluido permite a obtenção 

do momento ocasionado nessa superfície. Com isso, tem-se que o momento total gerado na 

superfície do volume de controle ( ), é o somatório do momento em cada elemento 

infinitesimal de superfície, 

 

 (22) 
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Sendo um elemento infinitesimal de massa no interior do volume de controle e 

multiplicando-o pela velocidade do fluido, obtém-se o valor do momento interno ocasionado 

pelo elemento de massa. Somar todos os momentos internos de cada elemento de massa resulta 

no momento interno total do volume de controle ( ),  

  

 (23) 

 

Portanto a variação do momento interno total no decorrer do tempo é dada por 

 

 (24) 

 

Aplicando-se o princípio físico que a taxa temporal de variação de momento de um fluido 

em movimento passando por um volume de controle em um determinado instante é igual ao 

somatório de forças exercidas sobre o fluido nesse volume, é possível escrever as Equações 

(20), (21), (22), e (24) da seguinte forma 

 

 (25) 

 

A Equação (25) é chamada de equação da conservação de quantidade de movimento, e 

está representada em sua forma integral. 

Adote agora a identidade vetorial  

 

 (26) 

 

onde j é uma função escalar no espaço e tempo. 

Utilizando a identidade da Equação (26) para o último termo da Equação (25), tem-se  
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 (27) 

 

Considerando um sistema de coordenadas cartesianas com direções x, y e z, a Equação 

(27) pode ser reescrita para cada uma dessas componentes. Para o caso da direção x, o resultado 

seria  

 

 (28) 

 

onde Vx é componente da velocidade na direção x, e  é componente da força de corpo na 

direção x. 

Usando a identidade vetorial da Equação (16) no primeiro termo da Equação (28) tem-se 

 

 (29) 

 

Rearranjando os termos 

 

 (30) 

 

Para que a condição imposta na Equação (30) seja sempre válida, é necessário que o valor 

do integrando seja sempre nulo. Sendo assim, conclui-se que 

 

 (31) 

 

Realizando o processo análogo para as direções y e z, obtém-se 

 

 (32) 
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 (33) 

 

onde Vy e são as componentes da velocidade e força de corpo, respectivamente, na direção 

y, e Vz e  são as componentes da velocidade e força de corpo, respectivamente, na direção 

z. 

 

3.2.3. Lei da conservação de energia 

Considere o volume de controle mostrado na FIGURA 9. Fazendo com que esse seja um 

volume de controle infinitesimal, e analisando trocas térmicas, é possível obter o valor da taxa 

de calor adicionado a esse elemento multiplicando-se a taxa de calor por unidade de massa ( ) 

com a massa específica e o próprio valor do volume infinitesimal, de acordo com Anderson 

(2003). Sendo assim, para todo o volume de controle, tem-se 

 

 (34) 

 

onde n1 é a taxa de calor adicionada ao fluido dentro do volume de controle. 

Considere um elemento infinitesimal de área na superfície do volume de controle. A força 

exercida pela pressão nesse elemento de área é dada pela multiplicação da pressão do fluido 

pelo próprio tamanho do elemento.  

A taxa temporal de trabalho realizado em um corpo qualquer em movimento pode ser 

obtida pela multiplicação da força realizada sobre este corpo pela sua velocidade. 

Tem-se então que a taxa de trabalho exercida nesse elemento é 

  

 (35) 

 

 Portanto o trabalho exercido por forças de pressão em todo o volume de controle é 

 

 (36) 
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Considere agora um elemento infinitesimal de volume no interior do volume de controle.  

A força realizada por forças de corpo nesse elemento é dada pela multiplicação da massa 

específica, da força de corpo por unidade de massa, e do próprio valor do volume infinitesimal. 

Partindo da mesma teoria, multiplicar esses três valores pela velocidade do fluido resulta na 

taxa de trabalho exercida por forças de corpo nesse elemento infinitesimal. Com isso, a taxa de 

trabalho exercida em todo o volume de controle é dada por  

 

 (37) 

 

A taxa de trabalho total realizada no fluido dentro do volume de controle (n2) é obtida 

então pela soma das Equações (36) e (37). Rearranjando os termos, tem-se  

 

 (38) 

 

Um fluido possui naturalmente uma parcela de energia interna. Quando esse fluido está 

em movimento, uma segunda parcela devido à energia cinética provocada pela velocidade deve 

ser considerada. Portanto, tem-se que para um fluido em movimento, sua energia interna por 

unidade de massa é dada por  

 

 (39) 

 

Considere novamente um elemento infinitesimal de área na superfície do volume de 

controle. Sabendo que a massa de fluido que atravessa esse elemento gera energia, tem-se que 

o fluxo de energia através desse elemento é dado pela multiplicação das Equações (11) e (39). 

Portanto a taxa de fluxo de energia para a superfície de controle é obtida por 

 

 (40) 
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Analisando agora um elemento infinitesimal de volume no interior do volume de controle, 

tem-se que a energia interna desse elemento é dada pela multiplicação da Equação (39) com a 

massa específica e com o próprio valor do elemento de volume. Com isso, a energia interna no 

interior de todo o volume de controle é dada por 

 

 (41) 

 

Portanto, a taxa temporal de variação de energia interna do volume de controle devido a 

efeitos transientes das variáveis dos fluidos é   

 

 (42) 

 

A taxa de mudança de energia do fluido conforme ele atravessa o volume de controle (n3) 

é a soma das Equações (40) e (42), mostrada a seguir 

 

 (43) 

 

Aplicando o princípio físico da conservação de energia para um fluido, tem-se que todo 

o calor adicionado ao fluido, somado a todo o trabalho realizado sobre o fluido é igual à taxa 

de variação de energia através do volume de controle. Isso indica que   

 

 (44) 

 

Substituindo as Equações (34), (38) e (43) 

 

 

 
(45) 
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A Equação (45) é chamada de equação de energia, e está representada em sua forma 

integral. 

Aplicando a identidade vetorial da Equação (16) no segundo e no último termo da 

Equação (45), tem-se 

 

 (46) 

  

 (47) 

 

Substituindo as Equações (46) e (47) na Equação (45), e rearranjando os termos 

 

 (48) 

 

Para que a condição imposta na Equação (48) seja sempre válida, é necessário que o valor 

do integrando seja sempre nulo. Sendo assim, conclui-se que 

 

 (49) 

 

A Equação (49) representa a equação da energia na forma diferencial. 

 

3.2.4. Velocidade do som em um fluido e número de Mach 

Considere uma onda de som se movendo em um fluido com velocidade a. O fluido à 

frente da onda se desloca em direção a ela também com velocidade a. Como a onda é por 

definição considerada uma onda fraca, as mudanças causadas por ela no fluido são pequenas. 

Portanto pode-se considerar que a alteração da velocidade do fluido após a onda de som seja 

infinitesimal. 

Sendo assim, o fluido à frente da onda de som se desloca em direção a ela com velocidade 

a, pressão p, temperatura T e massa específica ρ. Devido às alterações, o fluido que se encontra 
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atrás da onda se desloca afastando-se dela com velocidade (a+da), pressão (p+dp), temperatura 

(T+dT ) e massa específica (ρ+dρ). 

Utilizando a Equação (15) para um caso unidimensional, e adotando que o regime é 

estacionário, obtém-se (ANDERSON, 2003) 

 

 (50) 

 

Onde o subíndice ini representa as propriedades em um estado anterior, e o subíndice f 

representa as propriedades em um estado posterior. 

Como o escoamento através da onda de som é unidimensional, pode-se usar a Equação 

(50) para obter a relação entre as propriedades do fluido, o que resulta em 

 

 (51) 

 

Ou 

 

 (52) 

 

 

Desconsiderando o produto de infinitesimais, por serem muito menores em relação aos 

outros termos, tem-se que 

 

 (53) 

 

Utilizando a Equação (25) para um caso unidimensional, adotando que o regime é 

estacionário, e sabendo da ausência de forças de corpo, obtém-se 

 

 (54) 

 

Aplicando a Equação (54) para o caso da onda de som, tem-se 

 

 (55) 
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Desconsiderando novamente os termos que multiplicam dois valores infinitesimais, a 

Equação (55) pode ser reescrita como  

 

 (56) 

 

Substituindo a Equação (56) na Equação (53) 

 

 (57) 

 

Rearranjando os termos 

 

 (58) 

 

Considerando os processos físicos que ocorrem nas mudanças das propriedades do fluido 

devido à onda de som, nota-se que é possível desprezar efeitos dissipativos de fricção e de 

condução térmica. Também não há adição de calor durante o processo. Sendo assim, conclui-

se que a onda de som gera mudanças no fluido de forma isentrópica. Portanto pode-se escreve 

a Equação (58) como  

 

 (59) 

 

onde o subíndice s indica que o processo é isentrópico.  

Para um gás caloricamente perfeito, através do uso de relações isentrópicas, a Equação 

(59) pode ser reescrita como 

 

 (60) 
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onde γ é a razão entre o calor específico a pressão constante e o calor específico a volume 

constante.  

A partir da velocidade do som de um fluido, é possível obter o número de Mach (M), 

como mostra a Equação (61).  

 

 (61) 

 

O Número de Mach é um valor adimensional usado como parâmetro para classificação 

de escoamentos, assunto esse que será abordado na seção 3.2.5. 

  

3.2.5. Características de um escoamento compressível 

Um escoamento pode ser classificado, como mencionado em Anderson (2003), de duas 

formas quando considerado a compressibilidade de um fluido, sendo elas compressível e 

incompressível. Essa compressibilidade é entendida como uma variação na massa específica do 

fluido decorrente de uma variação na pressão do fluido como mostra a equação a seguir 

 

 (62) 

 
onde τ é a compressibilidade do fluido. 

Reescrevendo a Equação (62), 

 

(63) 

 
Para que um escoamento seja completamente incompressível (τ = 0), a variação da massa 

específica deve ser nula (a massa específica deve ser constante) para qualquer que seja a 

variação de pressão. Como este fato não ocorre fisicamente, considera-se também como 

escoamento incompressível casos em que a variação da massa específica é relativamente muito 

pequena (menor que 5%) a ponto de não ser impactante nos resultados dos cálculos. 

Escoamentos de líquidos em turbinas e bombas hidráulicas são exemplos deste tipo de 

escoamento. 
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Já para ser considerado compressível, o escoamento deve apresentar uma variação 

considerável de massa específica com variações de pressão. Usualmente, essa característica está 

ausente em líquidos, devido ao seus baixos valores de compressibilidade. Porém, nota-se sua 

presença quando tratando-se de gases em determinadas situações. 

Uma forma prática para se classificar o fluido de acordo com sua compressibilidade é 

utilizar a relação entre os efeitos de compressibilidade e inércia do fluido. A Equação (63) pode 

ser reescrita da seguinte forma 

 

 (64) 

 

Utilizando os conceitos de velocidade de som de um fluido, e substituindo a Equação (64) 

na Equação (59), tem-se 

 

 (65) 

 

Como a velocidade do som pode ser escrita em função do número de Mach, a 

compressibilidade de um fluido também pode ser obtida como função do número de Mach. 

Sendo assim, foram obtidas faixas de valores para o número de Mach que permitem 

classificar o escoamento em cinco regimes diferentes. São eles: 

 

● Subsônico, (M < 0,8); 

 Transônico, (0,8 ≤ M < 1 ou 1 < M ≤ 1,2); 

 Sônico, (M = 1) 

 Supersônico, (1,2 < M ≤ 5); 

 Hipersônico, (M > 5). 

 

Para os regimes transônico, sônico, supersônico e hipersônico, o escoamento de um fluido 

deve ser classificado como compressível. Dentro do regime subsônico podem ocorrer duas 

situações. Com valores de Mach menores que 0,3, o escoamento do gás pode ser considerado 

como um escoamento incompressível sem comprometimento dos resultados de cálculos. Para 

valores de Mach entre 0,3 e 0,8, o escoamento do gás deve ser considerado como compressível. 



 45 

 

3.2.6. Propriedades totais de um fluido 

Considere que, em um escoamento, um elemento de fluido qualquer esteja sendo 

desacelerado isentropicamente, causando variações em suas propriedades. Quando esse 

elemento de fluido atingir o ponto de estagnação (V = 0), sua temperatura passa a ser definida 

como temperatura total (T0),  sua pressão passa a ser definida como pressão total (p0), e sua 

massa específica passa a ser definida como massa específica total (ρ0),  também denominadas 

como temperatura de estagnação, pressão de estagnação, e massa específica de estagnação, 

respectivamente. Essas propriedades estão relacionadas com as propriedades T, p e ρ do fluido, 

conforme será demonstrado (ANDERSON, 2003). 

Considere um estado inicial (ini) e um estado final (f) de um fluido em um escoamento 

unidimensional, onde as propriedades do fluido nos dois estados sejam diferentes, conforme 

mostrado na FIGURA 10. 

Para calcular a variação nas propriedades, é possível aplicar as leis de conservação para 

um fluido em sua forma integral no volume de controle retangular, representado pelas linhas 

tracejadas da FIGURA 10. Como o escoamento é unidimensional, as propriedades são 

uniformes ao longo do contorno esquerdo e do contorno direito. Considere que ambos os 

contornos apresentem uma área ( ) perpendicular ao escoamento, que seja em regime 

permanente, e que não hajam forças de corpo atuantes. 

 

FIGURA 10 –  VOLUME DE CONTROLE RETANGULAR EM ESCOAMENTO 1D. 

 
FONTE: Adaptado de Anderson (2003). 

  

Utilizando essas considerações na Equação (45), tem-se    
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 (66) 

 
Para simplificar, a integral de volume para o primeiro termo da Equação (66) será 

representada por , indicando a taxa total de calor adicionada ao gás no volume de controle. 

Avaliando a integral de superfície nos dois contornos tem-se 

 

 (67) 

 

Reorganizando os termos 

 

 (68) 

 

Dividindo o lado esquerdo por , e o lado direito por  

 

 (69) 

 

Como  é a taxa de calor adicionada, e  é o fluxo de massa através do volume 

de controle, então o primeiro termo da Equação (69) é simplesmente o calor adicionado por 

unidade de massa. Utilizando a definição de entalpia da Equação (6) 

 

 (70) 

 

Considere agora que as variações nas propriedades ocorram de forma adiabáticas, e que 

o fluido possa ser considerado como caloricamente perfeito. Utilizando a Equação (8), a 

Equação (70) pode ser reescrita como 
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 (71) 

 
Retomando o conceito de temperatura total e fazendo o estado ini ser o estado real do 

elemento de um fluido, e o estado f  ser o estado de estagnação do elemento de fluido, é possível 

escrever a Equação (71) como  

 

 (72) 

 
A Equação (72) indica que a temperatura total pode ser calculada para condições reais 

conhecidas em qualquer ponto para qualquer tipo de escoamento. Apesar de inicialmente ter 

sido definido como um processo isentrópico, nota-se que para o cálculo da temperatura, apenas 

a condição de adiabático foi aplicado ao escoamento. Portanto, é possível redefinir a 

temperatura total, ou de estagnação, como sendo a temperatura que existiria se o elemento de 

fluido fosse desacelerado adiabaticamente até o estado de estagnação. Para as outras 

propriedades, a condição de irreversibilidade também se faz necessária. 

A Equação (72) pode ser reescrita para encontrar uma taxa entre a temperatura real e a 

temperatura de estagnação 

 

 (73) 

 
Sabendo que  

 

 (74) 

 

então 

 

 (75) 

 
 

Utilizando a Equação (60)  
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 (76) 

 

Portanto, usando a Equação (61)  

 

 (77) 

 
Para encontrar as relações para a pressão e massa específica do fluido, basta aplicar 

relações isentrópicas à Equação (77), obtendo as equações  

 

 (78) 

 

 (79) 

 

Vale ressaltar que para um escoamento que seja completamente isentrópico, os valores 

de pressão total e massa específica total permanecerão constantes. Como já mencionado, a 

temperatura total depende apenas do processo ocorrer de forma adiabática. Portanto, para um 

escoamento que, por mais que apresente processos irreversíveis, ainda seja completamente 

adiabático, a temperatura total permanece constante. 

 

3.3. ONDAS DE CHOQUE E ONDAS DE EXPANSÃO 

Conforme demonstrado em Anderson (2003), quando o escoamento de um fluido em 

regime supersônico encontra uma quina de compressão, ocorre o fenômeno conhecido como 

onda de choque oblíqua. Esse choque, além de redirecionar as linhas de fluxo, impacta 

diretamente em suas propriedades, causando alterações de forma não isentrópicas. 

Considerando o estado antes da onda choque e o estado após a onda, a FIGURA 11 demonstra 

o que ocorre com cada uma dessas características. 

 



 49 

 

FIGURA 11 – ALTERAÇÕES NAS CARACTERÍSTICAS DE UM FLUIDO DEVIDO À 

ONDA DE CHOQUE. 

 
FONTE: Adaptado de da Silva (2019). 

 

Já quando o escoamento de um fluido em regime supersônico encontra uma quina de 

expansão, ocorre o fenômeno conhecido como ondas de expansão ou leque de expansão. Esse 

fenômeno causa variações isentrópicas de propriedades no fluido, além da mudança de direção 

das linhas de fluxo. Usando as mesmas considerações feitas para ondas de choques, a FIGURA 

12 demonstra as alterações sobre cada uma das características. 

 

FIGURA  12 – ALTERAÇÕES NAS CARACTERÍSTICAS DE UM FLUIDO DEVIDO À 

ONDA DE EXPANSÃO. 

 
FONTE: Adaptado de da Silva (2019). 

 

Back et al. (1965) afirmam ser possível prever o aparecimento desses choques no interior 

de um bocal CD através da análise das linhas de Mach. Porém, deve-se ter em mente que, devido 

a efeitos inesperados do comportamento do fluido, pode ser que essa previsão não seja concreta. 
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3.4. CONCEITOS SOBRE MALHAS NÃO ORTOGONAIS ESTRUTURADAS 

Malhas não ortogonais estruturadas são tipos de malhas comumente utilizadas na solução 

computacional de problemas de DFC. Possuem como característica principal uma estruturação 

lógica na criação de seus elementos. Para casos bidimensionais com o uso do métodos de 

volumes finitos, os volumes de malha são, na maioria das vezes, do tipo quadrilateral (TU; 

YEOH e  LIU, 2013). As FIGURAS 13 e 14 demonstram exemplos de aplicações para essas 

malhas. 

Facilidade no mapeamento dos pontos da malha e conectividade direta entre volumes 

vizinhos são exemplos de vantagens ao se usar esse tipo de malha. Também possibilitam o fácil 

gerenciamento de dados, e tornam a escrita do programa computacional mais simples, 

justamente devido à sua conectividade de volumes ser de forma organizada. 

Apesar de apresentarem alta eficiência para geometrias simples, ao se tratar de geometrias 

mais complexas, esse tipo de malha gera aumento na não ortogonalidade, o que pode causar 

soluções não condizentes com a realidade devido a transformação das equações governantes. O 

aumento do número de termos das equações para tratar dessas não ortogonalidades também 

eleva o custo computacional e pode prejudicar a acurácia e a eficiência do programa. 

 

FIGURA 13 – MALHA NÃO ORTOGONAL ESTRUTURADA PARA SIMULAÇÃO DE 

ESCOAMENTO EM UM TUBO. 

 
FONTE: TU; YEOH e LIU (2013). 
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FIGURA 14 – MALHA NÃO ORTOGONAL ESTRUTURADA PARA SIMULAÇÃO DE 

ESCOAMENTO EM UM CILINDRO. 

 
FONTE: TU; YEOH e LIU (2013). 

 

3.5. ESTIMADOR DE RICHARDSON 

Para malhas unidimensionais com N pontos nodais e espaçamentos iguais entre si, 

utilizando o método de diferenças finitas, o tamanho do elemento de malha pode ser obtido por 

(MARCHI, 2001) 

 

(80) 

 

onde h é o tamanho do elemento de malha. 

Considere um caso de três malhas unidimensionais, uma mais refinada, uma 

intermediária, e uma mais grossa, com tamanho de elementos ha, hb, e hc, respectivamente. Para 

cada uma dessas malhas foi obtida uma solução numérica de uma variável de interesse, 

representadas por  ϕa, ϕb, e ϕc, respectivamente. Sendo q a razão de refino constante entre os 

pares de malhas conforme mostra a equação 

 

(81) 

 

é possível obter o valor da ordem aparente (pU ) por 
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(82) 

 

A incerteza de uma solução numérica qualquer pode ser calculada através do estimador 

de Richardson como 

  

(83) 

 

onde ϕ é a solução numérica e ϕ∞ é uma solução estimada. Esta última pode ser obtida através 

da solução numérica em duas malhas diferentes e da ordem aparente  

 

(84) 

 

Substituindo a Equação (84) na Equação (83) tem-se que a incerteza da solução numérica 

é calculada por 

 

(85) 

 

Em casos bidimensionais, para malhas não ortogonais estruturadas, e para o método de 

volumes finitos, o refino da malha pode ser avaliado na área do volume de malha. Sendo Nvol o 

número de volumes da malha, a razão de refino entre duas malhas consecutivas pode ser obtido 

por     

 

(86) 

 

A obtenção da ordem aparente e da incerteza para um caso 2D segue o mesmo 

procedimento apresentado para o caso 1D, substituindo apenas a forma do cálculo da razão de 

refino de malha pela Equação (86).  
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4 METODOLOGIA 

Este capítulo apresenta todos os parâmetros necessários que foram utilizados para realizar 

as simulações. Está subdividido em cinco seções principais, abrangendo nas duas primeiras 

características a respeito do modelo físico do problema proposto, posteriormente, são 

explicadas as características do modelo computacional, após, trata-se a respeito do método de 

comparação para validação dos resultados, por fim, explica-se a utilização da norma L1 para 

cálculo de erros numéricos. 

      

4.1. MODELO FÍSICO 

O estudo deste trabalho é a solução do escoamento bidimensional de ar no interior de um 

bocal convergente-divergente. Para tornar possível a comparação dos resultados obtidos, foram 

utilizadas as mesmas características de um dos experimentos dos autores Back et al. (1965). A 

FIGURA 15 representa as dimensões para a geometria do bocal. O escoamento ocorre da 

esquerda para a direita, e considera-se que o fluido entra no bocal paralelamente à linha de 

simetria. 

 

FIGURA 15 – DIMENSÕES FÍSICAS DO BOCAL. 

 
FONTE: O Autor. 
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O fluido avaliado no escoamento foi o ar padrão. Nas propriedades referentes ao gás, 

foram considerados os valores de 287,00J/kgK para a constante de gás, e 1,35 para a relação 

entre calores específicos. Nas características de estagnação, tem-se a temperatura de 833,33K 

e a pressão de 1,725MPa.      

 

4.2. EQUAÇÕES GOVERNANTES DO MODELO FÍSICO 

Para solucionar o modelo físico proposto, as leis da conservação de massa, conservação 

da quantidade de movimento, e conservação da quantidade de energia em suas formas 

diferenciais foram aplicadas. Os casos gerais para cada uma das leis foram demonstrados no 

Capítulo 3 deste trabalho, portanto, serão feitas algumas adaptações para que elas se enquadrem 

no problema em questão. 

Para um caso bidimensional em x e y, a Equação (33) não é utilizada, e o vetor velocidade 

passa a ser 

 

 (87) 

 

Sabendo-se da ausência de qualquer tipo de força de corpo (  = 0), sabendo-se também 

que não há trocas térmicas ( = 0), e que o ar é considerado como um gás ideal, 

desconsiderando os efeitos viscosos, e substituindo essas condições nas Equações (3), (19), 

(31), (32) e (49), tem-se o conjunto    

  

 (88) 

 

O conjunto demonstrado na Equação (88) é conhecido como as equações de Euler para 

fluidos ideais, e são as equações governantes para o caso proposto nesse trabalho. 
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4.3. MODELO NUMÉRICO 

Para realizar as simulações presentes neste trabalho foi utilizado o software livre SU2, 

com a aplicação do método de volumes finitos. O computador em que as simulações foram 

realizadas possui um sistema operacional Windows 10 64 bits, um processador Intel Core i5-

7200U 2,5GHz, e 8Gb de memória RAM. Mais informações a respeito de características da 

modelagem numérica são apresentadas nas subseções que seguem. 

   

4.3.1. Domínio computacional 

Através do programa Gmesh, cinco malhas não ortogonais estruturadas foram geradas, 

todas possuindo as mesmas dimensões, porém com número de volumes diferentes, e refino de 

área de volume constante igual a 4. A malha mais grossa está representada na FIGURA 16. A 

TABELA 1 apresenta o número de divisões nas direções x e y e a quantidade de volumes para 

cada malha, sendo a malha 5 a mais grossa e a malha 1 a mais refinada. 

 

FIGURA 16 – MALHA NÃO ORTOGONAL ESTRUTURADA COM 675 VOLUMES. 

 
FONTE: O Autor. 

 

As dimensões do bocal para o domínio computacional são iguais às dimensões do 

domínio físico. Devido ao comportamento simétrico apresentado por um fluido no interior de 

um bocal, apenas a metade superior do bocal foi modelada. 
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TABELA 1 – NÚMERO DE DIVISÕES EM CADA DIREÇÃO E NÚMERO 

DEVOLUMES PARA CADA MALHA. 

 
FONTE: O Autor. 

 

4.3.2. Condições de contorno 

 Para aplicar as condições de contorno nas simulações, as linhas de contorno de cada uma 

das malhas foram divididas em quatro grupos diferentes, como mostrado na FIGURA 17. 

 

FIGURA 17 – DIVISÃO DOS CONTORNOS DA MALHA COM 675 VOLUMES. 

 
FONTE: O Autor. 

 

Na linha “Entrada”, foi utilizado como condição de contorno os valores conhecidos para 

pressão e temperatura, sendo eles 1,725Mpa e 833,33K, respectivamente (Back et al. 1965). O 

SU2 trata essa condições de contorno como condições de Dirichlet, calculando as outras 

variáveis a partir de variáveis já conhecidas.  

Na linha “Parede”, a condição de parede sólida adiabática com deslizamento 

(desprezando efeitos viscosos) foi aplicada. Nesse caso, o SU2 trata a condição de contorno 
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como condição de Neumann, e utiliza para o valor nulo para o fluxo de massa de fluido que 

atravessa o contorno. 

Para a linha “Simetria”, usou-se a condição de eixo de simetria existente no SU2. Essa 

condição anula o fluxo de massa através do contorno e cria uma reflexão dos valores obtidos. 

Sendo assim, um estado do fluido refletido é computado a partir de um estado atual e uma 

condição de Neumann é aplicada (RAVISHANARA; ÖZDEMIR; WEIDE, 2020). 

Apesar de, para condições supersônicas, não ser necessária nenhuma condição de 

contorno na saída de um bocal CD,  no programa SU2 foi preciso incluir a condição de saída 

de dados supersônicos na linha “Saída”. Essa condição é tratada como uma condição de 

Neumann.  

 

4.3.3. Aproximação numérica JST 

A aproximação numérica JST foi uma das aproximações utilizadas neste trabalho. Ela 

consiste na discretização espacial das equações governantes em uma forma de função, acrescida 

de uma função dissipativa, para permitir convergência e estabilidade. 

A seguir, será exemplificado como as equações de Euler são discretizadas através dessa 

aproximação numérica, tendo como base o trabalho de Jameson, Schimidt e Turkel (1981). 

Considere inicialmente as equações das três leis governantes em suas formas integrais. 

Ao aplicar-se condições iguais às condições do modelo físico, apresentadas na Seção 4.2, as 

equações governantes, se tornam equações de Euler, e podem ser escritas no formato vetorial 

como  

 

(89) 

 

onde  é a área de controle, r são os contornos da área de controle, e os vetores , , e , são  

 

(90) 
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(91) 

 

(92) 

 

em que E é a energia interna total do fluido, calculada pela Equação (93), e H é a entalpia total 

do fluido, calculada pela Equação (94). 

 

 (93) 

 

 (94) 

 

Analisando a face de um volume quadrilateral, denotado pelo conjunto de subíndices (i,j), 

obtém-se um conjunto de equações diferenciais ordinárias aplicando-se o método de linha no 

processo de discretização, e desacoplando os termos espaciais e temporais. Portanto, para cada 

célula da malha, tem-se a equação 

 

(95) 

 

onde A é a área do volume de malha, e Ω é um operador que representa a aproximação numérica 

da integral de contorno da Equação (95). Esse operador pode ser obtido como mostrado a seguir. 

Seja  e  o incremento de malha nas direções x e y, respectivamente para o contorno 

k do volume. Considere os quatro contornos do volume da malha representados pelos índices 

1, 2, 3 e 4. Sendo assim, a conservação da quantidade de movimento na direção x, por exemplo, 

seria 
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(96) 

 

com 

 

(97) 

 

e o somatório sendo realizado para as faces do volume. Os valores para as propriedades do 

fluido nos contornos são calculados como sendo a média entre os valores dos volumes que 

compartilham o mesmo contorno. Como exemplo  

 

(98) 

 

O procedimento para obter o operador Ω para as outras equações é análogo ao 

demonstrado para a equação da conservação da quantidade de movimento em x. 

Porém, para garantir estabilidade da aproximação numérica para regiões do fluxo que 

possam conter descontinuidades ou elevados gradientes de pressão, é preciso acrescentar um 

termo dissipativo artificial. Com isso, a Equação (95) é reescrita como 

 

(99) 

 

onde D é um operador dissipativo.  

O termo dissipativo para a variável ρ é 

 

(100) 

 

onde  e  são as contribuições correspondentes em cada direção, escritas como  

 

(101) 
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(102) 

 

Para o termo , tem-se   

 

(103) 

 

onde  e  são coeficientes de segunda e quarta ordem, respectivamente, que se adaptam 

com as características do fluido. Seja 

 

(104) 

 

Então 

 

(105) 

 

(106) 

 

onde  e  são constantes para a formulação dissipativa, que comumente apresenta 

valores de 1/4 e 1/256, respectivamente. 

Todos os termos a direita das Equações (101) e (102) são similares. Portanto suas 

obtenções são de forma análoga à apresentada. 

Os termos dissipativos para as outras equações são obtidos substituindo a variável ρ pelas 

devidas variáveis (ρVx, ρVy, ρE), nas Equações (100), (101), (102) e (103). 

Por fim, para solucionar o problema por completo, deve ser usado juntamente à essa 

aproximação, qualquer tipo de aproximação numérica temporal, uma vez que a aproximação 

JST trata apenas da parte espacial.  

Foi escolhida a aproximação numérica temporal de Euler Implícito, que será explicada 

na Seção 4.3.5, para ser usada conjuntamente com a aproximação numérica JST.  
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4.3.4. Aproximação numérica de Roe 

Outra aproximação numérica utilizada neste trabalho foi a de Roe. Essa aproximação 

consiste em substituir a matriz Jacobiana em um problema linear por uma matriz que seja 

constante, dependente de dois estados diferentes.  

A seguir, um caso genérico será apresentado para demonstrar a ideia geral da 

aproximação numérica de Roe, e posteriormente será exemplificado como as equações de Euler 

são discretizadas através dessa aproximação numérica, tendo como base principal o trabalho de 

Roe (1981). 

Considere a equação genérica dada por 

 

(107) 

 

onde α é uma função temporal qualquer e θ é uma função espacial qualquer na direção x, 

dependente da função temporal. Ao introduzir a matriz Jacobiana (J) dada por 

  

(108) 

 

a Equação (107) pode ser reescrita da seguinte forma 

 

(109) 

 

A aproximação de Roe substitui a matriz Jacobiana por uma matriz constante dependente 

de dois estados diferentes. Portanto, a Equação (109) fica sendo 

 

(110) 

 

onde  é a matriz constante. 

Solucionar numericamente um problema como o proposto na Equação (110) significa 

obter a solução através da aproximação numérica de Roe. 
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Considere agora as equações de conservação de massa, energia e quantidade de 

movimento para fluidos em suas formas diferenciais. Considere também a ausência de 

viscosidade, trocas térmicas e forças de corpo. O conjunto dessas equações, aplicando tais 

condições, resultam nas equações de Euler para fluidos em um caso tridimensional, e podem 

ser expressas vetorialmente por 

 

(111) 

 

onde  

 

(112) 

 

(113) 

  

 (114) 

 

 (115) 

 

Considere um vetor paramétrico dado por 
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 (116) 

 

Nota-se que esse vetor paramétrico é capaz de representar todos os vetores da Equação 

(111) como função dele próprio e de propriedades constantes do fluido. Para o caso do vetor   

tem-se que 

 

 (117) 

  

Assim como é possível representar os vetores , ,  e  através do vetor , também é 

possível representar qualquer variação de estado para esses quatro vetores como uma função do 

vetor paramétrico. Como exemplo, considere um estado anterior, representado pelo subíndice 

L, e um estado posterior, representado pelo subíndice R. Para o vetor , pode-se  escrever 

 

 (118) 

 

em que B é a matriz de mapeamento de  em , dada por 

 

 (119) 

 

onde o sobrescrito    significa a média aritmética entre os dois estados dos valores de . Por 

conveniência, o vetor com as médias aritméticas do vetor paramétrico é  
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 (120) 

 

Assim como para o vetor , é possível fazer o mesmo procedimento para o vetor . 

Portanto 

 

 (121) 

 

em que C é a matriz de mapeamento de  em , dada por 

 

 (122) 

 

Utilizando as Equações (118) e (121) e reorganizando os termos, tem-se 

 

 (123) 

 

em que B-1 é a matriz inversa de B. Sendo a matriz  

 

 (124) 

 

então 
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 (125) 

 

Isso indica que a matriz  é a matriz de mapeamento de  em , sendo assim, é possível 

descrever qualquer variação de estado do vetor  através do vetor . 

Realizando o procedimento análogo para os vetores  e , tem-se 

 

 (126) 

 

 (127) 

 

onde as matrizes Ry e Rz são as matrizes de mapeamento de  em , e de  em , 

respectivamente.  

Será demonstrado a seguir como obter os valores da matriz . O procedimento para as 

matrizes Ry e Rz são similares. 

A matriz  é obtida resolvendo o problema de autovalores e autovetores  

 

 (128) 

 

onde λ são os autovalores e I é a matriz identidade. 

Substituindo as Equações (118) e (124) na Equação (128) 

 

 (129) 

 

 (130) 

 

 (131) 

 

Fazendo 

 (132) 
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 (133) 

 

 (134) 

 

 (135) 

 

a Equação (131) pode ser reduzida para 

 

 (136) 

 

As raízes da Equação (136) representam os autovalores, dados por   

 

 (137) 

 

 (138) 

 

 (139) 

 

 (140) 

 

 (141) 

 

Substituir esses autovalores na Equação (130) permite a obtenção dos seguintes 

autovetores 
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 (142) 

 

 (143) 

 

 (144) 

 

 (145) 

 

 

 (146) 

 

Por fim, projeta-se um vetor diferença de estado arbitrário do domínio do vetor  nos 

autovetores encontrados, para servir como base para a matriz Ã. Isso é feito por 
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 (147) 

 

onde os coeficientes σ são obtidos por 

 

 
 (148) 

 

 (149) 

 

 (150) 

 

 (151) 

 

 (152) 

 

Cada um dos vetores bases encontrados representam um vetor coluna da matriz Ã. 

Utilizar a aproximação de volumes finitos nas derivadas espaciais da Equação (111), faz 

com que ela fique da seguinte forma 

 

(153) 

 

onde hx, hy, e hz são as distancias entre os centros dos volumes da malha. 

Substituir as Equações (125), (126) e (127) na Equação (153) resulta em 

  

(154) 
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Nota-se que a Equação (154) assume a forma padrão da aproximação numérica de Roe, 

dada na Equação (110), para um problema de escoamento de fluido, governado pelas equações 

de Euler em um caso tridimensional. 

Sendo assim, para um caso bidimensional, a aproximação numérica de Roe aplicada neste 

trabalho é como mostrada na Equação (155)  

 

(155) 

 

Uma aproximação numérica temporal deve ser usada em conjunto para solucionar o 

problema, uma vez que a aproximação numérica de Roe trata apenas dos termos espaciais. Foi 

escolhida a aproximação numérica temporal de Euler Implícito, apresentada a seguir. 

 

4.3.5. Aproximação numérica de Euler Implícito 

Para solucionar a parte temporal das equações governantes, foi usada a aproximação 

numérica de Euler Implícita. Baseado no trabalho de Cavalca et al. (2018), um caso geral de 

como aplicar tal aproximação será brevemente explanado a seguir, e posteriormente será 

abordado como esse caso se encaixa no problema proposto nesse trabalho. 

Seja uma matriz K qualquer e seja uma matriz L dependente da matriz K, tal que 

 

(156) 

 

Considere todo sobrescrito n como sendo um determinado momento no tempo e todo 

sobrescrito n+1 como sendo um momento posterior. Expandindo ambos os lados da Equação 

(156) para um momento posterior de tempo, tem-se  

 

(157) 

 

(158) 
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Substituindo as Equações (157) e (158) na Equação (156) 

 

(159) 

 

Reorganizando os termos 

 

(160) 

 

onde 

 

(161) 

 

A Equação (160) representa uma forma linearizada implícita de avanço temporal das 

equações. Por fim, o avanço temporal pode ser obtido por 

 

(162) 

 

4.3.6. Critério de convergência 

Foram usados dois critérios de convergência em paralelos para todas as simulações. O 

critério principal foi estabelecido como sendo um valor muito pequeno para o resíduo  calculado 

em cada iteração. Portanto, caso o valor do resíduo atingisse a grandeza de E-15, a simulação 

teria atingido a convergência, e seria finalizada. 

O segundo critério foi um número máximo de iterações, que finalizaria as simulações 

nessa iteração, mesmo que o resíduo ainda não tivesse atingido o valor estipulado. Para o 

presente trabalho, optou-se em utilizar o valor máximo de número de iterações como 22500 

para todas as simulações. 
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4.3.7. Variáveis de interesse 

As variáveis de interesse para as simulações desse trabalho englobam a distribuição de 

pressão do fluido na parede do bocal, para ser possível realizar o processo de comparação com 

resultados experimentais, e o campo de velocidade em todo o bocal determinado pelo número 

de Mach, a fim de verificar o comportamento do fluido e a aparição de possíveis 

descontinuidades no escoamento. 

Também foram avaliados o fluxo de massa médio de fluido na saída do bocal, que foi 

usado para o cálculo do coeficiente de descarga, como será demonstrado na Seção 4.4, e o 

campo de temperatura na entrada do bocal, para analisar o erro numérico através da norma L1, 

como será demonstrado na Seção 4.5. 

 

4.4. CRITÉRIOS DE AVALIAÇÃO 

Para a parte de validação de resultados, o critério de avaliação usado neste trabalho foi a 

comparação entre os resultados para a pressão na parede do bocal obtidos computacionalmente 

na malha mais refinada através da aproximação numérica JST, e da aproximação numérica de 

Roe, com os valores experimentais obtidos no estudo de Back et al. (1965). A aproximação 

numérica que apresentar o menor erro e melhor representação dos fenômenos físicos, será 

considerada como sendo a mais adequada. 

Na hipótese de ambas as aproximações numéricas apresentarem valores similares, o 

critério de avaliação será então o custo computacional de cada uma delas. Aquela que apresentar 

o menor custo, será considerada como a mais adequada. 

Para a parte de verificação do código, usou-se como critério a ordem aparente e a incerteza 

calculada através do estimador de Richardson. Para tal, utilizou-se as Equação (82) e (85) 

substituindo a variável ϕ pelo valor do coeficiente de descarga (Cd)  

 

(163) 

 

(164) 
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Esse coeficiente de descarga é obtido pela razão entre a vazão mássica real do fluido ( ) 

pela vazão mássica ideal do fluido ( ), como mostrado na Equação (165) 

 

(165) 

 

onde  é obtido pelo próprio programa computacional, e  é obtido através da Equação 

(166), conforme proposto por Alam et al. (2016)  

 

(166) 

 

com Se sendo a área de saída do bocal. 

 

4.5. ANÁLISE DO ERRO NUMÉRICO 

Além da verificação realizada pela ordem aparente, uma análise do erro numérico foi feita 

utilizando a média da norma L1, que pode ser calculada para uma variável genérica, como 

proposto por da Silva (2019), através de 

 

(167) 

 

Como as propriedades do fluido são conhecidas na entrada do bocal, foi escolhida a 

temperatura de estagnação para ser a variável para cálculo da norma. O valor exato da variável 

é o mesmo utilizado para a condição de contorno, ou seja, = 833,33K (BACK et al. 1965). 

O valor numérico para a temperatura de estagnação na entrada do bocal pode ser obtido 

aplicando a Equação (77) a todos os pontos da malha na entrada do bocal (x = 0). Portanto, a 

Equação (167) pode ser reescrita como  

(168) 

 

onde 
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 (169) 

 
A análise da norma foi realizada para ambas as aproximações numéricas em todas as 

cinco malhas. 
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5 SIMULAÇÕES E RESULTADOS 

Este capítulo demonstra os resultados obtidos nas simulações. Está dividido em cinco 

seções, sendo a primeira, a quarta e a última dedicadas às análises de caráter computacional, e 

a segunda e a terceira relatando os fenômenos físicos do fluido no bocal CD. 

     

5.1. SIMULAÇÕES 

Para realizar as análises propostas, foram feitas dez simulações diferentes. A TABELA 2 

demonstra a malha utilizada, o valor residual atingido, o número de iterações e o tempo 

decorrido em cada simulação para a aproximação numérica JST. A TABELA 3 apresenta esses 

mesmos dados para a aproximação de Roe. 

 

TABELA 2 – VALOR RESIDUAL, NÚMERO DE ITERAÇÕES E TEMPO 

COMPUTACIONAL DE CADA SIMULAÇÃO USANDO JST. 

 
FONTE: O Autor. 

 

TABELA 3 – VALOR RESIDUAL, NÚMERO DE ITERAÇÕES E TEMPO 

COMPUTACIONAL DE CADA SIMULAÇÃO USANDO ROE. 

 
FONTE: O Autor. 
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O valor residual fornecido é referente ao cálculo da massa específica do fluido, feito 

automaticamente pelo SU2. Nota-se que para as 4 primeiras malhas, ambas as aproximações 

atingiram o critério de convergência de valor residual estabelecido. Apesar de para a malha 

mais refinada, nenhuma das aproximações ter atingido o valor proposto, ainda sim pode ser 

considerado como um valor residual aceitável para o problema.  

Percebe-se também que, para uma mesma malha, a aproximação numérica de Roe 

necessitou de mais tempo, quando comparada com a aproximação numérica JST, para 

completar os cálculos das simulações.     

 

5.2. COMPORTAMENTO DO FLUIDO NO INTERIOR DO BOCAL 

Para verificar o comportamento do fluido no interior do bocal, foram utilizadas as duas 

simulações com a malha mais refinada para ambas as aproximações numéricas. O número de 

Mach foi avaliado em todo o bocal, e está representado nas FIGURAS 18 (aproximação 

numérica JST) e 19 (aproximação numérica de Roe), geradas através do programa ParaView. 

 

FIGURA 18 – NÚMERO DE MACH AO LONGO DO BOCAL USANDO A 

APROXIMAÇÃO NUMÉRICA JST. 

 
FONTE: O Autor. 

 

Teoricamente, um fluido escoando no interior de um bocal CD deve apresentar um 

comportamento subsônico na seção convergente, atingir o estado sônico próximo à região da 
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garganta, e passar para um estado supersônico na região divergente. Portanto, é possível 

concluir que tanto a aproximação JST quanto a de Roe foram capazes de reproduzir  com êxito 

o comportamento esperado do fluido em aspectos gerais. 

 

FIGURA 19 – NÚMERO DE MACH AO LONGO DO BOCAL USANDO A 

APROXIMAÇÃO NUMÉRICA DE ROE. 

 
FONTE: O Autor. 

 

Ao analisar a seção divergente do bocal, observa-se que ambas as aproximações 

numéricas conseguiram capturar o fenômeno de onda de choque oblíqua presente no 

escoamento do fluido. 

No geral, os resultados apresentados pelas duas aproximações são semelhantes ao longo 

de todo o bocal, porém há uma diferença no valor do número de Mach para a região da onda 

de choque, próxima à linha de simetria. Para facilitar a visualização, as FIGURAS 20 e 21 

representam essa região do bocal ampliada para as aproximações numérica JST e de Roe, 

respectivamente. 

Como pode ser visto, a aproximação JST indica o valor máximo para o número de Mach 

como 3,7 próximo à onda de choque, já a de Roe aponta o valor de 3,9 (Representado pela cor 

preta na FIGURA 21). É possível que essa variação ocorra devido a forma como cada 

aproximação trata descontinuidades próximas a regiões de contorno. 
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FIGURA 20 – RESULTADOS PARA MACH NA SEÇÃO DE ENCONTRO ENTRE A 

ONDA DE CHOQUE E A LINHA DE SIMETRIA DO BOCAL, USANDO JST. 

 
FONTE: O Autor. 

 

FIGURA 21 – RESULTADOS PARA MACH NA SEÇÃO DE ENCONTRO ENTRE A 

ONDA DE CHOQUE E A LINHA DE SIMETRIA DO BOCAL, USANDO ROE. 

 
FONTE: O Autor. 

 

Outra diferença entre as duas aproximações pode ser notada na seção posterior à onda de 

choque. Utilizando novamente as FIGURAS 20 e 21, pode-se notar que a aproximação JST 



 78 

 

indica a presença de outras possíveis ondas de choque após a primeira, o que não é observado 

para a aproximação de Roe. Essas aparições de linhas adicionais não são fenômenos físicos 

reais, mas sim oscilações que ocorrem devido à propagação de erros proveniente da própria 

aproximação numérica (da SILVA, 2015). 

Portanto, conclui-se que, ao se tratar de efeitos de descontinuidade, a aproximação de Roe 

apresenta resultados mais preciso e condizentes com a realidade, enquanto a JST, apesar de ser 

capaz de capturar o efeito, propaga erros intrínsecos ao seu código de programação após a 

descontinuidade.   

    

5.3. COMPARAÇÃO ENTRE AS APROXIMAÇÕES NUMÉRICAS JST E DE ROE E 
DADOS EXPERIMENTAIS 

Para realizar a comparação das aproximações numéricas, foi utilizado o erro entre 

resultados experimentais e numéricos. Os autores Back et al. (1965) mediram 

experimentalmente o valor da razão entre a pressão na parede do bocal e a pressão de 

estagnação, em diferentes locais ao longo do comprimento do bocal. Eles utilizaram em seu 

trabalho uma representação gráfica dos resultados. Portanto, para obter os valores dos 

resultados, foi usado o programa WebPlotDigitizer. Foram feitas três medidas para cada 

resultado do gráfico e obtido um valor médio e uma incerteza.    

Através do campo de pressão resultante das simulações do SU2 para a malha mais 

refinada com a aproximação numérica JST e de Roe, foi adquirido o valor da pressão para a 

mesma posição que os dados experimentais, e criada a FIGURA 22. 

A FIGURA 22 mostra que tanto a aproximação numérica JST quanto a de Roe atingiram 

valores semelhantes aos dados experimentais, e também valores muito próximos entre elas 

mesmas. Conclui-se então que ambas estão apresentando uma tendência esperada da 

distribuição de pressão na parede do bocal. Porém, para avaliar a acurácia dos valores, uma 

comparação numérica através do erro e do erro relativo foi feita. 

A TABELA 4 apresenta os valores de razão entre pressões para o caso experimental com 

sua incerteza, a razão entre pressões para a aproximação JST, o erro e erro relativo da 

aproximação numérica. Esse erro refere-se à diferença entre o valor da razão de pressão 

experimental com a razão de pressão obtida computacionalmente, já o relativo foi calculado 

dividindo-se o erro pelo valor experimental. A TABELA 5 demonstra esses mesmo dados para 

a aproximação de Roe. 
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FIGURA 22 – RAZÃO ENTRE PRESSÃO NA PAREDE DO BOCAL E PRESSÃO DE 

ESTAGNAÇÃO AO LONGO DO EIXO AXIAL DO BOCAL. 

 
FONTE: O Autor.   

 

TABELA 4 – RAZÃO ENTRE PRESSÕES AO LONGO DO EIXO AXIAL DO BOCAL,  

ERRO E ERRO RELATIVO USANDO JST. 

 
FONTE: O Autor. 
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TABELA 5 – RAZÃO ENTRE PRESSÕES AO LONGO DO EIXO AXIAL DO BOCAL,  

ERRO E ERRO RELATIVO USANDO ROE. 

 
FONTE: O Autor. 

 

No geral, pode-se observar uma boa concordância dos resultados para ambas as 

aproximações devido ao baixo valor do erro apresentado, exceto na região próxima à seção da 

garganta do bocal. Para essa região, o erro relativo das aproximações numéricas deve ser 

analisado com mais atenção. 

Para a aproximação JST o erro relativo máximo calculado foi de 9,05%, e para a de Roe 

o erro relativo máximo foi de 9,01%. Apesar desses valores parecerem altos para um percentual 

de erro, da Silva (2015) realizou essa mesma comparação entre os resultados experimentais de 

Back et al. (1965) e outras duas abordagens computacionais. Em seu trabalho, obteve um erro 

máximo de 9,20% para a modelagem computacional, e afirma que este valor é um valor 

aceitável para o problema em questão. 

Como ambas as aproximações apresentaram um erro relativo máximo menor que o de da 

Silva (2015), é possível assumir que são acuradas na obtenção de resultados computacionais 

capazes de representar o fenômeno físico real.  
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5.4. VERIFICAÇÃO DAS APROXIMAÇÕES NUMÉRICAS JST E DE ROE 

A verificação das aproximações numéricas foi feita pela ordem aparente e incerteza 

calculada pelo estimador de Richardson. Para a aproximação JST, utilizou-se os resultados 

obtidos nas cinco malhas para calcular o coeficiente de descarga através das Equações (165) e 

(166). Posteriormente, para cada conjunto de três malhas subsequentes, calculou-se a ordem 

aparente como indicado na Equação (163). Esse mesmo procedimento foi feito para a 

aproximação numérica de Roe. Os valores obtidos estão demonstrados na TABELA 6. Os 

símbolo ** nos campos da tabela indicam que não é possível realizar o cálculo para aquele 

caso. 

 

TABELA 6 – ORDEM APARENTE PARA AS APROXIMAÇÕES JST E DE ROE. 

 
FONTE: O Autor. 

 

As duas aproximações numéricas são programadas no SU2 com ordem 2, portanto 

esperava-se a princípio que a ordem aparente tendesse a esse valor. Porém, como visto na Seção 

5.2, o comportamento do fluido para o caso estudado apresenta onda de choque na região 

divergente do bocal. Gottlieb, Gottlieb e Shu (2006) afirmam que para casos com presença de 

descontinuidades a acurácia da aproximação numérica é deteriorada devido ao fenômeno de 

Gibbs, causando uma convergência oscilatória e não uniforme da ordem da solução.    

Portanto, devido à descontinuidade presente no problema solucionado, torna-se difícil 

verificar a solução numérica obtida apenas analisando a ordem aparente. Sendo assim, foi feita 

uma análise da incerteza da solução numérica. 

Aplicando os valores obtidos na TABELA 6 à Equação (164), foi possível calcular a 

incerteza numérica através do estimador de Richardson e o erro relativo dessa incerteza para 

ambas as aproximações. Esse erro relativo foi calculado através da divisão da incerteza pelo 

valor do coeficiente de descarga. Os resultados estão apresentados na TABELA 7. Os símbolo 

** nos campos da tabela indicam que não é possível realizar o cálculo para aquele caso. 
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TABELA 7 – INCERTEZA ATRAVÉS DO ESTIMADOR DE RICHARDSON E ERRO 

RELATIVO PARA AS APROXIMAÇÕES JST E DE ROE. 

 
FONTE: O Autor. 

 

As incertezas apresentadas na TABELA 7 são valores que podem ser considerados 

pequenos em ambas as aproximações numéricas para o problema estudado. A análise do erro 

relativo permiti concluir que os resultados numéricos encontrados nas simulações apresentam 

um percentual baixo de incerteza. 

   

5.5. ANÁLISES SOBRE O CAMPO DE TEMPERATURA NO BOCAL 

A princípio, uma análise para o campo de temperatura foi feita em todo o bocal, porém 

ao invés de utilizar o valor da temperatura estática, optou-se por utilizar a temperatura de 

estagnação. 

A temperatura de estagnação foi calculada como indicado na Equação (77) para a malha 

mais refinada em ambas as aproximações numéricas. Os resultados para o campo de 

temperatura de estagnação estão demonstrados nas FIGURAS 23 e 24. 

 

FIGURA 23 – TEMPERATURA DE ESTAGNAÇÃO AO LONGO DO BOCAL USANDO 

A APROXIMAÇÃO NUMÉRICA JST. 

 
FONTE: O Autor. 
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FIGURA 24 – TEMPERATURA DE ESTAGNAÇÃO AO LONGO DO BOCAL USANDO 

A APROXIMAÇÃO NUMÉRICA DE ROE. 

 
FONTE: O Autor. 

 

Como foi aplicada a condição de escoamento adiabático, esperava-se que a temperatura 

de estagnação permanece constante, ou o mais próximo de ser constante o possível, no interior 

do bocal. Porém esse comportamento não foi observado em nenhuma das aproximações. 

Sendo assim, uma análise da temperatura de estagnação foi realizada na linha de entrada 

de bocal. Através das Equações (168 e 169), foram obtidos os valores da norma L1 e do erro 

relativo para todas as cinco malhas, em ambas as aproximações numéricas, como mostra a 

TABELA 8. O erro relativo foi calculado através da divisão da norma L1 pela temperatura de 

estagnação. 

 

TABELA 8 – NORMA L1 E ERRO RELATIVO PARA TEMPERATURA DE 

ESTAGNAÇÃO NA ENTRADA DO BOCAL. 

 
FONTE: O Autor. 

 

A TABELA 8 mostra que a norma não está apresentando uma tendência esperada de 

convergir para zero (da SILVA, 2019), e ainda representa um valor alto. Esse fato indica que 
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há erros numéricos nos pontos de entrada do bocal para ambas as aproximações em todas as 

cinco malhas utilizadas. O comportamento inesperado da temperatura de estagnação ao longo 

do bocal se dá devido à propagação desse erros na condição de contorno de entrada para o 

restante da malha. 

Sendo assim, pode-se concluir que, em se tratando de análises numéricas, ambas as 

aproximações apresentam um pequeno erro numérico. É possível que esse erro possa ser 

reduzido significativamente ou até mesmo eliminado utilizando algumas das variações da 

aproximação numérica JST e da de Roe que existem no SU2. Essas variações são melhorias 

propostas por diversos estudos dessas aproximações, que provaram aumentar a eficácia de seus 

códigos. Outra opção para solucionar essa questão seria realizar um estudo próprio mais 

avançado das aproximações numéricas, que resultasse em um maneira diferente de lidar com 

as condições de contorno, e adicionar essa nova forma ao código fonte do SU2.   

É possível também que esse fato ocorra devido à forma como o próprio código de 

programação SU2 realize os cálculos para as condições de contorno, indicando oportunidades 

para melhorias no código, ou mesmo mudanças nas escolhas dos outros parâmetros de 

simulação. Como o foco principal do trabalho não é estudar o código do SU2, mas sim as 

aproximações numéricas, não serão apresentadas ideias referente a essa questão. 

Vale ressaltar que, essa análise é feita sobre parâmetros numéricos, apontando que as 

aproximações numéricas ainda podem ser melhoradas. Porém, por mais que existam erros 

numéricos, eles podem ser considerados pequenos o suficiente a ponto de serem desprezados, 

como pode ser visto nos valores de erro relativo. Portanto, esses erros numéricos não interferem 

significativamente nos resultados obtidos para as propriedades reais do fluido.   
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6 CONSIDERAÇÕES FINAIS 

Este capítulo destina-se ao encerramento do trabalho, com a primeira seção abordando as 

conclusões, a segunda apontando as contribuições apresentadas, e a última citando possíveis 

trabalhos futuros.  

    

6.1. CONCLUSÕES 

Durante este trabalho, foi estudado o comportamento de um fluido compressível escoando 

no interior de um bocal convergente-divergente através de simulações realizadas no programa 

SU2. Durante as simulações, as aproximações numéricas espaciais JST e de Roe foram 

testadas. Para avaliar a acurácia das duas aproximações numéricas, optou-se por comparar os 

resultados numéricos com os resultados experimentais dos autores Back et al. (1965). 

Os dados de razão entre a pressão na parede bocal e a pressão de estagnação foram usados 

para realizar essa comparação. Os resultados permitiram concluir que ambas as aproximações 

numéricas tiveram êxito para solucionar o problema proposto, pois apresentam um erro relativo 

aceitável para o caso estudado. 

Avaliar o número de Mach ao longo do bocal reafirma que as duas aproximações 

apresentam uma precisão semelhante para reproduzir o comportamento do fluido no interior 

do bocal, com exceção de regiões que apresentem descontinuidades. Para essas regiões, a 

aproximação de Roe captura melhor os fenômenos físicos reais, enquanto a JST propaga erros 

provenientes do próprio algoritmo da aproximação.     

No geral, conclui-se que a aproximação de Roe é a mais adequada para solucionar o 

problema proposto, devido à presença de ondas de choque na seção divergente do bocal. 

 

6.2. CONTRIBUIÇÕES 

Com base no apresentado, destaca-se que: 

 

a. Foi demonstrado que o software livre SU2 é capaz de reproduzir com êxito o 

comportamento de um fluido compressível no interior de um bocal CD; 

b. Foi provada a acurácia da aproximação numérica JST na resolução do problema proposto, 

exceto para regiões próximas a descontinuidades; 

c. Foi provada a acurácia da aproximação numérica de Roe na resolução do problema 

proposto; e 
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d. Foi verificado que os resultados numéricos das aproximações JST e de Roe são validos 

através da incerteza do estimador Richardson. 

 

6.3. SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS 

Como sugestões para trabalho futuros, indica-se: 

 

a. Através do SU2, avaliar a influência da viscosidade, forças de corpo, e trocas térmicas 

para o problema proposto; 

b. Avaliar o escoamento alterando as condições de entrada; 

c. Verificar o comportamento do fluido caso seja feita alguma alteração na geometria do 

bocal; 

d. Avaliar o comportamento de um outro fluido escoando no interior do bocal; 

e. Estudar outro tipo de malha para modelar o bocal; 

f. Validar através da comparação os resultados obtidos em um outro código de 

programação; e 

g. Verificar a acurácia de outras aproximações numéricas disponíveis no SU2; 
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