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RESUMO

O controle passivo de vibrações por meio de Neutralizadores Dinâmicos Viscoelásticos
(NDV) tem apresentado excelentes resultados no controle em banda larga de frequên-
cias. Estudos previamente desenvolvidos mostram que sua aplicação em sistemas não
lineares causa a linearização dos mesmos. Neste trabalho é realizada uma investigação
acerca do efeito Sommerfeld de forma numérica e experimental, em sistemas lineares
e não lineares, com o objetivo de suprimir a ocorrência do fenômeno e de outras carac-
terísticas não lineares. Seu controle é realizado por meio da adição de Neutralizadores
Dinâmicos (ND), projetados de forma ótima por meio de uma metodologia proposta,
baseada em Parâmetros Equivalentes Generalizados (PEG). Os estudos são realiza-
dos em sistemas compostos por uma viga, descrita pelo modelo de Euler-Bernoulli,
com um motor de corrente contínua não ideal acoplado. As equações governantes do
movimento do sistema são obtidas por meio do método dos modos assumidos, onde
se considera que o sistema é submetido a grandes deflexões, gerando um modelo
matemático não linear. São projetados diferentes NDs, considerando o sistema primário
linear e não linear. O desempenho dos dispositivos projetados é avaliado sob as dife-
rentes considerações, verificando-se sua influência no sistema não linear com múltiplos
graus de liberdade. Os resultados mostram que a utilização de NDs é eficiente quanto
ao controle do sistema não linear, mesmo quando o sistema primário é considerado
linear no projeto do ND.

Palavras-chaves: Sistemas não lineares. Não linearidade geométrica. Efeito Sommer-
feld. Controle passivo. Neutralizador dinâmico viscoelástico.



ABSTRACT

Passive vibration control through Viscoelastic Dynamic Neutralizers (NDV) has shown
excellent results in the broadband frequency control. Previously developed studies
shown that its application in nonlinear systems causes their linearization. In this work
an investigation is carried out on the Sommerfeld effect in a numerical and experimental
way, in linear and nonlinear systems, with the objective of suppressing the occurrence
of the phenomenon and other nonlinear characteristics. Its control is performed by
adding Dynamic Neutralizers (DN), optimally designed using a proposed methodology,
based on Generalized Equivalent Parameters (GEP). The studies are carried out in
systems composed of a beam modeled by the Euler-Bernoulli model with a nonideal DC
motor coupled. The motion governing equations for the system are obtained through
the method of the assumed modes, where it is considered that the system is subjected
to large deflections, resulting on a nonlinear mathematical model. Differents DN are
designed considering the primary system linear and nonlinear. The performance of the
devices are evaluated under different considerations, evaluating their influence on the
nonlinear system with multiple degrees of freedom. The results show that the use of
DN is efficient in controlling the nonlinear system, even when the primary system is
considered linear in the DN design.

Key-words: Nonlinear systems. Geometric nonlinearity. Sommerfeld Effect. Passive
control. Viscoelastic dynamic neutralizer.
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1 INTRODUÇÃO

Sistemas mecânicos sujeitos à cargas dinâmicas vibram em maior ou menor in-
tensidade, dependendo de seus parâmetros físicos. A maior parte das estruturas e equi-
pamentos apresentam vibrações de pequenas amplitudes, logo, é comum descrevê-los
por meio de modelos lineares, o que resulta em boas aproximações.

Sob esta consideração, é possível resolver grande parte dos problemas de
engenharia. Porém, a crescente necessidade de gerar sistemas mais leves, seja por
requisitos técnicos ou financeiros, gera estruturas cada vez mais flexíveis, e, com isso,
os sistemas passam a responder com grandes amplitudes de vibração, provocando
não linearidades.

Diferentemente dos sistemas lineares, os não lineares podem apresentar res-
postas dos mais diversos tipos, inclusive não harmônicas e caóticas, o que muitas vezes
é indesejado na aplicação do sistema. Portanto, é de suma importância considerar
as não linearidades envolvidas no sistema para prever suas respostas e desenvolver
metodologias para o controle das grandes amplitudes de vibração.

Diferentes técnicas podem ser empregadas para o controle de sistemas não
lineares, sendo que muito tem sido estudado sobre o controle ativo de vibrações em
sistemas não lineares. Algumas técnicas de controle vêm apresentando grande eficácia,
como em Beltrán-Carbajal e Silva-Navarro (2014), onde aplicam-se técnicas de controle
ativo para o controle de vibrações multifrequência em um sistema do tipo Duffing, e
em Tusset e Balthazar (2013), no qual são utilizadas as técnicas nonlinear feedforward
control e state feedback control com o objetivo de obter uma trajetória pré-definida no
espaço de fase.

Porém, em diversas ocasiões, o controle ativo não é viável, seja devido à
ausência de fontes de energia ou mesmo por requisitos de projeto, sendo necessário re-
correr às técnicas de controle passivo. Nesta abordagem, são desenvolvidos pequenos
dispositivos que, quando acoplados a um sistema dito primário, reduzem a vibração
do sistema em uma frequência ou em uma faixa de frequências, por meio da adição
de uma elevada impedância mecânica ao sistema. Tais dispositivos são chamados de
Neutralizadores Dinâmicos, ND.

Em Snowdon (1959), propõe-se o uso de materiais viscoelásticos para a
elaboração de NDs para o controle de vibrações. Em Bavastri (1997), é proposto o uso
de materiais viscoelásticos para o desenvolvimento de NDs, os quais são projetados
para o controle de vibrações em uma ampla faixa de frequências por meio de técnicas
de otimização não-linear, TONL. Tais materiais, por possuírem uma elevada capacidade
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de dissipação de energia vibratória, propiciam consideráveis reduções na amplitude da
resposta.

Além das aplicações no controle de sistemas lineares, foi apresentada uma
metodologia, em Bronkhorst (2017), para a identificação e o projeto de um neutralizador
dinâmico viscoelástico, NDV, para um sistema não linear com um grau de liberdade.
Nesse estudo, o sistema primário foi modelado com rigidez cúbica devido à disposição
dos elementos elásticos. Os parâmetros físicos do sistema foram estimados por meio
de TONL e os parâmetros do NDV foram otimizados de forma que a função de trans-
missibilidade fosse minimizada. Além disso, observou-se que a inserção do NDV no
sistema o linearizou, fazendo com que o sistema deixasse de exibir diferentes respostas
em subida e descida.

Em Habib e Kerschen (2016), propõe-se um método para o projeto ótimo de
neutralizadores dinâmicos não lineares para sistemas primários também não lineares.
Foi observado que o ND deve possuir sua não linearidade com o mesmo formato
matemático do sistema primário, o chamado princípio da similaridade. Os resultados
obtidos com a metodologia proposta são satisfatórios e coerentes com a Teoria dos
Pontos Fixos.

Diversos trabalhos se concentram em propor metodologias de controle para sis-
temas não lineares de um grau de liberdade, porém muitas aplicações reais consistem
de sistemas de múltiplos graus de liberdade. O Grupo de Pesquisa em Vibrações e Som
em Sistemas Mecânicos (GVIBS), da UFPR, atua no desenvolvimento de metodologias
para o projeto ótimo de NDs pra sistemas com múltiplos graus de liberdade a mais de
duas décadas. Neste trabalho propõe-se uma extensão da metodologia já existente no
grupo para a sua aplicação em sistemas não lineares, também com múltiplos graus
de liberdade, por meio da aplicação de NDVs para o controle passivo de vibrações
em sistemas não lineares com múltiplos graus de liberdade, em uma ampla faixa de
frequências.

1.1 OBJETIVOS

1.1.1 Objetivo geral

Este trabalho tem por objetivo propor uma metodologia para o controle pas-
sivo de vibrações em sistemas não lineares com múltiplos graus de liberdade, GDL,
utilizando neutralizadores dinâmicos viscoelásticos lineares, analisando-se também a
eficácia do uso de ND para o controle do efeito Sommerfeld, pelas vias numéricas e
experimental.
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1.1.2 Objetivos específicos

O objetivo geral deste trabalho pode ser detalhado nos seguintes objetivos
específicos:

• Propor um modelo não linear para o sistema em estudo;

• Obter soluções para o sistema por meio de métodos numéricos;

• Projetar NDs para o controle das características não lineares do sistema;

• Analisar numericamente a influência dos NDs na dinâmica do sistema;

• Comparar os resultados obtidos e avaliar a eficiência dos dispositivos projetados.

1.2 ESTRUTURA DO TEXTO

Nesta seção, fez-se uma contextualização sobre os tópicos abordados neste
trabalho, com a apresentação de seus objetivos. No Capítulo 2, há uma breve revi-
são bibliográfica, apresentando os avanços realizados quanto ao controle passivo de
vibrações e a modelagem não linear de sistemas mecânicos.

Já no Capítulo 3 é apresentada a fundamentação teórica para o desenvolvi-
mento deste trabalho, como os modelos matemáticos utilizados, baseados no método
dos modos assumidos. Também se propõe uma metodologia geral para o projeto de
neutralizadores, por meio da teoria dos parâmetros equivalentes generalizados, PEG.

No Capítulo 4 apresenta-se a metodologia utilizada para a realização deste
trabalho, bem como os experimentos realizados. O Capítulo 5 traz os resultados obtidos
e realiza-se uma breve discussão acerca dos mesmos.

No Capítulo 6 faz-se as considerações finais acerca dos resultados obtidos,
assim como são destacados alguns pontos que devem ser analisados detalhadamente
em trabalhos futuros.
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2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA

Neste capítulo apresentam-se alguns dos principais estudos sobre os seguintes
assuntos: neutralizadores dinâmicos de um grau de liberdade, controle passivo em
banda larga de frequências e sistemas mecânicos não lineares com um ou múltiplos
graus de liberdade.

2.1 CONTROLE PASSIVO DE VIBRAÇÕES

Diversos métodos podem ser empregados com o objetivo de reduzir a am-
plitude de vibração de sistemas mecânicos, como modificações estruturais, inserção
de amortecimento externo ou o uso de neutralizadores dinâmicos. As alterações es-
truturais ou a adição de amortecimento externo nem sempre são viáveis devido a
requisitos de projeto, sendo, em muitos casos, a inserção de dispositivos secundários
para o controle de vibração a opção mais factível. Tais dispositivos, chamados de
neutralizadores dinâmicos, possuem pequenas dimensões e massa em comparação
com o sistema primário.

Utilizando tal princípio, Den Hartog (1985) analisa os efeitos da adição de
um sistema secundário de um GDL a um sistema de um GDL não amortecido, com
o intuito de avaliar a redução da amplitude de vibração do sistema primário. São
avaliados sistemas secundários com e sem amortecimento viscoso e conclui-se que
sistemas secundários não amortecidos são extremamente eficientes para o controle de
vibrações em sua frequência natural, enquanto que sistemas secundários amortecidos
possibilitam a redução de vibração em uma ampla faixa de frequências.

Nesse modelo, mostra-se que dois pontos da função de resposta em frequência,
FRF, do sistema composto, cuja resposta é medida no sistema primário considerado
não amortecido, não se alteram, permanecendo fixos com a variação do amortecimento
do sistema secundário. Matematicamente prova-se que o desempenho máximo do
neutralizador é atingido quando as amplitudes dos dois pontos fixos são iguais, devido
a escolha adequada da frequência natural do ND. Essa metodologia, conhecida como
teoria dos pontos fixos, TPF, é a base para o projeto de neutralizadores dinâmicos para
sistemas a controlar com um ou mais GDL.

Apesar da TPF apresentar ótimos resultados em sistemas com pouco amorteci-
mento, percebe-se que no caso de sistemas primários com amortecimento considerável
ocorre uma dessintonização do neutralizador, isto é, os pontos fixos não possuem a
mesma amplitude. Logo, o dispositivo não apresenta desempenho máximo. Isso acon-
tece porque a TPF é válida apenas quando o sistema primário possui amortecimento
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nulo.

Uma outra abordagem possível, insensível à presença de amortecimento
no sistema primário, é propor um problema de otimização cujo objetivo é minimizar
o ponto de máxima amplitude da FRF (BAVASTRI, 1997; PICCIRILLO; TUSSET;
BALTHAZAR, 2019). Observa-se que esta metodologia obtém resultados equivalentes
à TPF, resultando em picos de iguais amplitudes, independente do amortecimento do
sistema a controlar.

Como mencionado, o amortecimento é fundamental para o controle passivo
de vibrações em banda larga de frequências, porém a fabricação de neutralizadores
viscosos com grandes fatores de amortecimento se mostra complexa, requerendo a
adição de amortecedores externos. Com o objetivo de contornar tal problema, Snowdon
(1959) propõe a substituição dos elementos de mola e amortecedor do neutralizador
por um elemento viscoelástico. Os materiais viscoelásticos destacam-se por possuírem
grandes fatores de dissipação de energia e, por isso, são adequados ao controle de vi-
brações em banda larga de frequências, o que, em sistemas de múltiplos GDL, propicia
o controle simultâneo de diversos modos de vibrar por meio de poucos dispositivos.

O projeto de dispositivos para estruturas complexas não é trivial, uma vez
que suas equações de movimento são longas, tornando a adição de diversos siste-
mas secundários uma tarefa árdua. Para contornar tal problema, Espíndola e Silva
(1992) propõem o conceito de Parâmetros Equivalentes Generalizados, PEG, no qual o
sistema composto é descrito apenas em função das coordenadas generalizadas do
sistema primário. Por meio desta metodologia, um sistema vibratório qualquer é simpli-
ficado em parâmetros equivalentes que podem ser facilmente adicionados ao sistema
primário, como uma mola com rigidez complexa ou uma massa e um amortecedor
viscoso. Na FIGURA 1 se observa o processo realizado tomando-se como exemplo um
sistema composto por uma viga com um sistema massa-mola na sua extremidade livre,
FIGURA 1a, e, após a aplicação da técnica de PEG, o sistema massa-mola adicional
pode ser considerado apenas como uma mola complexa ligando a extremidade da viga
ao solo, FIGURA 1b, simplificando as equações de movimento do sistema composto.

FIGURA 1 – Sistema composto e equivalente obtido por meio de parâmetros equivalentes
generalizados, PEG: 1a Sistema composto por uma viga e um sistema

massa-mola e 1b sistema equivalente, obtido por meio de PEG.

(a) (b)

FONTE: O autor (2020).
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Essa metodologia é largamente utilizada para o projeto de neutralizadores
dinâmicos dos mais diversos tipos, como neutralizadores viscosos, viscoelásticos,
eletromecânicos e hidráulicos (VIEIRA, 2019; BAVASTRI et al., 2007). Em Bavastri
(1997) utiliza-se a técnica de PEG para o projeto de NDVs para sistemas complexos,
com base em seus parâmetros modais, obtidos por meio do método dos elementos
finitos e de respostas experimentais. Nesse trabalho os NDVs são projetados de
maneira ótima por meio de TONL.

Além dos parâmetros físicos do ND, sua localização no sistema primário possui
grande influência na resposta do sistema composto. Por isso alguns autores têm
desenvolvido técnicas para a obtenção da posição ótima do ND no sistema primário,
como Méndez, Cunha Jr e Gomes (2006) e da Silva (2005). Em Silva (2019) apresenta-
se uma metodologia para o projeto de NDVs com múltiplos graus de liberdade, na qual,
além de serem otimizados os parâmetros físicos do neutralizador, otimizam-se também
sua posição no sistema primário e seu material.

Há também outras metodologias utilizadas para o controle de vibrações por
meio do uso de materiais viscoelásticos, com aplicações na industria automotiva e
aeroespacial. Essas metodologias, bem como uma revisão quanto aos modelos de
materiais viscoelásticos podem ser encontrados em Rade et al. (2019) e Wong, Fan e
Cheng (2018).

Apesar dos grandes avanços realizados nesta área, grande parte da literatura
se concentra no projeto de NDs para sistemas lineares, sendo que poucos trabalhos
são voltados ao controle passivo de sistemas não lineares. Alguns trabalhos foram
realizados neste sentido, como Bronkhorst (2017), no qual é feita a identificação de
um sistema não linear cúbico e seu controle por meio de um NDV projetado de forma
ótima. Como resultado, observou-se que a adição do dispositivo causou a linearização
do sistema. Habib e Kerschen (2016) propõem uma metodologia para o projeto de
NDs para sistemas não lineares. Nesse trabalho, propõe-se a utilização do princípio
da similaridade, de forma que o ND possua a mesma não linearidade polinomial do
sistema primário. Essa técnica apresentou resultados coerentes com a TPF, exercendo
um excelente controle sobre o sistema.

Apesar dos resultados serem satisfatórios, tais metodologias foram aplicadas
somente à sistemas primários de um GDL. Em aplicações práticas, como cabos
suspensos e grandes estruturas, temos sistemas não lineares de múltiplos graus de
liberdade e nem sempre é possível simplificá-los para sistemas de um GDL. Portanto,
faz-se necessário o desenvolvimento de metodologias para o controle passivo de
vibrações em sistemas não lineares com múltiplos GDL.
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2.2 SISTEMAS NÃO LINEARES

Os sistemas não lineares descrevem os fenômenos de maneira mais realista,
pois não são limitados a determinadas faixas de operação (SAVI, 2006). Apesar da
descrição mais realista, tais modelos são consideravelmente mais complexos do que os
modelos lineares, necessitando de abordagens diferentes e ferramentas matemáticas
mais elaboradas para a obtenção de respostas e sua interpretação.

De maneira geral, as não linearidades apresentam-se de duas formas distintas:
não linearidades físicas e geométricas. A não linearidade física é relacionada ao
material, devido a relações não lineares entre tensão e deformação, enquanto a não
linearidade geométrica caracteriza-se pelo movimento, devido às condições de contorno
e grandes deslocamentos (SAVI, 2006).

Muitos estudos são realizados analisando sistemas relativamente simples,
como pêndulos simples, osciladores de Duffing e de Van der Pol, ligas com memória de
forma, dentre vários outros. Apesar destes sistemas serem representados por equações
simples e concisas, apresentam uma dinâmica extremamente rica, com a ocorrência de
diversos fenômenos que não são observados em sistemas lineares, como bifurcações,
sensibilidade às condições inicias, caos e acoplamentos modais.

É comum abordar sistemas não lineares considerando suas não linearidades
concentradas em determinados pontos, de forma a permitir a elaboração de um sistema
equivalente composto por massa, amortecedor, mola linear e elemento não linear.
Exemplos de não linearidades concentradas são uma mola não linear na extremidade de
uma viga (NOËL; KERSCHEN, 2013) e uma conexão parafusada (PACINI; ROETTGEN;
ROHE, 2020).

Além dos casos citados, diversos trabalhos fazem o uso de não linearidades
concentradas para a modelagem de sistemas danificados. Por meio da série de Volterra,
Scussel e Silva (2017) propõem um método de identificação para sistemas não lineares
baseado somente na resposta do sistema, sem que seja necessário conhecimento
sobre o sinal de excitação. Em Shiki, Silva e Todd (2017) e Villani, Silva e Cunha Jr
(2017) são propostas metodologias para o prognóstico de dano em sistemas não
lineares utilizando técnicas baseadas na série de Volterra para a identificação do
sistema. Observa-se que o uso deste tipo de não linearidades proporcionam uma
excelente ferramenta para o prognóstico de danos.

Com o uso de não linearidades pontuais é possível modelar e obter soluções
para diversos problemas de engenharia. Porém, em muitas aplicações práticas, nota-se
que sistemas que deveriam ser lineares se comportam de forma não linear devido à
ocorrência de grandes deslocamentos. Desta forma, em determinadas ocasiões, faz-se
necessário a utilização de modelos matemáticos que considerem não linearidades
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distribuídas.

Para sistemas que apresentam não linearidade geométrica, devido a grandes
deflexões, uma solução possível é descrever a dinâmica do sistema por meio da dinâ-
mica do contínuo, sem simplificar as equações para pequenos deslocamentos, levando
em conta a mudança na geometria do sistema devido às deformações sofridas, que
conduzem a relações deformação-deslocamento não lineares (ANASTASIO; MARCHE-
SIELLO et al., 2019). Tome-se, por exemplo, uma viga biengastada sob a qual atua
uma carga perpendicular, como ilustrado na FIGURA 2a. A atuação da força irá ocasio-
nar na deformação da viga, o que, devido a suas condições de contorno, ocasionará
no aumento do seu comprimento, tal como mostrado na FIGURA 2b, levando a não
linearidades geométricas. O modelo contínuo geometricamente não linear considera
as alterações na geometria do elemento durante o carregamento, para a obtenção de
resultados mais realísticos.

FIGURA 2 – 2a Viga biengastada em condição de equilíbrio e 2b sob grandes deflexões.

(a) (b)

FONTE: O autor (2019).

Diversos trabalhos abordam modelos contínuos geometricamente não lineares,
como modelos para vigas nas mais diversas condições de contorno, além de cabos,
treliças e placas, dentre outros elementos (NAYFEH; PAI, 2008; MALATKAR, 2003;
LACARBONARA, 2013; AMABILI; PAIDOUSSIS, 2003; WAGG; NEILD, 2016). Mesmo
com a complexidade e custo computacional sendo fatores limitantes a sua ampla
utilização, alguns trabalhos utilizam tal metodologia para a descrição de sistemas
físicos experimentais (MALATKAR, 2003; ANASTASIO; DIETRICH et al., 2020).

Além disso, vários autores vêm dedicando-se a criar metodologias de análise
por meio do método dos elementos finitos, possibilitando analisar sistemas não lineares
de maneira menos complexa. Em Sonneville, Cardona e Brüls (2014) propõe-se um
modelo baseado no método dos elementos finitos para uma viga geometricamente
não linear. O modelo proposto foi aplicado a diferentes exemplos numéricos, estáticos
e dinâmicos, obtendo sucesso em todos os casos. Em Sampaio, Paccola e Coda
(2015) propõe-se uma metodologia alternativa para a análise de placas compósitas por
meio do método dos elementos finitos. Em De Borst et al. (2012) é apresentada uma
metodologia open-source em Python para diversos problemas utilizando o método dos
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elementos finitos. Além disso, diversos softwares comerciais de análise por meio do
método dos elementos finitos possuem suas ferramentas próprias para a análise de
sistemas não lineares.

Em Anastasio, Dietrich et al. (2020), comparam-se diferentes metodologias
para a modelagem de sistemas com não linearidades distribuídas. Foram utilizadas as
metodologias implementadas nos softwares Abaqus e Ansys, a metodologia proposta
por Sonneville, Cardona e Brüls (2014) e um modelo obtido por dinâmica do contínuo,
proposto por Nayfeh e Pai (2008). Os resultados foram comparados e foi observado que
os modelos propostos por Sonneville, Cardona e Brüls (2014) e Nayfeh e Pai (2008)
apresentam resultados equivalentes, enquanto que as metodologias implementadas
em ambos os softwares apresentaram resultados divergentes.

Apesar da existência de diferentes metodologias para a análise de sistemas
geometricamente não lineares, e de algumas divergirem quanto aos resultados, tais
métodos descrevem a dinâmica de elementos estruturais de forma mais realista. Isso
possibilita a simulação dos mais diferentes fenômenos que possam vir a ocorrer em
sistemas reais.

2.2.1 Efeito Sommerfeld

Dentre os fenômenos particulares aos sistemas não lineares, o efeito Som-
merfeld se destaca. Foi observado pela primeira vez em Sommerfeld (1902) e poste-
riormente seu estudo foi matematicamente aprofundado em Kononenko (1969). Sua
ocorrência se dá durante operações não estacionárias de motores acoplados à su-
portes flexíveis, como, por exemplo, um motor fixo na extremidade livre de uma viga
engastada-livre, não possuindo torque suficiente para ultrapassar as frequências de
ressonância do sistema.

Neste caso, a não linearidade se dá devido a uma interação não ideal entre
o motor e o suporte, uma vez que a vibração do suporte possui influência sobre
a rotação do motor assim como o motor gera uma excitação ao suporte. Durante
a ressonância, como o motor não possui torque suficiente para sua transposição,
sua rotação permanece estagnada, mesmo com o fornecimento de mais energia
ao motor, ao passo que a energia em excesso é transferida ao suporte, o qual a
utiliza para aumentar a amplitude de vibração. Caso o sistema não obtenha energia
suficiente para a transposição da ressonância, a amplitude de vibração aumenta a
níveis muito elevados, podendo resultar na ruptura do suporte. Após a obtenção da
energia necessária, o motor apresenta um grande aumento de rotação, reduzindo a
amplitude de vibração nas mesmas proporções.

Diversos trabalhos abordam sistemas não ideais e o efeito Sommerfeld, como é
o caso de Bolla et al. (2007), Felix e Balthazar (2009), Gonçalves et al. (2014) e Varanis
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et al. (2019). Em Varanis et al. (2019) é realizada a caracterização do efeito Sommerfeld
no plano tempo-frequência por meio de técnicas baseadas na transformada wavelet e
em Balthazar et al. (2004) é feita uma vasta revisão de literatura quanto a fontes de
energia não ideais.

Caso o sistema apresente o efeito Sommerfeld durante sua operação, é de
suma importância propor um método para o seu controle, evitando eventos catastróficos.
Uma alternativa viável é a inserção de um neutralizador dinâmico amortecido ao
sistema, de forma a controlar a faixa de frequências na qual ocorre o efeito Sommerfeld.

Apesar do efeito Sommerfeld ser um fenômeno não linear, sua ocorrência não
depende do suporte elástico ser não linear, mas de que a fonte de excitação seja
não ideal, isto é, de potência limitada. Isso se verifica em Mereles et al. (2019), onde
utiliza-se um modelo linear e contínuo de viga engastada livre na qual são adicionados
dois motores não ideais, com potência limitada, e o efeito Sommerfeld ocorre como
esperado.
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3 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

Neste capítulo apresenta-se o modelo de parâmetros equivalentes generaliza-
dos para sistemas com um grau de liberdade viscosos e viscoelásticos e o método dos
modos assumidos, considerando pequenas e grandes deflexões. Também é abordado
o acoplamento de um motor não ideal a um sistema vibratório, onde há a ocorrência do
efeito Sommerfeld.

3.1 PARÂMETROS EQUIVALENTES GENERALIZADOS - PEG

Os PEG são parâmetros que possibilitam a elaboração de modelos simplifi-
cados equivalentes ao modelo em estudo, composto pelo sistema primário e o ND.
Embora algumas informações dinâmicas referentes ao ND se percam, como o seu des-
locamento, a simplificação obtida com sua aplicação é de fato significativa, preservando
toda sua influência no sistema primário.

A priori, qualquer sistema vibratório pode ser descrito por meio de seus PEG
para a sua adição a um sistema primário. Neste capítulo serão descritos os procedi-
mentos para obtenção dos PEG de sistemas com um GDL viscosos e viscoelásticos,
no qual os elementos de rigidez e amortecimento são substituídos por um elemento
viscoelástico. Para este fim, o material viscoelástico é descrito pelo modelo de deri-
vadas fracionárias, conhecido como modelo de quatro parâmetros, e é considerado
termoreologicamente simples. Há uma extensa bibliografia na qual trata-se destes
materiais. Um estudo aprofundado sobre o modelo utilizado e as características dos
materiais viscoelásticos pode ser encontrado em Bavastri et al. (2007), Sousa (2015),
CINIELLO (2016), Jones (2001) e Nashif, Jones e Henderson (1985).

Na Seção 3.1.1 apresenta-se a formulação de PEG para um sistema de um
grau de liberdade viscoso, equanto que na Seção 3.1.2 apresenta a formulação para
sistemas com 1 GDL viscoelásticos. Posteriormente será apresentada uma metodologia
para o projeto ótimo de neutralizadores dinâmicos por meio de TONL.

3.1.1 Determinação dos PEG para um neutralizador viscoso

O sistema aqui considerado é constituído por uma massa ma apoiada sobre um
elemento de mola, com rigidez ka, e um amortecedor, com constante de amortecimento
ca. O sistema em questão, bem como seu diagrama de corpo livre, é apresentado na
FIGURA 3.
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FIGURA 3 – Sistema viscoso com 1 GDL: 3a Representação física e 3b diagrama de corpo
livre.

(a) (b)

FONTE: O autor (2020).

As equações que regem o movimento deste sistema são apresentadas nas
Equações 3.1 e 3.2, conforme o diagrama de corpo livre apresentado na FIGURA 3b.
Para esta análise, a massa da base é considerada desprezível.

ka (xb(t)− x(t)) + ca (ẋb(t)− ẋ(t)) = maẍ(t) (3.1)

f(t)− ka (xb(t)− x(t))− ca (ẋb(t)− ẋ(t)) = 0 (3.2)

Aplicando a transformada de Fourier às Equações 3.1 e 3.2, obtém-se:

(ka + iΩca) (Xb(Ω)−X(Ω)) = −Ω2maX(Ω) (3.3)

F (Ω)− (ka + iΩca) (Xb(Ω)−X(Ω)) = 0 (3.4)

Isolando X(Ω) na Equação 3.3 e substituindo em 3.4 obtém-se a Equação 3.5,
que fornece a rigidez dinâmica na base do sistema.

Kb(Ω) =
F (Ω)

Xb(Ω)
=

−Ω2ma (iΩca + ka)

−Ω2ma + iΩca + ka
(3.5)

Kb(Ω) é uma das grandezas generalizadas e pode ser utilizada para a adição
de um ND a um sistema primário como uma mola com rigidez complexa. Traba-
lhando algebricamente a equação acima, e considerando Ω2

a = ka/ma , ε = Ω/Ωa

e ξa = c/(2maΩa), pode-se definir os parâmetros de massa equivalente, meq(Ω) , e
amortecimento equivalente, ceq(Ω) , como seguem (BAVASTRI et al., 2007):

meq(Ω) = −ma
ε2 − [1 + (2ξaε)

2]

(ε2 − 1)2 + (2ξaε)2
(3.6)

ceq(Ω) = maΩa
2ξaε

4

(ε2 − 1)2 + (2ξaε)2
(3.7)
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3.1.2 Determinação dos PEG para um neutralizador viscoelástico

O sistema aqui considerado também é constituído por uma massa ma apoiada
sobre um elemento viscoelástico trabalhando sob cisalhamento. O material viscoelástico
é caracterizado pelo seu módulo de cisalhamento complexo, o qual é obtido por meio
do modelo de derivadas fracionárias, conhecido como modelo de quatro parâmetros,
e pode ser expresso conforme a Equação 3.8, para uma determinada temperatura
fixa. Os efeitos da variação da temperatura sobre o módulo de cisalhamento complexo
do material viscoelástico podem ser adicionados ao modelo por meio da equação de
Williams-Landel-Ferry (VOLTOLINI et al., 2018), porém, para esta análise, a temperatura
é considerada fixa.

Gc(Ω) =
G0 +G∞b1(iΩ)

α

1 + b1(iΩ)α
(3.8)

O elemento viscoelástico é caracterizado pelo seu fator de forma, L , dado pela
Equação 3.9, onde A é a área do elemento sob cisalhamento e h é a sua espessura.
O sistema aqui analisado é excitado pela base, como representado na FIGURA 4.

L =
A

h
(3.9)

FIGURA 4 – Sistema viscoelástico com 1 GDL: 4a Representação física e 4b diagrama de
corpo livre.

(a) (b)

FONTE: O autor (2019).

As equações que regem o movimento deste sistema são apresentadas nas
Equações 3.10 e 3.11, conforme o diagrama de corpo livre apresentado na FIGURA 4b.
Para esta análise, a massa da base é considerada desprezível.

LGc(Ω) (xb(t)− x(t)) = maẍ(t) (3.10)

f(t)− LGc(Ω) (xb(t)− x(t)) = 0 (3.11)
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Aplicando a transformada de Fourier às Equações 3.10 e 3.11, obtém-se:

LGc(Ω) (Xb(Ω)−X(Ω)) = −maΩ
2X(Ω) (3.12)

F (Ω)− LGc(Ω) (Xb(Ω)−X(Ω)) = 0 (3.13)

Isolando X(Ω) na Equação 3.12 e substituindo em 3.13 obtém-se a Equa-
ção 3.14, que fornece a rigidez dinâmica na base do sistema.

Kb(Ω) =
F (Ω)

Xb(Ω)
=

−maΩ
2LGc(Ω)

−maΩ2 + LGc(Ω)
(3.14)

Kb(Ω) é uma das grandezas generalizadas e pode ser utilizada para a adição
de um ND a um sistema primário, por exemplo. O módulo Gc(Ω) também pode ser
representado por:

Gc(Ω) = G(Ω) (1 + iη(Ω)) , (3.15)

onde G(Ω) é a parte real do módulo de cisalhamento complexo e η(Ω) é a razão entre
as partes imaginária e real, dada pela Equação 3.16.

η(Ω) =
� (Gc(Ω))

� (Gc(Ω))
(3.16)

Substituindo a Equação 3.15 em 3.14 e multiplicando e dividindo pelo módulo
de seu denominador, obtém-se:

Kb(Ω) =
−maΩ

2LG(Ω) [(−maΩ
2LG(Ω)) + η2(Ω)LG(Ω)]

[−maΩ2 + LG(Ω)]2 + [LG(Ω)η(Ω)]2

− iΩ
maΩLG(Ω) [−LG(Ω)η(Ω) + η(Ω)(−maΩ

2 + LG(Ω))]

[−maΩ2 + LG(Ω)]2 + [LG(Ω)η(Ω)]2
(3.17)

Por comparação com a rigidez na base para um sistema massa-amortecedor,
obtém-se os seguintes parâmetros equivalentes:

meq(Ω) =
−maLG(Ω) [(−maΩ

2LG(Ω)) + η2(Ω)LG(Ω)]

[−maΩ2 + LG(Ω)]2 + [LG(Ω)η(Ω)]2
(3.18)

ceq(Ω) = −maΩLG(Ω) [−LG(Ω)η(Ω) + η(Ω)(−mΩ2 + LG(Ω))]

[−mΩ2 + LG(Ω)]2 + [LG(Ω)η(Ω)]2
(3.19)

As Equações 3.18 e 3.19 podem ser algebricamente manipuladas para sua
simplificação, obtendo as Equações 3.20 e 3.21, onde Ω2

a = LG(Ωa)
m

é a frequência
natural do sistema, r(Ω) = G(Ω)

G(Ωa)
e ε = Ω

Ωa
.

meq(Ω) =
mar(Ω) [−ε2 + r(Ω) (1 + η2(Ω))]

[−ε3 + r(Ω)]2 + [r(Ω)η(Ω)]2
(3.20)

ceq(Ω) = − maΩar(Ω)η(Ω)ε
3

[−ε3 + r(Ω)]2 + [r(Ω)η(Ω)]2
(3.21)
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3.2 MÉTODO DOS MODOS ASSUMIDOS

Nesta seção, é apresentado o método dos modos assumidos, metodologia
amplamente aplicada na discretização de sistemas mecânicos utilizando as energias
cinética, potencial e o trabalho virtual das forças não conservativas por meio do princípio
estendido de Hamilton. Tal técnica permite a adição de massas, molas e amortecedores
pontuais de forma simples, sem a necessidade de obter soluções para equações
diferenciais complexas.

Na seção 3.2.1 apresenta-se a teoria clássica do método dos modos assumidos,
a qual resulta em modelos lineares, bem como a adição de componentes pontuais
ao sistema. Já na seção 3.2.2 faz-se uma expansão da metodologia clássica para
vigas biengastadas submetidas à grandes deflexões. Adicionalmente, na seção 3.2.3,
propõe-se um modelo de motor não-ideal acoplado a uma viga, para o estudo do efeito
Sommerfeld.

3.2.1 Método dos modos assumidos aplicado a uma viga sob pequenas deflexões

Segundo Meirovitch (2010), pode-se obter as equações de movimento de um
sistema qualquer discretizando as energias cinéticas, potenciais e o trabalho das forças
virtuais por meio da equação de Lagrange, dada pela Equação 3.22.

d

dt

∂T

∂q̇i
− ∂T

∂qi
+

∂V

∂qi
= Qi (3.22)

O movimento de um sistema contínuo pode ser descrito por

w(x, t) =
∞∑
i=1

φi(x)qi(t), (3.23)

onde φ(x) são funções de teste escolhidas por conveniência, neste caso os modos de
vibrar assumidos para o sistema, e q(t) são as coordenadas generalizadas.

A energia cinética de um sistema composto por uma viga com uma massa
concentrada mc no ponto xm é dada por

T (t) =
1

2

[∫ l

0

ρA

(
∂w(x, t)

∂t

)2

dx+mc

(
∂w(xm, t)

∂t

)2
]
, (3.24)

donde, realizando a expansão proposta em Equação 3.23, obtém-se

T (t) =
1

2

[∫ l

0

ρA
∞∑
i=1

φi(x)q̇i(t)
∞∑
j=1

φj(x)q̇j(t)dx+mc

∞∑
i=1

φi(xm)q̇i(t)
∞∑
j=1

φj(xm)q̇j(t)

]
,

(3.25)
que pode ser reorganizada da seguinte forma:

T (t) =
1

2

∞∑
i=1

∞∑
j=1

[∫ l

0

ρAφi(x)φj(x)dx+mcφi(xm)φj(xm)

]
q̇i(t)q̇j(t). (3.26)
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Já a energia potencial, considerando uma mola com rigidez kc acoplada ao
ponto xk, é dada por

V =
1

2

[∫ l

0

EI

(
∂2w(x, t)

∂x2

)2

dx+ kcw(xk, t)
2

]
, (3.27)

donde, novamente realizando a expansão proposta na Eq. 3.23, obtém-se

V =
1

2

[∫ l

0

EI
∞∑
i=1

φ′′
i (x)qi(t)dx

∞∑
j=1

φ′′
j (x)qj(t) + kc

∞∑
i=1

φ′′
i (xk)qi(t)

∞∑
j=1

φ′′
j (xk)qj(t)

]
,

(3.28)
que pode ser reorganizada como

V =
1

2

∞∑
i=1

∞∑
j=1

[∫ l

0

EIφ′′
i (x)φ

′′
j (x)dx+ kcφ

′′
i (xk)φ

′′
j (xk)

]
qi(t)qj(t). (3.29)

As forças não conservativas são adicionadas ao modelo por meio da teoria do
trabalho das forças virtuais. As forças não conservativas presentes neste modelo são
compostas pelas forças externas e de amortecimento.

Primeiramente considera-se a existência de cargas distribuídas e concentradas
externas ao sistema, o que resulta em

δ̄Wf (t) =

∫ l

0

[f(x, t) + fc(t)δ(x− xf )] δw(x, t)dx, (3.30)

onde f(x, t) representa uma força distribuída no comprimento da viga e fc(t) é um força
concentrada aplicada no ponto xf .

Novamente aplicando a expansão proposta na Eq. 3.23, obtém-se

δ̄Wf (t) =

∫ l

0

∞∑
i=1

[f(x, t) + fc(t)δ(x− xf )]φi(x)dxδqi(t), (3.31)

que pode ser reorganizada como

δ̄Wf (t) =
∞∑
i=1

[∫ l

0

f(x, t)φi(x)dx+ fc(t)φi(xf )

]
δqi(t). (3.32)

Quanto ao amortecimento do sistema, ele pode ser convenientemente adicio-
nado após a determinação da equação de movimento, assumindo que os coeficientes
de amortecimento são proporcionais às características correspondentes de massa
e rigidez. Alternativamente, de posse dos coeficientes de amortecimento, as forças
associadas podem ser inseridas no sistema junto às forças não conservativas.

Considerando a existência de forças de amortecimento distribuídas e concen-
tradas, a soma das forças não conservativas referentes ao amortecimento é dada por

δ̄Wc(t) =

∫ l

0

[cd + ccδ(x− xc)] ẇ(x, t)δw(x, t)dx, (3.33)
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que após a realização da expansão proposta na equação 3.23, e reorganizada, se
torna

δ̄Wc(t) =
∞∑
i=1

∞∑
j=1

[∫ l

0

cdφi(x)φj(x)dx+ ccφi(xc)φj(xc)

]
q̇i(t)δqj(t). (3.34)

Desta forma o trabalho virtual total das forças não conservativas, constituído
pelas forças externas e de amortecimento, é dado por

δ̄W (t) = δ̄Wf (t) + δ̄Wc(t). (3.35)

Aplicando as equações da energia cinética, Equação 3.26, da energia potencial,
Equação 3.29, e das forças não-conservativas, Equação 3.35, na equação de Lagrange,
Equação 3.22, e manipulando obtém-se a equação de movimento para o sistema,
Equação 3.36.

[M ]q̈+ [C]q̇+ [K]q = Q (3.36)

Na Equação 3.36, M é matriz de massa, C é a matriz de amortecimento, K
é a matriz de rigidez e Q é o vetor de forças externas, cujos elementos são dados,
respectivamente, por:

Mi,j =

∫ l

0

ρAφi(x)φj(x)dx+mcφi(xm)φj(xm), (3.37)

Ci,j =

∫ l

0

cdφi(x)φj(x)dx+ ccφi(xc)φj(xc), (3.38)

Ki,j =

∫ l

0

EIφ′′
i (x)φ

′′
j (x)dx+ kcφ

′′
i (xk)φ

′′
j (xk) (3.39)

e

Qi =

∫ l

0

f(x, t)φi(x)dx+ fc(t)φi(xf ). (3.40)

3.2.2 Modos assumidos considerando a deformação axial

Para uma viga sob grandes deflexões sabe-se que sua energia potencial,
devido a uma deformação sofrida, é dada por

V =
1

2

∫ l

0

Mfκdx+
1

2

∫ l

0

Nεdx, (3.41)

onde o primeiro termo refere-se à energia de deformação por flexão e o segundo é
referente à energia de deformação devido ao alongamento da viga.
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Para uma viga cujas extremidades são fixas a uma distância l, ou seja, u(0) =
u(l) = 0, sua flexão gera uma deformação axial. Mostra-se que a deformação axial para
uma viga com extremidades restritas é dada por

ε =
du

dx
+

1

2

(
dw

dx

)2

, (3.42)

onde o primeiro termo refere-se à deformação devido ao deslocamento axial e o
segundo é referente à deformação axial ocasionada pela flexão da viga.

A deformação axial gerada na viga devido à flexão gera uma força normal N ,
dada por

N = EAε = EA

[
du

dx
+

1

2

(
dw

dx

)2
]
. (3.43)

Integrando a força normal para 0 ≤ x ≤ l obtém-se

N =
EA

l

[
u(l)− u(0) +

1

2

∫ l

0

(
dw

dx

)2

dx

]
(3.44)

que, pela aplicação das condições de contorno, torna-se

N =
EA

2l

∫ l

0

(
dw

dx

)2

dx. (3.45)

Agora é possível calcular a parcela da energia potencial da viga referente a
deformação axial, posto que

Vaxial =
1

2

∫ l

0

Nεdx =
1

4

∫ l

0

N

(
dw

dx

)2

dx, (3.46)

Vaxial =
EA

8l

∫ l

0

[∫ l

0

(
dw

dx

)2

dx

](
dw

dx

)2

dx. (3.47)

Logo a energia potencial total de uma viga prismática com as extremidades
restritas é dada por

V = Vflex + Vaxial =
EI

2

∫ l

0

(
d2w

dx2

)2

dx+
EA

8l

∫ l

0

[∫ l

0

(
dw

dx

)2

dx

](
dw

dx

)2

dx. (3.48)

Avaliando apenas o termo referente à deformação axial, tem-se que

Vaxial =
1

8

EA

l

∫ l

0

⎡
⎣∫ l

0

( ∞∑
i=1

φ′
i(x)qi(t)

)2

dx

⎤
⎦
( ∞∑

i=1

φ′
i(x)qi(t)

)2

dx (3.49)

Vaxial =
1

8

EA

l

∞∑
i=1

∫ l

0

[∫ l

0

φ′
i(x)

2dx

]
φ′
i(x)

2dxqi(t)
4 (3.50)
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∂Vaxial

∂qi
=

1

2

EA

l

∞∑
i=1

∫ l

0

[∫ l

0

φ′
i(x)

2dx

]
φ′
i(x)

2dxqi(t)
3. (3.51)

Após a aplicação das equações de Lagrange, o primeiro termo da Equação 3.48
resulta na matriz de rigidez linear, já apresentada anteriormente. Já o segundo termo
resulta em um vetor de forças de restauração não lineares, obtido realizando a expansão
de w(x, t) proposta anteriormente. Ele é tal que

Nli(q) =
EA

2l

n∑
k=1

n∑
m=1

n∑
j=1

∫ l

0

[∫ l

0

φ′
k(x)φ

′
m(x)dx

]
φ′
j(x)φ

′
i(x)dx qk(t)qi(t)

2. (3.52)

Assim, a equação de movimento do sistema se torna

[M ]q̈+ [K]q+Nl(q) = 0, (3.53)

onde imediatamente se pode adicionar amortecimento proporcional ao sistema e forças
externas. As forças de restauração não lineares aqui consideradas apresentam-se na
forma de não linearidades cúbicas, juntamente com acoplamento entre os modos de
vibrar, como observado na Equação 3.52.

A solução do problema dos autovalores para as matrizes [M ] e [K] resulta na
obtenção dos parâmetros modais para o sistema obtido, [Ψ] e [Λ] , onde os autovetores
[Ψ] são ortonormalizados pela matriz de massa, [M ].

Propõe-se uma transformação de coordenadas fazendo-se

q = [Ψ]p, (3.54)

o que resulta em
[M ][Ψ]p̈+ [K][Ψ]p+Nl([Ψ]p) = 0, (3.55)

que, após a pré-multiplicação por [Ψ]T , fornece

[Ψ]T [M ][Ψ]p̈+ [Ψ]T [K][Ψ]p+ [Ψ]TNl([Ψ]p) = 0. (3.56)

Como [Ψ] é ortonormalizado pela matriz de massa, as transformações realiza-
das nas matrizes [M ] e [K] resultam em

[Ψ]T [M ][Ψ] = [I] (3.57)

[Ψ]T [K][Ψ] = [Λ]. (3.58)

Logo, a nova equação de movimento do sistema é

[I]p̈+ [Λ]p+Np(p) = 0. (3.59)
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No caso do sistema possuir amortecimento proporcional e estar sob a influência
de forças externas, tem-se que

[I]p̈+ [Cd]ṗ+ [Λ]p+Np(p) = ΨT{Fn(t)}, (3.60)

onde

Fn(t) =

∫ l

0

F (x, t)φn(x)dx. (3.61)

3.2.3 Motor não ideal acoplado a uma viga

Em alguns casos, o acoplamento de um motor a um sistema vibratório causa
fenômenos não lineares, como é o caso de motores ditos não ideais (KONONENKO,
1969; BALTHAZAR et al., 2004; GONÇALVES et al., 2014). Nesses casos faz-se
necessário considerar a influência da vibração da viga na máquina rotativa, por meio
da inserção de uma equação que descreva seu movimento.

Desta forma, considera-se um sistema mecânico composto por uma viga
engastada-livre com um motor acoplado em sua extremidade livre, conforme mostra-se
na FIGURA 5a.

FIGURA 5 – Sistema em análise: 5a Sistema completo, motor apoiado sobre uma viga
engastada-livre, e 5b diagrama de corpo livre da massa desbalanceada.

(a) (b)

FONTE: O autor (2020).

A equação de movimento da parte mecânica deste sistema pode ser facilmente
descrita por meio do método dos modos assumidos, conforme apresentado para siste-
mas lineares na seção 3.2.1 e para sistemas não lineares na seção 3.2.2, resultando
na Equação 3.36.

A equação de movimento do motor é dada por (MERELES et al., 2019; BALTHA-
ZAR et al., 2004; GONÇALVES et al., 2014)

Itθ̈ = Tm(t)−mue
∂2w(xm, t)

∂t2
cos θ, (3.62)

onde It é a inércia total do rotor, mu é a massa desbalanceada, xm é o ponto de
acoplamento do motor à viga, e é o raio de desbalanceamento, θ é o ângulo formado
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pela massa desbalanceada com o eixo x e Tm(t) é o torque instantâneo do motor,
dado por

Tm(t) = T0

(
1− θ̇(t)

Ωf

)
, (3.63)

onde T0 é o torque máximo do motor e Ωf é a velocidade final do mesmo.

A força pontual exercida pelo motor na viga, devido ao desbalanceamento, é
dada por

Fc(t) = mue
(
θ̇2 sin θ − θ̈ cos θ

)
δ(x− xm), (3.64)

de forma que o vetor de forças generalizadas no espaço de modos assumidos Q é
composto por

Qi = φi(xm)mue
(
θ̇2 sin θ − θ̈ cos θ

)
, (3.65)

e a equação de movimento completa para o sistema eletromecânico considerando uma
viga linear é dada por {

[M ]q̈+ [C]q̇+ [K]q = Q

Itθ̈ +mueΦ(xm)
Tq cos θ = Tm,

(3.66)

onde Φ(xm) é o vetor coluna dos modos assumidos avaliados na posição do acopla-
mento do motor, xm.

O sistema mecânico pode ser caracterizado por meio de sua FRF, a qual pode
ser obtida por meio da aplicação da transformada de Fourier à equação de movimento,
e a resposta temporal do sistema pode ser obtida por meio do método de Runge-Kutta.
Procedimentos similares podem ser realizados para o acoplamento do motor DC em
vigas consideradas não lineares, resultando em equações semelhantes.

3.3 ACOPLAMENTO DE NDS A SISTEMAS DISCRETOS UTILIZANDO A METODO-
LOGIA DE PEG

Considera-se um sistema mecânico com 1 GDL que deve ser controlado em
um determinada faixa de frequências, cujos limites são Ωl e Ωh, e possui os parâmetros
físicos m, c e k, conforme mostra-se na FIGURA 6. O sistema primário é controlado
por meio de um NDV e o sistema composto é modelado por meio da teoria dos PEG.
Desta forma, pode-se obter a resposta do sistema composto sem que seja necessário
escrever as equações de movimento para todo o sistema, apenas aplicando seus
parâmetros equivalentes ao sistema já conhecido, como nas figuras 6b e 6c.
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FIGURA 6 – Sistema de 1 GDL com ND acoplado: 6a Sistema físico, 6b Sistema equivalente
obtido por PEG utilizando keq(Ω) e 6c Sistema equivalente obtido por PEG

utilizando meq(Ω) e ceq(Ω)

(a) (b) (c)

FONTE: O autor (2019).

As equações para os casos mostrados nas FIGURAS 6b e 6c são apresentadas,
respectivamente, nas Equações 3.67 e 3.68.

mẍ(t) + cẋ(t) + [k + keq(Ω)]x = f(t) (3.67)

[m+meq(Ω)]ẍ(t) + [c+ ceq(Ω)]ẋ(t) + kx = f(t) (3.68)

Aplicando a transformada de Fourier e reorganizando as equações obtém-se
as FRFs do sistema, para os dois modelos equivalentes.

H(Ω) =
X(Ω)

F (Ω)
=

1

−Ω2m+ iΩc+ k + keq(Ω)
(3.69)

H(Ω) =
X(Ω)

F (Ω)
=

1

−Ω2[m+meq(Ω)] + iΩ[c+ ceq(Ω)] + k
(3.70)

Uma vez determinada a FRF do sistema, deve-se determinar a razão μ, Equa-
ção 3.71, entre as massas do neutralizador e do sistema primário, sendo que, para
maior desempenho, ela deve possuir valor entre 0.1 e 0.25, no caso de sistemas com
um GDL (DEN HARTOG, 1985).

μ =
ma

m
(3.71)

Para sistemas lineares com múltiplos graus de liberdade descritos por modelos
provenientes do MEF, são realizados procedimentos semelhantes para o acoplamento
de NDs e a equação de movimento no domínio da frequência para o sistema com um
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ou mais NDs acoplados é dada na Equação 3.72 (SILVA, 2019), onde, no caso de
amortecimento proporcional, ΨTCΨ = [2ξiΩi], I é a matriz identidade e Λ é a matriz de
autovalores e Ψ é a matriz dos autovetores.

{−Ω2
[
I +ΨTMeq(Ω)Ψ

]
+ iΩ

[
ΨTCΨ+ΨTCeq(Ω)Ψ

]
+ Λ

}
ΨTQ(Ω) = ΨTF (Ω) (3.72)

As matrizes Meq(Ω) e Ceq(Ω) agregam os parâmetros equivalentes dos neu-
tralizadores e não são diagonalizáveis por Ψ, porém os produtos resultantes, Ma(Ω) e
Ca(Ω), são predominantemente diagonais (SILVA, 2019), o que resulta em

H(Ω) = Ψ
{−Ω2 [I +Ma(Ω)] + iΩ [[2ξiΩi] + Ca(Ω)] + Λ

}−1
ΨT . (3.73)

3.3.1 Acoplamento de NDs a sistemas modelados pelo método dos modos assumidos

Seja um sistema qualquer discretizado pelo método dos modos assumidos,
cuja equação de movimento no domínio da frequência é

{−Ω2[M ] + iΩ[C] + [K]}X(Ω) = Q(Ω), (3.74)

e deseja-se aplicar o controle passivo de vibrações. Partindo-se da premissa de que o
ND será adicionado ao sistema por meio de seus parâmetros equivalentes generaliza-
dos, mais precisamente por meio de meq(Ω) e ceq(Ω), então as matrizes referentes ao
ND no sistema composto serão dadas por

Meqi,j(Ω) = meq(Ω)φi(xa)φj(xa) (3.75)

Ceqi,j(Ω) = ceq(Ω)φi(xa)φj(xa). (3.76)

Desta forma, a equação de movimento do sistema composto, com o ND acoplado, se
torna

{−Ω2{[M ] + [Meq(Ω)]}+ iΩ{[C] + [Ceq(Ω)]}+ [K]
}
X(Ω) = Q(Ω). (3.77)

Para simplificação, pode-se realizar uma transformação de coordenadas por
meio dos modos de vibrar ortonormalizados do sistema primário, sem o ND, resultando
em:

{−Ω2{[I] + [Ma(Ω)]}+ iΩ{[2ξiΩi] + [Ca(Ω)]}+ [Λ]
}
P(Ω) = [Ψ]TQ(Ω). (3.78)

Vale salientar que a transformação proposta ortonormaliza as matrizes do
sistema primário, mas não as referentes aos PEG do ND.

O mesmo procedimento pode ser realizado para adicionar um ou mais NDs
caso o sistema primário seja não linear, já que as equações para a obtenção das
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matrizes dos parâmetros equivalentes são as mesmas. Desta forma, a equação de
movimento para um sistema composto cujo sistema primário é não linear é dada por
(vide Equação 3.60, na seção 3.2.2)

{−Ω2{[I] + [Ma(Ω)]}+ iΩ{[2ξiΩi] + [Ca(Ω)]}+ [Λ]
}
P(Ω) + F(Np(p(t)) = [Ψ]TQ(Ω),

(3.79)
onde Np é o vetor de forças de restauração não lineares e F(·) representa a transfor-
mada de Fourier.
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4 METODOLOGIA

Neste capitulo apresentam-se os procedimentos realizados para a execução
desta pesquisa. Na seção 4.1 realiza-se uma discussão acerca do projeto ótimo de NDs
para sistemas com múltiplos GDL, lineares e não lineares. Na seção 4.2 apresenta-se o
modelo utilizado para as simulações numéricas, bem como os procedimentos realizados
para a obtenção das CRFs e o projeto ótimo de NDs para o sistema não linear estudado.
Na seção 4.3 faz-se algumas considerações quanto ao efeito Sommerfeld e seu controle
por meio de um ND de forma experimental.

Todas as simulações numéricas realizadas no escopo deste trabalho foram
realizadas em um notebook HP com processador Intel Core i7-7500U com frequência
de clock de 2,90 GHz, 12 Gb de memória RAM e sistema operacional Windows 10
Home 64 bits. Todas simulações realizadas no domínio do tempo foram realizadas
utilizando a implementação do algoritmo de Runge-Kutta de quarta ordem utilizando
um integrador de quinta ordem presente no software MathWorks Matlab.

4.1 PROJETO ÓTIMO DE NDS

O objetivo ao projetar um ND é reduzir a amplitude de vibração do sistema ao
mínimo possível. Para sistemas com um GDL há técnicas clássicas para o projeto de
NDs, como é o caso da TPF. No caso de sistemas com múltiplos GDL pode-se recorrer
a processos de otimização numérica, de modo a minimizar a função objetivo de forma
iterativa e da melhor maneira possível.

Para o processo de otimização, fixa-se a massa do ND previamente, por meio
da definição da razão μ. Para vigas com múltiplo graus de liberdade costuma-se utilizar
a massa do ND como 10% a 25% da massa do sistema de um GDL equivalente ao
primeiro modo de vibrar, ou seja, entre 2% e 11% da massa total da viga, para vigas
em balanço e bi-engastadas.

Determinada a razão μ e, por consequência, ma, determinam-se os demais
parâmetros do ND, como a rigidez ka e o fator de amortecimento ξa para NDs viscosos
e a frequência natural Ωa no caso dos NDVs. Estes parâmetros, junto com o ponto de
acoplamento do ND ao sistema primário, xa, compõem o vetor projeto, x.

Para que o dispositivo possua máxima eficiência, o vetor projeto x pode ser
determinado a partir do seguinte problema de otimização:

min fobj (x) : �n → �, (4.1)
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onde
fobj (x) = ‖Hk,s(Ω)‖Ωl≤Ω≤Ωh

, (4.2)

com o vetor projeto, x, restrito a

xl ≤ x ≤ xu. (4.3)

A partir de tal metodologia pode-se determinar os parâmetros ótimos de um
ou mais NDs para operarem em qualquer faixa de frequência do sistema primário.
Uma abordagem mais detalhada quanto ao projeto de NDs para sistemas lineares com
múltiplos GDL pode ser vista em Silva (2019).

Para sistemas não lineares são realizados os mesmos procedimentos, sendo
que, como o sistema é não linear, o objetivo é minimizar a curva de resposta na
frequência, CRF, a qual pode ser obtida de forma analítica aproximada ou numérica.

4.2 MODOS ASSUMIDOS

O modelo não linear proposto por meio do método dos modos assumidos foi
aplicado numericamente a uma viga biengastada com dimensões 3 x 40 x 708 mm, de
aço ASTM A-36. Por questões de simplificação, apenas os dois primeiros modos de
vibrar foram considerados, porém mais modos também podem ser considerados sem a
necessidade de alterações no método.

Desta forma, foram obtidas as matrizes de massa, amortecimento e rigidez do
sistema, além do vetor de forças de restauração não lineares. Quanto ao amortecimento,
foi considerado que o sistema possui amortecimento proporcional, com parâmetros
α = 3 e β = 2 x 10−6, assim como em Malatkar (2003).

4.2.1 Obtenção da CRF para sistemas não lineares

A obtenção das CRFs do sistema não linear estudado foi realizada por meio
de simulações numéricas utilizando o método de Runge-Kutta. A resposta do sistema
foi simulada para cada frequência de interesse utilizando condições iniciais nulas, para
uma janela de tempo suficientemente grande, de forma a uma boa parcela do sinal
apresentar regime permanente.

Então foi aplicada a transformada rápida de Fourier, FFT, somente à parcela
permanente do sinal para a obtenção da amplitude da resposta do sistema na frequên-
cia de excitação. Desta forma obtém-se uma resposta completa, sem as simplificações
necessárias para a aplicação dos métodos de perturbação. Em contrapartida, como se
faz necessário obter a resposta do sistema para uma janela de tempo relativamente
grande, a obtenção da curva de resposta na frequência para o sistema é mais lenta.
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Para sistemas simples e com poucos GDL a obtenção não é tão demorada, porém o
tempo de simulação aumenta consideravelmente para sistemas mais complexos.

FIGURA 7 – Fluxograma do processo realizado para a obtenção das CRF do modelo.

FONTE: O Autor (2021)

Foram obtidas CRFs para o sistema em estudo utilizando a metodologia de-
senvolvida, na faixa de frequências de 20 a 120 Hz, o que contempla os dois primeiros
modos de vibrar. Além disso foram considerados diferentes níveis de excitação externa,
entre 1 e 20 N, do tipo senoidal. Com o objetivo de analisar apenas a parcela do sinal
no regime permanente, foram utilizados 150 períodos da força externa para a faixa de
frequências em torno do primeiro modo, 20 a 60 Hz, e 300 períodos para a faixa de
frequências em torno do segundo modo, 60 a 120 Hz. O vetor de tempo foi construído
com uma frequência de amostragem de 1000 Hz.

4.2.2 Projeto ótimo de NDs para sistemas não lineares com múltiplos GDL

A inserção de NDs no sistema em estudo neste trabalho é facilmente realizada
por meio de seus PEG, que são adicionados ao sistema por meio do método dos
modos assumidos, como massas e amortecedores equivalentes. O projeto ótimo dos
parâmetros dos NDs é realizado via otimização não linear, minimizando a CRF do
sistema. O objetivo da otimização é minimizar a norma da resposta do sistema em
uma determinada faixa de frequências. Este é um processo iterativo que necessita da
avaliação da função objetivo diversas vezes. Como a obtenção da CRF é relativamente
demorada, a convergência da otimização também é demorada.
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Para reduzir o tempo de otimização, optou-se por realizar primeiro o projeto
ótimo dos NDs para o sistema linear equivalente, pois a avaliação da função objetivo
para o caso linear é totalmente algébrica e a otimização converge rapidamente (em
termos de tempo). Então os parâmetros ótimos obtidos para o ND do sistema linear
equivalente são utilizados como “chute” inicial na otimização do caso não linear.

FIGURA 8 – Fluxograma do processo proposto para a otimização de NDs para sistemas não
lineares.

FONTE: O Autor (2021)

Por conveniência optou-se por trabalhar com um ND viscoso, composto por
massa, mola e amortecedor. Os PEG utilizados para modelar este e outros tipos de
NDs são indicados em Bavastri et al. (2007).

Foram realizados alguns testes para avaliar a eficiência da metodologia pro-
posta para o controle passivo de vibrações por meio de neutralizadores dinâmicos.
Optou-se por realizar o controle do primeiro e do segundo modo de vibrar, separada-
mente e simultaneamente, por meio dos dispositivos ótimos projetados para o sistema
não linear e para o sistema linear equivalente.

4.3 ABORDAGEM EXPERIMENTAL DO EFEITO SOMMERFELD

O efeito Sommerfeld tem sido amplamente explorado na literatura, devido a
sua complexidade e beleza dinâmica. Aqui realiza-se um esforço para propor uma
alternativa efetiva para o seu controle por meio de NDs. Desta forma, foi proposto um
aparato experimental para a investigação do efeito Sommerfeld em sistemas mecânicos,
o qual é apresentado na FIGURA 9 e consiste em uma viga engastada-livre com
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um motor DC em sua extremidade livre. A viga é retangular, de aço inox e possui
espessura de 4,8 mm, largura de 37 mm e comprimento de 540 mm. A massa do motor
desbalanceado é 0,085 Kg e o desbalanceamento foi realizado com 6,59 g a 15 mm do
eixo de rotação.

FIGURA 9 – Sistema eletro-mecânico utilizado nos experimentos do efeito Sommerfeld.

FONTE: O autor (2020);

Foram propostos dois modelos numéricos para a descrição do sistema me-
cânico proposto: por meio do MEF, utilizando o software Ansys, e pelo método dos
modos assumidos. No modelo pelo MEF foram utilizados 54 elementos BEAM3, não
contemplando os graus de liberdade torcionais, já que os fenômenos analisados são
predominantemente nos modos de vibrar translacionais. Já no método dos modos assu-
midos, todas as avaliações das equações pertinentes foram realizadas numericamente,
utilizando incremento espacial de 1× 10−5 m, com integração numérica trapezoidal na
avaliação das integrais e o método das diferenças finitas para a avaliação das derivadas.
Em ambos os modelos numéricos foram considerados os quatro primeiros modos de
vibrar e os seus parâmetros foram calibrados com base em respostas experimentais,
medindo-se a FRF do sistema mecânico.

A obtenção das FRF experimentais foi realizada por meio de ensaios de
impacto, utilizando o analisador DataPhysics Quattro, um martelo de impacto PCB
Piezotronics, modelo 086C04, e um acelerômetro 32C68, também PCB Piezotronics.
A excitação foi realizada a 140 mm do engaste e a resposta foi medida a 520 mm do
engaste.

Também foram realizados ensaios durante a partida do motor desbalanceado.
Para este experimento, o aparato experimental utilizado é mostrado na FIGURA 10.
Foram utilizados dois acelerômetros, modelos 32C68 e 32C65, PCB Piezotronics,
e o analisador DataPhysics Quattro para a aquisição dos sinais de aceleração. Já
para a instrumentação da rotação do motor, foi desenvolvido um sistema baseado
no microcontrolador ESP8266, utilizando sensores infravermelhos. Foi fabricado um
encoder por meio de FDM (Fused Deposition Modeling) para a medição da rotação
junto aos sensores infravermelhos.
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FIGURA 10 – Aparato experimental para a instrumentação do sistema durante a operação do
motor.

FONTE: O autor (2020).

Também foram realizadas simulações temporais de forma numérica, por meio
do modelo linear obtido pelo método dos modos assumidos. Nesta abordagem, foi utili-
zado o método de Runge-Kutta para a solução das equações diferenciais. A simulação
foi realizada para um intervalo de tempo de 16 s, com frequência de amostragem de
2048 Hz. Desta simulação foram extraídos para análise os mesmos sinais adquiridos
experimentalmente.

Após a execução dos experimentos, identificou-se a ocorrência do efeito Som-
merfeld durante a passagem pelo segundo modo de vibrar, 72 Hz. Foi realizado, assim,
o projeto ótimo de um NDV para o controle do sistema em torno desta frequência.

O projeto foi realizado no software LAVIBS-ND, o qual utiliza a teoria dos PEG,
TONL e os parâmetros modais do sistema a controlar para o projeto do dispositivo.
O software foi alimentado com os parâmetros modais do sistema, isto é, modos de
vibrar, frequências naturais e fatores de amortecimento modais, os quais foram obtidos
do modelo de elementos finitos calibrado para o sistema. No software há a opção de
otimizar a localização do ND, porém optou-se por acoplar o ND à extremidade livre da
viga por uma questão de facilidade de projeto. Também optou-se, por uma questão de
disponibilidade do grupo, pelo uso de borracha butílica para o projeto do dispositivo.
Suas propriedades são apresentadas em Voltolini et al. (2018).

A escolha do uso dos parâmetros modais do modelo de elementos finitos foi
feita pelo fato de que o software as utiliza para o projeto dos NDs. Além disso, as
informações de todo o sistema podem ser aproximadas medindo-se a resposta de
apenas poucos pontos. Porém tais parâmetros também podem ser obtidos de outras
formas, como através de experimentos.

Como resultado, o software retornou a massa total do dispositivo e sua frequên-
cia natural. Devido à pequena massa do dispositivo e a limitação de tamanho necessária
para a viabilidade do projeto, já que o dispositivo necessita ser pequeno devido às
dimensões da viga, optou-se por fabricar um NDV do tipo pendular. Um amplo estudo
sobre NDVs, pendulares e simples, é encontrado em Espíndola, Bavastri et al. (2010).



47

O projeto foi realizado no software LAVIBS-ND, por meio dos parâmetros
modais do sistema, extraído do modelo em MEF. Por conveniência, a posição de
acoplamento do NDV não foi otimizada, optando-se por acoplá-lo à extremidade livre
da viga. Os experimentos já mencionados foram refeitos com o intuito de verificar a
eficácia do dispositivo projetado no controle do fenômeno estudado.

Neste capítulo foi apresentada a metodologia desenvolvida para a investigação
numérica de sistemas não lineares com múltiplos GDL, por meio de respostas no
domínio do tempo e de CRF. Também foi apresentada uma metodologia para o projeto
ótimo de NDs para sistemas não lineares com múltiplos graus de liberdade, baseada
na metodologia já citada. Além disso, detalhou-se os procedimentos realizados para
investigação experimental do efeito Sommerfeld, bem como seu controle por meio de
um NDV. No capítulo seguinte serão apresentados os resultados destes tópicos.
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5 RESULTADOS

Neste capítulo apresentam-se os resultados obtidos, com a respectiva discus-
são acerca dos mesmos. Na Seção 5.1 apresentam-se os resultados da investigação
numérica em sistemas não lineares com múltiplos GDL e seu controle por meio de
ND. Na Seção 5.2 apresentam-se os resultados obtidos na identificação e controle
experimental do efeito Sommerfeld, contemplando a identificação do sistema e a carac-
terização do efeito Sommerfeld, no domínio do tempo e no plano tempo-frequência.

5.1 MODOS ASSUMIDOS

Aqui são apresentados os resultados obtidos para a metodologia proposta para
o controle de sistemas não lineares com múltiplos graus de liberdade. Primeiro foi
realizada uma análise linear preliminar. As frequências naturais obtidas para os dois
primeiros modos foram 31,25 e 86,15 Hz, respectivamente. Na FIGURA 11 apresenta-
se a FRF do sistema linear equivalente.

FIGURA 11 – FRF do sistema linear equivalente, k = 300 e s = 50 mm.

5.1.1 Resposta do sistema não linear

As respostas do sistema não linear sob análise foram obtidas por meio da me-
todologia já exposta e seus resultados são apresentados nesta seção. Na FIGURA 12a
apresentam-se as curvas amplitude-frequência do sistema em análise para diversas
amplitudes de excitação. Nota-se o enrijecimento do sistema por meio do aumento da
frequência de salto. Na FIGURA 12b são apresentadas as CRF do sistema para as
mesmas amplitudes de excitação. Nesta representação é possível observar de maneira
mais intuitiva o enrijecimento do sistema, pois conforme ocorre o aumento da amplitude
de excitação a razão entre a resposta e a excitação diminui, além da mudança da
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frequência de salto. Também se nota que onde a amplitude de vibração é menor há
congruência entre as curvas, inclusive com a curva linear, FRF.

FIGURA 12 – Respostas do sistema não linear: 12a Curvas amplitude-frequência e 12b curva
de resposta na frequência, CRF.

(a) (b)

FONTE: O autor (2019).

5.1.2 Controle ótimo do primeiro modo de vibrar

Projetou-se um ND viscoso para operar somente no primeiro modo de vibrar da
estrutura, cuja frequência de ressonância é 31,25 Hz. Para tanto desejou-se minimizar
a resposta do sistema no intervalo de 20 a 60 Hz. Primeiramente foi realizado um
projeto para determinar um dispositivo ótimo para o controle do primeiro modo de vibrar
do sistema linear equivalente. Os parâmetros ótimos encontrados foram Ωa = 28,59 Hz,
ξa = 0,17 e xa = 0,35 m e o processo de otimização durou 6 segundos.

Após a otimização do ND para o sistema linear equivalente foi realizada a otimi-
zação do mesmo para o sistema não linear proposto. Os parâmetros ótimos encontrados
foram Ωa = 29,70 Hz, ξa = 0,16 e xa = 0,41 m e o algoritmo levou aproximadamente 10
horas até convergir, utilizando os mesmos parâmetros anteriores.

Para validação foram comparadas as CRF do sistema para os três casos,
sistema não linear sem neutralizador, com o neutralizador ótimo para o sistema linear
equivalente e com o neutralizador ótimo para o sistema não linear. Os resultados
correspondentes são mostrados na FIGURA 13.
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FIGURA 13 – CRF do sistema primário e composto, com os dois neutralizadores propostos.

FONTE: O autor (2021).

Observa-se que o ND projetado para o sistema linear foi levemente mais
eficiente do que o projetado especificamente para o sistema não linear, sendo que
ambos obtiveram bons resultados, proporcionando uma redução na faixa de 14 dB
de pico a pico. Além disso, o segundo modo de vibrar teve sua amplitude levemente
afetada pelo ND, entre 0,6 e 0,9 dB, o que se deve à otimização não ter posicionado
o ND no centro da viga, o que é evidenciado no caso do projeto para o sistema não
linear.

Foi ainda realizada uma segunda análise quanto à eficiência do ND avaliando
sua resposta a diferentes níveis da excitação externa entre 1 e 20 N. Os resultados
obtidos são apresentados na FIGURA 14.

FIGURA 14 – CRF do sistema não linear com controle no primeiro modo: (a) Controle com ND
dinâmico projetado para o sistema linear e (b) controle com ND dinâmico

projetado para o sistema não linear.

(a) (b)

FONTE: O autor (2021).

Por meio dos gráficos acima pode-se observar que ambos os dispositivos
reduzem consideravelmente a natureza não linear do sistema na faixa de controle, já
que a razão entre a amplitude da resposta e a amplitude da força externa se man-
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tém aproximadamente constante para as amplitudes testadas no entorno da primeira
frequência natural. Este fenômeno ocorre pois o acoplamento do ND ao sistema primá-
rio reduz consideravelmente a sua amplitude de vibração e, como é sabido, as forças
de restauração não lineares deste tipo de sistemas são desconsideráveis quando sob
pequenas deflexões. Eventualmente, para amplitudes de vibração maiores, o sistema
voltará a exibir um comportamento não linear.

5.1.3 Controle ótimo do segundo modo de vibrar

Para o projeto do ND viscoso relativo ao controle do segundo modo de vibrar,
86,15 Hz, buscou-se minimizar a CRF no intervalo de 65 a 120 Hz. Como realizado
anteriormente, primeiro otimizou-se o ND para o sistema linear equivalente para então
utilizá-lo como “chute” inicial na minimização da resposta do sistema não linear.

O processo de otimização do ND para o sistema linear equivalente durou cerca
de 10 segundos e os parâmetros ótimos obtidos foram: Ωa = 86,83 Hz, ξa = 0,15 e xa =
0,21 m. Já a otimização do ND para o sistema não linear levou cerca de 22 horas para
convergir ao resultado e os parâmetros ótimos obtidos para este caso são: Ωa = 65,00
Hz, ξa = 0,53 e xa = 0,21 m. Os resultados obtidos para os dois dispositivos projetados
são apresentados na FIGURA 15.

FIGURA 15 – CRF do sistema composto com os NDs projetados para o controle do segundo
modo.

FONTE: O autor (2021).

Observa-se que, apesar dos parâmetros ótimos obtidos para este caso serem
bem diferentes, ambos os ND apresentaram resultados muito parecidos, sendo que
a redução na amplitude de vibração do segundo modo foi muito próxima para ambos
os casos, 13,19 dB de pico a pico. O primeiro modo foi levemente afetado, de forma a
elevar a amplitude da CRF e causar uma leve redução na frequência de ressonância, o
que era esperado, já que uma massa foi adicionada ao sistema.
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Novamente foi verificado o comportamento do sistema composto para excita-
ções na faixa de 1 a 20 N. Os resultados obtidos são apresentados na FIGURA 16.

FIGURA 16 – CRF do sistema não linear com controle no segundo modo: (a) Controle com
ND dinâmico projetado para o sistema linear e (b) controle com ND dinâmico

projetado para o sistema não linear.

(a) (b)

FONTE: O autor (2021).

Como no caso do controle do primeiro modo de vibrar, também se observa que
o segundo modo de vibrar apresenta um comportamento aproximadamente linear. No
caso do ND projetado para o sistema não linear observa-se um comportamento mais
linearizado.

5.1.4 Controle ótimo simultâneo dos dois primeiros modos de vibrar

Neste estudo de caso pretende-se avaliar a eficiência da metodologia proposta
quanto à otimização em uma banda de frequência mais ampla, abrangendo os dois
modos de vibrar considerados anteriormente. Para tanto foi necessário utilizar dois NDs
viscosos devido à discrepância entre as frequências naturais. Neste caso optou-se por
minimizar a CRF na faixa de 20 a 120 Hz.

A otimização dos parâmetros ótimos para o sistema linear equivalente durou
cerca de 40 segundos e os resultados foram: Ωa = [28,07 86,02] Hz, ξa = [0,17 0,15] e
xa = [0,35 0,18] m. Por outro lado, como esperado, a otimização dos parâmetros para o
sistema não linear teve uma convergência bem mais lenta, durando cerca de 29 horas.
Para este caso os parâmetros ótimos obtidos foram: Ωa = [28,19 75,41] Hz, ξa = [0,16
0,16] e xa = [0,38 0,20] m. Os resultados obtidos são apresentados na FIGURA 17.
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FIGURA 17 – CRF do sistema com ND projetado para o controle simultâneo dos dois
primeiros modos.

FONTE: O autor (2021).

Observa-se nos gráficos que a redução na amplitude do primeiro modo é muito
próxima em ambas as abordagens, com os NDs projetados para o sistema linear
equivalente e para o sistema não linear, em torno de 15 dB de pico a pico. Já no caso
do segundo modo de vibrar há uma diferença maior entre as abordagens, sendo que o
projeto específico para o sistema não linear apresentou uma maior eficiência, 20 dB
frente a 16 dB para o ND projetado para o sistema linear equivalente.

Quanto à questão da linearização do sistema ocasionada pelo ND, verifica-se
na FIGURA 18 que há uma maior eficiência quando o ND é projetado para o sistema
não linear. Isso também foi observado no caso do segundo modo de vibrar.

FIGURA 18 – CRF do sistema não linear com controle simultâneo nos dois primeiros modos:
(a) Controle com ND dinâmico projetado para o sistema linear e (b) controle com

ND dinâmico projetado para o sistema não linear.

(a) (b)

FONTE: O autor (2021).

5.1.5 Análise dos resultados

Nas tabelas abaixo apresenta-se uma comparação entre os resultados obtidos.
Na TABELA 1 compara-se os parâmetros ótimos obtidos nas otimizações, bem como o
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tempo de otimização para cada caso. É possível observar que enquanto os parâmetros
relacionados ao primeiro modo de vibrar não sofrem grande alteração quando otimiza-
dos para o sistema linear equivalente ou para o sistema não linear, aqueles referentes
ao segundo modo de vibrar sofrem grandes alterações, principalmente tratando-se da
frequência natural do ND, que se apresenta menor do que a esperada.

TABELA 1 – Parâmetros ótimos obtidos nas otimizações dos NDs nas abordagens propostas.

Modos a
controlar Sistema

Parâmetros ótimos Tempo de
otimizaçãoΩa [Hz] ξa [–] xa [m]

1º modo
ND sist. linear 29,5942 0,1699 0,3579 6s

ND sist. não linear 29,6986 0,1644 0,4170 9h52min22

2º modo
ND sist. linear 86,8312 0,1518 0,2123 10s

ND sist. não linear 65,0000 0,5273 0,2085 22h10min19

1º e 2º modo

ND sist. linear
28,0681 0,1662 0,3554

40s
86,0204 0,1476 0,1849

ND sist. não linear
28,1862 0,1611 0,3784

1d5h17min7
75,4145 0,1653 0,2014

Na Tabela 2 são apresentadas as reduções obtidas na amplitude da CRF para
cada abordagem realizada. Observa-se que, para o controle dos dois primeiros modos
de vibrar separadamente, não há uma grande vantagem em utilizar o ND projetado
para o sistema não linear, já que o tempo necessário para a otimização de seus
parâmetros, por meio da metodologia proposta, é muito maior do que o necessário
para otimizar o ND para o sistema linear equivalente, e não há diferença significativa
entre o desempenho das duas abordagens.

Já se tratando do controle simultâneo dos dois modos de vibrar, há uma
maior eficiência quando utiliza-se o ND projetado para o sistema não linear, o qual
apresenta uma redução 4 dB maior do que o dispositivo projetado para o sistema
linear equivalente, 20 dB frente a 16 dB. Porém o tempo para a convergência dos
parâmetros ótimos do ND para o sistema não linear é muito maior do que o necessário
para o sistema linear equivalente, havendo a necessidade de analisar as vantagens e
desvantagens para cada caso.
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TABELA 2 – Resultados obtidos nas abordagens realizadas para o controle do sistema não
linear.

Modos a
controlar Sistema

Amplitude [dB] Redução [dB]

1º modo 2º modo 1º modo 2º modo

– Primário não linear -76,66 -86,89 – –

1º modo
ND p/ sist. linear -90,6 -87,55 -13,94 -0,66

ND p/ sist. não linear -91,05 -87,83 -14,39 -0,94

2º modo
ND p/ sist. linear -76,51 -100,08 0,15 -13,19

ND p/ sist. não linear -76,54 -100,09 0,12 -13,20

1º e 2º modo
ND p/ sist. linear -91,36 -103 -14,7 -16,11

ND p/ sist. não linear -91,63 -107,7 -14,97 -20,81
Nota: A otimização dos ND para o sistema não linear e a amplitude da CRF foram

obtidas considerando a seguinte excitação: F = 10 sin(Ωt)

5.2 ANÁLISE NUMÉRICA DO EFEITO SOMMERFELD EM UM SISTEMA NÃO LI-
NEAR CONTROLADO POR ND

Com o intuito de avaliar os efeitos do acoplamento de um ND a um sistema não
linear durante a partida de um motor não-ideal, foram realizadas simulações numéricas
levando em consideração o sistema de viga bi-engastada previamente analisado. Foi
adicionado um motor não ideal ao centro da viga, com as mesmas propriedades do
motor utilizado anteriormente, porém foi considerado que sua massa é desprezível,
apenas por questões de simplificação.

A simulação foi realizada para um intervalo de tempo de 10 segundos com
frequência de amostragem de 1000 Hz e foi considerado todo o caráter não linear do
modelo proposto na seção 3.2.3. Os resultados da simulação são apresentados na
FIGURA 19. Pode-se notar a presença do efeito Sommerfeld nos resultados obtidos,
evidenciado pela dificuldade na passagem pela primeira frequência de ressonância na
curva de rotação do motor e no plano tempo-frequência, obtido por meio da Wavelet
synchrosqueezed transform, WSST. A WSST é uma transformada tempo-frequência,
com a qual é possível identificar, com bastante precisão, transientes no sinal analisado,
ou seja, é possível identificar as mudanças nas componentes dominantes do sinal.
Neste caso, podemos analisar que a amplitude de vibração aumenta em um determi-
nado momento, devido ao padrão de cores mais quentes entre dois e quatro segundos.
Também se verifica que em determinado momento a frequência do sinal se mantém
constante, o que indica a ocorrência do efeito Sommerfeld (VARANIS et al., 2019).
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FIGURA 19 – Resultados numéricos para o sistema não linear durante a ocorrência do efeito
Sommerfeld: (a) Sinal temporal de deslocamento, (b) sinal temporal de rotação

do motor e (c) WSST do sinal de deslocamento.

(a) (b)

Efeito Sommerfeld

(c)

FONTE: O autor (2021).

Como o fenômeno afeta o primeiro modo de vibrar, optou-se por reduzir a
amplitude de vibração associada a este modo por meio de um ND. Duas abordagens
foram realizadas: utilizando um ND ótimo para o sistema linear equivalente e um ND
ótimo para o sistema não linear.

Como anteriormente foi considerado que a massa do motor é desprezível,
podem ser utilizados os NDs já otimizados, pois o sistema continua o mesmo, apesar
da força não linear atuante. Os resultados obtidos para o sistema controlado são
apresentados na FIGURA 20.
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FIGURA 20 – Resultados numéricos para o sistema não linear com controle passivo: (a) Sinal
temporal de deslocamento, (b) sinal temporal de rotação do motor e (c) WSST

do sinal de deslocamento.

(a) (b)

(c) (d)

FONTE: O autor (2019).

Apenas analisando as curvas de amplitude apresentadas nas FIGURAS 20(a) e 20(c)
pode-se observar que a amplitude de vibração durante a ressonância foi consideravel-
mente reduzida, de 1,01 ×10−3 m no caso sem controle para 1,11 ×10−4 m utilizando o
ND projetado para o sistema linear e 1,05 ×10−4 m quando utilizado o ND projetado
para o sistema não linear. Apesar de ambos dispositivos apresentarem reduções na
amplitude muito próximas, é possível notar que o segundo dispositivo proporciona
uma passagem pela ressonância mais suave, com uma menor oscilação durante
a zona de batimento. Além disso, observa-se nas curvas de rotação do motor, FI-
GURAS 20(b) e 20(d), que o motor não teve dificuldades durante a passagem pela
frequência de ressonância.

Por meio da análise dos planos tempo-frequência das duas abordagens rea-
lizadas também se observa que não há dificuldades na passagem pela ressonância,
sem apresentar o fenômeno de captura da ressonância. Os planos tempo-frequência
são apresentados na FIGURA 21.
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FIGURA 21 – WSST dos sinais de deslocamento para o sistema não linear controlado: (a)
Controle com o ND projetado para o sistema linear equivalente e (b) com o ND

projetado para o sistema não linear.

(a)

(b)

FONTE: O autor (2021).

5.3 IDENTIFICAÇÃO E CONTROLE DO EFEITO SOMMERFELD: ABORDAGEM
EXPERIMENTAL

Nesta seção apresentam-se os resultados acerca do controle do efeito Som-
merfeld em uma viga engastada-livre por meio de ND. Primeiramente, foi realizada
uma avaliação da FRF do sistema para a identificação das suas frequências naturais.
O sistema também foi modelado por meio do MEF e do método dos modos assumi-
dos. Os resultados obtidos, experimentalmente e numericamente, são mostrados na
FIGURA 22.
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TABELA 3 – Fatores de amortecimento aproximados para os modelos matemáticos utilizados.

Modelo ξ1 ξ2 ξ3 ξ4

MEF 5× 10−3 7× 10−3 7× 10−3 3, 5× 10−3
Modos assumidos 4× 10−3 6× 10−3 3, 5× 10−3 4× 10−3

FIGURA 22 – Função de resposta em frequência do sistema ensaiado, obtida com excitação a
140 mm e medição da resposta a 520 mm do engaste.

FONTE: O autor (2020).

Como observado na FIGURA 22, foi obtido um bom ajuste entre as curvas
experimentais e numéricas. Na TABELA 3, apresentam-se os valores de fatores de
amortecimento utilizados para o ajuste obtido. Importante salientar que houve diver-
gências entre as respostas experimentais e numéricas devido à desconsideração dos
modos de vibrar torcionais nos modelos matemáticos, que não são necessários para
as análises realizadas neste trabalho.

Nos experimentos realizados na partida do motor DC foi identificado o efeito
Sommerfeld, tanto por meio do sinal de aceleração, rotação e da WSST do sinal de
aceleração, os quais são apresentados na FIGURA 23. Tanto por meio da análise do
sinal de rotação, quanto pela WSST do sinal de aceleração da viga, foi observado que
o efeito Sommerfeld ocorre na segunda frequência natural do sistema mecânico, 72
Hz. Na análise por meio da WSST, observa-se a estagnação da frequência dominante
no sinal e aumento da amplitude de vibração, evidenciado devido ao padrão de cores
mais quentes. Estas características também foram observadas em Varanis et al. (2019)
e Mereles et al. (2019).
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FIGURA 23 – Resultados experimentais: Sinais temporais de aceleração, 23a, e de rotação do
motor, 23b, e 23c WSST do sinal de aceleração.

(a) (b)

Efeito Sommerfeld

(c)

FONTE: O autor (2020).

Também foram realizadas simulações temporais de forma numérica, por meio
do modelo linear obtido pelo método dos modos assumidos. O mesmo fenômeno foi
observado, como pode ser visto na FIGURA 24, porém com menor amplitude máxima
de vibração. Isso se deve ao fato do modelo ser linear, aproximado para pequenas
amplitudes de vibração.
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FIGURA 24 – Resultados numéricos: Sinais temporais de aceleração, 24a, rotação do motor,
24b, e 24c WSST do sinal de aceleração.

(a) (b)

Efeito Sommerfeld

(c)

FONTE: O autor (2020).

Após identificada a ocorrência do efeito Sommerfeld e a frequência na qual
o mesmo ocorre, foi projetado um NDV de forma a atuar durante a ocorrência do
fenômeno. Os parâmetros ótimos obtidos para o NDV por meio do software LAVIBS-ND
foram ma = 0,044 kg e Ωa = 60,31 Hz. Como informado anteriormente, a posição não
foi otimizada, fixando o NDV na extremidade livre da viga.

O dispositivo foi fabricado de forma a possibilitar a alteração do seu momento de
inércia, proporcionando assim um ajuste fino da sua frequência natural. A FIGURA 25a
mostra o dispositivo finalizado, enquanto que na FIGURA 25b apresenta-se o dispositivo
acoplado à extremidade livre da viga por meio de adesivo instantâneo.
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FIGURA 25 – NDV projetado para o controle do sistema: 25a Dispositivo desenvolvido e 25b
dispositivo acoplado ao sistema primário.

(a) (b)

FONTE: O autor (2020).

Os experimentos já realizados anteriormente foram repetidos, desta vez com
o NDV acoplado ao sistema. O resultado obtido experimentalmente é apresentado
na FIGURA 26. Observa-se que a redução na amplitude do segundo modo superou
a prevista. Experimentalmente foi observada uma redução pico a pico de 28 dB na
amplitude de vibração de pico a pico, enquanto era prevista uma redução de 25 dB.

FIGURA 26 – Resultados experimentais obtidos com e sem o controle passivo.

FONTE: O autor (2021).

Na FIGURA 27, mostram-se as FRF obtidas para o sistema composto, expe-
rimentalmente e numericamente. O modelo de modos assumidos não se apresenta
totalmente sintonizado, já que o NDV foi projetado com base no modelo do MEF. Porém
mesmo assim o resultado obtido pelo método dos modos assumidos é bastante próximo
ao observado experimentalmente.
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FIGURA 27 – FRF do sistema composto (sistema eletromecânico com NDV acoplado), obtida
com excitação em 140 mm e medição da resposta a 520 mm do engaste.

FONTE: O autor (2021).

As pequenas dimensões do dispositivo tornam sua montagem delicada. As
dimensões dos elementos viscoelásticos não são precisas e os mesmos ficaram impreg-
nados de adesivo instantâneo durante a sua colagem, o que afeta seu desempenho.
Porém, mesmo nessas condições, o dispositivo se mostrou muito eficiente.

Após a caracterização do novo sistema por meio da FRF, foram realizados
novos ensaios durante a partida do motor DC. Com o acoplamento do NDV ao sistema,
o motor não teve dificuldades na passagem pela ressonância do sistema, eliminando a
ocorrência do efeito Sommerfeld. Os resultados são apresentados na FIGURA 28.
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FIGURA 28 – Resultados experimentais do sistema composto: Sinais temporais de aceleração,
28a, e de rotação do motor, 28b, e 28c WSST do sinal de aceleração.

(a) (b)

(c)

FONTE: O autor (2020).

Observa-se que tanto no sinal de rotação do motor, quanto na WSST do sinal
de aceleração, a aceleração do motor é constante e sua rotação não fica estagnada
em momento algum. Além disso, a amplitude máxima de vibração durante a operação
do motor foi reduzida em quase 10 vezes.
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6 CONCLUSÕES

Neste trabalho apresenta-se uma abordagem para o projeto ótimo de neutrali-
zadores dinâmicos para sistemas não lineares com múltiplos graus de liberdade. Para
tanto é proposto um modelo matemático por meio do método dos modos assumidos
para descrever o comportamento não linear do sistema mecânico, a saber, uma viga
duplamente engastada. Os neutralizadores dinâmicos são inseridos ao sistema pri-
mário por meio da técnica dos parâmetros equivalentes generalizados, utilizando as
grandezas de massa e amortecimento equivalentes.

Para o cálculo numérico das curvas de resposta na frequência dos sistemas,
tanto do sistema primário quanto do sistema composto, utiliza-se o método de Runge-
Kutta e, para o projeto ótimo dos neutralizadores dinâmicos, busca-se minimizar a curva
de resposta na frequência utilizando o método de Nelder–Mead, em um problema de
otimização com restrições. Também para o projeto ótimo dos neutralizadores, primeiro
otimiza-se um dispositivo para o sistema linear equivalente, com o intuito de reduzir o
tempo de otimização, pois o processo utilizado para a obtenção da resposta do sistema
não linear é lento, cerca de 10 minutos por curva amplitude-frequência.

Foram realizadas simulações considerando a inserção de neutralizadores
dinâmicos, projetados para controlar o primeiro e o segundo modo de vibrar do sistema,
isoladamente e simultaneamente, considerando o sistema linear e não linear. Em
todos os casos analisados observou-se que, apesar de haver diferenças entre os
parâmetros ótimos encontrados, a eficiência dos dispositivos em controlar o sistema
não linear, reduzindo sua amplitude de vibração e caraterísticas não lineares, são muito
semelhantes.

Sabe-se que sistemas com rigidez polinomial, tal como a viga considerada,
apresentam maiores características não lineares quando sob maiores amplitudes de
movimento. Logo, as características não lineares anteriormente presentes na resposta
do sistema são reduzidas após o seu controle, aqui eficientemente realizado por meio
de neutralizadores dinâmicos viscosos.

O tempo necessário para a otimização dos dispositivos com base no sistema
não linear é muito maior do que quando se considera o sistema linear equivalente e
o dispêndio temporal não é compensado com significativo aumento de desempenho.
Assim sendo, não se faz vantajoso, em situações desse tipo, utilizar o sistema não linear
para o seu projeto, ao menos não utilizando a metodologia proposta para a obtenção
das curvas amplitude-frequência do sistema. Porém, cabe enfatizar que, em todos os
casos estudados, o controle do sistema não linear é eficazmente realizado, reduzindo a
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amplitude de vibração em excelentes razões e reduzindo consideravelmente o caráter
não linear da resposta do sistema.

Outra contribuição desta dissertação é quanto à utilização de neutralizadores
dinâmicos para o controle do efeito Sommerfeld. Primeiramente investiga-se o fenô-
meno de forma experimental em uma estrutura do tipo viga prismática, excitada por um
motor DC desbalanceado. Nesta abordagem propõe-se o controle do fenômeno por
meio de um neutralizador dinâmico viscoelástico, projetado com base em um modelo
linear aproximado obtido por meio do método dos elementos finitos, com o objetivo
de reduzir a amplitude de vibração na faixa de frequência de ocorrência do efeito
Sommerfeld.

Por meio da análise da FRF do sistema observou-se que, após a aplicação do
controle passivo, a amplitude máxima na faixa de frequência de interesse ao controle
foi reduzida em 26 dB, conforme estimado pelo modelo matemático. Tanto numerica-
mente quanto experimentalmente, observa-se que o fenômeno é totalmente controlado,
reduzindo a amplitude de vibração da viga em 10 vezes durante a operação do motor.

As simulações realizadas também apontaram para o controle do efeito Som-
merfeld e a redução da amplitude de vibração. Nas simulações também foi possível
observar que o modelo utilizado para o acoplamento não linear do motor à estru-
tura apresentou uma excelente aproximação, descrevendo o fenômeno de captura da
ressonância de forma fidedigna ao observado experimentalmente.

Em um segundo momento foi realizada uma análise numérica do efeito Som-
merfeld em uma viga biengastada. Neste caso, o sistema foi modelado por meio da
teoria exposta na dissertação, ou seja, não linear com múltiplos graus de liberdade.

Foram projetados dois dispositivos para o controle do fenômeno, um conside-
rando o sistema linear equivalente e outro considerando o modelo não linear proposto.
Em ambos os casos, a abordagem proposta mostrou-se muito eficiente e o fenômeno
foi igualmente controlado.

6.1 TRABALHOS FUTUROS

Para trabalhos futuros, sugere-se que o modelo não linear proposto seja vali-
dado experimentalmente. É provável que os coeficientes que determinam o caráter não
linear do modelo não condigam com o sistema real, pois diversos estudos mostram
que os coeficientes obtidos por modelos semelhantes ao proposto são superestimados,
além de também ser observado um comportamento típico de sistemas com rigidez
quadrática. A partir de um modelo matemático experimentalmente calibrado, convém
realizar novos projetos de neutralizadores dinâmicos para o controle do sistema e
avaliar seu desempenho em um sistema real.
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Durante a otimização dos dispositivos para o sistema não linear, observou-se
que o tempo consumido para a avaliação da CRF, utilizando a metodologia proposta é
alto. Logo, é importante rever essa metodologia, de modo que o tempo utilizado para a
obtenção da CRF seja menor.

Em trabalhos futuros, também se propõe uma investigação mais ampla quanto
ao uso de NDVs para o controle de sistemas não lineares com múltiplos graus de
liberdade. Como seu uso permite realizar o controle em banda larga de frequências de
maneira mais eficiente, novas possibilidades podem ser abertas quanto a sistemas não
lineares.
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