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RESUMO

Nessa dissertagao apresenta-se detalhadamente a formulagao bidimensional do Método dos
Elementos Contorno (MEC) com o emprego de elementos lineares continuos e descontinuos
de geometria reta para a modelagem de problemas de elasticidade linear. Todo o trabalho
segue uma formulacgao classica e bem conhecida na literatura. Sabendo-se que o tratamento
das integrais impréprias é uma parte caracteristica deste método numérico e que o seu
pleno entendimento é um dos principais desafios enfrentados pelos estudantes que iniciam
o estudo do MEC, buscou-se trazer uma contribuicao para o meio académico no que
diz respeito a implementacao numérica para céalculo dessas integrais quando elementos
lineares sao empregados. O resultado deste desenvolvimento ¢ sintetizado em tabelas com
expressoes que facilitam a implementacao desses cdlculos em codigos computacionais com a
formulacao classica do método. As expressoes obtidas foram validadas por meio de simples
exemplos numéricos onde pode ser observada uma 6tima correlacao entre os resultados
obtidos com o software comercial Abaqus e expressoes analiticas quando disponivel e os
resultados obtidos com a formulagao apresentada.

Palavras-chave: Método dos Elementos de Contorno, Elasticidade Bidimensional, Elemen-

tos Lineares Descontinuos.



ABSTRACT

This dissertation presents in detail the two-dimensional formulation of the Boundary
Element Method (BEM) with the use of continuous and discontinuous linear elements
of straight geometry for modeling linear elasticity problems. The entire work follows a
classic formulation that is well known in the literature. Knowing that the treatment of
improper integrals is a characteristic part of this numerical method and that its full
understanding is one of the main challenges faced by students starting the study of BEM,
we sought to bring a contribution to the academic environment in what it refers to the
numerical implementation for calculating these integrals when linear elements are used.
The result of this development is synthesized in tables with expressions that facilitate the
implementation of these calculations in computational codes with the classic formulation of
the method. The expressions obtained were validated through simple numerical examples
where an excellent correlation can be observed between the results obtained with the
commercial software Abaqus and analytical expressions, when available, and the results
obtained with the presented formulation.

Keywords: Boundary Elements Method, Two-dimensional Elasticity, Discontinuous Linear
Elements.
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1 INTRODUCAO

O aperfeicoamento na engenharia é continuo e uma das principais forcas que
impulsionam esse processo ¢ a melhoria no desempenho e durabilidade dos elementos que
constituem o objeto de estudo. Nesse sentido, avaliar geometrias e topologias, propriedades
dos materiais, agoes externas e internas e condi¢oes de uso das estruturas de interesse
ajudam a compreender o seu comportamento inicial e futuro. Em especial, almeja-se
determinar se os elementos resistem as condicoes criticas de projeto ou garantir as condigoes
adequadas para tanto.

Para modelar e simular o comportamento de um problema fisico, diferentes
metodologias ou métodos podem ser utilizados, desde modelagens fisicas em escala até
modelos matematicos e numéricos. Em particular, no caso de problemas de elasticidade,
modelos fisicos costumam envolver custos elevados e limitados em abrangéncia uma vez
que as deformacoes impostas sao muitas vezes irreversiveis, exigindo retrabalhos para
avaliagao de condigoes alternativas. Portanto, é vantajoso empregar modelos matematicos
e/ou numéricos nesse campo de estudo.

Métodos numéricos podem ser definidos como um conjunto de algoritmos definidos
a partir de uma formulagao matematica consistente, que busca transformar um problema
real com matematica frequentemente complexa em um modelo simplificado que utiliza
operacoes aritméticas menos complexas, e consequentemente obtendo solucoes aproximadas.
Entre os métodos de discretizacao mais conhecidos na literatura, que resultam em muitos

casos na formacao de um sistema de equacoes linear ou nao linear a ser resolvido, tem-se:

Método dos Elementos Finitos (MEF);
Método dos Elementos Discretos (MED);
Método dos Volumes Finitos (MVF);
Método das Diferencas Finitas (MDF);
Método dos Elementos de Contorno (MEC).

Essa dissertagao esta direcionada ao estudo de problemas de elasticidade com
o emprego do Método dos Elementos de Contorno (MEC). Como sera detalhadamente
descrito adiante, trata-se de um método que possibilita a solu¢ao do problema por meio
da discretizagao do contorno ou perimetro do modelo. Em problemas bidimensionais a
geometria do contorno é uma linha ao passo que em problemas tridimensionais ¢ uma
superficie. Deste modo, comparando-se com outros métodos de dominio, como o Métodos
de Elementos Finitos (MEF), o MEC envolve uma discretiza¢ao mais simples, com menor
nimero de pontos ou nos de colocacao, tornando o sistema algébrico resultante menor e

facil de ser calculado.
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A discretizacao do contorno pode ser efetuada com diferentes tipos de elementos,
que podem ser escolhidos em funcao do tipo de problema a ser resolvido. Em geral,
fungoes polinomiais sao comumente utilizadas para aproximar os deslocamentos e tensoes
inerentes a um problema elastico. Nesse trabalho um enfoque especial é dado ao emprego
de elementos lineares continuos e descontinuos de geometria reta. Essa escolha é motivada
principalmente pela facilidade de implementacao e apresentacao didatica do processo de

montagem do sistema de equagoes.

Por outro lado, o MEC envolve a necessidade de célculo de integrais improprias,

fato que também o diferencia expressivamente dos demais métodos.

Considere um dominio qualquer como mostrado na Figura 1 limitado por um
contorno I'. A formacao do sistema de equagoes algébricas no MEC é baseada em integragoes
ao longo desse contorno que é discretizado em elementos. Essas integracoes sao efetuadas
tendo um né de colocacao & como base em um determinado elemento e um processo de
“varredura”de todo o contorno (ou elementos do contorno) onde a distancia r entre £ e = é
continuamente avaliada. Percebe-se que nesse processo que essa distancia r pode assumir
o valor nulo quando o elemento sendo integrado é o que contém &. Sera visto que essas
integrais envolvem fungoes que apresentam algum tipo de singularidade em r, que resultam

em integrais improprias.

FIGURA 1 - PONTO DE COLOCACAO ¢ E PONTO CAMPO 2 NO CONTORNO I' DE UM DOMINIO
QUALQUER.

I

\//
FONTE: O Autor

Sabe-se que o tratamento das integrais improprias é uma parte caracteristica
do MEC e que o seu pleno entendimento é um dos principais desafios enfrentados pelos
estudantes que iniciam o estudo do método. Assim, buscou-se trazer uma contribuicao
para o meio académico no que diz respeito a implementagao numérica para calculo dessas

integrais com singularidade. O resultado deste desenvolvimento é sintetizado em tabelas
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com expressoes que facilitam a implementacao desses cdlculos em cédigos computacionais

com a formulagao classica do método.

As equagoes do MEC sao montadas em sua maior parte por meio de integracoes
numéricas. Um método amplamente utilizado e de facil implementacao para a integracao
numérica é a Quadratura Gaussiana. Os resultados obtidos sao amplamente reconhecidos
como de elevada precisao quando comparados com métodos de discretizagao de dominio.
Tal caracteristica é muito bem vista em problemas de elasticidade com concentragoes de

tensao.

Adicionalmente, destaca-se também como uma vantagem do MEC sua aplicacao
em problemas com dominio infinito ou semi-infinito (BREBBIA; TELLES; WROBEL,
1984).

1.1 BREVE REVISAO BIBLIOGRAFICA

Os fundamentos bésicos do Método dos Elementos do Contorno surgiram em
meados do século XIIX com a base matematica da teoria do potencial, problemas de valor
limite, fungoes de Green, identidades de Green e equagoes integrais de Fredholm. Logo de
inicio foi identificada a presenga de singularidades nos trabalhos com a teoria do potencial,

gerando uma longa discussao académica que se mantém até os dias atuais.

Nos anos 1960 houve o inicio de um grande salto no desenvolvimento do MEC,
em especial devido ao acésso a computadores. Cabe citar os trabalhos de Jaswon (1963a),
Jaswon (1963b) e Jaswon (1963c) com métodos diretos e indiretos para problemas de
potencial e o trabalho de Kupradze (1965) e Kupradze e Aleksidze (1964) sobre problemas
de potencial e elasticidade. Em seguida, Rizzo (1967) desenvolveu a solugdo numérica para

a equacao integral de Somigliana.

A partir dos anos 1970, o Brebbia e Cruse uniram forcas e criaram um movimento
internacional que levou a ampla divulgacao do MEC por meio de conferéncias sobre o

método, que ganharam muita expressao nas décadas dos anos 1980 e 1990.

Portanto, o desenvolvimento do Método dos Elementos de Contorno como técnica
numérica inicia-se na década de 1960, junto com o desenvolvimento dos computadores,
mas sua base matemaéatica vem desde o século XIIX. Um histérico detalhado sobre essa

evolugao ¢ contado no artigo de revisao de Cheng e Cheng (2005).

Para aqueles que estao iniciando no MEC, uma introducao ’amigavel’ aos funda-

mentos e técnicas do MEC, incluindo aplicacoes com cédigos computacionais, é encontrada
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em livros cldssicos como os de Banerjee e Butterfield (1981), Brebbia e Dominguez (1989)
e Kane (1994).

Rizzo (1967) menciona as complexidades desta formulagao em problemas de elas-
tostatica, devido a existéncia de singularidades ou quase singularidades nas equacoes
fundamentais, uma em ordem logaritmica e outra 1/r. Para este segundo tipo, as singulari-
dades foram usualmente contornadas por meio do artificio do movimento do corpo rigido,
mas com o passar do tempo foram propostas varias abordagens alternativas para contornar
a questao. Por exemplo, Kutt (1975) propos o cdlculo da parte finita do Valor Principal de
Cauchy com somatorios, facilitando a utilizacao de técnicas numéricas computacionais.
Theocaris (1981a) e Theocaris (1981b) contribuiram publicando dois trabalhos sobre a
integracao de integrais singulares, o primeiro com varios métodos para a solugao numérica
de equagoes integrais singulares do tipo Cauchy e um segundo onde sao investigados vérios

problemas matematicos fisicos relacionados ao tema.

Para resolver os problemas com singularidade logaritmica Katsikadelis e Armenakas

(1983) propuseram um método computacional de integrais em linha.

Hayami e Brebbia (1987) desenvolveram um método para calcular integrais sin-
gulares ou quase singulares sobre uma superficie curva geral que surge em modelos

tridimensionais.

Telles (1989) contribuiu sugerindo a utilizagao da transformagao jacobiana qua-
drética ou cubica para enfraquecer ou cancelar a singularidade e depois aplicar a regra de

Gauss comum para problemas bidimensionais e tridimensionais.

Na avaliacao de integrais singulares e hipersingulares os trabalhos que tiveram uma
maior atencao foram os publicados por Guiggiani e seus colaboradores como: Guiggiani e
Casalini (1987) que propuseram uma técnica de integragao analitica utilizando o Valor
Principal de Cauchy para elementos continuos. E na avaliacao de integrais hipersingulares
nos trabalhos Guiggiani (1992a) e Guiggiani et al. (1992b).

Entre outras literaturas que abordam a avaliacao de integrais singulares, tem-se
os livros de Doblare (1987), Hall (1988) e Sladek e Sladek (1988), que além de explicacoes
sobre a teoria geral do MEC, abordam em detalhes a regularizacao e avaliagao de integrais

singulares e ainda contam com exemplos e aplicagoes para melhor entendimento do tema.

A aplicacao do Método dos Elementos de Contorno em problemas de elasticidade
¢ ampla. Para complementar, citam-se abaixo apenas alguns exemplos de trabalhos dentre

um volume enorme de artigos que utilizam o método em diferentes aplicagoes:
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Modelagem de testes de pressao em pogos de petréleo (KEIDEL, 2011);

Anadlise de pavimentos de edificios (BACARJI, 2001);

Anélise de chapas com enrijecedores (WUTZOW, 2003);

Resolugao do problema de segunda ordem em placas delgadas (TAGUTI, 2010).

1.2 OBJETIVO

Implementar a formulagao classica do Método dos Elementos de Contorno para
problemas de elasticidade bidimensional, com o emprego de elementos lineares continuos e
descontinuos. Ainda, desenvolver tabelas de expressoes para calculo direto das integrais
improprias, possibilitando sua facil implementacao em codigos computacionais em Matlab.
Nesse contexto, sao apresentadas expressoes para o calculo das integrais com singularidades

fracas e integrais fortemente singulares, existentes no sentido do Valor Principal de Cauchy.

1.3 ESTRUTURA DA DISSERTACAO

Além deste primeiro capitulo, apresentam-se no segundo capitulo as equacoes
governantes da elasticidade e sua simplificagdo para problemas bidimensionais. No terceiro
capitulo é apresentada a formulagao classica do MEC. No quarto capitulo ¢ introduzido
o elemento de contorno linear, continuo e descontinuo, e todo o processo de calculo e
montagem do sistema de equagoes algébricas de modo didatico. O quinto capitulo é
dedicado ao calculo numérico direto das integrais com singularidade forte, no sentido do
Valor Principal de Cauchy. No sexto capitulo sao apresentados exemplos numéricos e, por

fim, no ultimo capitulo sao apresentadas as conclusoes e sugestoes para trabalhos futuros.
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2 EQUACOES GOVERNANTES

Para embasar o desenvolvimento deste trabalho é apresentado nesse capitulo,
de forma sucinta, a teoria classica de Elasticidade, baseada nas obras de Timoshenko e
Goodier (1970), Brebbia e Dominguez (1989) e Hibbeler (2019), onde se considera um
material com comportamento elastico linear, homogéneo, continuo e isotropico. Baseado
nessas premissas sao abordados os principais conceitos e relagoes matematicas utilizados

em problemas de elasticidade linear no Método dos Elementos de Contorno.

2.1 EQUACOES DE EQUILIBRIO

Considere as componentes do estado de tensdes em um ponto de um corpo cubico
tridimensional dzq, dzs e dzz, como mostra a Figura 2. O primeiro indice subscrito de
cada componente de tensao representa a direcao da normal ao plano no qual a tensao
atua, e o segundo indice subscrito indica a diregao na qual a tensao propriamente dita
atua. Dezoito componentes de tensoes podem ser observadas, mas apenas seis destas sao
essenciais para descrever o estado de tensoes em um ponto no interior do corpo, uma
vez que existe uma equivaléncia nas relagoes complementares de cisalhamento, que torna
012 = 091, 013 = 031 € 023 = 032. A equacao de equilibrio compactada para um sistema

tridimensional sujeito a forcas externas e de corpo by, by e b3 é regida por,

' +b; =0, (1)

onde z; é a coordenada espacial; b; a componente da forca de corpo; o o tensor de tensoes;

1 e 7 variam de 1 até 3 em um espacgo tridimensional.

FIGURA 2 - CORPO CUBICO TRIDIMENSIONAL

FONTE: O Autor
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2.2 DEFORMACOES ESPECIFICAS

O estado de deformagoes em um ponto de um corpo tridimensional pode ser
descrito pelas componentes de deformacoes especificas atuando em um volume elementar
tridimensional de lados dxq, dxy e dxs. As componentes €11, €99 € £33 sao as deformagcoes
especificas longitudinais que provocam mudancga no volume, enquanto as componentes €13,
€13 € €93 sao deformacoes especificas transversais que mudam a geometria do elemento
diferencial. As deformagoes especificas estao relacionadas as componentes de deslocamentos

u1, Us € uz por meio da seguinte expressao,

1
Eij = §(u1] + uj;), (2)

Por meio de diferenciagdes da Equagao (2) e manipulagoes algébricas obtém-se a equagao

de compatibilidade das deformacoes especificas que é dada por,

828“' _ 0 (_E)ejk 4 c%ik 1 862-]-) —0.

2.3 RELACOES TENSAO-DEFORMACAO

Seja um corpo sujeito a um carregamento qualquer, as deformagoes especificas

sao dadas por,

1

€11 = E[Ull —v(o2 + 033)], (4)
1

€92 = o) (022 — (011 + 033)], (5)
1

€33 = i (033 — V(011 + 092)], (6)
1+v 1+v 1+v

€12 = 012, €13 = E 013, ¢&23= E 0923. (7)

E
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Por meio das expressoes acima, é possivel relacionar as tensoes em funcao das

deformacoes especificas, onde se obtém,

Oij = N0ijEpk + 2045, (8)

onde 0;; ¢ o delta de Kronecker e pu e A sao as constantes de Lamé e sao dadas por,

E
n= m: 9)
A= % (10)

onde v ¢é o coeficiente de Poisson e F é o Médulo de Elasticidade Longitudinal.

2.4 EQUACOES DE NAVIER

A equacao Navier é a equacao governante da elasticidade, que representa o
equilibrio por meio das derivadas dos deslocamentos. Substituindo-se a Equagao (2) na
Equacao (8) obtém-se as tensoes em fungao das derivadas de deslocamentos. Em seguida,
substituindo essas relagoes na equagao de equilibrio (1) e manipulando algebricamente
com auxilio das expressoes de deformacoes especificas longitudinais, chega-se a Equacao

de Navier

2vp

R b; = 0. (11)

M 5 +

2.5 MODELOS BIDIMENSIONAIS

2.5.1 Estado Plano de Tensoes

E possivel simplificar as equagoes descritas para um corpo tridimensional em

equilibrio ao se avaliar casos particulares. Considerando-se uma estrutura plana com
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espessura desprezivel e sem qualquer componente de carregamento na sua direcao 3,
perpendicular, as componentes de tensao nessa mesma direcao, o3, 093 € 033 podem ser
consideradas nulas. As componentes de tensao o1, 092 € 015 sao independentes da diregao
3 e avaliadas no plano da espessura da estrutura. Assim, derivam-se as seguintes expressoes

para as deformacoes no chamado estado plano de tensoes, onde:

1 ) _ 1 )
€11 = F (011 —vo%); €= E (092 — vou);
_ ) _ _ 1+ i
€33 = —F (011 +02); €12 =g = 5012 (12)
€13 = €31 = €23 = €32 = (.
Se neste espaco bidimensional definido pelo plano principal da estrutura tem-se
um elemento diferencial triangular, conforme ilustrado na Figura 3, as componentes da

forca de superficie t; e t5 atuantes em um plano inclinado com direcao normal n podem

ser relacionadas ao campo de tensoes conforme a equacao,

ti = O4n;. (13)

FIGURA 3 - ELEMENTO DIFERENCIAL TRIANGULAR SOB TENSOES

A A

FONTE: O Autor

No mesmo plano inclinado, o campo de tensdes normais o, e tangenciais o; €

descrito pelas expressoes,

1 1
on =5 (011 + 092) + 3 (011 — 022) €08 20 + 019 sen 26, (14)
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1
0 =5 (011 — 092) sen 20 + 715 cos 26. (15)

onde 6 é o angulo que define a dire¢ao normal ao plano inclinado, conforme indicado na

Figura 3.

2.5.2 Estado Plano de Deformagoes

O Estado Plano de Deformagoes é definido quando o carregamento e a geometria
nao variam significativamente na dire¢ao do eixo longitudinal do corpo tridimensional.
Se esta direcao for definida como eixo 3, o deslocamento ao longo deste eixo é nulo para
qualquer ponto da secao transversal ao eixo e, consequentemente, as deformacoes especificas
€33, €13 € €93 também sdo nulas. Assim, tem-se como resultantes no corpo tridimensional

as seguintes tensoes e deformagoes especificas,

033 :V(011+022); o13 =03 =0 093 = 032 = 0;
1—12 v . 1—v2 v .
€11 = g (011 - E@?) 7 €227 —f (022 - 1711011) 3 (16)
_ _ 1+v
€12 = €21 = —f O12-

Por meio das expressoes para o Estado Plano de Deformacoes pode-se simular
problemas de Estado Plano de Tensoes, adotando-se o coeficiente de Poisson, v/, e o médulo

de elasticidade, F’, definidos a seguir como,

B —E (18)

y 2
()
1+v




24

3 FORMULAGCAO BIDIMENSIONAL DO MEC

Existem vérias técnicas para se chegar a formulacao classica do Método de
Elementos de Contorno para elastostatica. Por exemplo, a partir do teorema do trabalho
reciproco de Betti, do Método de Residuos Ponderados, entre outros. Nesse capitulo,
apresenta-se a derivagao da equagao integral de contorno a partir do teorema de Betti.
Nesse capitulo apenas abordara conceitos e equagoes essenciais para compreensao da
formulacao sao trazidos a seguir. Maiores detalhes e abordagens alternativas podem ser
observadas nas seguintes obras: Brebbia, Telles e Wrobel (1984), Brebbia e Dominguez
(1989), Aliabadi (1991), Katsikadelis (2002) e Scuciato (2007).

3.1 TEOREMA DO TRABALHO RECIPROCO DE BETTI

A formulacao direta do MEC pode ser originada do teorema do trabalho reciproco
de Betti para dois estados auto equilibrados (ver Figura 4), onde o estado definido por
um dominio €2 e seu contorno I' esta contido em outro dominio * e contorno I'* de uma

regiao arbitraria.

FIGURA 4 - DOIS ESTADOS AUTO EQUILIBRADOS

FONTE: O Autor

A partir da Equacao de Equilibrio (1), pode-se efetuar sua pondera¢ao com uma

funcao u*, que representa o campo de deslocamentos do estado *, chegando-se na equacao,

Q Q
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onde as tensoes o e as forgas de corpo b no dominio 2 sdo fungoes de z(z1,x2). Realizando-se
manipulacoes algébricas, com uso da regra da derivada de um produto de fungoes, do
teorema da divergéncia e relagoes deformagao-deslocamento (2), chega-se a expressao que

representa o trabalho (tensoes multiplicadas pelas deformagoes especificas),

r Q Q

Substituindo-se as relagoes tensao-deformacao (8) na integral a direita na equagao

(20), verifica-se que a seguinte relacao é vélida,

/Uij€:de:/0;j€ide. (21)
Q Q

Substituindo-se a equagao (21) na equagao (20), facilmente se deriva a equagao

do teorema do trabalho reciproco de Betti,
r Q r Q

3.2 EQUACAO INTEGRAL DE DESLOCAMENTOS

Para o desenvolvimento da formulacao do MEC é usual o emprego de solugoes
fundamentais, que correspondem as respostas de deslocamento e tensoes em um ponto
campo = qualquer de um meio infinito, decorrentes de uma forca unitaria e concentrada,
que representa uma fonte, aplicada num ponto & do mesmo dominio, conforme ilustra
a Figura 5. Essa forca unitaria é matematicamente representada por Delta de Dirac,

Katsikadelis (2002),

by = A(&,x)e;, (23)

)
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onde e; é um versor unitario que indica a direcao de aplicagao da for¢a unitaria. Em um

dominio bidimensional, essa forga é entendida por unidade de espessura.

FIGURA 5 - DOMINIO INFINITO Q* E PONTOS FONTE E CAMPO

FONTE: O Autor

Sendo o dominio governado pela equagao de Navier (11) o campo de deslocamentos

u* resultante da forca aplicada é obtido com a solucao da equacao,

e
1— 29y 47

puu 5+ + A& x)e; =0, (24)

a solucao dessa equacao é conhecida como solucao fundamental de Kelvin, Brebbia, Telles
e Wrobel (1984). Uma vez resolvida, fornece deslocamentos e forgas de superficie que

podem ser descritas como,

u; = Uij(gax)ej € t;k = Ej(€7x)6j> <25)

]

onde U;; e T;; sao tensores com componentes de deslocamento e de forca de superficie,
respectivamente, na direcao j no ponto campo z, resultantes da forca unitaria aplicada na

dire¢ao 7 no ponto fonte, &.

Existem diferentes técnicas para se derivar as solucoes fundamentais, sendo o vetor
de Galerkin, Brebbia, Telles e Wrobel (1984), talvez, a mais comum. Em problemas de

elasticidade bidimensional as solugoes sao dadas por,
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Uy (6,2) = m [(3 — ) (%) 555 + r,ir,j} | (26)

T;(¢x) = ﬁ {% (1= 20)655 + 2r 7] + (1 = 2v) (nyr ; — njr,,-)} - (27)

onde r = |£ — x| é a distancia entre o ponto de colocagao £ e um ponto campo z do

contorno ou dominio do problema e n é o vetor normal ao contorno no ponto x.

Retornando-se a equagao integral (22), substituindo b dado pela equagao (23) e
uf e tf dados pela equagao (25) e aplicando-se as propriedades da fungao delta de Dirac,

obtém-se a equacao integral de deslocamentos conhecida como Identidade de Somigliana,

w(E) = / Uy (€ )t ()T — / T,y (6.2)uy ()T + / Ug(€n)bi(x)d,  (28)

Q

nessa equacao fica evidenciado que os deslocamentos em qualquer ponto & do dominio do
problema estao diretamente relacionados ao campo de deslocamentos e forcas de superficie

ao longo do contorno I' e a eventuais forcas de dominio.

Por meio da aplicacao dos operadores diferenciais das relagoes tensao-deformacao
(8) e deformagao-deslocamento (2) na equagao (28) é possivel obter a Identidade de

Somigliana para tensoes,
j = D ig\S» al’ — S, ij\S> dar D i7\S> b d}
7©) = [ Dis(€au()ir = [ Sig(€ayute)ir + [ Do (9

onde os tensores Dy;;(&,x) e Sk;j(€,2) s@o obtidos a partir de derivadas das solugdes

fundamentais U;; e T;; em relacao a direcao k em £, onde,

—(1+v
Uij,k(f,l‘) = W [(3 — 41/) (Z-jr,k + 27“72"/‘7]"/‘7;g — 5jkr,i — 5ikr7j] s (30)

B -1 or(n)
Tijr(&x) = (i = o) {2 on [0 + 0ur i — (1 —20) 0457 — 4r i v ]+ (31)

+(1 —2v) (05 — 2rjrp)n; — (1 —20) (84 — 27 r i) + [(1 — 2v)0;5 — 27, j]ny },
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e que, ap6s manipulagoes algébricas,

1

Dyij(§,7) = (1= o)

[(1 — 2V) (5%7“7]' -+ (sjkr,i - 5ijr,k) + 27’71‘7"’]'7"7]@], (32)

or
Skij(§,x) = M{Q%[(l = 20)0i57 g + v(Girr i) — Arr v ]+

+F2v(nir jrg + ngr v ) + (1 — 20)(2ngr v j + 0ung + 06m:) — (1 — 4v)din }.

(33)

Assim como para os deslocamentos, as tensoes em pontos & do dominio também
estao diretamente relacionadas ao campo de deslocamentos e forcas de superficie ao longo
do contorno I' e a eventuais forcas de dominio. Importante destacar que todos os tensores
apresentados, U, T', D e S, dependem exclusivamente de propriedades mecanicas do meio
elastico, das localizagoes dos pontos fonte £ e campo z, bem como da dire¢ao n e suas

componentes.

3.3 EQUACAO INTEGRAL DE CONTORNO

Viu-se que a equacgao integral (28) pode ser empregada para obter valores de
deslocamento em pontos do dominio 2. Contudo, a aplicacao da mesma para avaliar
deslocamentos em pontos que pertencem ao contorno I' requer um cuidado especial, pois
envolve a avaliacao de integrais improprias uma vez que a distancia r pode ser nula.

Torna-se necessario, portanto, envolvendo um processo de limite.

Nesse sentido idealiza-se o dominio {2 suplementado por um pequeno dominio
circular 2, de raio p centrado no ponto ¢ com contorno F;)L, conforme ilustrado na Figura 6.
O contorno original I' é reduzido de I', no entorno de £. Observa-se que no limite quando
p — 0 o dominio e o contorno originais sao restituidos. No processo limite o contorno

aumentado I'* ¢ dado por,
= (F_Fp)"‘F:a (34)

considera-se a aplicacdo do processo limite a equacao (28) sem as forgas de dominio, assim,

u;(§) = lim U;j(&x)t;(z)dl — Fl)i_r}r(l) T (&,x)uj(x)dl. (35)

p—0 Jpa rA
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FIGURA 6 - DOMINIO AUMENTADO DO PROCESSO LIMITE

FONTE: O Autor

A primeira integral no lado direito da Equacao (35) ¢ reescrita como

lim Uij(&,2)t;(x)dl = lim Uij(f,:v)tj(x)df‘+lim/ Uij(§,2)ti(z)dl, (36)
p p—0 T

p—0 TA —0 F*Fp

onde os integrandos possuem uma singularidade fraca de ordem O(In(1/7)). Deste modo
verifica-se que a integral no primeiro limite no lado direito da equagao (36) pode ser
calculada numérica e/ou analiticamente, Brebbia e Dominguez (1989). No segundo limite,
no lado direito da equagao (36), mapeando-se o contorno I’ ;f em coordenadas polares,

assim conclui-se que o limite tende a zero, Brebbia e Dominguez (1989).

A segunda integral no lado direito da Equacao (35) é reescrita como

lim T (&,x)u;(z)dl = lim T;;(&,x)uj(x)dl + lin% 1€,z )u;(x)dl, (37)
p—

p—=0 Jpra p—0 r-r, r

onde os integrandos possuem uma singularidade forte de ordem O(1/r). A primeira integral
do lado direito da equagao (36) é imprépria e deve ser calculada no sentido do Valor
Principal de Cauchy (VPC), Guiggiani e Casalini (1987). E usual empregar-se técnicas
como o Movimento de Corpo Rigido para avaliar indiretamente os resultados dessa integral.
Essa técnica, em particular, serd apresentada a seguir, assim como o método formal para

avaliacao direta da integral no sentido do VPC.
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A segunda integral do lado direito da equagao (36) é regularizada utilizando-se a

expansao do deslocamento u;(§) em série de Taylor, logo,

lim ﬂxawwumr=hm{ﬁgnxamwxm—uxawr}+

p—0 F,f p—0

(38)
+uy(§) im [ T5;(8,2)dl,

—0 +
P Fp

onde o primeiro limite no lado direito é nulo devido a continuidade dos deslocamentos,
Brebbia, Telles e Wrobel (1984). O segundo limite pode ser calculado analiticamente
e resulta no termo a;;(&)u;(€). Os coeficientes da matriz «;;(§) dependerdo do angulo
interno # no ponto fonte &€ no contorno, conforme ilustrado na Figura 7. Se na modelagem
geométrica do contorno I' o ponto £ estiver posicionado em um ’contorno suave’, isto é,

as tangentes ao contorno imediatamente antes e apés £ sao coincidentes (caso i), entao

a;;(§) = —0;;/2. Se o contorno nao for suave (caso ii), Hartmann (2004), tem-se,
©) 1 4(1 — )0 + (sen 20, — cos 26,) (cos 205 — sen 20;) (39)
al =S 71 N Y
! 8r(1 - 1) (sen 26, — cos 20;) 4(1 — )0 — (sen 20, — cos 20,)

FIGURA 7 - PQSIQAO DE ¢ NO CONTORNO: (i) PONTOS 'SUAVE’ DA GEOMETRIA (ii) PONTO
'NAO SUAVE’ DA GEOMETRIA

(i) (i1)
FONTE: O Autor

Retornando os resultados dos limites & equagao (35), tem-se,

T = [ Vg€t ij =12 (40)

Ci©ui©) + |

T
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onde Cy;(§) = d;; + a;j(§) é uma constante relacionada a geometria do contorno em ¢ e
reforcando que a segunda integral deve ser calculada no sentido do Valor Principal de

Cauchy.

3.4 DISCRETIZACAO E SOLUCAO NUMERICA

A solucao de problemas complexos com geometrias e carregamentos variados por
meio da equagao integral de contorno (36) requer o emprego de uma técnica de discretizacao
numérica. O Método dos Elementos de Contorno é a técnica de discretizacao utilizada e

apresentada nesta secao.

Considere o contorno I' de um dominio eléstico, subdividido em Ng segmentos
onde cada segmento é entendido como um elemento do contorno. Cada elemento modela
um segmento do contorno e diferentes fungoes de forma podem ser empregadas para essa
finalidade. Assim, pode-se ter elementos de geometria reta, assim como elementos de
geometria curva na modelagem do contorno I'. Ao longo desses segmentos ou elementos
de contorno pode-se assumir diferentes aproximacoes para modelar o comportamento dos
deslocamentos e das forcas de superficie. E usual adotar funcdes de interpolacio polinomiais
para a representacao dessas grandezas. Neste trabalho funcoes polinomiais N sao adotadas
para representar a geometria dos elementos de contorno e N’ para representar a variacao
dos deslocamentos e forcas de superficie nos elementos de contorno, conforme descrevem

as expressoes a seguir,

Na

T, = Z i N, (41)
c=1
Np Np

u; = Zqué e t;= Zt,fNé, (42)
c=1 c=1

onde o nimero de nés geométricos Ng e o nimero de nés funcionais Ny definem as fungoes
de interpolagao empregadas em cada caso, z§ sao as coordenadas dos nos geométricos e uy

e t§ sao os valores nodais de deslocamento e forga de superficie do elemento.

A equacao integral de contorno discretizada fica, portanto,

Ng Np Ng Np

Cii(Oui () + D) /F Ty(€a)Ndlup =Y > /F Uy (€, 2)N ATt (43)

n=1 c=1 n=1 c=1
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N , . . . , .
onde I' =" "% T, e o superindice n em u}¢ e ¢ indica o elemento ao qual o né funcional

pertence. Essa equacao ainda pode ser escrita de maneira mais concisa como,

+ iian XE:EF:GWZ 51, tnc (44)

n=1 c=1 n=1 c=1

Como mencionado a discretizacao pode ser efetuada com diferentes tipos de
elementos. A Figura 8 ilustra esquematicamente a discretizacao de um trecho de contorno
com duas estratégias: (i) elementos continuos e (ii) elementos descontinuos. No primeiro
caso, tem-se a presencga de nés funcionais nos extremos dos elementos de tal forma que
o no pertence a dois elementos vizinhos. No segundo caso, o né funcional esta deslocado
para o interior do elemento e o mesmo pertence exclusivamente a um elemento. Na prética,
pode-se adotar uma discretizagao mista, com elementos continuos, descontinuos e mesmo

com elementos continuos de um lado e descontinuo de outro.

FIGURA 8 — (i) DISCRETIZACAO COM ELEMENTOS CONTINUOS; (ii) DISCRETIZACAO COM
ELEMENTOS DESCONTINUOS

FONTE: O Autor

Os termos HJ°(§,7) e Gif(§,r) na equacdo (44) sdo resultantes do calculo das

seguintes integrais,
HIe(6.1) = /F T, (€,2)N'dT (45)

Gree ) = / U,y (€.2)N/dT (46)
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O célculo numérico das integrais nas expressoes (45) e (46) é facilmente compre-
endido com o emprego de um mapeamento de coordenadas do sistema global I' definido

no espaco bidimensional (x7,25) para um sistema local 7, conforme ilustrado na Figura 9.

FIGURA 9 - TRANSFORMACAO DE I PARA 7

x, W) (11)

FONTE: O Autor

As funcoes de forma e de interpolacao dos elementos sao definidas nesse novo sistema

local n como N.(n) e N.(n), respectivamente. Como resultado dessa transformagao de

coordenadas, Kreyszig (1984), surge o Jacobiano dado pela expressao,

- )G

lembrando que z; e xs sdo dados em fungao de 1 conforme a equagao (41). Assim, as

equagoes (45) e (46) podem ser reescritas como,

= Ty (€e(n) N(m) (), (48)

1

Gy = /_ ) Ui (&x(n))Ni(n)J (n)dn. (49)

1

Ao se posicionar a fonte (ou carga unitéria) em um ponto de colocagao do contorno
para integrar cada elemento do contorno, observa-se que, exceto pelos elementos que contém
o ponto de colocagao, as integragoes nao sao impréprias e as integrais em (48) e (49)
podem ser calculadas por quadratura de Gauss, como sera apresentado no préoximo capitulo.

No caso das integrais impréprias, tratamentos adequados, analiticos e/ou numéricos sao
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necessarios. Os mesmos também serao abordados nos préximos capitulos em detalhes.
Assim, para cada ponto de colocacao a carga unitaria é aplicada uma vez em cada direcao
(21 e x3), formando-se duas equagoes que relacionam os deslocamentos horizontal e vertical
no ponto de colocagao com os deslocamentos e forcas de superficie em todos os demais nés
funcionais do contorno. Nessas duas equagoes estao presentes as submatrizes (2x2) H e
G7¢. Com o posicionamento das cargas unitarias em todos os nds funcionais do modelo
discretizado, tem-se 2N equacoes que formam o clédssico sistema de equacoes matricial do
MEC,

Hu = Gt (50)

onde as submatrizes diagonais (2x2) de H contém o termo livre (ver equacao (44)), H
possui dimensao (2Npx2Np), u deve ser continuo em cada né funcional do modelo e
possui dimensao (2Np), t possui dimensao 4 Np possibilitando que haja descontinuidade
na forga de superficie em cada né funcional e G possui dimensao (2Npx4Np). A ideia de
descontinuidade das forcas de superficie é apresentada na proxima secao onde as possiveis

condicoes de contorno e a solugao do sistema sao descritas.

3.5 CONDICOES DE CONTORNO E SOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES

Observou-se que a montagem das matrizes do sistema de equagoes (50) é definida
essencialmente pela geometria do problema e pelas caracteristicas do meio elastico. Mas
para a solucao do sistema é necessario impor as condigoes de contorno, que no problema de
elasticidade sao constituidas por restricoes de movimento do modelo e forcas de superficie

conhecidas.

Na Figura 10 sdo apresentadas algumas possiveis condigdes de contorno: (i) engas-
tamento onde ha restricao de movimento em qualquer direcao, ou seja, os deslocamentos
nas diregoes x1 e x5 sao nulos e as forcas de superficie sao incognitas nessas duas direcoes;
(ii) apoio com liberdade de movimento na dire¢do tangente ao contorno, ou seja, na diregdo
tangente a forca de superficie é nula enquanto o deslocamento é incognito e na direcao
normal ao contorno a forga de superficie € uma reacao incognita enquanto o deslocamento é

sabidamente nulo; e (iii) componentes da forga de superficies conhecida nas duas diregdes.

Portanto, com base no conhecimento das variaveis prescritas e incognitas em cada
n6 funcional do contorno, é possivel reorganizar o sistema de equagoes (50) de tal forma

que,
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FIGURA 10 - POSSIVEIS CONDICOES DE CONTORNO

X, u=~0 t.
N T N u=~0
N N A ) —_
—Pp ulz 0 tl
«u~= Livre
X, N\ N
(1) (i1) (1i1)

FONTE: O Autor

Ax =y (51)

onde x é um vetor com dimensao 2Ny com todas as incognitas nos nés funcionais do
modelo, A é uma matriz de dimensao (2Nrx2Np) contendo colunas de coeficientes das
matrizes H e G correspondentes as incognitas e y é um vetor independente de dimensao
2Nf contendo o produto de uma matriz de colunas de coeficientes de H e G multiplicadas
pelos valores conhecidos de deslocamento e forca de superficie nos nés funcionais do

contorno.

Apds a solucao do sistema de equacoes faz-se a reordenacao dos resultados do
vetor x e dos valores prescritos de contorno nos vetores de deslocamento u e forca de

superficie t.

3.6 CALCULO NUMERICO DE DESLOCAMENTOS E TENSOES NO DOMINIO

Com os valores dos deslocamentos e forcas de superficie do contorno, pode-se
encontrar os valores dos deslocamentos e tensoes nos pontos internos no dominio €2 por
meios das equagoes (28) e (29) discretizadas. Novamente, por simplicidade, na auséncia de
forcas de dominio, as equagoes discretizadas para o cdlculo dos deslocamentos e tensoes

sao, respectivamente,

ZEZ / Ul(&x)NLdTthe — ZEZ / T (¢ x) NLdTu)e (52)

n=1 c=1 n=1 c=1

Ng Ng
i (€ ZZ / Dyt (&) NLdT e — ZZ / Spe(&.x)NLdTupe (53)

n=1 c=1 n=1 c=1
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por fim, nota-se que sendo o ponto (fonte) localizado no interior do dominio a distancia
r entre o ponto campo x situado no contorno e a fonte £ sempre serd maior que zero e,
consequentemente, nao havera integragoes improprias nas equagoes (52) e (53), podendo

ser calculadas numericamente por simples quadratura Gaussiana.
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4 MODELAGEM COM ELEMENTOS LINEARES RETOS

Nesse capitulo apresenta-se a modelagem bidimensional de um meio elastico linear
pelo Método dos Elementos Contorno com o emprego de elementos lineares de geometria
reta. Diversos aspectos que dizem respeito a modelagem geométrica, ao calculo para a
formacao do sistema de equacoes e a consideracao das condigoes de contorno sao detalhados
a seguir. Embora seja um assunto relativamente comum na literatura classica do MEC,
buscou-se nesse trabalho trazer uma contribuicao para o meio académico no que diz respeito
ao calculo das integrais impréprias das matrizes G e H para uma familia completa de
elementos lineares continuos e descontinuos. O resultado deste desenvolvimento é sintetizado
com uma tabela de expressoes que facilitam a implementacao desses elementos em cédigos

computacionais com a formulacgao classica do MEC para problemas de elasticidade.

Na Figura 11 apresenta-se um exemplo de dominio quadrado modelado com 4
elementos lineares distintos do ponto de vista da continuidade da grandeza deslocamento no
extremo do elemento. A presenca do né funcional no extremo do elemento garante que haja
a continuidade de deslocamento entre elementos vizinhos. Essa continuidade é observada
entre os elementos 1 e 2 e entre 4 e 1 na malha da Figura 11. Quando o n6 funcional
estd posicionado antes (ou além) da extremidade nao ha garantia de que o deslocamento
interpolado no extremo comum entre dois elementos seja igual. A descontinuidade é
observada entre os elementos 2 e 3 e entre 3 e 4. Assim, um elemento como o primeiro
dessa ilustracao é dito continuo, como o segundo é dito continuo-descontinuo, como o

terceiro é dito descontinuo e como o quarto é dito descontinuo-continuo.

FIGURA 11 - FAMILIA DE ELEMENTOS LINEARES EM UMA MALHA DE DISCRETIZACAO 2D

FONTE: O Autor
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4.1 FUNCOES DE FORMA E DE INTERPOLACAO LINEARES

Conforme visto no capitulo anterior o calculo das integrais que formam os co-
eficientes das matrizes H e GG é comumente realizados utilizando-se um sistema local
de coordenadas (ver eqs (48) e (49)). De forma geral, em um dominio 1 definido por
—1 < n < +1, a seguintes fungoes de interpolacao lineares em 77 podem representar a
variagao linear do deslocamento u e da forca de superficie ¢ no elemento para qualquer

uma das condigoes de continuidade apresentadas,

(54)
Nj(n) = ——(—=m +n)

T ome—m

{N{(m =L (p—1)

onde 7; e 1y representam a posicao do primeiro e do segundo né funcional do elemento, no
sistema local 7, respectivamente. Se os nés funcionais estao posicionados nos extremos,
entdao 71 = —1 e ny = +1, as fungoes de interpolagao N/(n) representam o elemento
continuo, e sdo equivalentes as fungdes de forma N;(n), que sao utilizadas para representar

a geometria linear do elemento,

{Nl(n) =
Na(n) =

As fungoes de interpolagao e de forma das equagoes (54) e (55) sao ilustradas na

—n)

1
(1+n) (55)

Nl —= Nl —=
—~

Figura 12 (i) e (ii), respectivamente.

FIGURA 12 - (i) FUNCOES DE INTERPOLACAO E (ii) FUNCOES DE FORMA

", 1,
(i) (i)

FONTE: O Autor

Portanto, para a representacao linear da geometria do elemento e dos deslocamentos
e forcas de superficie da familia de elementos apresentada, basta inserir nas equagoes (41)
e (42) as expressoes (54) e (55),
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;= x; Ni(n) + 27 Na (1) (56)

wi(x) = u;Ni(n) +u;Ny(n) e ti(x) =t Ni(n) + t;N5(n) (57)

Nas equagoes (48) e (49) nota-se a presenga do Jacobiano da transformagao do
sistema global I' para o sistema local 1, que é dado pela equacao (47). Apds a substituigao
das derivadas das equagoes (56) na equagao (47), calcula-se o valor do Jacobiano em
qualquer ponto n mapeado no elemento. Em particular, para elementos de geometria reta,

resulta um valor constante e igual a metade do comprimento L do elemento,

4.2 MONTAGEM DO SISTEMA DE EQUACOES

Na formulacao classica do MEC cada equagao do sistema é formada a partir da
colocacao da carga concentrada e unitaria em um né funcional da malha de contorno
(fonte de coordenada global £) e integracao de todos os elementos do contorno. Para cada
posicionamento da fonte em um modelo bidimensional tem-se duas diregoes de aplicacao da
carga unitaria e, consequentemente, duas equagoes sao formadas. Como visto no Capitulo
3, a integracao depende da distancia r entre pontos campo x do elemento integrado e da
fonte £. Na Figura 13 parte desse processo ¢ ilustrada em um modelo bidimensional com

elementos lineares continuos e descontinuos e a “varredura” de integracao.

No decorrer das integracoes para formacao de cada equacgao, havera a presenca
de singularidades fracas (O(In(r))) e fortes (O(1/r)) quando a fonte se encontra no
elemento sendo integrado. Essa situagao é evidenciada na Figura 13 (iii), onde verifica-se a
possibilidade da distancia r ser nula na integragao. O cédlculo dessas integrais impréprias é

abordado a seguir.

A Figura 14 mostra um passo genérico da integracao de um elemento de contorno,

onde sao destacadas a distancia r e suas componentes r, e ry, as coordenadas geométricas
2

do elemento x] e x? e a dire¢io normal n em um ponto x do elemento e suas componentes

ny e Na.



Capitulo 4. MODELAGEM COM ELEMENTOS LINEARES RETOS 40

FIGURA 13 - (i) DISCRETIZACAO DO ELEMENTO CONTINUO; (ii) DISCRETIZACAO DO ELE-
MENTO DESCONTINUO (iii) PONTO DE COLOCACAO NO ELEMENTO INTE-
GRADO]

FONTE: O Autor

FIGURA 14 — DISTANCIAS E NORMAIS NO ELEMENTO

FONTE: O Autor

As componentes 71 e ry, a distancia r e as derivadas de r em relagao as direcoes 7 e xo,

respectivamente r,; e r,5 sao dadas por,

As componentes ny e ng sao definidas por,
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ny = senf = 2 7 2 (60)
2 1
ng = cosf = ! 7 ! (61)

sendo # o angulo indicado na Figura 13, formado entre o eixo do sistema local n e o eixo

x1. A derivada de r em relacao a direcao normal em z é dada por,

0
== TN + 7oNe (62)
on

Para ilustrar a montagem do sistema de equagoes, considere o modelo apresentado
na Figura 11. Tomando a equagao (44) por base e posicionando o ponto fonte £ no né

funcional 1 com a for¢a unitaria na direcao x1, escreve-se a primeira equacao,

(Al Hud! + Hul + 0l
HAHu + Hu2 + HE2u?? + HE2
Hijul! o+ B! + HIf + i
i
(Giity" + Gidty' + Giity* + Gi3ty?) +
+ (G t21+G2 5+ G t22+G t22)
+ (G + GG + GHtP + Gt +
+ (Gt + Gty + Gt + t42) :

Cnuil -+ Clgu +
+
+

o N

+
_|_
+

)
)
)
)

~—~

onde em vermelho, verde e azul sao representados os coeficientes associados as integracoes
do primeiro e quarto elementos, aos quais o ponto fonte £ = 1 pertence, e que precisam ser
avaliados como integrais impréprias, em principio. Os demais coeficientes sao avaliados

como integrais regulares.

A condicao de continuidade dos deslocamentos impoe aos nos 1 e 2 as seguintes
igualdades: uj! = uf?, ul = u3?, ul? = u¥ e ul? = u3!, de tal forma que as 16 componentes
de deslocamento desse exemplo podem ser reduzidas a 12, resultando em sobreposicao de

coeficientes H, destacados em vermelho verde.
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Como as forcas de superficie podem ser descontinuas entre elementos, mantém-se

as 16 componentes dessa grandeza, sem que haja sobreposicao de coeficientes na matriz G.

Seguindo com o mesmo exemplo, apresenta-se a seguir a equa¢ao montada quando

o ponto fonte ¢ esta posicionado no né funcional 3, com a forca unitaria na direcao s,

021U%1+022U (HH 11+H11 11—|—H2112u}2—|—H2122u§2)+
(G + O+ P+ ) +
(3 + H + P+ ) +
+ (Hglllu‘fl + Hﬁ%ugl + H42u42 Hg %2)

(64)
lltll lltll G12t12 12t12)

+ 4+ o+

( 21t21 21t21 G22t22 22t22
( 41t41 41t41 G42t42 42t42

+
+ )
4 31t31 4 G31t31 4 G32t32 32t32>
+ )

)

onde sao representados em vermelho e azul os coeficientes associados as integracgoes do
terceiro elemento, que contém o ponto fonte £ = 3. Novamente, o cdlculo desses coeficientes
serda abordado com o devido cuidado, ao passo que os demais coeficientes sao avaliados
como integrais regulares. Como o né 3 é descontinuo, nao ha superposigao de coeficientes

na matriz H associado ao mesmo.

4.3 INTEGRACOES NUMERICAS REGULARES

Nas integracoes em que o ponto fonte nao estd localizado no elemento, nao ocorrem

singularidades nas expressoes dos integrandos que contém U;; (eq. (30)) e T;; (eq. (31)).

As integrais podem ser calculadas por métodos numéricos. Essa abordagem é nor-
malmente utilizada quando nao ha solucao analitica ou quando a solucao é tao complicada
que é mais eficiente efetua-la numericamente. Um dos métodos de integragao numeérica
mais conhecidos é a quadratura de Gauss, que se baseia na aproximacao da fungao a ser
integrada por um polinémio, que por sua vez pode ser integrado com exatidao por meio de
uma soma finita de ponderacoes da funcao em coordenadas conhecidas. Em um intervalo

entre —1 e +1 essa aproximagao pode ser escrita como,

NPG

I= [ fdn= 3 fnun+ Ervo (65)

1 k=1
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onde f(n) é a fungao a ser integrada; N PG é o nimero de pontos de Gauss e w é 0 peso
associado a cada ponto. Quanto maior o nimero de pontos, maior a ordem do polinémio

que pode ser integrado com exatidao e menor é o erro da integracao.

Na Figura 15 ¢ mostrado um ponto fonte £ a uma certa distancia r (varidvel) de
um elemento de comprimento L sendo integrado com quatro pontos de Gauss. Nessa mesma
ilustracao, as coordenadas locais dos pontos de Gauss e os respectivos pesos sao tabelados.
No Anexo (A) é apresentada uma tabela com variavel nimero de pontos (Brebbia e
Dominguez (1989)).

FIGURA 15 - EXEMPLO DE INTEGRACAO COM QUATRO PONTOS DE GAUSS

FONTE: O Autor

Para simplificar a apresentacao das integrais dos coeficientes H e G, quatro

constantes, A, B, C' e D foram introduzidas, assim,

_ B4 1 -1 L
= Sru(l—v)’ B = Su(l — 1) C= 41— v) e D=(1-2v), (66)
Uij (§,x) = Aln (i) 0ij + Brr ;, (67)

Crij (f,ﬂ?) = Cl { ar (D&J + 2T,ir,j) + D(ni’ﬁj — TLJ’T’Z')} . (68)

r | on
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As equagoes (48) e (49) estao no formato para célculo aproximado por quadratura

de Gauss com coordenadas 7, e pesos wy definidos no intervalo de —1 a +1. Logo,

NPG

G =" Nlm)Usj (€x(ne)) gwk (69)
k=1

NPG L
HE =" NI(ne)Tij (€2(ne)) 5 Wh (70)
k=1

No célculo das integrais (48) e (49) o nimero de pontos de Gauss define o nimero
de vezes que a distancia r e demais fungoes sao avaliadas e esta diretamente associado ao

custo computacional para montagem do sistema de equacoes.

4.4 INTEGRACOES COM O PONTO FONTE NO ELEMENTO INTEGRADO

As integrais com singularidade tém um tratamento especial e distinto tanto para
a singularidade fraca presente em coeficientes de G como para a singularidade forte em

coeficientes de H.

As singularidades fracas sao mais facilmente integradas por métodos numéricos
ou mesmo calculadas analiticamente em casos particulares. Por outro lado, as integrais
com singularidade forte exigem mais aten¢ao, podendo ser resolvidas por artificios como
o Movimento de Corpo Rigido ou por técnicas diretas de integracao no sentido do Valor

Principal de Cauchy.

A partir do modelo da Figura 11 e utilizacao da equagao (44) com a colocagao
da fonte em cada né funcional da malha, monta-se os sistemas de equagoes com todos os

coeficientes H* e G}¢ conforme,
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Hl +H42
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onde Uf sao as componentes de deslocamento em cada né funcional j, os coeficientes H
destacados em vermelho sao aqueles resultantes de integrais com singularidade forte, os
destacados em verde sao demonstrados a seguir como nao singulares e os coeficientes G
destacados em azul sao aqueles resultantes de integrais com singularidade fraca. Nota-se
com clareza a sobreposicao dos coeficientes em H associados a componentes de deslocamento

em nds continuos (1 e 2, nesse exemplo).

4.4.1 COEFICIENTES H - PONTO ¢ # PONTO ¢

Na matriz H da expressao (71) todos os coeficientes destacados em azul correspon-
dem a uma situagao comum: ponto fonte pertencendo ao elemento e funcao de interpolacao
N! no integrando correspondente ao outro né funcional (nao singular) do elemento. Nesta
situacao particular é possivel demonstrar que a funcao de interpolacao dada pela equacao
(54) é proporcional a distancia r, cancelando a singularidade do integrando. Ainda, sendo
o elemento de geometria reta, tem-se que o termo g—z da solucao fundamental na equacao

(68) é nulo, entao reescreve-se a equagao (48) como,

1 N/

Resolvendo-se a integral quando o ponto de colocagao esta em 7; e a funcao de

interpolacao é NJ, tem-se

2
e — M

H™? —

[

{CD [nir,j — TLjT’,Z']} . (74)

Quando o ponto de colocagao estd em 7, e a fungao de interpolacao é N7, tem-se

2

nl __
Hij - _
2 — M

{CD[n;r,; —njr,l}. (75)

4.4.2 COEFICIENTES H COM SINGULARIDADE FORTE

Na matriz H da expressao (71) todos os coeficientes destacados em vermelho sao

submatrizes 2x2 ao longo da diagonal de H e correspondem a integrais impréprias de
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singularidade forte onde o ponto fonte pertence ao elemento e a fungao de interpolagao N
no integrando corresponde ao n6 funcional singular do elemento. Essas integrais improprias
devem ser calculadas no sentido do VPC e serao desenvolvidas no proximo capitulo. A
esses coeficientes ainda devem ser somados os coeficientes geométricos C;;(&) definidos

pela equagao (39).

Alternativamente, pode-se efetuar indiretamente o célculo das submatrizes diago-
nais 2x2 de H, incluindo os coeficientes C;;. Para isso, utiliza-se do artificio do Movimento
de Corpo Rigido, onde atribui-se um deslocamento unitario a todo o corpo, ora na direcao
x1 e ora na direcao xo. Em ambos os casos, as forgas de superficie e o campo de tensoes
internas sao nulos, sendo valida a equagao Hu = 0. Portanto, pode-se isolar os termos da
submatriz diagonal em cada equacao do sistema, calculando-os em funcao da soma dos

demais coeficientes de cada equagao. Matematicamente, esse calculo é expresso por,

NNF

H; = — Z Hi; (J #1), (76)

onde H;; representa cada submatriz diagonal e NN F' é o ntimero total de nés funcionais

da malha.

4.4.3 COEFICIENTES G COM SINGULARIDADE FRACA

Na matriz G na expressao (72) observam-se destacados em azul os coeficientes
com singularidade fraca. Quando o ponto fonte £ coincide com um dos nés funcionais de
um elemento I, sendo integrado, uma submatriz (2x4) de integrais com singularidade

fraca é obtida, como ilustrado a seguir,

(77)

+1 Gnl Gnl Gn2 GnQ
G?-CZ/ Ui (§,x(m)Ne(n)J (m)dn = R
R Gy oy o o

No sistema local n o ponto de colocagao & é representado por 7, e pode estar
posicionado no primeiro ou no segundo no6 funcional como ilustrado na Figura 16, que pode

ser generalizada para qualquer tipo de elemento linear dependendo dos valores adotados

para 1 (i) e 7 (ii).

No caso particular em que a fungdo N! = N| obtém-se o coeficiente G da

submatriz na equacao (77). Essa integral é desenvolvida abaixo para a hipdtese de uma
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FIGURA 16 - ELEMENTO DESCONTINUO

@ (i)

FONTE: O Autor

geometria reta até a obtencao da expressao analitica representativa para qualquer tipo de
elemento. Tem-se que,

! 1 L
G = / [Aln <—) + Brifr‘j] N;{—=dn.
1 T 2

(78)

Se o ponto de colocacao ns estiver em 7y, a distancia r presente no termo logaritmo da

equagao (78), medida do ponto fonte até um ponto campo nos trechos a esquerda e a
direita da singularidade é dada, respectivamente, por,

{T(mm) =L(m—n) para —1l<n<m

L (79)
r(mm) =35 (—m+mn) para m <n<l

Subdividindo-se a integral na equagao (78) em dois trechos, anterior e posterior a singu-

laridade, substituindo as equagoes (79) assim como a expressao de N; e do Jacobiano,
expande-se a integral em,

n L 1 L
Gnlz—/ Aln (_ - ) —n)=dy +
1 » 5 (=) r— (72 —m)=dn
1 L L
- [ am(Gemen) g +

2
80
N2 — M ()
1 1 L

Briri———(ny — n)=dn,

+/_1 riTi (12 77)277

2 — T

onde a primeira integral do lado direito, designada pelo superindice a, ¢ dada por,

m L 1
6=~ [ am (G- )
-1

L
—n)=d
p— (2 —n) 5

(81)

49
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que pode ser simplificada por meio de uma transformacgao de coordenadas, substituindo o
argumento do logaritmo por S = %(771 — ). Tem-se, portanto, dn = —%dS e é possivel

deduzir que,

L L L
(7]2—77)5:(772—77—1-771—771)5:S+(772_771)§a (82)

permitindo reescrever a equagao (81) como,

—A

Gnla —
H N2 —m

0 —2L 0 —2L
In(S S——d5+/ In(S)——=(ny —n1)dS|, (83
/ s pyas s [ ()7 s (59

2

2

onde os limites das integrais foram transformados de [—1; m] para [%(m + 1); 0]. A solucao

analitica dessa integral é dada por,

—AL

Gl = ——————{(n + D(=m + 2 + 1) In(L(m + 1) +

—4mny + 4ny (84)

2ny — 1) In(2)(3 1
Jr771_(772 );1( )( 771)_2772_5}’
Analogamente, definimos P = %(—771 +n)edn= %dP, de deduzindo também que,

L L L

(772—77)5:(772—77‘1‘771—771)5:_P+(772—771)§7 (85)

reescreve-se a segunda integral da equacao (80), designada pelo superindice b, como,

A

Gnlb —
11 Ny — Th

L—m+1) 27, 3 (=m+1) L
/ In(P)P==dP — / (P) 75 (12 =m)dP| , (86)
0 0

onde os limites das integrais foram transformados de [;; 1] para [0; £(—n; + 1)], e cuja

solucao analitica é dada por,
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AL
G’ = —————{(m = D)(=m + 252 = )In(~=L(m — 1) +
—4ng + 4m (87)
3771 1
+ (m — 2me + 1) In(2) + - 2n9 + 5

Por fim, a terceira integral da equagao (80), designada pelo superindice ¢, é resolvida

analiticamente e resulta em,

BLr;ring
Gnlc _ v ) ]8
H T2 — (88)
E a soma das trés parcelas (a, b e c¢) fornece a férmula final para G7{,
G = G = — - {Alp — Dn — 2 + 1) In(~L{m — 1)+
—4n + 4m
(89)

—A(m + 1) (m — 2m2 — 1) In(L(ny + 1))+
—4AIn(2)ny + 2 — 41 A — 4Bririns} .

A formulacao da expressao para G7; ¢é similar a da G onde a diferenga aparece
exclusivamente na terceira parcela que contém o termo r;7;. As expressoes analiticas
dos coeficientes da diagonal secundéria da primeira submatriz (2x2) em (77), também
associadas a fungao Nj, sdo idénticas e equivalem & terceira parcela (iii) das expressoes

anteriores, uma vez que o delta de Kronecker é nulo com i # j. As mesmas sao dadas por,

BLTﬂ"j?]Q

Gnl — Gnl — ’ 90
12 21 P (90)
BLr;r;
G2 =Gy = -2 (91)
N2 — M

As expressoes analiticas dos coeficientes da segunda submatriz (2x2) da matriz
em (77), associadas & fungao N, seguem o mesmo raciocinio para suas dedugoes. Assim,

demonstra-se que



Capitulo 4. MODELAGEM COM ELEMENTOS LINEARES RETOS 52

L o1 B
- {A(m = 1)*In(=L(m - 1))+ (92)

—A(m 4+ 1) In(L(m + 1)) + 4(Brir; + Aln(2) + A/2)m } .

n2 __ n2 __
(;11'_’(;22'_

E seguindo o mesmo raciocinio, porém para o segundo caso de singularidade no
elemento, ou seja, ns no segundo né funcional, tem-se novas expressoes para a distancia r

e as seguintes expressoes para os coeficientes da matriz (2x4),

rmm) =%m—n) para —1<n<mn (93)
rimm) =% (=m+n) para n<n<l
Gl =Gy = — 5 Ay~ 1) In(—Lin, — 1))+
—4n + 4m (94)
—A(n2 + 1)?In(L(ny + 1)) + 4(Bryr; + Aln(2) + A/2)n }
" 1 DBLririn
Gy =Gy = Tjhl’ (95)
" " BLririn
Gy =Gyt = _ﬁ> (96)
GG = (A — ) — 2+ DIn(~L0p — D)+
11 2= T4+ dn,
(97)

—A(m +1)(m — 20 — 1) In(L(m + 1))+
—4AIn(2)ng + 2 — 4 A — 4B7’i7“j772} )

As férmulas desenvolvidas sao gerais e com a escolha adequada de 77 e 1y conduz
a expressoes para todos os casos singulares ilustrados na Figura 17. Nas Tabelas 1, 2 ¢ 3
estao apresentadas todas as férmulas para coeficientes singulares da matriz G para cada

caso.
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FIGURA 17 - TODOS OS TIPOS DE ELEMENTOS

FONTE: O Autor
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Ns =M
Elementos Continuos
TNls = 12
Ns =1
Elementos
Descontinuos
Ns =12

TABELA 1 - FORMULARIO DOS COEFICIENTES G - PARTE 1 (O AUTOR)

N =N
N! = N}
N =N
N! = N
N =N
N. = N
N =N
N! = N}

nl

Gnl

ij
G2
G2
a7l

Gnl

)
n2
el

Gn2

t]

Gnl

)
nl

Gn2

¥

Gn2

¥

aGnl

v
nl
G

Gn2

)

nc
e

+

—AL(21In(L)-3) BLrr;
4 2
BLT’i T4
2

BLT}‘, T4
2

BLrir;

—AL(2In(L)—-1)
4 + 2

—AL(2In(L)—-1) + BL7;r;
4 2

BLrir;
2
BLrir;
2

—AL(2 IH(L)—?)) + BLTi’I‘j
4 2

L(A(n1—1)(n1—2n2+1) In(=L(n1—1))—A(m1+1)(n1 —2n2—1) In(L(n1+1)) —4A In(2)n2+(2n1 —4n2) A—4Br;T;12)

(—4n2+4m1)

BL’I‘i T5M2

(n2—m

BLr;r;m

(n2—m )

L(A(m—1)*In(=L(n1—1))—A(m+1)* In(L(n14+1))+4(Brir; +Aln(2)+A/2)m)
(—4nz2+4n1)

—L(A(n2—1)* In(=L(n2—1)) = A(n2+1)® In(L(n2+1))+4(Brir;+ A ln(2)+ A/2)n2)
(—4n2+4m1)

BLT}‘, T5M2
(n2—m)
_ BLT’,;’I"J' m
(n2—m1)

L(A(ni—1)(m1—2n2+1) In(—L(n1 —1))—A(n1+1)(n1 —212—1) In(L(n1+1)) —4A In(2)n2+(2n1 —4n2) A—4Br;r;n2)
(—4n2+4n1)
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Ns =M
Elementos
Continuo
e
Descontinuo
Ns = 12
Ns =M
Elementos
Descontinuo
e
Continuo
Nls = 12

TABELA 2 - FORMULARIO DOS COEFICIENTES G - PARTE 2 (O AUTOR)

_ Gnl — —2AL(n2In(L)—n2—1/2) 2Br;r;Lna
N = N v=J i @ntY) T ot
. . 1 _ 2Bryr;Ln
i#i Gy = Ty
. . GnQ _ _QBnernl
N = N} 7 K s
. 2 _ —AL(2In(L)-1) 2Br;r;Lm
=i G5 =" m T e
i=j Gyl = AL(—(n2—1)2ln(—L(nz—l)%irimiTl)n(L(nz+1))—4nz In(2)=2m) | B(Lrirﬂ?
Nc/ — N{ T2 271 N2—"n
it qm o= i
J ) (mz2—n1)
. . n2 _ _ BLrir;m
N = N} SO
c
i=i Gn2 — —AL(—=(n1—1)*In(=L(n1—1))+(m+1)*In(L(n:1+1))—4n1 In(2)—2n1) _ BLrir;m
=J iy (=4n2+4n1) (n2—m1)
i— Gnl _ —AL(—(m—-1)(m—2n2+41)In(—L(n1—1))+(n1+1)(n1—2n2—1) In(L(n1+1))+4n2 In(2) —2n1 +4n2) + BLr;rjn2
A =J i = (— 2z +4n1) a—m1)
N =N/
I e L
J i T (n2—m)
. . n2 _ _ BLrir;m
Nl = N e
c
i=j GQn2 — —AL(=(m—1)*In(=L(m—1))+(n+1)> In(L(n141))—4m In(2)—2n1) _ BLrirym
ij (—4n2+4n1) (n2—n1)
c 1 _ AL(2In(L)—-1) 2Br;r;Lna
N i=J G = Tmmy T T
(&
i o = e
. . Gn2 _ __2Brir; Lm
N/ = N} S e
i :] Gng _ —2AL(n1In(L)—m+1/2)  2Brir; Lm
ij (—242m1) (2—2n1)
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TABELA 3 - FORMULARIO DOS COEFICIENTES G - PARTE 3 (O AUTOR)

Ne =1 = —%
Ns =MN2 = %
N =m=—3
Elementos
Descontinuos
Ns =12 = %
’(]S = 7’]1 = —%
Ns =12 =2

i=J
i=j
i
i+
i=J
i=j
i
i+
i=J
i=j
i#
i+
i=J
i=J
i
i
i=j
i=J
i+
i#
i=J

G;‘jl
G?jl
G;’f
G;‘f
G?jl
Gnl

%]

n2
G
Gn2

ij

G

v]

Gnl

)

Gn2

L)

n2
els

nl
ar
Gnl

ij
G2
Gy
Gyl
Gyl
G2
G
Gy}
Gyl
G2

G2 —

2

—AL(=2In(3)+2In(1)=3) | BLrir
1 2

BLr;r;
2

BLrir;
2

—AL(—61n(3)461n(L)—3+481n(2)) + BLrir;
12 2

—AL(—61n(3)461In(L)—3481n(2)) + BLrr;
12 2

BLr;r;
2

BLr;r;
2

—AL(—21In(3)+21n(L)—3) + BLr;r;
4 2

—AL(-16In(2)+81n(L)~12+31n(3)) | BLriry
16 2

BLr;r;
2
BLr;r;
2
—AL(—161n(2)+481In(L)—4491n(3)) BLr;r;
16 + 2
—AL(—161n(2)+81In(L)—4+91n(3)) BLrir;
16 + 2
BLr;r;
2
BLr;r;
2

—AL(—161n(2)+81In(L)—12431n(3)) + BLrir;
2

16
—AL(—81n(2)—81n(3)+81In(L)—124+51n(5)) + BLr;r;j
16 2

BLr;r;
2

BLr;r;
2

—AL(—241n(2)+4251n(5)—241n(3)+241n(L)—12) + BLrr;
48 2

—AL(—241n(2)+4251n(5)—241n(3)+241n(L)—12) + BL7;r;
48 2

BLrr;
2

BLr;r;
2

—AL(=81n(2)~81n(3)+81In(L)~12451n(5)) | BLrir

16 2
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5 INTEGRACOES NO SENTIDO DO VALOR PRINCIPAL DE CAUCHY EM ELE-
MENTOS LINEARES CONTINUOS E DESCONTINUOS

Viu-se que a utilizagao do artificio do Movimento de Corpo Rigido é uma aborda-
gem de simples compreensao e aplicacao para a obtencgao dos coeficientes das submatrizes
diagonais da matriz H. Como o calculo depende dos demais coeficientes de cada equagao do
sistema, s6 pode ser efetuado ao final, apés o calculo de todas as integragoes regulares. Nao
¢ exatamente um problema, mas evidentemente “quebra” a sequéncia logica de montagem

da matriz H.

Portanto, apresenta-se nesse capitulo uma abordagem de calculo direto das integrais
no sentido do Valor Principal de Cauchy para elementos lineares descontinuos. A solucao é
baseada na proposta de Guiggiani e Casalini (1987), que detalharam as expressoes para

um noé continuo entre elementos vizinhos.

Aqui, o objetivo é obter expressoes diretas para cédlculo da integral imprépria no
lado esquerdo da equagao (43), que possui singularidade forte O(1/r), ao se empregar
elementos descontinuos. A singularidade ocorre quando o ponto fonte £ estd no primeiro
ou segundo né funcional do elemento I',, sendo integrado, como ilustrado na Figura (18).
Nos dois possiveis casos vistos na Figura observa-se que S é uma coordenada definida no
espago I', espago global, onde o né geométrico inicial do elemento é definido por S, e o né
final por S.. Em ambos os casos, o né funcional singular é denominado como né S,. Assim
pode-se definir o Valor Principal de Cauchy na integral improépria de singularidade forte

na equagao (43) como,

Sp—p
[ Toteomimarto) = tm | [ 10N+

p—0+

Se
+A Ty5(€,2) N ()dT ()

b+p

onde p é uma distancia infinitesimal medida no espago global I'. Com a transformacao do

sistema global para o sistema local 7, a equagao (98) é reescrita como,

1

ns—Ap
[ movar = i | [ m s+ [ 1N @)

+
p—0 -1 ns+Ap

onde Ap é uma distancia infinitesimal medida no espaco local 1 e 1, é a coordenada

local do ponto singular. Em elementos de geometria reta o Jacobiano J(n) é constante
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e igual a L/2, sendo L o tamanho do elemento. Em elementos curvos o Jacobiano nao é

necessariamente constante. Por meio de série de Taylor demonstra-se que Ap = p/J(7;).

Antes de seguir com a dedugao do VPC é conveniente efetuar um novo mapeamento
local, antes e apds a singularidade, para cada trecho do elemento, denotados por sistemas

N € 13, respectivamente, conforme ilustrado na figura 18.

FIGURA 18 - MAPEAMENTOS LOCAIS NO ELEMENTO - (i) SINGULARIDADE EM n; E (ii)
SINGULARIDADE EM 1y

Sistema Global —

1° Mapeamento Local —

=1 . b 1 =1 . N 1

2° Mapeamento Local =

(1) (11)

FONTE: O Autor

Estes novos sistemas locais estao relacionados com o sistema 7 por meio de relagoes

lineares,
N(nesna) = Yoy, 4+ 1)
J. = j_”] — (ns+1)
[0 Na 2
77(775a77,3) _ _(7752—1)775 + (ns;-l) (100)
— dn _ _(s=1)
dng 2

onde J, e Jg sao os Jacobianos da transformacao do sistema 7 para os sistemas 7, €
13, respectivamente. A distancia » medida no elemento a partir do ponto singular 7, é

ilustrada na Figura 19 e escrita em funcao das novas coordenadas locais 7, e 73 como,

{Ta(nsma) = ;% [(ns +1) (N — 1)] (101)
rs(nsmp) = 7 [(L —ns) (ns + 1)]
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FIGURA 19 - DISTANCIA 7 - (i) 7o E (ii) 75

FONTE: O AUTOR

Retornando-se a equagao (99) com os novos mapeamentos locais (equagoes (100)
e (101)) e reescrevendo a funcao singular T;;(ns,n) como f;;(ns,m)/r(ns,n), onde f;; é uma

funcao analitica, tem-se,

/ T,;N'dl' = lim { / e %(ns’na>Né(na)J(na)Jadna}+
. p—0t | )4 Ta(Ms,Na)
(102)

1 B
+ lim [/ fij(ns’nﬁ)Né(nﬂ)J(ﬁﬂ)JﬁdW]

=0 | 1 np, T8(NsiM8)

onde Ap, = Jo/Ap, Apg = Jg/Ap e os superindices de f;; apenas indicam o trecho onde a
funcao é definida. Substituindo os valores constantes dos Jacobianos das relagoes lineares,

na equagao (102), tem-se,

A £ (s L(ns+1
/ T;;Ndl = lim U 501 >Né(na) (e + )dna} +

p—0t 1 ra(”sanoc) 2 2 (103)
) 8
ii sy L 1_ S
1 lim / o nﬁ)Né(ma) ( n)dﬁﬁ
=07 | _1np, T8(NsiM8) 22

Para compactar a visualizacao das integrais pode-se adotar uma variavel h definida

por,

h%(n&na) = _fz'c;'(n&na)Né(na) (104>
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R (nsms) = f1i(nsms) Ni(ns) (105)

Assim, ap6s algumas manipulagoes algébricas, reescreve-se a equagao (103) como,

1A B (e b g,
/ T, N'dl = lim [ / (e / Mdnﬁ] (106)

p—0+ 1 Na — 1 1+Apg Np +1

Somando e subtraindo a mesma quantidade hg;(n,,1) e h (s, — 1) nas integrais da equagao
(106), resulta,

1=87a ha sy!la _h sa 1=8pa ha S
/ T,;N'dl = lim [/ 3 1e,m1e) = P (1 / U )dna:|+

p—0t | )4 Na — 1

1 B B _ 5 _
[/ h (773777,3) h (7787 1)d776+/ hij(n& 1)

—1+ApB N + 1

(107)

+ lim

p—0t

A primeira e a terceira integral do lado direito da equagao (107) tém seus limites
regularizados com essa operacao e podem ser calculadas numericamente. J& a segunda e
a quarta integral podem ser avaliadas analiticamente. A condicao de existéncia do Valor

Principal de Cauchy exige que hg;(n;,1) = hfj (ns, — 1), resultando,

bR sylla) ™ hg; 871 ! hﬁ R hﬁ sy T 1
/ ﬂjN;dF:/ 5 (1s:1a) — hiz(n )dna+/ i (Msims) — hiz(n )dn5+
n -1 Na — 1 -1 ns +1 (108)

—hs (06, 1) I | Ja ()| + B (16, — 1) I | Ta(1))|

Logo, a equacao (108) demonstra que o Valor Principal de Cauchy pode ser
calculado por meio de integrais regulares e férmulas logaritmicas. Observa-se que as duas

integrais regulares estao no formato ideal para aplicacao da quadratura de Gauss.

Retornando & matriz H apresentada na expressao (71) é possivel perceber que
as submatrizes (2x2) associadas ao nés descontinuos sdo diretamente calculadas com o

emprego da equagao (108).

Por outro lado, a expressao final do Valor Principal de Cauchy deve ser ajustada

quando o né funcional passa a ser comum a dois elementos vizinhos, casos 7, = —1 e/ou
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12 = 1, ilustrados na matriz H em (71) por meio das superposi¢oes. Essa dedugao foi
apresentada em detalhes por Guiggiani e Casalini (1987) com o emprego de fungoes de
interpolacao quadraticas. No presente desenvolvimento com fungoes lineares, nota-se que
as partes finitas das integracoes em 7, € 13 na equagao (107), tomadas separadamente,
correspondem as parcelas que deverao ser superpostas em integragoes de elementos vizinhos

para o céalculo do VPC.

Ao migrar n; para a coordenada local —1, fica evidente a degeneracao do mapea-

mento em 7),, e a parte finita da integracao com ny, = n; = —1 fica,
! hzﬁ(nlalr]ﬁ) - hf(nla - ]-)
[ moviar = [ = S 4 B~ D) (109)
r, -1 ns+1

Quando a singularidade esta no segundo né funcional do elemento, ao migrar 7,
para a coordenada local +1, fica evidente a degeneracao do mapeamento em 73, e a parte

finita da integragao com 71, = 1, = +1 fica,

L RS (n2,a) — W (1,1
/EWMEJ‘“%Z>1N”Mm—@wmma%% (110)
n -1 a

enfatizando que as partes nao finitas das integracoes, que se superpoem em um né continuo,

se cancelam com a condicao de existéncia do VPC.
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6 EXEMPLOS NUMERICOS

Nesse capitulo sao apresentados problemas de elasticidade linear no intuito de
validar os desenvolvimentos apresentados nos capitulos 3 a 5. A formulacao do MEC com
todas as expressoes deduzidas foram implementadas no software Matlab da MathWorks
(R2020a - Student Edition - 2021) sob a licenga nimero 41002076. Os resultados obtidos nas
analises com o MEC sao confrontados com resultados numéricos obtidos com o programa
computacional Abaqus (Standard Student Edition - 2020), que emprega o Método dos
Elementos Finitos e com solugoes analiticas, quando disponivel. Como a versao utilizada
do Abaqus é a estudante, esta limitada ao uso de no maximo 1000 nés na malha. Foram
empregados elementos lineares tipo Quad (quadrilaterais) e Tri (triangulares) em todos os

exemplos analisados com o Abaqus.

6.1 CHAPA ENGASTADA SOB TRACAO

Considere uma chapa plana quadrada de aco com 6 x 6 m? de lado e espessura
desprezivel. A mesma estd completamente engastada de um lado, tracionada de outro
por uma forga de superficie de 300 MN/m e possui duas bordas livres, conforme ilustra a
Figura 20. A chapa possui as seguintes propriedades: médulo de elasticidade longitudinal
E = 200.000 MPa e coeficiente de Poisson v = 0,3.

FIGURA 20 - CHAPA PLANA 6X6 m? COM ESPESSURA DESPREZIVEL

Livre
Forca de
Engastado Superficie
300 MN/m
Livre (unidade em metros)

FONTE: O Autor

A chapa foi inicialmente modelada com apenas 4 elementos, um em cada lado do

quadrado, no intuito de confirmar a validade das expressoes para calculo da submatriz
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diagonal da matriz H no sentido do Valor Principal de Cauchy. Esses resultados sao
comparados com os valores numéricos obtidos com o emprego do Movimento de Corpo
Rigido. Nessa comparagao sao utilizados elementos lineares descontinuos de geometria
reta com 3 posigoes diferentes para a descontinuidade: |m| =ne =1/3, || =m2=1/2¢

|m| = n2 = 2/3, conforme mostra a Figura 21.

FIGURA 21 - TRES POSICOES DIFERENTES PARA A DESCONTINUIDADE: |mi| = 7o = 1/3;
Iml=mn2=1/2e|m|=mn=2/3

s

-1 -1/3 13 1
fone

-1 172 1/2 1
‘111‘:112:2/3 —

1 =23 2731

FONTE: O Autor

Os resultados obtidos para os coeficientes das submatrizes empregando-se uma

integracao com 10 pontos de Gauss sao apresentados na Tabela 5.

TABELA 5 — RESULTADOS OBTIDOS PARA A SUBMATRIZ DIAGONAL ASSOCIADA AO PONTO
DE COLOCACAO, CONSIDERANDO O MCR E O VPC

| =2 J=1 j=2 j=1 j=2
13 1=1 0,499999974 0,128501337 0,500000000 0,128501460
1=2 -0,128501337 0,500000036 -0,128501460 0,500000000
1/ 1=1 0,499998706 0,050211919 0,500000000 0,050211108
1=2 -0,050211919 0,500000888 -0,050211108 0,500000000
2/3 1=1 0,500024286 -0,006094173 0,500000000 -0,006096154
1=2  0,006094173 0,499981373 0,006096154 0,500000000

Observa-se na tabela 5 que o valor 0,5 esperado nas diagonais das submatrizes,
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quando 7 = 7, é indiretamente avaliado na abordagem com o MCR, resultando em valores
préximos ao esperado, mas perdendo acuracia da oitava para a quinta casa decimal

significativa a medida que os nds funcionais se aproximam do centro do elemento.

Observa-se uma boa concordancia entre os valores dos coeficientes da diagonal
secundaria das submatrizes diagonais ao comparar dados do MCR e do VPC. E a mesma

tendéncia de reducao de acuracia citada anteriormente é observada.

Confirmada a validade dos calculos relacionados as integracoes no sentido do VPC,
efetuou-se uma andlise de convergéencia dos resultados com modelagens exclusivamente

com os 3 tipos de elementos descontinuos lineares.

Nesse sentido, para a mesma chapa quadrada, foram destacados os pontos 1 a
6 ¢ as linhas E (engaste) e S (simetria), indicados na Figura 22, para comparacao de
resultados dos deslocamentos e tencoes entre o MEC e Abaqus. Também foram definidos
quatro modelos de discretizacao com diferentes quantidades de elementos tanto para as

andlises com o MEC como com o Abaqus (ver Tabela 6).

FIGURA 22 - PONTOS NO CHAPA PLANA 6X6 m2 COM ESPESSURA DESPREZIVEL

FONTE: O Autor

TABELA 6 - QUANTIDADE DE ELEMENTOS DOS MODELOS I, II, I1I, E IV

II III Iv
MEC 4 8 16 32
ABAQUS 16 64 256 784

FONTE: O Autor
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Pelo Software Abaqus, os modelos 2D foram elaborados com malhas conforme

quantidade de elementos definidos na Tabela 6 e apresentadas na Figura 23.

FIGURA 23 - MODELO ABAQUS: I 16; II 64; III 256 S E IV 784 ELEMENTOS

FONTE: O Autor
Os campos de deslocamentos e tensoes resultantes do modelo mais refinado do
Abaqus, com 784 elementos, sao mostrados na Figura 24, deslocamentos em z1, na Figura 25,

deslocamentos em x5, e na Figura 26, tensoes o1 .

FIGURA 24 - ABAQUS - CAMPO DE DESLOCAMENTOS U1 (m)

FONTE: O Autor
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FIGURA 25 - ABAQUS - CAMPO DE DESLOCAMENTOS U2 (m)

FONTE: O Autor

FIGURA 26 — ABAQUS - CAMPO DE TENSOES oy; (MN/m)

FONTE: O Autor

67
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Com o MEC, a modelagem foi efetuada com numeracao dos elementos e nés
seguindo o sentido anti-horario, o mesmo das integragoes ao longo do contorno. Nesse caso
foi iniciada a partir do elemento mais a esquerda no lado inferior, como mostra Figura 27
com [ 4; IT 8; TIT 16 e IV 32 elementos. Também se vé as condigoes de contorno e forgas de
superficie atribuidas aos nés funcionais, onde no engastamento u; e uy sao nulos e no lado
tracionado ¢; é igual 300 MN/m e ¢y é nulo. Nas integragdes por quadratura de Gauss
foram utilizados 10 pontos.

Os pontos de colocagao |n;| = 1o foram definidos como: 1/3, 1/2 e 2/3, em
elementos retos e descontinuos, e na situacao de estado plano de tensoes. Todos os demais

modelos seguiram o mesmo critério.

FIGURA 27 - MODELO MEC: 1 4; 11 8; III 16 E IV 32 ELEMENTOS

I1I 1Y

FONTE: O Autor

Os resultados de deslocamentos nos pontos 1 a 6 destacados na Figura 22 com
os modelos I, II, TIT e IV do Abaqus e do MEC com diferentes 7, sao comparados da
Figura 28 a Figura 39. Nos casos em que os pontos pertencem a dois elementos, é feito a
média dos resultados. Na Tabela 8 sao apresentados os erros percentuais dos resultados

obtidos com o MEC em relacao aos resultados obtidos com o Abaqus.
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FIGURA 28 - DESLOCAMENTO EM Ul (m) NO PONTO 1 PARA DIFERENTES MALHAS

FONTE: O Autor

FIGURA 29 - DESLOCAMENTO EM U2 (m) NO PONTO 1 PARA DIFERENTES MALHAS

FONTE: O Autor

FIGURA 30 - DESLOCAMENTO EM Ul (m) NO PONTO 2 PARA DIFERENTES MALHAS

FONTE: O Autor
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FIGURA 31 - DESLOCAMENTO EM U2 (m) NO PONTO 2 PARA DIFERENTES MALHAS

FONTE: O Autor

FIGURA 32 - DESLOCAMENTO EM Ul (m) NO PONTO 3 PARA DIFERENTES MALHAS

FONTE: O Autor

FIGURA 33 - DESLOCAMENTO EM U2 (m) NO PONTO 3 PARA DIFERENTES MALHAS

FONTE: O Autor
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FIGURA 34 - DESLOCAMENTO EM Ul (m) NO PONTO 4 PARA DIFERENTES MALHAS

FONTE: O Autor

FIGURA 35 - DESLOCAMENTO EM U2 (m) NO PONTO 4 PARA DIFERENTES MALHAS

FONTE: O Autor

FIGURA 36 - DESLOCAMENTO EM Ul (m) NO PONTO 5 PARA DIFERENTES MALHAS

FONTE: O Autor
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FIGURA 37 - DESLOCAMENTO EM U2 (m) NO PONTO 5 PARA DIFERENTES MALHAS

FONTE: O Autor

FIGURA 38 - DESLOCAMENTO EM Ul (m) NO PONTO 6 PARA DIFERENTES MALHAS

FONTE: O Autor

FIGURA 39 - DESLOCAMENTO EM U2 (m) NO PONTO 6 PARA DIFERENTES MALHAS

FONTE: O Autor

72
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TABELA 7 - DIFERENCAS PERCENTUAIS DOS DESLOCAMENTOS DO MEC EM RELACAO AO

ABAQUS
Uy Us
PONTO MODELO s = m| = m
1/3 1/2 2/3 1/3 1/2 2/3
I 30,14 27,05 22,67 39,35 35,23 28,44
| i 12,57 11,33 9,52 14,74 12,11 7,92
I 6,50 6,03 5,33 8,37 7,24 5,47
IV 4,85 4,69 4,45 5,71 5,28 4,64
I 17,11 15,74 13,80 33,20 32,24 30,78
) i 7,65 7,12 6,36 9,62 9,75 9,96
I 4,04 4,74 4,45 5,09 5,08 5,08
IV 4,31 4,23 4,12 4,28 4,26 4,23
I 20,44 18,64 16,07 0 0 0
. I 8,70 7,98 6,92 0 0 0
I 5,26 5,00 4,62 0 0 0
IV 4,41 4,32 4,18 0 0 0
I 15,83 14,92 13,56 0 0 0
. i 7,21 6,48 5,36 0 0 0
I 4,77 4,92 4,14 0 0 0
IV 4,39 4,16 4,04 0 0 0
I 22,15 20,51 18,20 22,66 18,30 10,99
. I 9,67 8,38 6,57 8,41 16,17 34,28
I 3,37 5,01 12,67 4,61 6,21 10,01
IV 3,44 4,33 8,24 4,12 4,55 5,70
I 2,27 15,16 41,16 4,34 46,65 136,06
] i 0,64 7,00 19,80 3,42 10,90 39,58
I 2,69 4,76 11,18 1,06 5,43 18,64
IV 2,66 4,26 7,49 1,20 4,46 11,00

FONTE: O Autor

Comparando-se os resultados do MEC e do Abaqus constata-se que quanto mais
refinadas as malhas melhor é a aproximacao dos resultados. Percebe-se com clareza visual
nos graficos que os resultados de deslocamentos convergem, reduzindo as diferengas relativas
entre o MEC e o Abaqus conforme evidenciado na Tabela 7. As diferencas percentuais ao
se comparar os modelos tipo I estao na casa das dezenas, a passo que com os modelos IV

a diferencga reduz para a casa das unidades.

Os resultados dos deslocamentos verticais uy dos Pontos 3 e 4 sao nulos, mostrando

coeréncia, por estarem na linha central (de simetria) da chapa. No ponto 3 o Abaqus
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apresentou um resultado na ordem 107!% com o modelo IV. Embora de uma ordem de
grandeza superior em relagao aos resultados obtidos com os modelos I, IT e III, ainda assim

um valor nulo.

Os resultados de tensoes ao longo das linhas do engaste e de simetria destacadas
na Figura 22 sao comparados na Figura 40 e Figura 41 utilizando-se apenas o modelo IV
do Abaqus.

FIGURA 40 - TENSOES o1; NA LINHA E (ENGASTE)

FONTE: O Autor

FIGURA 41 - TENSOES oy; NA LINHA S (SIMETRIA)

FONTE: O Autor

Na Tabela 8 percebe-se com clareza a reducao dos erros relativos em relacao ao
modelo IV do Abaqus com o maior refinamento das malhas. As tensoes tanto na linha
E (engaste) quanto na linha S (simetria) demonstram convergéncia. Em alguns pontos
as malhas mais pobres apresentam um erro relativo menor, porem isso é resultado do

cruzamentos da linhas, como mostra os graficos das Figuras Figura 40 e Figura 41.

No caso particular tipo I do MEC, com a malha mais pobre do MEC com 4
elementos, os resultados das tensoes na linha S apresentaram um dado curioso, uma maior

divergéncia em um ponto proximo ao lado direito do modelo, entre z; = 4,5 m e 1 = 6,0
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TABELA 8 - DIFERENCAS PERCENTUAIS NO MEC EM RELACAO AO ABAQUS

LINHA A LINHA B
r1 (m) MODELOS
MEC-4 MEC-8 MEC-16 MEC-32 MEC-4 MEC-8 MEC-16 MEC - 32

0,0 27,28 20,42 10,77 2,91 8,01 4,18 0,54 0,45
0,5 2,77 3,04 7,38 2,03 10,99 0,40 0,43 0,18
1,0 4,15 6,78 6,78 0,18 2,41 0,37 0,43 0,25
1,5 6,53 5,54 4,02 0,96 3,64 0,16 0,65 0,18
2,0 7,48 2,77 0,55 0,42 3,51 0,18 0,42 0,16
2,5 7,89 0,56 0,14 0,41 1,87 1,72 0,31 0,12
3,0 8,01 2,77 0,55 0,45 1,53 4,43 0,28 0,08
3,5 7,89 0,56 0,14 0,41 0,02 2,34 0,31 0,06
4,0 7,48 2,77 0,55 0,42 1,11 1,12 0,85 0,05
4,5 6,53 5,54 4,02 0,96 1,29 1,64 4,46 0,06
5,0 4,15 6,78 2,25 0,18 39,73 0,76 0,38 1,38
5,5 2,77 3,04 7,38 2,30 328,67 0,78 1,72 0,90
6,0 27,28 20,42 10,77 2,91 0,01 0,01 0,01 0,01

FONTE: O Autor

m, também evidenciado no grafico da Figura 41. O erro reduziu sensivelmente com o maior

grau de refinamento.

Os resultados de tensoes o1 na linha E (engaste) e na linha S (simetria) utilizando-
se a malha tipo IV do MEC, com 32 elementos, apresenta excelente convergéncia com os

resultados do Abaqus.
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6.2 CHAPA COM ORIFICIO SOB TRACAO

Para avaliar o comportamento de uma chapa com um orificio central de raio de
1 cm foi considerada uma chapa plana de aco com dimensao 0,20 x 0,40 m? e espessura
desprezivel. A mesma foi submetida a forgas de superficie de tracao de 100 MN/m, conforme
ilustra a Figura 42. As seguintes propriedades foram consideradas para o material: médulo
de elasticidade longitudinal £ = 205.000 MPa e coeficiente de Poisson v = 0,3.

FIGURA 42 - CHAPA PLANA COM ORIFICIO

T ‘I.‘TT'P
Forca de Forga de
Superficie Superficie
100 MN/m 100 MN/m
Livre (umdade em metros)

FONTE: O Autor

A solucgao analitica da tensao normal angular ao redor de um orificio em um

problema similar, porém para uma chapa de dimensao infinita é dada por,

2 ré

2 Ird
0o = % (1 + %) _ 2 (1 + 2 ) cos 20, (111)

onde r; é o raio do orificio, r é a distancia do centro do orificio e © é o angulo em relacao

ao sentido da forca de superficie.

Devido a limitacao de 1000 nés da versao estudante do Abaqus, o modelo foi
reduzido para meia chapa, 0,10 x 0,40 m, permitindo refinar a malha de elementos, com
um no total de 569 elementos. Para melhorar os resultados os elementos do meio da chapa,
onde os deslocamentos serao analisados a densidade de elementos é maior, deixando os
elementos quadrados com lado igual a 0,005 m, os demais elementos ficaram retangulares

com lados 0,005 x 0,02 m?2, como mostra a Figura 43. Na linha de simetria foi imposta a
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restricao de deslocamento no sentido x5 e no ponto central da maior borda externa foi

imposta a restricao de movimento no sentido ;.

FIGURA 43 - MODELO NO ABAQUS

FONTE: O Autor

O resultado das tensoes em o1; do Abaqus é apresentado na Figura 44.

FIGURA 44 - ABAQUS - CAMPO DE TENSOES o,

FONTE: O Autor

Na modelagem da chapa plana com o MEC (ver Figura 45) foi considerada também
metade da chapa 0,10 x 0,40 m? e as mesmas restricoes de deslocamento empregadas na
modelagem com o Abaqus. Ao todo, 67 elementos lineares descontinuos de geometria reta
foram utilizados (ver Figura 45). Nesta modelagem de estado plano de tensoes com o MEC,

os pontos de colocagao dos elementos foram localmente definidos como |n;| =1y = 1/2.
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FIGURA 45 - MODELO NO MEC

FONTE: O Autor

Os resultados de tensoes o7 ao longo da linha V (verde) obtidos com o MEC sao
comparados com os resultados do Abaqus e com os resultados da expressao analitica para
uma chapa de dimensoes infinitas, conforme mostra a Figura 46. Os resultados sao muito
proximos e apenas destoam da resposta analitica préximo a borda da chapa finita, a partir

de r = 0,09 m, o que era esperado.

Na Tabela 9 observa-se que quando o raio é 0,0125 m o resultado da solucao
analitica foi de 193,44 MN/m, do MEC foi de 193,64 MN/m e do Abaqus foi de 189,45
MN/m. O erro em relagao a resposta analitica foi de 0,105% no MEC e de 2,06% no
Abaqus. Apesar do aparente melhor desempenho do MEC nessa avaliacao, o principal

ponto a ser destacado é a boa convergéncia dos resultados.

FIGURA 46 - RESULTADOS EXERCICIO 2 - TENSOES 01, NA LINHA V

FONTE: O Autor
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TABELA 9 —- TENSOES ANGULARES EM (MN/m)

r (m) Solugao analitica Abaqus Erro (%) MEC Erro (%)
0,0125 193,44 189,45 2,06 193,85 0,43
0,0150 151,85 163,61 7.74 152,50 0,54
0,0175 132,32 134,52 1,66 133,03 0,62
0,0200 121,88 124,96 2.53 122,63 0,68
0,0225 115,73 117,02 1,12 116,51 0,72
0,0250 111,84 112,23 0,35 112,64 0,75
0,0275 109,23 110,34 1,01 110,05 0,77
0,0300 107,41 108,20 0,73 108,23 0,79
0,0325 106,08 107,11 0,97 106,91 0,80
0,0350 105,08 105,95 0,82 105,92 0,80
0,0375 104,31 105,28 0,93 105,15 0,81
0,0400 103,71 104,56 0,82 104,55 0,81
0,0425 103,23 104,14 0,88 104,06 0,80
0,0450 102,83 103,67 0,81 103,66 0,79
0,0475 102,51 103,37 0,84 103,32 0,78
0,0500 102,24 103,06 0,80 103,04 0,76

FONTE: O Autor
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6.3 CHAPA COM TRINCA HORIZONTAL SOB TRACAO

Nesse exemplo foi avaliada uma chapa plana quadrada de aco de dimensao 0,30 X
0,30 m, com espessura desprezivel e contendo uma trinca horizontal em seu centro. Em
particular, avaliou-se a abertura da trinca e o campo de tensoes em sua extremidade com a
aplicagao de uma forca de superficie de tragdo de 1 GN/m ortogonal a trinca, for¢ando sua
abertura. A trinca possui 0,002 m, conforme ilustra a Figura 47. As seguintes propriedades
foram adotadas para o material da chapa: médulo de elasticidade longitudinal E = 200.000

MPa e coeficiente de Poisson v = 0,3.

FIGURA 47 - CHAPA PLANA COM TRINCA

FONTE: O Autor

No Abaqus, a chapa foi avaliada considerando sua simetria em relacao ao eixo
horizontal de tal forma que somente uma face da trinca fosse modelada. As dimensoes da

chapa modelada foram de 0,15 x 0,30 m2, com dois modelos: O primeiro com 545 elementos,
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410 elementos tipo Quad e 135 sao elementos tipo Tri na regiao proxima a trinca. E o
segundo com 895 elementos finitos, 411 sao elementos tipo Quad e 484 sao elementos tipo

Tri na regido préxima a trinca, conforme ilustram (i) e (ii) da Figura 48.

Na linha de simetria foi imposta a restricao de deslocamentos no sentido x5 exceto
no trecho compreendido pela trinca. Na borda externa superior foi considerada a forca
de superficie de tracao no sentido x5 e a restricdo ao movimento na direcao x; no ponto

médio da borda.

FIGURA 48 - MODELO DE CHAPA COM TRINCA ABAQUS COM 545 E 895 ELEMENTOS)

FONTE: O Autor

Nas Figuras 49 é referente aos campos de deslocamentos e mostram a deformacao
da trinca na chapa e Figuras 50 que é campo de tensoes mostra o pico de tensao na ponta

da trinca, ambos sao do resultado do Abaqus com 895 elementos.
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FIGURA 49 - CAMPO DE DESLOCAMENTOS U2 (ABAQUS COM 895 ELEMENTOS)

FONTE: O Autor

FIGURA 50 - CAMPO DE TENSOES 03, (ABAQUS COM 895 ELEMENTOS)

FONTE: O Autor

82
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A modelagem da chapa plana com o MEC também foi restrita a metade do modelo,
seguindo as mesmas condicoes de contorno aplicadas na modelagem com o Abaqus. Trés
discretizagoes foram empregadas com o MEC contendo 38, 46 e 59 elementos de contorno
lineares descontinuos de geometria reta (ver Figuras 51, 52 e 53). Os nds funcionais dos

elementos descontinuos nos trés casos de discretizacao foram definidos com || = ny = 1/2.

FIGURA 51 - MODELO DE CHAPA COM TRINCA (MEC COM 38 ELEMENTOS)

FONTE: O Autor
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FIGURA 52 - MODELO DE CHAPA COM TRINCA (MEC COM 46 ELEMENTOS)

FONTE: O Autor

FIGURA 53 - MODELO DE CHAPA COM TRINCA (MEC COM 59 ELEMENTOS

FONTE: O Autor
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Na Figura 54 sao apresentados os resultados de deslocamento vertical de abertura
da trinca com os modelos MEC e Abaqus. Observa-se uma boa concordancia dos resultados,
a simetria (visual) da abertura e a convergéncia dos resultados do MEC com o refinamento
da malha e também tiveram pouca variagao, ja no caso do Abaqus mostra que quanto

mais refinado o modelo os resultados tendem ao MEC.

FIGURA 54 - DESLOCAMENTO uwy DE ABERTURA DA TRINCA - COMPARATIVO ENTRE O
MEC E O ABAQUS

FONTE: O Autor

Os resultados das tensoes 095 ao longo da linha com a mesma direcao da trinca
e proximas a sua extremidade sao apresentados na Figura 55. Observa-se que, para as
trés discretizagoes, os resultados do MEC apresentaram uma boa concordancia entre si
e que os resultados do ABAQUS convergem para os do MEC. Além disso, a simetria da
abertura da trinca pode ser visualizada. Foi desconsiderada a malha do Abaqus com 545
elementos porque ficou poucos pontos na ponta da trinca, impossibilitando a gerar um

grafico coerente.

FIGURA 55 - CAMPO DE TENSOES o9 NA PONTA DA TRINCA - COMPARATIVO ENTRE O
MEC E O ABAQUS)

FONTE: O Autor
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7 CONCLUSOES

O método dos elementos de contorno tem sido aplicado com sucesso em diferentes
areas da ciéncia e um ponto comum a todas as aplicacoes, inerente ao método, é a
necessidade de resolucao de integrais improprias para a formacao do sistema de equacoes
durante a soluc¢ao dos problemas. Conforme apresentado no texto as integrais impréprias

podem envolver singularidades fracas ou fortes.

Esse trabalho apresentou de forma didatica a formulagao classica do MEC para
problemas de elasticidade bidimensional. A solucao de integrais improprias para essa classe
de problemas é um assunto conhecido na literatura e o foco do presente trabalho foi trazer
uma contribuicao clara e didatica para a implementacao de elementos lineares continuos e
descontinuos de geometria reta e sua integracao direta quando a singularidade fraca ou
forte se faz presente. Nesse contexto, tabelas com expressoes para calculo das integrais
impréprias foram desenvolvidas e apresentadas para essa finalidade. Sao expressoes que

podem ser facilmente adaptadas a cédigos computacionais classicos do MEC.

Entre as expressoes obtidas para calculo das singularidades fortes foi possivel
observar que a medida que os nés funcionais do elemento descontinuo sao conduzidos as
extremidades do elemento, o0 mesmo torna-se continuo e as expressoes tornam-se expressoes
cuja singularidade na avaliacao do Valor Principal de Cauchy sé é cancelada com a analise

conjunta de dois elementos vizinhos.

Grande parte das expressoes obtidas foram validadas por meio de exemplos
numéricos simples, cujas solugoes com o MEC utilizando o Matlab foram confrontadas com
solugbes numéricas obtidas com o software comercial Abaqus ou com expressoes analiticas

da elasticidade.

Uma 6tima correlacao de resultados foi obtida em todos os casos analisados
com elementos lineares descontinuos, indicando a correta implementacao do codigo e das
expressoes derivadas, tanto para as integragoes diretas de singularidade fraca (logaritmica)

e forte (O(1/r)) em substitui¢do ao tradicional movimento de corpo rigido.

Outro fato que pode ser constatado por meio dos exemplos foi a boa convergéncia

dos resultados com o maior refinamento das malhas do MEC.

7.1 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

As expressoes desenvolvidas e implementadas para integracoes singulares de

elementos lineares retos continuos e descontinuos trouxeram bons resultados nas aplicagoes
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de elasticidade apresentadas. Mas é perceptivel que a aproximacao linear em pontos com
concentracao de tensoes requer uma discretizagao refinada para a obtencao de melhores
resultados. Com o objetivo de aprofundar ou ampliar o conhecimento correlacionado ao

tema, sugere-se alguns topicos que podem ser abordados em trabalho futuros, como:

- Desenvolvimento de novas tabelas de expressoes para integracoes singulares
considerando outras ordens de interpolagoes, por exemplo, com elementos quadraticos ou
cubicos, possibilitando uma melhor aproximacao dos resultados com valores esperados e

conhecidos na literatura classica;

- Estender a mesma abordagem de desenvolvimento de expressoes praticas a
formulagao hipersingular, existente nas equacgoes 30 e 31, do MEC para a elasticidade

bidimensional, o que exigira um estudo mais aprimorado sobre as integracoes improprias;

- Investigagao sobre o uso de malhas regulares ou irregulares, buscando a criacao

de regras/sugestoes de discretizagao para a otimizagao dos resultados.
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ANEXO A. QUADRATURA GAUSSIANA UNIDIMENSIONAL

TABELA 10 - PONTOS E PESOS DA QUADRATURA GAUSSIANA UNIDIMENSIONAL

k=2
-0,577350269189626  1,000000000000000
k=3

0,000000000000000  0,88888888388388888
0,774596669241483  0,555555555555555
k=4
0,861136311594053  0,347854845137454
0,339981043584856  0,652145154862546
k=5
0,000000000000000  0,568388383883839
0,538469310105683  0,47862867045699366
0,906179845938664  0,236926885056189
k=6
0,238619186083197  0,467913934572691
0,661209386466265 0,360761573048129
0,932469514203152  0,171324492379170
k=17

0,000000000000000
0,405845151377397
0,741531185599394
0,949107912342759

0,417959183673469
0,38183005050119

0,279705391489277
0,129484966168870

k=28
0,960289856497536  0,101228536290376
0,7996666477413627 0,222381034453374
0,525532409916329  0,313706645877887
0,183434642495650 0,362683783378362

k=9
0,000000000000000  0,330239355001260
0,324253423403809  0,312347077040003
0,613371432700590  0,26061069640935

0,836031107326636
0,968160239507626

0,180648160694857
0,081274388361574

k=10

0,973906528517172
0,865063366688985
0,679409568299024
0,433395394129247
0,148874338981631

0,066671344308688
0,149451349150581
0,219086362515982
0,269266719309996
0,295524224714753

k=12

0,981560634246719
0.904117256370475
0.769902674194305
0.587317954286617
0.367831498998180
0.125233408511469

FONTE: (BREBBIA; DOMINGUEZ, 1989)

0.047175336386512
0.106939325995318
0.160078328543346
0.203167426723066
0.233492536538355
0.249147045813403
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