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RESUMO

Neste trabalho apresentamos um estudo das classes de fungoes ultradiferenciaveis dos
tipos Roumieu e Beurling definidas sobre variedades compactas e suas respectivas classes
de ultradistribuicoes. Como aplicacao, é analisada a hipoeliticidade global de operadores

fortemente invariantes em variedades.

Palavras-chave: Funcoes ultradiferenciaveis e ultradistribuicoes, classes de Roumieu e

Beurling, hipoeliticidade global, operadores invariantes, variedades fechadas.



ABSTRACT

In this work we present the study of classes of ultradifferentiable functions of Roumieu
and Beurling types defined on compact manifolds and its respectives ultradistributions
classes. As an application, we analyze the global hipoellipticity of strongly invariant

operators on manifolds.

Keywords: Ultradifferentiable functions and ultradistributions, Roumieu and Beurling

classes, global hypoellipticity, invariant operators, closed manifolds.
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INTRODUCAO

Neste trabalho apresentamos um estudo das classes de funcoes ultradiferenciaveis dos tipo
Roumieu e Beurling definidas sobre variedades compactas e suas respectivas classes de ultradistribuicoes,
conforme a caracterizagio apresentada por A. Dasgupta e M. Ruzhansky em [3]. Como aplicacao deste
estudo apresentamos uma analise sobre a hipoeliticidade global de operadores fortemente invariantes em
variedades, estendendo entao alguns resultados obtidos por A. Kirilov e W. A. A. de Moraes em [10].

Para apresentar uma visao geral dos estudos realizados, considere X uma variedade fechada,
isto é, suave, compacta e sem bordo. Seja F um operador pseudodiferencial elitico, positivo, de ordem
v € N. Fixada uma sequéncia .# = {My}ren,, satisfazendo certas condi¢oes (conforme Secio 2.1),
define-se por I' 4 (X) o espaco das funcdes ¢ € C°°(X) para as quais existem constantes h > 0e C >0

satisfazendo

|1 E* ¢l 2x) < CR"" Mok, Vk € No. (1)

Observamos que a caracterizacio de ['_; (X) nos d4 a vantagem de nao precisarmos nos referir
as coordenadas locais para introduzir tais classes. Isto permite apresentar defini¢bes analogas para
funcoes analiticas e Gevrey, mesmo se a variedade X for apenas suave. Por exemplo, tomando M, = k!,

obtemos a classe I (X ) das fungdes suaves ¢ tais que
| E* || r2x) < CRYF(vk)!, Yk € No. (2)

No caso em que X e I/ sdio analiticos, ao tomarmos My, = (k!)°, vé-se que I'fz1)s1 (X) coincide
com o espaco das funcoes Gevrey em X, para s > 1, e analiticas quando s = 1.

Veremos ainda que (1) nos permite estudar diversas propriedades destes espagos em termos
da andlise de Fourier gerada pelo operador elitico, isto é, analisando-se os coeficientes de Fourier das
exXpansoes em séries determinadas pelas autofuncoes de I. Por outro lado, ao considerarmos um re-
ferencial de campos vetoriais suaves 91, ...,0x em X, prova-se no Teorema 2.1 que ¢ € I' 4 (X) se, e

somente se, existem A > 0 e C' > 0 tais que
10%¢|| = (x) < CHIY M),

sendo 9% = 8%1 e 8;";, com j, € {1,..,N}, paracadar =1,..., K, e |a| = a1 + - + ag, recuperando
assim a caracterizacao cldssica de espacos presentes na literatura como, por exemplo, nos trabalhos de
H. Komatsu [11, 12, 13].

Apo6s uma detalhada caracterizacao dos espagos acima, apresentamos resultados obtidos acerca

da hipoeliticidade global para uma classe de operadores em X. Para introduzir uma descricio desta

nossa contribuicao, citamos duas referéncias:
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(i) o artigo Remarks on global hypoellipticity [7] de S. J Greenfield e N. R. Wallach, no qual é inves-
tigada a hipoeliticidade global de operadores definidos em variedades e invariantes com respeito a

um operador elitico;

(ii) o artigo Global hypoellipticity for strongly invariant operators [10] de A. Kirilov e W. A. A. de
Moraes, onde os autores estudaram a hipoeliticidade global de operadores definidos em variedades

e fortemente invariantes com respeito a um operador elitico.

Em ambas as referéncias, tem-se como objetivo estudar a hipoeliticidade, no sentido C'*°, de
operadores lineares que comutam com um operador elitico F fixado. Um operador linear P que satisfaz

tais condicoes pode ser estudado através da expressao

Pi(@) =3 {op(0f(0), er()),
=1
sendo op(f) € CU*d o5 simbolos matriciais de P, ]?(E) 0s coeficientes de Fourier de f e ep(z) =
(e%(gs)7 s e?‘(x)) € C%, com {e7'} uma base de autofuncgdes para o autoespaco H, do operador elitico
L.

Tendo como inspiracao estes dois trabalhos, considerando um operador linear P que comuta

com I e satisfaz certas condicoes, analisamos a validade da implicacao
u e @/(X) e Pu EF//[(X) — uc F//[(X)

através de um estudo do comportamento dos simbolos matriciais op(¢) € C%* %,

Este trabalho estd organizado da seguinte formas:

No Capitulo 1, sdo estabelecidos conceitos, notacoes e resultados fundamentais para o desen-
volvimento do trabalho, dando énfase & Secdo 1.4 onde é apresentada a anélise de Fourier em que toda
a teoria se baseia. Em particular, destacam-se a decomposicio dos espacos L?(X) em funcio dos auto-
espacos de um operador elitico e também a construcao dos coeficientes de Fourier, conforme a Definicao
1.9.

No Capitulo 2 sdo apresentadas as classes de fun¢oes ultradiferencidveis I' 4 (X) e I'(_z)(X).

A principio, sfo fixadas condi¢es sobre a sequéncia .# = { My }rcn, € estudadas diversas propriedades

da funcao
rl/k
M(r) =suplog , Yr>0.
(r) ken My

Por fim, apresentamos o Teorema 2.2, no qual os elementos de ['_,(X) sio caracterizados através de
estimativas sobre seus coeficientes de Fourier. Um resultado andlogo ao Teorema 2.2 para a classe
I z)y(X) é dado no Teorema 2.4.

No terceiro capitulo, serao estudados os espacos de ultradistribuicoes. Primeiramente, sao

construidos os a-duais, conforme Definicoes 3.1 e 3.6. Apés este passo, sdo entao fixadas as classes das
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ultradistribuicées I ,(X) e FE %)(X ). Nos Teoremas 3.3 e 3.4, as distribui¢des sdo entdo caracterizadas
em virtude da andlise de seus coeficientes de Fourier.

Finalmente, no Capitulo 4, fazemos o estudo da hipoeliticidade global de operadores forte-
mente invariantes (veja Definigao 4.1). Os Teoremas 4.1 e 4.3 exibem condi¢bes necessdrias e suficientes

para a hipoeliticidade em termos do comportamento dos simbolos matriciais de tais operadores.
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Capitulo 1

PRELIMINARES

Neste capitulo fixamos algumas notacgoes, conceitos e resultados utilizados no desenvolvimento

do trabalho.

1.1 Formulas binomiais e multi-indices

Denotamos por N o conjunto dos niimeros naturais e por Ny os inteiros nao negativos, isto é,
Ny := NU{0}. Qualquer n-upla a := («y, ..., o) € NF serd denominada multi-indice. O comprimento

do multi-indice «, denotado por ||, é o niimero
la] ==y + -+ ap.

Dado z = (21, ...,xy,) € R™, definimos, para qualquer a = («ay, ..., @, ) € Ni, o ntimero real 2% pondo

(o3

T ;:x{f‘l...xo‘n

n -

Em R”™ define-se o operador j-ésima derivada parcial %7 7 = 1,...,n. Quando nao houver
<4
duvidas sobre a varidvel utilizada, escrevemos 9; := %. Para cada j =1, ...,n, temos D; = —id;, com
7

i =+/—1. Dado a = (ay, ..., ap) € NI, define-se
9% = 07195 - 9o e PP = DIVDER e [0,

"

. . . . e
As notagoes acima ainda podem ser vistas como 9% = MW
oL O

D% = DRt D = (=00 (i) = (=)0 0m) = (=)o,

Se a = (ay,...,a,) e 8 = (B, ..., By) sdo multi-indices, dizemos que « é menor do que ou
igual a (8 se, e somente se, as todas as componentes de « sdo menores do que ou iguais as componentes

correspondentes de 3, isto é,
aéﬁ <~ CMj<ﬁj7 VJ:177TL
O fatorial de o = (avy, ..., ) € NF é definido por

al = aq!

15



Também podemos estender o conceito de niimero binomial para multi-indices:

<a> . (a,%)3537 sea = 3
B 0, se a < fB

?

com & _ﬁ = (al - ﬁl? cey Oy _ﬁ’n)

Dados N € Ne zq,...,z, € R temos a formula de Newton generalizada

N!
(14 +z)V = Z Jxa7 (1.1)

lol=N

também conhecida por Teorema multinomial. Tomando z; = 1, para todo j = 1, ..., n, obtém-se de (1.1)

a identidade

NI
=3 —- (1.2)

lol=N

Por fim, considerando a expansao de Taylor da funcdo exponencial

(e o]
el = E
k=0

| -

k
T teR,

I

segue imediatamente que

t* < klef, ¥t eR,Vk e Np.

1.2 Variedades suaves e espacos de funcoes sobre variedades

Ao longo deste trabalho, a menos de mencao contraria, vamos considerar X uma variedade
C* fechada (compacta e sem bordo) de dimensio n equipada com um elemento de volume fixo da.
Seguindo a teoria desenvolvida na Sec¢ao 5.2 de [17], relembramos que um atlas suave sobre X é uma
familia 22 = {(U,, ©a) }aca, sendo U, C X um aberto e ¢, : U, — Q, é um homeomorfismo sobre o

subconjunto aberto €, C R"™, para cada o € A, tal que:
1. Para quaisquer Uy, Ug com U, NUg # (), as aplicacbes de transicao
p8 09, 9aUaNUs) = ¢p(Us N Up)
sao difeomorfismos suaves entre abertos de R™.

2. A familia {U,},ea é uma cobertura de X, isto é,

U V=X

acA

O par (U, ) € # é chamado de carta de coordenada local suave em X.

Na sequéncia sao listados alguns espacos que serao frequentemente utilizados neste trabalho.
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o (X)) é o espago das fungoes definidas na variedade X que sfo infinitamente diferencidveis.

Frequentemente nos referimos a C°°(X) simplesmente como o espaco das fungoes suaves sobre X.

o Denotamos por 2'(X) o espago das distribui¢oes em X. E possivel mostrar que 2’ (X) pode ser
identificado com o dual topolégico de C*(X), sob certas condicdes (veja a Secdo 6.3 de [9] para

mais detalhes).
o [2(X) é o espaco das funcdes f: X — C que sdo mensurdveis e satisfazem
/ |f(2)|?de < 0.
X
Em particular, recordamos que L?(X) é um espaco de Hilbert quando munido do produto interno
(o) = [ J@iEds, fge LX),
X
o (X)) é o espaco das fungoes f: X — C que sdo mensuraveis e satisfazem
||f||L<><>(X) < o0,

sendo || f|pe(x) = esssup,. x | f(z)].

Definicao 1.1. Seja U C X um subconjunto aberto e f: U — C. Definimos o suporte de f por

suppf = {z € U; f(z) # 0}. Quando suppf for compacto, dizemos que f tem suporte compacto.

Denotamos o conjunto de todas as fung¢oes suaves com suporte compacto em U por C§(U).
Proposigao 1.1. Seja (X, F, u) um espago de medida tal que u(X) < oo. Entdo L>=(X) C L?>(X) e
1
£l 2y < N llpee ym(X)2.

Demonstragao. Veja referéncia [6], Proposicao 6.12. 0

1.3 Operadores pseudodiferenciais em variedades

Nesta secao fixaremos algumas notacoes e resultados referentes a teoria dos operadores pseudo-
diferenciais em variedades. Para tanto, fazemos um breve resumo sobre operadores diferenciais em R”.
Novamente, nao apresentamos as demonstracoes dos resultados aqui exibidos, sendo que estes podem

ser encontrados na Secao 5.2 de [17].

Defini¢ao 1.2 (A Classe de Simbolos S™(R"™ x R™)). Dizemos que uma func¢io suave o definida sobre

R”™ x R™ pertence ao espago S™(R™ x R™) se satisfaz a estimativa
10702 0(x,€)] < An,(1+ €)™,

para quaisquer «, 8 € Nj e quaisquer z € R e £ € R", sendo A, 3 uma constante que pode depender

de « e 3, mas nao depende de x e £. Neste caso, dizemos que ¢ é um simbolo de ordem m € R.
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Defini¢ao 1.3. Dado um simbolo ¢ € S™(R™ x R"™), definimos o operador pseudo-diferencial com

simbolo ¢, denotado T, pondo

o~

Tf(a)i= [ @eOo(n OF O, v R, feCER), (1.3

com ]?(5) = fﬂg e 2798 f(y)dy denotando a transformada de Fourier de f. A classe dos operadores da
forma (1.3) com simbolos em S™(R™ x R") é denotada por ¥"(R"™ x R™). Ainda podemos nos referir
ao operador T, como operador pseudodiferencial de ordem m e ¥ (R"™ x R™) como a classe dos

operadores pseudodiferenciais de ordem m.

Por definigio, a classe de simbolos S™(R™ x R™) ¢é localmente invariante por mudancas de
variaveis suaves, isto é, se tomarmos uma mudanca local da variavel x num simbolo pertencente & classe
S™(R"™ x R), este ainda pertencera & mesma classe S™(R™ x R™). Na Sec¢io 2.5.2 de [17] s@o encontrados

mais detalhes sobre este fato.

Definicao 1.4. Um simbolo o € S™(R"™ x R™) é elitico se existem constantes C' > 0 e ng > 0 tais que
oz, &) = CIE[™,  sempre que [§] = no,

para todo = € R". Dizemos que o operador pseudodiferencial T}, é elitico se seu simbolo o for elitico.

Definicao 1.5. Sejam A: C®(X) — C™(X) um operador linear e ¢,¢» € C®°(X). Definimos o
operador ¢pAy: C>*(X) — C*(X) pondo

(@AY )u(z) = (@) AP - u)(z), =€ X,ueCT(X).

Definicao 1.6. Se (U, ¢) é uma carta em X, entdo para um operador A: C*°(U) — C*°(U) definimos
Ay C(p(U)) = C=(p(U)) pondo

Apu = Aluop)oyp b, wue C™(p(l)).

Defini¢ao 1.7. Dizemos que um operador linear A: C*(X) — C°°(X) é um operador pseudodi-
ferencial de ordem m € R em X se, para toda carta (U, ¢) em X e para quaisquer ¢, ¢ € C5°(U),
o operador (¢Aw), é um operador pseudodiferencial de ordem m em R™. Como a classe de operadores
pseudodiferenciais de ordem m em R”™ é difeo-invariante, segue que a classe correspondente em X ¢é bem

definida. Denotamos a classe dos operadores pseudodiferenciais de ordem m em X por ¥™(X).

Ainda no contexto da Defini¢do 1.7, note que, se u € C™(p(U)), entéo

(pAY)pu = (pAP)(uo ) o .
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Portanto, se = € p(U) e, denotando 7 := ¢~ (z) € U, temos

(@AP)pu(z) =

Definigao 1.8. Um operador A € ¥ (X) é elitico se (¢pAy), for elitico em R”, para toda carta
(U, ) e para quaisquer ¢, ¢ € C3*(U). Denotamos a classe dos operadores pseudodiferenciais eliticos

de ordem m € R sobre X por ¥7"(X).

Note que, dados T, € (X ) e T, € VP(X), entao T, 0T, € ¥™P(X). Em particular, se T,
for elitico, isto é, T, € ¥7*(X), existe T, € ¥ (X)) tal que
Tool,=I+R e T,0T,=1+5,
U™ (X).

sendo R e S termos regularizantes tais que R, S € [, .p

Dizemos que T, é uma parametriz de T,. Em particular, segue que

T,0T,,T,0T, € ¥ (X).

1.4 Analise de Fourier gerada por operadores eliticos

Seja X uma variedade fechada de dimensao n equipada com um elemento de volume dx.
Considere um operador pseudodiferencial I elitico e positivo definido de ordem v € N, isto é, F &
U _(X). Nestas condigdes, mostra-se que os autovalores de F formam uma sequéncia de niimeros reais,

digamos {A;}jen, a qual podemos reordenar de modo que
0< A < g < = Ho0.

Para cada \;, denota-se o autoespaco correspondente por H; := ker(E — \;1) C L*(X), o

qual consiste de funcoes suaves devido a eliticidade de E. Denotamos ainda
o Hy:=ker K.
» Mg :=0.
s d; = dim J(;, para todo 5 € No.

Como F é elitico, F é Fredholm, logo dy < co. Ainda sobre os autovalores de F e as dimensoes

dos autoespacos J{;, temos o seguinte resultado:
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Proposigao 1.2. Sejam X wuma variedade fechada de dimensio n e I € W (X), com v € N. Entio

eriste uwma constante C' > 0 tal que

d; <C(1+XN)¥, VjeN (1.4)

Ademais, temos que
Zdj(1+xj)ﬂ<oo<:>q>§. (1.5)
Demonstragao. Veja referéncia [4], Proposicao 2.3. 0

Para cada j € Np, como d; = dimJ(; < oo, podemos considerar uma base ortonormal {e;‘?};jj: i
para J{;, com respeito ao produto interno (-, -) 12, aplicando o processo de Gram-Schmidt se necessario.
Pode ser mostrado (ver [19]) que L?(X) decompde-se como a soma direta hilbertiana (completamento

da soma direta algébrica)
[ee]

L*(X) = pH;,

3=0
logo o conjunto B = {e;?; j € Ng, 1 € k < d;} é uma base ortonormal para L?(X). Entao, qualquer

f € L?(X) pode ser expressa por
d.7

F=Y(f by peef,

§=0 k=1
devido & ortonormalidade da base B.

Definicao 1.9. Para cada j € Ny e 1 < k < dj, definimos o coeficiente de Fourier de f & L2(X),
denotado por ]?(j7 k), pondo

f(j?k) = <f7 6§>L2

Observacao 1.1. Em particular, podemos reescrever

Definigdo 1.10. Definimos, para cada j € Np, o coeficiente total de Fourier de f € L?(X)

correspondente a J(;, denotado por f( 7), como sendo o vetor coluna
f.1)

fG) = : €Y.
f(3,d;)

Para cada j € Ny, definimos a norma de Hilbert-Schmidt de ]/C\(j) € €%, a qual representamos

por ||f( )|lzs, como sendo a norma euclidiana cldssica de f( /) em C%, isto é,
1/2

s
17 G)las = 1F G less =/ (F(G), T = [ Y176k
k=1
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A férmula de Plancherel, frequentemente utilizada, é dada por

£ 17200, = D

=0 k=1

d.;

3

7GR =316
=0

Uma consequéncia imediata é a desigualdade

o~

1FGles < N1 fllz2xy, Vi € No.

Utilizando a férmula de Plancherel e a eliticidade do operador E, obtém-se a seguinte carac-
terizagao para funcdes suaves em termos de seus coeficientes de Fourier e dos autovalores de £ (para

mais detalhes, ver referéncias [4, 5]):
FeC®(X) = YN, I0x ta. [f,E) < CnA;Y, Vizl, 1<k<d;

Se além de todas as hipdteses sobre X e F, estes também forem analiticos, podemos reformular

o resultado de Seeley [18] como
f 6 analitica <= 3L > 0,3C t.q. |f(j, k)| < Cexp(~=LA}"), Vi>1, 1<k <d;. (1.6)

Nas demonstracoes dos proximos capitulos sera bastante 1til a estimativa dada abaixo, cuja

demonstracio é dada na referéncia [5], Lema 8.5.

Lema 1.1. Sejam X uma variedade fechada e I € WY (X)) wm operador elitico. Entdo
n—1
leflLmgxy S CA> , VEEN. (1.7)

Sera necessario determinar os coeficientes de Fourier da acdo de poténcias de Y numa funcao
de L?(X), isto é, E™¢(4, k), j € Ng e 1 < k < d;, para ¢ € L?(X) e m € Ny, bem como relacionar os
coeficientes de Fourier de combinac@es lineares de duas (ou mais) funcdes em L?(X) com os coeficientes

das mesmas. O resultado que supre essas necessidades é dado em seguida.
Lema 1.2. Sejam ¢,v¢ € L*(X) e m € No. Entdo:
(i) wale a igualdade
Ema(i, k) = X796, k), Vi€ No, 1<k <dy;
(ii) para quaisquer z,w € C, vale
(26 + wi)(6,5) = 206, 5) + wll,7), WL eNo, 1< <dp,
Demonstragdo. (i) Sejam m € Ny e ¢ € L?(X). Lembrando que B = {e;‘?; jeNpy, 1 <k<d;} éuma

base ortonormal de L?(X), ¢ pode ser expressa por

oo de

6= > dltr)e,

£=0 r=1
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logo

oo de oo de
Em =3 "N "G ETep =3 Y g4 )T e
{=0r=1 #=0r=1

Entéo, para cada j € Ny e k € {1, ...,d;}, segue que

oo dy
Emg(, k) = <Em¢7e§>ﬁ<ZZ¢WW@;7@§>
12

¢=0r=1
oo de
= DD bllmATeg, €
¢=0r=1
= A7¢(4, k),

sendo que a Ultima igualdade ocorre pelo fato de que (e, e§> 72 hao se anula somente quando £ = j e

r=ke (eéﬂ e§>L2 = ||e§?||%2(x) = 1, pela ortonormalidade de B.

(i1) Utilizando a linearidade do produto interno (-, )2, temos
(26 +wp)(l5) = (2¢+wd,ef)rs

Z<¢7 €Z>L2 + w<¢7 €Z>L2

266, 9) + wi (£, ),

quaisquer que sejam ¢, € L2(X), z,w € Ce £ €Ny, j € {1, ..., d¢}.
O
Vamos precisar de algumas relacoes entre normas e produto interno, as quais sao apresentadas
nos préximos resultados (Proposigdes 1.3 e 1.4), cujas demonstragdes sao facilmente encontradas em [8]

u [14]. Fixado m € N, denotamos o produto interno usual em C™ por (-, -} = (-, Jem.
Proposicao 1.3. Para quaisquer xz,y € C™, m € N, vale a desigualdade de Cauchy-Schwarz
|2, y)| < llz/las|ylles-
Proposigao 1.4. Para todo x € C™ wale
m
lzllss < D leg| < v/l fus. (1.8)

j=1
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Capitulo 2

FUNCOES ULTRADIFERENCIAVEIS EM VARIEDADES

Neste capitulo exibimos a construcao das classes de funcoes ultradiferencidveis conforme de-
finido na referéncia [3]. A construcio e a caracterizacio destes espacos é dada em termos da expansio

em autofuncoes de um operador elitico em X.

2.1 A sequéncia ./Z/

Estamos interessados em sequéncias de niimeros reais postivos { My }ren, que satisfagam: exis-

tem constantes H > 0 e A > 1 tais que
(M.0) Mo=M; =1.

(M.1) My < AH*M;, para todo k € No.
(M.2) My, < AH?® M2, para todo k € No.
(C.L) M? < My, 1My, para todo k € N.

A condicio (M.2), chamada de estabilidade, serd til na caracterizacao de espagos funcionais.

Note ainda que (M.1) e (M.2) sdo uma versao mais fraca da condi¢io

My, < AH* min MM, ,, VkeN;
0<gsk

assumida por Komatsu, a qual garante estabilidade sob aplicacio de operadores ultradiferenciais. Na
verdade, em [16] Lema 5.3, mostra-se que a condi¢ao acima é equivalente a (M.2). A condicao (C.L) é
chamada de converidade logaritmica, a qual juntamente com (M.0) nos garante que {Mj}ren, € uma

sequéncia nao-decrescente.

Exemplo 2.1. A sequéncia { My }ren, dada por My, := k! satisfaz as propriedades (M.0), (M.1), (M.2)
e (C.L), tomando A =1e H = 2.

(M.0) My=0l=11=1.

(M.1) Para todo k € Ny, tem-se

E+1) (k+ 1)k
(;):( Z') =k+1<2" = (k+r1)!g2FkL
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(M.2) Provemos por indugio em k € Ny. Para k = 0 e k = 1, a desigualdade é imediata. Suponha que

(M.2) vale para k > 2, ou seja, nossa hipétese de indugio é Ei{f)); < 2%% . Entdo

kL)Y (k12 2k 22k DK 2k + 1)(2Kk +1) (2k)!
(k+1)12 (k+DIE+1)!  (k+DEE+DE (k+1)(k+1) (kD2
(h<i') 2(2k++11)22k _ 2::11 92kH1 < 9 92kt _ 92(k+1)

sendo que a ultima desigualdade decorre de (2k + 1)/(k + 1) < 2, para todo k € N. Portanto,
temos que (2k)! < 22F(k!)2.

(C.LL) Para todo k € N, temos

(E—DWE+1)! (k=D (k+ Dk k1
(k1)2 T k- k

>1 = (k=DI(k+1)!> (k)2

Observagao 2.1. Com o objetivo de nao mencionar a todo momento que a sequéncia { My }ren,
satisfaz as propriedades (M.0), (M.1), (M.2) e (C.L), faremos o uso da notacio .# = { M} }ren, para

indicar tal fato.
Temos ainda a seguinte propriedade:

Lema 2.1. Seja { My} ren, uma sequéncia de nimeros reais positivos satisfazendo a propriedade (M.1).

Entao, dado k € Nq, sendo A > 1 e H > 0 as constantes de (M.1), vale

2(e—1)

My, ¢ < AYHY*H =M, V{eN.

Demonstracao. Fixado k € Ny, procedemos por inducao em ¢ € N. Se ¢ = 1, utilizando a propriedade

(M.1), temos

1(1—1)

My < AH"M;, = AYHDYYH = M.

Suponha agora que a propriedade vale para ¢ > 1 (hipdtese de indu¢ao), e mostremos que a mesma vale
para £+ 1. De fato, utilizando (M.1) e a hipétese de inducao (H.I.), temos

(M.1) ke (H.I) k4l 480 ppenk i)
Mty = M1 < AH "My < AH"TA"(H)"H = My

£(e—1) £(£—1)

_ AZ+1HkH€H€kH 5 Mk _ Aé+1(Hé+1)kHé+TMk

20+02—¢ e+
2

My, = AP (HELYE S

1) ((e4+1)—1)
2

_ AZ+1(H€+1)]€H
_ AZ+1(H€+1)]€H 5,

e segue o desejado.

. (=1 .
Decorre deste resultado que existem constantes C' := A°H A5 o b= HY tais que

My o < ChF M.
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Observagao 2.2. Poderiamos ainda obter esta estimativa aplicando a propriedade (M.1) sucessiva-
mente, isto é,
Mo < AH"™ My SAHMTARM 2 M 4 s

— AQHQ("““)*PQM,{M,Q Lrme AZHZ("““)*(”'"“)MkM,Z

_ AZ(HZ)]{HF*(HW”%)M]{ _ AZ(Hé)kHé(z;an?
sendo que na tltima igualdade utilizamos a identidade (14 --- + ¢) = —Z(ZQH).

Observacgao 2.3. Antes de iniciarmos o estudo de classes de funcoes definidas em variedades, vamos
citar trabalhos e ideias que foram desenvolvidos para fungoes definidas em R™. Em [11], [12] e [13], foram
estudadas classes de funcoes ultradiferenciaveis em R™ associadas & sequéncia .#', mais especificamente,
o espaco das fungoes ¢ € C*°(R") tais que para todo subconjunto compacto K C R™ existem constantes
h >0 e C > 0 satisfazendo

sup |8%¢(z)| < ChI® My, aeNp. (2.1)
ze K

Dado um espago de fungdes ultradiferencidveis satisfazendo (2.1), podemos definir um espago

de ultradistribui¢oes como sendo seu dual topolégico. Em [12], mostra-se que sob as condiges (M.0),

(C.L), (M.1) e a condicdo adicional >~ MJ\ZI < 00, uw é uma ultradistribuicio suportada em K C R”

se, e somente se, existe constantes L e C tais que
[u(§)] < CexpM(LE)), € €R™,
e, além disso, para cada € > 0 existe uma constante C, > 0 tal que

[a(O] < Ceexp(Hr(() +€[C]), ¢eC

onde
W(¢) == (e, u(x))

é a transformada de Fourier-Laplace de wu,
k

M(r) := suplog . e Hg(¢) = sup Im{z, ¢).
keN k weK

2.2 A funcao associada M

A fim de introduzir os espacos alvo de nosso trabalho, considere um operador elitico £/ € ¥ (X)
e uma sequéncia # = { My} ey, (sequéncia de nimeros reais positivos { My} ren, satisfazendo (M.0),

(M.1). (M.2) e (C.L).
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Definicao 2.1. Fixada uma sequéncia .# = { My} e, , define-se a fungao associada M: [0,0) — R,

pondo M(0) :=0e
vk

Vr > 0.

/4
M(r) :=suplo :
(r) kEg S M,

Observacao 2.4. M é uma funcao nao-decrescente.
Destacamos algumas propriedades da fun¢ao M: [0,00) — R nos préximos Lemas.

Lema 2.2. Se Ay é um autovalor de E, entdo para quaisquer q, L. >0 e d € (0,1), existe C > 0 tal que

1/v
/\Zef‘m[(m‘l ) < C uniformemente em € > 1. (2.2)
Demonstra¢ao. Da definicao da funcao M, temos que
s

., M
q_—M(LAY™) q vp
Afe AR DY L"p5/\§57 ¥p e N, (2.3)

pois, para cada p € N, tem-se

(L/\l}/")vp o LYP)D
M £,

vp

M(LA") > log

vp

donde segue que, para § > 0,

, LyP)\P LVP)\P =8 MS
—(5M(L/\l}/ )g—élogM—élog< i 4) zlog—LVm;)m
vp vp 12

e, aplicando exp nesta desigualdade e multiplicando por A}, obtemos (2.3). Em particular, usando a

desigualdade obtida logo acima com p satisfazendo pé > g+ 1se L ¢ =2 1 e p=1se LYy < 1, segue

que
s s
A e—0M(LASY) 34 My _ My <C
¢ = éLu(qH)/\gH Lrla+1y )y, =
uniformemente em ¢ > 1, o que implica em (2.2). 0

Lema 2.3. Se infycoyn % #+0, para todo r > 0, entdo

—1
Tyk 5 fMuk
sup = (in .
reny Mg keN rvk

Demonstra¢ao. Por um lado, para todo p € N, temos

1 1 VP
: ML 2 Moy
infren TVka =~ MVP

e, como a desigualdade acima é valida para todo p € N, segue que

1 R
= sup .
peN Mup

My
vk

infrey
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Por outro lado, para todo k € N, é verdade que

1 1 M,
rve X vk ko
su —— = rv
Ppen Mo, Mo
0 que implica em
1 . My rvP 1
——— < i — sup

rvr vk = . Mz
SUPpen 77, kN T pell Myp ~ infyoy 255

Das duas desigualdades obtidas, segue o resultado.

Lema 2.4. Para todo r > 0 valem as igualdades

vk M
4 e exp(—M(r)) = inf i,

exp(M(r)) = su
pM(r)) kEgMuk

Demonstragdo. Da defini¢do de M(r), r > 0, temos

rl/k rl/k rl/k
exp(M(r)) = exp (sup log > = sup (exp log > = sup :
kel vk kEN My keN My

Segue disto que

exp(—M(r)) = ———
SUPreN 37, Mon

isto é,

. —vk o "
iggr My = exp(=M(r)), r>0.
Lema 2.5. Para quaisquer £ €N e L > 0, se Lo := ﬁ, sendo A e H como em (M.2), entdo

ef%M(LAE/”) < efM(LQAE/V).

Demonstracao. De fato, temos

DU 1 (LAY . 1. (DA
exp <_§M(L/\é )) = exp (‘5 i‘EJIN) log Typ = eXp ;gg 3 log Typ
1/2 M2 ML/

P vp 2vg
= in < inf ——+, 24
(LA*)E v LEN? T aEn D 2

= infexplo
oo plog

com a ultima desigualdade vindo do fato de que inf A < inf B, quando B C A. Agora, utilizando a

propriedade (M.2), existem constantes positivas A e H tais que

Moyq < AH?IM, .
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Da desiguadade acima e de (2.4), para todo g € N segue que

1/2 v 15y
AT H"M,, M,,
= Lra)d *(m%mxg
_ MVq _ MVq
) T

para Lo := ﬁ. Por fim, como a desigualdade acima vale para todo ¢ € N, tomando o infimo, tem-se

1 /v . 7 1/v
o (20N ) < i 7y = o (600 )

2.3 O espago I' 4(X)

Estamos agora em condicoes de introduzir uma classe andloga a definicao de H. Komatsu para
uma variedade compacta C°°. Para tanto, considere fixados um operador elitico £ € ¥Y(X) e uma

sequéncia 4 = {My}rew,. Durante todo o trabalho, sempre vamos assumir algum dos casos:

o Caso Roumieu: Existem constantes £ > 0 e C, > 0 tais que

k! < Cpt* M, Vk € N.

o Caso Beurling: Para todo ¢ > 0 existe C; > 0 tal que

k! < ColF M, VEk e N,.

Definicao 2.2. A classe das fungoes ultradiferencidveis em X do tipo Roumieu, denotada por

I 4 (X), é o espaco das fungbes ¢ € C°°(X) tais que existem constantes h > 0 e C' > 0 satisfazendo
|1 E*$|2x) < CR"" Mk, Vk € No. (2.5)
Observacao 2.5. Podemos fazer algumas observacoes sobre a Definicao 2.2.

(1) A principio, a notagio I' 4 (X) pode parecer equivocada, uma vez que precisamos de um operador

E e ¥Y(X) para definirmos tal classe. Entao deverfamos denotar
g x(X):={¢€C™X);3h>0,3C >0 t.q. |[E*¢| r2(x) < Ch"*M,,, ¥k € No} .

Entretanto, veremos que I'g 4 (X) néo dependers da escolha de F.
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(2) Em (2.5), tomamos L2-normas por motivos que ficario mais claros no decorrer de nosso estudo.
Entretanto, o Teorema 2.1 estabelece que podemos utilizar L*°-normas em vez de L?-normas,
obtendo um resultado equivalente; além disso, no lugar de utilizar apenas poténcias de um unico
operador agindo em funcoes, podemos avaliar a acao de um referencial de campos vetoriais suave

em fungoes de I' 4 (X).

(3) As classes da Defin¢ao 2.2 sdo equivalentes as classes de fungoes que pertencem aos correspondentes
espacos de fungdes em cartas de coordenadas locais (veja o item (v) do Teorema 2.1). Ademais, a

fim de cobrir os casos analitico e Gevrey, pode-se supor X e IV analiticos.

(4) A Defini¢io 2.2 nos d4 a vantagem de que nio precisamos nos referir as coordenadas locais para
introduzir a classe I 4 (X). Isso nos permite apresentar defini¢bes andlogas para funcoes analiticas
e Gevrey, mesmo se a variedade X é apenas suave. Por exemplo, tomando M, = k!, obtemos a

classe I (X) das fungdes ¢ tais que
| E* | p2(x) < CRYF(vk)! Yk € No. (2.6)

Se X e F forem analiticos, mostraremos no Corolério 2.3 que tal espaco é precisamente o espaco

das funcoes analiticas em X.
Observacao 2.6. O caso Beurling é apresentado na Secao 2.3.

O Teorema a seguir resume algumas propriedades essenciais do espaco de funcoes do tipo

Roumieu I’ 4 (X). Tais propriedades formalizam a discussio iniciada na Observagio 2.5.

Teorema 2.1. Sdo vdlidas as sequintes propriedades:

(i) O espago I' 4(X) indepedende da escolha do operador E € WY(X), isto é, ¢ € I' y(X) se, e
somente se, (2.5) vale para algum (e consequentemente para todo) operador pseudodiferencial elético

Eevr(X).
(ii) Tem-se ¢ € I' 4 (X) se, e somente se, existem constantes h >0 e C' > 0 tais que

| E*¢|| o (x) < CR**M,y,, Vk € Ny. (2.7)

(iii) Seja 01, ...,0n um referencial de campos vetoriais suave em X (logo Z;V:1 832 ¢ elitico). Entao

(b = I X) se, e somente se, existem >0 e > 0 tais que
//l( ) 3 5 h C q
||6 ¢||L°°(X) < Ch‘ ‘fu\ozh (28)

para todo multi-indices o, sendo 0% = 95 - - 07X, com 1 < ji,...jxk <N ela] =as + -+ ak.
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(iv) Tem-se ¢ € I' (X)) se, e somente se, existem h >0 e C > 0 lais que
18%6]l 2 (x) < ChI* My, (2.9)
para todo mulli-indices o como em (iii).

(v) Assuma que X e E sdo analiticos. Entdio a classe ' 4 (X) é preservada por mudangas de varidveis
analiticas, e consequentemente é bem definida em X. Além disso, em toda carta de coordenada

local, esta consiste de fungoes pertencendo localmente a classe I 4, (R™).

Demonstragdo. (i) Considere um operador elitico I/ € WY (X) e seja ¢ € C°(X) tal que
IE* ¢ r2cxy < CRY* My, Wk € No. (2.10)

Mostraremos que se P é outro operador elitico em V% (X)), entao podemos substituir £ por P em (2.10).

Para tanto, para cada k € Np, denote por E~* uma parametriz de E*. Neste caso, temos
E*oEF =T+ Ry, (2.11)
sendo Ry um operador pseudodiferencial regularizante. Segue de (2.11) que
Ptg = (P o BF)(E"g) — (P* o Ry)(9). (2.12)

Note que os operadores P* o E=F e P, o R;, tem ordem zero, para cada k € Ny, logo sdo
continuos em L?(X). Pelo Teorema de Calderon-Vaillancourt, apés fazermos algumas adaptacdes (veja
[1] e o Teorema 5.2.23 de [17]), podemos encontrar constantes positivas A e B, que ndo dependem de k

e nem de ¢, mas somente de um nimero finito de derivadas dos simbolos de F e P, tais que

I(P* 0 EZF)(E*$)ll12(xy < AMIE*l|2(x)

[(P* o Rp) (@)l 2¢xy < B* 9l 2 (x)-

Assim, utilizando a desigualdade triangular e o fato de que .# := { M} } xen, é ndo-decrescente,

segue de (2.12) e das estimativas acima que

I1P*¢ll L2 x) < AMIE 8]l 2 (x) + B*lI¢ll L2 (x)
< A*Ch* M, + BFC M,y
= C(A*W"* + B M,
< C((AYhy)"* 4+ (B hy)"*) My
< 20h"F My,

= O W My,
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sendo hy := max{h,1}, Cy := 2C e h := max{AY*hy, BY"hy, 1}.

(ii) Queremos mostrar que (2.5)<(2.7).

(2.7)==(2.5). Por hipétese, existem R >0 e h > 0 tais que [|[E¥¢|| o(x) < RR"*M, 4, para
todo k € Ny. Pela Proposicao 1.1, existe ¢ > 0 tal que ||Ek¢||L2(X) <& c||Ek<b||Loo(X). Combinando estas

desigualdades, segue que
IE*¢|lr2(x) < el E*|| oo (x) < Reh" "M,y = Ch"" M4,

para todo k € Ny, sendo C := ¢R, e isto implica em (2.5).
(2.5)=(2.7). Seja ¢ € I' 4(X), logo vale (2.5), ou seja, existem R > 0 e s > 0 tais
que ||Ek¢||L2(X) < RsYFM,;,, para todo k € Ny. Se ¢ = Z;io ZZ;l <$(j7 ) ¢ utilizando (1.7), as

Proposicoes 1.3 e 1.4, a desigualdade triangular, o Lema 1.2 e a férmula de Plancherel, segue que

ol ze=(x) = Z k)e¥|| L (x)
o dJ
< D8Rl
j=0k=1
do o dj
= Z| O, B)llefll Loy + > 16, k)l ekl z=(x)
k=1 j=1k=1
an & . . 2 H o , nm1
<100, R (max el ) + 30 D186 R (€A
1<k<do -
k=1 G=1k=1
=0
do N [ee] dj N 1
= OG0B+ DD o0, RN
k=1 =1 k=1
Pro. 1.4 oo 1
Tro. . o~ ARy é Lfé
<OV |60)lss +C" Y180 BN
Y =1 k=1
I 2 s g 1/2
Pro. 1.3 . .~ . i 019 ! n=1_g\?2
< ROl O | 30D 018G BN S ()
j=1k=1 7=0k=1
e uly 1/2 e g 1/2
~ ~ nol_gg
= Clg0)ms +C" [ DD Mol k)P DN
J=1 k=1 §=0 k=1
o & 1/2 5 1/2
Lem: 1.2 0% N Ty S Y
= o) +C7 [ 3D 1B, R DN 1
j=1k=1 =0 k=1
1/2 1/2
o oo ' [eS] .
= CloO)las +C" | D IEDG) s D dihy”
j=1 §=0
converge por (1.5)
< Clgleex) + CHIE Sl o x),
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n—1 Y

1/2
com C* = C" (Z;io djA; " ) e a ultima desigualdade decorrendo da férmula de Plancherel e do
fato de que a série no 1ltimo termo converge ao tomarmos ¢ suficientemente grande (devido a (1.5)).

Portanto, obtemos
6]l 2o (x) < Cllpll2cxy + CHNE Dl 2y (2.13)

Usando (2.13) e a propriedade (M.1) da sequéncia .# = {M}}ren, repetidamente, tem-se,

para todo m € Ny,

IE"$llre(xy < CIE™ll2x) + O IE™ 6] 12 x)
& CR"™Mym + C*Rs" O M)
& C’Rs"mMym T C*RsumsuéArV(qué)f1My(m+é)71
< C’Rs"mMym T C*RsumsuéArl/(qué)f1Arl/(m+é)72MV(m+é)72
_ C’Rs"mMym T C*RsumsuéAQTQV(W%ké)f172My(m+é)72
< C’Rs"mMym T C*RsumsuéAuéruéu(qué)f17~~~7uéMym

GRS My + CF RV AV (gt
_ éRSVmMym + C*R(srué)um(SA)uéryg2,(1+...+ué)Mym
< (éR + C*(SA)V%M“(H“*"@) B My,

= Ch"™"Mym

com C = CR+ C*(sA)4rv€—(++v8) o b .— max{s, sr**}, e isto implica na validade de (2.7).

De maneira totalmente analoga &4 demonstracao feita em (ii), prova-se que sio equivalentes
(2.8) e (2.9), o que sera 1til para demonstrarmos os demais itens.

(iil) Aqui, precisamos mostrar que (2.5)<(2.8).

(2.8)=-(2.5). Se mostrarmos que (2.8)=-(2.7), por (ii) teremos(2.8)=(2.5). Seja ¢ € C*>(X)

e suponha que vale (2.8), ou seja, existem C' > 0 e s > 0 tais que [[0%¢| poo(x) < Cs‘“‘M‘a‘, para todo

.
Considere o operador elitico £ = Z;V:1 8?, o qual pertence ao espaco ¥2(X). Entdo, com
Y, € {0;}Y,, para j = 1, ..., |af, para todo z € X e todo k € Ny, utilizando o Teorema multinomial

adaptado a ndo comutatividade de campos vetoriais, podemos fazer a estimativa

o k! (2.8) k!
[Lre(@)] = 1Q ) e < Y, SV Y] < D —OsH My
=1 \

lo|=k al=k

k(1.
O Mo Y = L2 2 Moy N* = C(sv/IN) 2 Moy, = Ch2* Moy,
lal=k ’
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sendo h := sy/N. Da desigualdade obtida acima, segue que
1£7¢]| oo x) = sup |£F ()| < Ch** Moy,
re

para todo k € Ny, donde vale (2.7), implicando, por (ii), em (2.5). Portanto, segue do item (i) que (2.5)
vale para todo operador pseudodiferencial elitico em W2(X).

Finalmente, mostremos que ¢ € I' 4 (X). Para tanto, note que £*/? € ¥¥(X), entdo segue
pelo item (i) que £"/? também define a classe I' , (X ). Ainda pelos itens anteriores, sabe-se que I'_; (X)

independe da norma tomada (em L? ou L>). Observe que

L% 2|35 ) = (LV*/2¢, LVF/2 )
(6, £7* )

ol L2y 17 ¢ll L2
< CA™ My

1072581132 xy

N

Pela propriedade (M.2), temos que
Mo, < ATH?FMZ,,
e portanto, concluimos que existem C’ > 0 e h > 0 tais que
1L 72" Bl 2 (x) < C'R¥* My,
o que implica em ¢ € I' 4 (X).
(2.5)=-(2.8). Como (2.8) < (2.9), basta mostrar que (2.5)=(2.9). Seja ¢ € C°(X) e
suponha que vale (2.5), isto é, existem C' > 0 e s > 0 tais que ||Ekq§||L2(X) < Cs¥® M1, para todo k € Ny.

Denotando por E~* uma parametriz de E* e por R, o termo regularizante tal que E—F o EF = I + Ry,

podemos escrever

aa:PaoEk+Qa,k7

sendo P, == 0%c EF e Qok = 0% 0 Ry,
Por um argumento andlogo ao que utilizamos na demonstragao de (i), existem Hy > 0e Hy > 0
tais que || Padllr2(xy < Hilldllr2(x) e 1Qawdll2x) < Hf[|¢llr2(x), sempre que |of < vk. Portanto,

temos

10°llr2xy < (Pao E®)@llrocx) + 1Qawdlln2cx)
< HPNE | p2cx) + HE ol p2cx)

< C/ hukMVk
com C’ e h independentes de k e de «, donde segue a validez de (2.9) e, consequentemente, a de (2.8).
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(iv) Queremos mostrar que (2.5)<(2.9). Como (2.5)(<ii:i>)(2.8) e (2.8)<(2.9), segue imediata-
mente o resultado desejado.
(v) Dada ¢ € I 4(X), representemos por ¢ alguma localizagdo de ¢ em R™, isto é, existe

uma carta de coordenadas (U, ) tal que ¢ = ¢ o

em (U). Uma vez que vale (2.8), o resultado
segue diretamente ao utilizarmos a desigualdade M), > Ck! e a regra da cadeia (Nao vamos nos ater
aos detalhes dos calculos, pois nao temos o objetivo de revisitar todas as propriedades e resultados

estabelecidos para localizagdes em variedades; isso pode ser encontrado nas referéncias [15] e [17]).
O

Exemplo 2.2. Este exemplo diz respeito & parte (v) do Teorema 2.1. Note que a classe Gevrey de ordem
s = 1, ¥*(X), de funcoes ultradiferencidveis pode ser vista como v*(X) ="y (X) com # = { M}, } ren,
tal que My = (k!)®, para s > 1. Pelo Teorema 2.1, parte (v), este é o espaco das fungdes Gevrey ¢ em
X, isto é, fungbes que pertencem as classes Gevrey v*(U) em toda carta de coordenada local, ou ainda,

tais que existem constantes h > 0 e C' > 0 satisfazendo
10°4ll o=y < CRI¥I(Jalt)?,

para toda localizacao ¢ de ¢ em X e para todo multi-indices «.. Se s = 1, este é o espaco das funcoes

analiticas.

Nosso proximo passo é caracterizar a classe de funcoes ultradiferencidveis do tipo Roumieu
I #(X) em termos dos autovalores do operador ' € W% _(X) através de estimativas sobre os coeficientes
de Fourier. Aqui estamos supondo que £ é positivo definido a fim de utilizar a teoria desenvolvida na
secio 1.4. Assumimos que £ e X sdo apenas suaves e nao necessariamente analiticos (deixaremos

explicito quando se fizer necessario assumir analiticidade).

Teorema 2.2. Tem-se ¢ € ' 4 (X) se, e somente se, existem constantes C >0 e L > 0 lais que
16(0llss < Cexp (-MELA)), Ve 1.
Demonstragio. Lembremos que, dada ¢ € C°°(X), tem-se
pel 4(X)+=3C>0,3h>0t.q. [[E™P|12xy < CR""Mym, Vm € No.

Suficiéncia: Seja ¢ € ['_,(X). Queremos provar que, para todo ¢ € N, existem C' > 0 e
L > 0 tais que ||<$(€)||Hs < Cexp (—M(L/\l}/y)). Dado m € Ny, pela férmula de Plancherel, temos que

IE" ¢l 720y = D IE™$(0)ls.
£=0
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Do Lema 1.2, temos que ﬁb(ﬁ) = /\2”215\(6); logo,

IE™$[22x) = an N2 = ZA%W ).

Como ¢ € I' 4(X), existem C' > 0 e h > 0 tais que ||E™¢[|12(x) < Ch"" M), 0 que nos dé

SISO = 1B ¢l3xy < (CH™ My, )

— V21 OP160]lks)” < (CR™ Mym ),

donde obtemos

1¢(O)llas < ——™, V€2 1. (2.14)

Defina r := /\l}/y/h e note que de (2.14) podemos fazer

16(Olss _ _ Myw My

C = <>\1/V>l/m prm
£
h

Myk Lem. 2.4
< inf - =
keN 1

e utilizando o Lema 2.4

(G
c

exp(—M(r)) = exp <_M(h71/\l}/u)) 7
o que implica, tomando L := k™', que
”(g(é)”Hs < Cexp <_M(L/\l}/v)) 7

para todo £ > 1
Necessidade: Seja ¢ € C°(X), de modo que existam C > 0 e L > 0 tais que

16(0)lss < Cexp (-M(LA)), VeeN.

Precisamos mostrar ¢ € ['_4(X), ou seja, que existem constantes R > 0 e h > 0 tais que

|E™ 9| 2(xy < BRRY™ My, para todo m € Ng. Pela férmula de Plancherel e por hipétese, temos

IE™$l22xy = D NE™()% = vanqx MR
j=0

=0
ST < ZW [ exp (<))

=1 =1
_ C/iA?meXp (—M(LA;/”))exp (—M(L/\;/”))7 (2.15)

com C' = C2,
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Para cada j € N, note que

1/ s AZm AZ™

2m v _ J ) . J

A2 exp (—M(L/\j )) - T S Ty — T e
SUPreN ~—Afn M, 4

para todo p € N. Em particular, tomando p = 2m + 1 na desigualdade acima e usando a propriedade
(M.2) da sequéncia .# = { M },en,, segue que

2m 1/1/ A?m (MQ) —1 2vm
/\j exXp <—M(L/\j )) < WMV(QM+1) < /\j AR Moy,
J

para A, h > 0. Voltando em (2.15),
IE™6l3ecx) < YA AR ™ Moy exp (—M(LA}Y))
j=1

= AR My S A exp (—M(LA;/ ”)) . (2.16)
=1

Para cada j € N,

1 1/v ], MVP _ Ml’p !
/\j exp (—M(L/\j )) < /\j /\ng,p ~ Twp /\p+17
J

para todo p € N. De (1.5), sabemos que Z;‘;l (1+d+)q < 00 & q > 7; entao, tome p grande o suficiente,
+
de modo que para cada j € N, tenhamos
14 ;) 1 d
oty THA)T < . —
3 = d; /\§+1 = (1+ X))

Logo, pelo teste de comparacao, a série Z;i1 /\p—1+1 converge.
7
Voltando em (2.16) e usando a propriedade (M.2) da sequéncia .# = { My, }ren,, obtemos

M, 1
Lvp AP+1
J

||Em¢||%2(X) < C/AhQVmMQVmZ
j=1

M, 1

o / 2vm vp

= CAR™ Moym 2>~
j=1"7

N —

=C"<o0

(o)

C'C"AM,p . o
- Tp hQ MQllm

< RhQVmMQ

vm?

o que implica em ||E™ || r2(x) < R My, ou seja, ¢ € I'_4(X).

2.3.1 A classe v*(X)

A partir do Teorema 2.2 podemos obter a caracterizacido para a classe Gevrey

Y(X) =Tuns(X), se[l,00),
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em que 4 = {(k!)®}rew,. Para verificar isto, mostremos primeiramente que
M(r) =~ /.

De fato, usando a desigualdade % < e', para N € Ny e t € R, que decorre da expansiao de

Taylor da funcao exponencial, temos

M) o o = suplog (LY,
T = Ssu O = su O —
wen SR reh S\ (k)

/s

AN e,
< suplog < suplog(e” ")
¢en £l ¢en

= srt/s (2.17)
Por outro lado, temos a desigualdade (veja a férmula (3.20) de [2])

inf (2 2ps,.—2p (_i 1/5) )
e <o (g
Analogamente, para quaisquer v € N e k > v, usando a desigualdade (k + v)¥” < (4v)F k", obtemos a

desigualdade (basta seguir a mesma ideia da deducio de (3.20) em [2])

s
inf (pp)"Por "P Lex (——rl/s) .
3 nf (vp) Sexp (— -

Por fim, utilizando a desigualdade acima e p! < pF, segue que

exp()) = exp (suplos s ) = supesp (s (7 )

~ p 1 Lem. 2.3 1
ken ((rl/e)=vE(uk))e infren((rl/e) =k (vk))s
1 B 1
inkaN((rl/s)fuk(Vk)uk)s o infren (rfuk(yk)uks)
1 - 8 1/5
exp (—g=rt/s) P <4yer ) ’

ve

e segue pela monotonicidade da funcao exponencial que

5 /s &
ol S M(r). (2.18)

Combinando (2.17) e (2.18), obtemos

s

=yl g M(r) < sri/s. (2.19)
dve

Podemos entao formular uma caracterizacao para os espacos Gevrey:

Teorema 2.3. Suponha que X e I sio analilicos e seja s € [1,00). Enldo, temos que ¢ € v*(X) se, ¢

somente se, existem constantes C' >0 e L > 0 tais que
#s a1
13(0) s < Cexp(—IAF), ¥e> 1.

Em particular, para s = 1, recuperamos a caracleriza¢io de fungdes analiticas dada em (1.6).
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Demonstracdo. A primeira parte da demonstracao segue imediatamente do Teorema 2.2 juntamente
com o fato de que M(r) ~ /% (ver (2.19)) para a classe v*(X), s > 1. Portanto, basta provar (1.6).
Sejam X uma variedade compacta fechada e F um operador diferencial analitico, elitico, positivo e de

ordem v. Considere {¢;} e {A\} as respectivas autofungoes e autovalores de F, isto é,
E¢i = Ay, k.

De acordo com [18], uma funcao suave f = Z;io fj¢; é analitica se, e somente se, existe uma

constante C' > 0 tal que, para todo k& > 0, temos

(o)

D NP < (k) e,
§=0

que pode ser vista como a férmula de Plancherel

(o)

IE* 12200 = D A28 < (k)2 C2R42,
J=0

pois f = Zj f;¢; implica em

BFf =% [E* =Y fiNids = B ey = 2 NI
J J j

J
Em virtude da Definicdo 2.2, para a classe de funcoes analiticas, podemos tomar M, = k! e,

pelo Teorema 2.2, f é analitica se, e somente se,

o~

1FG)lles < Cexp(—LA") ou | f;] < O exp(—L'A™),

com M(r) = sup,, log % ~ r, considerando (2.19).
O

Observacao 2.7. No Teorema 2.3 assumimos X e I analiticos com o objetivo de interpretar o espaco

~v*(X) localmente como um espaco Gevrey, baseando-se na ideia do item (v) do Teorema 2.1.

2.4 O espago I'( 4 (X)

Finalizamos este capitulo introduzindo as classes de funcées do tipo Beurling.

Definicao 2.3. A classe das fungoes ultradiferenciaveis em X do tipo Beurling, denotada por
L) (X), é o espaco das funces ¢ € C*°(X) tais que para cada h > 0 existe uma constante C > 0
satisfazendo

|E*¢| n2cxy < Cob* My, Yk € N.

O Teorema a seguir caracteriza os espacos de funcoes do tipo Beurling de modo semelhante

ao que ¢ feito no Teorema 2.2.
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Teorema 2.4. Tem-se ¢ € I'(_4\(X) se, e somente se, para todo L > 0 existe Cr, > 0 tal que
16(0)lss < Crexp (—M(LAY)), We> 1. (2.20)

Demonstracdo. A demonstracao deste resultado segue as mesmas ideias apresentadas para a prova do
Teorema 2.2, fazendo-se as devidas modificacoes. Sendo assim, mostramos apenas que a estimativa
(2.20) é necessaria. Para tanto, seja L > 0 qualquer. Fixado m € Ny, pela férmula de Plancherel, dada

¢ € I'_y)(X) temos que

IE™ 72y = Z 1E™ ()13 = z:kgmllqb )lgs:
donde segue que, para todo 7 € N,

MGG Es < HE™ 0Ty = 160)lls <A™ 1E™@ll2cx)-
Como ¢ € I'(_4)(X), existe Cp, > 0 tal que
IE*¢ll2(x) < CLLY*M,x, Yk € Ny,

logo

& —m <5 vm Ml/m Mum
||¢( )”HS = CLLVli/mAj == CLLQ T < CLT
(L/\j )Vm (L/\j )l/m

0 que implica em

||¢(j)||HS < Ml/m
C = Lvyym’
L (LX)

com Cj, = Cy, - max{1, L?*™}. Portanto, segue que

”(b( s < inf My exp (—J\/[(L/\l,/”))7
Cr, keN (L/\l/")

e assim

166 lss < Crexp (=M(IN)), Vi > 1.
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Capitulo 3

ULTRADISTRIBUICOES

Neste capitulo estudamos os espacos de ultradistribuictes, ou seja, dos funcionais lineares
continuos sobre I' 4(X), no caso Roumieu, e sobre I'_4(X), no caso Beurling. O principal objetivo
é caracterizar tais espacos através dos coeficientes de Fourier (Teoremas 3.3 e 3.4). Para tanto, se faz

necessaria a construcao dos espacos a-duais, apresentados a seguir.

3.1 «a-duais

Em primeiro lugar, serd apresentada a defini¢do formal do a-dual do espago I' 4, (X) e, em

seguida, estabelecemos um resultado que nos da caracterizacoes alternativas de elementos do a-dual.

A
’

Defini¢ao 3.1. O a-dual do espacgo [’ 4 (X) de funcoes ultradiferencidveis, denotado por [I"_z(X)]
¢ definido como

oo de

v ={vebeeny; P O N(we)||6(£, 5)] < 00,00 € T,V € T4 (X)

£=0 j=1

Podemos ainda usar a notacio v(¢, ) := (v¢); (a j-ésima coordenada do vetor v, € C%) e
1/2

de
lvellss = | D [o(6, )P
j=1

Observagao 3.1. Cada elemento v € [I' #(X)]" é uma sequéncia de vetores da forma v = {ve}rep,

tal que, para cada £ € Ny, v, € C%. Por exemplo,

Vg — ((2}0)17 (2}0)27 wincesy (vo)do) == (2}(07 1)7 2}(07 2)7 ceey 2}(07 do)) € (Cdo
v = ((2}1)17 (2}1)27 ceey (vl)dl) == (2}(17 1)72}(172)7 ...71}(17 dl)) € (Cdl

Vg = ((2}2)17 (2}2)27 g (vg)dZ) = (2}(27 1)72}(272)7 ...71}(27 dg)) S (Cd2

Definimos o sequndo dual deT' (X ), denotado por ([I'_4(X)]")", como o espaco das sequéncias
w = {wy}ren,, com w, € CU, tais que

oo de

3 l(we)sll(ve);] < o0, Yo € [Ca(X)]"

£=0 j=1
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Observacao 3.2. Uma discussao acerca do a-dual para o caso Beurling é apresentada na Secao 3.2.1.

O proéximo resultado, e o mais importante desta secao, nos fornece caracterizacoes alternativas

para [z (X)]".
Teorema 3.1. As afirmagdes a seguir sdo equivalentes.
(i) v e [La(X))".
(ii) Para todo L > 0 tem-se
S exp (=MEA)) lleelss < oo.
=1
(iii) Para todo L >0, existe K = K, > 0 tal que
Jeellns < K exp (M(LA))
vale para todo £ € N,
Demonstragdo. (i)==(ii). Dados v € [['_4(X)]" e L > 0, seja ¢ uma funcio em C°(X) satisfazendo
3(¢,7) = exp (—M(LA%)) . YleNy, 1< <dp

o Afirmacao: ¢ € I' 4(X). De fato, por (1.4), existem g € N e C > 0 tais que \/de < CA],V{ > 1,

entao

1/2 1/2

Z (exp (—J\/[(L/\l}/y)))2

Jj=1 Jj=1

16(0)1las

I
=S
5\
&3y
T

I

1/2

— exp (=M(LA)) Ve

I
@
[
=
/?
e~
S
(S
~
ot
N’
—

(1.4) 1 o 1 v
< OMlexp <—§M(LA§/ )) exp (—QM(LAE/ )>7

para todo ¢ > 1. Pela estimativa (2.2), temos que A} exp (-%M(L/\é/”)) < ' uniformemente em
£ > 1; logo,
o~ 1 y
[(0)]las < C"exp (—53\/[([//\[}/ ))

vale para todo £ > 1. Pelo Lema 2.5, para Ly = ﬁ, temos que

1 v v
exp <_§M(L/\z}/ )) < exp (—M(Lgx\;/ )) ,

donde obtemos

16(0ls < ¢ exp (-M(L2X")) s Ve 1,

o que nos dé ¢ € ' 4 (X) pelo Teorema 2.2, e isto prova a afirmacéo.

41



Usando a desigualdade (1.8) e o fato de que ¢ € I'_,(X), segue que

oo oo de
> exp (-MEN) ) lleellss < 3 [exp (—MULA)) D Tl )]
=1 = j=1

1

oo de
= 0[S (WA Jett, )
j=1

£=1 =

oo de

= D31l 5)] < oo,

=14=1
com < oo vindo da hipétese (i), uma vez que ¢ € I' 4 (X) e v € [['_y(X)]", donde segue a validez de
(ii).

(i))==(i). Seja v = (v¢)ren,, com vy € C%, de modo que

> exp (-M(LA) ) oelss < oo,
el

A

, ou sefa, que 3557 35 |(ve);l16(6,5)| < oo,
para toda ¢ € I'_4(X). Para tanto, seja ¢ € I' 4 (X). Pelo Teorema 2.2, existem C' > 0 e L > 0 tais que

para todo L > 0. Devemos mostrar que v € [I' 4 (X)]

16(0)|lss < C exp (_M(LA%)) 75 Y

Entao, podemos fazer a seguinte estimativa utilizando a hipétese e a desigualdade de Cauchy-

Schwarz (C.S.),

oo de R (C.8) o]
S 3 lwesllel i) < levzllellczﬁ lus
=0 =1 =0

= lvollaslé(0)lus +Z||W||HS||¢ lus

T 1/v
< JoolualBO)hs +OS eelhaexp (ML)
<00
<00, por hipétese
< 0,

donde segue que v € [, (X)]".
(i1)==-(iii). Esta implicacao é imediata devido & convergéncia da série, que é nossa hipétese.

De fato, se
> exp (=MIAY)) leellas < oo,
=1

para todo L > 0, entao existe K = K > 0 tal que, para todo £ > 1

exp (-MLAY)) feellss < K,

42



0 que implica em

l[vellas < K exp (M(LA;/")) , VCeN,

donde segue (iii).

(iii)==-(ii). Sejav € C%, ¢ > 1. Dado L > 0, tomando Ly := como no Lema 2.5, temos

L
VAH
que

exp (—%M(Lx\?”)) < exp (—M(LQ/\l/V)) (3.1)

e para tal Lo, segue da hipétese que existe K = K, > 0 tal que
leellss < K exp (M(L20;")) 4= exp (=M(L2A™)) [loellss < K. (3.2)

Além disso, por (2.4), temos
1/2
My

LVP/\p/27 Vp € N.

exp ( 2M(L/\1/”)>

Por fim, da desigualdade acima, (3.1) e (3.2), segue que

> exp (=MULA)) el

=1
= e (—UEN) ) exp (—gMLA) ) el
=1
3.1 =
< D e (——M(LA” ”)) exp (—M(Lar") ) lleellss
=1
(3.2) 1/2
< K ew () <KY
Ay
1/2 oo
— KMLVI; L<OO
LT /\P/Q

=1 "¢
sendo que a série Y ,° Ap—l/Q converge ao tomarmos p grande o suficiente, utilizando (1.5) e o critério de
£

comparacao. 0

/
3.2 O espaco I ,(X)
Finalmente, introduzimos o espago das ultradistribui¢tes sobre I' 4 (X).

Definigao 3.2. A classe das ultradistribuigoes sobre I' 4 (X), denotada por I ,(X), é o conjunto

de todos os funcionais lineares u: I' 4 (X ) — C tais que para todo € > 0 existe C. > 0 satisfazendo

[u($)] < Ce sup ML sup |[Elg(x)], Vo €T 4(X).
aeNg zeX

Observagao 3.3. Podemos usar a notacao alternativa (u, ¢) := u(¢).
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Defini¢cao 3.3 (Convergéncia em I' ,(X)). Considere uma sequéncia {¢.,}men C 'y (X) e uma
funcio ¢ € I' 4 (X). Entao, ¢, — ¢, quando m — oo, se existe ¢ > 0 tal que

sup 6‘Q‘Mﬂi\ sup |E'® (¢, — #)(z)] = 0, quando m — co.
aeNg zeX

Observagao 3.4. Temos ainda que v € IV (X)) se, e somente se, u(¢y,) — 0 quando m — oo, para

toda sequéncia {¢, fmen C 'y (X) convergindo para zero em I 4, (X).

Definigao 3.4. Definimos os coeficientes de Fourier de u € IV ,(X) pondo

A k) =u(k) e @) =ale) = e e,

u(l, de)

para £ € Ng e 1 < k < dy. Define-se ainda

1/2

de
[(6)||as == (Z (e, /f)|2> , VleNy.
k=1

Definigao 3.5. Sejam {ug}scn uma sequéncia em IV, (X) e v € IV ,(X). Dizemos que u; converge

para v em [ (X)) se u;(¢) converge para u(¢) em C, para toda ¢ € I'_,(X).

No que segue, vamos provar que o espaco de ultradistribuicées I/, (X) coincide com o a-dual

[+ (X)]", no sentido de identificacio de elementos em cada um dos espacos. Em outras palavras, a

A

partir de qualquer v € [I'_4(X)]" é possivel determinar um elemento de I'V ,(X) e, reciprocamente, a

partir de qualquer elemento v € I/, (X)) é possivel determinar um elemento de [I"_,(X)]".

Teorema 3.2. v € IV (X)) se, e somente se, v € [[_4(X)]".

A

Demonstragdo. (<==). Seja v € [I"_y(X)]" arbitrdrio. Dada uma func¢ao ¢ € I' 4, (X), vamos definir

S oo de
v(p) = Z%(é) TS Zzg(&j)(”éh
£=0 =0 =1

Pelo Teorema 2.2, como ¢ € [' 4 (X), existem constantes C' > 0 e L > 0 tais que

16(0)lss < Cexp (-M(LN")), VeeN.
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Além disso, pelo Teorema 3.1, tem-se

0 d[ (o) dg

(@) = |3 D606 we);| <D0 16(,5)1(ve);]
£=0j=1 £=0j=1
< 16(0) sllvellas = 16(0) lasllvollus + > 16(&)]lasvellas
=0 b=1.
< @) lasllvollas +C S exp (_Mmy ”)) [vellss < o0

<0 =1

<o, pelo Teorema 3.1

o que nos diz que v(¢) é bem definido.

Para verificar que v é continuo, seja ¢; — ¢ em I' 4 (X) quando j — oo, isto é,
Slip e‘a‘Mlj‘i‘ ig){ |Elel(¢;(x) — ¢p(x))| = 0 quando j — oo.
Segue que
sup ! M) sup [B1°(g; (@) — ¢(2)] = sup I M, I BIN(8; — $)ll ey < C
com C; — 0 quando j — oo. Isto implica que para todo «
el ML 1B (5 — )l =) < Cy

= |E(¢; — d)|l=(x) < C5AY1%IM, |0,

—1/v Segue da prova do Teorema 2.2 e do Lema 1.2 que

com C; - 0 quando j o0 e A :=¢

183(0) = (Ollss = 11(&5 = $)(O)llns < Cexp (—M(LA))

com C} — 0. Logo

o(é) o) =  [o(d; - &)
oo de
= DD (i — ) k) el
=0 k=1
oo de
< S B R ekl
=0 k=1
S THO sl
£=0
<O exp (=MIN)) fleellss — 0,
=0

quando j — oo, o que implica em v € IV ,(X).



(=)- Sejawv eI’ ,(X). Por definicdo, para todo ¢ > 0 existe Cc > 0 tal que

[o(¢)] < Ce sup €M, ] sup |El*lg(x)], Vel 4(X).

aeNg

Em particular, tomando ¢ = eg e usando a desigualdade (1.7), segue que

[o(el)] < Cesup ML SUPIE‘“‘ el(@)|
aeNg
= (. sup 6‘0“MV‘ sup|/\‘ ole7 ()|
aeNg
=  C.sup oM ‘1‘/\‘ ‘sup |eg(x)|
aeNy exX
S I lol af—1 ylely S
< CL sup e My‘a‘/\é A,
aeNy
o] o +&
€
= Clsup —F—, (3.3)
aeNg Aﬂda
para k := . Usando a propriedade (M.1) da sequéncia .# = { My} ren,, podemos fazer a estimativa
(utilizando o Lema 2.1)
v(|la|+k)—1
Mygariy < AHYIHOTIM, 01 gy
<
< AukHuku(\a\+k)f(1+~~+uk)MV‘a‘

_ AVkHVkV‘a‘J”ﬁk2H*(1+"'+Vk)M |

vl|af

_ Aukhuk\a\+uk2Hf(u,k)MV‘a‘7

com h:=H" e f(v,k) = —(1+ -+ vk) independente de a. Logo a desiguadade acima implica em

1 AVE [T (k) prklal+vk?
Mool Mygorry
Esta desigualdade e (3.3) implicam em
_ 6\a\+k7k/\‘;4+kAuka(u,k)huk\a\+uk2

lo(el)] < C! sup
S g M, (1a)+x)

a|+kpkyv(|lal+E ||+
_ Céﬁkauka(u,k) sup el (R®) (I )/\z

el My (a)+1)
1
Lpkyw(lol+k) ylal+k
-« et ‘ J34( \+k)é < Clew <M(LA%))7
6 0 vi |

com L = e/*hF. Ao mesmo tempo, segue pelo Lema 2.5 que
exp (M(L/\l/y)) exp ( M(Lg/\l/y)>
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Ls
AH®
Por fim, dado Lz > 0, tome ¢ > 0 tal que Ls = v/ AHe/?h%, entdo a desigualdade acima, (1.4)

tomando L =

para algum ¢, e (2.2) implicam que existe Cy,, = C!' > 0 satisfazendo
1/2 1/2

de _ 9 d¢ " 2
‘ < ZCQ/ exp (M(L/\/”))
=1

[o(ee)llns = Z@(ej)

1
— C’cll}/2 exp (M(Lx\é/y)) < CAlexp <§M(L3/\;/V)>

N

1 y 1 v
Cexp <§M(L3A§/ )) exp <§M(L3A§/ ))

Cexp (M(LgAi/")) 7

ou seja, v € [['_y(X)]" pelo Teorema 3.1.

O

Finalmente, podemos caracterizar uma ultradistribuicdo u € IV ,(X) em termos de seus coe-

ficientes de Fourier e dos autovalores do operador F € ¥ _(X).

Teorema 3.3. Temos que u € IV ,(X) se, e somente se, para todo L > 0 existe K = Ky, > 0 tal que
[6(6)lns < K exp (M(LA;/”)) , VleN.

Demonstragdo. Basta combinar os Teoremas 3.1 e 3.2. De fato, se por um lado v € I/, (X), segue pelo
Teorema 3.2 que u € |[I'_z(X)]"; logo, pelo Teorema 3.1 (iii), dado qualquer L > 0 existe K = K, > 0
tal que [|u(€)|lgs < K exp (M(L/\é/y)), para todo ¢ > 1.

Reciprocamente, se para todo L > 0 existe K = K, > 0 tal que ||@(¢)|lss < K exp (M(L/\é/y)),
para todo £ > 1, segue novamente pelo Teorema 3.1 (iii), que v € [["_4(X)]", o que implica pelo Teorema

32quew el  (X). 0

3.2.1 O espago I' ;) (X)

De modo analogo ao que foi feito para as classes do tipo Roumieu, o primeiro passo para
o estudo do espaco FE %)(X ), das ultradistribui¢tes do tipo Beurling, é introduzir o espago a-dual

correspondente,

Definig¢ao 3.6. O a-dual do espaco I'_4(X) de fungdes ultradiferenciaveis, denotado por [ (X)]",
é definido como

oo de

v ={vebeeny; 3 O (we);||6(£ 5)] < 00,ve € C¥, Y4 € T y(X)
=0 j=1
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Definimos o segundo dual de TI'(_4\(X), denotado por ([F(//[)(X)]A)A, como o espago das
sequéncias w = {wye}eery,, com w, € C¥| tais que

oo dy

33 l(we)sll(ve);] < 00, Yo € [Da (X))

£=0 j=1
Definicao 3.7. A classe das ultradistribuigoes sobre I'( 4 (X), denotada por FE//[)(X)7 é o

conjunto de todos os funcionais lineares w: I'_4(X) — C tais que existem ¢ > 0 e C' > 0 satisfazendo
(@) < Csup el Mg sup |Bg(z)], Ve € Tay(X).
Teorema 3.4. Temos que u € FE//!)(X) se, e somente se, exristem K >0 e L > 0 tais que
|G()lus < K exp (M(LA;/”)) . WleN.

Teorema 3.5. As afirmagdes a sequir sdo equivalentes.

(i) ve FE//!)(X)'

(ii) v € [T (X)]".

(iii) Friste L > 0 tal que

Zexp (—M(L/\l}/y)) lvellas < oo.
—1
(iv) Existem L >0 e K > 0 tais que
Jeellas < K exp (M(LA))

vale para todo £ € N,
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Capitulo 4

HIPOELITICIDADE GLOBAL

Neste capitulo apresentamos um estudo para a hipoeliticidade global de certos operadores

lineares sobre as classes de funcoes ultradiferencidveis estudadas nos capitulos anteriores.

4.1 Operadores invariantes

Analisamos aqui a classe dos operadores invariantes com respeito ao operador elitico E €

\Ijl/

" .(X), como introduzido por J. Delgado e M. Ruzhansky em [5].

Sejam X uma variedade compacta suave e I/ € ¥4 _(X) um operador elitico. Como visto em
[5], 0s espagos C*(X) e Z/(X) sfo caracterizados em termos de seus coeficientes de Fourier da seguinte

forma:

FEC®(X) <= VYNeN,3ACx >0 tuq. |[fO)|lus < Cn(1+ X)) N, WeN (4.1)

ue€ 2'(X) <= 3IN eN,3C >0 t.q. ||[a@)|ss <CA+X\)Y, V&N, (4.2)

Proposigao 4.1. Seja P: C™(X) — C®(X) wm operador linear. Se o dominio do operador adjunto

P* contém C(X), enldo as sequintes condigoes sio equivalentes:
(i) Para cada j € No, temos P(JH;) C H;.
(ii) Para cada j € Ng e 1 < k < dj, tem-se PE@? = EPe;?.
k

iii) Para cada ¢ € Ny, existe wma matriz o(£) € C%<% tal que, para todo e, tem-se
2 q ¥ p j .

Pek(t,m) = o(Omidze, 1< m < de. (4.3)
(iv) Para cada £ € No, existe wma matriz o(£) € C¥* tal que
Po(6) = o(0(), ¢ C(X). (4.4)

As matrizes o(£) em (4.3) e (4.4) coincidem, logo podemos usar a notagdo op(£) := a(€). Além disso, se
P pode ser estendido a wm operador linear continuo P: 2'(X) — 2'(X), entdo as propriedades acima

também sdo equivalentes a:
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(v) PE = EP em L2(X).

Demonstragio. Veja o Teorema 4.1 em [5].

O

Introduzimos agora as classes de operadores fortemente invariantes, conforme definidas em

[10].
Definicao 4.1. Ainda no contexto da Proposicao 4.1, diremos que:

e P ¢ invariante com relacao a F (ou simplesmente F-invariante) se alguma das propriedades

(i)-(iv) for satisfeita.

o A sequéncia de matrizes op(f) € C¥**% que aparece nas propriedades (iii) e (iv), é o simbolo

matricial de P.

o P ¢é fortemente invariante com relagao a F quando P puder ser estendido a um operador

linear continuo P: 2'(X) — 2'(X) e satisfaz qualquer uma das propriedades (i)-(v).
Para manter nossas notagoes organizadas, observe que podemos reformular (4.4) como
Po(0) = op(0)p(0), ¢ € C(X) Le N, (45)
donde, em termos de coordenadas do vetor PAcb(E), ¢ € Ny, para cada m € {1,...,ds}, temos
Po(t,m) = (0p(0)$(£))m, &€ C=(X).

Com estas notagbes, note que a acdo de qualquer operador FE-invariante P numa funcao

¢ € C=(X) pode ser escrita como

Po= 373" Pttt — 3 3 or 03 Ohmer
=0m=1 £=0m=1
0 que implica em
oo dy " %) N
=3 Y ErOHOIme (@) = Y [op(08(0)] erla), @€ X,

=0 m=1 £=0
sendo ep(z) 1= (eé (x)) cC¥e |:0'p )(E(ﬁ)} ee(x) pode ser visto como o produto interno usual
em C% entre os vetores ap(é)g( £) e epx), isto &,

(o2 (08(0)] extw) i= (op(O5(0), o)

cde

Em particular, para cada e;‘?,

Pe?(x) = Z op(Jmre] (z), z€X,



pois

oo dy

Peiz) = D3 (op(0(0) (@)

=0 m=1 m

oo dg de s
S (Zap(e)mie;?(e?i)) ()
¢=0m=1 \i=1
oo de  de

= 2.2 op(Omile] e r2ef' (@)
=0 m=14d=1
D dg dg

- Z Z Zap(é)mﬁjﬁm@zn(x)

=0 m=1i=1
dj

= Z ap(j)mke?‘(x)

m=1
Na Proposicao 4.1, foi visto que (apds reformularmos em (4.5)), para cada ¢ € Ny existe uma

matriz op(¢) € C4~% tal que
Po(t) = op(0)d(0), V¢ € C=(X). (4.6)

Pode ser provado que (4.6) se mantém vilida para elementos de 2'(X), isto é,se P: 2/(X) = 2/(X)

é um operador fortemente invariante, entao
Pu() = op(0)i(f), Vue Z'(X),v€ €Ny, (4.7)

o que pode ser consultado em [10].

A classe de todos os simbolos matriciais serd denotada por 3, isto é,
Y= {o;Ng 2 £ o(€) € Clerde}

Para o estudo da hipoeliticidade de um operador, vamos usar as defini¢bes dadas em [7] e

algumas propriedades sobre ntimeros associados a simbolos matriciais.

Definicao 4.2. Seja o € Y um simbolo matricial. Para cada ¢ € Ny, definimos

m(o(¢)) = inf {||a(£)v||Hs;v e C% e ||v||gs = 1}

M(o(€)) = sup {||a(€)v||Hs;v e C% e ||v||gs = 1} .
Observacao 4.1. Sobre a definicao acima, destacamos que:

o M(a(0)) = [lo(O)]l 2(cae-
o o({) é invertivel <= m(co(¢)) # 0.

o Se o(¥) é invertivel, entdo M (o (£)~1) = m(a(£))~ L.
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4.2 _7//-hipoeliticidade global

Estabelecemos a seguir a nocao de hipoeliticidade global considerada neste trabalho e, em

seguida, exibimos o resultado que a caracteriza em termos dos simbolos matriciais.

Defini¢ao 4.3. Um operador P: 2/(X) — 2'(X) é dito globalmente .#-hipoelitico em X quando
we 2'(X)e Puel 4,(X) implicarem em w € I' 4 (X).

Teorema 4.1. Seja P: 2'(X) — 2'(X) wm operador fortemente invariante com relagdo a E. Entdo,

P € globalmente 4 -hipoelitico se, e somente se, para todo € > 0 existe C. > 0 tal que
m(op(4)) > exp (—M(ex\;/y)) ,  sempre que 7 = C..

Demonstragio. Necessidade: Considere u € 2/(X) tal que Pu = ¢ € I' 4(X). Como precisamos
mostrar que P é globalmente .#-hipoelitico, precisamos concluir que v € I’ 4(X). Para tanto, vamos

recorrer & caracterizacio dada no Teorema 2.2. Por (4.7), temos que
b(0) = op(0)i(l), e No.

Por hipétese, para cada ¢ > 0 existe C¢ > 0 tal que m(op(j)) # 0, sempre que j > C, ou,
equivalentemente, para cada ¢ > 0 existe C. > 0 tal que op(j) é invertivel sempre que j > C.; logo,

podemos escrever
@) =op() o), i3> Ce
Como ¢ € I' 4(X), segue pelo Teorema 2.2 que existem C' > 0 e Ly > 0 tais que
16(0)lss < Cexp (-M(LoA;™)), VeEN.
Da desigualdade acima e utilizando o Lema 2.5 com E¢ = %, para cada ¢ € N, temos
160l < Cexp (-M(LA))
1 1
— Cexp <—§M(L¢A§/”)> exp <—§M(L¢A§/”)>
< Cexp (—M(I:(ﬁ/\;/y)) exp (—M(I:(ﬁ/\;/y)) ) (4.8)

Entao, tomando €y := I:¢, existe C¢, > 0 tal que, sempre que j > C,, vale

Bl = lorG) 80 < lop ()N g, 10 s

T hip. - 1/1/ ~
m(op()N9lss < exp (M) 1807 s
C exp (M(E¢A;/V)) exp (—M(E¢A;/V)) exp (—M(E¢/\;/V))
= Cexp (—M(E¢/\;/V))
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e segue pelo Teorema 2.2 que w € I' 4 (X); logo, P é globalmente .#-hipoelitico.

Suficiéncia: Vamos proceder por contrapositiva, isto é, negando a tese e construindo um
elementou € Z'( X)\I'_y(X) para o qual Pu € I 4(X), contrariando a hip6tese de que P é globalmente
A -hipoelitico. Suponha que existe ¢y > 0 tal que, para todo C' > 0 existe j > C de modo que

m(op()) < exp (—M(eoA)")) .

Em particular, tomando C' = 1, existe j; > 1 tal que m(op(j1)) < exp (—M(eo/\;l/y)); logo,
existe v;, € C% tal que |lvj,llas = 1 e |op(j1)vsllas < exp (—M(eo/\;l/y)). Em seguida, tomando
C = ji, existe jo > j; tal que m(op(ja)) < exp (—M(eo/\;gl’)) e, consequentemente, existe v;, € C%:
com vy, |lus = Lel||op(j2)vj, |lus < exp (—M(eox\;gy)). Indutivamente, obtemos uma sequéncia {v;, } pen

com v;, € CUk, |lvj, |lus =1 e
lopie)os s < exp (=M(eodj/")), vk €N. (4.9)

Defina
de

0
u = E
£=0

a(l, m)ey”,
1

de modo que
v;, se = j, para algum k € N
(Cdg Bﬂ(ﬁ): Jk Je P g
0, se £ £ ji para todo k € N
Por construcao, temos que ||@(€)|lags < 1 < (14 \¢), para todo £ € Ny, o que implica por (4.2)
queu € Z'(X). Claramenteu ¢ I' 4 (X) (uma vez que I (X)) C C*°(X)), pois [|[@(jz)||lus = ||vj.llzs = 1,

para todo k € N, ou seja, nfo é satisfeita a condigao (4.1), logo v ¢ C*°(X).

Notemos que, como %(£) = 0 sempre que ¢ # ji, podemos escrever

[e'e} djk

u = ZZﬂ(jkm)e;k.

k=1r=1
Por fim, vamos mostrar que Pu € I’ 4 (X). De fato, sendo P fortemente invariante, segue da

igualdade logo acima que

o0 djk [o'e) djk
Pu = ZZPu(j;m r)ef, = ZZ (op(Gn)alsn)), €5, -
k=17=1 k=1r=1

Segue de (4.9) que
i o , (4.9) v
|PaGillss = o G)aills = lorGenls < exp (-MeA]"), ke,

logo tomando C = 1 e L = ¢, concluimos pelo Teorema 2.2 que Pu € [’ ,(X), isto é, P néo é

globalmente .#-hipoelitico, o que contradiz a hipé6tese. 0
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4.2.1 O caso Gevrey ¥*(X)

A partir dos resultados obtidos até o momento, vamos construir um exemplo para uma classe
de funcoes ja conhecida, a saber, a classe das func¢oes Gevrey sobre a variedade X. Relembremos que a

classe de funcoes Gevrey em X pode ser compreendida como
’YS(X) :F(k')S(X)7 s € [1700)7

ao considerarmos a sequéncia # = {My}ren, com My = (k)®, Yk € Ny. Por (2.19), temos que para

(X)) a funcio associada fica M(r) ~ 7'/ e que
- .
¢ € (X) <= 3C >0,3L >0 t.q. ||¢p(0)|lus < Cexp(—LA;"), VLeN.

Portanto, segue do Teorema 4.1 que, a hipoeliticidade global para a classe v*(X) é obtida através do

seguinte resultado:

Teorema 4.2. Seja P: 7'(X) — Z'(X) um operador fortemente invariante em relagdo a I. Entdo P

€ globalmente v°-hipoelitico se, e somente se, para todo € > 0 existe C. > 0 tal que

1
m(op(j)) = exp(—eX;”), sempre que j > Ce.

4.3 (. )-hipoeliticidade global

Podemos obter um resultado analogo ao da secao aterior para a classe de funcoes do tipo

Beurling, com as adaptacoes naturais. Vejamos.

Definicao 4.4. Um operador P: 2/(X) — 2'(X) é globalmente (.#)-hipoelitico em X quando
ue Z'(X) e Pue 'y (X) implicarem em u € I'(_4(X).

Podemos caracterizar a (. )-hipoeliticidade global de um operador fortemente invariante P

através de seu simbolo utilizando o Teorema a seguir.

Teorema 4.3. Seja P: 2'(X) — 2'(X) wm operador fortemente invariante com relagdo a E. Entdo,

P € globalmente (.4 )-hipoelitico se, e somente se, existem K >0, 7 >0 ¢ C >0 tais que
m(op(j)) = Kexp (—M(T/\;/V)) ,  sempre que J = C.

Demonstragio. Necessidade: Queremos provar que, se v € Z'(X) com Pu = ¢ € I'(4)(X), isto
implica que u € I'(_4(X). Para tanto, vamos recorrer & caracterizacio dada pelo Teorema 2.4, ou seja,
mostremos que, dado L > 0, existe Cp > 0 tal que ||[a(f)||gs < Cpexp (—M(L/\l}/y)), para todo £ > 1.
Por (4.7), segue que

o~

$(6) = op(0)all), Ve e No.
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Por hipétese, para todo 7 > C

m(op(j)) #0 <= op(j) é invertivel,

entao, para j > C, podemos escrever

0 que implica em

[l = o) 80 s < lop() oy 190 s
= mlorli) Wl € ep (MO 130, GZC (410

Como ¢ € I'_4)(X), dado L' > 0, existe Cp, > 0 tal que

16(8)llgs < Cr exp (—M(L//\l}/y)) . Y21

logo, de (4.10) segue que

I8l < - exp (M(rAY")) exp (-MLAL)) (4.11)
Seja L > 0 dado. Entdo, podemos ter r < L ou r > L. Vamos analisar cada um dos casos.
r < L: Como exp e M s@o funcoes nao-decrescentes, segue que
exp (M(T/\;/V)) < exp (M(LA;/V)) , V7.
Entéo, de (4.11),

GGl < G exp (MrAY)) exp (-M(2A)))

& % exp (M(LA;/V)) exp (—M(L/A;/V)) :

Escolha L' := Ly/AH. Pelo Lema 2.5, temos que
exp (—M(L\/ZHA;/ ”)) < exp( IM(LAY ”)) V5.
Portanto, para todo j > C,

G % exp (M(LA)")) exp (-MLVAHA"))

N

N

% exp (M(LA;/V)) exp (—2M(LA;/V))
- % exp (—M(L/\;/V)) ,

e segue o desejado.
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o 7 > L: Escolha agora L' ;= r/AH. Novamente, pelo Lema 2.5,
exp (—M(r\/ZH/\;/V)) < exp ( 23\/[(7"/\1/”)) V5.

De (4.11) tem-se, para todo j > C

@)l < —LeXp<M (r3/")) exp (v AHAY))
< %eXp<M ALY )eXp< M(Ml/u))
< —L p (=M0A")
< %exp(—M(L/\jl,/”))7

donde, novamente, a Ultima desigualdade veio do fato de que exp e M sao funcoes nao-decrescentes.

Portanto, para todo L > 0, existe Cp, > 0 tal que ||a(j)|las < Cr exp (—M(LA;/V)), sempre
que j = C, o que implica pelo Teorema 2.4 que u € I'¢_»(X).

Suficiéncia: Procederemos por contrapositiva, isto é, negando a tese e construindo um ele-
mento v € Z'(X)\ Iy (X) tal que Pu € I'_4)(X), contradizendo a hipétese de que P é globalmente
(A )-hipoelitico. Suponha que para quaisquer K > 0, 7 > 0 e C > 0, pode-se encontrar j > C' tal que

m(op()) < K exp (—M(m;/’“‘)) :

Em particular, tomando K = C' = r = 1, existe j; > 1 tal que m(ap(j1)) < exp (—M(/\jll/y))

Logo, existe v;, € C%1 com lojllas = 1 e |lop(j1)vj,lluas < exp (—M(/\;I/V

)) Agora, tome K = 1,

C = j; e r = 2, entdo existe jo > 71 tal que m(op(js)) < exp (—M(2A;2/V)) e, consequentemente, existe
. ; 1

03, € T2 com oy, las = 1 llop (), s < exp (-M2A}/")).

. . ~ . d - o
Procedendo de forma indutiva, obtemos uma sequéncia {v;, bren, com vy, € C%, |lvj, |lgs =1

e
lop(r)vj.|lus < exp (—M(k/\jllfy)) , para todo k € N. (4.12)
A seguir, vamos definir
oo de
= Z Z u(l, m)ey”,
=0m=1
tal que
R V4., sel = jj para algum k € N
u(l) =
0, se £ #£ jp para todo k € N
Temos que ||a(€)]lzgs < 1 < (14 A¢), para todo £ € Ny, o que implica por (4.2) que v € Z'(X).
Além disso, a condicdo do Teorema 2.4 nio é satisfeita, pois ||@(jz)|las = ||vj, [lzs = 1, 0 que implica que

u ¢ I'_y)(X). Desconsiderando os coeficientes de Fourier que se anulam, reescrevemos

u = Z Z u(gr, m)ej, .



Mostremos agora que Pu € I'_4(X ). Como P é fortemente E-invariante, temos que

[e’s} djz [e%e} djk
Pu = Z Z Pu(j, m)e] = Z Z(ap(jk)a(jk))meg;.
k=1m=1

k=1m=1

Segue por (4.12) que
1PaCillss = lop(r)alnllas = lopGi)esllns < exp (-M(EN]")), Wk eN.

Dado qualquer L > 0, sempre que k& > L, como as fungoes exp e M s@o nao-decrescentes,

temos que
exp (M(L/\jllfy)) < exp (M(k/\jllfy)) “— exp (—M(k/\jlliy)) < exp (—M(L/\jléy)) ,
donde segue que
| Putiollss < exp (=MENL)) < exp (-MIAL), VB> L.

Portanto, dado L > 0, existe Cj, 1= 1 tal que ||PAu(jk)||Hs < exp (—M(Lx\%l’)), para todo
k 2 L. Por outro lado, quando k < L, existe C ; > 0 tal que
/v 1/v
exp (—M(k/\jk )) < Cppexp (—M(L/\jk )) .

Logo, escolhendo C}, = max {CLJ{; exp (—M(k/\jllfy)) < Cpj exp (—M(Lx\%l’)) , 1<k < L}, temos
|PuCi)llss < Cpexp (=M(LA}/")), sempre que k < L.
Pelo Teorema 2.4, concluimos que Pu € I'(4)(X), o que prova que P nao é globalmente

(A )-hipoelitico, donde segue o resultado. 0
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