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RESUMO

Iniciamos com um capitulo introdutério que identifica o objetivo do trabalho, con-
textualiza brevemente a problematica do estudo (geométrico) dos nimeros complexos e

torna explicita a questao norteadora da dissertacao.

No capitulo 2 trazemos um pouco do contexto de cada época da histéria da Ma-
tematica. Mostramos as dificuldades que grandes matemaéticos tiveram em aceitar os
nimeros complexos. Mesmo Cardano e Tartaglia, que elevaram o patamar do estudo
dos nimeros, tinham a opiniao que os nimeros complexos eram intteis e que estuda-los
era tortura mental com calculos. Evidenciamos também a necessidade dos matematicos
de manipular esses “objetos”, apesar de nao aceita-los, para encontrar raizes complexas
e equacoes cibicas e quarticas. A instituicdo destes nimeros sé aconteceu com Gauss
devido ao seu prestigio, considerado por muitos o maior matematico de todos os tempos.
Como nao havia como representar os nimeros complexos geometricamente, Gauss teve a

ideia de representa-los num plano com eixos ortogonais tal como o plano cartesiano.

No capitulo 3 definimos os nimeros complexos, sua imagem no plano complexo
e operacoes, modulo e a forma polar ou trigonométrica. Com base nesta ultima sao
trabalhadas as raizes de nimeros complexos. Depois sao apresentadas a forma exponencial

e operacoes com numeros complexos nesta forma.

Depois disso, nos préximos capitulos apresentamos as aplica¢oes dos niimeros com-
plexos na geometria. Se um numero complexo é representado num plano como par de
coordenadas e a partir dai pode-se estudar geometrias analiticas e planas e, nada mais
natural que, construir retas, retas paralelas, perpendiculares, ponto médio, triangulos,
poligonos, calculo de areas e outras aplicagoes. No capitulo 4 estudamos boa parte da
geometria analitica, desde distancia entre dois pontos até equacgao da circunferéncia no
plano complexo. Finalmente no capitulo 5 abordamos alguns conceitos de geometria plana
aplicada ao plano complexo, tais como areas, triangulos e semelhanca. Finalmente no ca-
pitulo 6 mostramos os resultados da interseccao de uma reta secante a esfera de Riemann

e intercepto plano complexo.

Palavras-chave: Numeros Complexos. Geometria Analitica. Geometria Euclidiana. Al-

gebra. Fquagoes Algébricas.



ABSTRACT

We begin with an introductory chapter that identifies the objective of the work,
briefly contextualizes the problem of the (geometric) study of complex numbers and makes

the guiding question of the dissertation explicit.

In the chapter 2 we bring a little bit of the context of each epoch in the history
of mathematics. We show the difficulties that great mathematicians had in accepting
complex numbers. Even Cardano and Tartaglia, who raised the bar on number studies,
were of the opinion that complex numbers were useless and that studying them was mental
torture with calculations. We also highlight the need for mathematicians to manipulate
these objects’, despite not accepting them, to find complex roots and cubic and quartic
equations. The institution of these numbers only happened to Gauss and his prestige,
considered by many to be the greatest mathematician of all time. As there was no way
to represent complex numbers geometrically, Gauss had the idea of aarepresenting them

on a plane with orthogonal axes, like the Cartesian plane.

In the chapter 3 we define complex numbers, their image in the complex plane
and operations, module and polar or trigonometric form. Based on the latter, the roots of
complex numbers are worked on. Then the exponential form and operations with complex

numbers in this form are presented.

After that, in the next chapters we present the applications of complex numbers in
geometry. If a complex number is represented on a plane as a pair of coordinates and from
there it is possible to study analytical and plane geometries and, nothing more natural, to
construct lines, parallel lines, perpendiculars, midpoint, triangles, polygons, calculation
of areas and other applications are explored. In the chapter 4 we studied a good part of
analytical geometry, from distance between two points to equation of the circumference
in the complex plane. Finally in the chapter 5 we cover some concepts of plane geometry
applied to the complex plane, such as areas, triangles and similarity. Finally in the chapter
6 we show the results of the intersection of a secant line to the Riemann sphere and a

complex plane intercept.

Keywords: Complex Numbers. Geometry. Algebra. Equations.
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1. Introdugao

O objetivo principal desta pesquisa ¢ instrumentalizar o professor de ensino basico
com argumentos tedéricos sobre geometria plana e geometria analitica trabalhadas de forma

unificada na perspectiva dos ntimeros complexos.

Neste trabalho observamos que resultados bastante razodveis e logicos eram en-
contrados desde os primeiros questionamentos. Mesmo quando as raizes de nimeros
negativos apareciam em equagoes quadrdticas e seus resultados nao eram possiveis. Des-
condiderando a impossibilidade de raiz quadrada de niimero negativo esta impossibilidade
e continuando os calculos surgiam resultados interessantes, légicos e inacreditaveis para
a época. Deste prelidio do século XV até a formalizacao dos nimeros complexos por
Gauss, houve muita resisténcia mesmo por parte dos grandes mateméaticos. Mesmo atu-
almente em meios existe preconceito em relagdo aos nimeros complexos. Frases como

7 “O nome ja estd dizendo: complexo..” sao

“Para que estudar nimeros complexos?...
frequentemente ouvidas. Talvez tal preconceito deva-se ao fato dos calculos com nimeros

complexos fugirem de nosso cotidiano.

Ao inicar este trabalho sentimos certa dificuldade em desenvolver a questao nortea-
dora, pois mesmo entre os professores de matematica ha muita resistencia em ensinar este

conjunto numérico. Diante disso resolvemos iniciar com a histéria dos nlimeros complexos.

Questao norteadora: Como e por que desenvolver os numeros compleros numa

perspectiva geométrica?



2. Histéria dos ndimeros complexos

Segundo Boyer [1], as primeiras apari¢oes dos niimeros complexos foram na obra
Triparty em La science des nombres, escrita por Nicolas Chuquet ( - 1500). O pouco que

que se sabe da vida de Chuquet é que nasceu em Paris e estudou em medicina em Lyon.

A primeira parte do Triparty explica a légica dos nimeros indo-ardbicos e faz
relagoes de operacoes aritméticas sobre nimeros. Importante citacao é sobre o zero: diz
que décimo numeral é sem valor. A continuagdo mostra nimeros com raizes do tipo
V20 — v/180. Esta expressio era escrita como R)? : 20 : m.R)?180.. Depois refere-se as

regras da incognita “Regle des premiers” ou algebra atualmente.

Nas escolas e em muitos compéendios matematicos ¢ muito comum ensinar-se os
nimeros na seguinte sequencia: nimeros naturais, nimeros inteiros, nimeros fracionarios
ou decimais, numeros racionais, nimeros irracionais, nimeros reais e nimeros complexos.
Nao estamos afirmando que tal sequencia esteja errada. O que salientamos é pode ser
explicitado para o estudante que nao foi essa a sequéncia com que foram inventados ou
sistematizados os nimeros. Os nimeros complexos sé surgem sistematicamente no século
XVI com matematicos algebristas italianos, isto pouco depois da morte de Chuquet. Na-

quela época havia duvidas sobre conceitos de nimeros negativos e irracionais.
Desde o surgimento com Chuquet até a siste-

matizacao dos ntmeros complexos por Gauss foram
aproximadamente 300 anos. Grandes matematicos
nao aceitavam os nimeros complexos como nimeros,
mesmo usando em citagoes, como salientaremos adi-
ante.

Na Alemanha a dlgebra foi desenvolvida de
forma notdvel na primeira metade do século XVI.

Como exemplo temos o Coss em que Christoph Ru-

dolff utilizou fracoes decimais e simbolos de raizes
como hoje conhecemos. Stifel trabalha com nimeros  Figura 2.1: Christoph Rudolff
negativos, radicais, potencias e o triangulo de Pascal

em Arithmetica integra.



A Arithmetica integra foi muito importante para a
época, pois haviam varios tipos de equacoes e cada uma com
um tipo de solucdo. Assim, por exemplo, foi reduzido a apenas
um caso a grande quantidade de casos de equacgoes quadraticas,
pois utilizaram-se coeficientes negativos. Mesmo utilizando e
estar muito além de seu tempo, Stifel recusa-se a admitir ni-
meros complexos e negativos como raizes de equagoes.

Algebricamente Arithmetica integra era quase completo

até 1544 e tinha muitos exemplos de equacoes quadraticas. O
Figura 2.2: Michael Stiffel
termo quase deve-se ao fato de que nao haviam exemplos de

solucoes de equacoes cubicas mistas.
Pode-se dizer que algebricamente o grande aconteci-

mento inicia-se em 1545 com a publicacao da Ars Magna por
Girolamo Cardano, que continha nao sé a resolucao da equacao
cubica, mas a quartica também.

O grande trunfo de Cardano era pensar as equagoes cu-
bicas de forma geométrica e nao como um simples nimero.

Este fato constituiu-se uma grande vantagem. As resolugoes

de equacoes ctibicas e quarticas foram consideradas as mais
importan ontribuigoes a algebr abilonios, qua- . .
portantes contribuicoes a algebra desde os b ) QU8 Pionre 2.3 Girolamo Car-

tro milénio antes. dano
Num dos problemas resolvidos em seu livro, Cardano propoe: Encontre dois nt-

meros tais que seu produto seja 40 e sua soma seja 10. Na escrita atual seria

x+y =10
x-y =40

que substituindo y da primeira equacao na segunda e aplicando a propriedade
distributiva chega-se a equacao quadrética 22 — 10z +40 = 0. Resolvendo pelo método de
completar o quadrado, obtém-se (xz — 5)? — 25 + 40 = 0 e, na sequéncia, (v — 5)? = —15.
As solucoes desta equacio sdo = 5+ +/—15. Cardano afirmava que durante a resoluco
havia uma tortura mental, mas que ao final o resultado era tao refinado quanto inutil.

Observe:

(54 v/—15)(5 — v/—15) = 25 — (—15) = 40.



Pouco antes do surgimento da Ars Magna um fato im-
portante que foi irrelevante para a Matematica, mas impor-
tante para a histéria. Os personagens foram Cardano, Tarta-
glia, Fior e Del Ferro.

A solucdo da equagao cibica publicada por Cardano
foi dada por Niccolo Fontana, conhecido por Tartaglia, ou
gago, devido ao problema que tinha desde crianca em 1512 ao

tomar um golpe de sabre na invasao de Brescia pelos franceses.

Tartaglia, matematico com pouca expressao, pretendia firmar
sua reputacao com a tal descoberta. Porém, cometeu o erro Figura 2.4: Niccolo Tarta-
. . . .. glia

de contar a Cardano. Niccolo fez Cardano jurar que nao iria

revelar o segredo.

Cardano supos que nem a Tartaglia era devida a
gléria, pois é possivel que tivesse recebido sugestao de uma
fonte mais antiga. I possivel que quem descobriu o método
foi Scipione del Ferro (1465, 1526), matematico italiano da

cidade de Bologna. Como nao ha publicacao de Del Ferro

a respeito das resolucoes, nao se sabe se foi mesmo ele

quem descobriu. Conta-se que passou seu conhecimento a
Figura 2.5: Scipione del

Ferro
Acredita-se também que apenas a possibilidade de se resolver uma equacao cibica

um estudante chamado Antonio Maria Fior.

qualquer tenha inspirado Tartaglia a criar seu método. Nao se sabe se isso realmente
aconteceu, porém é fato que Tartaglia tinha grande habilidade na manipulacao da reso-

lucao.

Quando a noticia de tal habilidade de Tartaglia foi espalhada, houve curiosidade de
quem era mais habil: Tartaglia ou Fior. Assim, em 1541, foi organizada uma competicao
entre ambos para saber quem conseguia resolver mais equacgoes cibicas. Ficou estipulada
como regras que os competidores deveriam propor trinta problemas envolvendo equacoes
cubicas para que seu adversario resolvesse em determinado tempo. Expirado o prazo, no
dia da apresentacao de suas resolucoes, Tartaglia havia resolvido todos os trinta problemas,
enquanto Fior nao tinha resolvido nenhum, pois sé sabia resolver equacoes do tipo x?® +

gr = p, ou seja, o cubo e o quadrado eram igualados a um nimero. Tartaglia sabia
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resolver equacoes essas e também equacgoes com termos quadrdticos, que eram eliminados,

chegando ao tipo da equacao de Fior.

Com o estrondoso sucesso a noticia de que Tartaglia havia vencido de forma exu-

berante, muitas pessoas ficaram interessadas, entre eles Cardano.

Com a intencao de fazer Tartaglia revelar seu método, Cardano convida-o para uma
reuniao em sua casa dizendo que teria uma pessoa para financiar sua carreira. Ele sabia
do passado de Tartaglia em que teria passado dificuldades financeiras e que nao tivera
sucesso devido a sua gagueira. Inocentemente Tartaglia revela o método sob a condicao do
juramento de que o segredo nao seria revelado. Cardano aceitou a condi¢ao, porém nao
tinha menor intencao de honréd-la, pois acreditava que, segundo comentarios, Tartaglia
havia plagiado Arquimedes e Jordanus Nemoririus, sem dar a devida referencia, achou
que o método também era plagio. Portanto, Cardano revela tanto a férmula quanto
o método. Tendo Cardano razao ou nao de suas suposicoes, é fato que o verdadeiro

inventor, del Ferro, nao teve o reconhecimento que lhe era devido.

Sobre a solucao de equacgdes quarticas, Cardano da o devido reconhecimento a Luigi

Ferrari, seu secretario, mas enfatizou que a descoberta deve-se a um pedido seu.

Segundo Boyer, desde que os babilonios, quase quatro milenio antes, aprenderam
a completar o quadrado para equacgoes quadraticas, nenhuma outra descoberta constituiu
um estimulo para o desenvolvimento da dlgebra compardvel a essas reveladas na Ars

Magna.

Desde a era de ouro os matematicos gregos afirmavam que equacoes como x2—2 = ()
2142=0 2 = 0 nao tinh luca i istencia dos nu
x°+2=0oux+ 2= 0 nado tinham solucdo, pois negavam a existéncia dos nmeros que
hoje sao conhecido como irracionais e negativos. E continuaram a ser negados até Ars
Magna. Com a publicacao deste documento, que possuia a solu¢ao da equacao cibica,
a comoda situacao de negar tais nimeros muda radicalmente. Mesmo que as tres raizes
de uma equacao cubica fossem reais, o método de Cardano levava a passagem de raiz

quadrada de nimero negativo.



Rafael Bombeli (1526-1572), discipulo de Cardano,
dizia que os nimeros imaginarios eram sofisticos, porém
ele operava com eles naturalmente. Num exemplo ele
deduz que v/2++/—121 = 2 4+ v/—1 e encontrou z =
V2 + /=121 + v/2 — /=121 como uma solucio da equa-

cao 2® = 15z +4, mesmo sabendo que a tinica solucao posi-

tiva da equacao é x = 4. Por isso teve a ideia que poderia

relacionar, o que hoje chamamos de numeros complexos Figura 2.6: Rafael Bombeli

conjugados, os radicais e radicandos.
O século XVI fica entdao marcado com o fato de matematicos utilizarem os niime-

ros complexos sem aceita-los. Acreditavam também que se poderiam utilizar as mesmas
regras usuais do calculo com nimeros reais. Leonard Euler, um dos maiores personagens
das ciéncias de todos os tempos, afirma erroneamente que v/—2v/—2 = v/4 = 2, pois pela

regra \/5\/5 = Vab, era vélida para os nimeros reais.
Peter Roth (1580 - 1617) escreveu em 1600 que

equacoes polinomiais de grau n possuem n raizes. Esta foi
a primeira afirmacao do Teorema Fundamental da Algebra
que diz: Toda equacio da forma azz®+- -+ a2 +ag = 0,
com ag,a,- -+ ,a, humeros complexos tem exatamente
k raizes complexas, se contarmos suas multiplicidades.

Mais tarde em 1629 Albert Girard (1595-1632) no livro

L’Invention Nouvelle en Algebre, fez a seguinte afirmagao:

“... uma equacgao algébrica completa de grau n, possui n Fipgrs 2.7 Albert, Girged

raizes.”
Foi nesta época que a atitude dos matematicos comeca a a mudar em relacdo aos

numeros complexos. Girard escreve: “Pode-se perguntar: para que servem estas solugoes
impossiveis (raizes complexas). Eu respondo: para trés coisas - para a validez das regras

gerais, devido a sua utilidade e por nao haver outras solugoes”.



Os numeros imaginarios comegam ter sua identi-
dade. René Descartes (1595-1650) em seu La Géométrie
enuncia: “nem as raizes verdadeiras nem as falsas (enten-
dia as negativas como falsas) sfo sempre reais; por vezes
sao imaginarias”. Também afirma que uma equacgao de
grau n tem n raizes se forem consideradas também as
raizes imaginarias. Descreve tudo o que se sabia até entao
sobre equacoes polinomiais. Observou que um polinomio
P(x), com coeficientes reais ¢ varidvel real x, que se anula

em um ndamero real «, é divisivel por (x — ).

Em 1749 ha a primeira tentativa de se demonstrar
o Teorema Fundamental do Céalculo, hoje conhecido como
Teorema de D’Alembert, em homenagem a Jean Le Rond
D’Alembert (1717-1783).  Ele consegue demonstrar a
forma das raizes, porém nao mostra que existem raizes.
Seu maior mérito foi a divulgagdo dos nimeros complexos
como teoria e que tipos de niimeros complexos sdo obtidos

ao se resolver equacgoes algébricas.

Em 1749 Leonard Euler, em Pesquisa sobre as
Raizes Imagindrias de uma FEquacao, demonstra que se
a + v/—1 é raiz de uma equacdo, entdo o mesmo acontece
com a — y/—1. Assim, hd uma elevacio do nivel de in-
vestigacao sobre o Teorema Fundamental da Algebra. No
mesmo documento mostra que toda a equagao de grau im-
par tem pelo menos uma raiz real, e que uma equacao de
grau possui um par de raizes reais (por vezes iguais) ou nao
possui raiz real. A seguir demonstra que todas as raizes

nao-reais sao da forma a + b/—1.

Figura 2.8: Rene Descartes

Figura 2.9: D’Alembert

Figura 2.10: Leonard Euler

A partir dai se faz necessario o estudo de operagoes com nmimeros complexos com a

inclusao de poténcias imaginarias, logaritmos de niimeros complexos e fungoes trigonomé-

tricas de argumento complexo. Apesar de todo este avanco, Euler mostrava seu ceticismo

em relacao aos nimeros complexos: “Como todos os niimeros concebiveis sdo ou maiores
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ou menores do que zero ou iguais a zero, fica entao claro que as raizes quadradas de
nimeros negativos ndo podem ser incluidas entre os niimeros possiveis (ntimeros reais).
E esta circunstancia nos conduz ao conceito de tais nimeros, os quais, por sua prépria
natureza, sao impossiveis, e que sao geralmente chamados de nimeros imaginarios, pois
existem somente na imaginacao”. Para ele nao havia solucao o problema: dividir 10 em

duas partes cujo produto é 40, obtendo 5+ /—15e 5 — /—15.

Atualmente quando se pensa em logaritmos pensa-se em Leonard Euler. 1D justa
a homenagem, afinal foi ele quem definiu os termos dos logaritmos como sao atualmente
utilizados. O que poucos sabem é que também foi ele quem apresentou os logaritmos
de ntimeros negativos. A ideia da igualdade log(—x) = log(x) era defendida por seu
amigo D’Alembert. Apesar de um estar em Berlim e outro em Paris, compartilhavam
descobertas. Em 1747 Fuler escreveu a D’Alembert explicando a questao de igualda-
des como log(—1)? = log(+1)? em termos da férmula que ambos, juntamente com Jean

9 — cosf + isend pois a identidade vale para todos os angulos

Bernoulli, conheciam: e’
e, em particular, para ¢ = . Portanto, ™ = cos7 + isenmt = —1 + 40 = —1, ou seja,
In(—1) = 7wi. Assim, mostrava que logaritmos de niimeros negativos sdo imaginérios puros

e nao numeros reais como D’Alembert e Bernoulli acreditavam.

As discussoes sobre a existéncia dos logaritmos de niimeros negativos e complexos
eram frequentes, até que Euler apresentou uma justificativa convincente de sua existen-
cia. Ele percebeu que se z = r(cosf + isenfl) é um numero complexo qualquer, entdo
Inz = Inr + i(2kx + 0), com k = 0,£1,£2,---. Entao ha infinitas determinagoes para
o logaritmo de um nimero complexo. Por isso pode-se afirmar que a forma atual dos

nimeros complexos deve-se a Euler.

No fim do século XVIII j& haviam operagoes bem ousadas com nimeros complexos.
Mesmo assim, devido a um prudente silencio sobre estes nlimeros na grande Enciclopédia
organizada por D’Alembert e outros matemdticos franceses, deixava uma ambiguidade

sobre sua existencia.

Pierre Simon de Laplace (1749-1827), em 1795, tentou demonstrar o Teorema Fun-

damental da Algebra, sem contudo conseguir uma prova aceitavel.



A primeira demonstragao correta deve-se a Carl
Friedrich Gauss (1777-1855), considerado por muitos o
mais importante matematico de todos os tempos, na qual,
em sua tese de doutoramento em 1799, utiliza proprie-
dades topoldgicas da reta e do plano, que nao tinham

sido ainda explicitadas em sua época. Além da impor-

tante demonstracao, estuda e critica as demonstracoes de
D’Alembert (1746), Euler (1749), de Foncenet (1759) e Figura 2.11: Carl F. Gauss

Lagrange (1772), todas elas consideradas insatisfatdrias.

Anos depois ele ainda apresentou trés novas demonstracoes do Teorema. Mesmo
que nao tenha utilizado em sua demonstracao, a ideia de representar geometricamente os
complexos, provavelmente tenha ocorrido a Gauss ao demonstrar o Teorema Fundamental
da Algebra. John Wallis (1616-1703) ja tinha procurado uma tal representacio, tentando

representar os nimeros complexos no plano, mas seus esforgos nao foram bem sucedidos.

A ideia de Wallis foi retomada independentemente por varios matematicos como
o noruegués Caspar Wessel (1745-1818) cujos trabalhos ficaram desconhecidos até 1897.
Trabalharam sobre o problema os franceses Lazare Carnot (1753-1823), em Géométrie de
Position, em 1803, e Adrian Quentin Buéc (1748-1826) e o italiano Jean-Robert Argand
(1768-1822), um contador suico, que publicou o livro Ensaio sobre uma maneira de repre-
sentar as quantidades imagindrias nas construcoes geométricas em 1806. No entanto, foi
necessario o prestigio de Gauss para tornar conhecida e aceita a representagao geométrica
dos numeros complexos. Suas ideias foram publicadas em 1831, referindo-se “a verdadeira

metafisica das quantidades imaginarias”.

Figura 2.13: Rean Robert Argand
Figura 2.12: Caspar Wessel

Como era impossivel de associar um ponto da reta real a raiz quadrada de um

niumero negativo, a questao foi resolvida associando-se aos nimeros complexos pontos
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sobre uma reta perpendicular a reta real, passando pelo ponto zero, dessa forma criando
um sistema de coordenadas cartesianas. Nesse sistema, os nimeros reais sao colocados
sobre o eixo horizontal, denominado eixo real, e todos os nimeros imaginarios sobre a
reta perpendicular a reta real, passando pelo zero, da reta horizontal, denominado eixo
imagindrio. Assim, associou a cada nimero da forma a -+ bi um ponto P do plano, definido
pelo par ordenado (a, b). Desta forma foi criado um novo conjunto numérico denominado

conjunto dos nimeros complexos.



3. Os nimeros complexos

Para compreendermos a necessidade de se aceitar, compreender e se aprender a
manipular os nimeros complexos, induziremos o leitor mostrando as necessidades de se
aceitar outros conjuntos numéricos. Inicialmente suponhamos que temos apenas o con-
junto dos nimeros naturais. Pode-se resolver equacoes neste campo numérico desde que
o resultado da equacao seja também um nimero natural. Por exemplo: Na equacao
2 4+ x = 8 o resultado serd o nimero natural x = 6 e na equagao 2x + 5 = 11 o resultado
sera o numero natural x = 3. Porém, nas equacoes 2+x = 1 e 2x+5 = 10 nao ha solucao.
Devemos estender o conjunto dos nimeros naturais para o conjunto dos nimeros inteiros
e racionais, respectivamente. Suponha entao, que tenhamos o conjunto dos niimeros raci-
onais. Pode-se, também, resolver equacgoes neste campo numérico desde que o resultado
da equacao seja também um nudmero racional. Por exemplo: Na equacao 2x + 11 = 4
teremos como resultado o nimero racional x = —%. Porém, equaciao como z? = 11 nfo
teremos solucao no campo dos nimeros racionais. Da mesma forma devemos estender o

conjunto para o conjunto dos niimeros reais.

O conjunto dos nimeros complexos foi pensado pelo mesmo tipo de necessidade.
Equacoes do tipo 2 + 1 = 0 ndo eram possiveis no campo dos ntimeros reais. Assim,
fez-se necessdrio estender o campo numérico. Como contamos no capitulo da histéria dos
nimeros, houve uma grande batalha intelectual até que Gauss estabelecesse identidade ao

conjunto dos nimeros complexos. Vamos entao definir e detalhar os nimeros complexos.

Inicialmente adotaremos a letra i (primeira letra da palavra imaginario) para re-
presentar v/—1. Assim 2 = —1 ou ¢ = v/—1. Um ndmero complexo é um ntmero da
forma a -+ bi sendo os coeficientes a e b nimeros reais e que a represente a parte real do
nimero complexo e bi represente a parte imaginaria do nimero complexo. Os célculos
serao feitos com os nimeros reais, lembrando que 72 = —1. Por exemplo:

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i
(a+bi) - (c+di) = ac+ adi + bei + bdi* = (ac — bd) + (bc + ad)i

A divisao de nimeros complexos envolve encontrar nimeros complexos x + iy

de forma que a + bi = (¢ + di) - (x + iy). Pelos resultados anteriores temos a + bi =

11
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(cx — dy) +i(dx + cy). Temos entao as seguintes igualdades:
cr — dy = a, de ey =4

resolvendo o sistema em x e y temos como resultado

ac+ bd ~ be—ad

Tere VT exee

sendo que ¢® + d* # 0.

Assim, a divisdo de dois nimeros complexos tera a forma

a+ibiac+bd+ibc—ad
ctid c+d2 2+ d?

3.1. Propriedades de ntimeros reais

Antes de definirmos formalmente os ntimeros complexos, vamos relembrar as pro-

priedades dos nimeros reais. Nossa referéncia serd o livro do professor Liang-shin Hahn

2].

3.1.1. Adicao

Dois niimeros reais a e b quaisquer determinam um terceiro nimero denominado
soma, denotado por a + b e gozando as seguintes propriedades:
Ay Comutativa: a + b =0+ a para todo a,b € R.
Ay: Associativa: (a +b) +c=a+ (b + ¢) para todo a,b,c € R.
As: Elemento Neutro: Existe um tnico nimero, denotado por 0 € R, tal que a + 0 =
0 + a = a para todo a € R.
Ay: Elemento oposto: Para todo a € R, existe um tnico (—a) € R satisfazendo a+(—a) =

(—a) +a=0.

3.1.2. Multiplicacao

Dados dois ntiimeros reais a e b quaisquer determinam um terceiro ntimero deno-

minado produto, denotado por a - b e gozando as seguintes propriedades:
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Mi: Comutativa: a -0 =10-a para todo a,b € R.
M,: Associatativa: (a-b)-c=a- (b-c) para todo a,b,c € R.
Mj: Elemento Neutro: Existe um Unico nimero, denotado por 1 € R, tal que a-1 =

1-a=a para todo a € R.

1 1

M,y: Elemento oposto: Para todo a € R, existe um tunico o™ satisfazendo a - a™" =

a " -a— 1

3.1.3. Distributividade
Para todos a, b, c € R temos a(b + ¢) = ab + ac.

Qualquer conjunto numérico que satisfaca estas propriedades ¢ um corpo. Assim, o
conjunto dos niimeros racionais e o conjunto dos niimeros reais sao corpos. Ja os conjuntos

dos nimeros naturais e inteiros nao sao corpos.

3.2. Definicao de nlimeros complexos

Um nimero complexo é um par ordenado (a, b) de niimeros reais com as seguintes

propriedades:

e Dois nimeros complexos (a,b) e (¢, d) sdo iguais se, e somente se a = ce b = d. Aqui

estao incluidas as propriedades reflexiva, simétrica e transitiva.

e A soma e o produto de dois nimeros complexos (a, b) e (¢, d) sao definidas por (a, b) +

(c,d) = (a+c,b+d) e (a,b)-(c,d) = (ac — bd,bc + ad), respectivamente.
Exemplo 1. Faxplicite as coordenadas dos numeros complexos a sequir.
L (x,y) = (2,V3) <= =2 ¢ y=+3

2. (-1, -1)+(5,—-4)=(-4,-5) <— xz=-41 e¢ y=-5

3. (-1,-1)-(5,—4) =(-9,-1) <— x=-9 e¢ y=-1
n (3,-1):(2,-2)(1,%) e pe1 B y%

3.2.1. Imagem e a representacao geométrica no plano complexo

Considerando o ntimero complexo z = (a, b) e o plano R? = R xR, pode-se associar

a cada z uma imagem M = (a, b) do plano.
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O eixo das abscissas representara a parte real de z e serd denotado por R(z); o eixo
das ordenadas a parte imagindria de z e serd denotado por I'm(z). Tal plano é chamado

de plano complexo ou plano de Argand-Gauss ou plano Gaussiano.

O numero z = (x,0), correspondendo ao ponto (x, 0) no eixo R(z), sera um nimero
real e o nimero w = (0, y), correspondendo ao ponto (0, y) no eixo I'm(z), serd um nimero
dito imagindrio puro.

Definigao 1.

M = (a,b) € a imagem de z= (a,b)

2= (a,b) € o afixode M = (a,b)

M
z=(a,b)

Re(z)

Figura 3.1: Plano Argand-Gauss

Portanto, sempre se pode associar um nimero complexo z = (a,b) ao segmento
—— —
orientado OM em R? com origem O = (0,0) e extremidade M = (a,b). Assim, OM serd

um vetor de R? que serd associado & imagem de 2.

3.2.2. Representacao algébrica

Para todo o desenvolvimento algébrico dos nimeros complexos é fundamental de-
finir sua forma algébrica e a unidade imaginéria [3]. Considere o nimero complexo (0, 1).

Elevando este nimero ao quadrado tem-se
(071)2:(071)(071):(_170):_1 —= (071):V_1:Z

Em resumo, se v/—1 = i define-se (0,1) = 4. Foi a partir desta defini¢gdo que os mate-

maticos no século XIX desenvolveram resultados notaveis. Para introduzirmos a forma
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algébrica dos nimeros complexos fagamos z = (a, b) que pode ser escrito da forma:

2= (a,b) = (a,0) + (0,b)

Denotando (a,0) = a, (b,0) =be (0,b) = (b,0) - (0, 1), pode-se escrever

(a,b) = (a,0) + (b,0) - (0, 1)

(a,b) = a+bi (3.1)

que é a forma algébrica de um nimero complexo. Diz-se que se z = a + bt é um ndmero
complexo, o coeficiente a é a parte real de z e o coeficiente b é a parte imagindria de z e

indica-se Re(z) = a e Im(z) =b.

3.3. Operacgoes com nimeros complexos

Nesta secao apresentaremos as operagoes de adigao, subtracao, multiplicagao e
divisao com ntumeros complexos, além de suas propriedades, imersao de R em C, norma,

médulo, conjugado e desigualdade triangular [4].

3.3.1. Adicao

Na definicao de niimero complexo como corpo vimos que a adicao de dois pares de

numeros reais foi definida como

(a,b) + (¢,d) = (a+ b,c + d)

Como vetores do plano complexo considere os nimeros complexos z = x + 1y e
w=u+ 1w (x,y,u,v € R), cujas proje¢des ortogonais no eixo real sejam x e u € no eixo
imagindrio sejam y e v. Portanto, a soma z + w serd a diagonal do paralelogramo com

origem no ponto (0,0) e extremidade no ponto z +w = (x + u) + i(y + v) (figura 3.2).
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| z+w=(x+u)+i(y+v)
TR L e

w = u+ v

9 U T+ u

Figura 3.2: Soma de vetores

3.3.2. Diferenca entre nimeros complexos

Dados os ntimeros complexos z; = (a,b) e 23 = (¢, d), chama-se diferenga entre z

e z3 0 numero complexo z = (e, f) tal que

24+ m=zn= (e, f)+(c,d) = (a,b) donde (e + ¢, f +d) = (a,b)

Ou seja,
a=—etc—e=ag—c
b=f+d= f=0b-d
. Assim,
z=(e,[)=(a—cb—d)
Indica-se

z2=2z1— 22 = (a,b) — (¢,d) = (a — ¢,b— d) (S22 )

Exemplo 2. Dados os vetores z = 1+2i e w = —4+3i a soma z+w serd (1+2i)+ (—4+
3t) = (1 —4) + 42+ 3) = =3+ 51 (figura 3.3) e a diferenca serd (1+ 2i) — (—4 + 3i) =
(L+4)+i(2—3)=5—1 (figura 3.4).
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Figura 3.3: soma de vetores
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Figura 3.4: diferenca de vetores

Exemplo 3. Sejam z e w dois pontos no plano complexo. Entao o ponto médio do segmento

unindo z e w €

w+%(z—w)%(z+w)
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z+w

Figura 3.5: Ponto Médio

3.3.3. Multiplicacao de um nimero real por um vetor

Considere agora o multiplo real de um nimero complexo. Para z = x+1y e c € R,

temos cz = cx + icy.

Assim, no plano complexo se ¢ > 0, multiplique o comprimento do vetor por ¢
(mantendo a mesma diregao), enquanto se ¢ < 0, multiplique o comprimento do vetor por

lc| e mude para a dire¢do oposta (figura 3.7).

Figura 3.6: Produto de niimero Real por vetor

Exemplo 4. Seja o vetor do nimero complexo z = 2+1i e 0s nimeros reaisc = 3 e d = —2.

Construa os vetores cz e ' z.
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cz2=302+1)=6+3i e dz=-22+1)=-4—-2

$Re(z)

g )
INY ETT
N D T

Figura 3.7: Exemplo: ¢=3 e ¢’=-2, z=2+i

3.3.4. Multiplicacao entre dois nimeros complexos

Assim como foi definido em (3.8), a multiplicacdo de nimeros complexos resulta

em numero complexo e é definida por
(a,b) - (c,d) = (ac — bd, bc + ad)

Exemplo 5. Sejam os nimeros 2 = /3 +1i e w = —1 +i. Calcule o produto e represente

geometricamente este resultado no software Geogebra.

Cz'w:(\/gal)'(_lal):
(V3-(=1)—1-1;1-(=1)++/3-1) =
(—vV3—-1,-1+3) = (—2,73; 0,73)
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w=-1+1i
[w|= 1.41
zew =-273 +0.73i 06
=173+ 1i
[zow| =283 : )

lzl =2
=165°

= 135°

vk 30 Re(z)
-26 -24 =22 -2 -18 -16 -14 -12 -1 -0.8 -06 -04 -0.2 o 0.2 04 06 08 1 12 14 16

Figura 3.8: Produto dos nimeros complexos 2z e w

3.3.5. Divisao

Dados os nimeros complexos z; = (a,b) e 2o = (¢, d), 22 # (0,0), a divisdo entre

21 € z, representada pelo nimero complexo z = (e, f), é definida da seguinte forma:

2 2=z = (e, f) (c,d) = (a,b)

(ec— fd,ed+ fc) = (a,b)

Da definicao de igualdade temos:

ec— fd=a
ed+ fc=b
A solucao deste sistema sera
ac + bd ~ bc—ad

““are ¢ I are (3:3)

que 86 tera solucao determinada se, e somente se,

£0 ou A+d*#0

o que equivale a afirmar que (¢, d) # (0,0).
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b
Indica-se j—; =z ou EZL: d; = (e, f). Portanto,

2 (ab) <ac+bd bc—ad>

4
c24+d?’ 2+ d2 (3-4)

Exemplo 6. Sejam os numeros z = —14++3i ew = 1 +i. Calcule o quociente e represente

geometricamente este resultado no software Geogebra.

1B <(—1)-1+\/§-1.\/§-1—(—1)-1>

z “1+V3 113
w14 124 (v3)2 7 124 (V3) ’

1 4

1Im(2)

z=-1+173i

z/w = 0.37 + 1.37i
|z/w| =1.41

' Re(z?

Figura 3.9: Quociente entre os niimeros complexos z e w

3.3.6. Imersao de R em C

Consideremos C' C C, isto é, o subconjunto dos complexos cujas ordenadas sdo
nulas, ou seja,

C'={2eClz=(a,b) e b

0}

e a aplicacao
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f: R—

a+— (a,0)

Dizemos que f é um isomorfismo de R em C’, pois a aplicacao é bijetiva.

Pode-se entéo, identificar o complexo (a,0) com o real a e reciprocamente. Diz-se

que o conjunto R esta contido em C ou que R estd imerso em C.

3.3.7. Propriedades das operagdes no conjunto dos nimeros complexos

Sejam z,w e t nimeros complexos. Entao valem as seguintes propriedades:

Adigao
e A;: Comutativa: z+w—=w + 2z
e Ay Assodiativa: z+ (w+t) = (z +w) +1

e Aj: Elemento neutro: e, € C| z+4e, =€, +2=2

De fato, fazendo z = (a,b) e e, = (e, f) teremos
(a,0) + (e, ) = (a+e b+ f) = (a,b)
ate=aeb+f=b < e=0 e [f=0

Assim e, = (e, f) = (0,0) = 0* e é chamado de zero complexo.

e A,: Elemento inverso
dz, € Clz + 2z, = 0*
De fato, para z = (a,b) e zo = (z,y) teremos (a,b)+ (z,y) =(0,0) —=

—  (a+x,b+y)=(0,0), Portanto temos

atx=20 & r—= —a

b+y=20 & y=-b

Assim, z, = (z,y) = (—a,—b) & z, = —z

Multiplicacao

e M;: Comutativa: z-w —=w-z



23

e My Associativa z - (w-t) = (z-w) - ¢

e Mj: Elemento neutro: Je,, € Clz-e,, =€y -2 = 2
De fato, fazendo z = (a,b) € e, = (e, [) teremos

(a,b) - (e, f) = (ac = f,af + be) = (a,b)

ae —bf = a
—= e=lef=0
af +be =5

Assim e, = (1,0) = 1*
e M,: Elemento inverso
dz €Clz+ 2z =1*
De fato, para z = (a,b) e z; = (x,y)
Se (a,b) - (x,y) = (1,0), entdo

(ax — by, bx + ay) = (1,0) &

ar—by =1 a —b
Sr=——ey=—-.
b 1 ay = 0 PR R R 2
a —b 1*
Portanto, z; = (x,y) = <a2+b2’a2+62> Sz = =

@0 ()~ 0L0)

a? 4+ b2 a2 + b2

Distributiva da multiplicacao em relagao a adigao
e 2 - (w+1t) =z w+ z-tdistributiva a esquerda
o (w+t) -z=w-z+t- 2z distributiva a direita
Como a adicao em C e a multiplicacao em C* gozam de tais propriedades, diz-se

que a adi¢ao (C, +) é Grupo Aditivo e a multiplicagao (C,-) é Grupo Multiplicativo. Se

acaso My nao valesse, terfamos um Grupo Multiplicativo nao comutativo.

Também devemos enfatizar que o conjunto do nimeros complexos por gozar das

propriedades de adi¢ao, multiplicacao e distributividade ¢ um corpo.
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3.3.8. O conjugado de um nimero complexo e suas propriedades

Seja z = (a,b) = a-+bi um nimero complexo. Chama-se conjugado de z ao niimero

complexo z = (a,—b) = a — bi

Valem as seguintes propriedades em relacdo aos conjugados:

—
wll
I
A2

Demonstracao. Z = (a,b) = (a,—b) = (a,—(=b)) = (a,b) = z O

2. axB=a+p

Demonstracao. a+ = (a,b) £ (¢,d) = (a+c,btd) = (a+c,—(b+d)) = (a =

c,—bFd) = (a,—b) £ (c; —d) = (a,b) £ (c,d) =a £ j3 O

3.a-f=a-8

Demonstracao. a - = (a,b) - (¢,d) = (ac— bd,cb+ ad) = (ac — bd, —(cb + ad)) =
(ac—bd, —cb — ad) = (ac— (=b)(—d), c(=b) + a(—d)) = (a, =) - (¢,—d) =@-3 O

Demonstracao. <%> - <Ea:2;

<ac + (=b)(—=d) c(—b) + > B
4 (=d)? 7 2 (—d)? (¢, —d)

(67 0)

~ f(actbd cb—ad\ [ac+bd _cb—ad B
\E+dE 2+ \E+d E2+d2)

O

@l L

5. R(a) (parte real de )

a+a
R
(@)= 22
. i a—a
$(ar) (parte imagindria de o) S(a) = 5

- 2a+ (bi — bi)  (a+bi)+ (a — bi)

Demonstracao. R(a) = a = a+0i = a+(bi—bi)

_ 2 2
o+ a
2
e o
S(0) = bi= 01 bi= (a_a)rbi= E-OFW_(atb)—(a—b) oa-a

2 2 2
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6. Va e C;a=a+1b; a,b € R temos

a-a=a?+ b
Demonstracio. a-a = (a,b)(a,—b) = (a* + b* ab— ab) = (a®* + V*,0) = a* +b* O

7. lo| = Vai T B2 = (a@)\/?

Demonstracio. |a| = Va2 +02 = Vo -a = (a-a)"/? B
8. Jol = fal
Demonstracio. |o| = (a-a@)'/? = (@-a)'/? = (@-a)'/? = [a| 0

3.3.9. Norma de um ntimero complexo

Chama-se norma de um ntmero complexo z = (a,b) o ntmero real a® + 0* e

indica-se por:

N(z) = z- 2z = (a+ bi)(a — bi) = a® + V?,
N(z) =a® + b2

A divisao ¢ facilitada se a norma for utilizada. Seja z = (a,b) e u = (¢, d),

z_ (a + bi)(c — di) :(a+bi)-(c—di)
u (c+di)- (c— di) o2 4P

3.3.10. O médulo de um niimero complexo

Chama-se médulo ou valor absoluto de um nimero z = (a, b) a raiz quadrada da

norma e indica-se por

2] = |a + bi| = V@@ + b2 (3.5)

Na forma de coordenadas complexas indica-se médulo como

|z |=V2z (3.6)
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Também pode-se escrever médulo como raiz quadrada da norma

| 2 [= VN(2) (3.7)

3.3.11. Relagao entre médulos

Proposicao 1. Dados z = (a,b) e w = (¢, d), valem as sequintes propriedades:

1. |a] < 2] e |o] < [2|

2. |z w| = 2] |w]
3. |i| :M, se w # 0*
w o fw|
Demonstracao.

L la=V@<V@TB=:] e P=vE<VaETE=

2. |z w| = {a,b)(c,d)| = |(ac — bd, bc + ad)| = |(ac — bd)* + (bc + ad)?| =
|(ac)? — 2achd + (bd)? + (bc)? + 2acbd + (ad)?| = [(ac)? + (bd)* + (bc)? + (ad)?| =
|a?c? + 0?d? + b2 + a*d?| = |a®( + d?) + b*(d? + ¢?)| =
(a® +0%)(c® + )| = [(a® + B)[|(c® + d?)| = | 2| lw]

3. Sendo w # 0* temos

2 la,b),  {ac+bd,bc—ad),  (ac+bd bc—ad)
|E|7|(c,d)|7| 2 + d? |7|02+d2’02+d2|7
B ac+ bd\ > be—ad\®  [(ac)? + 2abed + (bd)?  (be)? — 2abed + (ad)?
N <c2+d2> <c2+d2> B (c + d?)? i (2 + d?)? N

|d*¢ + 2abed + VPP N b?c? — 2abed 4+ a*d®  [aPc® + 2abed + B*d? + b*c® — 2abed + o d?
B (2 a2 (£2--aP )2 B (2 + )2

\/a202+b2d2+b202+a2d2 N \/(a2+62)(02+d2) N \/(a2+62) V@8

(C2 + d2)2 (C2 + d2)2 (C2 + d2) - (C2 Na d2)
&

]
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3.3.12. A Desigualdade Triangular

Anteriormente foi definido o valor absoluto de um ndmero complexo o = a +
ib (a,b € R) como sendo

la| = Voa = (a® + b?)V2

Foram mencionadas algumas propriedades simples do valor absoluto. Agora sera provada

a desigualdade triangular.

Teorema 1. Para quaisquer z1, zo € C
|[z1] = [22] < 21+ 22| < 2] + [22].

Demonstracao.

|21 ~+ 22|2 = (21 + 22)(2_1+Z_2)
= 2171 + (2172 +7i0) + 2%

Como (2173 + Z122) = 2R(217%3)
21 4 20| = |21[* + 2R(2172) + | 2]
Mas 2R(2173) < 2|z173|. Entéo
21+ 2| = |21 + 2R(2172) + |2l < |21]? + 2|27 + 22| =

= lal* + 20| - o] + |22, (2] = |al)

= (Ja1] + |22])*

Como ambos 0s |z + 23] e |z1| + |22| sGo ndo-negativos, obtemos
|21 + 22| < 21| + |22
Para provar a outra desigualdade, note que z; = (21 + 22) + (—22).

Sz =z ze) + (—2)| < a4 za| | — 22
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= |21 + 22| + |22].

Segue que

2] = |22 < |21+ 2.

Trocando os papéis de z; e 23, obtemos
|22| — |Zl| S |Zl +22|

Portanto

|[21] — [22]] < |21 + 22

Discutimos agora a situacao em que a desigualdade triangular se torna uma igual-
dade. E trivial no caso de z; = 0 ou 23 = 0. Por isso, consideramos o caso 21 - 2o # 0.

Ve-se que se torna uma igualdade se e somente se
R(n7) = |27

Mas um numero complexo a satisfaz R(a) = |a| se e somente se a é um nidmero real nao

negativo. Portanto, a desigualdade acima se torna uma igualdade se, e somente se,
2172 2 0.

Como estamos assumindo z; # 0, dividindo ambos os lados por |2;]? = 2% > 0, obtemos

ZL > 0. Resumindo, |21 + 22| = |21] + |22/ se e somente se

j—;>0,amenosquez1:00uz2:0

3.3.13. Potencias da unidade imaginéria

Na sec¢ao 3.2.2 foi definido a unidade imaginéria como ¢ = (0,1). Desta defini¢ao

temos as seguintes consequéncias:

2 —=(0,1)-(0,1) = (=1,0) = 2 = —1
3 = (0,1)%-(0,1) = (0, —1) = * = —i

-~
I

-~
I
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it =1(0,1)*-(0,1) = (1,0) == * = 1
Donde podemos deduzir,

i = (1,0) = 1

iR —(0,1) =4

R = (-1,0) = -1

%+ = (0,—~1) = —4, comk € N

3.4. Forma trigonométrica ou forma polar

Nesta secao apresentaremos a forma trigonométrica ou forma polar dos nimeros
complexos, a formula de passagem, produto, divisao, potenciagao, raizes de um nimero

complexo e raizes da unidade.

Uma outra forma de escrever um nimero complexo é na forma polar, em que as
referencias sao o médulo do nlimero complexo e o angulo que o vetor forma com o eixo
horizontal no sentido anti-horario. Para nao haver confusao em que plano se estd referindo,

ha algumas modificacoes em alguns nomes:

e 0 eixo das abscissas ou horizontal do plano cartesiano sera o eixo real () no plano
complexo. Nele estarao os nimeros representantes da parte real do nimero com-

plexo.

e 0 cixo das ordenadas ou vertical do plano cartesiano serd o eixo imaginario ()

no plano complexo. Ali estardo os nimeros representantes da parte imaginaria do

nimero complexo.

Seja um nimero complexo z = x4y, afixo do ponto B, e o angulo 8 compreendido
entre o eixo real e o vetor @ (figura 3.10). Esse angulo chama-se arqumento de z que é

definido para todo complexo z = (x,y) # (0,0) e estd entre 0 e 27 radianos.
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Figura 3.10: Plano Argand-Gauss

Observe na figura 3.10 que O = (0,0) é a origem, o triangulo AOAB ¢é retan-
gulo em A, com catetos OA e AB e hipotenusa p. Temos também as seguintes relacoes

trigonométricas:

o xr = pcosl

e y— psend

o 0P =2 P

o 2 = p(cos + isend)

A dltima relagao decorre das duas primeiras, pois 2 = x + yi = pcosf + ipsend. Ela

também pode ser indicada por

=

3.4.1. Férmulas de passagem

Sejam x e y as coordenadas cartesianas e z a coordenada complexa, em relacao a

dois eixos perpendiculares Ox e Oy, de um ponto real 7. Entao
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que ¢ a passagem de coordenadas cartesianas retangulares para as coordenadas
complexas e vice-versa.

As coordenadas polares 0 e p de 7, relativas ao pélo O e ao eixo polar Ox, estdao

relacionadas com x e y pelas equagdes. x = pcosf, e y = psend de onde obtemos

p2

? +y? = (z +iy)(x — iy) = 77,

Y Z2—Z
tgd = = =
S r z+z

Portanto, as férmulas de passagem de coordenadas complexas para a coordenada
polares sao

B—Z
(z?)%, 0 = arctan

z+7Zz

3.4.2. Produto entre nimeros complexos na forma polar

Sejam z = p(cosf + isend) e w

produto z por w é dado por

o(cos + iseny) dois nimeros complexos. O

z-w = p-o(cos + isend) - (cos p + iseny)

z-w=p-o(cosl-cosp+ cosl - iseny + isend - cos + isend - i seny)

2w = p-o((cosbcosp — send cos ) + i( send cos ¢ + senyp cos )

mas cosf - cosp — senfl - seny = cos(f + )

e send - cosp | seny - senf) =
sen(6 + ),

Entao

z-w = p-olcos(d + ) + isen(d + p)] (3.8)

Portanto, o modulo do produto é o produto dos modulos e o argumento do produto

€ a soma dos argumentos dos fatores.
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Vimos que a notagio de um ntimero complexo na forma polar z = p(cos @ + i send)
também pode ser z = pZ. Assim, sendo z = pZ e w = ¢ £2 , a notacdo do produto nesta

forma serd

No caso de mais de dois fatores aplicamos sucessivamente esta férmula e obteremos

2122 Zn = p1 P2 palcos(@y + 02+ -+ 6,) fisen(Oy + 02+ -+ 60,)]  (3.9)

ou
/01 +02+ ... +0n
legzn—(plpgpn) L =

Interpretagao geométrica do produto

Sejam os nimeros complexos z = a + bi de imagem M e w = ¢ + di de imagem
N. Como pela defini¢ao (3.9) o médulo do produto é o produto dos médulos, facamos P

a imagem do complexo deste produto. Assim

0P| — 0P| |[OM|
ON

OB| = |OM|-|ON| —> |:—|:|OM| N T TR

; i a s PR ; ;
Por este resultado podemos considerar o vetor Unitdario OA sobre o eixo real. Assim,

teremos a seguinte semelhanca APON ~ AMOA.

P

Figura 3.11: Interpretacao Geométrica do Produto



33

Pode-se observar que o argumento do produto € a soma dos argumentos dos fatores.

Voltemos ao exemplo da secao 3.3.4

Exemplo 7. Sejam os niumeros z; = V3+iez =242 Calcule o produto e represente

geometricamente este resultado no software Geogebra.

1 2
Argumentos: ¢y = arctan — = 30° e f, = arctan 5= 45°

V3
MédUlOSIpli (\/§)2~|»12:\/Z:2 e p2:,/22+22:\/g:2\/§

Produto: z3 = 21 - 22 = 2+ 2¢/2(cos(30° + 45°) + i sen(30° 4 45°)) = 4+/2(cos 75° +
isen75°)

abs(z,) = 2.83

abs(z4) =2

' ' Re(z)
2 3

Figura 3.12: Produto de V3tiew=2+2

3.4.3. Divisao entre ntimeros complexos na forma polar

Sejam z = p(cos + isenf) e w = o(cos ¢ + iseny). A divisdo de z por w é dada

por

z p cosf+isenf  p  (cosf+ isend)(cosp — iseny)
o

w o cos Y + i senyp B (cos p + iseny)(cos p — iseny)

p  (cosf cosp — cos 0iseny + isend cos p — isendiseny

o cos? ¢ + sen?yp
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p (cosfcosp —i?senf senyp) + i( send cos p — send cos )
o 1

— £, (cos B cos ¢ + senf senyp) + i( send cos p — send cos Y)
o

Como cos(f — ) = cosO - cosp + senf - senp e  sen(f — @) = senf - cos p —

seny - senf,
teremos

% = g[cos(ﬁ — ) +isen(d — )]

Portanto, a divisdo de dois nimeros complexos na forma trigonométrica sera: o
modulo do quociente € o quociente dos modulos e o argumento do quociente é a diferenca

entre os argumentos do dividendo e do divisor.

3.4.4. Potenciacao na forma polar

Seja z = p(cos @ + isend). Pela férmula 3.8 teremos

2+ 2= 2" = p*(cos 20 + i sen20)

2z 22 =2"= p*(cos 30 + isen3h)

para provarmos que ¥n € N vale a relagdo 2" = p"(cosnd + isennf), basta usarmos a

hipétese de inducao finita,

para k=1 = z'=2= p(cosf +isend) = p'(cos 16 + isenld)

Supor vélida a hipétese parak = n—1 == 2"t = p" (cos(n—1)0+isen(n—
1)0)]

Observa-se que é vélido também para k = n, pois multiplicando-se membro a

membro por: z = p(cosf + isend) vem:
2" = p"lcos(n — 1)0 + isen(n — 1)0] - (cosf + isend)

2" = p"lcos(n—1)0-cos O+ isen(n—1)0 - cosf + cos(n — 1)0 - isend +isen(n — 1)0 - i send)]
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2" = p"[cos((n—1)0)-cos O+isen((n—1)8)-cos O+isen-0 cos((n—1)0)— sen((n—1)0)- send]
2" = p"[(cos((n—1)8)-cos 0— sen((n—1)0)- senf+i( sen((n—1)0)-cos 6+ sen-0 cos((n—1)0))]
2" = p"(cos((n — 1)0 + 6) + isen((n — 1) + 0))

2" = p"(cosnb + isennb) (3.10)

Esta férmula estende-se Vn € Z.

9 1 1 I cos 0 — 1 senf cos ) — 1 senf
s, — — = — . —
2 plcos@ +isenf)  p(cosO + isend) (cos@ —isend)  p(cos? 6+ sen?d)
0 — isend
g VR p~(cos — isend)

p-l
Para 22 teremos

72 = (5712 = [p7(cos 0 — isend)?

272 = p~?(cos? 6 — sen®d — 2isend - cos0)

272 = p7%(cos 20 — i sen20)

De forma analoga a 3.10 encontra-se a férmula

27" = p~"(cosnf — isennb), (3.11)

como cos(—nf) = cos(nf) e sen(—nl) = —sen(nd) a férmula (3.11) é equivalente a

féormula (3.10) e pode-se escrever:
[p(cos @ + isend)|™ = p™(cos nb -+ isennb),Vn € Z.
Como [p(cos 8 + isend)|” = p™(cosn + isennb) e

p"(cos @ + isend)” = p"(cosnd + isennbd), entdao

(cos O + isenf)” = cosnf + 1 sennd (3.12)

que ¢ a férmula de De Moivre.

Exemplo 8. Determine o valor do cos360 com o auzilio da féormula de De Moivre.
(cos @ + 1 senf)® = cos 30 + 1 sen30)
Desenvolvendo o primeiro membro da igualdade teremos

cos 30 + 1 sen30 = (cos® 0 — 3cos 0 - sen®0) + (3 cos? 0 - send) — sen0)
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Assim temos que

cos 30 = cos® 0 — 3cos O - sen’d

sen30 = 3cos? 0 - sent — sen®0

3.4.5. Raizes de um numero complexo na forma trigonométrica

Sejam u = o(cos ¢ + iseny) e z = p(cost + isend). As raizes e-nésimas de z sao

nimeros complexos do tipo u tais que

ou seja

lo(cos @ + iseny)|™ = p(cos @ + isend)

Utilizando a férmula de Moivre e desenvolvendo o lado esquerdo teremos

o™ (cos ny + isenng)| = p(cos @ + isend)

Esta igualdade é valida se, e somente se,

ot =p e np =60 + 2kr,

que resulta em:

0 + 2k
o= {/p e p=—:
n
Portanto, as raizes e-nésimas de z sado:
0+ 2k . 0+2k
n n
0 + 2k 0 2k
Assim obtém-se n valores distintos para ¢, pois ¢ = Yo e + —W, sendo
n n n

k=0,1,2,...,(n—1). Pode-se entdo afirmar que existem n raizes distintas de um complexo

2m
nao-nulo. Essas raizes tem o mesmo mdédulo e seus argumentos diferem de — radianos.
n

Exemplo 9. Determinar as raizes sextas do nimero -64.
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Solucao
Na forma polar: p =64 e 8 = 7 radianos

Logo —64 = 64(cos 7 + i senm)

Assim
7+ 2kr . w4 2k7m
up = vV64(cos ———— + isen———)
6 6
para k = 0,1,2,3,4,5 e sendo v/64 = 2
2.0 2.0 3 1
k=0= ug :2(cosu+isenu) :2(cosz+isenﬁ) :2(£+i—):\/§+i
6 6 6 6 2 2
2-1- 2.1 3 3
k=1= wuy :2(cos7r+%+isen7r+%):2(cos%+isen%) =2(0+ 1) =24
2.2. 2.2. 5 5 3 1
k=2= uy = 2(cosﬂ%+isenﬂ%) = 2(cos%+isen%) = 2(—§+i§) =
—V3+i
2.3 2.3 7 7 3 1
k=3= u3z = 2(cosﬂ%+isenﬂ%) = 2(cos%+isen%) = 2(—% —25) =
-3 -4
2.-4. 2.4. 9 9
k=4= wy :2(cos7r+%+isen7r+%) :2(cos%+isen%) =2(0—41)=—24
2.5 2.5 11 11 3 1
k=5= us :2(cos7r+% +isen”%) :2(cos%+isen%) :2(§ —25) =

V3 —i

Interpretacao Geométrica

Figura 3.13: Hexagono da raiz sexta de -64
Exemplo 10. Determinar as raizes da equacao x* + 2i — 0.

Solugho: #® + 21 =0 <= 2® = —-2% <= x = /24, ou seja, quer se



encontrar as raizes cibicas de —2i

3
Na forma polar: p=2e 0 = grd

3 3
Logo —2i = 2(cos % + isen%)
Calculando as raizes cibicas
3
— + 2km — + 2kw 3 Ak
U — \‘75 COSQT +isen% = \‘75 <COS% +i1sen——
3 4.0- 3 4.0-
para k =0 = ug = 72 <COS¥ +isen¥> =

:%(COS%Jriseng):\3/5(0+Z'1):0+€/§Z~

3 4.1- 3 4.1-
parak1:>u1\?/§<cos¥+isen¥>

= %(COS%‘F@SGD%) — %(—ﬁ—zl> = %<—£—3>

parak2:>u1\?/§<cos—+isen

%(cos%Jrisen%) %<£—21> %<£—£>

A interpretagio Geométrica esta na figura 3.14.

38
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uy = 0+ 1.26i

u, =-1.09- 068

Figura 3.14: Triangulo das raizes da equacao x® + 2i — 0

3.5. Rafzes da unidade

O numero complexo (1,0) tem médulo 1 e argumento zero,ou seja, 1 = 1(cos0 +

isen0). As raizes n-ésimas de 1 sdo nimeros complexos do tipo:

2k 2k
u = cos 21 +isen—7r, com ke{0,1,2,...,n—1}
n n

o, , 2r A 2(n— m
ou seja, sao numeros complexos de médulo 1 e argumentos 0, —, —, ..., ————. Eles
n'n n
sao vértices de um poligono regular de n lados onde o primeiro dos vértices é o ponto

(1,0).

Teorema 2. Chamando-se de ug,uy, ..., U,—1 as raizes da unidade e se w é uma qualquer
das raizes n — ésimas do complexo z, entao wuy, WUy, Wy, ..., Wl,—1 SAO S N raizes do

complexo z. .

Demonstracao. Seja w tal que w”™ = z. Qualquer um dos complexos do tipo wu; com
i€0,1,2,...,(n— 1) obedece a condigao

Y22

(wu)) = w™ - u = w(u})

Como u} = 1, vem:

"yl = w” = z ou | (wu)™ = 2|0 que prova o teorema. O

(wu))* = w" - uf =

Exemplo 11. Determinar as raizes quartas do niumero 81.

Como 3* = 81 — wy = 3 é uma das raizes.
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Também temos que up = 1, uy = ¢, up = —1 e uz = —17 sdo as raizes quartas da
unidade, vem:

Wy =3 Uy =3
wy —3-u; — N
Wy — 3 Uy — —3
W3 = 3 - U3 = —31

Exemplo 12. Demonstre que as raizes de x° + x + 1 = 0 sao também raizes sextas da

unidade.

Seja u uma raiz sexta da unidade. Entao u® = 1 eu® —1 = 0.

Fatorando este produto notdvel temos u® — 1 = (u® — 1)(u® + 1)

Dividindo u* — 1 por u— 1 e «* + 1 por u + 1 teremos:

wW—1=w-D*+u+1) e v*+1=(w+1)w?—u+1)

Assim v® —1 = (@ - D@ +1) = (u— D +ut+ D+ D? —ut1)ese
a e 3 sao rafzes de u? + u + 1 = 0, e consequentemente de ©u® — 1 = 0, também sao de

24+r+1=0.

3.6. Forma exponencial

3.7. Nimero complexo na forma exponencial

Do Calculo pode-se encontrar valores de fungoes polinomiais efetuando um nimero
finito de adi¢oes e multiplicacoes. Porém, existem fungoes, tais como fungoes logaritmicas,
exponenciais e trigonométricas, que nao podem ser calculadas com facilidade. Felizmente
pode-se encontrar valores aproximados por polinomios quando a diferenca entre o valor
efetivo da funcao e a aproximacao for suficientemente pequena. Um dos métodos mais

utilizados é o que envolve a férmula de Taylor.

Teorema 3. Seja f uma funcao tal que f e suas n primeiras derivadas sejam continuas

no intervalo fechado [a,b]. Além disso, f"FV(x) existe para todo x no intervalo aberto
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(a,b). Entao, existe um nimero £ no intervalo aberto (a,b) tal que

f"(a)

n!

['(a)
!

/"(a)
2!

A
(n+1)!

J(b) = fla)+ (b—a)+ (b—a)*+- -+ (b—a)"+ (b—a)"™ (3.13)

Omitiremos a demonstracao do teorema por nao ser o escopo neste trabalho.

Se b for substituido por x, obtemos a férmula de Taylor.

['(a)
1!

f"(a)

n!

J/"(a)
2!

A

(@ —a) 4ot (n+1)!

J(@) = [la) +

(x —a)+

a)nJrl

(x —a)"+ (x —

(3.14)
onde £ estd entre a e x. A condi¢@o sob a qual (3.14) é valida é que f e suas n primeiras
derivadas devem ser continuas em um intervalo fechado contendo a e z, e a (n + 1)-ésima

derivada de f deve existir em todos os pontos do intervalo aberto correspondente. Tal

férmula pode ser escrita como
f(x) = F.(z) + Ru(z),

(n+1)
onde R,(x) = fi@(b — a)™™ é o resto e P, ¢ o chamado polinémio de Taylor de
(n+ 1)!

n-ésimo grau da fun¢do f no nimero a.

Um caso especial da férmula de Taylor é obtido quando a = 0 em (3.14) e teremos

' " (n) (n+1)
fl('o)x+ f2('0)$2 s e f n'(0)$n s Jzn+ ffl)anrl (315)

que é a chamada férmula de MacLaurin.

Exemplo 13. Explicite as séries €, senx e cosx através do polinomio de Taylor.

Solugdo: Sendo f(x) = €, tem-se f'(x) = €” e todas as derivadas seguintes também

sio f™(x) = €. Logo

0 0,.2 0,.n 2 n
fo gt B R g BE g B e
e =e + T + 5 + + o —1+1!+2!+ +n! (3.16)

Sendo f(x) = senx, tem-se que f'(x) = cosw, ["(x) = —senz, ["(x) = —cosuw,
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f%(x) = senz. Tem-se também que sen0 = 0 e cos0 = 1. Entao

 enn 4 08 0z —sen0x® —cosOz®  senOz? 1y sen(™ g™
senr = senl + T + 5 + 5 + m c (1) —
I R L2t
=g R o S 3.17
sent = 37— gt g~ Ho DTG T (3.17)
E sendo f(x) = cosx, tem-se que f'(x) = —senx, f"(x) = —cosx, ["(x) = senz,

f%(x) = cosx. Tem-se também que sen0 = 0 e cos0 = 1. Entao

e sen0r  —cosO0z?  sen0z®  cosOx! [y cos” 2"
cosz = 080+ ——— + ——— + —r— + — o (—1) o
z? x6 x® cos™ g
S T G | i 3.18
CoS T o + TR -+ 3] +(=1) o ( )

Estes resultados foram obtidos para se calcular €¥, ou seja, trocar x por 6 em e”.

De (3.16), temos:

0; 0(:0\2 0/:\3 0/:0\4 0(:0\n
@ i (i) €’(i0)°  e’(ih) e (i0)
e T R T B R
o i (10)%  (10)*  (i0)* (10)"”
el eyt et e
0 0 6% 9 gt (10"
e —1+i—§—3—‘|‘1+ - ol S

separando devidamente os valores reais e valores imaginarios teremos

) 02 04 06 02n 03 05 07 02n+1
0 n . n
e <1—§+j—a+"'+(—1) WJF.”)JFZ(O_?jLa_WJF +(—1) 7!4’

De (3.17) e (3.18) temos

e? = cos 0 + isend (3.19)

Utilizando a Formula de De Moivre

(cos @ + isend)”™ = cos nf + i sennd

(eiO)n — 6m9

Assim, um nimero complexo z = x + iy pode ser escrito como z = p- ¥, sendo p = |z|.
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3.8. Produto na forma exponencial

Sendo z; = py - €91 e 25 = pa - € tem-se como produto z; - 2

2z ={p1- €M) (p2- €)= p1-pp- €€ = py - py - HHP
Zl . 22 — pl . p2 . 6i<91+92>
Da defini¢ao (3.9) pode-se escrever
21022 et 2 = PL P2 e P 01402+ +0n) (3.20)

Exemplo 14. Calcule o produto (v/3 + 1) - (1 +4v/3).

V3

Solucao: Temos que arctan ¢y = = — —= 6, = 30°

B
arctan 04 — ? = /3 = 0, = 60°
pi— /(B + 12— VEFT =2
p2= 12+ (V32 =v1+3=2
Assim, (v3+1) - (1 +4v/3) = 2-2+ [cos(30° +60°) + i sen(30° + 60°)] = 4 - [cos 90° +

isen90°] =4 - (0 +il) = 44

3.9. Divisao na forma exponencial

Sendo z; = p; - €91 e 25 = po - €2 tem-se como divisdo z; : 2o

101
ﬁ o pLe _ & . 6i91—i92

2y pp e P2

Z2 P2

Exemplo 15. Calcule o quociente (v/3 +14) : (1 +iv/3).

AP iei-0) (3.21)

Solucao: Do exercicio anterior temos que #; = 30°, 6y = 60°, p; = 2 e

p2 = 2. Da trigonometria sabe-se que cos(—0) = cosf e sen(—0) = — senfl

Assim, (vV3+14) : (1+iv3) = ;-[008(300—600)+isen(30°—600)] = 1-[cos(—30°) -+
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3 1
isen(—30°)] = 1 - (cos30° — isen30°) = g — 25
3.10. Potencias na forma exponencial
Do resultado (3.20), da férmula de De Moivre e se 21 = z, = -+ - = 2, = z teremos

p" - (cosnf + isennf).

Exemplo 16. Calcule a poténcia (v/3 +1)°.

Solucao: Do exemplo 14 e do resultado (3.22) temos

(V34 1)% = 25[cos(6 - 30°) + isen(6 - 30°)] = 64(cos 180° + i sen180°)

. Compare este exercicio com o exemplo 9.

(3.22)

64(—1+0) — —64



4. Aplicagoes a geometria

Se um ponto e uma reta podem ser representados no plano, podemos entao repre-

sentar nele toda a geometria plana e a analitica. Este serd o escopo deste capitulo.

Consideremos as seguintes formas de se escrever um nimero complexo:

z=a+bi ou z=(a,b)

4.1. Ponto médio de um segmento

Proposicao 2. Dado um segmento de reta no plano complexos formados pelos pontos 2, e
z21+ %
2

2y, seu ponto médio € dado por z,, =

M

y4
1 M z,

Figura 4.1: Ponto Médio

Demonstracao. Como z,, é o ponto médio do segmento z;2o podemos escrever a seguinte

igualdade zlzme = zngf. Portanto

21 + V)
Zn — =20 — 2y = 2-Zy=2+t2 <= z,= 5
O
Exemplo 17. Considere os pontos z1 = =2 + 3i € 2o = b — 3i. O ponto médio entre z; e

2o € 0 ponto z, = 1,5+ 0i ou (1,5;0) que estd sobre o eixo real (figura 4.2), pois

21+ 29 _(—2+3i)+(5—3i) _3+Oi

m T m m:17 ]
5 <z 5 < 7 5 < 7 5+ 01

Zm =
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eixo imaginario

eixo real
2 3 4 5

Figura 4.2: Ponto Médio entre z; e 25

4.2. Distancia entre dois pontos

Proposicao 3. Dados dois pontos z1 = (a,b) e zo = (¢, d) (figura 4.3) no plano complexo.
Sua distancia €

d(z122) = |22 — 21| (4.1)

eixo imaginario

z,=(c,d)

eixo real

Figura 4.3: Distancia entre pontos

Demonstragdo. Por definigio a distancia entre pontos no plano é d(z122) = /(¢ — a)? + (d — b)?
e a defini¢do da diferenca entre pontos complexos é 23 — 21 = (¢ + di) — (a + bi) =
(c—a)+ (d—0b)i. Como a distancia entre pontos complexos é o médulo da diferenca entre

estes pontos, temos

|22 — 21| = V/(c— )2 + (d — b)?
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Assim d(z122) = |22 — 21| O

Exemplo 18. A distancia entre os pontos da figura 4.2 € aproximadamente 9,22 unidades,

poLS

|20 — 21| = /(5 — (=2))2 + (3 — (=3))2 = VT2 + 62 = V85 ~ 9, 22un

eixo imaginario
-

14 z,2,=9.22

: : eixo real
-3 -2 = 0 1 2 3 4 5 6

> 2,=(5,-3)

Figura 4.4: Distancia entre 21 = -2+ 3ie 20 =5 — 31

Mas a férmula da distancia entre dois pontos (equagio 4.1) é a mesma que a férmula
do médulo de um nimero complexo (equacao 3.5). Portanto, também podemos utilizar a
outra férmula de médulo (equacdo 3.6). Assim, se a« = (c—a,d—b) ea@ = (c—a,—(d—0))

teremos as igualdades

d(z120) = |22 — 21| = V(c— a)2 + (d = b)2 = Voa (4.2)

Proposigao 4. Dados 0s pontos zy € z5 e seus respectivos conjugados Z1 e Za. A distancia

entre Z1 € Zo € igual a distancia entre z, e 2.

Demonstracao. Seja z1 = (a,b) e 25 = (¢,d). Entdo Z; = (a,—b) e Z, = (¢, —d). Pela

proposicao anterior

Gz, = 22— 71| = V(= a) + (-d) — (—a))* = /(e —a)? + (-d +a)? =
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4.3. Condicao de alinhamento de tres pontos

Proposicao 5. Dois vetores ndao nulos do plano complexo z = (a,b) e zo = (¢, d) sao

paralelos se, e so se, existe X € R* tal que z1 = X - 2.

Demonstracao. (=) Se os vetores sdo paralelos, as razoes entre seus componentes é

a b a b
proporcional, ou seja, — = — = A — — =X e == — a =
c d c d
Ac e b= Adcom A e R"
— (a,b) = (Ae, \d) — (a,b) = X, d) — 2= A%y
(<=) Se z1 = Az temos que (a,b) = A(e, d) = (a,b) = (Ae, Ad) =
a b a b
a=X e b=\ — —=X e == <— — = — = )\, ou seja,
c d c d
a razdo entre seus componentes é proporcional e os vetores sao paralelos. 1

o ; ; n . 23— 2
Proposicao 6. A colinearidade de trés pontos z1, z3 e z3 acontece se, e s6 se, ——— € R*.
Z2 — &1

Z
2 23

Figura 4.5: Pontos colineares

» : T i i —
Demonstracao. (=) Por hipdtese 21, 2o ¢ 23 sdo colineares, ou seja, os vetores z125 e

2175 sdo paralelos e, pela proposicao 5, 2125 = Aziz5. Entdo z3 — 21 = Mz — 21) e
Z3 — 21

=AeR".
2 — 21
23 — 21 « ~ - ; .
(<) Se ——— = X € R* entao os vetores sao paralelos. Como z; é a origem de ambos,
2 — &1
os vetores sao colineares. [

Exemplo 19. Os pontos z1 = (1,1), 2o = (4,2) e z3 = (7,3) sao colineares pois

w—xn_ (13 -(11) (62 (%0) = (2,0) e R*

Zp — 2 B (472) - (17 1) (37 1)
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S

4 eixo imaginario

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
eixo real

5 [3 7

Figura 4.6: Exemplo de pontos colineares

4.4. Equacao da reta

Proposigcao 7. Sejam dois pontos associados aos nimeros complexos z1 e z». A equagao

da reta que passa por estes pontos € dada por

eixo imaginario
2

2z

eixo real

Figura 4.7: Equacao da reta

Demonstracao. Dados dois pontos fixos z; € z5. Se z é um ponto qualquer da reta z;23,
~ ~ . .o~ Z =z ~
entao z1, 2z € z sdo pontos colineares e pela proposicao 6, temos ——— € R. Ora, entao
Zo — 21
ele é igual ao seu conjugado, pois o conjugado de um nimero real é igual a ele mesmo.

Z— 21 Z— 21
= <~
2o — 21 Zo — 21

zZ— 21 z— Z1

Entao

Z9 — 21 Zo — 2

Z— & zZ—7Z

2o — 21 Zo — 2

Observagao: Se desenvolvermos o resultado anterior teremos:
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-z Z—Z
Z—2z1 T —7Z1
—Sz2m-7)-aEm-7)=%Z-7) - alz-7)
= 2m-72)—a1(Zm 7)) —2EZ-Z2)+tx1EZ-7)=0
=z m-A)tal-R+zn+zZ-7) t -z +7) =0
= Bm-7)+aZ-=)+nEZm-2) =0
2z -tz —2)+2EZ—-721)=0
=27 — 2+ mF— 7tz — 221 =0
= 27+ 207+ 217 — 2071 — 212 — 223 — 0 (4.4)
que pode ser colocada na forma do determinante
Z z 1
21 Z1 1 |= 0 (45)
Z9 Z9 1
Continuando 4.4 teremos a equagao
Z(?l - 52) *|>§(ZQ — Zl) + 2152 — 2251 =0 (46)

Exemplo 20. A equacao da reta que passa pelos pontos z; = (1,1), 2o = (4,2) é 2(—=3,1)+
Z(3,1) + (0,4) = 0 pois
Z(?l — 52) *|>§(ZQ — Zl) + 2152 — 2251 =0
Z((L _1) - (47 _2)) +§((4, 2) - (17 1)) + (17 1)(47 _2) - (47 2)(17 _1) =

2(—3,1) +2(3,1) + (0,4) =0
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~

4 eixo imaginario

N
[N}

eixo real

5 5 7

i = e e

Figura 4.8: Reta complexa que passa por z; e 2o

4.5. Equacao paramétrica da reta

Sejam z; # 2 pontos distintos e

Figura 4.9: Reta Paramétrica

seja z um ponto qualquer da reta determinada por z; e z,. Entao a igualdade
Z — 21 . ~ sy . ’
——— =)\, com X\ € R*, pode ser escrita como a equagao paramétrica da reta, isto é,
22 — &1

Z

z— 2
el I
29 — 21 z ;
z— 2= Mz —2) 1
' B

Z:)\ZQ—/\21+21
@)

z2=(1—=XNz + Az
Figura 4.10: Equacgdo paramétrica

Exemplo 21. A equacdo paramétrica da reta que passa pelos pontos z = (1,1), zo = (4,2)

€z=(1—XMN(1,1)+A4,2), isto &, z= (1,1) + (3\, \)

Exemplo 22. Considere 0os pontos representados pelos niimeros complexos wy e wy. Defi-
nimos o vetor diferenca wy — wy e um numero real t. Como t varia de —oo até +00, 0

vetor t(we — wq) define a reta r.
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rowy +tlwy —wy), comt €R ou 7wyt t{w; —ws), comt R

Observe a figura 4.11 construida através do software Geogebra. Temos os pontos

wy =1+, wy = —1+ 27 e os pontos 2s, 23, 24, 25, 26 € 27 referentes ao parametro t.

Z6

Figura 4.11: Reta com parametro t
Os pontos z; = 5 — @ (para t = —2) e z3 = 3 4 0i (para t = —1) sdo externos ao
intervalo w, — wy e o sentido do vetor é contrario ao do vetor W, Wg, pois t < 0.

Os pontos zy = 0+ 1,5 (para t = 0,5) e z5 = 0,6 + 1,8 (para t = 0,8) estao

internos ao intervalo ws —w; € tém o mesmo sentido do vetor W, Wg, pois 0 <t < 1.

Os pontos z5 = —3 + 3i (para t = 2) e 2 = —2 -+ 2,5¢ (para t = 1,5) sdo externos

ao intervalo w — ws € tém o mesmo sentido do vetor Wi Wa, pois ¢t > 0.

De um modo geral, sendo z = wy + t(wy — wy)

se t = 0 o vetor estara sobre w;;
se t = 1 o vetor estara sobre ws;

se t < 0 o vetor serd externo ao intervalo w; — wy ¢ o sentido serd o contrario ao

vetor wy — wi;

se t > 0 o vetor serd externo ao intervalo w; — wy e o sentido serda o mesmo do vetor

Wy — Wi,

se 0 <t < 1 o vetor serd interno ao intervalo w; — ws € o sentido serd o mesmo do

vetor ws — wjy.

|t| > 1 amplia o vetor;



23

e || < 1 contrai o vetor;
4.6. Divisao proporcional
Considere t € R, os pontos fixos 7, Z3 e o

ponto variavel 7, representados respectiva-

mente pelos nimeros complexos 21, 23 € z.

Pela Proposicao 6 os pontos sao colineares e

t divide o segmento 7,7, na razao

YAV z— 2z 21+ 12 Tl : TQ
tl=— = = — =
ZZ2 2o — Z 1+t

Figura 4.12: Teorema de Tales

Como (x1,y1), (x2,y2), (x,y) sdo as coordenadas cartesianas retangulares de 7y, 75, 7,

entao, pelo teorema de Tales

Zl+t22 $:$1+tl’2’ :y1+ty2
14+t 1+t 14+t

(4.7)

ou seja, dada a razao t e os pontos z1 e 29, as férmulas 4.7 nos fornecem o ponto z.
Exemplo 23. Dados os pontos 71 e 7y de afi-

x08 21 = 1—1 e 2o = 5+41, encontrar o ponto P S ———————
z de tal forma que t = 3 divida o segmento ;

/175 em partes proporcionais. ,

Solugéo: Aplicando as férmulas (4.7) temos

L+t 1+3 4

r =412 75 Figura 4.13: Divisao na razao t=3

4.7. Medida de um angulo no plano complexo

Na sec¢ao anterior vimos todos os casos da equagcao paramétrica em que ¢ € R dados

21, 73 € z3. Quando t ¢ R tais pontos formardo um triangulo. Para analisar os angulos
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deste triangulo, deve-se analisar os argumentos de ¢.

Z3 — 21

argt — arg
Zo — 21

O argumento de t é o angulo formado pelos lados deste triangulo.

Exemplo 24. Sejam os pontos Zy, Zy e Zs, representados pelos nimeros complexos z; =
3+41, =141 e 23 = —2+4 3i. Determine o angulo formado pelos lados ZsZy e 717

com vértice em Zs.

Solugao: Célculo do argumento de ¢

T N, ZS_Z2*a1" (—2+32)—(1‘|‘2)7ar —3+227
S Y 4 -+ Para
132 ) (0 +9) ( 7r+. 7r>
p— — p— p— —_— n_
arg - - = argi = arg 1) = arg (cos 5 + iseny

Portanto, o angulo formado pelos lados 7375 e 717, com vértice em 7, é g ou 90°.

Figura 4.14: Triangulo retangulo

4.8. Equacao da reta com coordenadas cartesianas

Do postulado sabe-se que dois pontos determinam uma reta. Assim, dados os
pontos A = (z4,y.) € B = (s, y») formando a reta r, se (x,y) € r, temos
& Y 1
To Yo 1[0
T UYp 1
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O resultado do calculo do determinante é
By + v+ Tl — Yas — YTu— g =D
(Yo — o) + Y (@6 — 2a) + (Talp — Yas) = 0

Fazendo a = (y, — 1), 6= (xs — x4) € ¥ = (Tl — Ya¥p) & equagao da reta serd

rat+yf+vy=0 ou ar+fByt+y=0

O coeficiente angular serd

mztg@zyb_y& ou mztg@zy&_yb ou m= tgh=—— (4.8)
Xb— Wy Ly — Xp B
O coeficiente linear serd b — Lol = Ho ou b— _
By — g B

A posigao relativa entre duas retas depende de seus coeficientes angulares e lineares.

Supor duas retas r e s com seus respectivos coeficientes angulares m,, ms e lineares b,, bs.
Se m, = my e b, = b, as retas sao coincidentes;
Se m, = myg e b, # b, as retas sdo paralelas;

Se m, # ms as retas sdo concorrentes; e se ainda m, - my, = —1 as retas sao

perpendiculares.

Exemplo 25. As retas r : 2x + 3y +9 = 0 e s : 4z + 6y — 2 = 0 sao paralelas, pois

- —0,6 ems:—%:—O,EebT:—%:—S ebS:%:O,g, ou seja, M, — My

o

m, = —

. o Ve . \ K o . 2
eb, #bs. Avretat:3x—2y+ 32=0 ¢ perpendicular as retas r e t, pois m, = ms = —%

emy =3, ou seja, m, - my = my - my = —1 (figura 4.15).
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s:4x+6y-2=0

t:3x-2y+3=0

\2x+3y+9:0

5

Figura 4.15: Retas Paralelas e retas perpendiculares

4.9. Equacao da reta dados os ntimeros complexos

Sejam os pontos Z;, Zy e um ponto qualquer Z representados respectivamente
pelos nimeros complexos 23 = x +1iy1, 22 = © +1y2 € 2 = x+ 1y, teremos como conjugados

Z1=x— 1y, 22 = x — iy € Z = x — 1y. O determinante para encontrar a equacao da reta

[©N

b Z 1
$1+iy1 ZCl—iyl 11=0
T2 + 1Y T2 — W il

(1 —1y1) 2+ (o +iy)Z+ (21 iy (va—iye) — (w2 +iy2) (r1—iy1) — (w2 —iy2) 2— (21 +Hiy1)Z = 0
[(r1—dy1) — (w2 —1y2) |2+ [ (22 +iy2) — (w1 Hiy) |2+ (21 Hiy) (o —iya) — (w2 Hiye) (w1 —iy1) = 0
(w1 — 22) — i{yr — iy2)|z — [(w1 — 22) + iy — ¥a)]Z + 2i(22y1 — 11y2) = 0

[(r1 — m2) —i(y1 — iyp)]2 + [ (v1 — 22) — i(y1 — y2)|7 + 2i(v2y1 — 2172) = 0

Fazendo

A:$1—$2, B:yl—yz, C:$2y1—$1y2 (4-9)
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Assim teremos

(A—iB)z— (A+iB)z+2iC =0 (4.10)

e se fizermos
a=A+iB, a=A—iB e v=2C teremos (4.11)
r:oaz—o0z+v=0 (4.12)

que é a equacao geral da reta no plano complexo.

4.10. Coeficientes angular e linear

O angulo que a reta r (4.12) faz com o eixo R ¢ o mesmo angulo que o nimero
complexo « de (4.11) faz com este eixo. Portanto o coeficiente angular da reta (4.12) é o
quociente

(4.13)

Thip =

x|

v

4.11).
oz+0zde( )

O ponto em que areta (4.12) intersecta o eixo &, ou coeficiente linear, é —

Re

Figura 4.16: Plano Complexo

4.11. Posicao relativa entre duas retas

A posicao relativa entre duas retas no plano complexo também dependera de seus

coeficientes angulares e lineares e as regras sao as mesmas, ou seja,

Se m, = ms e cl, = cls as retas sao coincidentes;
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Se m, = ms e cl, # cls as retas sao paralelas;
Se m, # ms as retas sao concorrentes;
Se m, - ms = —1 as retas sao perpendiculares.

Em relagao a retas perpendiculares pode-se concluir, do fato que m, -ms = —1 e
A
de (4.13) que ms = ~5 Portanto, o feixe de retas perpendiculares a r : (A —iB)z —

(A+iB)Z—vy=0serdas: (B+iA)z— (B—iA)Z—ty=0em quet € R.

Exemplo 26. Sejam duas retas r formada pelos afixos 3+ 41 e 1 + 1 e s formadas pelos

afixos 31 e —4 — 3i. Vamos calcular seus coeficientes angulares m,., ms e lineares b,, by.

Inicialmente explicitemos as retas r e s.
2 % 1
Tl 344 3—4 1({=0
I+1 1—1¢ 1
r:B=-1)—-id-D]z—-[B=-14+id-1)]z+2i(1-4-3-1)=0

ri(2—3i)z— (24 3i)Z+2% =0

z z 1
S 31 -3 11=0
—4 — 31 —4+ 3 1

$:[(0=(=4) —iB = (=3)]z = [(0 = (=4)) +i(3 = (=3))]z7 + 2i((-4) - 3-0-3) =0

s:(4—6i)z— (4+6i)z — 241 = 0.

Temos
(2+ 31) — (2 — 3i) 6: 3
My — : sar— g — = &
[(2430)+(2—-3d))i 4 2
B (4+ 67) — (4 — 69) 1203

T 6) - (A—6)i 8 2

—
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b 24 2t

TR4+3)+(2-3) 4 2
24i 24i

by — ! _ gy

T (446i)+ (4—6i) 8

Figura 4.17: Retas Paralelas

Observe que m, = ms e b, # bs. Logo as retas sao paralelas.

Exemplo 27. Vamos verificar a posicao relativa das retas r e s formadas pelos pontos

3441 el 41 e pelos pontos 2+ 1 e —1 + 31, respectivamente.
Solucao:

Com (4.10) podemos calcular as retas r e s.
r:((3-1)—-id-1))z—(3—-1)+e¢(4—-1))z+2i(1-4—-3-1)=0

(2= 3i)z — (24 30)7 + 2i(4 — 3) = 0

(2-30)z— (24 3)2+2i =0

s1((2—(=1) —i(1—3))z — (2= (=) + (1 — 3)Z+ 2i((=1) - 1 —2:3) = 0
(34 20)2 — (3 — 207 + 2i(—1 — 6) = 0

(34 20)2 — (3 — 20)7 — 14i = 0

Com (4.13) pode calcular os coeficientes angulares.
3 =2
2 -3
Como 5 g = —1 as retas sao perpendiculares.
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Figura 4.18: Retas perpendiculares

4.12. Equagao da reta paralela

Proposicao 8. Considere r a reta que passa pelos pontos zy e zo. Considere também os
pontos z e z3, pontos nao pertencentes a r, e a reta s determinada por eles. Se s for

paralela a r sua equacdo serd determinada por:

AR Z— 73

- (4.14)

29 — 21 52—51

Figura 4.19: Retas Paralelas

Demonstracdo. Os vetores z125 e @ sao paralelos, portanto tem-se z — z3 = A(22 — 21),
2 — 21 '
um numero real é o proprio ndmero. Entao

com A € R* ou seja, A = Outra informacao importante é que o conjugado de

Z— Z3 Z — Z3 Z— Z3 Z— Z3
Zo — 24 Z z
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Continuando o desenvolvimento da equacao ainda teremos
< Z(EQ — 51) — 23(52 . 51) = 5(22 —_ Zl) — 53(22 — Zl)
<~ Z(EQ — ?1) ‘|‘E(Zl — 22) — 23(52 — 21) — 53(21 — 22) =0

Se A=7Zy—Z1e B = —23(Z — Z1) — Z3(21 — 22) a equagao pode ser escrita como

Az—AZ+B=0

Exemplo 28. A equacao da reta s que passa pelo ponto zz = (—1,4) e € paralela o reta v

que passa pelos pontos zy = (1,1), 20 = (4,2) € 2(=3,1) + Z(3,1) + (0, —26) = 0 pois

Wz —Z1) + 21 — ) —23(Za—Z1) — Z3(21 — ) = 0 =
= 2((4,-2)— (1, -1)+2((1,1) - (4,2)) - (-1, 9((4,-2) - (1, -1)) = (=1, =4)((1, 1) -
(4,2)) =0 =
— 2(3,-1) — 7(3,1) + (0,—26) = 0

-6

r:(=3,1)+2z(3,1)+(0,4) =0

Figura 4.20: Retas paralelas

4.13. Equacao da mediatriz de um segmento

Proposicao 9. Considere a reta r determinada por z1 e 22 € a reta s determinada por zs
°4 — 23
Ry T X1

e z4. Elas sao perpendiculares se, e somente se, tem parte real nula.
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Figura 4.21: retas perpendiculares

Facamos inicialmente os seguintes resultados:
2y — X3 (24 — 23) ) (20 — 21) (T4 — 3,y2 — Y3) - (2 — X1, 41 — o) o

22— 2 B (22—21) (22—21) B |Z2—21|2
(B =z} (@2 — 1) + (Ya — y3) (W2 — 1) (T2 — 1) (Y — y3) + (x4 — 23) (11 — 2))

a |22 — 21?2

_ <($4 —a3)(w2 — 1) + (Ya —y3) (W2 — y1)  (ya —ya) (@2 — x1) — (24 — 23) (42 — y1)>
|22 — 21 7 22 — 217

(4.15)

Chamando de u a reta que passa por z; e 23 € v a retas que passa por 23 € z4.

Pela geometria analitica se as retas s@o perpendiculares (u,v) = 0. Entao ((xs — x1,y2 —

1), (ws — 23,4 — ys)) = O e
(w2 — 1) (@a—x3) + (e —y1) - (4 —y3) =0 (4.16)
Comparando 4.16, e a parte real de 4.15 observa-se que os resultados sao iguais.

Demonstracao. (<)

O resultado de 4.16 implica que o numerador da parte real de 4.15 é nula.

(=)

O fato do resultado de 4.15 ser nulo implica que em 4.16 o produto interno dos vetores é

nulo e, portanto, pela geometria analitica, as retas sao perpendiculares. 1

Exemplo 29. Mostre que se verifica a Proposicao 9 para os pontos A = (1,4), B = (6, 1),
c=(4,4) e A= (1,—1), respectivamente.

Solucao:
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Devemos verificar apenas se verifica o resultado (xg — ) (2 — 24) + (Ya — ) (Yo — ya) = 0.
Temos

(1—4)(6—1)+ (—1 —4)(1—4) =0

(=3)(5) + (=5)(=3) =0

—-15+15=0

Figura 4.22: Retas perpendiculares

Portanto, as retas r e s sao perpendiculares.

Proposicao 10. Sejam as retas r, formada pelos pontos fixos z1 € z2, e s formada pelo

ponto fixo z3 e pelo ponto qualquer z. As retas v e s sao perpendiculares se

Z— Z3 Z—Z3

+
I
=

Z2 — 21 Z2— 2

Figura 4.23: Retas perpendiculares
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Demonstracao. Se as retas sao perpendiculares, entao Z175173%. Pela Proposicao 9 o
Z — 23
Ry T X1
nimero complexo cuja parte real é nula é o oposto desse nimero. Portanto temos:

Z — Z3 Z — 23
= =
22— 21 Z2 — 21

Z.— 23 5—53
<~ = — | = — e
Z2 — 21 Z2— 2

2 — 23 5—53
+

nimero complexo e seu conjugado téem parte real nula. Mas o conjugado de um

=0 ]

22—21 52—51

Observacao:
Z — Z3 Z—Z3
—— =0
=2l ZTm=7T
Z — Z3 zZg — Z

zZo — z1 a Zo — Z1
< Z(EQ — ?1) +§(z2 — Zl) — 23(52 — 21) — ?3(22 — Zl) =0

Se fizermos A =7, — Z1 e B = —23(Zy — Z1) — Za(22 — 21) esta equagao pode ser escrita
como

Az+AZ+ B=0

Exemplo 30. Dados os nimeros complexos zy = (1,1), 20 = (4,2) e z3 = (—1,4) e as
retas r, formada por z1 e z2, e s formada por z3 e z, determinar z = (x,y) de forma que

as retas sejam perpendidulares.

z2—Z zZ—Z
3 + 2 — 0. Entéo

Pela Proposigao 10 temos ——
2o — 21 Zo — 21

($7y) B (_174) ('x? _y) B (_17 _4) ($+ 17y _ 4) ($ + 17 —y+ 4)

a-m) | d—o-n-ny 0 S
<(x+1)3+(y—4)1,(x+1)1—3(y—4)>+<($+1)3+(—y+4)(—1),(x+1)(—1)—3(—y+4)>
32+ 12 32+ (—1)2

<3x+y—1,x—3y+13>+<3x+y—1,—x+3y—13> Ly

10 10
6x + 2y — 2,0 9
10 B

se isolarmos o y e atribuindo o parametro \ para x teremos um sistema de equacoes

indeterminado com a solucdo z = (z,y) = (A, —3A + 1) = (0, 1) + A(1, —3)
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Figura 4.24: Retas perpendiculares

Definigao 2. Mediatriz do segmento € a reta que passa pelo seu ponto médio.

Mediatriz

Figura 4.25: Mediatriz de um segmento

Proposigao 11. Dados 0s pontos z1 € zo € 0 segmento formado por eles. A equacao de sua
mediatriz é:

Z(?Q — 51) ‘|‘§(22 — Zl) = |22|2 — |Zl|2

Demonstracao. A equagio z(Za —Z1) +Z(22 — 21) = 23(Z2 — Z1) + Z3(22 — 21) € da reta que

passa por z3 e é perpendicular a reta determinada por z; e z;. Como a mediatriz de um
21+ 29

segmento é perpendicular a ele em seu ponto médio podemos fazer z3 = como o
ponto médio do segmento determinado por z; e z,. Substituindo esta equagao anterior,

tem-se:

2(Fr—F0) + Fzs — 1) = <Z1 ; Z2> (Fa—71) + <zl ;EQ> (20— 2) <=
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Z1%9 — 2121 T Z2Zo — 2021 + Z129 — 2121 T 222 — 2
2

2(52—51)4“5(22—21) =
Z(gg — 51) *|>§(ZQ — Zl) = 2929 — 2121

2(52—51)4*5(22—21) = |22|2— |Zl|2 O

Exemplo 31. Determine a equacao da mediatriz do segmento de extremos zy = (1,1) e

29— (4, 2)
Pela proposicao 11 temos
2z — %) + 2z — 21) = |2l — |2

2((4,-2) — (1, =1)) +2((4,2) — (1,1)) = (42 +2%) — (12 + 1?)

2(3,-1) +%(3,1) — 18 = 0

Figura 4.26: Mediatriz de um segmento

4.14. Equacao da circunferencia

Definigao 3. Seja C' um ponto do plano o e R certa distancia. Define-se como circun-
feréncia de centro C' e raio R o lugar geométrico dos pontos que estao a distancia R de

C.
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Figura 4.27: Circunferéncia de centro C e raio R

Proposicao 12. Considerando trés pontos nao-colineares zy, zo € z3, a a circunferéncia

que passa por estes pontos tem como equacao
Alz—2)+AEZ—-%)=B- (|z|2 — |z1|2)

sendo A = (|23|2 — |Zl|2) (22 — 21) — (|22|2 — |Zl|2) (53 — El) e B = (?2 — ?1)(23 — Zl) —

(53 — 51)(22 — Zl),

Figura 4.28: Circunferencia dados tres pontos

Demonstracao. Seja a circunferencia com centro zy e raio R.
21— %l=R = |Zl_ZO|2:R2 = = (21 — =) - (Z1 — Zo)
|22 — 2%l =R = |Z2_ZO|2:R2 = R*= (72 — ) - (Z2 — Zo)

|za— 2| =R = |n—-z?=R = R=(xn-—2x) (2Z:—72)
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Partindo de tais igualdades teremos o seguinte sistema:
(21— 20) - (Z1 — Z0) = (22 — 20) - (Z2 — Z0)
(21— 20) - (F1 — Z0) = (23 — 20) - (Z5 — Z0)
Z1Z1 — Z1Z0 — 20721 T 2020 = 2229 — Z2Z0 — ZoZ2 + 2020

Z1Z1 — 2120 — 2021 + 20Z0 = 23Z23 — 2320 — 2023 + 20%0

(?2 — ?1)20 + (22 — Zl)EO — |22|2 — |Zl|2
(?3 — ?1)20 + (23 — Zl)EO = |23|2 — |Zl|2
Considerando que os pontos zi, zz € 23z nao sao colineares e desenvolvendo os
devidos calculos chega-se a seguinte solucao:
(I22* = |21]?) (28 — 21) = (|]* = |21]?) (22 — =)

o (Z2—Z1)(23 — 21) — (Zz — Z1) (22 — 21) (.17

_ (P =12P) E—2) = (2l = |a) @ —21)
o (Za—Z1) (23 — 21) — (Zz — Z1) (22 — 21) (4.18)

Seja z um ponto qualquer da circunferencia. FEntao

|z2—20| = |21—20| &= |z—2|* = |21~z &= (2—20)(Z—Z) = (z1—20)(Z1—Z0)
= 2Z — 2Zo — 2072 + 20Zo = 2121 — Z1%0 — 2021 + 20720 =

<~ (Z1—2)z0+ (21 — 2)20 = 2121 — 2Z

Substituindo 4.17 e 4.18 na equacao anterior teremos
(z —7) (Iz2)* = |21]?) (23 — 21) — (28> — |21]?) {22 — 21)
(z2 — Z1)(23 — 21) — (Z3 — Z1) (22 — 21)
(21— 2) (lz]* = [21]*) (B — Z1) = (J2a* = |21]®) (B3 — 71)

(Z2 — Z1)(z3 — 21) — (Z3 — Z1) (22 — 21)

= (21 - 2) [(|22]® = |21?) (23 — 21) = (Jzs]® — |21]*) (22 — 21)] +

(21 — 2) [(J23> = |21]*) (B2 — Z1) — (|22l* = |21?) (5 — Z1)] =

+

= 2121 — 2% &

(2171 — 22| Z2—Z1)(zs — 21) — (B3 —Z1) (22 — 21)] &=

= [(Jas]> = |a1]*) B2 — 71) — (|22]* = [21*) (Zs — Z0)] (2 — 21)—
[(l23]* = [211%) (22 — 21) — (|22]* — |21]?) (28 — 20)] (2 — Z1) =

[(Z2 — Z1) (25 — 21) — (%5 — Z1) (22 — 20)] (|2* — [=1]?)

Assim, a equacao da circunferencia passando pelos pontos z1, 23 e 23 é determinada

por A(z — 21) — A(Z — 7)) = B(|z|* = |21]?), com:
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A= (|zs]* = |21)) Z2 — Z1) — (|22 = |21]?) (Zz — Z1)

B = (52—51)(23—21) — (53—51)(22—21) O

A equacao também pode ser escrita em func@o do centro zp e da medida de seu do

raio R. Assim, sendo z um ponto qualquer da circunferéncia, temos:

z—2|=R +—= |z—2/?=R — (z—2){Z—2)=R?

Exemplo 32. Determine a equacao da circunferéncia que passa pelos pontos (1,1), (4,2)

e (—1,4).

Utilizando 12, calculamos
A= |zl = |a) (@ — 21) = (|22 = |al*)(Z — 71)
A= (=L 492 = |1, D) ((4,-2) = (L, =) = (|4, 2 = [(1, )|*) ((-=1,-4) = (1, -1)) =
(84, 38)
B = (52 — 51)(23 — Zl) — (53 — 51)(22 — Zl)
B=((4,-2) = (1,-1))((-1,4) = (1, 1)) = ((-=1,=4) = (1, =1))((4,2) — (1,1)) = (0,22)
Substituindo os valores de A, B, temos

(84,38)(z — (1,1)) + (84, —38)(z — (1, —1)) = (0,22)(|2]* — 2)

=1 0 1 2 3 4

Figura 4.29: Circunferéncia passando por (1,1), (4,2) e (—1,4)

Proposicao 13. Na equacio Az + Az + B + v|2|? = 0, dependendo dos valores de -,
poderemos ter uma reta ou uma circunferéncia. Se v = 0 temos uma reta e se v # 0

temos uma circunferéncia. Como observacao, temos By < |A|?.
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Demonstracao. Da equacao da mediatriz do segmento zpz; temos

2(Zy — Zo) +Z(21 — 20) = |21|% — |20/

Se A=7%; —Zpe B =|z|* — |21|* a equagao anterior pode ser escrita como:
Az+AZ+B=0

Na equacao da circunferencia sendo zp seu centro temos
(2—20) - Z—-Z)=R?! < 22— 2Z0— 20Z+ %2z = R? <
= —Zpz — 202+ 2070 — R*+ 2> =0

= e 2 )
Sendo o = —%Zp e = 29Zg — R*, temos:

azt+az+ B8+ 2> =0,com =207 — R2=|%]* - R*=|a|* - R? = 8 < |a|?

Multiplicando v # 0 e v € R teremos:
ayz +ayz + By +y|2%| =0
Fazendo ay = A, @y = A e By = B, obtemos:
Az+AZ+ B+9)zP=0

Assim:
e Se v =0, é equacao de uma reta.

e Se v #£ 0, é equagao de uma circunferéncia e deve-se dividir por 7.

A
Como — = a, — =@ e — = 3, temos o seguinte
Y Y
B A B A
f<la = —<|—- = —<u — By < |A)? O
Y Y i

4.14.1. Equacao da circunferencia dados o centro e o raio

Dados um ponto fixo C(a,b) representado pelo nimero complexo ¢ = a+ bi e uma
distancia p no plano complexo. O lugar geométrico dos pontos Z(x, y) representados pelo
nimero complexo z = = + iy que estao a distancia p de ' é uma circunferencia. Em

coordenadas cartesianas a equagao ¢é caracterizada por

(z—a)* + (y - b)* = p*.



71

Pela definicao de médulo, e como a distancia entre Z e €' é sempre a mesmo, o lado
esquerdo da igualdade pode ser escrito como | 2 — ¢ [*= (z — ¢)(Z — ©)[6]. Assim, obtemos

a equacao da circunferéncia
ZZ—Cz—cZ+c@c—p>=0. (4.19)
Observagao: Se o ponto C' estiver na origem, a equagao (4.19)serd
Z—pP=0 = 2Z=/%
Exemplo 33. Determine a equacao da circunferéncia de centro c =2 —1 e raio p = 5.

Solugdo: Pela equacao (4.19) teremos

Z-2+1)z—2-9z2+(2-9)(2+143)—-52=0
Z-2+1)z2—(2-1)Z+5-25=0

Z—(2+1)z— (2— 97— 20=0.



5. Aplicagao & Geometria plana

5.1. Area de um triangulo

Definicao 4. Dados 0s nimeros complexos z1 € z3, o produto escalar de z; por z é

<Zl,22> = Re(?l . 22) /7/

Em termos de coordenadas cartesianas fazemos z; = (r1,11) € 220 = (x2,%2) €

teremos:

($1;y1) (72,92)
(1, —y1) - (22, 42)]
[

(21, 22)
(21,22) =R
(z1,20) = R
(21,22) = R[(x1- T2+ y1 - Yo, %1+ Y2 — Y1 - X2))]
(21, 22)

=T1- T2+ Y1 Y2

Proposicao 14. Sejam os niumeros complexos z1 e zo. Seu produto escalar é:
i _ _

(21, 22) = 5(22 - Z1+ 21 - Z2)

Demonstracao. Fazendo zy = (x1,y1) e (x2,y2), tem-se:

3z 2t o Z) = (@, 90) - (21, —y1) + (21, 31) - (2, —12)) =

3 (@2 —y2 (=), 02 (=y) T ar-ye) H (X v =y (=), v () F a2 y) =
%(xz-x1+y2-y1,—x2-y1+x1-y2)+(x1-x2+y1-yz,—xl-y2+x2-y1):

S (2xa -t y2 1), 0) = RR(Z1 - 22) = (21, 22) O

Proposicao 15. Sejam os vetores z1 e z3 e o, com 0° < o < 180°, 0 menor dos angulos

formado por estes vetores. O produto escalar de z1 € zy é:

(21,22) = |21 - |22| - cosa

72
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Demonstracao. Da lei dos cossenos, temos

|zg — 212 = |21)? + |22]2 — 2 - |21] - | 22| - cos o <=

(za—21)(z — 21) = |21)?+]|2|*—2+| 21| - |22]-cos 0 <=
(z2—21)-(—71) = |21]? + |22 =2 |21| | 22| -cos o = =

22

270 — 271 — 2172 + 2171 = |2 P+ |2* — 2 |21] - |2 -

Cos (v < o

[2* — 271 — 2% + |2 = 2] + 2P — 2 |21 - 2] - o

cos (n <=

Fs— E = —2- || - || - cos @ = Figura 5.1: Triangulo formado por

21,22 € 21 — Z9
HnZy + 271) = |21| - |22 - cos o0 =

2
(21, 22) = |z1] - |22] - cos av. O

Exemplo 34. Calcule o angulo formado pelos vetores z; = (1,1) e zo = (4,2).

Pelas proposicoes 14 e 15 temos
1 — —

<Z17 22> - 5(22 *Z1 T&1 ° 22)

(21, 22) = |21 - | 22| - cos «

Célculos de (21, z2):

<Z1’22> :%[(472), (17_1)4_(171).(47_2)] 3 | —————
(1) = 5 [(4,2)- (1, -1) + (1,1) - (4, -2) 1

(21, 22) = (6,0) =6 a/

Célculos de |z e |z|: B Hj : : i
21| =VI2+12 =142 i

o = VETT — T Figura 5.2: Angulo entre z; e 25

Calculos do angulo a:

(L = arccos ~ 18,43°

6
V2120

Proposicao 16. Os wvetores relacionados aos numeros compleros ndao nuloszy e zy sdo

ortogonais se, ¢ somente se, (21, z3) = 0.

Demonstracao. (=) Os nldimeros complexos sao ortogonais, entao o« = 90° = cosa =
0 — <Z1 , 22> =0.
(=) (21,22) =0=|21]-|22| - cosa =0. Como |z1| # 0 e |22] # 0 (pois 21 e 22 sao

nao nulos) = cosa=0=— a=90° Ll
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Definicao 5. O produto vetorial entre os vetores associados aos numeros complexos z,

e 22, indicado por z1 X 2z, € definido por

21 X 29 = %(51 ¥ 22)

Se z1 = (w1,41) € 22 = (T2, ¥2), temos:

21 X 29 = S(Z1 - 22)

2 X 2 = ST - (22, 12)]

21 X 2o = S [(x1, —y1) - (22, v2)]

21X 2a=S (1 22+ Y1 - Y2, 1 - Y2 — Y1 - XT2)]

21 X Z2=2T1 Y2 — Y1 T2
Proposicao 17. O produto vetorial entre os vetores associados aos numeros complexos z
€ 2y €:

21 X 29 = 2—2,-(z2-§1—Z1'52)

Demonstracao. Fazendo zy = (x1,y1) e 22 = (x2,y2), tem-se:

T 2T = o () (=) — () ()]

2%

1

— w2 by oy, — o yr b y2) — (1w by Y2, —xy Yo oY) =
2

1 _
2—2.-[2(0,—562-m+x1-y2)] =21 Yo+ X2 (—y1) =S(Z1 - ) = 21 X 22 U

Proposicao 18. Considere a 0 menor dos angulos (0° < a < 180°) formado pelos vetores

21 € 2o. O maédulo de z1 X 25 € dado por

|21 X 23] = |21] + |22] - sena

Demonstracao. Considere |21 -|z2] - sena. Este nimero serd ndo negativo, pois é produto
de dois médulos e do seno de um angulo no primeiro ou no segundo quadrante (0° < o <

180°). Entao

|21| - |22] - sena > 0 <= |z1]? - |22[* - sen?a > 0. Logo podemos desenvolver o

seguinte calculo:

|21| - |22]? - sena = |z1|% - |22|* - (1 — cos?a) = |z1|% - |z2|* — |21 - |22]? - cos? a
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1 - - 2
- |Zl|2 : |Z2|2 - <th2>2 - |Zl|2 a |Z2|2 - <—(Z2 -Z1+ 21 - Za)

: )
:|Zl'22|2— 1(22'51)24“1'22'51'21'524“1'(21'52)2
4 2 4
1 I B 1 .
:(21'22)'(21'22)——'(22'21)——'22'21'21'22——'(21'22)
4 2 4
e n Tm s (T e 5T T (55
=21Z9 29 21— —(29-Z1)°  — =+ 202121 20— (212
17 %202 A1 o A 5 2 F Az =4 2
1 1
:_Z‘[(22'51)2—2'(22'31)(21'52)+(21'52)2]:4_2'2'(22'51—21'52)2
Portanto:
1
|21| - |22 - sen?a = ok (%1 — 21 -%)° <=  (|z] |2 sena)® = ( x
%) =
< |z |z sena = |21 X 25| = |21 X 22| = |21+ |22] - sena. O

Proposicao 19. O mdédulo do produto vetorial de dois nimeros complexos z1 e zo corres-

ponde a drea do paralelogramo cujos lados sao determinados por estes niumeros complexos

(figura 5.5.

eixo imaginario

Z9 \

21

eixo real

Figura 5.3: Paralelogramo formado por z; e 2

. h
Demonstragao. Consideremos sena = Tl <= h = |z - sena.
z2

A drea do paralelogramo é dada pelo produto da base pela altura. Se S for sua

area, z; for a base e h altura temos:

S=|z|-h=|z|"|2| sena = |z X za|. ]

Proposigao 20. Sejam os niumeros complexos zy, ze € z3 vértices de um triangulo. A drea

S ¢ dada por:
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eixo imaginario

23

21z 1
1
Z3 23 1

21

eixo real

Figura 5.4: Triangulo dados tres pontos

Demonstracao. Considere o paralelogramo determinado pelos vetores z1 — 25 e 21 — 23.
Considere o fato da area do triangulo ser a metade da area do paralelogramo e a propo-

sicoes 17 e 19.

S =35l(z —21) x (23 — 21)]

- & [(23*21)~(22*z1)—(zzle),(zsizl)”
S=5zs—2) (Z2—71) — (22— 2) (Zzs—7)]

S=g 1 —2) (71— %) — (21 — ) - (71 — %)

S=L |y Z1i—2Z—2Z1+n-Zo—2 Z1+2 23+ % 2 — 2 23
S=g'l~nB-Z-n-—nZB+tZ-ntan Bt -ntua -Zi—u 7

1 _ _ _ _ _ _
S:—'|Zl'22+Zl'23+22'23*21'22*21'23*22'23‘

ARA 1

1 J—
S = Z l|R2 %2 1
z3 53 1

O

Exemplo 35. Determine a drea do triangulo determinado pelos nimeros complexos zy =

(1,1), 2o = (4,2) e 23 = (—1,4) utilizando a equagdo 5.1.

SOLUCAO:

S = i|(1, (4, —2)+ (1, —1)(=1,4)+(4, 2) (=1, —4)— (1, —1)(4, 2)— (1, 1)(—1, —4)—
(47 *2)(*1: 4)‘
1

S = Z|(6,2) +(3,5) + (4,—18) — (6,—2) — (3,—5) — (4, 18)|
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1 = (
§ = 710,22) = V07 + 22 = 3v/22° = - = 5, 5u

Area = 5,5u%

D %2

3l

Figura 5.5: Area=5, 5u?

5.2. Classificacdo de triangulos

A classificagao dos triangulos pode ser em relagao aos lados e em relagdo aos an-

gulos.

5.2.1. Em relacao aos lados

Para classificar em relacao aos lados, deve-se calcular as distancias 72175, 773 e

Lo ls.

e Se as tres distancias forem iguais, o triangulo é equilatero.
e Se duas distancias forem iguais, o triangulo é isésceles.

e Se as tres distancias forem distintas, o triangulo é escaleno.

5.2.2. Em relagao aos angulos

Para classificar em relagao aos angulos, deve-se calcular os argumentos formados

pelos lados 717y, 7173 € ZyZs.

A 1 3 FUA ~ . P
Se os tres valores forem ¢ = 3 + 08 tres angulos sao 60° e o triangulo é equildtero.

Se dois argumentos forem iguais, o triangulo é isésceles.

Se os tres argumentos forem distintos, o triangulo é escaleno.

Se um dos valores for ¢ = 4, o triangulo ¢ retangulo neste vértice.
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5.3. Rotacao de angulos

Vimos em (3.9) que no produto de dois niimeros complexos o mddulo do produto
€ o produto dos modulos dos fatores e o argumento do produto € a soma dos argumentos
dos fatores. Se um dos fatores for o complexo unitdrio w = cosf + isenf) o médulo do
produto sera o mesmo e o angulo sera rotacionado pelo angulo 6. Assim, para rotacionar

—
um vetor OA por um angulo # até o vetor O? basta aplicar
—
OB — OA - (cos O + isenf).

Exemplo 36. Rotacione o ponto z; = V344 em 120° no sentido anti-hordrio.

1
0 =120° —= cosl120° = ~5 e senl20° = ?

1
p =arctan— = ¢ =30°

V3
p=1/(V3)2+12=2
Entao z; = 2(cos30° + isen30°) =z = 2(cos30° + 7sen30°)(cos 120° +
isen120°)

2 = 2(cos(30° + 120°) + isen(30° + 120°) = 2(cos 150° + isenl50°) = —/3 + i

e
2,=-173 +1i 5
2= 173 +i

Figura 5.6: Rotagao de V34 em 120°

5.4. Area de triangulos

Da geometria analitica no plano cartesiano sabe-se que a area de um triangulo

formado por trés pontos P = (x1,y1), P» = (x2,%2) ¢ Py = (x3,93), é o cdlculo da metade
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do resultado determinante formado por estes pontos.

I hn 1

1
SA — 5 ) Y2 1
xs Ys 1

Para calcular a area do triangulo no plano complexo, escreve-se as coordenadas cartesianas

em termos de nimeros complexos 71, Z, € Z, e seus respectivos afixos 21, 25 € z3.

zZ1+ 2 21— 21 1
2 _ 2% _
g :122+22 22 — Z2 1
A 2 _
23+ Z3 Z3 — Z3 |
2 21
Sk =
l Zl+5122—§2 21—51234“?3 22+§223—§3 _ 22—5223‘|“§3 Zl+5123—§3
2 2 21 21 2 2 21 21 2 2 21
Z1 — 51 2o + 52
LY 2 ﬂ
1 - o o o o o
SA = g((zlzg—2122+Z122—2122)+(2123+Z123—2123—2123)+(2223—2223+2223—2223)

—(z122 + 2122 — Z122 — Z122) — (2123 + Z123 — 2123 — Z123) — (2223 + 22Z3 — Zo23 — 2223)
1 _ _ _
SA = §(2(—21§2 + 5122) + 2(2153 — 2123) + 2(—2223 + 2223))

Sa = 4—2.(5122 + 21Z3 + Za23 — 2122 — 2123 — 2273)
7, _ _ _ _ _
Sp = 1(3122 + Z123 + 2223 — Z122 — 2123 — 2223),

ou seja, este resultado é o mesmo que

Z1 Z1 1

: _
SA - Z Z2 29 1
z3 Z_g 1

Este determinante também pode ser colocado na forma

/) 21 Z1 21 21 2 22
Sa = 1 — +
Z9 Z_2 zZ3 Z_S zZ3 Z_S
Exemplo 37. Calcule a drea do triangulo formado pelos pontos 21 = =2+ 31, zo =1+ ¢
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—2+ 3 —2—3i |

i
S i 141 1 —2 |
3+ 4 3 —4i Il

S, — % (=24 3001 — )+ (1 +4)(3 — 44) + (3 + 46)(—2 — 34)

—(1 —8)(3+44) — (=24 30)(3 — 44) — (1 +14)(=2 — 31))

Sp=— (1450 + (7T — @)+ (6 — 170) — (1 — 58) — (T+ 1) — (6 + 174))

B e,

13

B, = ~(5z’—i—17@'+5z’—z’—17i):i(—%z’):?.

B | o,

5.5. Area de poligonos convexos

Um poligono convexo de n lados pode ser dividido em n — 2 triangulos (figura 5.7).

A soma das areas destes triangulos é a area do poligono.

Figura 5.7: Poligono convexo

Assim, sendo um poligono de n lados formados pelos afixos P, P, ---, P, 1, P,,
dividimos nos triangulos Ay o3, Ajs4,- -+, ANy ,oq, € a férmula da drea serd
7 21 Z] 2 Z 2 29
DL =T 1 - + +
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21 21 21 Z1 23 Z3
+L_L — + + +
Z3 Z3 Z4 Z4 Z4 Za
1 21 Z1 21 Z1 Zn—1 Zn—1
+Z — +
Zn—1 Zn—1 Zn, Zn Zn, Zn

5.6. Distancia de um ponto a uma reta

Proposicao 21. Dados uma reta formada pelos pontos z1, zo € o ponto z3 fora de r. A

distancia de z3 a reta r € determinada por

2z 1
V) 221

z3 73 1

d=——- 5.2
2"21—2’2| ( )

Demonstracdo. A area do triangulo cujos vértices sao z1, 2o e z3 pode ser calculada por
1

5 |21 — 23] - d, em que d é a distancia de z3 a reta determinada por z; e zs.

Z1 21 1
1 1
Portanto: 3 |21 — 22| - d = 1 |?2 Z2 1| =

Z3 Z3 1 \ eixo imaginario
FARVA] 1
1 _
= d = — |l T 1| &= d =
2 |Z] — 22‘
Z3 23 1
21z 1
eixo real
2o 29 1
Z3 23 1
2 ‘Zl — ZQ‘
O
Exemplo 38. Determinar a distancia do ponto zz = (—1,4) a reta determinada pelos

pontos zy = (1,1), 20 = (4,2). Utilizando o resultado do exemplo 35 e da proposicio 5.2

temos:
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21 Z1 1
Zo %o 1
23 73 1 29 11

d= = = ‘
20 —»l  2[(1L,1)-(42)] Vi0

Outra forma de encontrar a distancia de um ponto e uma reta é a seguinte:

Considere uma reta r : @z — oz +v = 0 e o ponto
Py fora dela. A reta s ¢é perpendicular a reta r e
se intersectam no ponto P conforme a figura 5.8. A
distancia de P areta r é a mesma distancia de P a Fp.

Seja z o ntmero complexo representante de . Como

«
o coeficiente angular de s é m, = —— temos
& Figura 5.8: Distancia entre ponto e
reta
«
az—az+v=0 e z=22+7 (1)
N o) «
Z—Zo:—g(g—zo) (11)

Vamos encontrar o ponto de interseccao z relacionado com a reta s e o ponto zg.

Substituindo (1) em (/1)

o [« v o _ ~y o_
Z2—20=——\|—2+——2 < Z—Zx=—2Z——+—=Zy <=
o\« o o«

o_ —y + azZy+ oz
QZ:*lJr:ZOJrZQ < z= v —
a 20

Entao a distancia da reta r ao ponto £ é

—v + azy + Qzgy —v 4+ oz + azy — 20z N+ aFy — T2
DT,Z() - | — — ZOI — | = ‘ _ | 2
20 o o
Dr,zo = |(_1)(A/ — g+ @ZO) | _ | . 1| h/ — (%o —f—@zo\

200 2

[
Como |a| = Vaa a férmula da distancia da reta r a um ponto zy é

@z — aZo + 7

D, =
=0 2y o
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Exemplo 39. Dados o ponto zo = (54 2i) e a reta r determinada pelos pontos z; = (14 1)

e 2z = (3+ 21), determinar a distancia entre v e zy, os coeficientes linear e angular.

Solucao: Inicialmente deve-se calcular a, v e a reta r.
a=(1=-3)+i(l-2)=-2—-7 = a=-2+41

v=2i(3-1—1-2) =2

ri(=24+4zZ—(-2—-92z+2i=0

Aplica-se a férmula da distancia

C(=249)(5+21) — (=2 —13)(b— 27) + 2i| B | =12+ i — (12 — 4) + 24|

e 2y/(=27% + (~1)2 2/5
[4i] |24

p,, — =
320 2\/5 \/5
bl [

—1 1
O coeficiente angular é =73 O coeficiente linear é — =,

—-2-2 2
5.7. Triangulos

Definigao 6. Um triangulo € orientado quando a ordem de seus vértices é especificada. O

sentido pode ser hordrio ou anti-hordrio.

Na figura 5.9, a orientagao dos triangulos com vértices A, B e C' é anti-hordria e a

orientacao do triangulo com vértices sao D, E e I' é horéria.

9 9

Sentido horario

Sentido anti-horario

Figura 5.9: Orientacao dos triangulos

5.7.1. Argumento de um angulo

Considere os nimeros complexos z; e 29, representados na figura 5.10
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Figura 5.10: Numeros complexos z; e 29

O angulo a = z Oz (orientado no sentido anti-horério) é dado por

22

a = arg(z) — arg(z1) = arg <—>

21

5.7.2. Translacao de Eixos

Definigao 7. Isometria de um poligono é uma transformacao geométrica que preserva as
distancias entre pontos e as amplitudes de angulos transformando este poligono em outro

com todos os lados e angulos correspondentes congruentes.

Na figura transformada através da isometria pode haver variacao na direcao e no
sentido, mas cada angulo transformado mantém a sua amplitude inicial. Assim, uma

isometria pode mudar somente a posicao da figura.

Definigao 8. Translacao € uma isometria que desloca a figura original sequndo um vetor,

ou seja, o deslocamento tem diregcao, sentido e comprimento.

Observe a translacao do angulo oo = 252123 para a origem O.
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{ eixo imaginario

Z3

21

23— 21 29 — 21

eixo real

Figura 5.11: Translagao de vetores

Assim

R . 25 — 2
a = 22123 = (20 — 21)0(23 — z1) = arg(zs — z1) —arg(zs — z1) = aryg <ﬁ>
2 — 21

Definigao 9. Dados dois triangulos orientados vivavs € wiwsws, se o angulo em vg for
congruente ao angulo em wg, com k € {1,2,3} e os respectivos lados forem proporcionais,

entao os triangulos sao semelhantes.

5.7.3. Semelhanca de triangulos

Proposicao 22. Dados dois triangulos com a mesma orientacao v1v2v3 € wiwaws, haverd

U1 w11

Vo — U1 Wo — U1 4
semelhanca entre eles se, e somente se, = , 0u seja, vy wy 1| = 0.
Uz — U1 Wz — Wy

(% w31

Demonstracao. Pelo caso de Lado—Angulo—Lado, havera semelhanca entre dois triangulos
se houver proporcao entre as medidas de dois pares de lados correspondentes e os angulos
formados por estes lados forem congruentes.
Assim:

Avjvsv3 ~ Awiwatws

[vg — vy o [vs — vy

— e UQ’UAl’U?) = wgwlwg =
|wy — w| |ws — w|

Vo2 — U1 Wo — W1 V2 — U1 Wo — U
<~ = e arg| — | =arg|\ — | —
Uy — U1 w3 — W1 Vs — U1 w3 — U1
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Va2 — U1 Wy — Wy

Vs — U1 Wz — Wy

v Wy 1
— |vy wy 1 = 0.
V3 Ws 1

0

Exemplo 40. Dados os triangulos Nz12923 € Awiwows determinados pelos nimeros com-
plexos z1 = (1,1), 22 = (3,5), z3 = (3,-3), w1y = (—2,2), wy = (—1,4), ws = (—1,0),
verifique se sao semelhantes utilizando a Proposicao 22.

(L,1) (-2,2) 1

(3,5) (—1,4)

(3,-3) (=1,0) 1
= (L D=1, H+H(=2,2)(3, =3)+(3,5)(=1,0)=(=1,4)(3, =3)—=(=2,2)(3,5)—(1, )(~1,0)| =
|(=5,3) + (0,12) + (=3,-5) — (9,15) — (=16, —4) — (-1, —1)| =
(=5 4+0—-3—-94+16+1,3+12—5—15+4+ 1) = [(0,0)| = 0.

11 =

Portanto, os triangulos sao semelhantes.

Proposicao 23. Dados dois triangulos com orientacoes contrdarias vivvs € wiwows. Ha-

1 Wy 1
; Uy — Uy Wy — W . o
verd semelhanca entre eles se, e somente se, = ———— ,ouseja, |z, wy 1| =0.
U3 — U1 w3 — W

Z3 wgl

Demonstracao. Observe na Figura 5.12 que houve reflexao de cada ponto vivyvs € U10503

em relacao ao eixo real em de cada ponto dos triangulos, pois os pontos sao conjugados.
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U1

U2

V3 -
- eixe real

Figura 5.12: Triangulos simétricos em relacao ao eixo real

Se os triangulos sao semelhantes e tem orientagoes contrarias,temos:

Avivgvs ~ Awiwaws(hipéteses)
<~ AU1U2U3 ~ Awlwgwg.
Awywaws ~ AW waws(reverso)
E pela Proposicao 22, temos:
Vy — U1 Wy — W

Avvvs ~ AW WawWs (reverso) < e
Uz — U1 w3 — Wy

(% @11

Vs @31

5.7.4. As raizes n-ésimas de 1

O circulo unitario pode ser expresso como

|(|=1 com (e C.

Em representacao polar escreve-se

( = cost + isenf.
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Seja z € C. Como ( = 1, temos:
[¢z[ = [¢] - |2[ = |2] e portanto arg((z) = arg(() + arg(2).

Assim, o significado de multiplicar um nimero complexo por ( é o mesmo que
rotacionar o vetor z, em relagao a origem, num angulo 6.

Facamos agora z = x + iy e (z = 2 +iy.

¥ 41y = (cosf + isend)(x + iy)

x + iy = (xcos — ysend) + i(xsend + ycosb)

Temos entao:

¥ = xcost — ysend

Yy = xsend + ycosl

Exemplo 41. A representacao de ¢, (2, (3, ¢4, (5 estd na figura 5.135. Observe os dngulos
arg((?) = 2arg((), arg(¢?) = 3arg(¢) e assim por diante.

Exemplo 42. Considere z = 1,5 (cosg +1 sen%) 6L = COS% +1 sen%, O produto z(,

que estd na figura 5.13 serd

Tow , Tow
ch1,5[cos<§+g>+Zsen<§+g>} =

2= 1,5 [cos () +isen ()]

eixo imaginario
™
2
eixo imaginario T T

z=1,5|cos— +isen—
3

3

2=1,5 ,»,.\% +isen

& ™ m™
G = cos— K i1sen—
6 6

1 15 eixo real

1 eixo real

Figura 5.13: A esquerda temos as potencias de ( e a direita o produto de ( por z
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Utilizando a férmula de De Moivre pode-se calcular as raizes n-ésimas da unidade.

Exemplo 43. Considerando o nimero complexo z = p(cos@ + i senfl), calcule as raizes

cibicas de 1, ou seja, 2* = 1, utilizando a férmula de DeMoivre.

Solucao:
=1 = (p(cosO+isend))? =1 = p*(cos O+isend))? =1 —
p*(cos 30 + isen3f) = 1
Devemos considerar que p = 1, pois é raio do circulo unitario. Entao
PP =1 e cos 30 + isen3f = 1

Temos entao p =1, cos30 =1 e sen3d = 0. Portanto,

2k
3¢ = 2, ou seja, ? = Tﬂ, (k € Z).

eixo imaginario

Deve-se considerar, pelo Teorema Fundamental

da Algebra, que um polinomio cibico tem exata- :

mente tres raizes. Mas, se k € Z, poderia haver

eixo real
1

mais do que tres raizes. Porém, a periodicidade

das fungoes seno e cosseno nos garantem que
havera apenas tres raizes. De fato, -

w2

Figura 5.14: Raizes ctbicas de 1
Para £ =0,3,6,- - —= wpr=wy=1+:10=1

2 2 —1+1:v3
Pal"ak1,4,7,"':>ka1COS%l‘FiSGD%%\/7
dr —1—iv3

4
Parak:2,5,8,---:>wk:w2:cos§1+isen?: 5

Esses tres pontos sao vértices de um triangulo equilatero inscrito no circulo de raio unitario
com um dos vértices no ponto (1,0) (figura 5.14). Observando também que wy = Wy = w?
temos a expressao

l+twtw?=0 (5.3)

Com esta mesma linha de raciocinio podemos calcular as raizes n-ésimas da unidade, ou
seja, resolver 2" = 1.

Consideremos entao uma circunferencia unitaria com centro na origem e raio p, um ponto
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2 = p(cost+isend) da circunferencia e a férmula de DeMoivre 2 = p"(cos(nf)+i sen(nf)).
Entao,
p=1, e cos(nf)+isen(nd) =1

Desta forma

2
nezkw:w%, kel

5 2km 2km
E facil verificar que 2z = cos — +12sen——, com k € Z, satisfaz a equagao 2" = 1.
n n

Pela periodicidade das fungoes seno e cosseno pode-se afirmar que se k' = k( mod n) en-
tao z = 2 € a raiz n-ésima que procuramos. De fato, sendo k' = k + hn (heZ,0<

k < n), entao

2l = COS (%)4‘2 sen (%) = cos <%T” + 2h7r)+i sen <2an + 2h7r) = cos (m“T”)Jrz sen (2’“7”) =

Lk

5.7.5. Semelhanca e triangulo equilatero

Proposigao 24. Se num triangulo houver a semelhanca Nzi1zoz3 ~ Nzoz3z1, entao ele €

equildtero.

z

z

Figura 5.15: Triangulos equilateros

21 231

Demonstracao. Dzizezs ~ D223z <= |z 21 1| =0 <=

zZ3 9 1
22+ 22+ 22 — 223 — 2321 — 2122 = 0

<:’1'Z%+1'(ZSJFZ?%)JF(_U'(Z2ZS+2321+2122):0<:>
<:>1‘Z%+(W2‘w)‘(Z§+Z§)+(w2+W)'(2223+2321+2122):O<:>
= 22+ 2120w + w) + 21123(W* +w) + 2223 (W w) + (2 4+ 23) (WP w) =0

= 71 21421 Wt 2 was w21 Fwzs wlze twzs w2 +wizs 21+ w? 2sw?ze Wl zswzs=0
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— (ntwn+u?zn) (1 +wn+w?s) =0, comw’+tw+1=0<

Z1 1 1 21
|z w 1 =0 ou 2o

z3 w2 1 Z3
= Az12923 ~ Alww?  ou

5.7.6. Baricentro de um triangulo

1 1
Ww? 11=0
w 1

A212223 o Alwzw.

Definicao 10. Denomina-se mediana de um triangulo o segmento com uma das extremi-

dades num dos trés vértice e a outra extremidade no ponto médio do lado oposto a este

vértice.

Observagao: Qualquer triangulo tem trés vértices, trés lados e, consequentemente, tres

medianas.

Figura 5.16: Mediana

Proposicao 25. Trés medianas de um triangulo se interceptam num unico ponto G deno-

minado baricentro.

Figura 5.17: Baricentro G do triangulo
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Demonstracao. Considerando um triangulo qualquer com vértice representados pelos nu-

meros complexos 21, 23 e 23, vamos determinar as equagoes das retas suportes das tres

medianas.
Z Z
Os célculos da equacao da reta suporte da mediana relativa ao lado 2323 sdo: 2 Z1
2o+ 23 Zo+Z3
2 2
0

Como resultado deste determinante, temos:

_ {2tz Zo+Z _ [tz _ Zo+Z
zz1+z<223>+z1<22 3>—z1<223>—zz1—z<22 3>O
_ 2o+ Z _ (2t 2z Zo +Z _ [tz
(232 (42 1 (4) 2 (37)

0.

2221 — 22— Z3) + Z(z2a+ 23 — 221) + 21(Z2 + Z3) — Z1(22 + 23) =

Os célculos das equacoes das retas relativas aos lados 2123 e 2125 sao analogos e tem os

resultados.

2(252 — 51 — 53) +§(21 + 23 — 222) + 22(51 +§3) — 52(21 + 23) =0 (55)

2(253 — 51 — 52) +§(21 + 29 — 223) + 23(51 +§2) — 53(21 + 22) = 0. (56)

Pode-se facilmente provar que as tres equagoes sao combinagao linear uma das outras.

Isto mostra que o ponto G é o mesmo. |

5.7.7. Determinacao do Baricentro

Para calcular a formula do baricentro é interessante escrever na forma paramétrica

as equacoes 5.4, 5.5 e 5.6:

A A

z2=(1=A)z1 + N\ <Z2 JQF Z3> = (1= Az + ?1@ + 7123 (equagao 5.4)
A A

2= (1= A2)z2 + A2 <Z1 JQF Z3> = ?2z1 + (1= Az + 72z3 (equagao 5.5)

A
> = 2+ 222+ (1 — \s)zs (equacdo 5.6).

Z) & A
Z(l—)\3)23+)\3< ! 3> 23 5
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Como o baricentro é o mesmo, podemos comparar as equacoes e determinar os

valores dos parametros. Comparando as equagoes 5.4 e 5.5:

{
A
1
—=1-A
5 2
AN
(2 27
Portanto,

(

)\2:2)\1+)\2:2

)\1+2)\2:2

AL = Ao

\

2 2
Assim A = Ay — 3 e da mesma forma obtém-se A3 — 3

2
Substituindo Ag, com k € 1,2, 3 por 3 em qualquer uma das equacgoes, tem-se que:

21+ 29+ 23

7= — 3 que ¢ a férmula do baricentro.

Exemplo 44. Determinar o baricentro do triangulo formado pelos vértices zy = (1, 1),

20 = (4,2) e z3 = (—1,4), utilizando a equacao do baricentro.

3 3 3
(1,33;2,33)

Figura 5.18: Baricentro

Exemplo 45. (Teorema de Napoleao) - Sobre cada lado de um triangulo qualquer, dese-
nhe um triangulo equildtero (exterior). Entao, os baricentros destes novos triangulos sao

vértices de um triangulo equildtero.

Demonstracao. Sejao Nz 2223 dado e os triangulos equilateros Awy 2129, Azzwszy, Nzeziws,
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construidos sobre seus lados, com baricentros oy, s, as.

Observa-se que todos os triangulos equildteros tém a mesma orientacao do Alww?
(onde w? + w + 1 = 0). Temos entdo:
w1 +wzs +w?z=0
Zstw-wp w2z =0

2o + w2z + wws = 0
Usando o proposigao 24, temos:

Aoqasas é equildtero <= o + was + w?as =0

Também temos:

Oélié'(w1+23‘|“22)
az =1 (2 +ws+21)
az =1 (22 + 21 +ws)

1 1 1
o]+ o+ az = g-(w1+z3+z2)+§-(z3+w2+z1)+§-(z2+z1+w3).
Mas, como os triangulos construidos sao equilateros, logo
o+ oo+ o = 5 {(wr +wzs +w?2) 4 (23 + wwa + 21) + (22 + w21 + wws)}
a1+a2+a3:%-(0+0+0):0
Portanto, o triangulo Aajasas é equilétero. O
Exemplo 46. Sejam as retas paralelas Iy, lo e ls. A distancia entrels e ly éb e a distancia

entre ly e ly € a. Frpresse a drea de um triangulo equildtero que possui cada vértice nas

retas paralelas Iy, I e l3.

Solucao:

Podemos escolher um sistema L
€IXo Imaginario
de coordenadas de modo que a (a +b)i =4
h
reta [; seja o eixo real e fixa- b
Iy C=uai
mos um vértice na intersecgao -
do eixo imaginario com a reta A
L eixo real
ly; um vértice B = t no eixo B—t

real e um vértice A — z na reta

[

i
Portanto temos:

Figura 5.19: Triangulo equilatero em retas paralelas

24 aiw+t-w?=0,onde w? fw+1=0



Primeiro devemos calcular as rafzes de w.

A=l _q.1-1=-3

w,:—1+\/—3:—1+i\/§
2 2

S —1-vV-3 -1-iv3
2 2

Continuando o célculo, z = —aiw — t - w?. Substituindo com as rafzes «’,

N e E R G AN “1+iv3\°
S T N T

= CLT\/g— 2 ((=1)2+2-(=1)- V3 + (2)?3)
/3

5 +—x/+—
((a\/§+t)+z(a+tf))

ai
2
ai
2
1

Como $(z) = a + b, temos
1
5(a+1tx/§) —a+tb
1
t=—(a+2b)

V3

Considerando a base BC, temos

4
|t — ai? = ‘ (a+2b) — ai| = ~(a®+ ab+ b?)
f 3

o
e
h:AC-seng

2 3
AC = |z — ail

.

W

[t —ail*> = =(a® + ab + b?)

|t —ai| = %\/cﬂ + ab + b?

Portanto, a drea do A é:

[\ ON]

1 2
AZ? 7 Va2 +ab+ b?- \/, Va4 ab+ b2 - sen—
A= ?(a + ab + b?).

5.7.8. Circuncentro de um triangulo

3 1 4
Area== - —(a®* + ab +V?) - AC"- seng
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Proposigao 26. As trés mediatrizes de um triangulo intersectam-se em um unico ponto,

denominado circuncentro.
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Figura 5.20: Circuncentro

Demonstracao. Dado o triangulo com vértices 21, 23 e 23 (Figura 5.20), pela Proposicao

11, a equacao da mediatriz dos lados 2122, 2123 € 2223 sao dadas respectivamente por:

Z(zg — ?1) +§(z2 — Zl) — |22|2 — |Zl|2 (57)
Z(zg — ?1) -+ 5(23 — Zl) = |23|2 — |Zl|2 (58)
2(53 — 52) -+ 5(23 — 22) = |23|2 — |22|2 (59)

Pode-se facilmente mostrar que as trés equagoes acima sao combinagoes lineares uma das

outras. Assim, o ponto z é o mesmo e é denominado circuncento do triangulo. 1

5.7.9. Determinacao do Circuncentro

Para determinar o circuncentro basta resolver o sistema formado pelas equacoes

5.7, 58 € 5.9.
2(Z2 — Z1) + Z(z2a — 21) = |22|* — |2a|?
2(Zs —Z1) + Z2(23 — 21) = |32 — |21
2(Z2 — Z1) + Z(22 — 21) = |22l — |a|?

Z(z2 — 21) = || — |21]* — 2(Z2 — 71)

|22|® — |22]? — 2(Z2 — 1)

e
Z2 — 21

|2|® — |21]? — 2(Z2 — Z1)

2(Zs —Z1) + (23 — 21) = |23]* — |1 ?

2(Zs—7Z1) (2 —21) +(|22]® = |21%) (23— 21) —2(Za —Z1) (23— 21) = (|2s)* — |21]?) (22—

Zl)
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2@ —Z)(22 — 21) — (B2 — Z1)(m — 21)] = (28] — |2)?) (za—21) = (| 22| — |21) (23—

21)
_ |28 (22 — 21) — |21[* (22 — 21) — |20l (23 — 21) — |21 [* (25 — 21)
Z320 — 2321 — 2122 F 21 — Zozs + 2oz 2123 — 7212
B |21|2(23 — 22) + |22|2(21 — 23) + |23|2(Z2 —21)
Z1(2z3 — 22) + Z2(z1 — 23) + Z3(22 — 21)

Portanto, o cincuncentro do triangulo formado pelos nimeros complexos 212523 €

Z1(23 — 22) + Z2(21 — 23) +Z3(22 — 21)

Exemplo 47. Determinar o circuncentro do triangulo formado pelos vértices zy = (1, 1),

20 = (4,2) e z3 = (—1,4), utilizando a equacao 5.10.

SOLUCAO
@ DPI14) = (4,2) (4 2P D) = (=1,4) +[(=L HP((4,2) - (1, 1))
(L, =1)((-1,4) = (4,2)) + (4, —2)((1,1) = (-1 4))+( 1, —4)((4,2) — (1,1))

. 2(=5,2) 4+ 20(2,-3) + 17(3, 1) B (—10,4) + (40, —60) + (51,17
B (17_1)( 57 )+(47 )(27_3) ( 17 )( 71) B (17_1)(_572)+(47_2)(27_3)+(_17
B (—10,4) + (40, —60) + (51, 17) (81, —39) B .

T ) (2-16) 1 (1,-13)  (0,—22) — TR e R

T=(1.77, 3.68)

A\

Figura 5.21: Circuncentro
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5.7.10. Ortocentro de um triangulo

Definicao 11. Altura de um triangulo é um segmento
de reta perpendicular a um lado do triangulo ou ao
seu prolongamento, tracado pelo vértice oposto. Esse
lado € chamado base da altura, e o ponto onde a altura =z
encontra a base ¢ chamado de pé da altura.
tice 2z,
Proposicao 27. As retas suportes das trés alturas de wm triangulo intersectam-se em um

unico ponto, denominado Ortocentro.

Figura 5.23: Ortocentro

Demonstracao. Seja dado o triangulo com vértices z1, 20 e 23. As equacOes das retas

suportes das alturas relativas aos lados z120,2123 € 2023 sao, respectivamente:

2(52 — 21) +§(22 - 21) - Zg(?g - 71) - 73(Z2 - 21) =0 (511)
2(23 - 21) +Z(Zg - Zl) - ZQ(fg - 21) — 22(23 — Zl) =0 (512)
2(23 — 22) ‘1‘3(23 — 22) — 21(53 — ?2) — 21(23 — ZQ) =0 (513)

Pode-se facilmente mostrar que as tres equacoes sao combinacoes lineares uma das outras,
basta, por exemplo, subtrair duas equacoes quaisquer e encontra-se a terceira. Isto prova

que o ponto z ¢ o mesmo e denominado ortocentro. O

Figura 5.22: Altura relativa ao vér-



99

5.7.11. Férmula do ortocentro

Para obter a férmula do ortocentro, basta resolver o sistema com as equacgoes 5.12
e d.13 em z:
2(53 — 51) +§(23 — Zl) — 22(53 — 51) — 52(23 — Zl) =0

Z(?g — 52) ‘|‘§(23 — 22) — 22(53 — ?2) — ?1(23 — 22) = O

2WZ3—Z1) +2(z3 — 21) — 22(Z3s — Z1) — Za(z3 — 21) = 0
20(Zzs —Z1) + Zalzs — 21) — 2(Z5 — Z1)
(23 — 21)
20(Zs — Z1) + Zalzs — 21) — 2(Z5 — Z1)
(23 — 21)

B—=

(23—22) — 21(53—52)+§1(23—

2(Zs—7Z2)+
22)

2(Zs — Za)(z3 — 21) + [22(Zs — Z1) + Zo(23 — 21) — 2(Z5 — Z1)] (23 — 22) = 21(Z3 —
Zo)(zs — 21) + Z1(z3 — 22) (23 — 21)

2[(Zs — Z2)(z3 — 21) — (B3 — Z1) (23 — 22)| +22(Z3—Z1) (23— 22) + Z2 (23— 21) (23— 22) =
21(Zs — Z2) (23 — 21) + Z1{2s — 22) (23 — 21)

_ |Zl|2(22 — 23) -+ |22|2(23 — Zl) + |23|2(21 — 22) -+ Z%(§2 — 53) + Z%(gg — 51) + 232)(51 — 52)
5(23 = 22) + 52(21 = 23) ‘|‘§3(22 = Zl)

(5.14)



6. Plano Complexo e a Projecao Estereografica

Até agora consideramos os nimeros complexos no plano complexo. Em algumas

circunstancias € interessante considerar um numero complexo no espaco.

Vamos considerar entdo C = {(x1, x2,0)|x1, x5 € R} o plano complexo. Considere-
mos também a esfera S de raio unitdrio com origem em O = (0,0,0) denominada esfera

de Riemann. Na forma de coordenadas retangulares (xy,x2, x3) a equacdo da esfera S é
S ={(x1,22,%3) € R*| a?+x3+a2=1}

Sejam também um ponto P = z = x4y no plano complexo e N = (0,0, 1) o polo norte da
esfera. Facamos agora uma reta r passando pelos pontos N e P. O segmento N P encontra
a esfera em um ponto tnico 7 (diferente do polo norte). Assim, através da relacao deste
ponto de intersecao temos uma correspondéncia univoca entre o plano complexo e a esfera
de Riemann exceto polo norte. Para que a correspondéncia seja biunivoca devemos retirar
esta excegao adicionando ao plano complexo C um ponto no infinito, definido como ponto
ideal e denotado como oco. Assim, haverd também correspondéncia do plano complexo
e o polo norte N. Apéds a extensao deste plano complexo denotaremos o novo plano por
C = C|{oo}.

A reta r tem, portanto, a forma r : (0,0, 1)t + (1 — t)z passando pelos pontos P
e N. Podemos também escrever a reta r como r : z + (N — z)t. Substituindo por suas
respectivas coordenadas teremos
H(@,y,0) 4+ ((0,0,1) — (,4,0))t
: (x,y,0) + (—=xt, —yt, 1)
(x—axt,y —yt, 0+ t)
(1=, (1 —tyy,t);t € R.

=<

=<

=

=<

Vamos agora calcular a intersecao da reta r com a esfera S. Devemos substituir as coor-
denadas da reta encontradas na linha anterior na equacao da esfera. Assim,
(L=tx)2+ (1-t)y)?+t*=1

1=+ (1=t +* =1

(I—=0)*@® +y?) +12 =1

(1—1)% |z]? +t*=1

22 (1 —t)*=1—# com t+£1.

100
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Calculando o parametro ¢ em funcao de z, temos

|2]2- (1 =2t +t3) =1 — ¢

|22 = 2t|]z|> + 3|z = 1 — ¢2

(|22 + D)2 + (=221t + (Jz]* = 1) = 0 O discriminante da equagao quadrética serd:
A= (=202 — 4(|z* + 1)(|=* — 1)

A = 4]zt = 4]z - 1)

A=4.

Assim, o parametro t sera
2z E2 |2P£1
C 2P 1) e+
=1
_ kP -1
IRE
Se t = 1 a intersecao serd o préprio ponto N.
2 — 1
2 +1

|22 =1 |22+ 1]z]2 =1 2
By = {1—dm < EEENTA EEEN! T RE

2|2 — 1 |22+ 1|2)2 — 1 2y
72 = (1 =ty < PEESYL EErS Ea e

"

Set= substituiremos este valor na equacao da reta r : (1 — t)x, (1 — t)y,1):

2P —1
Ta =
PR
Como 2x = 2+ 7 e 2y = z — Z teremos
z2+7Z 2—Z |22 — 1
1 — € Ty —

— T € — .
2217 2 22+ 1
Se 7 = (x1, 72, x3) € se queira determinar z = x + iy, deve-se isolar x e y.

Como r: ((1 =)z, (1 — )y, t) e Z é dado, teremos que t = x3.

Entao
ri=(1-thr=1—-x3)r = x= o
1 — a8
m=(-ty=(-w)y —y=1-
) l’1+i$2




7. Conclusao

Respondendo a questao norteadora: Como e por que desenvolver os niimeros com-

plexos numa perspectiva geométrica?

Desenvolver os nimeros complexos numa perspectiva geométrica é uma estratégia
muito interessante, pois obriga a desenvolver de forma satisfatéria os corpo dos nimeros

complexos com aplicacoes para que possa ser desenvolvida as geometrias planas e analitica.

Alguns softwares como o Geogebra e Wolphamalpha podem ser utilizados junta-

mente com este assunto.

Como pesquisas futuras sugerimos que toda a pesquisa matematica seja iniciada
com a histéria, pois a grande maioria dos assuntos matematicos tem menos mais de um
século. F necessdrio que se mostre ao estudante a importancia da matematica em todas
as épocas da histéria da humanidade. Também sugerimos que sejam inseridas aplicacoes
de nimeros complexos como resolucoes de equacoes algébricas e equacoes diferenciais, na
Engenharia Elétrica, Engenharia de Controle, na Fisica com eletromagnetismo, na Fisica

Quantica e na Teoria do Caos.
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