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RESUMO

Neste trabalho é apresentada uma nova abordagem para a simulagédo da
difusdo de calor transiente em um meio contendo heterogeneidades cilindricas de
multicamadas usando uma formulacdo que combina o Método dos Elementos de
Contorno e solugbes analiticas. As solugdes analiticas sdo incorporadas como
funcdes de Green particulares, tornando desnecessaria a discretizagao das interfaces
do sistema multicamadas, melhorando assim a eficiéncia do algoritmo. Foram
desenvolvidos cédigos para problemas com uma fonte de calor e dominio externo
infinito, com condig¢des iniciais iguais a zero, onde foi adotada uma abordagem em
2,5D que permite a simulagédo de fendmenos tridimensionais através de um somatério
de solugbes 2D mais simples, com diferentes numeros de onda espaciais. O
fendmeno que se considerou inicialmente foi o de condug¢do e em uma segunda fase
do trabalho, foram consideradas a conducdo e a convecgao em simultaneo. Para a
convecgao, considerou-se uma velocidade radial desde o eixo do sistema. Foram
estudados também, problemas bidimensionais para inclusées em um dominio finito
com condi¢des iniciais diferentes de zero, envolvendo somente o fendmeno de
condugao. A interagdo entre os subdominios heterogéneos e o meio homogéneo
externo é estabelecida pela imposi¢cao da continuidade de temperaturas e fluxos de
calor nas interfaces virtuais criadas entre estes.

A solugdo € primeiramente calculada no dominio da frequéncia, com uma
formulacdo obtida através da Transformada de Fourier, para uma ampla faixa de
frequéncias e numeros de onda axiais, usando frequéncias complexas para evitar o
fendbmeno de aliasing. As séries temporais podem entao ser obtidas por meio de uma
transformada rapida inversa de Fourier.

A precisdo, eficiéncia e estabilidade dos algoritmos propostos sao
confirmados pela comparagédo dos resultados com solugbes de referéncia. A
aplicabilidade deste estudo é entdo ilustrada através de exemplos numéricos e a
analise das respostas no dominio do tempo mostrou-se consistente com a fisica do
problema.

Palavras-chave: Método dos elementos de contorno. Solugao analitica. Transferéncia
de calor transiente. Dominio da frequéncia. 2,5D. Transformada de
Fourier.



ABSTRACT

This work presents a new approach for simulating the transient heat diffusion
in a medium containing multilayered cylindrical heterogeneities using a formulation that
combines the Boundary Element Method and analytical solutions. The analytical
solutions are incorporated as particular Green functions, making it unnecessary to
discretize the multilayer system interfaces, thus improving the efficiency of the
algorithm. Codes were developed for problems with a heat source and infinite external
domain, with initial conditions equal to zero, where a 2,5D approach was adopted that
allows the simulation of three-dimensional phenomena through a summation of simpler
2D solutions, with different spatial wave numbers. The phenomenon that was initially
considered was conduction and in a second phase of the work, conduction and
convection were considered simultaneously. For convection, a radial velocity from the
axis of the system was considered. Two-dimensional problems were also studied for
inclusions in a finite domain with nonzero initial conditions involving only the conduction
phenomenon. The interaction between the heterogeneous subdomains and the
external homogeneous medium is established by imposing the continuity of
temperatures and heat flows on the virtual interfaces created between them.

The solution is first calculated in the frequency domain for a wide range of
frequencies and axial wave numbers, using complex frequencies to avoid the aliasing
phenomenon. The time series can then be obtained by means of a fast inverse Fourier
transform.

The accuracy, efficiency and stability of the proposed algorithms are confirmed
by comparing the results with reference solutions. The applicability of this study is then
illustrated through numerical examples and the analysis of the responses in the time
domain proved to be consistent with the physics of the problem.

Keywords: Boundary element method. Analytical solution. Transient transfer heat.
Frequency domain. 2,5D. Fourier transform.
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1 INTRODUGAO

O estudo da propagacao de calor € importante em diversas areas da ciéncia
e uma das referéncias bibliograficas mais relevantes sobre transferéncia de calor € o
livro de Carslaw e Jaeger (1959). As solugbes de engenharia sdo elaboradas visando
a performance 6tima com relacdo aos processos € economia de materiais. Sob esse
enfoque, os projetos que sao elaborados com maior precisdo, permitem uma
concepcgao mais otimizada e eficiente e o aprimoramento nos métodos relacionados a
transferéncia de calor, sob o ponto de vista da acuracia e eficiéncia na sua
implementacgao, permite uma melhor avaliagdo do seu comportamento real, trazendo
solugdes mais arrojadas e econémicas. As disciplinas da engenharia dedicadas a
transferéncia de calor, além de se dedicarem a compreensao dos fendmenos,
fomentam o desenvolvimento de métodos de calculo capazes de simular muitos dos
problemas reais e quanto maiores forem as exigéncias mais detalhada devera ser a
sua avaliacdo. A crescente proliferagao dos recursos computacionais tem ocasionado
uma procura constante de ferramentas de calculo que possuam capacidade de
modelar fisicamente os problemas com o maximo de fidelidade possivel, as quais
revelam ser uma alternativa vantajosa em relagcdo as dispendiosas campanhas de
ensaios laboratoriais.

Problemas mais simples, podem ser estudados com o uso de solugdes
analiticas (ZHUANG; WERNER; SCHLUNDER, 1995; BLUCK; WOLFENDALE,
2017). Porém, em geral, a complexidade dos problemas impossibilita a obtengéao de
solugdes analiticas que governam seus fendmenos fisicos, fazendo com que a Unica
alternativa viavel para analisa-los seja a utilizagdo de métodos numéricos com
diferentes complexidades, como o Método dos Elementos de Contorno (MEC)
(BREBBIA; TELLES; WROBEL, 1984; SHI; BANERJEE, 1993; SHEHAB, 2015), o
Método dos Elementos Finitos (MEF) (BATHE, 1976; GARTLING, 1977) e o Método
das Diferengas Finitas (MDF) (FREITAS; ABRANCHES; CRAUSSE, 1996; KHADER;
MEGAHED, 2013). Entre essas técnicas, possivelmente, o MEC é a ferramenta mais
adequada para modelar sistemas infinitos homogéneos contendo inclusdes. Ele
satisfaz automaticamente as condicbes de campo e apenas os contornos das
interfaces e das inclusbes precisam ser discretizados, enquanto o MEF e o MDF
exigem a discretizagdo completa do dominio que esta sendo estudado, o que leva a

esquemas computacionais numéricos maiores.
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Esse trabalho visa contribuir com estudos no ambito da transferéncia de calor,
através do desenvolvimento de algoritmos que permitem o calculo da difusdo de calor
em regime transiente, nas proximidades de inclusées cilindricas de multiplas
camadas, inseridas em um meio homogéneo infinito sujeito a uma fonte de calor com
condigdes iniciais iguais a zero e problemas com condigdes iniciais diferentes de zero.
Numa primeira fase foi considerada somente a transferéncia de calor por conducéao e
posteriormente por conducgéo e convecgao. Alguns casos que possuem configuragdes
semelhantes a geometria do problema estudado sao os cabos elétricos, dutos e fibras
oticas. A formulagdo apresentada nesse trabalho para a condugdo e convecgao,
considera uma velocidade radial. Esse comportamento pode ser observado em veias
e artérias, que sendo sistemas permeaveis, possuem propriedades que permitem a
difusdo de fluidos através delas. As fissuras de origem térmica sao frequentes em
estruturas de grandes dimensdes, como por exemplo em barragens. Sendo assim, &
importante um controle na distribuicdo de temperatura nessas estruturas e é possivel
controlar essas variagcdes térmicas através de perfuracdes no concreto para insergcao
de gases para seu resfriamento, gerando uma convecgéo radial. O estudo através dos
métodos numéricos da distribuigdo térmica nesses elementos, permite evitar
condigbes que podem resultar em falhas ocasionando danos ambientais, econédmicos
e até mesmo humanos.

A presente tese explora solugdes analiticas aplicaveis ao estudo da difusao
de calor em regime permanente e transiente, para um meio que hospeda um sistema
cilindrico de varias camadas, quando submetidos a fontes de calor, simulando
fendmenos de conducgdo e convecgdo. As equagdes analiticas para uma inclusao
composta de um anel, de comprimento infinito, preenchido no seu interior pode ser
encontrada no trabalho de Simbes (2006). Nessa tese, essas equagdes foram
expandidas para o caso genérico de uma inclusdo com multiplos anéis.

Para um problema com multiplas inclusdes, a solugao analitica € muito mais
complexa de se obter. Neste trabalho € apresentada uma formulacdo acoplando o
MEC com essas solugdes analiticas que sao utilizadas como solugdes fundamentais
na modelagem de sistemas contendo inclusées de multicamada. O MEC é entéo
usado para o dominio ilimitado homogéneo, enquanto as solugbes analiticas sao
usadas para resolver cada um dos subdominios confinados ndo homogéneos. Essa
estratégia combina as vantagens de ambos os métodos em uma unica solugao. Como

a formulacdo analitica € incorporada como uma fungdo de Green, evita-se a
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discretizagdo das interfaces do sistema multicamada, melhorando a eficiéncia do
algoritmo, e o acoplamento com o MEC permite lidar com a interagcdo entre as
inclusbes com multicamadas que, na pratica, seriam inviaveis de serem resolvidas
apenas com a solugao analitica. A interagédo entre as diferentes heterogeneidades é
estabelecida pela imposi¢cdo da continuidade de temperaturas e fluxos de calor nas
interfaces virtuais criadas entre o meio sélido infinito homogéneo e cada um dos
subdominios heterogéneos. Essa estratégia proposta (de acoplamento entre o MEC
e solugbes analiticas) pode ser estendida para diferentes problemas com outras
geometrias, para os quais a solugcado analitica existe ou pode ser definida. Uma
aplicacao similar foi desenvolvida por Tadeu et al. (2004) onde a associagao desses
dois métodos foi usada para computar a transferéncia de calor em um sistema com
multicamadas paralelas com inclusbes homogéneas.

A maior parte dos trabalhos desenvolvidos para resolver problemas de calor
por difusdo transiente foram formulados na abordagem de "marchar no tempo", que
obtém a solucdo a cada etapa diretamente no dominio do tempo ou empregam a
transformada de Laplace, removendo a derivada dependente do tempo usando uma
variavel de transformacgdo. Neste trabalho, a variavel dependente do tempo é
removida com a aplicagdo de uma transformada de Fourier, trazendo resultados para
o dominio da frequéncia (TADEU; SIMOES, 2006). As respostas no dominio do tempo
podem ser computadas por meio de uma transformada de Fourier inversa, apds a
solucao ser obtida para uma sequéncia de valores do parametro de transformacéao
(SIMOES; TADEU, 2005). O “aliasing” &€ impedido usando frequéncias complexas com
uma pequena parte imaginaria, como mencionado por Bouchon e Aki (1977) e
Phinney (1965). Este procedimento também permite o calculo da resposta no regime
estacionario. As respostas no dominio da frequéncia sdo computadas para fontes
unitarias. Isso permite que o efeito de diferentes fontes de calor, com distintas
duragdes e variagdes de amplitude, seja simulado sem a necessidade de recalcular
as respostas do MEC no dominio da frequéncia.

A simulagao de fendmenos tridimensionais traz um alto custo computacional,
porém, se a geometria do problema permanecer constante em uma dire¢ao, a solugao
3D completa pode ser expressa como um somatério de solugdes 2D mais simples
com diferentes numeros de onda espaciais. Esse trabalho utiliza essa abordagem que
é frequentemente chamada de problema 2,5D, onde uma transformada de Fourier

espacial na direcao em que a geometria nao varia € usada para a calculo da resposta
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(GODINHO; TADEU; SIMOES, 2004; TADEU; GODINHO, 1999; TADEU; KAUSEL,
2000; TADEU; ANTONIO; GODINHO, 2001).

1.1 OBJETIVO GERAL

O presente estudo tem como objetivo principal contribuir para o
desenvolvimento de métodos de simulacdo da transferéncia de calor envolvendo
conducao e convecgao, no dominio da frequéncia e do tempo, com uma formulacéo
proposta capaz de resolver problemas de transferéncia de calor em regime transiente

para anéis concéntricos delimitados por um meio uniforme.

1.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

a) Apresentagdao da base tedrica e as formulagdes para problemas de
transferéncia térmica transiente, utilizando o Método de Elementos de
Contorno para meios homogéneos e as técnicas analiticas para
obteng¢do do campo de calor gerado por uma fonte atuando na presenca
de uma incluso cilindrica de multicamadas;

b) Implementagdo de codigos computacionais em trés abordagens:
considerando conducao isolada, condugao e convecgao em simultaneo
e problemas de condi¢cdes iniciais diferentes de zero envolvendo
conducgao;

c) Validacao dos cédigos e analise de exemplos.

1.3 METODOLOGIA UTILIZADA

Inicialmente, foi feita uma ampla pesquisa da base tedrica e das formulag¢des
envolvendo livros consagrados, teses, artigos cientificos e dissertagdes.

Em seguida, foi feita a implementagcdo de codigos computacionais, em
linguagem Fortran, com uma formulagdo proposta capaz de resolver problemas de
transferéncia de calor em regime transiente para anéis cilindricos concéntricos
delimitados por um meio uniforme. Essa formulagao engloba o uso do MEC associado
com solugdes analiticas no dominio da frequéncia. As solu¢des analiticas sao

especificas para problemas que possuem uma geometria simples, envolvendo uma
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configuracéao circular constituida por multiplas camadas e sujeita a uma fonte de calor.
Para este trabalho, essas solugdes foram definidas considerando isoladamente o
fendmeno de condugdo ou em simultdneo com a convecgdo, assumindo-se sempre
condi¢bes iniciais nulas. Essas solugbes analiticas, além de poderem ser
implementadas na resolugdo de problemas especificos, desempenham nesse
trabalho um papel fundamental no processo de verificacdo de outras formulacdes, e
servem também para os modelos baseados no MEC. Para alguns problemas, para os
quais nao é possivel estabelecer solu¢des analiticas, desenvolveu-se entdo, modelos
numéricos baseados no MEC que integram essas solugdes analiticas especificas,
trazendo a redugdo do esforgco computacional, uma vez que nao é necessario
discretizar as interfaces entre os anéis concéntricos. Na criacdo destes modelos
numeéricos desenvolveu-se a solugao de problemas considerando uma fonte de calor
com condi¢cdes iniciais nulas e problemas que apresentam valores iniciais de
temperatura no dominio espacial néo nulos.

Foram feitas entéo, as validagdes dos cddigos comparando os resultados com
exemplos especificos e a analise de exemplos de aplicacdo das ferramentas

computacionais desenvolvidas com a discusséo dos resultados.

1.4 ESTRUTURA DO TRABALHO

Este trabalho esta organizado em oito capitulos. O primeiro deles, destina-se
a uma contextualizagdo do presente estudo. O segundo, apresenta uma reviséo
bibliografica. O terceiro capitulo é destinado a descri¢ao da transformada de Fourier,
a qual é de suma importancia para o desenvolvimento da formulagao utilizada nesta
tese.

No quarto capitulo, definem-se as equagdes governantes para transferéncia
de calor no dominio da frequéncia. Em seguida, sdo apresentadas as solugoes
analiticas para a obtengdo do campo de calor gerado por uma fonte de calor atuando
na presenca de uma inclusao cilindrica de multicamadas inserida num meio infinito.
Considerou-se inicialmente o fenbmeno da condugdo isoladamente e, em seguida,
simultaneamente com o fenédmeno de convecgao.

No quinto capitulo, apresenta-se a formulagao do Método dos Elementos de
Contorno para a obtengdo do campo de calor, no dominio da frequéncia, gerado por

uma fonte, considerando inicialmente apenas o fenémeno de conducdo e,
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posteriormente, admitindo a ocorréncia simultdnea da conducdo e da conveccéao.
Essas formulagbes descritas permitem a analise de propagagéo de calor para meios
infinitos contendo inclusdes de geometria variavel. Neste capitulo, também, definem-
se as fun¢des de Green necessarias para a resolucéo pelo MEC.

No sexto capitulo, a estratégia que acopla o MEC com as solu¢des analiticas
€ entdo introduzida. Na primeira parte deste capitulo, sdo impostas condi¢des iniciais
nulas e em seguida é apresentada a formulagéo para condigdes iniciais diferentes de
zero com a formulagdo primeiro envolvendo conducdo isoladamente. Em uma
segunda parte, analisa-se a formulagcdo para condi¢cdes iniciais iguais a zero
envolvendo condugdo e conveccdo simultaneamente. A validade das fungdes
propostas neste capitulo é analisada comparando os resultados obtidos no dominio
da frequéncia com as solugdes fornecidas pela formulagédo descrita no Capitulo 4 e
foram feitas também algumas verificagbes adicionais no dominio do tempo. Em
seguida, neste capitulo, o método para obtencdo da solugdo no dominio do tempo é
explicado resumidamente.

No sétimo capitulo, ilustra-se a aplicabilidade das ferramentas desenvolvidas.
Nos exemplos de aplicagéo, avalia-se a influéncia da presenca de heterogeneidades
e das suas propriedades térmicas, na propagacgao de calor em regime transiente em
sistemas contendo inclusdes cilindricas de secgéo circular. Analisa-se a importancia
do fendmeno de convecgao quando este atua em simultdneo com a condugéo. Neste
capitulo, estuda-se também o MEC aplicado a resolugdo de problemas de
transferéncia de calor por condugao com condigdes iniciais de temperatura diferentes
de zero.

No oitavo e ultimo capitulo, apresentam-se algumas conclusdes finais que déo
énfase aos aspectos mais relevantes do presente trabalho, assim como algumas
perspectivas para desenvolvimento futuro.

Por fim, sdo apresentadas as referéncias bibliograficas utilizadas para a

elaboracgao desta tese.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

As equacgdes integrais tém sido estudadas desde o inicio do século XIX e séo
o alicerce do Método dos Elementos de Contorno com a contribuicdo de esforgos de
matematicos como Laplace, Green, Fourier e Betti. A primeira teoria classica das
equacgdes integrais, onde os nucleos eram definidos e integraveis, foi apresentada no
trabalho de Fredholm (1903) que estudou problemas de potencial regidos pela
equacao de Laplace, nos quais adotou um procedimento de discretizacdo para
estabelecer a existéncia de solu¢des para a equacéo integral de contorno.

Em seguida pesquisadores como Kellog (1929), Muskhelishvili (1953), Mikhlin
(1957) e Kupradze (1965) aplicaram a solugao para problemas de elasticidade. Esses
trabalhos fazem parte da formulagao indireta, pois apresentam a solu¢cao em funcao
de variaveis ficticias que nao tém significado fisico real, as quais permitem o calculo
das variaveis fisicas dos problemas.

Muitos pesquisadores atribuem a origem do MEC aos trabalhos de Jawson
(1963) e Symm (1963), onde a equacgao integral de contorno de Laplace foi resolvida
usando discretizacdo e técnicas computacionais, utilizando-se de variaveis reais.
Assim, foi considerado um meétodo semi-direto aplicado a problemas de potencial.
Esses autores sugeriram a ampliagdo para problemas na teoria da elasticidade e
problemas tridimensionais.

As primeiras aplicagdes em problemas de elasticidade bidimensional foram
realizadas por Rizzo (1967), que destacou em seu trabalho que o surgimento de
nucleos singulares nestas equagdes integrais de contorno é mais complexo que
aqueles que surgem para o problema de potencial. Ressalta em seu trabalho,
também, a atencdo necessaria aos nucleos singulares cujas integrais s6 existem no
sentido do valor principal de Cauchy (VPC). Seguindo essa formulagao direta, Cruse
(1969) ampliou esse método para elasticidade tridimensional fazendo a aproximagéao
das variaveis de contorno por uma fungédo constante. Cruse (1974) apresenta uma
formulagdo melhorada com aproximacéao linear para tais variaveis em problemas de
duas e trés dimensdes.

O método teve uma generalizagdo para problemas de engenharia com o
trabalho de Lachat (1975) e Lachat e Watson (1976), que sao, provavelmente, as mais
significativas contribuigdes iniciais para o MEC se tornar uma técnica numérica eficaz,

nas quais as técnicas de resolugdo das equagdes integrais sédo calculadas
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numericamente, utilizando quadratura Gaussiana. A partir de entao, as Equacoes
Integrais de Contorno comegam a ser vistas como métodos numéricos.

O termo elemento de contorno originou-se no departamento de Engenharia
Civil na Universidade de Southampton, aparecendo pela primeira vez no trabalho de
Brebbia e Domingues (1977). Em 1978, o primeiro livro sobre o método dos elementos
de contorno foi publicado (BREBBIA, 1978) com o qual o método teve sua divulgagao
inicial bem definida com aplicagbdes na engenharia.

Desde entao, o MEC tem sido aplicado com sucesso em variadas areas como
elastodinamica (TADEU; KAUSEL, 2000), acustica (ANTONIO; GODINHO; TADEU,
2004; DE LACERDA; WROBEL; MANSUR, 1997), eletromagnetismo (HOLM,;
STEPHAN, 1995), entre outras e com a associacdo com diferentes métodos
numéricos (TADEU; SIMOES; SIMOES, 2010; TADEU; ANTONIO, SIMOES, 2010).
Em relagdo ao tema desta tese, existem diversos trabalhos na literatura em que o
MEC é utilizado para solucionar problemas de transferéncia de calor (RAGHU,;
JAGATH, 2013; PETTRES; LACERDA; CARRER, 2015; SALAM; WROBEL, 2019).

2.1 APRIMORAMENTOS COM O USO DO MEC

As potencialidades do MEC tém motivado a comunidade cientifica a
desenvolver diversos esquemas numeéricos para aprimorar a sua eficiéncia, ampliando
a sua aplicagao para uma forma mais generalizada, podendo ser usado em um maior
numero de problemas. O método da Reciprocidade Dual (MRD) é uma dessas
técnicas e foi proposto originalmente por Nardini e Brebbia (1982) para problemasde
vibracdes. Posteriormente foi estendido em diversas pesquisas como a de Wrobel e
Brebbia (1987) para problemas de difusdo e mais tarde para problemas mais gerais
por Partridge e Brebbia (1989) e Partridge e Brebbia (1990). A esséncia do MRD é
construir solugdes particulares para resolver problemas nao-lineares ou dinamicos,
considerando as forgas de inércia como forgas de dominio. Baseado nessa ideia, esse
conjunto de fungdes transformam a integral de dominio em uma série de integrais de
contorno.

Sirilath e Chan (2008) propuseram um modelo que combina o Método dos
Elementos Finitos com o dos Elementos de Contorno para avaliar o fenbmeno de
transferéncia de calor em processamento a laser. Guven e Madenci (2003)

desenvolveram um modelo que também associa esses dois métodos para analise de
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conducao de calor transiente bidimensional e analises termo elasticas em dominios
com materiais diferentes e descontinuidades geométricas.

A necessidade de estudar a transferéncia de calor em problemas
caracterizados pela existéncia de heterogeneidades (inclusées de multicamadas),
pode beneficiar-se do desenvolvimento de modelos que combinem algoritmos
especificos. Embora seja possivel resolver esse tipo de problema apenas com o MEC
convencional, a sua combinagdo com adequadas funcdes de Green permite evitar a
necessidade de discretizagdo das interfaces entre camadas com diferentes
propriedades térmicas (solidas ou fluidas), sendo esta a proposta deste trabalho. Esta
técnica de acoplamento proposta pode ser estendida a diferentes problemas com
outras geometrias, para os quais existem ou podem ser definidas solu¢des analiticas.
Uma aplicagdo semelhante foi desenvolvida por Tadeu et al. (2004) onde o MEC foi
combinado com solucdes analiticas para calcular a transferéncia de calor através de
um sistema estratificado sélido podendo conter inclusdes homogéneas.

No dominio da transferéncia de calor tém sido desenvolvidos e propostos
diversos modelos com o MEC que podem ser subdivididos em dois tipos: problemas
em regime permanente e em regime transiente. Estudos de condug¢do de calor em
regime permanente baseados no MEC foram abordados por alguns pesquisadores.
Divo e Kassab (1996) propuseram uma solu¢ao fundamental generalizada para o
MEC aplicado ao estudo de condugao de calor isotropica em um meio com variagao
espacial da condutibilidade térmica. Tanaka, Matsumoto e Sud (2001) aplicaram o
método dos elementos de contorno com dupla reciprocidade para resolver problemas
de conducéao de calor em regime permanente de materiais com gradiente funcional.
Mera et al. (2002) aplicaram um método de elemento de contorno modificado para
lidar com singularidades para problemas com condugdo de calor em regime

permanente em um meio anisotropico.

2.2 0O METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO NO REGIME TRANSIENTE

Como mencionado anteriormente, os programas com o MEC para difusdo
transiente foram desenvolvidos principalmente usando dois procedimentos: o método
amplamente conhecido por time marching e o método da transformada de Laplace.
Outra abordagem alternativa, que foi usada neste trabalho, € a aplicagdo de uma

transformada de Fourier. Um estudo desses esquemas foi apresentado por Manolis
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(1983) e Beskos (1987). A abordagem de time marching obtém os resultados
diretamente no dominio do tempo e € um método de aplicagao simples e direta. Parte-
se do pressuposto de que as temperaturas e fluxos de calor podem ser calculados
considerando sucessivos incrementos de tempo até ao instante pretendido. Wrobel e
Brebbia (1981) implementaram uma formulagéo para analise de problemas de difuséo
axissimétrica de calor. Dargush e Banerjee (1991) propuseram um modelo para
analisar problemas de transferéncia de calor com o uso do MEC, no dominio do tempo,
para problemas bidimensionais, tridimensionais e axissimétricos. Davies (1997)
calculou o fluxo de calor através de uma parede de multiplas camadas, considerando
camadas virtuais para poder estudar a transferéncia de calor por radiagédo e
convecgao. Mais recentemente, o trabalho de Carrer e Mansur (2004) apresenta um
esquema de time marching alternativo para realizar analise elastodindmica pelo
Método dos elementos de contorno. Uma desvantagem desse processo de “marcha
no tempo” é que a solugéo pode ser instavel. As solugdes encontradas sao geralmente
mais precisas no inicio do periodo de interesse do que posteriormente, uma vez que
0 erro se acumula com o tempo.

O uso da transformada de Laplace remove a derivada dependente do tempo
usando uma variavel de transformacéao. Este procedimento requer uma transformacao
inversa para obter a solugado no dominio do tempo. Rizzo e Shippy (1970) foram os
primeiros a usar uma formulacdo do método dos elementos de contorno para
problemas de conducdo de calor transiente usando a transformada de Laplace para
estabelecer uma integragcdo do contorno que independe do tempo, em um dominio
transformado. Essa publicagdo precedeu uma grande quantidade de pesquisas
conduzidas nesta area. Cheng, Abousleiman e Badmus (1992) empregaram um
modelo com o uso do MEC na resolugédo de da equacgao de difusdo axissimétrica no
dominio da Transformada de Laplace. Amado e Tobar (2005) estudaram a
aplicabilidade da transformada de Laplace com o método dos elementos de contorno
com dupla reciprocidade para fins de modelagem de tratamento térmico a laser.

O processo da transformada inversa para a obten¢ao da resposta no dominio
do tempo pode levar a uma perda de preciséo, pois pode conduzir a amplificacdo de
pequenos erros decorrentes da necessidade de truncar a resposta. Este fato tem
motivado a busca de uma solugédo para este problema. Stehfest (1970) e Papoulis
(1957), por exemplo, propuseram algoritmos especificos para aplicar a transformada

inversa de Laplace.
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Como mencionado anteriormente, este trabalho usa uma formulagdo que
remove a variavel dependente do tempo aplicando uma transformada de Fourier,
trazendo os resultados para o dominio da frequéncia. A série temporal pode ser obtida
aplicando uma transformada inversa de Fourier (rapida) no espago-tempo. O trabalho
de Tadeu, Simdes e Simdes (2010) utilizou esse esquema em um modelo baseado
no MEC e na correspondente equacéo integral derivada (TBEM), combinados com o
Método das Solugdes Fundamentais (MSF) para o estudo da transferéncia de calor
transiente na presenca de inclusdes, de forma a superar as limitagdes de cada
método. Outro exemplo de trabalho que utilizou a sua formulagdo no dominio da
frequéncia obtida por uma transformada de Fourier foi o de Simdes e Tadeu (2006)
que estudou a transferéncia de calor em solos estratificados sujeitos a multiplas fontes
de calor.

Nesse contexto, o presente trabalho visa desenvolver um estudo capaz de
resolver problemas de transferéncia de calor em um meio com multiplas inclusdées de
multicamadas cilindricas, utilizando uma formulacdo obtida pela Transformada de
Fourier trazendo os resultados para o dominio da frequéncia e podendo
posteriormente obter-se a série temporal através de uma Transformada Inversa de

Fourier.
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3 TRANSFORMADA DE FOURIER

Este capitulo tem como objetivo principal resumir as principais propriedades
da Transformada de Fourier e apresentar a sua determinagdo na forma discreta
chamada de transformada discreta de Fourier (TDF) e uma forma alternativa para

computar a TDF, chamada de Transformada Rapida de Fourier (TRF).

3.1 O PAR DA TRANSFORMADA DE FOURIER

Dada uma fungdo continua x(t), a Integral de Fourier é definida por
(BRIGHAM, 1988):

X(w) = [ x(t) e i@tdt. (1)

Se essa integral existe para todo valor do parametro w, entdo a equacgéo (1)
define X(w) como a Transformada de Fourier (TF) de x(t). Tipicamente x(t)
€ denominada uma fungéo da variavel tempo e X (w) da variavel frequéncia. Para que
X (w) convirja, sdo necessarias as seguintes condigdes:
a) x(t) deve possuir um numero finito de descontinuidades em qualquer
intervalo finito;
b) x(t) deve possuir um numero finito de maximos e minimos em qualquer
intervalo finito;

c) x(t) deve ser absolutamente integravel em maodulo, isto é:
[Z |x(6) |dt < oo 2)

O sinal original é recuperado pela Transformada de Fourier Inversa (TFl) que
€ dada por:

x(t) = [ X(w) e dw. 3)

As duas equagdes (1) e (3) sdao denominadas de Par da Transformada de

Fourier.
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3.2 TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER

Na pratica, o par de transformadas definidas em (1) e (3) ndo é apropriado
para o calculo em computador ja que s6 € possivel defini-las para um conjunto de
valores e ndo em sua totalidade. Sendo assim, torna-se necessario o uso da
Transformada Discreta de Fourier (TDF), que € baseada na amostragem de uma
funcao continua. Paraisso, define-se a fungéo x(t) em uma amostragem de N pontos,
ou seja, quando forem conhecidos x(tx) para k = 0,1,2,...,N — 1, o valor de X(w;)
em pontos discretos do espectro das w; freqiéncias, podera ser avaliado

numericamente através da expressao:

N-1 . (4)
—2mikj
X(wj) =Zx(t")e N, paraj=012,...,N—1.

k=0

A TDF Inversa (TDFI), que transforma a sequéncia
X(wj) em x(t;) €:
1= 2mikj (5)
x(tk):ﬁ X(wj)e N, para k= 0,1,2,...,N — 1.

0

-
Il

Introduzindo o termo Wy, onde:

27 2T

Wy =e N = cos (W) + isen(zﬁn). ©)

Usando uma notacdo mais compacta para as equacoes (4) e (5):

= ) (7)
X(wy) = Zx(tk) Wy paraj=01,2,...,N—1,
k=0
i y ®)
x(ty) = NZX(“’J')WN] para k= 0,1,2,...,N — 1.
=0

A variavel Wy, é frequentemente chamada de "Enésima raiz da unidade", uma
vez que (Wy) N=e2™ = 1. Qutra caracteristica de Wy é ser periddica, ou seja, Wy* =

Wy ™V para qualquer nimero inteiro m.
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As expressoes (4) e (5) sao as versodes discretizadas das equagdes (1) e (3)
respectivamente e sdo denominadas de Par da Transformada de Fourier discreto. Na
forma matricial, fazendo x(tx) = x(k)e X(w;) = X(j),a TDF pode ser descrita

matricialmente como:

X = Dx, (9)
X(O) 1 1_1 1 , }(N_l) X(O) (10)
X(l) 1 WN WN WN X(l)

x2) |=11 wy™? wy Wy 2O x(2) )
w-nl 1wy ey e |y - 1)

onde D é chamada de matriz TDF e é de ordem N x N. Dessa forma verifica-se pela
equacao (4), que para determinar o TDF de um sinal discreto x(t;) (onde N é o
tamanho de seu dominio), multiplica-se cada um de seus valores por e elevado a
alguma fungéo de k. Soma-se entéo os resultados obtidos para chegar a X(w;) para
um dado j. Se um computador for usado para calcular a Transformada Discreta de
Fourier de um sinal, seria necessario executar N? multiplicagdes complexas. Portanto,
a ordem da complexidade multiplicativa de uma TDF é de O(N?) para o calculo de
X(wj) de tamanho N.

3.3 TRANSFORMADA RAPIDA DE FOURIER

A Transformada Rapida de Fourier (TRF) é uma classe de algoritmos
eficientes para calcular o TDF. Os algoritmos que utilizam a TRF permitem reduzir o
esforco computacional na avaliagdo de uma TDF. O algoritmo da TRF descrito por
James Cooley e Tukey (1965), € o mais comum para a aplicacdo de TRF. Esse
algoritmo, publicado em 1965, utiliza uma maneira recursiva de resolver TDF de
qualquer tamanho arbitrario N. A técnica consiste em dividir uma TDF maior em
problemas de TDF menores, que subsequentemente reduzem a complexidade de seu
algoritmo.

Da equacéo (7), tem-se:



N-1

XG) = ) x() Wy ™para j= 01,2, ,N—1.

k=0
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(11)

Admitindo N como um numero par e inteiro, pode-se dividir x(k) em duas

~ . N .
sequéncias de tamanho M = > onde uma consiste nos termos pares de x(k) e a outra,

nos termos impares:

x1 (k) = x(2k),

x,(k) =x(2k+1) para k= 0,1,2,...,.M — 1.

Assim, utiliza-se da equacao (11) para determinar as TDF:

M-1

Xl(]) = Z xl(k) WM_kji para ] = 011'21---1M_1;
k=0

M-1

X,0) = Y xa(e) Wy ™, para j= 01,2, M—1

k=0

A equacao (11) pode ser escrita com dois somatérios:

M-1 M-1
X() = Z x(2k) Wy 2K 4 Z X(2k + 1) Wy~ @],
k=0 k=0
Dado que:
—2kj _ %lzk] = —kj
Wy =eW/2) =W, ™,
, —2mij(2k+1) . .

Substituindo as equagdes (12), (13), (17) e (18) em (16), encontra-se:

X(G) = Mt (Wi ™ + Wy T EHEE 2, (W, ™,
para j= 0,1,2,...,N — 1.

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)
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Comparando com as equacgdes (14) e (15), observa-se que:
X(G) = X,() + Wy~ X,(j), paraj=012,...,N—1. (20)
Levando em conta a propriedade de simetria e periodicidade de W,’, em que:

. N . N . .2n N . ;
Wy = Wy Wy = Wy e' W@ = wylet = —wy &)

Tem-se que:
X() =X.() +Wy X,(j), paraj=012,....M—1, (22)
XG+M) = X,(G) — Wy~ X,(j), paraj=012,...,M—1 (23)

Nota-se que o célculo da transformada discreta de Fourier de X, (j) ou X,(j)

N? ~ .
requer apenas M? ou -, operagoes complexas. Sendo assim, quando usamos as

equacbes (22) e (23) para obter X(j), requerem-se Z(NTZ) operacdes de multiplicagao
para calcular as duas transformadas de Fourier X;(j) e X,(j) e mais N operagdes
deadigdes. Assim, o nimero de operagdes € reduzido de N? para N +N72. Agora,
supondo que N seja divisivel por 4 ou M = % divisivel por 2, o numero de operagdes

passa a ser 2(2(%)2 + g) + N. Esse procedimento pode ser recursivamente aplicado,

se N for divisivel por NP (sendo p um numero inteiro positivo), até que cada uma das
TDFs resultantes seja de comprimento 2. Embora a maioria das sequéncias nao tenha
esses numeros convenientes de termos, adiciona-se artificialmente zeros na
extremidade de uma sequéncia para atingir tal valor. Sendo assim, o numero de
operagdes para o calculo de uma TDF de dados de entrada pelo algoritmo de TRF

sera:
N + N log;N. (24)

Sendo assim, esse esquema de calculo permite reduzir a ordem de calculo da

complexidade multiplicativa da TDF de ow?) para apenas O(Nlog,N).
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4 FORMULAGAO ANALITICA

Neste capitulo, primeiramente, apresentam-se as formulagbes para o
fendbmeno de transferéncia de calor em regime transiente de condugédo, para o
dominio da frequéncia. Em seguida, definem-se as solug¢des 2,5D para um sistema
com uma inclusdo formada por anéis cilindricos com um meio homogéneo no seu
interior, delimitada exteriormente por um sélido infinito e submetida a uma fonte de
calor.

Em um segundo momento, sdo apresentadas as formulagdes para o problema
de transferéncia de calor considerando a condugao e a convecgao. Para este caso,
apresentam-se também as solug¢des analiticas para uma inclusdo formada por anéis
cilindricos compostos por meios sélidos ou fluidos, preenchida no seu interior por um
meio solido ou fluido, inserida em um dominio infinito e homogéneo e submetida a
uma fonte de calor.

As equacgdes analiticas para uma inclusdo composta de um anel de
comprimento infinito, preenchido no seu interior, podem ser encontradas no trabalho
de Simdes (2006). Nesse trabalho, essas equacdes foram expandidas para o caso

genérico de uma inclusdo com multiplos anéis concéntricos.

4.1 TRANSFERENCIA DE CALOR POR CONDUGAO

A transferéncia de calor por condugédo em um dominio solido homogéneo Q,
no dominio do tempo, pode ser descrita pela seguinte equagao (CARSLAW; JAEGER,
1959):

10T (25)

92 92 92
2_ (0, 97 | 97
onde V<= (6x2 + 372 T 322

), t € o tempo, T(t,x,y,z) representa temperatura, K =
k/(pc) a difusividade térmica, k a condutividade térmica, p a densidade e c o calor
especifico.

Para transformar a equacéo (25) em uma equagao no dominio da frequéncia,

a transformada de Fourier é aplicada e chega-se a:
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2
) —ilw ~
Ve + —_— T(w,x,y,z) =0, (26)

onde i = V-1, w é a frequéncia e T(w,x,y,2) = [, T(t,x,y,2) e~ "tdt.
A solucéo fundamental para uma fonte de calor aplicada em (xg, y, z;) em um
meio infinito, na forma f(w,x,y,z) = §(x — x)8(y — y5)8(z — z,)e'“t, em que &(x —

x5),6(y — ys) € 8(z — z,) sao Deltas de Dirac, pode ser expressa por:

T(w,x,y,2) (27)

1 (f%)«/ (x=x5)2+(y=ys) 2 +(z2-25)?

T G2t Oyt )

Se a geometria do problema permanecer constante ao longo da dire¢ao z, a
solucdo 3D completa pode ser expressa como um somatoério de solugdes 2D mais
simples com diferentes numeros de onda espaciais k,. Esse procedimento requer a

aplicagao de uma transformacgéao espacial de Fourier ao longo dessa diregéao,

. . (28)
~ —1 —lw 2
T(C(), XY, kz) = EHO T - (kz) T ,

onde 7" =/(x —x)2 + (¥ — ¥,)? e Hy() é a fungdo de Hankel de segundo tipo e

ordem 0. Esta resposta esta relacionada com a variagao espacial de uma fonte de
calor linear na forma f(w,x,v,k;) = 8(x — x)8(y — ys)e'@t=kz2) O campo de calor
3D completo é entdo encontrado por meio de uma transformada inversa de Fourier ao
longo de k,. Essa transformada inversa de Fourier € expressa como um somatorio
discreto admitindo a existéncia de fontes virtuais ao longo de z, em intervalos
igualmente espacados L,, que permite a solugdo ser obtida resolvendo um numero

limitado de problemas 2D.

21 < (29)

T((U, x' y’ Z) = L_ z T(wl xl y: kZm) e_iksz’

2 m=—mMm
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onde T(w,x,V, k,m) = ;—;HO ( /% — (k)2 1" ) e k,,, € o numero de onda axial dado

por k,n = (2n/L,)m. A distancia L, precisa ser de tamanho suficiente para evitar
interferéncia espacial das fontes virtuais, tal como foi originalmente publicado por
Bouchon e Aki (1977).

4.1.1 Formulacao analitica para uma inclusao cilindrica de multicamadas submetida

a uma fonte de calor (somente condugéao)

Essa subsecdo apresenta o calculo analitico da transferéncia de calor por
condugédo em uma inclusao cilindrica de multicamadas, delimitada por um meio sélido
homogéneo, de extenséo infinita, indicado como o meio 0. A geometria considerada &
apresentada na FIGURA 1. Essa inclusédo € composta por h-1 anéis cilindricos (meios
=1,2,...h— 1) com raios a,,a,,...,a,_, € um cilindro interno (meio h) com raio a;. A
condutividade térmica, densidade e calor especifico séo k,, p,, € c,, respectivamente,
para o meio v (v =0,1,2,...h). Esse sistema é submetido a uma fonte de calor
localizada no meio exterior no ponto (x; ys, zs) € oscilando a uma frequéncia w.

FIGURA 1 — REPRESENTACAO GEOMETRICA DE UMA INCLUSAO CILINDRICA DE
MULTICAMADAS, COMPOSTA POR h-1 ANEIS CILINDRICOS (MEIOS =1, 2.... h-1) E UM

CILINDRO INTERNO (MEIO h). ESTA INCLUSAO E DELIMITADA POR UM SOLIDO UNIFORME
(MEIO 0) E SUBMETIDA A UMA FONTE DE CALOR.

L ]
Receptores

Fonte

Fonte

)
Receptor

Meio 0

FONTE: O autor (2021).
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O campo incidente 3D produzido por essa fonte de calor € descrito pela
equacao (29), e obtido pela resolugdo de um numero limitado de problemas 2D com

parcelas centradas em (x; ys) dadas pela equagéo:

. . (30)
~ Y —iA —iw -
Tinc(@, 1", kym) = mHO \/K_O — (kzm)or" ),

sendo A a amplitude. Esse campo incidente, pode ser expresso em termos centrados
na origem da inclusdo. Usando o teorema de Graf (WATSON, 1980) obtém-se o
campo incidente e seu fluxo correspondente, em coordenadas polares:

quandor < ry:

_ —iA (31)
Tinc ((U, T, 9, kzm) = 4_ko Z (_1)n gan(kaorO)]n (kaor)COS (n9),
n=0

—iA n (32)
Qinc(wv r,0, kzm) = TZ{)(_I)ngan(kaorO) [;]n(kaor) - ka0]n+1(kaor)] COS(nQ),
quando r > ry:
8 —iA (33)
Tinc(o)r 7,0, kzm) = 4_koz (_1)n£n]n(kaorO)Hn(kaor)COS(ng)i
n=0
(34)

—iA - n
Qinc(@,7,0,kzm) = 2 Z (_1)n5n]n(ka0r0) [; Hy (kaﬂr) - kaoHn+1(kaor)] cos(n@),
n=0

onde o subscrito inc denota o campo de calor incidente, r, é a distancia da fonte até
0 eixo da inclusdo, r é a distancia do receptor ao eixo da inclusdo, 8 é o angulo

suplementar ao angulo entre r e r,, H,() sao as fung¢des de Hankel do segundo tipo

e ordem n, J,() s&o as fungbes de Bessel de ordem n, k, = /;—w— (kzm)?, Ky =
0

ko {1, sen =20
e g = :
Po Co 2, se n # 0
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4.1.1.1 Campo de calor refletido no meio externo:

O calor gerado por essa fonte se propaga e atinge a superficie da inclusao,
onde parte da energia incidente é refletida de volta e parte dessa energia é transmitida
para o meio 1. Estas parcelas dependem das propriedades dos meios onde se
propagam. Este campo de calor refletido para o meio exterior e seu correspondente

fluxo de calor podem ser expressos por:

_ — (35)
Toref(w, 7,0, km) = z Ar,?Hn(kaor)cos(nH),
n=0

ref N 0 n (36)
9o (@,7,0,kzp) = Z Ar) k [FHn(kaor) — kaoHnﬂ(kaor)] cos(n@),

n=0
onde o sobrescrito ref denota o campo de calor refletido e A, é o coeficiente

desconhecido a ser determinado para cada valor de n.

4.1.1.2 Campo de calor nos anéis:

O campo de calor no meio j onde j=1,2,3...h—1, depende de dois
diferentes grupos de termos: a energia gerada no contorno exterior do anel
correspondente e que € transmitida para o interior do anel e o outro gerado no
contorno interno devido a energia que é refletida. O campo de calor correspondente a
energia gerada no contorno exterior e seu correspondente fluxo de calor podem ser

expressos pela seguinte equagao:

~ - (37)
7}tmn5(w, 7,0, kym) = Z Atl ], (kajr) cos(n@), para j =1,2,3...h—1,

n=0

o (38)
om0 km) = 3 A6y [ (k) = oy s (k) cosCa),
n=0

para j=1,2,3...h—1,
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onde o sobrescrito trans refere-se ao campo de calor transmitido, At,’1 sao o0s

coeficientes desconhecidos a serem determinados para cada valor de n e kaj =

Tlw 2 L
’Kj (kzm) eK]—pj o

O campo de calor gerado no contorno interno e refletido ao anel pode ser

definido por:

ref - , (39)
T (w,7,0,kzm) = z Ar)H, (kajr) cos(nf) paraj=12..h—1,
n=0

o ' 0
q}r,ef(w, 7,0,k,m) = Z Ar] k; [g H, (kajr) — ka}.Hnﬂ (ka].r)] cos(no), (40)

n=0

para j=1,23...h—1,

onde Ar; s&o os coeficientes desconhecidos a serem determinados para cada valor

de n.
4.1.1.3 Calor transmitido ao meio interno h:

O campo de calor no meio interno h depende apenas da energia transmitida
através do contorno do anel mais interno. Esse campo de calor e seu fluxo

correspondente sdo descritos pelas seguintes equagdes:

) oo (41)
{7 (0,1, 6, k) = ) Athn (ke T)cos(n6),
n=0

ar " (@, 7,0, kzm) (42)

= Z At} ki, [;]n(kahr) — kg, ]n+1(kahr)] cos(nf),

n=0

onde At! é o coeficiente desconhecido a ser determinado para cada valor de n,

—iw k
kah = ‘/K_h_ (kzm)2 e kK, = phhch'
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A definicdo das condi¢cbes de contorno apropriadas, permite a obtencao dos

coeficientes Ar,?,Atﬁ,Ar,{',At,’; (j =1,2,...h—1) associados a cada termo potencial. A
solugdo € obtida pela imposi¢cdo da continuidade de temperaturas e fluxos normais

nas interfaces entre os meios. Parar = ay:

Tinc ((1), al’ 9! kzm) + T(;ref (wl al’ 0' kzm) (43)

= TIS(w,aq,0,k,m) + Tlref(w, ay,0, k,m),

y [ Tinc(w, ay, 6, kym)] i AT (w,a1,6, k)] (44)
0 ar 0 ar
_ k a[TltTans ((U, alf 8' kzm)] k a[7‘11Tef (0.), alf 9' kzm)]
- or th or '
Parar = a,:
TS (w,ay,0,kym) + T (0,05,6, k) (45)
= TMS(w,a,,0,k,m) + 'T"zref(w, as, 0, k,m),
k a[Tltrans ((U, a,, 9' kzm)] + k a[Tlref ((1), a, 91 kzm)] (46)
1 or 1 or
_ a[TZtTa‘ns ((l), a, 01 kzm)] a[TZT'ef ((1), a, 91 kzm)]
=k, o +k, or .
Parar = as:
TES (w,a3,0,kym) + T0 (0,036, k) (47)
= TIans(w, as,0, k) + T;ef(a), as, 0, k,m),
y O[T ™S (w, as, 6, kym)] i ATy (w,a3,6, k)] (48)
2 or 2 or
_ a['f?,trans ((‘)' as, 9' kzm)] a[T;ef (w' as, 9: kzm)]
= k; r + ks or .

E assim sucessivamente para r = a, as,_a,—, Parar = ay:
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TS (w,an, 0, k) + Trl(w,an, 6,kym) = T (w, ap, 6, k), (49)

b O @, an 0 k)] | OITp5 (@, an, 8, eam)] (50)
h—1 or h—-1 or
a['f}t{rans (0), ap, 9' kzm)]
= kh ar .

Combinando as equacdes adequadamente, obtém-se um sistema de 2h
equacgdes e 2h incégnitas para cada valor de n, permitindo a determinagdo das
incognitas:

_—iA
4k,

(51)

Gx (—1)"enHy(kg,ro) -

G11 G2 Gz 0 0
Gy1 Gy Gz 0 0
0 G3p Gz Ggy Gss
G=|0 G Gz Gyylas , )

(52)

S oC O

o
o -
(@]

" Gapn-1x2n-2 Gan—1x2n-1 G2n-1x2n
" Ganx2n-2 Ganxz2n—1 G2nxan |

0
0

o o

Giy = Hp(keoa1)
Gy = ko[nHp(keya1) — (kaya1)Hn1(kaya1)],
Gro = —Jn(kaya1),
Gaz = k1| Wn(ke,a1) — (ka,a1) s (ke a1)),
Gz = —Hp (kg a1),
Gos = —ky[ nHp(ke,a1) — (Ko, a1)Hni1 (ke ai)],
Gaz = Jn(ka, az),

Gaz = k1[n]n(ka1a2) - (ka1a2)1n+1(ka1a2)]r
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Gz = Hp(kq,az),
Gz = kq| nHy (kg az) — (ka,a2)Hnsr (ka,az)],
G3q = —Jn(ka,22),
Gag = =k Wn(Kayaz) = (ka,@2)Jns1(ka,@2)],
Gys = —H, (kyay),
Gys = —ky[nHy (ko a;) — (ko,az)Hpii(ke,az)),
Gon-1x2n-2 = Jn(Kay_,@n),
Ganxan-2 = kn-1[ Wn(key_,an) = (kay,_, @n)ns1 (ka,_, )],
Gan-1x2n-1 = Hn(Ka,_,an),
Gonx 2n-1 = kn—1| nHy (ke _,an) — (kay_,an)Hns1(Ke,_,an)],
Gan-1x2n = —Jn(kayan),
Ganxan = —kn[ 0 (ka,an) = (kay,@n)nsa (kayan)],

[ A T (53)
Atk
Ar}
At?

x=| Ar? |

Ath—1
Arh1
| Ath |
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_]n(kaoal) ] (54)
_ko[ n]n(kaoal) - (kaoal)]n+1(kaoa1)]

(o>l en New Nen Nen N il

Se a fonte de calor estiver localizada dentro da incluséo, a definigdo do campo
de calor gerado pode ser realizada pela mudanga da expressao que define o campo
incidente e estabelecendo as condigdes que garantem a continuidade das
temperaturas e fluxos normais nas interfaces entre os meios. Os termos da matriz G
e do vetor x permanecem os mesmos, ja o vetor independente y se modifica. Se a
fonte estiver no meio interno h, o sistema de equacdes passa a ser:

Gx = % (—1)”£n]n(kahr0) y, (55)
h

H(kahah)
_kh[an(kahah) - (ka'hah)Hn+1(ka'hah)]_

Ja se a fonte estiver em um meio intermediario, por exemplo, o meio 2:

—iA (57)

—- (— n
Gx 4‘k2( Dle,y,

0 ' (58)
0

]n(kazro)H(kazaz)
]n(kazro)kz [an(kazaz) - (kazaz)HnH(kaz az)]
Y= _Hn(kazro)]n (kaz ‘13)
_Hn(kazro)kz[ n]n(ka2a3) - (ka2a3)1n+1(ka20a3)]
0
0
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4.2 TRANSFERENCIA DE CALOR POR CONDUGAO E CONVECCAO

A transferéncia de calor em regime transiente por condugéo e convecgao em
um meio homogéneo (, isotrépico, no dominio do tempo, € descrito pela seguinte

equacao de difusao:

Ve 1 (V oT Y oT LV c’)T) 10T (59)
K\ ox Yoy “adz) Kat’
sendo V,, V, e V, as componentes prescritas da velocidade de convecgéo para um
meio fluido nas dire¢des x, y e z respectivamente, partindo da origem do sistema.
Aplicando a transformada de Fourier a equacéao (59), que é dependente do

tempo, chega-se a equagao no dominio da frequéncia:

2 (60)
L 1/ 0 9 9 —iw) .
\Y —E(an-l-vy@i-vz E) + A T(w,x,y,z) =0,

Considerando uma perturbacdo gerada por uma fonte de calor esférica
localizada em (x,, ys, zg), a solugao fundamental que satisfaz a equacao (60), pode ser

expressa por:

T(w,x,y,2) (61)

Vyx+Vyy+V,z 2 2 2 .
_x- T yJ  Z7 V,“+V,“+V
e 2K i [ = x0) 2+ (y—Ys) + (2—25)?

_ 4K?
T kG x0T -2

Quando a geometria do meio n&o varia em uma diregdo, (como a diregédo z
por exemplo), o esforgco computacional necessario na resolugdo de problemas
tridimensionais pode ser reduzido a um somatorio de problemas bidimensionais com
diferentes numeros de onda axial (k,). Aplicando-se uma transformada de Fourier ao

termo

(62)

j Vy2+Vy2+V;,2
-1
e

e i,(:,’ \/ (x=x5)2+(Y=ys)?+(2-25)?

’

Vx—x5)2+y-ys)2+(z—25)?
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ao longo da direcao z, chega-se, entao, a seguinte equacao:

Vyx+Vy,y+V,z
ie” 2K Vel + V2 + V7w Yo
HO - 2 7 (kz) r)
4k 4K K

(63)
T(w,x,v,k,;) = _

A equacgao (63) pode ser interpretada como sendo a resposta a atuagao de
uma fonte de calor linear com uma variagdo espacial dada por f(x,y,zt) =
§(x —x)8((y — y,)e' @tk

A solucéao tridimensional final é posteriormente determinada aplicando uma
transformada inversa de Fourier em ordem a k,. Admitindo a existéncia de um nimero
infinito de fontes virtuais, igualmente espagadas de uma distancia L, ao longo do eixo

z, transforma-se a integral continua em um somatorio discreto:

T(w,x,y,2) (64)

B L, 2k + z2 e

Vex+Vyy+Vyz 5 5 5
2m e 2K V., +V,“+V, iw .
Hy -= 2 - ___(kzm)zr" e~ thzmz,
L 4K? K
Este somatoério converge, permitindo dessa forma que a solugéo
tridimensional seja obtida a partir da resolugdo de um numero finito de problemas

bidimensionais.

T(w,x,y,2) (65)
Vax+Vyy+Vzz -y, 5 5 5
2m e 2K V,”+V,”+V, iw .
- = - Ho| |-—= yz (k)% | e tkemz,
L, 2kNT” + 22 =y 4K K

onde k,,, representa o numero de onda axial, dado por k,,, = (2n/L,)m. A distancia
L, deve ser suficientemente grande de modo a evitar a perturbagao da resposta por

parte das fontes virtuais.

4.2.1 Formulacdo analitica para uma incluséo cilindrica de multicamadas submetida

a uma fonte de calor (condugéo e convecgao)

Considera-se uma inclusdao de multicamadas, inserida em um meio 0
homogéneo de extensao infinita (FIGURA 1). Admitindo que, para esse sistema, pode

ocorrer conveccgao radial a partir do centro do sistema de eixos, sendo este no centro
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da inclusao. Essa inclusao é composta por h-1 anéis cilindricos (meios =1,2,...h — 1)
e um cilindro interno (meio h), sendo a; o raio do cilindro composto pelo meio h e
a;,a,...,a,_; 0S raios externos dos aneéis compostos pelos meios 1,2,...h—1,
respectivamente. Esse sistema é submetido a uma fonte de calor, localizada no meio
exterior no ponto (x; ys, zs) e oscilando a uma frequéncia w. A condutividade térmica,
densidade, calor especifico e velocidade radial séo k,, p, c,, respectivamente, para
cada meio v (v =0,1,2,...h). Admite-se que a convecgao radial, com velocidade v
relacionada ao meio v, pode ocorrer do centro do eixo do sistema, o qual esta
localizado no centro da inclusdo em (0,0m, 0,0m) e é considerada nula para
convecgao na direcdo z (VY =0,0). Todas as camadas sao isotropicas em
propriedades térmicas. Para a formulacdo apresentada admite-se que as condi¢cdes
iniciais sao nulas.

Como mencionado anteriormente, o campo incidente 3D produzido por essa
fonte de calor pode ser descrito através do somatério de um numero limitado de

problemas 2D com diferentes numeros de onda axial. Para fontes localizadas no meio

externo:
Ty » 21 T » —i
Tinc(w,7,7") = L_z %:—M Tine(w, 7,7, kym)e lkzmz, (66)
onde
o (67)
T » -l Ae »
Tinc(wl rr 'kzm) = 4_—kOH0(kﬁor );
0 & ; ; : _ Vo iw 5
V® é avelocidade radialnomeio O e kg, = |—— ——— (k;m)?.
4K, Ko

Essa equagéo esta escrita com parcelas centradas em (x; y;). Esse campo
incidente pode ser descrito em termos centrados na origem da inclusdo através do
teorema de Graf (WATSON,1980). Assim, obtém-se em coordenadas polares:

quandor < ry:

. —id Yr (68)
Tinc (w: 7,0, kzm) = 4_k0 e2Ko Z (_1)71 Ean (kﬁorO)]n(kﬁor)Cos(ng)'
n=0

quando r > ry:
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iA (69)
mc(w r,0, kzm) - _eZKO Z( 1)n€n]n(kﬁor0)H (kﬁT)COS(nH)
O fluxo de calor relacionado ao campo incidente pode ser expresso por:
quando r <ry:
_ia ¥Or 0y (70)
Ginc(@, 7,0, kzm) = ;: ezKo Z;f:o(_l)ngan(kﬁoro) {ZTOJn(kﬁoal) +
[;]n(kﬁor) - kaojnﬂ(kﬁor)]} cos(n@),
quando r > 1y:
(71)

Chnc(w 7,0, kzm) = _eZKO Zn 0( 1) gn]n(kﬁoro){ H (kﬁoal) +
[; Hp(kp,r) — kaoHnH(k[gor)]}cos(nH).
O calor gerado por essa fonte, que para esse caso se localiza no meio exterior

0, propaga-se e atinge a superficie da inclusdo. Parte dessa energia incidente é

refletida de volta ao meio 0, enquanto o restante & transmitido para o meio 1.

4.2.1.1 Campo de calor refletido ao meio externo:

Este campo de calor refletido para o meio exterior e o fluxo de calor

correspondente podem ser expressos por:

N Vor & (72)
T (w,7,6, k) = €2Ko z ArHy(kp,r)cos(nd),

n=0

ref ver N Vor (73)
107 (@, 7,6, k) = %o Z A ko {Z—KO Hn(kg,T)

 [2 g~ )| costn),

onde o sobrescrito ref denota o campo de calor refletidoe Ar? é o coeficiente

desconhecido a ser determinado para cada valor de n.
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4.2.1.2 Campo de calor nos anéis:

O campo de calor nos anéis compostos pelo meio j, onde j =1,2,3...h — 1,
depende tanto da energia gerada no contorno externo do anel correspondente e que
€ transmitida para o interior do anel, quanto da gerada no contorno interno devido a
energia que é refletida. O campo de calor dependente da energia gerada no contorno

externo e seu correspondente fluxo de calor podem ser expressos pelas seguintes

equacoes:
vir (74)
T (w, 7,0, k) = e2Ki z Atl), kﬁ r) cos(n@), paraj=1,2...h—1,
n=0
vir (75)

a7 (@,7,6, ) —eZKJZAt’ { e kg,r) + [ (k;z,.r)—ka,.fnﬂ(kﬁr)]}cos(ne),

paraj=1,2...h—1,

onde o sobrescrito trans refere-se ao campo de calor transmitido e At), s&o os

coeficientes desconhecidos a serem determinados para cada valor de n, kﬁj =

2
-vJ —iw k;
—_ 2 K. = ]
\/41('2 tog T Ueml e 5 =505

O campo de calor gerado no contorno interno e refletido ao interior do anel e

seu fluxo de calor correspondente podem ser definidos por:

_ vr & (76)
7}'ref(cu,r, 0, k,m) = e*Xi Z At/ Hy (kﬁjr) cos(ng), paraj=123...h—-1,

n=0

f(mekm)_ezviizm o b ) (28 G 7)o s 1 )] costom, 77

paraj=1,2...h—1,

onde Ar; s&o os coeficientes desconhecidos a serem determinados para cada valor

de n.
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4.2.1.3 Calor transmitido ao meio interno h:

O campo de calor no meio interno h depende somente da energia transmitida
através do contorno do anel mais interno e pode ser escrito apenas por um unico

termo, sendo este descrito por:

) vy 7o
T ans (w, 7,0, k) = e2Kn Z Atr’}_]n(kﬁhr)cos(ne),
n=0

onde At! é o coeficiente desconhecido a ser determinado para cada valor de n, kg, =

2
—-Vvh —iw kp,
+ = — (kym)? € K = —2—.
\/4Kh2 Kn ( zm) h Ph Ch

O seu fluxo de calor correspondente:

vh (79)

vir r

q}tlrans (w, T, 9} kzm) = e2Kp Z Atﬁ kh {ﬁ ]n(k[ghr)
h

n=0

+ [;]n (kgy7) = ke ]n+1(kﬁhr)]} cos(nd).

A defini¢ao das condi¢des de contorno apropriadas, impondo continuidade de

temperaturas e fluxos normais nas interfaces entre os meios, permite a obtencao das

incognitas Ar,?,Atﬁ,Ar,{,Atf; (G=1273...h—1). Consequentemente, torna-se
possivel resolver as equacdes para obter os campos de calor refletidos e transmitidos
no dominio em estudo. Estas condi¢cbes sao estabelecidas permitindo a obtencao do

sistema:

—iA Y’a (80)
Gx = 4—koe 2Ko (—1)"ep,Hy (kg 1o) ¥,

Com:

Gy Gz Gz 00
Go1 Gy Gz 00
0 G3p Gzz Gy G3s -

G=|0 Gy Gy3 Gualas ; )

(81)

OO O

" Gapn-1x2n-2 Gan—1x2n-1 G2n-1x2n
" Gapx2n-2 Gonx2n-1 Gzrxzn |




Voal

611 == emHn(kﬁoal);

Voa (VOq
Gz1 = koe 2Ko { 2K1 Hn(kg,a1) + [nHn(kg,a1) = (kﬁoal)HnH(kﬁoal)]}'

0

Vlal

Gip = _ez_l{ljn(kﬁlal)'

m Vlal
Gyr = —kqie 2Ka { oK ]n(kﬁ1a1) + [n]n(kﬁ1a1) - (kﬁ1a1)]ﬂ+1(kﬁ1a1)]}’

1

Vlal

Gi3 = _ez_KlHn(kBlal)'

m Vlal
Gy = —k,e 2Ka { Hn(kﬁla1) + [an(kﬁlal) - (kﬁla1)Hn+1(kﬁla1)]};

2K,

Vlaz
G3, = e 2K ]n(kﬁ1a2)'

Va, (Vig,
G42 = kle 2K { 2K1 ]n(k,31a2) + [n]n(kﬁlaz) - (k.31a2)]n+1(kﬁ1a2)]}'

Vl a)

Gz3 = emHn(kﬁlaZ)'

Vi, (Vig,
Gaz = kqe 251 { 2K, Hn(k,[ﬁaZ) + [an(kﬁ1a2) - (kﬁlaz)Hn"'l(kﬁlaz)]}’

Vz a;

634 = —e%]n(kﬁzaz),

Vz ap

Via, (V2
Guy = —k,e 2Kz { ZKazzjn(kﬂzaZ) + [n]n(kﬁzaZ) - (kﬁzaz)]n+1(kﬁza2)]}’

Vz a,

G35 = _eﬁHn(kﬁz aZ)'

VZ ay

Via, (V2q
Gys = —k,e 2K { 21{22 Hn(kﬁzaZ) + [an(kﬁzaz) — (kﬁzaz)Hn+1(kﬁza2)]};

50
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Vh—lah
Goh-1x2n—2 = € 2Kn—1 ]n(kﬁh_lah)'

h
2Kh—1 ]Tl(kﬁh—lah)

h-1 -
% Vh-1g
Gan x 2n—2 = Kp—1€ 2Kn—1

[, 0) = (00 ),

Vh—lah
Gh-1xn-1 = € *Kn-1 Hn(kﬁh—lah)'

e 2Kn-1

Ganx2h-1 = Kn-1 Hn(kﬁh_lah)

h—1 -
V™ "an {Vh 1ah
h-1

Lty gy, 0) = g 00 iG]

Vhah
Gah—1x2n = —e€ 2Kn ]n(kﬁhah)»

Vhay V,a
Gonx2n = —kpe 2Kn { Zikhh]n(kﬁhah) + [ nJn(kg,an) — (kﬁhah)lnﬂ(kﬂhah)]}»

[ A T (82)
At}
An}
At?
X=\| Ar? |

Ath-1
Art1
| At ]

~Jn(kp,a1) ' (83)
ko {52 lUeg,02) + [ (k1) = (g, 01 )nes (i, 0]}

S OO OoOO-
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Caso a fonte de calor ndo esteja localizada no exterior da inclusdo, mas sim

no seu interior, a definicdo do campo de calor gerado pode ser realizada pela mudancga

da expressao que define o campo incidente (dependente dos parametros dos meios

onde esta se encontra) e estabelecendo novamente as condi¢gdes que garantem a

continuidade das temperaturas e fluxos normais nas interfaces entre os meios. Assim,

os termos da matriz G e do vetor x permanecem 0s mesmos, mas ja o vetor

independente y se modifica. Se a fonte estiver no meio interno h, o sistema de

equagles passa a ser:

Gx =

Vhah
kh { H(kﬁh

—iA vhay,
4‘k -7, € ZKh ( 1)n€nln(kﬁhr0) Y
:
;
0
0
0
H(kﬁhah)
) + [ g 00) = (i ) g, )]

(84)

(85)

Ja se a fonte estiver em um meio intermediario, como por exemplo, o meio 2:

V2 a, VZaZ
]n(kﬁer)kZ e 2Kz { 2K,

n
Gx = 4k2( Dey,

0
0
V2
e 2k; ]n(kﬁ rO)H(k/g az)

(ki 02) + [t 02) = (02 g, )]

Viag
—e ?%2 Hy, (kﬁzro)]n (kﬁz a3)

V2as (V2q,
~Hnlkgaro)fpe 7 {21(2

(kp05) + [y, 29) = (s i )|

0
0

(86)

(87)
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5 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

Neste capitulo, apresenta-se a formulacdo do Método dos Elementos de
Contorno para a obtencdo do campo tridimensional de calor, no dominio da
frequéncia, gerado por uma fonte pontual para problemas de conducédo e
posteriormente para conducado e conveccao. Essas formulagdes permitem a analise

de propagacao de calor em meios infinitos contendo inclusbées homogéneas.

5.1 TRANSFERENCIA DE CALOR POR CONDUGCAO

Nesta secado, apresenta-se a formulagdo do Método dos Elementos de
Contorno (MEC) que permite a obtengéo do campo tridimensional de calor gerado por
uma fonte pontual localizada na vizinhang¢a de uma inclusao de se¢do com geometria
qualquer e constante ao longo de uma diregao, considerando apenas o fenébmeno da
condugéao. Tal como foi explicado anteriormente, quando a geometria do problema
permanece constante ao longo de uma das diregdes, a sua solugéo tridimensional
pode ser conseguida através de um somatorio de solugdes bidimensionais, obtidas
através do MEC, para diferentes numeros de onda ao longo da dire¢ao na qual a

geometria ndo se altera.

5.1.1 Formulagdo do MEC para meios homogéneos

O MEC pode ser usado para resolver o problema da transferéncia de calor
transiente por condugado no dominio da frequéncia, para cada valor de k,,,, em um
dominio ), homogéneo, isotropico, correspondendo a problemas bidimensionais

individuais.

: 2 (88)
V2 + <\/_K£_ (kzm)z) T(w,%,9,kzm) = 0.

A equacgao integral do MEC pode ser obtida mediante métodos distintos,
sendo o Meétodo dos Residuos Ponderados (MRP) um deles (BREBBIA;
DOMINGUES, 1992). Admite-se um meio homogéneo ) (ilustrado na FIGURA 2), com
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contorno S, sendo S = §;+S5,, governado pela equacao de Helmholtz (88), sujeito as

condicdes de contorno:

T(w,x,y k) =T(w,x,y,k,,) em (x,y) € S; (essenciais ou de Dirichlet) (89)

qQ(w,x,9, k) = q(w,x,9,k,m) €M (x,y) €S, (naturais ou de Neumann) (90)

FIGURA 2 — VALORES PRESCRITOS NO CONTORNO

ps
FONTE: O autor (2021).

Para aplicacdo do MRP na equacao (88), assim como as condi¢cbes de

contorno (89) e (90), consideram-se as seguintes expressoes:

V2T + k,’T =Rg (91)
T - T = Rsl' (92)
q — q=Rs, (93)

onde k, = /% — (kzm)? Ra., Rs, , Rs,, s&0 os residuos e T e g representam, agora,

valores aproximados. Com a finalidade de minimizar esses residuos, o seu produto
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~ ~ = . . . ~ _ Ow oJ0w ow .
por fungdes de ponderagcao w, w, w (cujas derivadas normais sao v 30 o ) é
n n n

integrado no dominio e no contorno e igualado a zero. Dessa forma, chega-se a:

JRQ wdfl +J Rslw d51 + f R52M=/ dSz = 0. (94)
Q 51 SZ
Substituindo as equagdes (91), (92) e (93) em (94), tem-se:
2 I N (95)
(V*T+k, TYwdQ+ | (T —T)wds; + | (q—qw ds, =0.
Q S1 Sz
As funcdes de ponderagao sao entao escolhidas convenientemente (w = ;TW
e w = —w) chegando-se a:
(96)

_ . . __ Ow
f (V2T+ka2T)WdQ+ (T—T)stl — (g—q9)wds, =0.
Q S1 n S2

Integrando por partes duas vezes o primeiro termo da primeira integral do lado
esquerdo da equagao (96) obtém-se:
,n oT _ ow I (97)
f(V T)Wdﬂ=f—wd5 —fT—ds + I(V w) T d{).
qQ 0y s 0v, qQ

Aplicando-se (97) em (96) onde g = q, chega-se a:

- _ 0 .0
j(v2w+ka2w)7dﬂ+quds - jT—st + j 727 4, (98)
qQ s s 0vy s, v,

_ ow _
—f T—ds; — J qwds, +j qwds, =0.
s, OVn S, S,
Como:
(99)

.0 . 0d .0
j-T—st—f T—stl =f T—W dss,. (100)
S S Sa
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Substituindo (99) e (100) em (98), tem-se:

_ 9 _
f(v2w+ka2w)TdQ+f qw ds, —f 7Y 4s, —f W s, 101)
Q s, s, vy, s, vy,

+f qwds, = 0.
S

2

Sabe-se que no contorno S, e S; os valores prescritos sédo g e T,

respectivamente. Assim:

jqwdsl +J(7stz=quds, (102)
S1 Sy S
e
. 0 _0d -
J. T—stz+f T—stl=fdes. (103)
s v, s, av, s
A equacéo (101) pode ser novamente escrita como segue:
- .0
f(V2w+ka2w)Td!2+quds - fT—st=0. (104)
Q S s O

Desta forma, o operador de Helmholtz (V2 + k,*), aplicado sobre a solucdo T
procurada, foi “movido” para a funcado de ponderacdo w. No MEC, a formulacio da
equacao de contorno requer que a funcdo de ponderacdo w seja a solugao
fundamental de problemas com as mesmas propriedades materiais do corpo em
consideragao, correspondendo a um dominio infinito com uma fonte unitaria
concentrada. Para o problema em questao, essa solugao corresponde a solugao da
equacao de Helmholtz com fonte singular (isto €, representada pelo delta de Dirac).
Em outras palavras, w = G(x,y, Xo, Yo, kzm, @), onde G(x,y, X, Yo, Kzm, @) € a solugéo
fundamental do problema para a temperatura em um meio soélido e infinito em (x,y),
devido a uma fonte pontual unitaria aplicada em (x,,y,). A equagao (104) pode ser

reescrita como:
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=~ 105
f (VZG(x' Y, X0, Yo» kzm: 0)) + kaZG(x'y' X0, Yo, kzmt CU))T (x' 4 kzm' w)dﬂ ( )
Q

n f G Y1V Ky @) G ¥, X Voo Ko 0) S
S

G (x,y, %0, Yo, kzm, )
ds

= 0.
av,

- j T(X, Y kzm' (1))
S

0G (x,y,X0,Y0,Kzm,w)
= H(x
vy ( 'Y

Designando Voo X0, Yo, Kym, @), tem-se:

- 106
f (VZG(x, Y, X0, Yo, Kgm, @) + kazG(x, Y, X0, Yo, Kzm» a))) T (x,y, kym, w)dQ ( )
Q
= [Ty, Km0 3,50, 0 s )
s

- jQ(X;ynvn' kzmv OU)G(X:Y' xO'yOI kzmv (A))dS,
S

onde v,, é o vetor unitario normal ao contorno. A equagao anterior € conhecida como
equacao integral do problema governado pela equacéo (88). As fungdes de Green, ou
as também chamadas solugdes fundamentais, para a temperatura e fluxo de calor
validas para um meio sélido homogéneo e infinito em (x,y), devido a uma carga

pontual unitaria aplicada em (x,,y,), sao dadas por:

—i —iw (107)
G(x'y'xo;YO:w) :E HO 7_ (kzm)2 )

. . } (108)
[ |—iw 5 —iw 5 ary
H(x,y, v, X0, Yo, @) = e (kzm)* Hy K (kzm)? 11 v

n

onde r; = +/(x — x0)2 + (¥ — ¥o)2.

a) Equacgéo integral para pontos internos

O préximo passo para o MEC, consiste em eliminar a integral de dominio da

equacao (106). Sabe-se que o operador de Helmholtz aplicado a fungao de Green
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iguala-se ao negativo da fungdo generalizada delta de Dirac. Sabe-se, pelas
caracteristicas do Delta de Dirac:

fﬂa(x — Xo,¥ = Y0)9 (6 ¥)AL = g(xo,Yo). (109)

Usando-se essa propriedade, a equacéao (106) pode ser escrita como:

~ 110
T(XOJ .VO!kzm' w) = Jq(xl Y, Vn, kzml (x))G(X, Y, X0, Yo, kzm' (1)) dS ( )
S

- fT(X, Y, ksz w)H(x' Y, Vo, X0, Yo, kzm' w) ds.
S

b) Equacao integral de contorno

A equacao anterior pode fornecer os valores dos parametros buscados em
qualquer ponto interno, mas, para isso, € necessario conhecer os valores de T e ¢ no
contorno. Os valores incognitos no contorno podem ser obtidos avaliando-se a
equacao integral (110) quando o ponto (x,, y,) aproxima-se ao contorno. As integrais
em S, agora, devem ser calculadas por processos limites a medida que (x,,y,)
aproxima-se do contorno. Para melhores detalhes desta estratégia, podem ser
consultadas as referéncias (BEER, 2008; BREBBIA, 1978). A equacao integral de
contorno escreve-se entao como:

e 111
6T (Xor Yor ks ) = j 46y, Vo ks )G (5,3, X0, Yo kg ) ds (T 1T)
S

- f T, 9, ks @)H (%, Y Vs Ko Yor K ) ds.
S

O fator ¢ € uma constante definida pela forma do contorno onde o ponto fonte
1, se (xg,y0) €S
esta atuando, sendo este: ¢ = % se (x0,Y0) €S eseS for suave.
0, se (x9,y0) € Q
O MEC tem origem com a avaliagdo numérica da expressdo (111). Esta
formulacao fornece uma relagdo que deve ser satisfeita pelas temperaturas e fluxos
no contorno. Quando as condigdes de contorno sédo aplicadas, essa equagao pode

ser usada para calcular as incégnitas no restante do contorno.
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c) Equacéo integral na presencga de uma fonte de calor

Se o problema apresenta uma fonte no dominio, por exemplo B(x,y), a

equacio (88) deixa de ser uma equacao diferencial homogénea para converter-se em:

— 2 (112)
V2 4 (\/__ (kzm)2> T(w,x,9,kzm) = B(x,y).

K

A equacéo integral do MEC correspondente pode ser escrita como:

= 113
CT(xO' yO'kzm' (1)) = fq(x' Y, Vn'kzm' a))G(x, Y, Xo, yO'kzm' w) ds ( )
S

—fT(x,y, kzm, @)H (X, Y, Vi, X0, Vo, Kzm, @) ds
S

+ J. B(x’ y) G(x, ¥, X0, yo; kZm! (L))dQ
Q

Para este trabalho, utiliza-se de uma fonte concentrada unitaria, aplicada no
ponto (x,vs). Sendo assim: B(x,y) = 6(x — x5,y — ys). Empregando a propriedade

do Delta de Dirac apresentada em (109), a equagao (113) pode ser rescrita como:

- 114
CT(XOJ yO'kzm: w) = Jq(x' Y, Vn, kZm' (A))G(JC, Y, Xo, yO!kzm' w) dS ( )
S

B fT(x, Y kzm’ (L))H(x, Y, Vo, X0, Yoo kzm, (U) ds
S
+ G(xs’yS)xOlyO;kzm;w).

Se a fonte de calor for representada por T;,, sendo que

Tinc (xsr Vs X0, Yor Kzm, w) = G(xs' Vs X0, Yo, Kzm, 0)), tem-se:

. 115
CT(XO' yOﬂkzm: w) = Jq(x' Y,V kzm' w)G(x, Y, Xo, yOszm' 0)) dS ( )
S

- fT(x' Y, kzm' a))H(x, Y, Vn, X0, Yoo kzml w) ds
S

+ Tinc (xs' Ys» X0, Yo, kzmr (‘))-
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d) Equacéo integral para condi¢cdes de contorno diferentes de zero

O problema de transferéncia de calor transiente por condugcido no dominio da
frequéncia, em um dominio , homogéneo, isotropico e com condigdes iniciais
diferentes de zero, pode ser descrito pela seguinte equacéo:

2 (116)

—iw = To(x, Y)
vz T ) ’ = )
+ X (w,x,y) X

onde Ty(x,y) é a distribuicdo temperatura inicial. A equagédo integral do MEC

correspondente pode ser escrita como:

é:T(e)d)(xOIyO'0)) = fCI(x,y;Vn, (l))G(x,y, xO'yO'w) ds (1 17)
S

—J.H(x,y, Vo, X0, Yo, )T (x,y, w) ds
s

Ty (x,
+f 0% ) G(x,y, Xy, Vo, @) dSL.
Q K

Nota-se que esta equacdo possui uma integral de dominio

f To(x,y)

o G(x,y,x9,Y0, w) dQ aqual, neste trabalho, é avaliada discretizando o dominio

em ceélulas quadrilaterais.

5.1.2 Formulagdo do MEC para meios sdlidos contendo inclusées soélidas

Essa subsecgéo descreve a formulacdo do MEC usada para obter o campo de
calor na vizinhanga de uma inclusdo com secao de geometria qualquer com condicoes
iniciais iguais a zero. Considera-se um meio sélido homogéneo infinito contendo uma
inclusdo, definida por um contorno S. Este sistema esta sujeito a transferéncia de calor
gerada pela acdo de uma fonte de calor representada por T;,. no meio externo. Ao

longo do contorno S no dominio exterior:
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671([1) (XO, :VO' kzm' (‘)) (1 1 8)

= fq(a)(x'yrvn' kzmt a))G(a)(x:}IrXOIyO:kzm' (1)) ds
S

—fT"(“)(x, Y, Ky @YH@D (X, Y, Vi, X0, Vor Kgm» @) ds
S
+Tinc (X5, Vs X0, Yoo Kgmy @),
Ao longo do contorno S no dominio interior:
eT®) (x0, Y0, kzm, ) (119)

- f 4 (5,9, Vi ey @) GO (3,7, X0, Yoo kgms @) dis
S

- f T (x,y, kzm @)H® (x,9, Vi, X0, Yo, Kzm) @) ds.
S

Nas equagdes acima, os sobrescritos (a) e (b) correspondem ao dominio
exterior e interior, respectivamente, v,, € o vetor unitario normal ao contorno, G e H
sdo as solugdes fundamentais para a temperatura (T) e o fluxo de calor (q),
respectivamente.

A solugdo global é encontrada resolvendo as equagdes (118) e (119), que
exigem a discretizagcdo do contorno em N elementos de contorno. Se forem usados
elementos constantes, com um ponto nodal no meio de cada elemento, os valores de
T e q sdo constantes sobre cada elemento e as equacgdes de interpolacdo possuem
valor unitario. As equagdes assumem a seguinte forma, para um dado ponto k, ao

longo do contorno no dominio exterior:

é:kT(a)(ka Vi kzml (1)) (120)

N
= ZJ G(a)(xl'ylrxk)yk' kzm' (‘))q(a)(xlrylﬂvl!kzmi (,())dSl
=151

N
_Zf T(a)(xlrylrkzm: w)H(a)(xl'yl'Vbxk'ykr ko m, w)ds,
=15

+ Tinc (xsr Vs Xi» Vs kzm: (‘))-

Ao longo do contorno no dominio interior:
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EkT(b)(kaYk: kzmv (1)) (121)

N
= Zf G(b)(xl'ylrxk»yk» kzm, w)q(b)(xl:}’z'vb kzm, w)ds;
=1 "5t
N

—Zf H(b)(beDVl'xkryk' kym, w)T(b)(xerl:kzm' w)dsy,
1=1 "5

onde k é a posicao onde a fonte unitaria esta atuando no contorno, [ é o indice
associado ao n6 do elemento que esta sendo integrado, S; é o contorno do elemento
1. Os valores de T e q podem ser levados para fora da integral ja que sédo constantes

para cada elemento. Assim as equacgodes (120) e (121) tornam-se, respectivamente:

EkT(a)(xk' Yk kZTru w) (122)
N

-2/

=1 l

G(a)(xlf:Vl:xkrykrkzmrw)dsl> q(a)(xl'ylrvl»kzmrw)
N
- Z <f H(a) (xb Yu Vi Xk Yk kzm' w)dsl> T(a) (xl! Yu kzml w)
=1 \'St
+ Tinc (xs' Vsr Xie» Yier Kzm w),
E T D (g, Vi, g, ) (123)

il

- Z (f H(b)(xl: Vi Vi Xk Vi Kzm, a))dsl> T(b)(xl» Vi Kzm, ).
S1

=1

I
NeE

G(b) (xb Vi Xk Yk kzm' w)dsl) q(b) (xl' Yy, kzmr 0))

=1 L

Usando uma notagdo mais compacta para as equagdes (122) e (123), para o

dominio exterior:

N N (124)
5kT(a)k = Z G(a)qu(a)l _ Z H@kF @t 4 Tigfc)k-

Ao longo do contorno no dominio interior:
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N N (125)
&, Tk — z GOl gd) _ Z HOKIF B
=1 =1

onde:

gt = gD (xy, v, v kg @) , g®t = @ (x, v, vy, kg @)
T@U = T@ (x, y,, Ky @), TOL = T (x;, y1, kym, ®),
T@k = T@(x, y, ko), TOU = TO (x, vie, kymy ),

H@OK = fSlH(a)(xli YoV X Yieo kzmﬁ a))dsl, H® = fSlH(b) (xl' Yu Vi, Xk, ykukzmw)dsl.
G = Js, GO0, Yo X0 Vi kemw)ds;,  GOK = Js, GP (Y1, X Vi hezmw) dsy,

T@l g T s50 0s valores nodais das temperaturas no elemento [ no dominio exterior
e interior, respectivamente, e ¢?! e ¢(®)! sdo os valores nodais dos fluxos no elemento
[ no dominio exterior e interior, respectivamente. Note que o indice “k” também varia
de1anNl.

Montagem das matrizes

O sistema final de equacdes € estabelecido apds uma manipulacéo
matematica e em conformidade com a continuidade das temperaturas e fluxos de calor
ao longo do contorno da incluséo.

g@kt G(a)kl] [Tl] _ [Ti’;w] (126)
A®k  _gWki]|gt] ~ '

Quando [ =k, H®k = ¢, + @k ¢ KL = ¢, + HPKL Como mencionado
anteriormente, para elementos constantes o contorno é sempre suave conforme o n6
esta no centro do elemento, portanto o multiplicador ¢, vale Y. Quando I # k, H@®* =
H@kL o gb)kl — g(b)kl - Ag integracdes ao longo dos elementos s&o avaliadas usando
um esquema de quadratura gaussiana se o elemento a ser integrado nao for o
elemento carregado. Para esse trabalho, foram usados 8 pontos de Gauss. Quando o
elemento carregado coincide com o elemento a ser integrado, no entanto, os

integrandos exibem uma singularidade e a integracdo pode ser calculada de forma
analitica (TADEU; SANTOS; KAUSEL, 1992).
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(127)

L

ok ar = o ) [ (1) k) -
QCORACE)

onde S,() séo fungdes de Struve de ordem ns e L € o comprimento do elemento de
L
= ar . Oor
contorno. Observe-se que fOZ H,(k,r;)—dr = 0, pois — = 0.
0vy vy
Uma vez resolvido este sistema, s&o obtidos os valores nodais de temperatura
e fluxos de calor no contorno, o que permite determinar os valores correspondentes

ao campo refletido em qualquer ponto do campo em analise.
5.2 TRANSFERENCIA DE CALOR POR CONDUCAO E CONVECCAO

A presente secao apresenta a formulagdo do MEC para obtengao do campo
tridimensional de calor gerado por uma fonte pontual localizada na vizinhanga de uma
inclusdo de segao arbitraria e constante ao longo de uma diregao, considerando agora
o fendmeno de condugdo e convecgao sob condigdes iniciais iguais a zero. Tal como
foi mencionado, a resolucédo do problema tridimensional estudado nesta tese, quando
a geometria do modelo ndo se altera em uma direcio, pode ser simplificada com o
uso de um modelo de duas dimensdes e meia (2,5D), onde a fonte é tridimensional e
a geometria é bidimensional. A resolu¢ao pode entédo ser encontrada através de um
conjunto de problemas bidimensionais para diferentes numeros de onda na diregcao

onde a geometria nao varia.

5.2.1 Formulagdo do MEC para meios homogéneos

O MEC também pode ser utilizado para resolucdo de problemas de
transferéncia de calor transiente por condugdo e convecgado simultaneamente, no
dominio da frequéncia, para cada valor de k,,, em um dominio Q, homogéneo,

isotropico, correspondendo a problemas bidimensionais individuais.

- 2\ (128)
<v2 — (V2 vy )+ ( e (kzm)2> )T(w. x,y,2) =0.
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Assim como para a equacao (88) do fendmeno de condugdo, a equagéo
integral do MEC para o problema descrito pela equagao (128) pode ser obtida também
a partir do Método dos Residuos Ponderados. Admite-se um meio homogéneo Q
(lustrado na Fig. 2), com contorno S, sendo S = S;+S,, sujeito as condicbes de
contorno dadas por (89) e (90). Para aplicacdo do MRP na equacgao (128) e as

condigbes de contorno (89) e (90), consideram-se as expressodes:

v -2 (v, 2w, T 27 = g (129)
K\ *ox Yoy @’ T

T-T=Rs (130)

q — q=Rs, (131)

em que k, = /% — (k;m)?, e lembrando que R, Rs, € R;, s&o os residuos e que T

e q representam, agora, valores aproximados. Como ja descrito para o problema de

condugao, com a finalidade de minimizar esses residuos, o seu produto por fungdes

ow 6W aw

de ponderagdo w, w, w (cujas derivadas normais sdo —, —,
ovy 0vn Ovn

) € integrado no

dominio e no contorno e igualado a zero. Assim, chega-se a:

JRQ WdQ"‘J R51Wd51 + j Rsz\/l:/ dSz = 0. (132)
Q S1 S2
Substituindo as equacgdes (129), (130) e (131) em (132), tem-se:
T . o (133)
.].(VZT—— +Vy, — 3y +k, TH)wdQ+ | (T —T)wds,
S1

(q—q)w ds, = 0.

S2

Aplicando-se o teorema da divergéncia (WROBEL, 2002) na integral de

dominio relacionada a conveccao:
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f 1 v oT v oT 40 (134)
oK\ Fox Yoy v
(1 awD) _ awT)
-QK<W 2, 28) o
f 1(v M v aW) T dQ
oK\ *ox Yoy

—1f TV, d fl(vaw+vaw>7dn
_KSW n@s oK\ ox Yoy ’

sendo V,, = V,n, +V,n,, onde n, e n, sdo os vetores unitarios na diregado x e y,
respectivamente. O que diferencia a equagéao (95) para a condugéo da equagao (133)
para condugao e conveccao, € que esta ultima incorpora o termo relacionado ao
fenbmeno da convecgdo. A partir disso, a equagao integral do problema pode ser
encontrada seguindo os passos dados para chegar a equacgao (104) adicionando-se

a equacao (134) a esta. Assim, a partir de (133) chega-se a:
1 0 0 - .0
f<V2W$—(Vx—W+Vy—W) +ka2W>TdQ+quds - fT—st (135)
Q K ox oy P s Ovy
! [wrvaas =0
X SW nds = 0.
Substituindo entdo na equagao (135) a solugédo fundamental correspondente

ao problema de condugéo e convecgao, w = G(x,y, Xo, Yo, kzm, @), @ €quagao pode ser

reescrita como:
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(136)
f VZG(x’ y: xO! yO' kzm' (l))
Q

l v G (x,y, X0, Yo, zmrw) G (x,y, %0, Yo, kzm, )
K\ * Ox Yy dy

+ kazG(xl y' xO’ yOr kzm; C())) T (xl y; kzm: (,())d.Q
= fT(X, y! kzm' a))H(x, y! Vn' xOr yOJ kzmi a))ds
s

- f q(x%, Y, Vi, Kzm, @)G (X, Y, X0, Yo, Kzm, @)dS

s

1 _
+ X jG(x, Y, %0, Yo Kz @)T (X, V, kg, ) Vyds,

S

G (x,y,%0,Y0,Kzm, (U)
ovy

sendo H(x,y, vy, X0, Vo, kgm, @) =

A equacéo (136) € conhecida como equacéo integral do problema governado
pela equagdo (128). As fungdes de Green para a temperatura e fluxo de calor,

envolvendo condugido e convecgado validas para um meio homogéneo infinito, sdo

dadas por:
—i vr 137
G(x;}’:xo;)’o; kzmlw) =E32KH0(kB T'l), ( )
H(X, Y,V X0, Yo, kzm' (1)) (138)
—i Vr or
:—GZK [ZK( )Ho(kﬁ T'l) k Hl(kﬁ Tl)( 1)]
com e kg = \/—%—%— (k,m)?. Essas equacbes descrevem a temperatura e o

fluxo, respectivamente, em (x,y) devido a uma fonte pontual unitaria aplicada em

(X0, Y0)-

e) Equacéo integral para pontos internos

Para eliminar a integral de dominio da equacgao (136) usa-se da propriedade

da solugao fundamental G, onde:
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V2G (%, ¥, X0, Yo, Kzm, @) (139)
l v GG(x, y: Xo;yo; kzmr w) +V. aG(X, y' X0, yO: kzm' w)
K\'* 0x Y dy

+ kaZG(x: Y, Xo, yO»kzm: (‘-’) = —5(9(, Y, Xo, YO)-

Aplicando entao a propriedade do Delta de Dirac descrita pela equagao (109),

chega-se a:

= 140
T(XO' Yo kzmr (U) = fq@f; Y,V kzm' (‘))G(xr VX0, Yo kzm' (‘)) ds ( )
S

- fT(X, Y, kzml CL))H(X, Y, Vn, X0, Yo, kzm' (1)) ds
S

1 ~
~ & | 66020, 0 K, 0T, e, @) Vs,
N

f) Equacao integral de contorno

Utilizando a estratégia citada anteriormente (BEER, 2008; BREBBIA, 1978),
onde avalia-se a equacéo (140) utilizando processos limites quando o ponto (xg, y,)
aproxima-se ao contorno. Encontra-se a equagado integral de contorno, cuja
formulacao fornece uma relacéo que deve ser satisfeita pelas temperaturas e fluxos
no contorno.
(141)

C77’7‘(3501 Yo, kzm' (‘)) = fQ(x: Y, Vn, kzm' w)G(xr Y, X0, Yo, kzm' w) ds
S

- JT(X, 4 kzm» w)H(xr YV X0, Yo, kzm! (U) ds
S

1 -
- EIG(% Y, X0, Yo, kzm' CL))T(X, Y kzm! w) Vnds-
s

Com essa equagao pode-se obter todos os valores que antes eram incégnitas
no contorno. A partir desses valores encontrados, as incognitas no restante do

dominio podem ser calculadas.

5.2.2 Formulagao do MEC para meios contendo inclusdes
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Essa subsecao descreve a formulagdao do MEC usada para obter o campo de
calor na vizinhanga de uma inclusdo de secgdo com uma geometria qualquer.
Considera-se um meio solido homogéneo infinito contendo uma inclusao definida por
um contorno S. Este sistema esta sujeito a transferéncia de calor gerada pela agédo de
uma fonte de calor representada por T;,. no meio externo. Ao longo do contorno S no

dominio exterior:

ET(a)(XO!yOszml C‘)) (142)

= fq(a) (X, Y, Vn, kzm' w)G(a) (xr VX0, Yo, kzmr w) dS
S

- jj"(a) (.'X', Y kzm' w)H(a) (x' Y, Vns X0, Yo, kzm' 0.)) ds
S

1 -
B Ef G(a)(xf Y, X0, Yo, kzm: (l)) T(a)(x’ Yy, w, kZm)Vn(a)dS
S
+ 7~1inc (xSJ Ys» X0, Yo, kzm' (‘))'

Ao longo do contorno S no dominio interior:

GT(b) (xO' YOJ kzmr (1)) (143)

= [ 492G, v Koy 036 (3,30, Y s ) ds
S

- jT(b) (X, Y, kzm' w)H(b) (xr Y, Vo X0, Yo, kzm' w) ds
S

1 .
B E f G(b) (X, Y, X0, Yo, kzm' w) T(b) (X, y, w, kzm)vn(b) dS.
S

Nestas equacgdes, os sobrescritos (a) e (b) correspondem ao dominio exterior
e interior, respectivamente, v,, € o vetor unitario normal ao contorno, G e H sao as
solugdes fundamentais para a temperatura (T) e o fluxo de calor (q) para o caso
envolvendo condugao e convecgao, respectivamente.

A solugao global é encontrada resolvendo as equacgdes (142) e (143), que
exigem a discretizagdo do contorno em N elementos de contorno. Para esse trabalho
foram utilizados elementos constantes. As equagdes assumem a seguinte forma, para

um dado ponto k, ao longo do contorno no dominio exterior:
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EkT(a) (Xk» Vir kzm, @) (144)

N
= 2f G(a)(xl'YIka'YIcr ko m, a))q(a)(xlryl'vltkzmr w)ds;
=151
N

—Zf TD (xy, yy, kg, 0)H@ (e, v, Vi, Xp, Vi Ky @) ds,
1=1 "5

N
1 (a) 7 (a) (a)
X g G (X1, V1, Xk, Vi kg, @) T (g, vy, Ky @) V- ds)

1=1"%

+ Tinc (xs' Vsr Xk» Vi kzm' w)-

Ao longo do contorno no dominio interior:

EkT(b) X1 Yier Kzmy @) (145)
N

= 2[ G(b)(xl,)’z,xk»)% kzm, a))q(b)(xl'yllvltkzm' w)ds;
=1 "5t

N
=

- Z J H(b) (xl; YoV Xk Yio kzml w)T(b)(xll Yi kzmr w)dsl

1751

N

B _Z f G(b)(xlr Yu Xk Yk kzm: (‘)) T(b) (xli Y kzm' a))vn(b)dsl )
S

=1
onde k é a posicao onde a fonte unitaria esta atuando no contorno, [ se refere ao
indice associado ao n6 do elemento que esta sendo integrado, S; € o contorno do
elemento [. Como para esse trabalho foram utilizados elementos constantes, os

valores de T e q podem ser levados para fora da integral ja que sdo constantes para

cada elemento. Assim as equagdes (144) e (145) tornam-se, respectivamente:



71

5kT(a) (ks Yier kzm, @) (146)

2l
(

<_f G (1, Y1, Xies Yies Ky w)d51> T@ ey, yi, kg, @)V @
St

G(a)(xl:yl»xk'YR'kzmrw)dsl> q(a)(bel:Vl»kzm'w)

l

H@ (XL Y Vo Xk Yie Kzms w)d51> T@ (1, Y1, kzm, @)

1 l

N
=1
N
=1
N

2

+ Tine (xs' Ysr Xk Vier Kzm) w),

~

t

EkT(b) (X Yier Kzmy @) (147)

Il
i

(U
il
(U

Usando uma notagcdo mais compacta para as equacgodes (146) e (147), para o

G(b) (xl! Vi X Yo ksz w)dsl> q(b) (xl) YV, kzmv (1))

l

H(b)(xl;}’l'vak')’k: kzm, w)d51> T(b)(xltyl'kzm' w)

1

D= 1D

G(b) (xl' Vi Xk Yk kzm' w)dsl> T(b) (xl; Yi kzm' w)vn(b)'

1 l

]
[

dominio exterior:

N (148)
&, T@k = z @kl
=1
N N
_ Z H @KL (@1 _ %Z G(a)kl'f(a)lvr(la) n Tiglac)k_
=1 =1
Ao longo do contorno no dominio interior:
(149)

5kT(b)k — Z G(b)qu(b)l _ Z H®KLIF DL _ %Z G(b)klf(b)lvrgb) .
=1 =1 =1

Note que “k” também variade 1 a N.
O sistema final de equacgdes é entdo estabelecido com a imposi¢cao de

continuidade das temperaturas e fluxos de calor no contorno da inclusdo. Da mesma
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forma mencionada anteriormente, as integracbes ao longo dos elementos sao
avaliadas usando quadratura gaussiana se o elemento a ser integrado nao for o
elemento carregado. Para essa tese, utilizou-se de 8 pontos de Gauss. Quando o
elemento carregado coincide com o elemento a ser integrado, a existéncia de
singularidade é resolvida de forma analitica utilizando a equagéo (127). Uma vez
resolvido este sistema, os valores nodais no contorno, que constituem as incognitas,
sdo obtidos e, a partir deles, as temperaturas e fluxos de calor em qualquer ponto do

dominio podem ser calculados.
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6 ACOPLAMENTO DO MEC COM A FORMULAGAO ANALITICA

No capitulo 4 descreveram-se solugdes analiticas que possibilitam a
resolucdo de problemas de transferéncia de calor, em regime transiente, para um
sistema cilindrico, submetido a uma fonte de calor, de secdo composta de varias
camadas concéntricas, cujos meios sdo homogéneos e isotrépicos. Estes algoritmos
de calculo ndo sao aplicaveis a problemas com varias inclusdes, nos quais a solucao
analitica € muito mais complexa de se obter. Apesar de ser possivel resolver
problemas de difusdo de calor com inclusbes de multicamadas através do MEC
convencional, a sua combinacido com o modelo analitico apropriado permite evitar a
discretizagdo das interfaces entre camadas (sdélidas ou fluidas) com diferentes
propriedades térmicas. Essa estratégia permite reduzir o esforgco computacional em
relagcdo ao que seria necessario caso se utilizasse um modelo do MEC com fungdes
de Green validas apenas para um dominio infinito e permite lidar com a interagéo entre
as inclusdées de multicamadas que, na pratica, seriam inviaveis de serem resolvidas
apenas com a solugdo analitica.

A seguir, € apresentada a formulagado proposta que acopla o MEC com
solugdes analiticas, sendo o MEC usado para o dominio ilimitado homogéneo,
enquanto as solugdes analiticas sdo usadas para resolver cada um dos subdominios
confinados ndo homogéneos, combinando as vantagens de ambos os métodos em
uma unica solugado. Neste capitulo também é descrito o procedimento usado para

obtencao da solugdo no dominio do tempo resumidamente.

6.1 TRANSFERENCIA DE CALOR POR CONDUGAO

Nesta secdo apresentam-se as formulagcdes que consideram o fenébmeno de
condugao do caso 2,5D para um problema com uma fonte de calor e condi¢des iniciais
iguais a zero e em seguida para o caso bidimensional com condigdes iniciais

diferentes de zero.

6.1.1 Fonte de Calor e condi¢des iniciais iguais a zero
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Primeiramente é apresentada a formulagdo considerando apenas uma
inclusdo submetida a uma fonte de calor e considerando condigdes iniciais iguais a
zero. E feita uma verificacdo dessa formulacdo desenvolvida comparando os
resultados com o caso analitico. Na sequéncia, descrevem-se as equagdes
considerando duas inclusdes, sendo que estas podem ser facilmente expandidas para
0 caso de mais inclusdes e esse algoritmo proposto € comparado com as solugdes

utilizando apenas o MEC classico.

6.1.1.1 Formulagao para uma inclusao

Nesta subsec¢do, uma estratégia para acoplar o MEC a solugbes analiticas é

apresentada.

FIGURA 3 - REPRESENTAGAO DA SEGAO DE UMA INCLUSAO CILINDRICA DE MULTICAMADA,
COMPOSTA POR h-1 ANEIS CILINDRICOS (MEIOS = 1,2,.... h-1) E UM CILINDRO INTERNO
(MEIO h). ESTA INCLUSAO E DELIMITADA POR UM SOLIDO UNIFORME (MEIO 0) E SUBMETIDA
A UMA FONTE DE CALOR.

4; y
Contorno

o ™~ Virtual S'

B

Fonte
®

Meio 0

FONTE: O autor (2021).

Considere um meio soélido homogéneo infinito ao redor de uma inclusédo

cilindrica composta por multicamadas e um cilindro interno (meio h). Este sistema
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(ilustrado na FIGURA 3) esta sujeito a transferéncia de calor gerado pela acdo de uma
fonte no dominio exterior, representada por T;,,., localizada em (xs, y,). Definindo-se
um contorno virtual S’, localizado a uma certa distancia do contorno da inclusao, a
equacao integral de contorno ao longo do contorno S’ no dominio exterior pode ser

descrita por:
ET D (x0, Vo, kzm, @) (150)
= j q“ (%, Y, Vi, kg, 0)G D (x,y, %0, Yo, kzm, ) ds’
o
~ | PO 3o 0HO G, 3,V 30,30 e )
o
+ Tine (X5, Vs X0, Yo, ks @),

E necessario adicionar a contribuicdo da inclusdo no campo de temperatura e

fluxo de calor ao longo do contorno virtual S’ no dominio interior:

5T(b) (xOr Yo, ksz (‘)) (151)

- f q(b)(xl )’; vnl kzm' w)G(b) (xr yr xO' ZVO; kZm' (U)dS,
s/
+ j q(b) (x; y; an kzm» w)é(b) (xr yr xOJ yO’ kzm’ (U)dsl
s’
B ] T(b)(x; Y; kZan w)H(b) (xF yr VTU xO’ yO’ kzm’ (,L))dS,
s’

B —[ T(b) (x; Y, kzm; (U)I:i(b) (x' Y, Vo, X0, Yos kzm’ a))dS,,
s’

onde G® (x,y,xq, Vo, kym @) € HP (x,y,v,, X0, Yo, kym, @) representam a variacdo no
campo de temperatura e fluxos em (x,y), gerados pela presenca da inclusdo e sao
computados analiticamente usando a equagéo (35) e sua derivada (36) (apds os
coeficientes Ar;’ serem definidos). A solugdo dessa equagado requer a discretizagdo
do contorno virtual S’ em N elementos. Nesse trabalho foram considerados elementos
constantes com um ponto nodal no centro. As equacgdes tém a seguinte forma, para

um dado ponto k , ao longo do contorno S’ no dominio exterior:
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. N c i i (152)
5kT(a)k = Z G(a)qu(a)l _ z H@KLF @l ’Tislac)k'
=1 =1
Ao longo do contorno S’ no dominio interior:
N = (153)
&, Tk = Z G Dt gdL Z G(b)(b)qu(b)l
=1 =1

N N
_ Z HOKIF D) _ Z FeRaFoL
=1 =1

onde:

q(a)l = q(a)(xDYI'Vl'kzm' w),
q(b)l = q(b) XL YLV Kzm, ),
Tl = T@(x, y;, kym, w),
T = Tb) G v kym, ),
T@k — T(a)(xk’yk, kym, @),
TO¥ = TO) (xp i, kymy @),

H @kl — f,H(a)(XLJYL;Vl:xk:yk' kzm, w)dsi,
51

H®W = fsl' H(b)(xl:yl'vl:xk'Yknkzmw)dsl’,
H®K = fsl’ H(b)(xl'YI’VlﬂkaYR"kzmw)dsl,:
GOk = fsl G(b)(xl':Vl:xk'yknkzmw) dsj,
G@OH = Js G (e, Y1, Xk Vior kzmw)dsy,
GOk = fsl' G (x1, Y1, Xk, Vier» kzmw) disi,
[ € o indice associado ao n6 do elemento que esta sendo integrado, S; € o contorno
do elemento I, T@! e T®! s50 os valores nodais das temperaturas no elemento ! no
dominio exterior e interior, respectivamente, q(“)l e q(”)l sao os valores nodais dos
fluxos no elemento [ no dominio exterior e interior, respectivamente.

As fungdes de Green 2,5D necessarias, relacionadas a temperatura e ao fluxo

de calor em coordenadas cartesianas em um meio infinito em (x;, y;), devido a uma

fonte de calor unitaria em (x, yi), sdo dadas por:
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—i 154
G(xl! Vi Xk Vi ksz) = 4__k0H0(kao rl)’ ( )

i or 155
H(xy, yi, Vi, Xk, Vi kzy @) = % [kaoHl(k“O ) (6_1/1l>]' e

onde r; = /(x; — x)% + (v, — ¥i)2

Para resolver as equacdes (152) e (153), um sistema final de equacdes é
estabelecido apds a imposig¢ao da continuidade das temperaturas e fluxos de calor ao
longo do contorno virtual. Sua solugao fornece as amplitudes das temperaturas e dos
fluxos de calor nos pontos nodais, 0 que permite que o campo de calor seja calculado
em qualquer ponto no dominio exterior ou interior. O desenvolvimento desse sistema

de equacgdes sera mais bem descrito posteriormente para o caso de duas inclusdes.
6.1.1.2 Verificacdo da formulacado para uma inclusao

Considere a inclusdo mostrada na FIGURA 4, composta por um nucleo
circular cilindrico interno (meio 2), limitado por um anel circular cilindrico (meio 1),
incorporado em um espago ilimitado e uniforme (meio 0). O raio externo e interno sdo
a=0,3m e b = 0,15m, respectivamente. Este sistema esta sujeito ao calor gerado por
uma fonte externa posicionada em (-1,2m, -1,2m). As propriedades do material estéo
listadas no Quadro 1. Os calculos sao realizados em uma faixa de frequéncia [0,0Hz,
64,0 x10~7Hz], usando um incremento de frequéncia Aw =1 x 107’Hz e n = 0,7Aw.
A precisdo da formulagédo € confirmada calculando a resposta em dois receptores
localizados no sistema [Receptor 1 (-0,7m, -0,7m), Receptor 2 (-0,05m, -0,05m)] para
k, = 0,0rad.m™! e k, = 1,0rad. m~1. S4o usados 20 e 50 elementos de contorno para
modelar um contorno virtual circular posicionado a 0,3m da inclus&o.

As FIGURAS 5a e 5b apresentam as partes reais (linhas azuis) e imaginarias
(linhas vermelhas) da temperatura. As linhas continuas correspondem a solugéo
analitica (usada aqui como solugdo de referéncia), enquanto a solugdo do
acoplamento, usando 20 elementos de contorno constantes, € indicada pelas linhas
marcadas. Os resultados apresentam uma concordancia muito boa entre a solugéo

de acoplamento proposta e a solugao analitica.
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FIGURA 4 — REPRESENTAGCAO GEOMETRICA DA SECAO TRANSVERSAL DE UMA INCLUSAO
CIRCULAR CILINDRICA SUBMETIDA A UMA FONTE DE CALOR.

y

-~ Meio 0
£
Melolh Contorno
, virtual S
N

)
reci
(-0.7,-0.7)m
Fonte
(-1.2,-1.2)m
1)
FONTE: O autor (2021).
QUADRO 1 - TiTULO DO QUADRO
Condutividade | Densidade Calor Difusividade
Térmica (kg.m3) Especifico Térmica

(W.m.cCc™ (J.kg'.ec™ (m?.s7)
Meio O 1,4 2300,0 880,0 6,92 x 107
Meio 1 0,72 780,0 1860,0 4,96 x 107
Meio 2 63,9 7832,0 434.,0 1,88 x 10

FONTE: O autor (2021).

As FIGURAS 6a e 6b ilustram o valor absoluto do erro dos resultados do
acoplamento em ambos os receptores, usando 20 e 50 elementos de contorno para
discretizar o contorno virtual. Como esperado, pode-se concluir que a solugao melhora

quando so utilizados mais elementos de contorno, demonstrando a convergéncia dos
resultados.
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FIGURA 5 — SOLUGOES ANALITICAS VERSUS SOLUGOES COM O CODIGO COM
ACOPLAMENTO (PARTE REAL EM AZUL; PARTE IMAGINARIA EM VERMELHO; RESPOSTAS
ANALITICAS EM LINHAS SOLIDAS; RESULTADOS DO ACOPLAMENTO EM LINHAS MARCADAS)
PARA k, = 0,0rad. m* e k, = 1,0rad. m™': a) RESPOSTAS NO RECEPTOR 1; b) RESPOSTAS

NO RECEPTOR 2.

k,=0,0rad.m™! k,=1,0rad. m!
—
— i
W S :espos(as analiicas (parte real) | Wb A s #%p0stas analiticas (parte rea))
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: ginaria : as (parte &ri
| Z :fgm,'"mp roposto (parte real) )| 0.04 Z :!gorfrmo Proposto (parte re;?)a ginaria)
\l — e vy (Eaﬂe_fmfgi”ﬂ@ | Igoritmo Propost (parte imaginaria)
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0025 Respostas analiticas (parte imaginaria) | | all Respostas analiticas (parte imaginaria) | |
7 Algoritmo Proposto (parte real) \ ﬁ Algoritmo Proposto (parte real)_ J
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FONTE: O autor (2021).




FIGURA 6 — ERRO NUMERICO ABSOLUTO DAS RESPOSTAS DO ALGORITMO PROPOSTO
(LINHA LARANJA — 20 ELEMENTOS DE CONTORNO; LINHA VERDE — 50 ELEMENTOS DE
CONTORNO): a) RESPOSTAS NO RECEPTOR 1; RESPOSTAS NO RECEPTOR 2.
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FONTE: O autor (2021).

6.1.1.3 Formulagao para duas inclusdes

Esta sec¢do descreve o acoplamento entre o MEC e a solucio analitica para

obter o campo de calor gerado, nas proximidades de inclusdes cilindricas de

multicamadas, por uma fonte de calor. Para simplificar, considere a existéncia de

apenas duas inclusdes cilindricas de multicamadas, 1 e 2, envolvidas por um meio

sélido e infinito.

Como a formulagdo do MEC incorpora a solugdo analitica,
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apresentada anteriormente, como fungdes de Green, levando em conta a presenca
das multicamadas, ndo ha necessidade de discretizar as interfaces das camadas do

sistema com elementos de contorno.

FIGURA 7 — REPRESENTACAO GEOMETRICA DE DUAS INCLUSOES CILINDRICAS DE
MULTICAMADAS. ESSAS INCLUSONES HETEROGENEAS ESTAO INSERIDAS EM UM MEIO
SOLIDO (MEIO 0) E ESTAO SUBMETIDAS A UMA FONTE DE CALOR.

FONTE: O autor (2021).

Este sistema (ilustrado na FIGURA 7) esta sujeito a uma transferéncia de calor
gerada pela a¢éo de uma fonte de calor no dominio externo, representada por T;,,
aplicada em (x,v;). Considera-se dois contornos virtuais arbitrarios S; e S,
localizados a uma certa distdncia da primeira e da segunda inclusdes,
respectivamente. A equacéo integral de contorno ao longo dos dois contornos virtuais,
no dominio externo, pode ser expressa por:
(156)

ET(a) (XO, Yo kzmv (1)) = f q(a) (X, Y, Vn, kzmr w)G(a) (.’X,', Y, X0, Yo, ksz w) dSi
51

- f T(a) (X, Y, kzm' w)H(a) (.X', Y,V X0, Yo, kzm' w) dS{

51

+ fsé q(a) (.X', Y, Vn, kzmr w)G(a) (x' Y, X0, Yo, kzm' (1)) dSé -
fsé 7@ X,y kzm, (‘))H(a) (X, ¥, Vi, X0, Yo, kzm, @) dsy +

Tiglc? (xS' YVs» X0, Yo, kzm: (1))

Nesta equacdo, os sobrescritos (a) correspondem ao dominio externo. E

necessario adicionar a contribuicdo das inclusdes no campo de temperatura e fluxo
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de calor ao longo dos contornos virtuais S; e S; no dominio interior. Ao longo do

contorno virtual S; no dominio interno da primeira incluséao, tem-se:

e , (157
CT(b)(xO'yOrkzm!w) :f q(b)(x'yiVnﬂkzmyw)G(b)(xiyer'yO'kzmrw) dsl ( )

51
+ f q(b) (x; y; Vn: ksz w)é(b) (‘x' y' xO’ yOJ kzm' a))ds:ll
S1

() /
~ ). T (9, kg, ) HP (x,y, v, %0, Vor Kam, w)dsy
1

- f T(b) (X, Y kzm: (‘))H(b) (X, Y, Vo, X0, Yo, kzm' O))dS{
S

!
1

onde os sobrescritos (b) correspondem ao dominio interno de S,
GO (x,v, %0, Vo, kym @) € HP) (x,v,v,,, X0, Vo, kK,m, @) representam a variagdo no campo
de temperatura e fluxos em (x,y), gerados pela presenga da inclusao 1 e séo
computados analiticamente usando a equagao (35) e sua derivada (36) (apds os
coeficientes ArY serem definidos). Ao longo do contorno virtual S, no dominio interno
da segunda inclusao, tem-se:

e , (158
CT(C)(XOIYOI kzmﬁ (1)) =J q(C)(xry;vn:kzm' w)G(C)(x;nyO;yO: kzm: (l)) dSZ ( )

Sz
+ J— q(c) (x, Vs Vo, ko, (U)G(C) (x, Y, X0, Yo, kzm, a))dsé
S

— , T(C) (xl y, kzm: a))H(C) (xl y; Vn' xO’ yO' kzm‘ (U)dSIZ
S2

- J T© ¥, kzm, w)ﬁ(c) (X%, Y, Vi X0, Yoo K zm» a))dsé,
S.

4
2

onde os sobrescritos (c) correspondem ao dominio interno de S,
GO (x,y, %0, Vor kgm» w) € HO(x,y, v, X0, Vo, kzm, @) representam a variagéo no campo
de temperatura e fluxos em (x,y), gerado pela presenga da inclusdo 2, e eles séo
computados analiticamente, conforme mencionado anteriormente.

As equacgbes (157) e (158), séo discretizadas em elementos de contorno
retos, com um ponto nodal no meio de cada elemento, sendo a interface do contorno

virtual S; em N;, e S; em N, elementos de contorno. As equagdes assumem a seguinte
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forma, ao longo do contorno virtual no dominio externo, sendo um dado ponto k um

dos nos do contorno S; e p um dos nds do contorno S;:

Nl N2 Nl

S F@H 4 ¢ T = z J@IG@K 4 z @9 @kg _ Z @k (@)
=1 g=1 =1

_ Z H@kgf(@g | Z q@lG@rl 4 Z (@9 G@pg
g=1 =1 g=1

N4 Ny
_ Z H@plF @l _ 2 H@prgT(@g 4 TiSzac)k + TP
1=1

inc
g=1

onde:

q(a)l = q(a)(xl, yl,Vl; kzm' (1)),

q(a)g = q(a)(xg) YQ:Vg' kzml w) ’

’T‘(a)l = T(a)(.Xl, yll kzmr (U),

’T"(a)g = T(a) (xQ, yg; kzm' (1)),

’T"(a)k = T(a) (xk, yk’ kzm' (U),

T@P = T@(x,, v, kym, 0),

H(@kl _ j H@ (0, y1, Vi, X Vi ez, @) s,
S{

H@pt =] HO G0, y1, v X, Yoo Ko @) ds,
S{

H@kg — f H @ (x4, Y9, Vg, Xie» Vies ez, ) dsg,
S/

g

H(a)p-g = f H(a)(xg,yg;vg; xp;ypr kzmr w)dsé’
Sg

G(a)kl = f G(a)(xl, yp xk; yk; kzm' w)dsl,’
s1

G(a)pl = f G(a)(XI, Yu xpr }’p: kzmt (1)) dsl,’
s{

G(a)kg :j- G(a)(xQ,yg; xk;}’k‘ kzm' w)ds.é'
s’

g

G(a)pg f, G(a)(xg:Yg:xp'yP*kzm: a))dSé,
S

g

(159)
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T@! ¢ T@I s3ao os valores nodais das temperaturas no elemento [ e g,
respectivamente, no contorno do dominio exterior, ¢! and ¢¥9 sdo os valores
nodais dos fluxos no elemento [ e g, respectivamente, no contorno do dominio
exterior, k e p sdo as posigdes onde a fonte unitaria esta atuando no contornoel e g
sdo os indices associados ao n6 do elemento que esta sendo integrado.

Ao longo do contorno virtual S; no dominio interno da primeira inclusédo, tem-se:

Ny Ny (160)
&, T®k = Z OO Z OO
=1 =1
Ny Ny
_ Z HOKIF B _ z FORTOL
= =1

onde:
q®' = q@ G,y v kgm w),
T — Fb) Cen v kgm, @),
TOk = TO (xy, v, kg, ),
H(b)kl = f H(b) (xl, YoV Xk Vi kzm' w)dsl,,
S|
G DKL — f G(b)(xl.yl'xkrYk' kym, w) dsj,
S1
ﬁ(b)kl = -]- H(b) (xl, Yu Vi, Xk Yk kzm' (,())dSl,,
5]
GO = f G® Ge, 1, X Vi ez, @) dis,
S{
T é o valor nodal da temperatura no elemento I no dominio interior do contorno S;
e g™ é o valor nodal do fluxo no elemento I no dominio interior do contorno S/- Ao

longo do contorno virtual S; no dominio interno da segunda incluséo, tem-se:

Nz Nz (161)
&, FOP = z q©9GOPa 4 z q©9G(©pg
g=1 g=1
N, N,
_ Z H©OPgF@g _ Z FOPaF©q
g=1 g=1

onde:
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q(c)g = q(C) (XQ, yg; Vg, kzm' (l)) ’
T(C)g = T'(C) (xg, yg; ksz (U),
’T'(C)p = T(C) (XP; Ypl kzm; (U);

H(C)pg :f H(C)(xg,yg,vgp xp:}’p; kzm' (U) ds.é'
Sg

G'(C)pg = f G(C) (xg, yg; xp: }’p; kzm: (l)) ds.(,]'
Sl

g

H(C)pg =f H(C)(xg,yg;vg; xp:yp: kZm’ w) ds-é'

l4
Sg

é(C)pg = j- 5(6)(xg, yg; xp) ypl kzm' (l)) ds«é'
Sl

g
T(©3 ¢ o valor nodal da temperatura no elemento g no dominio interior do contorno S,
e q(©99 ¢ o valor nodal do fluxo no elemento g no dominio interior do contorno S;.
O sistema final de equagdes € estabelecido apdés uma manipulagao
matematica e em conformidade com a continuidade das temperaturas e fluxos de calor

ao longo dos contornos virtuais estabelecendo um sistema [2(N; + N,) X 2(N; + N,)].

@kl H(@kg — Gkl — G @kg T! Tk, (162)
H(@pl H(@pg — G@pl — G@prg T9 _ Tiﬁ .

kL 4 bkl 0 —G kL _ F(b)kl 0 qt o |
0 H@pm 4 F(©)pg 0 —G©prg — G©pg][q9 0

Quando k = I: H@Wk = ¢, + H@kl o gkl = & + WKL o quando p = g: H@®PI =
&y + HWPI e HOPI = ¢ + HOPI,  Conforme mencionado anteriormente, para
elementos constantes o contorno € sempre suave conforme o né esta no centro do
elemento; portanto, os multiplicadores &, e & valem %. Para k # : H@k =
H@kl e GOkl — gkl o narg p#*g: H@prg — g@pg o grg — gy,

As integracdes ao longo dos elementos s&o avaliadas usando um esquema de
quadratura gaussiana se o elemento a ser integrado nao for o elemento carregado.
Quando o elemento carregado coincide com o elemento a ser integrado, no entanto,
os integrandos exibem uma singularidade e a integrag¢ao pode ser calculada de forma

analitica conforme descrito pela equacéao (127).



86

Ap06s a resolucao deste sistema, sdo obtidos os valores nodais de temperatura
e fluxos de calor, que permitem processar os valores correspondentes do campo

refletido em qualquer ponto do campo em analise.

6.1.1.4 Verificagdo da formulacio para duas inclusdes

O algoritmo proposto é comparado com as solu¢des do MEC, para o campo
de calor produzido por uma fonte na vizinhanga de duas inclusdes cilindricas
incorporadas em um meio sélido infinito, centralizadas em (0,0m, 0,0m) e (3,0m
,0,0m), com raio 0,6m (FIGURA 8). As propriedades do meio sélido hospedeiro (meio
0) e das inclusdes (meio 1 e meio 2) sdo as mesmas listadas no Quadro 1.

Presume-se que a fonte esteja no meio 0 no ponto (1,5m, 1,0m), sendo esta
uma linha harménica cuja amplitude varia senoidalmente na terceira dimensao, de

acordo com diferentes valores do parametro k, (k, = 0,0, k, = 1,0)rad. m™1.

FIGURA 8 - REPRESENTACAO GEOMETRICA DA SECAO DE DUAS INCLUSOES CILINDRICAS,
CONSTITUIDAS PELO MEIO 1 E MEIO 2. ESSAS INCLUSOES ESTAO INSERIDAS EM UM MEIO
SOLIDO (MEIO 0) E ESTAO SUBMETIDAS A UMA FONTE DE CALOR.

Meio 0

Fonte

(1.5,1.0)m Contorno
e

virtual S% Ny

Contorno
_ virtual S‘1
e ~

| O rec2 |
\ (28,-0.1)m /R=06m

FONTE: O autor (2021).

As respostas foram computadas em 3 receptores localizados no sistema
[Receptor 1 (0,3m, -0,3m), Receptor 2 (2,9m, -0,1m) e Receptor 3 (1,5m, -0,5m)]. Os
calculos foram realizados para uma faixa de frequéncia de [0,0 Hz, 64,0x10~7Hz],

usando um incremento Aw =1x 107’Hz e n = 0,74w. Cada contorno virtual foi
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definido a uma distancia de 0,4m para cada inclusao e modelados com 40 elementos
de contorno constantes cada.

A FIGURA 9 apresenta os resultados para as partes reais (linhas azuis) e
imaginarias (linhas vermelhas). O MEC (solucdes de referéncia) e as respostas do
cédigo proposto sao representadas por linhas sélidas e linhas marcadas
respectivamente. Os testes mostraram boa concordancias entre os resultados. O
algoritmo com o acoplamento também foi testado para fontes de calor e receptores

posicionados em diferentes posi¢coes, onde também foram obtidos bons resultados
(exemplos nao ilustrados).

FIGURA 9 — SOLUGOES COM USO DO MEC CLASSICOVERSUS SOLUGOES DO CODIGO COM
ACOPLAMENTO (PARTE REAL EM AZUL; PARTE IMAGINARIA EM VERMELHO; RESPOSTAS
COM O MECEM LINHAS SOLIDAS; RESULTADOS DO ACOPLAMENTO EM LINHAS MARCADAS)

PARA k, = 0,0rad. m™* e k, = 1,0rad. m™': a) RESPOSTAS NO RECEPTOR 1; b) RESPOSTAS
NO RECEPTOR 2; c) RESPOSTAS NO RECEPTOR 3.

k, = 0,0rad.m™! k, =1,0rad. m—!
0.03 T T T T 107
¥ ———MEC (parte real) 102 = T
0.025 —— MEC (parte imaginaria) \ MEC (parte real) .
v Algoritmo Proposto (parte real) 8 = ng"g?na::r‘:ﬁil‘f; (Nﬂa)nE el
= B R R TR \ i A\gorilmo meslo (Eaﬂe imaginaria)
61 g 14
0.015 Il
—~ 4l
g ooty & ||
: S 2
S 0005 8 ¥
= =] a8
£ ot B o \ Jaa=— e e s
g | f &
< < 1 \/x
-0.005 2 It Hﬁ[
-0.01 -4 W {
-0. Hf B Y
0.015 \
-0.02 8
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7
Frequéncia (Hz) %108 Frequéncia (Hz) x10°®
a)
0.03 ' . y " 10 . ; |
- MEC (parte real) L e F — |
0.0257% MEC (parte imaginaria) 1 :EC Ep:nz :;aag;inaria)
W Algoritmo Proposto (parte real) - Aignritz'no F roposio (peitairasl) )
) ) s o4
0.02 O  Algoritmo Proposto (parte imaginaria) 1.5 ;\ 6 Algoritmo Proposto (parte imaginéiria) |
0.015 '\
—_ 1+ I
© oo 5 1 1
@ o 1
S o005 g \ |
= 3 0510 | |
E = |
< L E A "
L R cduny= =T -V P i ]
-0.005 ot T\ g wf,_—,px‘w%a? S e
1 H s
-0.01 | "
051 A
-0.015 1 Lo |
¥ o
1@
-0.02 : . ! \ ‘ : i | ! |
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7

Frequéncia (Hz) x10° Frequéncia (Hz) 1078
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0.04 T T T T T 0.015 —— — — . = S
& — MEC (parte real) ———— MEC (parte real) [
— MEC (parte imaginaria) ¥ MEC (parte imaginaria)
0.03 7 Algoritmo Proposto (parte real) ) i v Algoritmo Proposto (parte real)
0O Algoritmo Proposto (parte imaginaria) 0.01 A\ O Algoritmo Proposto (parte imaginaria) |
\
e £ 0005+,
) o |
E 3 \
= = |
g' Cacs SRR e A aTas g- it \ ,zﬂ-ﬂig——%f#%' p— —_—
< < | L A o7
it o LR
gz
/
00051 /
| ®
L
-0.03 I 1 I | L | 0.01 : | i L |
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7
Frequéncia (Hz) %1078 Frequéncia (Hz) %10
c)

FONTE: O autor (2021).

6.1.2 Condicoes iniciais diferentes de zero

Esta sec¢ao descreve a formulacao proposta que associa o MEC e as solugdes
analiticas para obter o campo de calor bidimensional, na vizinhanga de uma inclusédo
circular composta de multicamadas concéntricas, cercada por um meio soélido
homogéneo finito sob condigdes iniciais diferentes de zero. Para validar a formulagao,
inicialmente simulou-se um problema comparando os resultados com a solugao
analitica para um meio homogéneo. Uma segunda verificagdo é feita utilizando a

formulacdo do MEC classico.

6.1.2.1 Formulagao para uma incluséo

Para facilitar o entendimento, apresenta-se a formulagao para apenas uma
inclusdo, mas a formulagédo proposta pode ser facilmente estendida para multiplas
inclusdes. Esta inclusao consiste em h — 1 anéis (Meios = 1,2...h — 1) com raios
a;,as,...,a,_; € um meio cilindrico interno (Meio h) com raio a;. A condutividade
térmica, a densidade e o calor especifico sdo k,,, p, € c,, respectivamente, para o meio
v(v=0,1,2...h) (FIGURA 10).
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FIGURA 10 — REPRESENTAGCAO GEOMETRICA DE UMA INCLUSAO CIRCULAR DE
MULTICAMADAS CONTORNADA POR UM MEIO SOLIDO E FINITO (MEIO 0)

Contorno,
externo S

Contorno
virtual Sy

~¢

FONTE: O autor (2021).

Esse sistema esta submetido a condi¢des iniciais diferentes de zero para todo
o dominio, representadas por T,. Considere o contorno virtual S;, localizado a uma
distancia arbitraria do contorno da inclusdo. O dominio externo a S; € chamado de
0¥t e o dominio heterogéneo no interior desse contorno ¢ chamado de Q™. A
equacao integral de contorno ao longo do contorno S (com S = S, + S;) no dominio

exterior pode ser descrita por:

T, 70,0) = | €007, 06Oy w0 0 ) ds 10
S

—fH(e’“)(x, Y,V X0, Vo, @) T D (x,y, w) ds
s

Ty(x,
+f —0( Y) G (x,y, xo, Vo, w) dQE*
qext 0

~ z _ . 1
O fator ¢ € uma constante definida pela geometria do contorno, valendo > se

o contorno for suave e (x,,y,) € S. O sobrescrito (ext) corresponde ao dominio

ko
PoCo

exterior de S, v,, € a normal unitaria ao longo do contorno, K, = representa a
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difusividade térmica do meio 0, G e H sao as solugdes fundamentais para temperatura
(T) e fluxo de calor (q) em (x,y), respectivamente, devido a uma fonte de calor em
(0, Yo)-

Ao longo do contorno S;, no dominio interior, € necessario adicionar a
contribuicdo da inclusdo na temperatura e fluxo de calor:

Ef(int)(x(), Yo, a)) = .I q(int)(x’ YV Vn, w)G(int)(x' Y, X0, Yo, (1)) dsl (164)

S1

+f qUO (X, Y, v, )G (x, 7, %0, Yo, @) ds;
N

1

B f H(int) (xl Y, Vns X0, Yo, w)T(int) (x’ Y (1)) dsl
S

1

B f H(int) (xl y; Vn: xO! 3’0' w)T(int) (x’ y’ (J)) dsl
S

1

Ty (x, ) )
+f 0§< Y (e, )G (x, 5, 20, o, @) A
Qint

0

To(x, 0 )
+f~ O(K y) (xly)G(mt)(x'yle'yOIw)dﬂmt'
Qint 0

onde o sobrescrito (int) corresponde ao dominio interior de S;. Gerados pela presenga
da incluséo, G (x,y, x, vo, w) € H™ (x,y,v,, xy, Vo, w) representam a variagéo de
temperaturas e fluxos de calor (x,y) e sdo computados analiticamente usando a
equacéo (35) e sua derivada (36) (apds os coeficientes Ar,? serem definidos).

Para o calculo das integrais (163) e (164), € necessario discretizar o dominio
exterior Q°** e o dominio interior Q" em M, e M,células, respectivamente. O
contorno externo S, e o contorno virtual S; também sao discretizados em N, € N;
elementos de contorno constantes, respectivamente. Para o propdsito deste trabalho,
o contorno foi discretizado em elementos de contorno constantes, com um ponto nodal
no meio de cada elemento.

As equagdes assumem a seguinte forma, com p sendo um dos pontos nodais
de S, e k de S;, onde a fonte unitaria esta agindo. Ao longo do contorno S no dominio

exterior, tem-se:
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CpT(int)(xp: }Ip,w) + CkT(int)(xk: }’k:w): (165)
No

" f q(ext)(xg,yg,vg,a))G(ext)(ngJ’g'xk’y"’w)dsg
S
g=1 g

Ny
+Zf q(eXt)(xl,yl,Vl,(l))G(ext)(xl,yl, xp,yp, (l))dsl
=151
Ny
+Zj q*) (xp, y1, vi, @) G0 (x4, yp, X, Vi, ),
1=1"51
No
— Z f H (ext) (xg:yg:vglxpiyp: w)T(ext) (xg;yg: w)dsg
- S
g=1 -9
Ny
B 2] H (x5, ¥4, Vg, Xies Yies @) T 0 (x4, yg, @) ds,
g=1 Sg
Ny
_Zf H(ext)(xl'J’l,Vn;xp'Yp'“’)T(ext)(xl'YZ'w)dSz
1=1"51
Ny
- ZJ HE (x;, y1, Vi, X, Yier ) T 0 (xy, vy, ) d,
1=1"51
M, T
0
+ Zf extK_G(ext)(x”’yn’xP'yp'(‘)) aQy,
n=1" O 70
+ ZI _OG(ext)(xn'yn'xk:yk:w) dQn
Oext KO
n=1 n
no qual g é o indice associado ao n6 do contorno sendo integrado ao longo de S, e [
ao longo do contorno S;. S, e S, s&o os contornos dos elementos g e I,

respectivamente. A equacéo integral discretizada ao longo de S; no dominio interior

fica:
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& (xo, Yo, w)
Ny (166)
= Zf q(mt)(xllylrvnr a))G(mt)(xlﬂyl'xklyk!(‘))ds‘l
S

1=1"°1

+Zf q(int)(xl»}’llvz: w)é(int)(xerL:xk:yk: (U)dsl
1=1"51

Ny

_Zf H(int)(xlﬂylfvl;xkfyk) w)T(int)(leylfw)dSl
1=1"51

Ny

- 2f H(int)(xlﬂylfvl'xkfyk'w)T(int)(xllyl'w)dSl
1=1 "5

M
1 TO (int)
* z extK_G (Xm, Ymr Xk Yk CU) d.Qm
m=1 Qm v

M
: TO ~(int)
+ Z xtK—G (meYmrxk:}Iklw) d-Q'm
m=1" Qm Y

ky

onde K, = € a difusividade térmica do meio v ao qual a célula sendo integrada

PvCy
pertence.

As integrais de contorno ao longo dos elementos sdo avaliadas com
quadratura gaussiana quando o elemento a ser integrado nao é o elemento carregado.
Para esse trabalho foram usados 8 pontos de Gauss. Quando se integra o elemento
carregado, a existéncia da singularidade é resolvida de forma analitica pela equagéao
(127).

Para as integrais de dominio, um semicirculo é definido, ()5, na vizinhanga do
elemento carregado, com o centro coincidindo com a localizagdo do carregamento
virtual e de raio com valor igual @ metade do comprimento do elemento, como ilustrado

na FIGURA 11. Essa integral é avaliada analiticamente, onde [37]:

jH(k ) dQ f%JnH (ka,r1)ry dryd6 i [H (k L)] 2
T = 1)1y ar =5 EY ]
o, 0\ Ka,”1 s o Jo o0\ fa, 1)1 41 Zkav 1\"av 5 ka,,z (167)

Para as células restantes, as integragcdes sao realizadas usando o esquema
de quadratura gaussiana usando um numero fixo de 4 pontos de Gauss em ambas as

direcoes.
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FIGURA 11 — ESQUEMA DE INTEGRAGAO

L2

FONTE: O autor (2021).

As equacgdes integrais finais (165) e (166) sdao combinadas impondo a
continuidade de temperaturas e fluxos de calor ao longo do contorno virtual S;, de
modo a estabelecer o sistema linear de [(N,+2N;) x (2N,+2N;)]. Uma vez resolvido
esse sistema, os valores nodais de temperatura e fluxo de calor sdo obtidos

permitindo, assim, computar o campo de calor em qualquer ponto do dominio.

6.1.2.2 Verificagdo da formulacédo para uma inclusao

Para validar a formulacéo, simulou-se um problema com uma inclusao circular
(Meio 1) com raio 0,05m e centralizada em (0,0m, 0,0m), inserida em um sélido
homogéneo finito (Meio 0) com geometria quadrada —m<y<m, -n<y <n (m =

n=0,2m) (FIGURA 12). As propriedades do material do meio 0 sado: p, =

780,0kg.m3, ko, = 15,72W.m1°C" ¢, = 860,0J.kg'.°C" e entdo K,= - =

PoCo

2,34x1075m?2.s™".



INSERIDA EM UM MEIO FINITO E UNIFORME (MEIO 0)

0.4m
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FIGURA 12 — REPRESENTAGCAO GEOMETRICA DE UMA INCLUSAO COMPOSTA DE UM MEIO 1,

Contorno
externo Sg AY
rec2
i Contorno (0.15,0.1)m
WSk virtual S, o
L=<
< Meiol0 &
/ B
/ Meia 1 \\
re i
-0.04,0.00)m
( i & ; »x 0.4m
\ \ o, /
R=0. 02.-0,02)m
hS
B ¥ £ =0.03M
rec3 = =
(-0.08,-0.07)m

FONTE: O autor (2021).

Foi prescrito para o problema continuidade de temperatura e fluxo de calor na
interface virtual entre o0 meio homogéneo exterior e 0 subdominio heterogéneo,
temperaturas nulas no contorno do dominio quadrado e uma distribuicdo de
temperatura ndo nula dentro do dominio (ilustrado na FIGURA 13) descrita pela

equacao:

To(x,y) = cos (% x) cos (% ) (168)

FIGURA 13 — DISTRIBUICAO INICIAL DE TEMPERATURA
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FONTE: O autor (2021).
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O dominio foi dividido em: 158 células no dominio exterior e 75 no interior. O
contorno do retangulo foi discretizado em 56 elementos de contorno constantes e 20
elementos foram usados para o contorno virtual localizado a 0,03m da inclusdo. As
respostas foram computadas em uma faixa de frequéncia [0,0Hz, 512,0x10"3Hz],
utilizando um incremento de frequéncia Aw = 25x10~°Hz, que permite a obtencéo de
uma resposta no tempo até T=4000s.

O algoritmo proposto é verificado usando duas solugdes de referéncia, a
primeira delas sendo a solu¢do analitica conhecida para um meio homogéneo e a
segunda sendo a solugéo de um problema utilizando apenas o MEC classico, com o

dominio interno e externo possuindo propriedades diferentes.
Meio Homogéneo

Na primeira verificagao, foram adotadas as mesmas propriedades para o meio
exterior e interior (p, = p:, ko=ky, co=c¢; and K, = K;). A distribuicdo de
temperatura foi comparada com a solugdo analitica conhecida no dominio da

frequéncia [37]:

To(x,y) (169)

O )] o

T(x,y,w) =

A solucdo no dominio do tempo para equacgao(169):

TGy, 0) = ot e @) Gl aro
Os resultados numéricos na frequéncia, dados pela formulagdo proposta,
foram comparados com a solugdo dada pela equagao (169). A FIGURA 14 apresenta
os resultados, na frequéncia, computados em dois receptores localizados no sistema
[receptor 1 (0,02m, -0,02m) e receptor 2 (0,15m, 0,10m)]. As solu¢des apresentaram
boa concordancia entre si.
A aplicagao de uma transformada inversa de Fourier no dominio da frequéncia

permite obter as solugdes no tempo. A FIGURA 15 apresenta as respostas no dominio
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do tempo nos receptores 1 e 2 obtidas usando a formulagao proposta neste trabalho.

A linha continua traz a solugdo dada pela equacgéo (170) e as marcas identificam a
resposta dada pela formulagéo proposta.

FIGURA 14 — SOLUCOES ANALITICAS VERSUS SOLUGCOES DO CODIGO COM ACOPLAMENTO
NO DOMINIO DA FREQUENCIA (PARTE REAL EM AZUL; PARTE IMAGINARIA EM VERMELHO;
RESPOSTAS ANALITICAS EM LINHAS CONTINUAS; RESULTADOS DO ACOPLAMENTO EM
LINHAS MARCADAS): a) RESPOSTAS NO RECEPTOR 1; b) RESPOSTAS NO RECEPTOR 2.
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—— Respostas analiticas (parte real) Respostas analiticas (parte real)
Respostas analiticas (parte imaginaria) | Respostas analiticas (parte imaginaria)
300 x  Algoritmo Proposto (parte real) 4 x  Algoritmo Proposto (parte real)
O  Algoritmo Proposto (parte imaginaria) O Algoritmo Proposto (parte imagindria)
|
200 | 50
3 g |
o @
S 100t g
g 5
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< <
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0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
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a) |
FONTE: O autor (2021).

b)

FIGURA 15 — SOLUCOES ANALITICAS VERSUS SOLUCOES DO CODIGO COM ACOPLAMENTO
NO DOMINIO DO TEMPO (RESPOSTAS ANALITICAS EM LINHAS CONTINUAS; RESULTADOS
DO ACOPLAMENTO EM LINHAS MARCADAS): a) RESPOSTAS NO RECEPTOR 1; b)
RESPOSTAS NO RECEPTOR 2.
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FONTE: O autor (2021).
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Inclusé&o circular incorporada em um meio homogéneo

As propriedades do material da inclus&o (meio 1) séo: p; = 780,0kg.m™, k, =

ky

0,72W.m1°eC", ¢, = 1860,0J.kg'°C" e entdo K, = - =4,96x10""m2.s!. As

p1c1
respostas foram computadas em quatro receptores localizados no sistema [receptor 1
(0,02m, -0,02m), receptor 2 (0,15m, 0,10m), receptor 3 (-0,08m, -0,07m) e receptor 4(-
0,04m, 0,0m)].

Como nenhuma solugéo analitica € conhecida, o MEC classico € utilizado
como referéncia sendo todo o dominio dividido em 196 células no exterior da incluséo
e 37 no interior. O contorno do quadrado e da inclusdo foram discretizados em 56 e
22 elementos de contorno constantes, respectivamente. A FIGURA 16 apresenta os
resultados para as partes reais (linhas azuis) e imaginarias (linhas vermelhas). O MEC
(solugdo de referéncia) e as solugbes com o acoplamento dos métodos sao
representadas por linhas continuas e marcadas, respectivamente. Todos os graficos

mostram uma concordancia muito boa entre as solugoes.

FIGURA 16 — RESPOSTA NO DOMINIO DA FREQUENCIA USANDO O ALGORITMO COM O MEC
CLASSICO VERSUS ALGORITMO COM A FORMULAGAO PROPOSTA (PARTE REAL EM AZUL;
PARTE IMAGINARIA EM VERMELHO; RESPOSTAS COM O MEC EM LINHAS CONTINUAS;
RESULTADOS DO ACOPLAMENTO EM LINHAS MARCADAS): a) RESPOSTAS NO RECEPTOR 1;
b) RESPOSTAS NO RECEPTOR 2; ¢c) RESPOSTAS NO RECEPTOR 3; D) RESPOSTAS NO
RECEPTOR 4.
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FONTE: O autor (2021).

6.2 TRANSFERENCIA DE CALOR POR CONDUCAO E CONVECCAO

Nesta seg¢do apresenta-se as formulagbes que consideram o fenbmeno de
condugdo e convecgao em simultaneo para o caso 2,5D. Para a convecgao

considerou-se uma velocidade radial desde o eixo do sistema.

6.2.1.1 Fonte de calor e condi¢gdes iniciais iguais a zero

A formulagdo considera uma inclusdo submetida a uma fonte de calor e
condic¢des iniciais iguais a zero e o algoritmo é verificado comparando os resultados

que ele fornece com aqueles calculados usando o modelo analitico.

6.2.1.2 Formulagao para uma inclusao

Nesta subsecado, a estratégia para acoplar o MEC com as solugdes
analiticas, para a formulagdo com conducgao e convecgao, é apresentada. Considere
um meio homogéneo infinito envolvendo uma inclusao circular cilindrica composta de
h — 1 anéis circulares (Meios =1, 2... h — 1) com raios a4, a,, ..., ay_, € um disco interno
(Meio h) com raio a; e com uma secgéo transversal constante ao longo da dire¢ao z.
Considere uma condutividade térmica k,,, uma densidade p,, e um calor especifico c,
para o meio v(v =0, 1,2...h). Este sistema (ilustrado na FIGURA 3) esta sujeito a
transferéncia de calor gerada pela agcdo de uma fonte de calor no dominio exterior,
representada por T;,. e, também, este sistema pode ser submetido ao efeito de

convecgao radial permitindo uma velocidade de convecgao VY radial relacionada ao
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meio v. Se definirmos um contorno virtual S’, localizado a uma distancia 2 (qualquer
distancia) da inclusédo, a equagao integral de contorno ao longo do contorno S’ no

dominio exterior, pode ser descrita por:

éT@ (X0, Y0, Kzm, @) (171)

- f q(a)(x!ylvnl kzml w)G(a)(x)y'xOIyOrkzmi w) dS,
s’

B .[ H(a)(x' Y, Vn, X0, Yo, kzm» w)T(a) (x' Y, kzm; (1)) dS,
s’

1 -
B Ef G(a) (X, }’; XO' yO' kzm' w) T(a) (X, y' kzml w)Vn(a)dS,
Sl

+ 7"—.((1) (xSl YVs» X0, Yo, kzm’ (1))

mnc

Esta equacdo de contorno integral incorpora um termo relacionado ao
fendbmeno de convecgéo: V,, = V,n, + V,n, onde n, e n, sdo os vetores unitarios nas
diregdes x e y respectivamente, e foi considerada uma velocidade nula ao longo da
dire¢do z (V, = 0,0m/s). G e H s&o, respectivamente, as solugdes fundamentais para
a temperatura (T) e o fluxo (q) de calor em (x, y), devido a uma fonte de calor unitaria
em (x,,y,) agora para o problema de condugdo e convecgdo. Observe que esta
formulagcdo assume condicdes iniciais de temperaturas nulas no dominio. E
necessario adicionar a contribuicdo da inclusdo no campo de temperatura e fluxo de

calor ao longo do lado interno do contorno virtual S”:
5T(b) (xO; YO: kzm:w) (172)

= f q(b) (x; y: Vn; w, kzm)G(b) (x, y' xO' yO’ w, kzm) dS,
SI

+ f q(b) (xl y: Vny (U, kzm)é(b) (xl y; XO, .VOr w' kzm) ds’
SI

B f H(b) (X, y; Vn' X(); }’0; w, kzm)’f(b) (x’ y' w, kzm) dS',
SI

B f H(b) (x: y; Vn; xO' }’0: w, kzm)T(b) (x’ y' w, kzm) dSI
SI

1

B Ef G(b) (x' y; XO, yO' w) T(b) (x' y' w, kzm)vn(b)dsl
S’

1 ~ ~
B E f G(b) (X, Y, X0, Yo, kzm' w) T(b) (X, Y, kzml w)Vn(b)dS,'
SI
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onde GP)(x,y,xq, Vo, kym, w) € HP)(x,v,v,, %0, Vo, k,m, w) representam a variacdo na
temperatura e fluxo em (x,y), respectivamente, e sdo computados analiticamente
usando a equacgéo (72) e sua derivada (73) (depois dos coeficientes desconhecidos,
Ar?, terem sido definidos).

Para resolver as equagdes (171) e (172), o contorno virtual necessita ser
discretizado em N elementos de contorno constantes, com um ponto nodal no meio
de cada elemento. Essas equacgdes levam a seguinte forma, com k sendo um dos nés
do contorno de S’, onde a fonte unitaria esta agindo. Ao longo do contorno S’ no

dominio externo:

N N N
- -~ 1 -
~ F(a)k — (@)l (a)kl _ (@l g(akl _ — (@klF(a)ly(@ | Fk
¢, T Zq G ZT H KZG TV + T (173)
=1 =1 =
A equacao integral discretizada ao longo do contorno S’ no dominio interior:
N N (174)
&, TOk — z MOIOLN z qOLGOKL _ z F O (DIKL
=1 =1
N

_ Z F 0L FDIKL _ lz G OKLF D)y ®) _ Z (b)le(b)lV(b)
K n

=1

As funcgdes de Green 2,5D necessarias, relacionadas a temperatura e ao fluxo
de calor em coordenadas cartesianas em um meio infinito em (x;, y;), devido a uma
fonte de calor em (x, yx), sdo dadas por:

—i ;’Kﬁ (175)
GO, Yo X Vi Kz ) = me OHo(kao 7"1),

H(x, Y0 v Xk Vi Kz ©) (176)

. 0

ZKO avl Ho(karo rl)

— kaoHi(kq, 1) ((’)rl)l

onder; = \/(xl — )%+ O — i)
As integragdes de contorno sédo avaliadas usando quadratura gaussiana, com

8 pontos de Gauss, quando o elemento a ser integrado néo é o elemento carregado.
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Para o elemento carregado, os integrantes singulares existentes sao calculados de
forma analitica (ver equacéo (127)).

O sistema final é estabelecido apés a imposicdo da continuidade de
temperaturas e fluxos de calor ao longo do contorno virtual. A resolugéo desse sistema
fornece as amplitudes da temperatura e dos fluxos de calor nos pontos nodais, o que
permite que o campo de calor seja calculado em qualquer ponto nos dominios externo

ou interno.
6.2.1.2 Verificagdo da formulagéo para uma inclusao

Nesta subsecdo, o algoritmo apresentado é verificado comparando os
resultados que ele fornece com aqueles calculados usando o modelo analitico.
Considera-se uma inclusdo composta por um nucleo circular cilindrico interno (Meio
2), por um anel circular cilindrico (Meio 1), embutidos em um espaco uniforme ilimitado
(Meio 0). Os raios externo e interno sdo a = 0,5m e b = 0,25m, respectivamente. Este
sistema (ilustrado na FIGURA 17) é submetido a uma fonte de calor linear com uma
variagdo espacial sinusoidal. Continuidade de temperaturas e fluxos de calor sédo
prescritos em todas as interfaces. As respostas foram calculadas para frequéncias
complexas w.,=w—in (com 7 =07Aw e Aw=1x10""Hz). O célculo da
temperatura foi realizado para uma faixa de frequéncia [0,0 Hz, 64,0x10~7Hz] .

Para o Meio 0 e 2, as seguintes propriedades do material térmico e velocidade
de conveccdo sdo atribuidas: p, = p; = 850,0kg.m=, ko = k, = 150,72W.m-1°c™,

o = ¢, = 1560,0J.Kk°C™", VO =V2 =40x10°m.s? ; para o Meio 1: p, =
1860,0Kg.m™3, k;, = 0,72W.m".°C™", ¢, = 780,0J.kg?.°C" e V! = 2,0x10~°m.s™!. S&o
admitidas velocidades radiais com origem em (0,0m, 0,0m).

As respostas foram calculadas analiticamente e usando a formulagao
proposta. A precisdo da formulacdo foi testada calculando a resposta em dois
receptores localizados no sistema [rec. 1 (-1,2m, -1,2m), rec. 2 (-0,25m, -0,25m)]] para
k, = 0,0rad.m” e k, = 0,5rad.m™'. As FIGURAS 18a e 18b mostram as respostas
analiticas (linhas solidas) e numéricas (marcas) para as partes reais e imaginarias nos
receptores 1 e 2, respectivamente. Pode-se concluir que o concordancia entre as duas
solugdes € muito boa. 20 e 50 elementos de contorno constantes sdo usados para

modelar um contorno virtual colocado a 0,5m a partir da inclusao.
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FIGURA 17 — REPRESENTAGAO GEOMETRICA DA SEGAO DE UM CILINDRO COM DUAS
CAMADAS SUJEITO A UMA FONTE DE CALOR.

AY

Contorno
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rect
(-1.2,-1.2)m o Meio 0

FONTE: O autor (2021).

Para verificar e estudar a precisédo do modelo proposto, o campo de
temperatura foi calculado sobre uma grade de receptores para uma frequéncia de
5,0x10-7 Hz. Uma analise comparativa do erro entre a técnica de acoplamento para
20 e 40 elementos de contorno e a solugéo analitica é apresentada na FIGURA 19.
Como esperado, o erro absoluto € menor quanto maior o niumero de elementos de

fronteira usados para modelar a interface virtual.
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FIGURA 18 — RESPOSTAS ANALITICAS VERSUS RESPOSTAS DO ALGORITMO

PROPOSTO (PARTE REAL EM AZUL; IMAGINARIA EM VERMELHO; RESULTADOS ANALITICOS

EM LINHA CONTINUA; RESULTADOS DO CODIGO PROPOSTO EM LINHAS MARCADAS PARA
k, =0,0rad. m™* E k, = 0,5rad.m™*: a) RESPOSTAS NO RECEPTOR 1; b) RESPOSTAS NO
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FONTE: O autor (2021).
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FIGURA 19 — VERIFICACAO DA ACURACIA DO CODIGO PROPOSTO PARA A FREQUENCIA
DE 5,0x107Hz (PARTE REAL E PARTE IMAGINARIA) COM DIFERENTES NUMEROS DE
ELEMENTOS DE CONTORNO: a) ERRO ABSOLUTO COM 20 ELEMENTOS DE CONTORNO,; b)
ERRO ABSOLUTO COM 40 ELEMENTOS DE CONTORNO.
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FONTE: O autor (2021).

6.3 RESPOSTA NO DOMINIO DO TEMPO

As formulagdes utilizadas neste trabalho sdo centradas no dominio da

frequéncia, porém, pode ser também interessante a interpretacdo fisica dos

fendmenos de propagagéo de calor no dominio do tempo por ser mais intuitiva. As

respostas no tempo podem ser obtidas por meio de uma transformada Inversa de
Fourier apds a obtengao dos resultados no dominio da frequéncia com um intervalo
fixo de Aw. O valor adotado para esse incremento de frequéncia (Aw) define a duragao

total maxima para analise no dominio do tempo, dada por T = 2n/(Aw). Esse valor de
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T pode nao ser suficiente para representar a resposta dindmica na sua totalidade.
Nestas condigdes, a resposta correspondente a tempos superiores a T reaparece no
inicio do eixo do tempo (fenémeno de “aliasing”). Sendo assim, torna-se necessario
definir estratégias que permitam lidar com esse problema. Um exemplo, seria a
diminuicdo do incremento de frequéncia para valores compativeis com a duragao
esperada para o fenébmeno. No entanto, alguns casos requerem intervalos Aw muito
pequenos levando a custos computacionais elevados.

Uma outra estratégia interessante adotada neste trabalho, é o uso de
frequéncias complexas com uma pequena parte imaginaria na forma w, = w — in (com
n =0,74w sendo Aw o incremento na frequéncia), que permite evitar o efeito de
“aliasing” e ainda permite o calculo da resposta estacionaria quando a frequéncia é
0,0Hz, ja que esse procedimento leva a argumentos na fungdo Hankel diferentes de
zero. No dominio do tempo, seu efeito é removido ao redimensionar a resposta usando
a expressdo e”. Enfatiza-se também, que a utilizagdo de frequéncias complexas
atenua a contribuicao de fontes de calor mais afastadas, permitindo que o calculo das
respostas seja feito com um menor numero de fontes virtuais.

A variagdo temporal da energia emitida pela fonte pode ser faciimente
arbitrada e a resposta no dominio da frequéncia é obtida por aplicagdo de uma
transformada de Fourier no dominio do tempo. A resposta no dominio da frequéncia
pode variar de 0,0Hz a uma determinada gama de frequéncias. Uma caracteristica
intrinseca aos problemas de transferéncia de calor € que as respostas decaem muito
rapidamente com o aumento da frequéncia, o que permite limitar a frequéncia superior

onde a solucio € necessaria.
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7 APLICACOES

Neste capitulo, inicialmente, exemplos de aplicagdes sao apresentados para
os casos de condugdo com uma fonte de calor e dominio externo infinito, com
condigdes iniciais iguais a zero, onde foi adotada uma abordagem em 2,5D. Para o
caso de conducao, apresentam-se também, exemplos de problemas bidimensionais
para inclusdes em um dominio finito com condicdes iniciais diferentes de zero e
posteriormente, exemplos com a formulagdo que envolve condugao e convecgdo em

simultaneo, para uma fonte de calor com condigdes iniciais iguais a zero.

7.1 TRANSFERENCIA DE CALOR POR CONDUCAO

A aplicabilidade da técnica proposta com a formulagcdo de conducado é

ilustrada nesta secéo.
7.1.1 Fonte de calor e condigdes iniciais iguais a zero

A técnica proposta foi simulada considerando um meio O infinito com

propriedades térmicas conhecidas (p, = 880kg.m?3, ko= 1,4W.m71.°C" ¢, =
ko

2300J.kg'.oC” e K, = = 6,92x107m2.s71). O primeiro exemplo é simulado na

Po o
presencga de duas inclusdes, enquanto no segundo sdo consideradas quatro. Todas
as inclusdes possuem raio 0,6m e possuem propriedades variando na direcao radial.
Uma fonte de calor em um ponto O, posicionada no plano z = 0,0m, cria um campo
de calor esférico que se espalha desde o ponto O para todas as trés direcbes. Essa
fonte, gera um aumento de temperatura linear de 0,0°C até 1000°C, com t variando
de t=200h até t=500h. Em seguida, é mantida a uma temperatura de 1000°C por
1000h e logo a passa a diminuir linearmente até ser nula em t=1800h, conforme
apresentado na FIGURA 20.



FIGURA 20 — EVOLUCAO TEMPORAL DA FONTE DE CALOR.
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FONTE: O autor (2021).
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Os célculos foram realizados na faixa de frequéncia [0,0 Hz , 64,0x107 Hz],

com um incremento de frequéncia de Aw = 1 X 1.077Hz, que determina um tempo de

duragédo total de T=2778h para a andlise no dominio do tempo. Frequéncias

complexas foram usadas com uma pequena parte imaginaria da forma w, = w — in

com n = 0,7Aw. A distédncia entre as fontes virtuais consideradas na analise foi de

L=32m e ambos os contornos virtuais foram modelados com 20 elementos de

contorno. Para representar essa variagdo na dire¢do radial, cada inclusdo foi

subdividida em 50 camadas concéntricas. As respostas no tempo foram obtidas por

meio de uma transformada Inversa de Fourier.

Duas Inclusées

Duas inclusdes cilindricas, Q,¢ Q,, localizadas no meio 0, s&o ilustradas na

FIGURA 21. Para esse exemplo, a fonte de calor foi posicionada em (1,15m, 0,0m).
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FIGURA 21 — REPRESENTACAO GEOMETRICA DE UMA SECAO DE DUAS INCLUSOES
CILINDRICAS COM VARIAS CAMADAS. ESSAS INCLUSOES SAO DELIMITADAS POR UM
SOLIDO UNIFORME (MEIO 0) E SUBMETIDAS A UMA FONTE DE CALOR.
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T - \virlual S virtual S% o

Meio 0
Fonte

| {LS,U.U)m,

jrec2 ) \

m ;1.15,0.0)m
I 3,0m |

FONTE: O autor (2021).

Para Q,, foi considerada uma densidade constante de p, =600kg.m™, uma
variagao na diregao radial da condutividade térmica k; em uma faixa [150W.m‘1.°C'1,
112,65W.m1.°C™"] e do calor especifico ¢, [6500J.kg™.°C™", 6314,28 J.kg'.°C™],
trazendo uma difusividade térmica K; em uma faixa [3,84x10° m?.s71, 2,95x10"
Sm2.s71]. As propriedades k; e ¢; seguem as seguintes equagoes:

ky = 150<1_@>, )

1_W> (178)

¢ = 6500( -0

Para Q, adotou-se (p, = 2500kg.m3, k,= [15W.m'.°C' 12,95
w.m1°C™, ¢, = [880J.kg.eC, 980,57J.kg"'.°C"] e K, = [6,81.0x10°m?2.s7L,

5,23x10°m?.s71]). A variagdes de k, e c, sdo descritas pelas equagdes:

(1__JxZ+yZ> (179)
k, = 15 o)

(2 2 180
¢, = 880 (1—%”). (180)

As variacdes das propriedades térmicas sao ilustradas na FIGURA 22.



FIGURA 22 — VARIAGAO DAS PROPRIEDADES TERMICAS: a) EM Q,; b) EM Q.
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FONTE: O autor (2021).

O campo de calor gerado foi computado nos receptores [Receptor 1(0,1m, -
0,1m), Receptor 2(1,15m, 0,0m), Receptor 3 (2,55m, 0,0m)], localizados nos planos

z=0,0m e z=3,0m. Os resultados sao apresentados na FIGURA 23. A resposta no

tempo iniciou na temperatura nula, correspondendo as condigdes iniciais

determinadas para este problema. Quando a fonte comegou a emitir energia em
t=200h, a temperatura nos receptores aumentou progressivamente. Os primeiros
receptores a registrarem uma mudancga de temperatura foram aqueles localizados no
plano da fonte em z=0,0m. O receptor 2 registrou mudangas de temperatura mais
rapidamente, uma vez que esta localizado mais proximo da fonte de calor. Quando a
fonte comegou a emitir energia, a temperatura registrada nesse ponto aumentou
suavemente. A energia da fonte foi entdo mantida a um valor maximo por um
determinado periodo, fazendo com que a temperatura no Receptor 2 continuasse a

subir, em uma taxa mais lenta, atingindo a temperatura maxima de aproximadamente



110

119.0°C. Nesse ponto, a temperatura comecgou a diminuir. Depois que a fonte para de
emitir qualquer energia, esta continua a espalhar-se das regides mais quentes para
as mais frias, até que o equilibrio no dominio seja estabelecido. Esse equilibrio seria
alcangado apenas para t= «. Os receptores dentro da inclusdo 1 (Receptor 1) e
inclusdo 2 (Receptor 3), no plano z =0,0m, apresentaram um valor de temperatura
maximo menor que o obtido no Receptor 2. Isso ocorre devido a dois fatores: eles
estarem mais distantes da fonte e o meio 0 apresentar uma difusividade térmica
menor. Sendo assim, a energia quando alcanga as inclusdes espalha-se mais
rapidamente. A temperatura registrada no Receptor 3, localizado no mesmo plano da
fonte, € maior que no Receptor 1, pois Q, possui difusividade menor que ;.

Observando os resultados calculados nos trés receptores localizados em z =
3,0m, a evolugao da temperatura nos trés receptores esta mais proxima do que a
evolucdo em z = 0,0m. As temperaturas mais altas sao registradas no Receptor 1.
Esse comportamento é explicado pelo fato de que a propagag¢ao de calor ocorre
principalmente no meio mais condutor, que é em (), depois em (,, seguido pelo meio
0.

A FIGURA 24 apresenta curvas de temperatura para os mesmos receptores
em z = 0,0m e z = 3,0m. Como esperado, a temperatura exibe amplitude menor para
distancias maiores entre o receptor e a fonte.

A FIGURA 25, exibe o campo de temperatura (com graficos de contorno) ao
longo de uma grade transversal de receptores colocados em z = 0,0m nos instantes
(t=485h; 1490h e 2167h) para o mesmo meio 0, homogéneo infinito, contendo as duas
inclusdes (Caso 1). Para entender melhor fisicamente o problema, os resultados sao
comparados com os calculados nos mesmos receptores para um meio 0 homogéneo

infinito (Caso 2) sem heterogeneidades.
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FIGURA 23 — TEMPERATURAS NO RECEPTOR 1 (LINHA AZUL), RECEPTOR 2 (LINHA LARANJA)
E RECEPTOR 3 (LINHA VERMELHA) PARA DIFERENTES Z-COORDENADAS: a) z=0,0m; b)
z=3,0m.
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FONTE: O autor (2021).
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FIGURA 24 — TEMPERATURAS EM DIFERENTES COORDENADAS Z (LINHA SOLIDA — z= 0,0m;

LINHA MARCADA - z=3,0m): a) RECEPTOR 1; b) RECEPTOR 2; c) RECEPTOR 3.
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FONTE: O autor (2021).
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A medida que o calor se afasta da fonte, a energia se espalha. Podemos ver
na FIGURA 25a que para o caso de um meio infinito (Caso 2), o calor se espalha
uniformemente, enquanto no Caso 1 ha um disturbio causado pela presenca das
inclusdes. No momento t=485h (FIGURA 25a), uma grande quantidade de energia
atingiu as inclusdes e se espalha mais rapidamente ao longo delas. Assim, em relagao
a fonte, as areas atras da incluséo registram temperaturas mais altas do que outras
areas que estdo a mesma distancia da fonte. Além disso, proximo a fonte, o Caso 2
registra temperaturas mais altas que o Caso 1. Nesse caso, a propagagao de energia
€ determinada apenas pelas caracteristicas fisicas do meio hospedeiro (meio 0) e
ocorre em uma taxa lenta. Essa energia térmica é retida por mais tempo em regides
préoximas a fonte, permitindo que a temperatura alcance valores mais altos.

Com o tempo, a energia continua a se espalhar por todo o dominio dos
receptores, gerando um aumento progressivo da temperatura. Para t=1490h (FIGURA
25b), esse aumento é visivel em ambas as grades dos receptores. Depois que a
energia da fonte é reduzida a zero, a energia continua a espalhar-se pelos meios, com
um consequente aumento de temperatura nos receptores posicionados mais longe da
fonte. Isso é visivel para t=2167h (FIGURA 25c), onde a fonte ja havia parado de emitir
energia. Os receptores mais afastados da fonte ainda mostram algum aumento de
temperatura, enquanto os localizados mais proximos ja mostram uma queda de

temperatura.
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FIGURA 25 — CAMPO DE TEMPERATURA EM UMA MALHA DE RECEPTORES EM ESCALA
LOGARITMICA PARA O CASO 1 (MEIO HOMOGENEO E INFINITO COM DUAS INCLUSOES) E
CASO 2 (MEIO HOMOGENEO E INFINITO: a) t=485h; b) t=1490h; c) t=2167h.
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FONTE: O autor (2021).

Quatro Inclusées

Foi feita uma segunda simulagéo com a fonte de calor localizada em z=0,0m
no ponto (1,5m, -1,5m, 0,0m) (FIGURA 26). As propriedades dos materiais e os
parametros usados sdo os mesmos descritos acima (Inclusdo 1 e 2 - Q,, Inclusédo 3 e
4-Q,).
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FIGURA 26 — REPRESENTACAO GEOMETRICA DE UMA SECAO DE QUATRO INCLUSOES
CILINDRICAS COM VARIAS CAMADAS. ESSAS INCLUSOES SAO DELIMITADAS POR UM
SOLIDO UNIFORME (MEIO 0) E SUBMETIDAS A UMA FONTE DE CALOR.
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Meio 0
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P 54
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FONTE: O autor (2021).

Na FIGURA 27, uma série de instantaneos (t=485; 1490h e 2167h apresentam
o0 campo de temperatura (como curvas de contorno) em trés grelhas de receptores
localizados em z=0,0m, z=3,0m e x=0,0m. Em t=485h, a fonte de calor ja comecgou a
emitir energia e a sua poténcia esta aumentando. Nesse momento, a temperatura
computada perto da fonte € maior que em posicoes mais distantes e uma perturbagao
causada pela presenca das inclusdes pode ser notada, as quais possuem difusividade
térmica maior que a do meio 0. Ao longo do tempo, a energia continua a espalhar-se
em todo o dominio gerando um aumento de temperatura e em t=1490h (FIGURA 27b)
esse aumento € visivel na malha de receptores. Quando a fonte para de emitir calor,
a energia continua a espalhar-se através dos meios até o equilibrio ser estabelecido.
Em t=2167h, como esperado, a temperatura esta distribuida de forma mais
homogénea e os receptores localizados em z=0,0m ja computaram uma queda na

temperatura enquanto os em z=3,0m mostraram um aumento.



FIGURA 27 — CAMPO DE TEMPERATURA EM TRES MALHAS DE RECEPTORES
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TRANSVERSAIS EM ESCALA LOGARITMICA LOCALIZADAS EM z=0,0m, z=3.0m E x=0,0m: a)

t=485h; b) t=1490h; c) t=2167h.

b)

c)

FONTE: O autor (2021).
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7.1.2 Condigdes iniciais diferentes de zero

A aplicabilidade do codigo proposto, para condicdes iniciais diferentes de
zero, € ilustrada usando dois exemplos: uma unica inclusdo circular de multicamadas
(Q,) envolta em um meio sélido (Meio 0) e trés inclusdes circulares (2, Q, e Q3)
inseridas no mesmo meio sélido (Meio 0). Todas as inclusdes tém raio de 0,06m. O
Meio 0 é limitado por um contorno quadrado -m<y<m, -n<y<n (m=n=
0,4m) no qual a temperatura é nula. Foi imposta uma distribuicdo constante de
temperatura inicial Ty(x, y) = 1.0°C ao longo de todo o dominio.

As seguintes propriedades térmicas foram prescritas para o meio hospedeiro

(Meio 0): p, = 880,0kg.m3, k, = 150,0W.m'°C", ¢, = 2500,0J.kg™.°C”" sendo

%o = 6,81x10"°m?.s'. Para Q;, Q, e Q,, foram adotados valores

entdao K, =

PoCo
constantes para a condutividade térmica (150.0W.m‘1.°C'1) e o calor especifico

(2500.0J.kg'1.°C'1) dentro das inclusdes circulares. Considerou-se que a densidade

(ap—ai (ap—ai

; ; 1 1+ ) 2 1+ )
varia radialmente (em Q,, p, = 1200 s ;em Q,, p; = 6600 3 em (s,

ps = 8800”@), no qual a, € a distancia até centro e a; € o raio mais externo. A
FIGURA 28 ilustra a variagdo na densidade e difusividade térmica em cada inclusao.

As solucgdes analiticas (usadas como fungdes de Green) foram computadas
dividindo cada inclusdo em 30 camadas concéntricas. As respostas foram
computadas em uma faixa de frequéncia [0,0Hz, 512,0x1073Hz], utilizando um
incremento de frequéncia Aw = 25x10~°Hz, que permite a obtencédo de uma resposta

no tempo até T=4000s.
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FIGURA 28 — VARIAGAO NA DENSIDADE E DIFUSIVIDADE TERMICA: a) EM €;; b) EM Q,; c)
EM Q.
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FONTE: O autor (2021).

Uma unica inclusdo

Neste exemplo, a inclusdo heterogénea circular esta centrada em (0,0m,

0,0m) (FIGURA 29). Todo o dominio foi dividido em 156 células no dominio externo e
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375 no interno. O contorno externo foi discretizado em 48 elementos de contorno

constantes e 12 foram usados para o contorno virtual, localizado a 0,02m da inclusao.

FIGURA 29 — RE_PRESE!\ITACAO GEOMETRICA DE UMA INCLUSAO DE MULTICAMADAS.
ESSA INCLUSAO ESTA INSERIDA EM UM MEIO SOLIDO UNIFORME FINITO (MEIO 0)

0.8m

%
Contorno
externo S,

Contorno

Melol virtual S,

0.8m

FONTE: O autor (2021).

Na FIGURA 30 apresenta-se o campo de temperatura ao longo de uma grade
transversal de receptores colocados nos instantes (t=195s; t=389s; t=585s e t=976s).
Como esperado, ao longo do tempo a temperatura cai nho dominio, estabelecendo
equilibrio com as condi¢des de contorno (temperaturas nulas).

A FIGURA 31 mostra a temperatura em uma linha de receptores localizada
em y =0,0m e y =0,12m em diferentes instantes (t=292s; t=585s e t=976s). Para
entender melhor a fisica do problema, os resultados sdo comparados com aqueles
computados nos mesmos receptores, mas para um meio homogéneo idéntico ao meio

hospedeiro (Meio 0), para o qual a solugdo analitica € dada por Carslaw e Jaeger [1]:

16 v« © Qa+1Drx  2b+ Dny (181)
Tt x,y) = FZ Z Ly pcos o cos = exp(—Dalb t)
a=0b=0
onde:
(=1D*+® (182)

Lar = e D@r 7 1)
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Kn?[(2a +1)®> (2b + 1)? (183)
ab — 4 +

n? m2

FIGURA 30 — DISTRIBUICAO DE TEMPERATURA PARA To(x,y)=1,0: a) t=195s; b) t=389s; c)
t=585s E d) t=976s.
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FONTE: O autor (2021).

Na FIGURA 31, a solugao analitica usando a equagéao (181) e a solugdo com
0 codigo desenvolvido € representada por linhas sélidas e linhas marcadas,
respectivamente. E possivel ver temperaturas maiores na regido onde a inclus&o esta
localizada comparadas com as do meio homogéneo sem inclusdo. Isso acontece
devido ao fato da inclusao ter difusividade térmica mais baixa que a do meio
homogéneo. Dessa forma, a energia é retida por mais tempo nessa regiao fazendo
com que a temperatura tenha valores maiores. Como também era esperado, é
possivel notar que a temperatura cai mais rapidamente em todos os receptores

proximos ao contorno, os quais atingem o equilibrio antes.



FIGURA 31 — SOLUCAO ANALITICA PARA UM MEIO HOMOGENEO SEM INCLUSAO
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REPRESENTADA POR LINHAS SOLIDAS E SOLUGAO NUMERICA PARA UM MEIO COM UMA
INCLUSAO REPRESENTADA POR LINHAS MARCADAS. AMBOS OS CASOS PARA TO(x,y)=1,0.
RESPOSTAS PARA UMA LINHA DE RECEPTORES NOS INSTANTES: t=292s; t=585s E t=976s,

LOCALIZADOS EM: a) y = 0,0m; b) y = 0,12m.
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FONTE: O autor (2021).

As trés inclusdes heterogéneas circulares (Q,, Q, e Q3) estdo centradas em

(0,0m, 0,0m), (-0,2m, -0,2m) e (0,2m, -0,2m), respectivamente (ver FIGURA 32). O

dominio exterior foi dividido em 161 células enquanto cada inclusao foi discretizada

em 375células. O contorno externo foi discretizado em 48 elementos de contorno

constantes e 12 foram usados para cada contorno virtual, localizados a 0,02m das

inclusdes. A FIGURA 33 apresenta o campo de temperatura em diferentes instantes

(t=121s; 487s e 1464s). Para fins de comparagdo, as respostas também foram

computadas para os mesmos receptores para um meio homogéneo com propriedades

materiais idénticas aquelas do Meio 0.
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FIGURA 32 — REPRESENTACAO GEOMETRICA DE TRES INQLUSC)ES DE MULTICAMADAS.
ESSAS INCLUSOES ESTAO ENVOLVIDAS EM UM MEIO SOLIDO UNIFORME (MEIO 0).
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FONTE: O autor (2021).

Em t=195s (FIGURA 33a) existe uma pequena perturbagdo causada pelas
inclusdes, devido a estas possuirem difusividades térmicas menores que o meio 0,
fazendo com que a energia se propague mais lentamente. Para t=585s (FIGURA 33b)
€ possivel ver claramente essas perturbagcbes causadas pelas inclusdes 2 e 3, as
quais retém a energia por mais tempo e onde as temperaturas sdo mais altas que
aquelas obtidas pelo caso do meio homogéneo. A area dentro da inclusao 3 apresenta
maiores temperaturas que dentro da inclusado 2, devido a sua menor difusividade. Em
t=976s (FIGURA 33c) é possivel ver uma queda na temperatura, mas o meio
heterogéneo ainda mante mais altas temperaturas dentro das inclusdes. Analisando

os resultados, o sistema exibe um comportamento consistente com o esperado.
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FIGURA 33 — CAMPO DE TEMPERATURA EM UMA GRELHA DE RECEPTORES PARA UM
MEIO HETEROGENEO CONTENDO TRES INCLUSOES E PARA UM MEIO HOMOGENEO
INFINITO: a) t=195s; b) t=585s; c) t=976s.
Meio homogéneo
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FONTE: O autor (2021).

7.2 TRANSFERENCIA DE CALOR POR CONDUCAO E CONVECCAO

A aplicabilidade da técnica proposta com a formulacdo de conducgao

convecgao € ilustrada nessa segao.
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7.2.1 Fonte de Calor e condi¢des iniciais iguais a zero

A propagacao de calor através de duas inclusdes cilindricas de multicamadas
(2, e Q,), com raio de 0,6m, inseridas em um meio solido infinito (Meio 0) é estudada
(FIGURA 34a). Os contornos virtuais, localizados a 0,4m da inclusdo, foram
modelados usando 40 elementos constantes e a distédncia considerada entre as fontes
virtuais foi de L = 32m. O campo de calor € computado em uma gama de frequéncia

[0,0Hz, 64,0x10~7Hz], com incremento de frequéncia Aw = 1x10~7Hz, trazendo um

periodo de estudo T=2778h.

FIGURA 34 — a) REPRESENTAGAO GEOMETRICA DE UMA SEGAO DE DUAS INCLUSOES
CILINDRICAS COM VARIAS CAMADAS SUBMETIDAS A UMA FONTE DE CALOR, b) EVOLUGAO
TEMPORAL DA FONTE DE CALOR.
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FONTE: O autor (2021).

Para o Meio 0, as seguintes propriedades térmicas sdo assumidas: p, =

ko

880,0kg.m3, ko, = 1,4W.m'.°C", ¢, =2300,0J.kg’°C" e entdo K,=->=

PoCo

6,92x10~"m?2.s", Para as inclusdes Q, e Q, a densidade (880,0kg.m™) e o calor

especifico (2300,0J.kg'1.°C'1) foram considerados constantes. Admitiu-se que a

condutividade térmica varia radialmente (em Q,, k} = 1,4057%0a): em Q,, k2 =
40

1,4(9"?“”)) em que a, € a distancia ao centro. A FIGURA 35 ilustra a variagado na

condutividade térmica e difusividade térmica dentro de cada inclusao circular.
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FIGURA 35 — VARIACAO DAS PROPRIEDADES TERMICAS: a) VARIAGAO NA CONDUTIVIDADE

TERMICA; b) VARIACAO NA DIFUSIVIDADE TERMICA.
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FONTE: O autor (2021).

As solugbes analiticas (usadas como fun¢des de Green) foram calculadas
dividindo cada inclusdo em 30 camadas concéntricas compostas por um meio cada.
Para o Meio 0 e Q, foi considerado V=0,0m.s™'. Dois casos diferentes s&o
apresentados para (;: considerando apenas a conducgao (Caso 1) e considerando
ambos os fenbmenos de condugdo e convecgao (Caso 2), com a velocidade de

convecgao afetando apenas a primeira inclusdo com V=5,0x10"°m.s™".
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Este sistema é submetido a uma fonte de calor, colocada no meio hospedeiro
em (1,5 m, 0,0 m), no plano z=0,0m. Essa fonte comega a emitir energia (FIGURA
34b) em t=500h, aumentando linearmente de 0,0 °C a 1200,0 °C, atingindo um maximo
em t=800h. Este pico € mantido por um periodo de t=700h e entdo é reduzido
linearmente para 0,0 °C em t=1800h. Observe que diferentes variagdes de amplitude
e duracgdes de fonte de calor podem ser facilmente implementadas usando o modelo
presente.

A resposta no dominio do tempo para os receptores [Receptor 1 (0,05 m, 0,05
m), Receptor 2 (0,80m, 0,0 m), Receptor 3 (1,15 m, 0,0 m), Receptor 4 (2,95 m, 0,0
m)], localizados nos planos z = 0,0m e z = 0,5m, est4 ilustrada na FIGURA 36. Nos
momentos iniciais, todos o0s receptores apresentam temperaturas nulas,
correspondentes as condic¢des iniciais prescritas para o problema. Depois que a fonte
comega a emitir energia em t=500h, a temperatura em todos os receptores aumenta
progressivamente e aqueles localizados em z=0,0m mostram um aumento na
temperatura mais cedo que aqueles no plano z=0,5m. O receptor mais proximo da
fonte (Rec.3 no plano z=0,0m) é o primeiro a registrar uma mudanga na temperatura
e registra uma temperatura maxima mais alta durante o dominio do tempo em estudo
do que os outros receptores, para ambos os casos. Nos receptores 1 e 4, localizados
no plano da fonte, que estdo mais longe da fonte, a temperatura aumenta suavemente
e seu maximo € alcangado posteriormente (quando a fonte de energia nao esta mais
emitindo energia), o que significa que a energia ainda esta se espalhando para as
areas com temperaturas mais baixas para atingir o equilibrio energético, que seria
alcangado apenas para t=co. Esses receptores registraram um valor maximo de
temperatura inferior ao obtido nos receptores 2 e 3. Isso pode ser explicado pelo fato
de estarem mais distantes da fonte e por Q, e Q, possuirem difusividade térmica maior
que a do Meio 0, fazendo com que a energia se espalhe mais rapidamente por eles.

E possivel notar que em z=0,0m e z=0,5m, quando o Caso 1 é
modelado, os receptores registram temperatura maxima mais alta do que os mesmos
receptores no Caso 2. Pode-se concluir que a presencga da velocidade de convecgao
pode ter uma influéncia consideravel nas respostas.

Na FIGURA 37, 38 e 39, uma série de instantaneos em t=784h, 1624h e
2438h, respectivamente, exibem o campo de temperatura (como graficos de contorno)

ao longo de uma grade transversal de receptores colocados em z=0,0m, z=2,5m e
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x=0,0m, no mesmo Meio 0 homogéneo infinito contendo as duas inclusées para o
Caso 1 (apenas condugao) e Caso 2 (condugéo e convecgao).

Emt=784 h (FIGURA 37), a fonte de calor ja havia comegado a emitir energia
e a poténcia ainda estava aumentando. Neste momento, na FIGURA 37a (Caso 1 e
Caso 2) é possivel notar uma perturbag¢do causada pela presenga das inclusdées cuja
difusividade térmica é maior que a do Meio 0 e a temperatura registrada préximo a
fonte € maior do que nas posi¢cdes mais distantes. Analisando os resultados
calculados na grade de receptores localizados em z=2,5m na FIGURA 37b (Caso 1),
as temperaturas mais altas sao registradas na primeira inclusdo. Esse comportamento
€ explicado pelo fato de a propagacao do calor ocorrer principalmente no meio mais
condutivo. Na FIGURA 37b (Caso 2), embora ), seja mais condutiva, a presenga da
conveccgao radial faz com que a energia se espalhe mais rapidamente ao longo dela
na dire¢ao radial causando uma queda de temperatura nesta inclusdao. Também é
possivel notar este comportamento na FIGURA 37c (Caso 1) e (Caso 2).

Com o tempo, a energia continua a se espalhar por todo o dominio dos
receptores, gerando um aumento progressivo da temperatura. Para t=1624h (Fig.
37b), este aumento € visivel em todas as grades de receptores para ambos o0s casos
na FIGURA 38. Comparando as Figuras em z=0,0m e z=2,5m, as temperaturas séo
maiores em z=0,0m, pois a fonte ainda esta emitindo energia.

Quando a fonte para de emitir energia, esta continua a se espalhar pelo
dominio até atingir o equilibrio. Em t=2438h (FIGURA 39), a fonte ja parou de emitir
energia e € possivel observar que os receptores colocados mais distantes da fonte de
calor ainda apresentam alguma elevacao de temperatura, enquanto os mais proximos
ja apresentam queda de temperatura. Nesta figura, em todas as grelhas, & facil
visualizar uma queda de temperatura na inclusdo 1 causada pela presenca de
convecgao nela. Analisando os resultados, o sistema apresentou um comportamento

consistente com o que era esperado.
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FIGURA 36 — TEMPERATURAS NO RECEPTOR 1 (LINHA AZUL), RECEPTOR 2 (LINHA VERDE)
E RECEPTOR 3 (LINHA LARANJA) E RECEPTOR 4 (LINHA VERMELHA) PARA DIFERENTES z-
COORDENADAS: a) z=0,0m; ¢) z=0,5m.
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FONTE: O autor (2021).
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FIGURA 37 — CAMPO DE TEMPERATURA EM UMA MALHA DE RECEPTORES EM ESCALA
LOGARITMICA PARA O CASO 1 (SOMENTE CONDUGAO) E CASO 2 (CONDUGAO E
CONVECCAO) EM t=784h: a) z=0,0m; b) z=2,5m:; c) x=0,0m.
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FONTE: O autor (2021).
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FIGURA 38 — CAMPO DE TEMPERATURA EM UMA MALHA DE RECEPTORES EM ESCALA
LOGARITMICA PARA O CASO 1 (SOMENTE CONDUGAO) E CASO 2 (CONDUGAO E
CONVECCAO) EM t=1624h: a) z=0,0m; b) z=2,5m; c) x=0,0m.

t=1624 h

Somente condugéo (Caso 1) Conducao e convecgédo (Caso 2)

(8]
N

y [ml

15 :
1
05
0
05
[m]

a) z=0,0m

c) x=0,0m

FONTE: O autor (2021).
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FIGURA 39 — CAMPO DE TEMPERATURA EM UMA MALHA DE RECEPTORES EM ESCALA
LOGARITMICA PARA O CASO 1 (SOMENTE CONDUGAO) E CASO 2 (CONDUGAO E
CONVECCAO) EM t=2438h: a) z=0,0m; b) Z=2,5m:; c) x=0,0m.

t=2438h

Somente condugéo (Caso 1) Conducao e convecgédo (Caso 2)

y [m]

b) z=2,5m

c) x=0,0m

FONTE: O autor (2021).
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8 CONCLUSOES

Modelos numéricos usando o método dos elementos de contorno juntamente
com solugdes analiticas foram propostos para resolver a difusao transiente de calor
por condugao e problemas que consideram conducido e convecgdo em um meio
contendo subdominios confinados formados por sistemas cilindricos de varias
camadas. A formulacdo apresentada permite o calculo do campo de calor dentro e
fora dessas inclusdes de multicamadas sem discretizar totalmente todas as interfaces
internas entre as camadas, como seria necessario em uma formulagdo do MEC
classica e, portanto, melhora a eficiéncia do algoritmo. Isso é alcangado incorporando
as solugdes analiticas para cada inclusdo como fungbes de Green na formulagao
MEC.

Neste estudo, a varidvel dependente do tempo é removida aplicando uma
transformada de Fourier que permite que o problema seja resolvido no dominio da
frequéncia. A solugéo proposta para a transferéncia de calor transiente € calculada
para uma ampla faixa de frequéncias e numeros de onda axiais, e as séries temporais
sdo entdo obtidas por meio da transformada inversa (rapida) de Fourier em espago-
tempo. O campo de calor foi estabelecido impondo a continuidade de temperatura e
fluxos de calor em contornos virtuais colocados a uma certa distédncia dos
subdominios heterogéneos.

Foram desenvolvidos cdédigos para problemas com uma fonte de calor e
dominio externo infinito, com condic¢des iniciais iguais a zero, onde foi adotada uma
abordagem em 2,5D que permite a simulagao de fenémenos tridimensionais através
de um somatdrio de solugdes 2D mais simples com diferentes numeros de onda
espaciais. Nesses casos foram consideradas a condugao e posteriormente condugao
e convecgado em simultaneo. Foram estudados também problemas bidimensionais
para inclusdes em um dominio finito com condigbes iniciais diferentes de zero
envolvendo somente o fendmeno de conducgao.

Os modelos propostos foram implementados e verificados comparando suas
solugdes com respostas de referéncia, encontrando uma boa concordancia entre os
resultados e boa estabilidade numérica, onde os resultados melhoraram para maiores
refinamentos apresentados. Esta estratégia de acoplamento proposta pode ser
estendida a problemas com diferentes geometrias onde solugdes analiticas existem

ou podem ser definidas. Exemplos numéricos foram utilizados para ilustrar a
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aplicabilidade dos modelos propostos. A analise das respostas de temperatura no
dominio do tempo mostrou-se consistente com a fisica do problema, e os resultados
calculados para as simulagbes mostraram a importancia das heterogeneidades dentro
dos modelos, uma vez que os resultados térmicos diferem dependendo das
propriedades do material das inclusdes. Assim, pode-se concluir que estas
ferramentas numéricas desenvolvidas sdo consistentes e se mostram promissoras

para aplicagdes de engenharia.

8.1 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Esse trabalho apresenta a potencialidade dos modelos desenvolvidos que
poderiam ser adaptados para diferentes aplicagdes, eventualmente mais complexas.
Nesse contexto, apresentam-se algumas sugestoes de estudos futuros, com base nos

conhecimentos adquiridos durante o desenvolvimento desta tese:

a) Os modelos aqui desenvolvidos possuem geometria constante ao longo
de uma direcdo. A sua adaptacdo para modelos que considerem uma
variagao de secgao transversal ao longo do seu eixo pode ser interessante
para alguns problemas fisicos, como é o caso de furos de prospecgao, que
possuem uma secgao transversal constante somente até a profundidade
da furagéo.

b) Adaptacdo dos estudos desenvolvidos para problemas com diferentes
configuracdes. Nesse exemplo a formulagao analitica possui geometria
cilindrica de multicamadas, poderiam ser usadas solu¢oes analiticas com
outras geometrias a serem acopladas com o MEC.

c) Adaptagdo dos modelos propostos nesta dissertacdo para o ambito de
propagacgao de ondas em meio acusticos e elasticos, onde seria possivel
o estudo do campo tridimensional de ondas gerado por uma por uma fonte
dilatacional pontual localizada em um meio sélido ou fluido.

d) Para este trabalho, admitiu-se que todos os materiais que constituem os
sistemas sao isotropicos e homogéneos. A possibilidade de modelagao de
materiais anisotropicos e/ou de meios com velocidade variavel expandiria

a aplicacdo dos modelos propostos através da utilizagcdo de solucdes
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fundamentais para meios com propriedades térmicas ou velocidade
variaveis.

Comparacgédo dos resultados obtidos pelos codigos desenvolvidos com
respostas obtidas através de analise experimental. A implementacao de
ensaios experimentais podera validar na pratica os modelos
desenvolvidos e permite o estudo da influéncia de varidveis nao
consideradas nos modelos, de forma a avaliar a importancia destas no

sistema.
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