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RESUMO

Os expoentes de Lyapunov sao uma das ferramentas mais usadas na caracterizagao
de sistemas dinamicos nao lineares e descrevem as taxas de crescimento e contragao de
perturbacoes aplicadas a sua trajetoria em diferentes dire¢oes do espacgo de fase. Porém com
as técnicas convencionais para a obtencao dos expoentes Lyapunov é impossivel identificar
a real direcdo dessas taxas de crescimento. Essa informacao é acessivel apenas através dos
vetores covariantes de Lyapunov (VCLs). Embora o conceito de vetores covariantes de
Lyaponov seja bem estabelecido h muito tempo, ainda nao haviam algoritimos eficientes
para obtencao numérica destes vetores até o recente desenvolvimento sugerido por Ginneli
e colaboradores [1]. Neste sentindo utilizamos esse procedimento para revisitar alguns
resultados ja estabelecidos na literatura e na caraterizacao de sistemas espacialmente
estendidos, mais especificamente redes mapas quadraticos acoplados e osciladores de
Kuramoto-Sakaguchi, sendo que este ultimo apresenta um comportamento espago-temporal

que vem sido exaustivamente explorado, os chamados estados quimera.

Palavras-chave: expoentes de Lyapunov. estados quimera. mapas acoplados. hiperbolici-
dade.



ABSTRACT

Lyapunov exponents are one of the most used tools in the characterization of nonlinear
dynamic systems, capable of describing the growth rates of disturbances applied on
trajectories in different directions of phase space. However with conventional techniques to
obtain Lyapunov exponents it is impossible to identify the real direction of these growth
rates. This information is accessible to covariant Lyapunov vectors. While this concept has
been well established for a long time there were still no efficient algorithms for obtaining
these vectors numerically until the recent development suggested by Ginneli et al.[1]. In this
sense we use this procedure to revisit some results already established in the literature and
also characterize some spatially developed systems. More specifically, coupled map lattice
of quadratic maps and Kuramoto-Sakaguchi oscillators. The latter shows a space-time
behavior that has been exhaustively explored, the so-called chimera states, consisting of

the coexistence of incoherent oscillations with synchronized behavior.

Keywords: Lyapunov exponent’s. chimera states. coupled map lattice. hyperbolicity.
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1 INTRODUCAO

Expoentes e vetores de Lyapunov

Umas das ferramentas mais usadas na descricao da estabilidade em sistemas
dindmicos sao os Expoentes de Lyapunov [3, 4, 5] os quais sdo empregados nas mais
diversas areas em que fenomenos nao-lineares desempenham um papel fundamental. Além
das ciéncias exatas tradicionais como fisica [6], engenharia [7] e ciéncia da computagao [8]
também podemos citar sua utilidade na biologia [9, 10], neurociéncia [11], ciéncias sociais
[12] e dindmica populacional [13]. De fato que o desenvolvimento da teoria de Lyapunov
se deu alguns anos antes da area de pesquisa em sistemas dinamicos nao-lineares caoticos
se estabelecer, precisamente em 1892 em sua tese intitulada “The general problem of the
stability of motion". Porém o uso de sua teoria para caracterizacao de sistemas dinamicos se
tornou popular apds 1963, ano em que Edward Lorenz verificou numericamente o chamado
“efeito borboleta”, deslumbrado em 1889 por Poincaré no problema de trés corpos [14]. Em
poucas palavras podemos dizer que o expoente de Lyapunov é capaz de medir o quanto
um sistema é sensivel a uma pequena mudancga nas suas condi¢oes iniciais. Ou seja, estas

mudancas podem alterar significativamente a dinamica.

Em um panorama teérico a andlise de Lyapunov estar bem desenvolvida, foi
apenas em 1979 que um método numérico foi desenvolvido para o calculo dos Expoente
de Lyapunov; E foi concebido independentemente por Shimada e Nagashima [15], e
Bennetin [16] é baseado em sucessivos procedimentos de ortogonalizagdo de vetores no
espago tangente a trajetéria, os quais sao denominados vetores de Gram-Schmidt (VGS).
Entretanto, os VGS nao sao invariantes sob reversao temporal e perdem a sua orientacao
durante a dindmica, nao revelando propriedades da estrutura geométrica do espaco tangente.
Para acessar estas propriedades necessitamos de vetores que decomponham o espago em
dire¢oes covariantes de Lyapunov, que é chamada de decomposicao de Oseledet, em inglés
“Oseledets” Splitting”. Apesar da definicao dos vetores covariantes de Lyapunov estar bem
estabelecida, conforme o trabalho de Ruelle [17], o assunto nao despertou interesse entre os
pesquisadores da area, uma vez que ainda nao existiam algoritimos eficientes que deixavam
estes vetores numericamente acessiveis. Entretanto, em 2007 Ginneli e colaboradores
[1] desenvolveram um método eficiente para o célculo dos vetores. Desde entdo muitos
trabalhos vem empregando esta metodologia. Como exemplo, podemos apontar o seu uso
na caracterizacgao da hiperbolicidade em sistemas Hamiltonianos [18]. E também na relagao
entre os angulos dos VCLs com as chamadas armadilhas dindmicas [19], que ocorrem no
espago de fase destes sistemas. Os VCLs veem se mostrado titeis no progndstico de sistemas

cadticos, exemplos disto sdo encontrados em: Modelos atmosféricos de multi-escalas [20],
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antecipagoes de burstings e picos de grande amplitude em reagdes quimicas complexas [21]

e lasers nao-lineares [22].

No que diz repeito aos sistemas espacialmente estendidos, ainda h& poucos trabalhos
utilizando os VCL, podemos enumerar aqui alguns de maior relevancia, como por exemplo o
da Ref. [23] na qual foi mostrado que os vetores de Lyapunov podem ser usados para tragar
uma dimensao efetiva de sistemas espacialmente estendidos. Outro trabalho importante
foi realizado por Xu e Paul [24] no qual utilizaram os VCL para caracterizar o problema

da conveccao cadtica de Rayleigh-Bénard.

Mapas acoplados e quimeras

Em fisica muitas das equacoes fundamentais sdo descritas por sistemas espacial-
mente estendidos, alguns exemplos elementares sao as equagoes de difusao, de onda e
de Schrodinger. Entretanto, comportamentos e padroes complexos que comumente sao
observados na natureza, como turbuléncia, estruturas Turing, e caos espago-temporal
emergem de equagoes nao-lineares cuja as solugoes, podem ser de dificil acesso. Tendo em
vista estas dificuldades, uma alternativa para compreender os fené6menos nao-lineares com
dinamica espago-temporal sao as redes de mapas acoplados introduzidas por Kunihico
Kaneko no comego da década de 90 [25, 26], que sdo sistemas espacialmente estendidos
com numeros elevados de graus de liberdade e evolucao temporal discreta. E se mostraram
liteis pois sdo capazes de mimetizar fendmenos naturais como convexao de calor [27] e a
dindmica de formacao de nuvens [28], também foram utilizadas em modelos ecolégicos
[29] e na simulagdo de muitos neurdnios acoplados [30]. Além disso, servem como um bom

“laboratério” para os estudo de sistemas dindmicos com muitos graus de liberdade.

Outro tipo de sistema espacialmente estendido que abordaremos neste texto é o
sistema formado por osciladores de fase acoplados. Estes sistemas evoluem continuamente
no tempo mas espacialmente sao discretos. Especificamente trataremos dos osciladores
que apresentam o padrao espago-temporal chamado de estados quimera que é divido em
uma populacao de osciladores em total sincronismo e outra que oscila incoerentemente.
Tal comportamento foi relatado pela primeira vez por Kuramoto e colaborados em sua
seminal publicacao “Coexistence of coherence and incoherence in nonlocally coupled phase
oscillators"[31]. Porém a nomenclatura para este padrao foi cunhada por Abrams e Strogatz
[32] em alusdo as criaturas mitoldgicas chamadas de quimera que eram formadas pela
composicao de animais diferentes [33]. E este tipo de padrao vem sendo exaustivamente
investigado, pois é observado com frequéncia na natureza. um exemplo de grande interesse
é o chamado “wunihemispheric slow-wave sleep ” [34] que acontece no cérebro de aves
migratorias e de alguns mamiferos aquaticos em que durante o sono metade do cérebro

descansa e os osciladores neuronais desta regiao estao sincronizados enquanto a outra
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metade do cérebro permanece em atividade e os osciladores estao dessincronizados [35].
Os estados quimera também aparacem em redes de estagoes e subestagoes de energia [36],
juncoes de josephson [37] e em metamateriais SQUID em inglés “Superconducting Quantum
Interference Device'que servem como sensores extremamente sensiveis que detectam baixos

campos magnéticos [38].

Neste cenario, esta dissertacao teve como objetivo a investigagao dos vetores
covariantes de Lyapunov para sistemas com muitos graus de liberdade. Sendo eles, redes de
mapas acoplados e também os osciladores de fase de Kuramoto-Sakaguchi que apresentam
o padrao espaco-temporal de quimera. Com objetivo de caracterizar e identificar quais

propriedades destes sistemas sao acessiveis via estes vetores.

A dissertagao esta dividida em mais quatro capitulos, sendo que, no capitulo
2 fazemos um apanhado de definigoes no tocante a teoria de sistemas dindmicos que
serao uteis durante o decorrer do texto. No capitulo 3 apresentamos a teoria envolvendo
expoentes de Lyapunov e também os vetores covariantes de Lyapunov. Ainda neste capitulo
mostramos alguns exemplos numéricos elementares, ja bem postos na literatura. No capitulo
4 introduzimos a teoria sobre os sistemas que iremos abordar, mapas e osciladores de
Kuramoto-Sakaguchi acoplados, e os caracterizamos via a metodologia apresentada no

capitulo 3. Por ultimo temos as consideracoes finais no capitulo 5.
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2 SISTEMAS DINAMICOS

Um sistema dinamico é definido como a descricao matematica de um sistema cujo
os estados evoluem positivamente no tempo [2]. Esta evolucao é dada através de um

operador de evolugao temporal L, isto é,
L' (xg) = x4, (2.1)

em que o ¢ a condi¢ao inicial do sistema no tempo ¢t = 0 e x; ¢ o estado deste sistema em
um tempo t. Os sistemas dinamicos sao ditos deterministicos quando uma condic¢ao inicial
leva a apenas um estado final, estocasticos ou aleatorios quando para uma condigao inicial
os possiveis estados finais obedecem uma distribuigdo de probabilidades [39]. O tempo de
evolugao t em (2.1) pode ser tanto discreto quanto continuo. Para o tempo de evolugao

discreto o sistema ¢é definido a partir de um mapa

Xk+1 = F(Xk), (22)

isto é, um nimero k de aplicacoes recursivas da funcao F a partir da condicao inicial, a
notagao em negrito indica um vetor. Para ¢ continuo em (2.1) o sistemas é definido como
fluzo e a evolucao temporal é dada por um conjunto de equacao diferenciais, ou seja
d
pres

Cada estado do sistema, x1(t),x2(t), ... ,z,(t) é representado por um ponto no espago de

(t) = F [x(to)] . (2.3)
fase, como mostrado na Figura 1!, cuja a dimensao equivale a dimensao do sistema.

2.1 Mapas

Mapas, especificamente os unidimensionais, sao os sistemas mais simples que
podem exibir movimento cadtico, neles sao encontrados muitos comportamentos que
também surgem em sistemas com mais graus de liberdade [2]. Intrinsecamente a evolugao
dindmica de um mapa é discreta e a representamos na forma da equacao 2.2,em que
Xy = [x,(ﬂl),ng), e ,x,&")r ¢é o vetor denominado de estado do sistema no tempo discreto k,
para k = 0 este vetor é chamado de estado inicial ou simplesmente de condigao inicial.

Outra definicao importante é a de orbita, isto é o conjunto de pontos

{x0,F(x0),F (F(x0)),F(F(F(x0))), .. },

gerados a partir das sucessivas iteragoes da condi¢ao inicial do sistema. Denotemos
F(F(F(x0))) como fBlou seja, a terceira iterada ou iteracio e f* como a k-ésima

iteragao.
1

As figuras que nao estao referenciadas foram elaboradas pelo autor
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x{1h

=l J

x(t)
&Iy

Figura 1 — Espaco de fase para um sistema de n = 3 dimensoes que evolui de x(0) até x(¢), em
que a linha é a trajetéria e as setas indicam o tempo.

Para o caso unidimensional se a k-ésima iteragao resultar no mesmo valor de

entrada, tal que x5 = x;, dizemos que x* é um ponto fixo.

Se um ponto qualquer z pertencer ao intervalo (z* — €, z* + €) e na k-ésima iterada
satisfazer fI*(x) = 2* entdo este ponto fixo é chamado de atrativo (ou assintoticamente
estdvel). Se temos um ponto z # z* contido no intervalo (z* —€,z* +€) e a relagao

|f(z) — x*| > |x — z*| é satisfeita dizemos que z* é um ponto fixo repulsivo.

Podemos ilustrar como uma trajetéria converge até o ponto fixo utilizando o mapa
quadratico dado por

Tppr = 1 — axi, (2.4)

em que a ¢ o parametro de nao linearidade. Mostramos na Figura2 a evolugao temporal
para o mapa quadratico com a = 0,59, percebe-se que a partir da trigésima quarta iterada

o sistema converge para um ponto fixo. Um critério util para definir se o ponto fixo x*

0% | 10 | 20 k 30 | 40 | 50

Figura 2 — Iteragoes do mapa quadratico com a = 0,59, nota-se que ap6s um numero de iteradas
0 x converge para um ponto fixo.

é atrativo(assintoticamente estdvel) ou repulsivo (instdvel) é analisar o valor absoluto
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da derivada do mapa f no ponto x*, seguindo este procedimento temos as seguintes

propriedades:

o se |f'(z*)] < 1, entdao z* é atrativo.
o se |f'(z*)] > 1, entdo x* é repulsivo.
Para classificar os pontos fixos de mapas com dimensoes maiores que 1 consideramos a

linearizacao da seguinte forma: Seja F € R™ um mapa, x* € R” um ponto, aplicando uma

pequena perturbacao também de dimensao n tem-se
x" + 0x = F(x* + 0x). (2.5)

Utilizando uma aproximacao de primeira ordem, a taxa que a perturbacao se move para

perto ou para longe do ponto fixo é dada por

_ OF(x¥)
X = . 0x (2.6)
em que
OF(x") g—ﬁ(x*) . %(x*)
J= 8X == , : . , . s (27)
Tﬁ(x*) . %(x*)

é a matriz Jacobiana, os ponto fixos entao sao caracterizados da seguinte maneira:

« Se a magnitude de cada autovalor de J é menor que 1 , entdo (x*) é um ponto fixo

assintoticamente estavel,

e Se a magnitude de pelo menos 1 autovalor de J é maior que 1, entdao (x*) é instavel,

isto também é valido para autovalores complexos. O ponto fixo x* é definido como
hiperbdlico se nenhum dos autovalores da matriz jacobiana J(x*) possui magnitude 1. E
também, se (x*) é hiperbdlico e pelo menos um auto valor de J(x*) possui magnitude
maior que 1 e pelo um autovalor menor que , entao (x*) é um ponto de sela [40]. Como a
matriz jacobiana calculada no ponto de sela possui um autovalor maior que 1 entao este
ponto ¢ instavel no sentido de que as trajetérias perturbadas nas vizinhanca de x* irao se

afastar de x*.

Outra nocao central no estudo de sistemas dinamicos é a periodicidade [41] |
chamamos de ponto periédico aquele que se repete depois de um nimero qualquer de
iteracoes, ou seja fl(z*) = 2* em que z* é denominado como ponto de periodo I. Na
Figura (3) temos dois casos para o mapa quadratico, com a = 0,9 que apresenta um

periodo-2, e quando é a = 1,3, neste caso possui periodo-4.

I Assumindo que a funcdo é diferencidvel em z*s
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Figura 3 — (a) Iteragdes do mapa quadratico com a = 0,9 com pontos fixos de periodo-2 (a)
Iteracoes do mapa quadratico com a = 1,3 com pontos fixos de periodo-4

Percebemos que os diferentes periodos do mapa quadratico estao relacionados aos
distinto valores de a. Podemos visualizar estas mudangas no conjunto de pontos fixos,
periodicos ou de qualquer outro utilizando um diagrama conhecido como diagrama de
bifurcacdo. Este diagrama relaciona o comportamento assintético da variavel x em fungao
do parametro a. Em que o comportamento assintotico é aquele obtido apds um intervalo
de tempo suficientemente grande, o qual chamamos de tempo transiente. Na Figura 4
temos o diagrama de bifurcacdo do mapa quadratico, no qual é possivel notar o periodo 2
para a = 0,9 e o periodo 4 para a = 1,3 apresentados na Figura 3. Um caso interessante
ocorre quando a =~ 1,756 em que o periodo do mapa quadratico ¢ igual 3, este caso pode
ser melhor visualizados na figura 4 (b) onde ampliamos a regiao de a = 1,1, até a = 2,0. De
acordo como teorema de Li-Yorke [41, 2|, quando um mapa possui um ponto de periodo-3

ele também possui pontos de todos os outro periodos.
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Figura 4 — (a) Diagrama de bifurcagoes para o mapa quadrético gerado a partir dos seguintes
passos: (i) Fixamos um valor inicial para o parametro a = 0,1; (i) Escolhemos uma
condicao inicial xg em um intervalo [—1,1]; (¢i7) Iteramos o mapa e descartamos as
primeiras n = 300 iteragoes transientes; (7v) Iteramos o mapa salvando os valores de
Zn, € do parAmetro a nas préximas 700 iteragoes; (v) Escolhemos uma nova condicao
inicial dentro do intervalo [—1,1] (vi) Reexecutamos os passos (i7i) a (v) até um
numero suficiente de condigdes iniciais; (vi) acrescentamos um valor Aa = 0,01 em a
e repetimos os passos (%) a (vi) até que a = 2,0. (b) Ampliagdo da Figura (a) no
intervalo a = 1,1 até a = 2,0.

2.2  Fluxos

Sistemas dinamicos cuja evolu¢do temporal é continua no tempo sao chamados
fluxos e sua dindmica é descrita por um conjunto de equacoes diferenciais de primeira
ordem, como na eq. (2.3). Em analogia aos mapas em vez de termos pontos periddicos para
fluxos temos 6rbitas periddicas que trataremos na proxima secao. Aqui exemplificamos

com um sistema de equagoes tridimensional bem conhecido o chamado sistema de Lorenz:
r = o(y—ux),
§ = —wz+pr—y, (2.8)
Z = xy— Pz
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A Figura 5 mostra a trajetéria do sistema de Lorenz no espago de fase.

Figura 5 — Trajetoria no espago de fase para o sistema de Lorenz com pardmetros o = 10, p = 28

e f=28/3.

Uma ferramenta til para analise de fluxos é a chamada secdo de Poincaré que
consiste na intersecao entre a trajetoria e um plano, esta ferramenta transforma a analise
de um sistema continuo n-dimensional em um sistema discreto com dimensao n — 1.
Define-se mapa de Poincaré,P((x, ), a operacao que relaciona a sequencia de pontos em
que o fluxo intercepta a secao de Poincaré, isto é, (xk41) = P((x,,)); Um ponto fixo (x*)
no mapa de Poincaré representa uma trajetéria periodica fechada de periodo 7 do fluxo.
Uma representacao esquematica que de um fluxo tridimensional que cruza a secao de

Poincaré em dois pontos é encontrada na Figura 6.

Figura 6 — Ilustracao esquematica da secdo de Poincaré para um fluxo tridimensional.

2.3 Instabilidade e espaco tangente

A estabilidade de um ponto fixo x* é avaliada a partir dos autovalores da matriz

Jacobina J. Estes autovalores podem ser separados em trés grupos: o., 0; € g., que
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dependem do sinal dos autovalores A; € C [14], no qual C é o corpo dos complexos. Os

grupos de autovalores sao caracterizados da seguinte maneira:

e Ae€o.seRe(A) <0
« A€ o;se Re(A) >0

e A€ o.seRe(A)=0.

Em que o subespaco gerado pelo autovetores v;, cujos os auto valores pertencem a o, ¢
denominado subespago estdvel. Isto é, o conjunto gerado por [vy,va,...,v,, |, denotado por
span{vy,va, ..., v, } formam os subespaco estavel. O subespago gerado pelos autovetores
u; correspondentes aos autovalores contidos em o; ¢ o chamado de subespaco instavel,ou seja,
E? = span{uj,uy, ... u, } e o subespago gerados pelos autovetores w; que correspondem
aos autovalores em o, é o subespaco central, isto é, E° = span{wy,wa, ... ,w,_}. Os nimeros
n;, Ne € n. correspondem a dimensao de cada um destes subespagos e sua soma ¢é igual
a dimensao n do sistema dinamico, Na Figura 7 mostramos alguns casos de subespacos

estdveis e instaveis para diferentes autovalores A.

E*

L, s
7// A

' B

E*

{c) {d') J
|'

Ve

- ;
& f

Figura 7 — Alguns casos de subespacos estaveis e instaveis e suas respectivas orbitas: (a) Dimenséao
n=2,comn;=ne=1en.=0;(b)n=3, comn; =1, n.=2en.=0em que o
subespaco estavel corresponde a dois autovalores reais; (¢) n = 3, com n; = 1, n, = 2
e n. = 0 em que o subespago estavel corresponde a um par de autovalores em que
um é complexo conjugado do outro; (d) n =3, com n; =2, n, =2 e n. =0 em que
o subespaco instavel corresponde a um par de autovalores em que um é complexo
conjugado do outro. Figura retirada de [2] com adaptagdes.
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*

Ainda podemos definir o espaco tangente T'X ao ponto x* como sendo a soma

direta dos subespacos E¢, E' e E°, isto é
TX =E°® E' @ E-. (2.9)

Ou seja o espago tangente pode ser decomposto nestes trés subespacos e possui dimensao

n =nf +n' 4+ nc.

2.4 Variedades

Uma variedade, no contexto de sistemas dinamicos, é definida como sendo um
conjunto de pontos S do espaco de fase se a condicao inicial (x(0) € S e o estado x(t)
também pertence a S para um |t| < t; com ty > 0, se isto vale para t; — oo, entao
S é uma variedade invariante [14]. Podemos associar os subespagos definidos a partir
dos autovalores da jacobiana a variedades do espaco fase de acordo com o teorema das
variedades estdveis [42] 2. Este teorema diz que, para cada ponto fixo hiperbélico z* existe
uma variedade estavel local W (z*) suave de dimensao n. e tangente a E° no ponto fixo
r*. Existe também uma variedade instdvel local W} (z*) suave de dimensao n;, tangente
ao subespaco E' no ponto fixo z*. A variedade invariante local estdvel é definida como
[42]:

Wi (2") ={x € S|f(x) = 2" com t — o0, e f(z) € S paratodo t > 0}. (2.10)

Isto nos diz que a variedade estavel local de um ponto fixo z* corresponde ao conjunto
dos pontos, tais que as trajetorias convergem para o ponto x* quando t — 0o, ou seja, a
evolucao ¢ feita para frente no tempo. De maneira semelhante, a variedade invariante local

instavel é definida como:
Wi (z*) ={z € S|f(z) = 2" com t = —o0, e f(x) € S paratodo t < 0}. (2.11)

Neste caso, a variedade instavel local de um ponto fixo z* corresponde ao conjunto de
pontos, tais que as trajetérias convergem para z* quando t — —oo, esta é feita para tras

no tempo.

A uniao de todas as variedades locais estaveis é chamada de variedade estavel
global, e a uniao das variedades locais instavel ¢ denominada a variedade global instavel

[42],e sao definidas, respectivamente, da seguinte forma:

We(2®) = U f(Wi(27)s 1), (2.12)
Wia") = U f(Wie(a™); ). (2.13)

2 Alguns autores chamam este teorema de teorema das variedades hiperbdlicas como na ref. [14]
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Também existe uma variedade central local associada e tangente ao subespaco E°
porém nao é necessariamente tnica. Na figura 8 esbogamos como as variedades estavel e
instavel se comportam préxima a um ponto fixo. A existéncia de cruzamentos entre as
variedades é responsavel pela dinamica complexa de sistemas nao lineares, os cruzamentos
entre variedades associadas ao mesmo ponto fixo sao denominados de cruzamentos homo-
clinicos, e os cruzamentos de variedades associadas a diferentes pontos fixos sdo chamados

de cruzamentos heteroclinicos.

Figura 8 — Variedades em um ponto de sela z* associadas aos subespagos estaveis e instaveis
para um sistema nao linear bidimensional.
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3 EXPOENTES E VETORES DE LYAPU-
NOV

3.1 Expoentes de Lyapunov

A definigao de expoente de Lyapunov (EL) surge quando é analisada a estabilidade
das trajetorias de um sistema dinamico genérico, da mesma maneira em que foi mostrado
no capitulo anterior. Todavia, estamos interessados na taxa de crescimento da perturbagao
0x que nos dara a informacao de quanto orbitas muito préximas divergem uma das outras

ap6s um determinado tempo.

Vamos considerar por simplicidade um sistema dindmico discreto (um mapa), em

que a evolucao da perturbacao é
5Xk+1 = Jkéxk (31)

A matriz J é a Jacobiana, o estado em um tempo discreto k da perturbacao é dada através

das sucessivas iteragoes do mapa linear

6Xk = Jk;_le_QJk_g Ce J05X0
j=k—1

= H JjéX(), (32)
=0

onde o produto das matrizes jacobianas pode ser definido como uma outra matriz, My =
ng’g* J;', que evolui a perturbagao inicial num tempo j = 0 para um tempo final j = k.
Aqui se faz necessario dizer que cada ponto do espaco de fase pode ser associado a um
espago tangente e o expoente de Lyapunov esta diretamente associado a expansao (ou
contragao) dos vetores que formam este espaco durante a evolugao temporal. Podemos
definir os ELs da seguinte maneira: Para qualquer perturbacao inicial dxy que evolui
exponencialmente no tempo, o EL ¢é definido como o logaritmo da taxa de expansao para

tempos suficientemente grandes

1 |IMdxo L 1 [ 0x|
A\, = lim =1 = lim —1 , 3.3
BT ool R o 33
em que ¢ = 1,2,...,n sendo n a dimensao do sistema e A\, > \,_1 > \,,_ o = --- > A\{. Por

exemplo, para o caso tridimensional teremos n = 3 ELs. O conjunto de todos os ELs ¢é

chamado de espectro de Lyapunov.

1 Para o caso onde a evolugdo é continua a esta matriz é definida como M(t) = exp ([~ dt’ J(F.t"))
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Para o caso no qual sistema é unidimensional, a jacobiana se reduz a derivada

f'(x). Neste caso temos apenas um EL e a eq. 3.3 torna-se
1 k—1
N o _ /
A—Jirgok;)ln|f(m)|. (3.4)

Na Figura 9 ilustramos o comportamento do EL para o mapa quadratico para diferentes
valores de a. Percebe-se que para érbitas periédicas o EL é sempre menor que zero (A < 0).
Nas regices onde ocorrem bifurcagoes, onde ocorre um dobramento de periodo, o EL é
igual a zero (A = 0). Nas regioes onde o EL ¢ positivo temos a regidao de instabilidade das

orbitas e se 0 movimento for nao periddico dizemos que a regidao ¢ cadtica.

05—

0.5

0.5

Figura 9 — EL (vermelho) para o mapa quadréatico com diferentes valores de a em comparacio
ao diagrama de bifurcagoes(cinza)

Outra definicao para o espectro de Lyapunov é obtida através do teorema ergotico

multiplicativo de Oseledets [43][44]. Este teorema nos diz que se a matriz
1
P = lim [M(M])]* (3.5)
k—o0

existe neste limite, e seus autovalores sao A,, > A,,_1 > A,,_o > --- > Ay. Entao o espectro

de Lyapunov é definido a partir do logaritmo destes autovalores

O teorema de Oseledets garante que o espectro de Lyapunov sera o mesmo para qualquer
condicao inicial uma vez que as escolhemos dentro do dominio ergdtico do sistema [45].
A razao de definirmos o espectro de Lyapunov via o teorema de Oseledets é que ele se

mostra essencial para a definicao formal dos vetores covariantes de Lyapunov.
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3.2 \Vetores de Gram-Schimitd

O calculo do espectro de Lyapunov para dimensoes maiores que n = 1 é feita
através da evolucao das equacoes linearizadas de movimento do sistema de interesse, que é
0 mesmo que evoluir a perturbagao. Como as equacgoes linearizadas dependem dos valores

da trajetéria em cada tempo também precisamos evoluir as equagoes nao lineares, isto ¢

oxyt L. ox" ozt ... dxy"
: =M | 0, (3.7)

n,1 n,n n,1 n,n
dxy” ... xy dxy™ ... dxg

em que cada coluna da matriz na equagao (3.7) representa um vetor do espago tangente
correspondente a cada ponto da trajetoria do sistema dinamico e por facilidade reescrevemos
como 6x = [6x!|dx?|. .. |0x"]. Um problema em efetuar a evolugao da perturbagao conforme
a eq. (3.7) é que em um sistema cadtico os vetores no espago tangente perdem a sua
orientacao e colapsam na dire¢ao de maior crescimento. Este colapso faz com que os vetores
tornem-se indistinguiveis numericamente [4]. Esta dificuldade é contornada utilizando o
procedimento proposto independentemente por Bennetin [16] e Shimada [15], que consiste
em reortonormalizar os vetores que evoluem a partir do vetor que cresce na direcao
mais instavel, direcdo com maior crescimento, durante as etapas da evolucao temporal. O
procedimento baseia-se em iniciar a dinAmica com n vetores ortogonais Go = [g}|g2] . . . |gh]

e evoluir conforme

G = M;.Gy. (3.8)

A equacio (3.8) que leva a matriz ortogonal Gy a matriz Gy nio ortogonal, entdo a cada
passo da dindmica ortogonalizamos através da decomposicao QR, que decompde uma
matriz nao ortogonal em um produto de uma matriz ortogonal por uma matriz triangular

superior, desta maneira

G = GiRy, (3.9)

em que Gy, é construido pela processo de ortogonalizacao de Gram-Schimitd (OGS) a partir
do primeiro vetor. Daqui em diante chamaremos o vetores g™ de vetores de Gram-Schimitd

(VGS). O primeiro vetor é o obtido pela normalizacao de gi

~1
1 g

8k = T2 (3.10)
18l
os demais sao construidos da seguinte maneira [46, 47]
' 57 _ NI lgi 5T\ i
gl = 8k i=1(85:81) 8k (3.11)

&) — S (gh.&l) gl



Capitulo 3. Fxpoentes e vetores de Lyapunov 30

em que (g,gl) = &;; onde d;; é o delta de Kronecker 2, isso quer dizer que sempre VGSs

destintos sao ortogonais. Ja a matriz Ry é dada por

(2181 (2187 (24.81)
2 ~92 2 =3
R, — (g%.E%) <g1§agk> (3.12)
ko

0 0 (g

Y
W
T

Esta matriz contem a informacéao obtida pela ortogonalizacio da matriz Gy, em particular
os elementos diagonais de [Ry]; , = 7, representam a taxa de crescimento local ao longo do
tempo k dos VGSs. Desta forma podemos redefinir o espectro de Lyapunov (3.3) através

da média temporal do logaritmo destes termos diagonais
1 & :

Podemos ilustrar este procedimento a partir de um mapa bidimensional. Utilizare-
mos o mapa de Hénon que foi proposto através de uma simplificacao da se¢ao de Poincaré

para o sistema de Lorenz, as equagoes para 0 mapa sao

2
$k+1 = 1—(lxk+yk7

Cuja a matriz Jacobiana é dada por

—2aa:k 1
Ji = . 3.15
k [ ; O] (3.15)

Utilizando os parametros a = 0,3 e b = 1,4, ap6s 400 iteragoes e efetuando o processo de
OGS a cada passo discreto encontramos os expoentes \; = 0,59 e Ay = —2,33. A Figura

10 mostra a evolugao temporal de A\ e Ay até a estabilizacdo em um limite assintético.

0 100 200 300 400

Figura 10 — Estabilizacao dos dois expoentes de Lyapunov para o mapa de Henon

2 Para i = j, 0;; = 1 e para i # j, 0;; =0
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3.3 Decomposicao de Oseledets

Como na Ref. [3] vamos reformular o teorema de Oseleteds de modo a definir uma

dindmica para frente no tempo e outra para tras no tempo, desta maneira introduzimos as

matrizes )

=t : - T

= = llgl:noo 2l In [(Mk,l) Mk,l] R (316)
em que o simbolo “+”indica evolugao crescente no tempo (para frente) e “—" a evolugao de

um tempo maior para um menor (para tras). Ambas as matrizes 2 sdo estacionarias neste

k=0

Figura 11 — Representacdo esquematica da agao do matrizes simétricas MlTk e M ;no espaco
tangente para um tempo discreto k

limite e os autovalores irdo corresponder ao espectro de Lyapunov Ay > Ay > A3 > --- > A\,
que é o mesmo para as duas. Note que, diferente do que definimos na equagao (3.5) ja
tomamos o logaritmo na propia definicdo das matrizes, entao seus autovalores irdo coincidir
com os ELs. Toda via, mesmo que autovalores de ambas as matrizes Ef sejam iguais
seus autovetores diferem e nao sao invariantes sob reversao temporal. Porém, podemos
utiliza-los para construir autoespagos correspondentes a estes autovetores, isto é,(Ufg)jE
que por sua vez geram os chamados subespacos de Oseledets. Estes que sao definidos da
seguinte maneira

(r) = (Ut e e U, (3.17)

(Th) = (U @@ (U)". (3.18)
Uma consequéncia do teorema de Oseledets ¢é a filtragem da dindmica [1, 48]

1 ||M
lim My, |

i e = B e w e (BT (3.19)

ou seja, R* = (T > (M) " o --- o (@) T eR* = ()" D (FZL_l)_ DD (T}) .
Para o caso particular, considerando a dindmica em frente no tempo, para todos os vetores
u que nao fazem parte do subespaco (I’,Zf)Jr o limite da eq. (3.19) é o maior EL A;. Na figura

12 mostramos esquematicamente como ocorre a propriedade de filtragem dos subespacos
de Oseledets.
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(a) (b)

Figura 12 — (a) Subespago (I‘};)i; (b) Subespago (I‘}f)i\ (I‘};)iil
Embora os subespagos de Oseledets nao sejam invariantes sob inversao temporal,
no sentido de que os subespacos formados na dinamica em frente no tempo diferem dos

formados na dinamica reversa. Contudo, é possivel obter um subespaco invariante por

meio da interse¢ao destes dois conjuntos [17, 48, 49], de tal modo

. N+ .

p= () N(Ty (3.20)
Os subespagos 2} sdo chamados de decomposigao de Oseledets, em inglés Oseledets’ splitting.
E decompoem o espago tangente independente da norma escolhida e sao covariantes com a
dinamica. Para um caso particular de um sistema tridimensional com n; =n. =n, =1 os

subespagos €2}, com ¢ = 1,2,3, irao condizer com os subespacos E*, £ e E°. Logo, serao

tangentes as respectivas variedades locais proximas aos pontos fixos.

3.4 \Vetores covariantes de Lyapunov

Vimos que um método eficiente para computar o espectro de Lyapunov se da
através dos vetores de Gram-Schimtd, porem a informacao das diregoes de crescimento é
perdida pelos os sucessivos processos de reortonormalizacao [50].No entanto, para investigar
diretamente as dire¢oes de expansao do espago tangente é preciso encontrar o conjunto
de vetores que sao invariantes sob reversao temporal e covariantes com a dinamica, estes
sdo chamados de vetores covariantes de Lyapunov (VCLs), os mesmo que geram o espago
da decomposi¢ao de oseledets €2;. O conhecimento dos VCLs permite identificar em cada
ponto no espaco de fase um campo vetorial que possui uma interpretacao geométrica, ou
seja, os VCLs identificam a orientacao local das variedades estaveis e instaveis do sistema.
Este fato torna os VCLs primordiais, em certos contextos, para o estudo de sistemas

dindmicos [3].

Por simplicidade vamos considerar que nao ha degenerescéncia entre os expoentes
de Lyapunov e assim ¢é possivel associar a cada expoente um VCL. Embora existam alguns
algoritimos para o calculo dos VCLs [51] aqui vamos utilizar o procedimento de Ginelli e
colaboradores [3] que se baseia em um primeiro momento efetuar a dindmica para frente

no tempo e em seguida a evolugao reversa no tempo nos subespacos correspondentes.
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O algoritimo se baseia no seguinte procedimento. O primeiro passo é efetuar a
dindmica para frente no tempo, que é feita da mesma maneira a qual se obtém os VGSs.
Sabemos que o VGS associado ao maior expoente e Lyapunov é o tinico que aponta para a
direcao mais instavel do espaco de fases de um sistema dinamico, fato que nos diz que
este vetor corresponde ao VCL associado a este expoente de Lyapunov. Também gragas
a propriedade de filtragem dos subespagos de Oseledet [3], o j-ésimo VCL esta contido
no subespaco formado pelos primeiros j VGSs. Desta maneira o principal argumento do
método é que, embora os VGSs nao fornecam as diregoes dos subespagos de Oseledet, eles

formam uma base para os VCLs, isto é
Vi = ch’z)gi. (3.21)
j=1

Em que os coeficientes )
seja, c,(j’z) = (g],v}), com j < i. Outro aspecto que é necessério discutir é a evolugao

sao obtidos a partir do produto interno entre os vetores, ou

temporal dos VCLs, seja os VCLs as colunas da matriz Vi = [vi|vZ]...|v}], que evoluem
de acordo com
Mk,mvm - Vm—l—ka,my (322>

o indice m indica o tempo discreto de partida. Ja Dy ,,, ¢ uma matriz diagonal que contem
a informacgao dos fatores de crescimento local ’y,i = d;;, em que d;; sao os elementos
diagonais da matriz. Para tempos finitos o logaritmo deste fator de crescimento é chamado
de expoente de Lyapunov a tempo finito (ELTF)

_ 1 )
A — 10 % (3.23)

Se tomarmos a média no limite assintético dos ELTF, & — o0, os valores convergem para
os expoentes de Lyapunov usuais. Ainda nos falta determinar os coeficientes da expansao
da eq.(3.21), escrevendo na forma matricial torna-se V,, = C,,G,,. Para isto utilizamos a

eq. (3.21) aplicada em (3.22) que nos resulta em
Gr11kCrmtkDim = My, G, Cpy, (3.24)
agora aplicando as equagoes 3.8 e 3.9, temos
Gtk Cotk D = G Rim Con, (3.25)

que nos leva a

Esta equacao calcula C,, a partir de um estado futuro C,, , ou seja, é a evolucdo em
tempo reverso. A matriz Ry ,, ¢ obtida na evolucao para frente dos VGSs, tendo estas

informagoes em maos estamos apto a computar os VCLs a partir da equagao (3.21). Na
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maioria das analises nao estamos interessados especificamente nos VCLs, mas nos angulos

formado entre eles, que sao definidos por
0 = cos H((vi,v])). (3.27)

Levando em consideragio a ortogonalidade dos VGSs, isto é (gh,g) = 5, ¢ possivel definir
os angulos entres os VCLs apenas através dos elementos da matiz triangular Cy, ,,,, uma
vez que '
vivl) =3 ij e, (3.28)
1=1 m=1
onde 0;; é, novamente, o delta de Kronecker, o que nos leva a reescrever a eq. (3.27) como

. <y
0 =cos™' [ cg’z)c,(f’]) : (3.29)
=1

Este resultado ¢ 1til para quando estamos interessados nos angulos entre os vetores.

3.4.1 Procedimento Numérico

O procedimento numérico é dividido em algumas etapas. A primeira etapa consiste
em fazer a evolucao para frente num tempo transiente para o sistema dinamico e também
evoluir um conjunto de vetores ortonormais (VGSs) no espago tangente aplicando a OGS
em cada iteracao. O numero de passos nesta etapa deve ser o suficiente para que o espago de
fase convergir para o atrator e o vetores ortogonais convergirem para os VGSs. A segunda
etapa consiste na evoluc¢ao para frente no tempo, novamente obtendo os VGSs por meio
das sucessivas decomposicoes QR a cada passo. Nesta etapa, é necessario guardar matrizes
as G, 1 € Ry, para efetuar a dinamica reversa no tempo. também ¢ necessario executar
esta evolucao além do tempo de interesse para que possa servir de tempo transiente na

dindmica reversa.

A terceira etapa inicia a partir de uma condic¢ao inicial para C,,, que deve ser
uma matriz triangular superior e normalizada. Em seguida ¢ efetuada a evolugao transiente
reversa de acordo coma eq. (3.26). A cada iteragao ¢ efetuada a normalizagdo da matriz
Coik- O tempo de evolugao nesta etapa deve ser suficiente para que a matriz C,,

convirja para os reais coeficientes da expansao (3.21).

Ja na quarta etapa calculamos os coeficientes corretos da expansao 3.21, novamente
utilizando a equagao (3.26). Agora guardando os resultados tanto das matrizes C,,
quanto das taxas de expansao dadas através da matriz Dy ,,. Aqui podemos obter os
ELFT S\f’m tomando o logaritmo dos elementos diagonais de Dy ,,. Ainda nesta etapa
estamos aptos a encontrar os VCLs ja alinhados nas dire¢des do subespacos de Oseledets

(ou variedades nas regides de pontos fixos) por meio da eq. (3.21).

Na situacao em que queremos calcular apenas os angulos entre VCLs nao neces-

sitamos guardar as matrizes Gy, nas etapas anteriores uma vez que a eq. (3.29) é valida.
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Uma prova matematica formal sobre a convergéncia dos VCLs para as regioes estaveis e
instaveis do espago tangente obtidas pelo algoritimo de Ginneli pode ser encontrada em
[52].

3.5 Exemplos Numéricos

Nesta secao iremos apresentar alguns exemplos numéricos da utilizagao dos angulos
entre VCLs para sistemas de baixa dimensionalidade. Primeiramente para o teste de caos
hiperbdlico no mapa bidimensional de Hénon. Em seguida mostraremos a capacidade de
antecipacao de picos com grande amplitude para o sistema de Lorenz e também para o

oscilador de Rossler

3.5.1 Mapa de Henén

Os sistemas mais simples para o calculo de angulos entres os VCLs sao os mapas
bidimensionais, pois possuem apenas dois VCLs. Este tipo de analise é interessante pois o
pode utilizado para caracterizacdo de caos hiperbélico como nas Referencias [19, 50, 53].
Aqui ilustraremos o procedimento para mapa de Hénon da equagao (3.14), utilizando

a=1,4eb=0,3, encontramos os vetores v e v? e calculamos angulo entre as variedades

’ 2
mostra o atrator de Hénon e os respectivo angulos entres as dire¢oes das variedades estaveis

da seguinte maneira 615 = cos™(|(v*,v?)|) que pertence ao intervalo [O “]. A figura (13)

e instaveis. Notamos que para a regiao onde as flechas apontam que existem tangéncia
entre as variedades, ou seja, o angulo entre os VCLs é zero indicando, a nao hiperbolicidade
nesta regiao. Também na figura 13 (b) temos a distribuigao dos dngulos entre as variedades

em toda a dinamica.

T T w2

04~ _ -

0,2

P(8;y)

w4

-0,2 -

04 F

Figura 13 — (a) Atrator de Hénon e em cores os angulos entres as variedades estével e instével.
As flechas indicam onde exitem tangéncias entre as variedades; (b) Distribui¢ao dos
angulos entre as variedades.
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3.5.2 Prognostico em sistemas cadticos

Aqui revisitamos alguns resultados praticos da utilizacao dos VCL para antecipagao
de picos com grandes amplitudes em séries temporais de sistemas cadticos. O método
proposto Beims e Gallas em [22, 21] que se baseia no alinhamento entre os VCLs. O
primeiro sistema que analisamos foi o sistema de Lorenz [54] descrito pelo conjunto de

equagoes

r = o(y—ux)
y = —xz+pr—y (3.30)
Z = xy— Pz

Integramos e eq.(3.31) utilizando método Runge-Kutta de quarta ordem [55] utilizando os
pardmetros 0 = 10, p = 28 e § = 8/3. Evoluimos tanto as equagdes nao lineares como as
equacoes linearizadas do espago tangente, com um passo h = 0,01. Também descartamos
um tempo transiente de 107 passos tanto na dindmica para frente no tempo quanto para
dindmica reversa e salvamos os posteriores 10* passos de integracdo e calculamos os VCLs
e também os respectivos angulos entre eles. Na Figura 14 mostramos a série temporal da
variavel z(t) em pontos e o cdigo de cores se refere ao Angulo 6,5, entre a variedade instavel
e a variedade central (fluro). Ainda em preto mostramos a serie temporal da derivada do
angulo formado pelo dois primeiros VCL 015. E possivel notar que para os maiores picos
em x o Angulo 5 é sempre 0 radianos ou 7 radianos, indicando o alinhamento dos VCLs.
Também é notavel que antecipadamente aos picos de grande amplitude surge um pico na
série temporal de 615 que indica o cardter preditivo desta quantidade. J& na Figura 15 (a)
mostramos o espaco de fase para o sistema de Lorenz e em cores o Angulo ;5 a fim de
mostrar a estrutura local destes angulo. Na Figura 15 (b) mostramos em cores a derivada

015 percebemos que quando x se aproxima dos extremos o valor de 6,5 torna-se 0.

O segundo exemplo trata do oscilador de Rossler que descrito pelo conjunto de

equacao adimensionais

T = —yY—z
y = r+ay (3.31)
2 = br+z(x—oc

com a = 0,38, b = 0,3 e ¢ = 4,82 o sistema de Rossler ¢ um bom candidato para a
validacao do método uma vez que a variavel z apresenta picos de grandes amplitudes.
Para este sistema em especificamente as encontramos melhores propriedades preditivas
do alinhamento entre os VCLs analisando o angulo entre as variedades central e estavel.
Na Figura 16 mostramos a serie temporal da variavel z em cinza, em azul esta a série
temporal do valor negativo da derivada do angulo, —|923|, para uma melhor visualizacao.

Ainda na Figura 16 vemos que os picos da série temporal —|923] antecedem os picos da
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Figura 14 — Em cores temos a série temporal da variavel x para sistema de Lorenz eq. 3.31, em
que as cores indicam o Angulo entre a variedade instavel e a variedade central, em
preto a serie temporal da derivada do Angulo 5 em relacio ao tempo.
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Figura 15 — (a) Atrator de Lorenz e perfil espacial dos dngulos entre a variedade instével e central
ao longo da trajetéria no espago fase; (b) perfil de 612 ao longo da trajetéria no
espaco de fase.

variavel z e as barras vermelhas indicam o tempo de predi¢ao para estes picos. Também
tracamos o perfil do #53 ao longo do atrator com a finalidade de mostrar a regiao no espaco

de fase na qual ocorre o alinhamento entre as variedades.
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760 765

t(u.a)

Figura 16 — Serie temporal da variavel z para o oscilador de Réssler em preto, em azul esta a

série temporal de—|6a3| e as barra vermelhas indicam o tempo de antecipagao dos
picos em z.
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Figura 17 — Atrator de Rossler e perfil espacial dos

angulos entre a variedade estavel e central
ao longo da trajetdria no espago fase.



39

4 VETORES COVARIANTES DE LYAPU-
NOV EM SISTEMAS ESPACIALMENTE
ESTENDIDOS

4.1 Rede de mapas acoplados

As redes de mapas acoplados (RMA) sao modelos simples de sistemas dindmicos
espacialmente estendidos por terem tanto tempo quanto espaco discretizados. Entretanto
ainda sim possuem uma rica dinamica que nos auxilia no entendimento de sistemas
com muitos graus de liberdade. Esta abordagem foi introduzida em [25, 26, 56, 57] para
expandir as propriedades de caos temporal para os dominios espaciais e ser utilizada como
“toy-model"! para o estudo do caos espaco-temporal. Entretanto as RMAs se mostraram
uteis na modelagem de varios fenomenos naturais, por exemplo na descricao da convexao
de calor [27], dindmica da formacao de nuvens‘[28], modelos ecolégicos[29] e na simulagao
de neurénios [30]. Aqui utilizamos a abordagem de Kaneko [25] para estudar os VCLs em

sistemas com alta dimensionalidade.
Utilizamos uma rede de mapas com acoplamento difusivo, ou seja , apenas os
primeiros vizinhos estao conectados e é descrito pela equacao

zhq = (1—e)f(z}) + g {f(;g;g—l) + f(xz‘f'l)} . (4.1)

Em que e é o parametro de acoplamento, em todas as nossas andlises utilizaremos para

dindmica local f(z) mapas quadraticos, isto é
f(z) =1— az”. (4.2)

Dependendo da combinagao entre os parametros a dos mapas e do parametro acoplamento
e da equagdo podemos obter uma grande diversidade de padrdes espago-temporais. Sendo
que, umas das principais caracteristica de uma RMA é a de que quando escolhemos
um parametro a para o qual a dindmica temporal de um tnico mapa ¢é peridédica esta
periodicidade se estende espacialmente. Exemplificaremos para o caso em que a = 1,33,
regiao de periodo-4 temporal, isto pode visto no diagrama de bifurcacao deste mapa na
Figura (4). Na Figura 18 (a) mostramos como a periodicidade temporal se estende para
a rede espacial, neste caso utilizamos e = 0,1 e uma rede com 100 mapas. Isto é feito

plotando, apds 1000 iteragoes, a sobreposicao das amplitudes nos proximos k& = 50 tempos

1 Toy model é um modelo matematico simplista, com muitos detalhes removidos, utilizado para explicar

um mecanismo de forma concisa.
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de iteracao. Dizemos que o periodo é espacial pois é possivel perceber que espacialmente a
maioria dos sitios possuem nao mais que 4 valores de amplitude destintos. Ainda servindo-
se da Figura 18 (a) vamos introduzir a nomenclatura de kinks que sdo as quedas abruptas
na amplitude de z; e os anti-kinks que dizem respeito as ascensoes abruptas da amplitude.
As regioes fechadas sdo chamadas de dominios. Em todos os casos que apresentaremos

aqui utilizamos as mesmas condic¢oes inicias, sendo elas
xh = 0,5+ 0,4sen (27r(z—n)> . (4.3)

n

Um dos méritos desta RMA é o de reproduzir qualitativamente algumas classes
de padroes espago-temporais. A maioria delas foram classificadas na Ref.[25], em um
primeiro momentos nossas analises se basearam nestes padroes. Iniciaremos pelo chamado
Padrao aleatorio estdatico que formado com o aumento do parametro nao linear a, saindo
da regiao periédica individual de cada mapa. Precisamente este padrao se manifesta com
a =148 e e = 0,1 e mostrado na Figura 18 (b). Pode-se notar que periodos aleatérios
surgem formando dominios irregulares de varios, entretendo estes nao se movimentam

espacialmente na rede e por isso recebe o nome de padrao estatico.
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Figura 18 — Sobreposicao de 50 tempos diferentes de iteracdo para amplitude espacial de uma
RMA de mapas quadraticos com n = 100: (a) padrao periédico com a = 1,33 e
e =0,3; (b) Padrao aleatério estéatico com a = 1,48 e e = 0,1.

A medida que aumentamos o valor do parametro a para a = 1,72 as fronteiras dos
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dominios comecam a se mover criando dominios menores porém mais regulares. Este padrao
¢ chamado de padrao selecionado e supressao do caos, visualmente podemos dizer que o
comportamento cadtico é suprimido, como mostramos na Figura 19 (a). Para a = 1,85 e
e = 0,1 é possivel perceber algumas regides irregulares com maior amplitude, destacado
na Figura 19 (b), estas regides sao chamadas de defeitos. Neste caso os defeitos movem-se
espacialmente durante a evoluc¢ao temporal e quando se encontram aniquilam-se. Podemos
visualizar a dindmica do defeito construindo um diagrama espago-temporal binario. Sendo
2* um ponto fixo instavel de um tinico mapa, se 332 for maior que x* pintamos um ponto
de preto, caso contrario deixamos em branco. Este digrama ¢ mostrado na Figura 20 ¢
perceptivel que os defeitos se propagam como um ruido aleatério e desaparecem quando

se encontram, este padrao é chamado de defeito browniano.
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Figura 19 — Sob: reposi¢ao de 50 tempos diferentes de iteracdo para amplitude espacial de uma
RMA de mapas quadraticos com n = 100: (a) supressao de caos com a = 1,72 e
e =0,1; (e) defeito browniano com a = 1,85 e e = 0,1.

Agora aumentando o valor do acoplamento para e = 0, com a = 1,68 induzimos
bursts intermitentes em algumas regides tipicamente estacionarias. A Figura 21(a) apresenta

(19

este caso em que encontramos dominios “‘mais'regulares o os dominios intermitentes, este
comportamento ¢ denominado de competicao de padroes. Por ultimo temos o chamado Caos
desenvolvido utilizando a = 1,95 e e = 0,1. Uma vez que estamos usando o acoplamento
difusivo o parametro e tende a levar o sistema ao equilibrio mas como a dinamica local

¢ modelada por um mapa caodtico tende a ocorrer uma competicao entre estes dois
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Figura 20 — Diagrama espago-temporal binario, com z* ~ 0,51 , para uma RMA de n = 100

mapas com pardmetros a = 1,85 e 0,1 (defeito browniano), com tempo discreto de
iteragoes de k = 16000 até 24000 em que os pontos sdo plotados a cada 50 iteragoes.

comportamentos porém para valores altos de a o comportamento cadtico é dominante,
como mostrado na Figura 21(b).
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Figura 21 — Sobreposicao de 50 tempos diferentes de iteracdo para amplitude espacial de uma

RMA de mapas quadraticos com n = 100: (a) Competicido de padroes com 1,68 e
e = 0,3;(b) Caos desenvolvido com valore de a = 1,94 e e = 0,1.
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4.1.1 Angulo médio entre os VCL

Nesta secao aplicamos o procedimento numérico definido na sec¢ao 3.4.1 para calcular
a média dos angulos entre VCLs para os casos apresentados na se¢ao anterior para as
RMAs. Foram usadas aqui RMAs com n = 300 para obter uma melhor resolucao das
figuras. Para primeira etapa da evolucao em frente no tempo transiente utilizamos 5.10°
iteragoes. Em seguida, na segunda etapa da evolucao em frente no tempo, efetuamos
5.10* + 5.10%, salvando as matrizes que sdo produto do procedimento de OGS. As ultimas
5.10% iteracoes desta etapa sao deixadas para serem utilizadas como transiente para a
dindmica reversa no tempo. A terceira etapa é o inicio da dindmica reversa no tempo em
que deixamos as 5.10% iteracoes como transiente a fim que os coeficientes da expansao do
VCLs convirjam para seus reais valores. Por ultimo efetuamos as 5.10% iteracoes restantes
ja calculando o dngulo entres todos os pares arbitrarios dos VCLs conforme a eq. (3.29).

Em seguida obtemos a média temporal entre os angulos, conforme
A LA
(09) = - > 03 (4.4)
m=1

Na figura 22 (a) mostramos a média entre os angulos absolutos de pares arbitrarios
de VCLs i e j para o padrao aleatério estatico de uma RMA de 300 mapas quadraticos
com a = 1,48 e e = 0,1. Os elementos diagonais da figura representam o angulo entre um
vetor com ele mesmo, que obviamente resulta em zero. Os pares que estao mais proximos a
diagonal apresentam uma menor média o que pode indicar que entre estes pares os angulos
podem assumir um intervalo maior de valores. A medida que a um afastamento entre os
VCLs o valor médio se aproxima cada vez mais de 7/2 que indica ortogonalidade entre

eles.

Para o caso de supressao de caos, o valor médio dos angulos entre os VCLs é
apresentado na Figura 22 (b). Neste caso é perceptivel algumas regioes circulares (azul
escuro) entre os primeiros VLCs préximos a diagonal de menor valor. Também a uma
regiao quadrada bem delimitada em ciano aproximadamente em j = ¢ = 175 em que
pequenas regidoes que apresentam pontos pretos indicando dngulos médios em 7/2. Ap6s
esta regiao quadrada os valores médios se aproximam cada vez mais de /2. Para o defeito
browniano, Figura 22 (c¢), vemos a formagao de uma estrutura em formato de “pipa” com
uma fronteira em preto seguida de uma nova regiao em ciano. Ja na Figura 22 (d), que
diz respeito aa competicao de padroes temos uma regiao em ciano esparsa,porém para os
VCLs mais afastados a ortogonalidade se mantém. O ultimo caso é o do caos desenvolvido
em que novamente a estrutura em ciano com formato de “pipa”, mostrada na Figura 22

(e) porém mais alongada em comparacgao ao coso do defeito browniano.
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Figura 22 — Média temporal dos dngulos entre VCLs: (a) Padrao aleatério estético com a = 1,48
e e = 0,1; (b) Supressao do caos, com a = 1,72 e e = 0,1; (c)Defeito browniano, com
a=185ee=0,1; (d) Competicao de padroes, com a = 1,68 e e = 0,3; (e) Caos

desenvolvido a = 1,94 e e = 0,1.

4.1.2 Espectro de Lyapunov dominancia da decomposicdo de Oseledets

Nesta se¢ao calculamos o espectro de Lyapunov para os casos apresentados anteri-

ormente. O calculo foi feito em duas etapas primeiramente através dos VGSs na dinamica

para frente no tempo e também utilizando o fator de crescimento dos VCLs obtidos na

dinamica reversa, ou seja, através do limite assintotico dos ELTF. E importante deixar

claro que os ELs obtidos na dinamica reversao nos da a taxa de contracao do espago de fase,

entao em magnitude sdo iguais porém diferem no sinal. Em nossos resultados mostraremos

os espectro calculado a partir da dindmica reversa multiplicado por um fator—1. Fazemos

isto para mostrar que o espectro de Lyapunov calculado a partir da dindmica reversa ¢é
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mesmo calculado para frente no tempo a menos de um sinal .

Os Resultados obtidos para o espectro de Lyapunov estdo mostrados na Figura
23. Comparando os dois primeiros casos da Figura 23, (a) padrao aleatério estético, com
(b) padrao de supressao de caos, podemos notar que apesar do valor que controla a nao
linearidade a ser maior para o segundo caso existe um comportamento emergente ordenado
que é comprovado pela existéncia de um menor nimero de ELs positivos. Na Figura 23(c)
temos o espectro de Lyapunov para o caso de competigao de padroes e na Figura 23(d)
para o defeito browniano. Na ref. [25] foi mostrado que numero de defeitos para esta
situagao, de defeito browniano, é proporcional ao nimero de ELs positivos. Por ultimo,
na Figura 23(e), temos caos totalmente desenvolvido e como era de se esperar existe um

numero maior de ELs positivos.

Um quantificador que ajuda a classificar os VCLs proposto por Takeuchi e colabora-
dores em [58] é a chamado de Dominancia da Decomposicao de Oseledets (DDO)?, que nos
da informagao do isolamento dos subespagos de Oseledets devido ao ordenamento das taxas
locais de expansao. Dizemos que existe uma dominancia na decomposicao dos espacos de
Oseledets, ou VCLs, se para i > j a relagio \;(t) > \;(t) entre os ELTF se cumpre. Esta
quantidade é significante uma vez que foi provado matematicamente em [59, 60] que a

DDO implica na auséncia de tangéncias entre os VCLs. A DDO ¢ quantificada a partir de

AN () = Ni(t) — N (1). (4.5)
Nos calculamos o nimero de vezes que ocorre a violagao da DDO em um determinado

tempo através da expressao, conforme [58; 24]

A fungao O(x) é a funcao degrau, definida como

@(x):{(l) iig (4.7)

Os brakets na eq. (4.6) indicam a média temporal, uma vez que v;; = 1 significa que ocorre
a violagao da DDO em todos os tempos entre os subespagos indexados por i e 7. Caso
v;; = 0 nenhuma violacao de DDO ocorre no tempo calculado. Calculamos esta densidade
de violagao da DDO para os padroes anteriormente citados como mostra a Figura 24.
Enfatizando que para o calculo de v;; utilizamos o mesmo nimero de mapas e 0s mesmos

tempos de iteracoes de quando calculamos a média dos angulos entre os VCLs.

E possivel perceber a relacéo da violacdo da DDO com o espectro de Lyapunov. Por
exemplo comparando a Figura 24 (a) com a Figura 23 (a), para o padrao aleatério estatico.

Nota-se que a quebra qualitativa no espectro acontece na mesma regiao em a violagao da

2 O nome original em inglés é Domination of Oseledets Splitting com a sigla DOS.
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DDO comega a diminuir. Aproximadamente a partir de ¢ ~ 225 a7~ 300e j ~ 0 a j ~ 150,
a regiao em preto indica que nao ha violacao da DDO. No comportamento de supressao de
caos a violagdo da DDO mostrada na Figura 24 (b). Onde ha um decaimento moderado
na violagao a partir do indice i = 250. Na Figura 24 (c) a violagdo DDO prevalece na
maioria da regiao, no sentido nao haver regioes de violagao nula. Acreditamos que este
comportamento acontece pois os ELs estao muito proximos uns dos outros no espectro. No
proximo caso, o da competicao de padroes, onde existe uma quebra significativa espectro
de Lyapunov mostrado na Figura 23 (d) em ¢ ~ 200. A Figura 24 (d) mostra uma regiao
grande onde a violagdo da DDO ¢é nula a partir deste indice exceto pela regidao préxima a
diagonal da figura. Para o caos desenvolvido os valores dos ELs também estao proximos e

a violagdo da DDO também prevalece, isto é mostrado na Figura 24 (e).
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Figura 23 — Espectro de Lyapunov via dindmica para frente no tempo (vermelho) para traz no
tempo a menos de um fator—1, calculados em um tempo discreto de 5.10* iteracoes
ap6s um transiente de 5.10% iteracdes nas duas dindmicas: (a) Padrdo aleatério
estatico com a = 1,48 e e = 0,1; (b) Supressao do caos, com a = 1,72 e ¢ = 0,1;
(c)Defeito browniano, com a = 1,85 e e = 0,1; (d) Competicdo de padroes, com
a=1,68¢e=0,3; (e) Caos desenvolvido a = 1,94 e e = 0,1.
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Figura 24 — Densidade da violacgdo da DDO para a RMA: (a) Padrao aleatério estético com
a =148 e e = 0,1; (b) Supressdo do caos, com a = 1,72 e e = 0,1; (c)Defeito

browniano, com a = 1,85 e ¢ = 0,1; (d) Competi¢ao de padrdes, com a = 1,68 e
e =0,3; (e) Caos desenvolvido a = 1,94 e e = 0,1.

4.2 Estados Quimera

Um padrao espago-temporal é definido como estado quimera segundo Abrams and
Strogatz [32], quando para um sistema de osciladores idénticos este padrao pode ser divido

em duas estruturas coexistentes. Na primeira encontram-se oscilagoes coerentes e uma
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certa populacao de osciladores esta sincronizada, e a segunda ¢é formada por oscilagoes
incoerentes onde nao ocorre sincronizacao. Os estados quimera ocorrem em varios modelos
de sistemas espacialmente estendidos, equagoes diferenciais parciais, mapas acoplados e
automatos celulares. Entretanto, nosso foco é no estudo dos estados quimera em osciladores
de fase acoplados. Existe algumas condi¢des basicas para observar este comportamento
nestes osciladores [61, 62]: (7) um meio discreto representado por uma numero grande de
osciladores distribuidos espacialmente; (i) o acoplamento entre os elementos da rede deve
ser nao local e também (i) um parametro de defasagem entre os osciladores ou um atraso

no acoplamento.

O sistema que utilizamos é formado por uma rede de osciladores de Kuramoto-

Sagakuchi [63] com acoplamento nao local, dado por

i+R
b(0) == 55 3 sen(6lt) —0s(0) + 0), (4.

com? = 1,2,3...,n sendo os indices de cada oscilador na rede, sendo ¢; e w; respectivamente
a fase e a frequéncia natural do i-ésimo oscilador e a € [0,7] o parAmetro de defasagem.
Diferente da se¢ao anterior em que os mapas eram acoplados apenas aos seus primeiros
vizinhos, agora cada oscilador é acoplado com um raio de R elementos a sua direita e R
a sua esquerda, que é denominado acoplamento nao local. A rede também possui uma
condigao de contorno periddica (anel), isto é, para n osciladores ¢,+; = ¢;, como ilustrado

na Figura (25).

(a)

Figura 25 — (a) Representagao das conexdes de um oscilador (trago azul) com acoplamento nao
local de raio R = 3. (b) Representacao de uma rede da ligagao de 100 osciladores
com acoplamento nao local de raio R = 30.

No sistema Kuramoto-Sagakuchi é possivel identificar trés comportamentos diferen-

tes de interesse que dependem apenas do parametro de defasagem o quando consideramos o
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mesmo nimero de osciladores e raio de acoplamento. Para obtencao destes comportamentos

é também necessario uma boa escolha do estado inicial conforme [32, 64], e é
i(0) = 677; €700 (4.9)

este estado inicial, divide a populacao de osciladores em um ambiente parcialmente coerente
e outro ambiente parcialmente incoerente. Os valores para p; sdo igualmente distribuidos
no intervalo [—7, 7| e n; é um conjunto de nimeros aleatdrios distribuidos uniformemente

no intervalo [—1 1}. Para n = 150 elementos na rede com raio de acoplamento R = 0,30 n,

22
utilizamos o método de Ruge-Kutta de quarta ordem [65, 55] para evolugdo da eq. (4.9),
com passo integracao fixo de h = 0,05, descartando um transiente de 10® unidades de

tempo e computamos por mais 5.10? unidades de tempo.

Primeiramente, com o = 1,37 temos o caso em que ocorre a sincronizagao completa.
Na figura 26(a) mostramos o diagrama espago temporal para este caso, na Figura 26
(b) temos o perfil espacial para a rede para um tempo ¢ = 1200, que mostra que os
osciladores possuem a mesma fase. Para o = 1,47 temos a formacao do estado quimera no
diagrama espago-temporal,como mostra a Figura 26 (c), é nitidamente notavel a separagao
entre as regioes coerente (sincronizada) e incoerente (nao sincronizada) bem como o perfil
espacial para o tempo t = 1200, Figura 26 (d). O ultimo caso é quando nao existe mais
sincronizacao, o = 1,57, percebe-se que as fases estao distribuidas desordenadamente no

perfil espacial da Figura 26 (f) e evoluem de mesmo modo no tempo, como mostra Figura

26 (e).

Para ter uma constatacdo nao apenas grafica da sincronizacao e também com a
finalidade de quantificar o quao sincronizados os osciladores estao, calculamos o parametro
de ordem de Kuramoto que é uma ferramenta de diagnéstico de sincronizacao baseada na
diferenca de fases entre fasores no plano complexo, que sao as mesmas entres os osciladores.
O parametro de ordem de Kuramoto ¢ definido da seguinte maneira [66]:

r(t) = (4.10)

1 3 0
n

em que i é unidade imaginaria e r € [0, 1]. Interpretamos o valor do pardmetro de ordem
da seguinte forma: Se r(t) = 1 retrata a total sincronizagao, se r(t) = 0 significa que nao
existe sincronizacao e valores intermediarios indicam a sincronizacao parcial. A evolugao

do parametro de ordem ¢ exibido para os trés casos anteriores na Figura 27.
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Figura 26 — Diagrama espago-temporal (esquerda) e perfil espacial a (direita) para n = 150
osciladores de Kuramoto-Sakaguchi com acoplamento nao-local e raio de acoplamento
R =0,30n (a) estados sincronizados o = 1,37; (b) Estados quimera a = 1,47; (c)
Estados dessincronizados o = 1,57.

4.2.1 Espectro de Lyapunov

Para os trés comportamentos abordados da rede de osciladores de Kuramoto-
Sakaguchi, computamos o espectro de Lyapunov tanto com a dindmica para frente no
tempo utilizando os VGSs como também para tras no tempo através do limite assintotico
dos ELTFs. Usamos o mesmo artificio de multiplicar o espectro da dindmica reversa por —1.
Para os EL calculados na dindmica para frente no tempo utilizamos o procedimento OGS

conforme a se¢ao 3.2, evoluindo os VGSs a partir da matriz Jacobiana cujo os elementos
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Figura 27 — Evolugao do pardmetro de ordem de Kuramoto r(¢) para os osciladores de Kuramoto-
Sakaguchi para os casos: (i) a = 1,37 sincronizado (ciano) o pardmetro se mantém
contante e igual a 1,0 indicando a total sincronizacdo; (ii) o = 1,47 quimera
(verde) onde existe o pardmetro de ordem oscila indicando sincronizagao parcial;
(#7) o = 1,57 incoerente (roxo) como esperado para este caso o pardmetro de ordem
é sempre menor do que 0s casos % € ii.

sao dados pela equacao

(_1)§i,j i+R
T Z cos (¢; — ¢k + ) 0; jr, (4.11)

k=i—R

Jij =

em que 0,,, ¢ o delta de Kronecker. E as equagoes linearizadas sao escritas como 9 CI’(t) =
Jo®. Para uma rede de 150 osciladores temos 22500 equagoes linearizadas, novamente
utilizamos o método de Runge-Kutta de quarta ordem para integragao numérica com
3 - 10* passos ap6s descartar 2 - 10* passos transientes, o tamanho do passo é de h = 0,05.
No caso do espectro de Lyapunov para a dindmica reversa no tempo procedemos conforme

a secao 3.4.

O espectro de Lyapunov na Figura 28(a) refere-se a situacao de sincronizagao. Nota-
se a auséncia de ELs positivos, com \,,., = 0 indicando, como esperado, a estabilidade.
Para o estado quimera, Figura 28(b), o espectro de Lyapunov exibe alguns ELs positivos
que decaem suavemente para um plato de ELs préximos a zero, este é um comportamento
tipico de estados quimera. Na ref. [61] Wolfrum e colaboradores mostraram quanto maior
o numero de osciladores na rede menor ¢ o nimero de ELs positivos, ou seja, os expoentes
positivos convergem para a regiao de plato préximo a zero. Ainda neste mesmo trabalho
[61] foi comprovado, que para o limite termodindmico n — oo ndo exitem ELs positivos e
o numero de ELs que estao no platé em zero sao proporcionais ao niimero de osciladores
incoerentes. E Também o niimero de ELs negativos é proporcional ao niimero de osciladores

sincronizados.

Por ultimo temos o caso de oscilagoes incoerentes, exibido na Figura 28(c). Alguns

ELs positivos sao encontrados mas a grande maioria esta na regiao de platd proxima a zero.
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Sumariamente, nota-se que para a sincronizacao os ELs se encontram em grande maioria
préoximos a um platd negativo. Em estados quimera, o nimero de ELs proximos a zero
é proporcional ao niimero de osciladores nao sincronizados e os negativos correspondem
aos sincronizados. O ultimo caso, onde nao ocorre a sincronizacao todos, os ELs estao

préoximos a zero.

0,1 T T T T 0,1 T T T T
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Figura 28 — Espectros de Lyapunov calculados na evolu¢do dindmica para frente no tempo
(vermelho) e também para tras nos tempo (azul) para os casos: (a) Sincronizado
com a = 1,37 sincronizado, a = 1,37 ; (b) Estado quimera com fase o = 1,47 (¢)
Para fase a = 1,57 nao sincronizado.

4.2.2  Angulo médio entre os VCLs e a violacio da DDO

Nesta se¢ao calculamos o angulo médio entre os VCLs utilizando a defini¢ao (3.29)
com o valor absoluto do produto interno, que nos resulta em angulos no intervalo de
[0, 7/2], uma vez que estamos interessados no alinhamento ou nao dos VCLs. A figura
29(a) mostra a média temporal dos angulo entre todos os pares arbitrarios de VCLs para o
estado sincronizado. Até um certo limite de ¢ e j aproximadamente iguais a 60,0bservamos
pares de vetores mais proximos que possuem em média angulos menores. A regido em

branco indica que estes vetores em média sao sempre tangentes, apos o limite de ¢ = j = 60
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Figura 29 — Média temporal dos angulos entre VLS para os osciladores acoplados: (a) Estados sin-
cronizados com o = 1,37; (b) Estados quimera aw = 1,47; (¢) Estados dessincronizados
a = 1,57.

em média todos os VCLs sao ortogonais, exceto os pares idénticos de que sdo sempre
paralelos entre si. Para o estados quimera, onde angulos médios sao exibidos na Figura
29(b), este limite também é percebido em i ~ 60 e j ~ 155, depois desta regido em média
os VCLs sao ortogonais. Ja a Figura 29(c), que representa a situacao dessincronizada,
possui a mesma estrutura porém ampliada da situagao anterior. O que acontece nesta
situacao é que nao existe um limite que a partir do qual a figura passa exibir apenas

regioes de ortogonalidade.

Os resultados para a densidade de violacdo da DDO apresentam propriedades que
caracterizam bem a diferenca das trés situagoes que investigamos. Na sincronizagao, a nao
ser por pequenas regioes bem especificos, nao ocorre a violagao da DDO, como mostrado
na Figura 30 (a). Aqui encontramos uma ambiguidade em relacao dos nossos resultados e o
que afirmam as referencias [58, 24|, neste dois trabalhos os autores afirmam que a violagao
da DDO nula implica a nao tangéncia entres os VCLs. Se compararmos as Figuras 30 (a)
com 29 (a), pelo resultado da densidade de violagao da DDO as nao tangéncias médias

nao poderiam ocorrer, este resultado continua em investigagao.
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Figura 30 — Violac¢do da DDO para os casos:(a) sincronizado ov = 1,37 néo existe violdao da DDO
na maioria dos pares, exceto por alguns pontos bem especificos; (b) quimera o = 1,47
existem duas regioes onde v;; ¢ maior que corresponde aos modos dessincronizados e
a regiao onde v;; possui valores préximos a zero corresponde aos modos sincronizados;
(c) a = 1,57 dessincronizado nao existe regiao de v;; nula indicando que para esse
caso s exitem modos dessincronizados; (d) Comparagao entre a violagao da DDO
com espectro de Lyapunov para situacdo de quimera, percebe-se a relagdao entre a
mudanc¢a de um modo para o outro.

Agora para o estado de quimera a uma diferenca de entre violacdo da DDO na
regiao de decaimento dos ELs, dividida em duas regioes, a primeira onde a violagao da
DDO é maior que corresponde a regiao do espectro com ELs positivos ou proximos de
zero, e uma regiao onde a violagdo de DDO é minima que diz repeito a parte negativa do
espectro. Esse comportamento é comum em sistemas espacialmente estendidos conforme
[58]. Ainda sobre a ref. [58] os autores separam estas regioes denominando-as da seguinte
maneira, o nimero de modos com maior violagdo da DDO sdo chamados de modos fisicos
e na regiao de pouca violagdo da DDO os modos sao chamados de modos esptrios ou
modos isolados. Outra caracteristicas destes modos é que os VCLs dos modos fisicos se
tangenciam entre eles. J4 os VCLs dos modos espiirios sao ortogonais aos VCLs dos modos

fisicos, e ortogonais aos diferentes VCLs destes modos.
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Também ¢ feita a decomposicao do espaco tangente em um subespaco fisico
composto pelos modos fisicos e o subespago espirio formado pelos modos espurios. Takeuchi
e colaboradores [58] ainda afirmam que os modos fisicos sdo responsaveis por carregar as
informagdes fisicamente relevantes para descrever o sistema [24]e os modos espurios sao
residuais. Porém em nossos resultado o que seriam os modos espurios correspondem as
trajetorias sincronizadas que é uma informagao relevante sobre a trajetoria, e os modos
fisicos correspondem a regiao de nao sincronizacao. Note que nao estamos associando
diretamente os VCLs v; ou os ELs \;, com as fases ¢; dos osciladores. Estamos associando
o comportamento dessincronizado com a regiao dos espectro de Lyapunov préxima de
zero. E o comportamento sincronizado com a regiao negativa do espectro de Lyapunov,

enfatizando que esta associagao ja foi feita na Ref. [61].

Daqui em diante no contexto de estados quimera chamaremos aos modos com
maior violagdo da DDO de modos dessincronizados e parte com violagdo nula de modos

sincronizados. Na figura 30 (c) observamos apenas modos dessincronizados.

4.2.3 Desacoplamento hiperbdlico entre modos

Faremos agora a andlise de como estao distribuidos os angulos entre VCL da se-
guinte maneira, angulo entre VCL das regioes dos modos dessincronizados-dessincronizados,
ou seja, tomaremos VCLs arbitrarios desta regiao e vamos observar como se distribuem os
angulos entre eles. Também vamos proceder desta forma para os modos dessincronizados-
sincronizados e sincronizados-sincronizados. Na Figura 31 (a) sdo mostradas a s distri-
buicoes entre alguns angulos arbitrarios, nota-se que para pares de vetores proximos na
regiao dos modos dessincronizados varrem um nimero maior de angulos entre [0,7], como
exemplo temos a distribuigao de dos angulos (55,57) (rozo escuro) a distribui¢do apresenta
uma maior uniformidade, o mesmo acontece para o par (61,67) (azul claro). Ainda na
regiao do modos dessincronizados calculamos a distribuicao para um par de vetores mais
distantes, (4,40) (rozo) vemos que em média o angulo é /2 mas ainda hd um alargamento
na distribuicdo, entre o par (10,100) com média também igual a 7/2 porém com um
menor desvio. As distribuicoes de angulos entre as regioes de modos dessincronizados e
sincronizados, (35,120) (vermelho), estao bem localizadas em torno de 7/2. No contexto dos
modos sincronizados pares préoximos em média sao ortogonais também com a distribuicao
bem concentrada. Na Figura 31 plotamos o angulo minimo entre todos os pares de VCLs

para observar quando ocorre pelo menos uma tangencia entre os vetores.
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Figura 31 — (a) Distribuigao de frequéncia normalizada de dngulos entre VCL em escala loga-
ritmica no eixo y, detalhes no texto; (b) Angulo minimo entre pares arbitrarios de
VLCs para o estado quimera nos osciladores de Kuramoto-Sakaguchi acoplados.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Revisamos a literatura recente sobre o tema wetores covariantes de Lyapunov
partindo dos métodos propostos em [1, 3] nos quais é introduzido algoritimo dindmico
para a obtencao destes vetores, exemplificamos o caso para um sistema simples, mapa
de Hénon, em que os angulos formado pelos VCL sao capazes de detectar facilmente
propriedades referentes a (nao) hiberbolicidade nesse sistema, uma vez que estao alinhados
as variedades, acusando as regides de tangéncia entre as variedades instavel e estavel.
Também revisitamos alguns resultados presentes em [22, 21| e examinamos o cardcter
preditivo na analise de angulos formados pelos VCLs para o sistema de Lorenz e para o
oscilador de Rossler, em que os resultados mostram que o alinhamento entre os VCLs sao

capazes de antecipar picos de grande amplitude.

No que diz respeito A anélise dos VCLs em sistemas espacialmente estendidos
utilizamos dois modelos que possuem diversos comportamentos de interesse. Primeiro, em
uma rede da mapas acoplados com acoplamento difusivo, calculamos a média temporal
dos angulos formados por todos os pares de VCLs para os padroes definidos em [25],
que em média estao préximos de m/2 porém é possivel observar algumas estruturas de
angulos menores. Ainda para a RMA calculamos densidade de violagdo da DDO conforme
a proposto em [58] e observamos a relagao da nao violagdo com o decaimento do espectro

de Lyapunov.

Para os osciladores de Kuramoto-Sakaguchi analisamos trés comportamentos,
sincronizado, quimera e dessincronizado. No caso onde existe a sincronizagao a uma regiao
onde em média sempre ha tangéncias entre os vetores e um limite que a partir dele os
VCLs sempre sao ortogonais. Entretanto, ha ambiguidade neste resultados pois segundo
as referencias [58, 59, 60] quando existe a DDO, ou seja ela nao é violada, nao existe
tangéncia entre os VCLs. Para estados quimera também procedemos desta mesma forma.
Contudo a densidade de violagdo da DDO revelou duas regioes uma com maior densidade
de violacao referente a de plato de valores proximos a zero do espectro de Lyapunov e
outra para a regiao negativa de menor ou quase nula violagdo da DDO. Esta divisao em
duas regioes em relagao a violagdo da DDO ¢ relatada na literatura como regiao de modos
fisicos e modos esptrios [58], em nosso trabalho, no contexto de estados quimera, tomamos
a liberdade de chamar os modos encontrado de modos dessincronizados e sincronizados.
Mostramos através das distribuicao de angulos entre os VCLs que os vetores da regiao dos
modos sincronizados ¢ sempre ortogonal aos vetores da regiao dos modos dessincronizados

que pode indicar o desacoplamento hiperbodlico entre as duas regioes.
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