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RESUMO

Neste trabalho realizamos um estudo analitico das solu¢gdées de uma equacao diferen-
cial, com o objetivo de obter as informacdes necessérias a respeito de uma determinada
populacédo, sem a necessidade de uma abordagem algébrica, que muitas vezes € in-
viavel devido a sua complexidade, ou até mesmo impossivel de obter. Neste contexto,
utilizamos modelos alguns matematicos ja existentes baseados numa classe especial
de funcodes diferenciais: as equacdes autbnomas. Com o auxilio do software Dfield,
plotamos as curvas que representam as solu¢des da equacéo diferencial do respec-
tivo modelo para diferentes situagdes inciais e fazemos uma analise dos resultados
obtidos. Desta forma podemos realizar interferéncias nos elementos que controlam
uma determinada populacéo a fim de se obter uma situacao de equilibrio na dindmica
populacional da espécie em questdo. Este estudo se justifica pela necessidade, cada
vez mais atual, de controlar alguns aspectos da dindmica populacional de algumas
pragas que prejudicam a agricultura ou até mesmo dizimam florestas e outras areas
essenciais para um meio ambiente saudavel.

Palavras-chaves: Equacgdes Diferenciais, Dinamica Populacional, Plano de Fase.



ABSTRACT

In this work, we carry out an analytical study of the solutions of a differential equation,
with the objective of obtaining the necessary information about a given population, with-
out the need for an algebraic approach, which is often unfeasible due to its complexity,
or even impossible to obtain. In this context, we use some existing mathematical models
based on a special class of differential functions: autonomous equations. With the aid
of the Dfield software, we plot the curves that represent the solutions of the differential
equation of the respective model for different initial situations and make an analysis
of the results obtained. In this way, we can interfere with the elements that control a
given population in order to obtain a balanced situation in the population dynamics of
the species in question. This study is justified by the need, more and more current, to
control some aspects of the population dynamics of some pests that harm agriculture or
even decimate forests and other areas essential for a healthy environment.

Key-words:

Differential Equations, Population Dynamics, Phase Plan .
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1 INTRODUCAO

Desde muito tempo 0 homem tem a necessidade de entender e fazer inter-
vencdes na natureza de modo a se apropriar de seus recursos ou apenas coexistir
com suas mais diversas manifestacdes. Esta necessidade aumenta na medida que a
civilizacao se expande e se confronta com as dificuldades imposta pelo meio. Neste
contexto, a Matematica se faz de extrema necessidade, de modo que o progresso da
humanidade é diretamente proporcional aos avancos feitos nesta ciéncia. Através da
Matematica o homem pode descrever e interpretar o universo a sua volta e também,
por meio dela, pode intervir de maneira eficiente, obtendo maximo proveito de seus
recursos ou até mesmo realizar previsdes de eventos que ameagam sua existéncia.

Ao longo dos anos foram diversas as tentativas de descrever matematicamente
o0 mundo no qual vivemos e a cada tentativa houveram significativas contribuicées ao de-
senvolvimento de uma linguagem precisa e eficiente. Grandes nomes surgiram durante
esta trajetdria e talvez nenhum deles tenha tanta importancia para desenvolvimento
deste trabalho quanto o de Isaac Newton (1643-1727). Com Newton a humanidade
conheceu o célculo diferencial, e por meio do célculo, avangos significativos na inter-
pretacdo matematica do mundo surgiram. E claro que todo conhecimento adquirido por
ele foi devido aos esforcos de muitos que o precederam. Nas palavras do proprio Isaac
Newton "...se enxerguei mais longe, foi porque me apoiei nos ombros de gigantes."

Newton e muitos depois dele tornaram o calculo diferencial uma ferramenta
valiosa, meticulosamente elaborada e extremamente precisa na descricado do nosso
universo cujas leis estdo em grande parte escritas na linguagem matematica. Os
fenébmenos mais interessantes envolvem a variagdo de quantidade e como sabemos a
derivada de uma funcao f pode ser entendida como a taxa na qual a quantidade f(z)
varia em relagdo a uma variavel independente ¢. Dessa forma, o estudo de fenbmenos
que envolvem mudancgas, sao frequentemente descritos por equagdes que envolvem
derivadas, a estas equagcdes chamamos de equagdes diferenciais.

O estudo de equacdes diferenciais se justifica pela vasta aplicagao na mo-
delagem de fendbmenos ambientais, econémicos, fisicos, entre outros. No entanto, a
eficiéncia de um modelo é medida por sua capacidade de representar a realidade e
fazer previsdes. E claro que esta representagdo sera, por maior que seja sua eficiéncia,
apenas uma aproximagao do fenédmeno real.

A teoria das equagdes diferenciais fundamenta modelos matematicos que
traduzem o mundo a nossa volta em termos das variaveis de uma equacgao, cuja
analise nos conduz a interacbes com o meio que vivemos a fim de entendé-lo e
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modifica-lo de acordo com as nossas necessidades. No entanto, essa teoria, apesar
de expressar fendbmenos com certa precisao, tem suas limitagdes e algumas dessas
equacdes sao de dificil resolucdo, enquanto outras, sdo ainda impossiveis de se
resolver algebricamente. Desenvolvemos métodos para encontrar as solugbes de
algumas classes de equacdes diferenciais, mas estas equacdes constituem a minoria
quando comparadas a complexidade na qual o mundo se apresenta.

Felizmente, com o auxilio de ferramentas computacionais podemos realizar um
estudo geométrico das solu¢des de uma equacao diferencial cuja complexidade nao
nos permita encontrar solugdes algébricas. Em alguns casos essas solugdes tornam-se
até mesmo irrelevantes, visto que podemos conhecer seu comportamento geométrico
e através dele obtermos as conclusdes necessarias.

O ponto central desse trabalho é o estudo de modelos matematicos que descre-
vem o comportamento de populacdes de individuos sobre certas condi¢des oferecidas
pelo meio em que habitam ou pela prépria populacédo. Neste contexto, o capitulo 02
se inicia com uma breve classificacao das equacgdes diferenciais, para em seguida, no
capitulo 03, serem apresentados métodos de resolucdo para as equagoes de variaveis
separaveis, equacoes exatas e o métodos do fator integrante para equacées lineares.
No capitulo 4 é realizado um estudo sobre as equagdes autbnomas, que sao equacgoes
diferenciais da forma:

dp
%—f(p)

As demais secoes tratam de variagbes desta equacao que descrevem modelos
para o crescimento de populacdes com fator limitante e sem este fator.A ferramenta
utilizada no estudo destas equacdes € o plano de fase, onde séo plotadas a familia
de solucgdes da respectiva equacao e através de uma andlise do seu comportamento,
de acordo com a variacao dos parametros utilizados no modelo, sdo estabelecidos
0s pontos criticos estaveis em torno do qual a populagéo se estabiliza , ou os pontos
criticos instaveis que sdo aqueles cujas curvas se afastam. E por fim, no capitulo 05 é
realizado um estudo analitico do modelo matematico representado pela equagéao:

2
que modela a dindmica populacional de um tipo especifico de lagarta canadense,
testando este modelo para diferentes parametros e avaliando seus pontos criticos.
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2 EQUACOES DIFERENCIAIS E MODELOS MATEMATICOS

Um modelo matematico consiste em uma equacao que relaciona variaveis que
descrevem um determinado fendmeno, a analise desta equacao nos permite descre-
ver e prever comportamentos do fenémeno estudado, aplicando os conhecimentos
adquiridos na situagao inicial real.

2.0.1 Modelo matematico para ratos do campo e corujas

Considere uma populacao de ratos do campo em uma determinada area rural.
Vamos considerar que na auséncia de predadores essa populacéo de ratos cres¢a a
uma taxa proporcional a populagéo atual, o que se aproxima muito da realidade quando
nao ha fatores restritivos para esse crescimento. Se representarmos a populacéo de
ratos em um periodo de tempo ¢, medido em meses, por p(t), a equagao diferencial
que representa as variagbes ocorridas nessa populacao é

dp

— = kp.
at ~ P
Onde k é a constante de proporcionalidade, geralmente obtida por um estudo da
populacao durante um periodo, onde é feito um controle da variacao da quantidade de
individuos, seja no seu habitat natural ou em ambiente controlado. Supondo que essa
taxa seja k = 0,5. Agora vamos supor que nessa regiao existam corujas que matam,

em meédia 15 ratos por dia. Um modelo matematico que descreve esta situagéo é

% =0, 5p — 450.

Com auxilio desta equacao podemos concluir que, nas condi¢des propostas, a
populacao de ratos se estabiliza em torno de 900 individuos. Podemos inclusive deter-
minar o numero de corujas que devem ser inseridas na regidao para que a populacao de
ratos se estabilize em torno de 400 individuos. Observe que 0 modelo matematico nos
permite estudar as interagdes entre as populac¢des de ratos e corujas e desta forma

realizar as intervencdes necessarias para fins de controle.

E claro que devemos considerar que a situacdo descrita cima é hipotética,
usada com o objetivo de ilustrar um modelo matematico.

2.1 CLASSIFICACAO DE EQUACOES DIFERENCIAIS

As equacdes diferenciais séo classificadas em ordindrias ou parciais, no pri-
meiro caso aparecem na equacao diferencial apenas derivadas simples, enquanto no
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segundo, as equacdes sdo compostas por derivadas parciais. Um exemplo de equacdes
diferenciais ordindrias é

Q  Q _
R—F+a=V

que descreve a carga ((t) em um capacitor. Nesta equagéo R é a resisténcia, C' a
capacitancia e V' a voltagem constante fornecida pela bateria. Observe que a derivada

dQ . . . ~
d—cf € uma derivada simples. Ja4 na equacéo do calor

2
a25 a(w,t)  Su(w,t)

5.2 ot

as derivadas sao parciais e por isto € classificada como equacéao diferencial parcial.

A ordem de uma equacao diferencial € a dada pela derivada de maior ordem
que aparece na equagao, desta forma a equagéao y” +9y = 0 € uma equacgao de segunda
ordem, enquanto que a equagao que descreve a carga ()(t) dada anteriormente, € uma
equacao de primeira ordem. Outra classificagdo muito importante no que diz respeito
as equacoes diferenciais € se ela € linear ou ndo. A equacéao

Ft,y, v,y ....y™) =0

é dita linear se F' é uma funcao linear das variaveis y, v/, y”, ..., 4™ .. Assim uma equagéo
diferencial ordinaria linear geral de ordem n é descrita como:

ao(H)y™ + a1 (H)y" Y + as()y P + .+ an(t)y = g(t).

Todas as equacgdes que iremos utilizar neste trabalho séo lineares de primeira
ordem. Um exemplo de equac&o diferencial ndo linear é y® + 2¢'y® + y.y/ = t*. Onde
y™ denota a derivada de ordem n de y, enquanto que derivadas até a segunda ordem
optamos por descrever como 3’ quando de primeira ordem ou y” quando de segunda
ordem. No exemplo anterior, o termo y.y/ € quem torna a equagao nao linear.

Muitos fenémenos fisicos nao podem ser descritos adequadamente por uma
equacao linear, por isso, para estudar esses fenébmenos é inevitavel trabalhar com
equacobes nao lineares. No entanto, existe um método chamado de linearizagao, que
nos permite aproximar uma equacgao nao linear por uma linear, tendo em vista que
0 processo de resolucao de uma equacao linear € muito mais simples, esse método
constitui uma importante ferramenta no estudo das equacdes diferenciais.
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3 METODOS PARA RESOLUGCAO DE EQUAGCOES DIFERENCIAIS LINEARES

Neste capitulo iremos abordar alguns métodos de resolucéo para equagdes de

primeira ordem,
dy

% = f(t7y)7

onde f € uma equacao de duas variaveis dada. Qualquer fungéo ¢(t) que satisfaca esta
equacao, para todo t em um intervalo, é dita uma solugao, e nosso objetivo € determinar
se tais funcdes existem e, caso existam, desenvolver métodos para encontra-las. Nao
existem métodos gerais para determinar tais fungées, portanto vamos apresentar trés
métodos, que constituem o mais importantes,cada um aplicavel a uma classe de
equagoes, as equagdes lineares, as equagdes de variaveis separadas e as equagdes
exatas.

3.1 SOLUGCAO POR INTEGRACAO DIRETA

Quando na equagcao diferencial de primeira ordem v = f(z,y) , a funcéo f &
independente da variavel dependente y, ou seja,

basta integrar ambos lados da equagé&o para obter uma solugéo geral,

Yy = /f(a:) +C.
Considerando G(z) uma primitiva de f, temos:
y(z) = G(z) + C.

Se y(z9) = yo € uma condigdo inicial, entdo escolhendo a constante C' de modo que
C = yo — G(zy) obtemos uma solugdo particular da equag¢édo dada, satisfazendo a
condicao inicial,

dy

Ir f(@), y(zo) = .
Exemplo: Resolva o problema de valor inicial

dy 9
— = — 1) =0.
. 3z =3, y(1) =0

Resolucéao:
y:/3x2—3d:c:1:3—3x+(7.

Substituindo z = 1 e y = 0, temos:

0=1-3+C
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Desta forma o solucao procurada é:

y(x) = 2° — 3w + 2.

3.2 EQUACOES DE VARIAVEIS SEPARAVEIS

A equacéo diferencial de 12 ordem:

dx

—p
i (z,y)

é dita separavel se a fungéo P(x,y) pode ser escrita como produto de uma fungéo de =

e uma fungéo de y. Ou seja:
dy _ f(x)

Neste caso podemos escrever

Integrando em ambos lados obtemos:
F(y) = G(z) + C,
A constante C' pode ser calculada de acordo com a condic&o inicial dada.

Exemplo: Resolva o problema de valor inicial:
= =3 0) = —2.
- =3ty y(0)
Resolucao:

d
—y:?)a:y — @:?mdx

dx Y
1
/ —dy = / 3zdx
)
32

hl(y) + Cl = T + Cg
Fazendo Cy, — C; = k obtemos:
2
In(y) = 17 +k
2
312
y(r) =e 2t

Fazendo ¢* = A e considerando a condigao inicial y(0) = —2

y(0)=A— A=-2

2

ylx)=—-2-ez.
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3.3 EQUACOES LINEARES. METODO DOS FATORES INTEGRANTES

Considere a equagéao:

dy

2t Py = QL) @.1)

onde P(z) e Q(x) séo fungdes dadas. Um fator integrante para esta equagdo € uma
funcédo u(z,y) tal que a multiplicacdo nos dois lados da equacéao diferencial por p(z,y)
forneca uma equagédo em que cada lado seja reconhecivel como uma derivada. Multi-
plicando a equacao 3.1 pelo fator

p(x) = el P (3.2)

Temos como resultado

o POt Z—i + P(x) - ] POy = Q(z) - ] PO, (3.3)

que é a derivada do produto y(z)e/ )4 Desta forma dizemos que 3.2 é o fator
integrante da equacéo 3.1.

Como a derivada da integral de uma funcao é a propria funcao, podemos

escrever: J
d_ [y<x)efP(x)dx] _ Q(x)efP(w)dm

X
Integrando em ambos os lados, temos

y(z)el P@de — /(Q(m)ef P@ydzydy 4 C.

Resolvendo em relacéo a y, obtemos a solucéo geral da equacao 3.1
y(z) = e~ J Pla)de [/(Q(x)efp(m)dz)dx +C. (3.4)

Exemplo: Resolva o problema de valor inicial:

dy 2
— = 2)=1.
xdx—i-ﬁ)y Tx y(2)

Resolucao:

Dividindo toda equacao por z:

dy 5

—+—y="T7
dx + :cy .
px) = el =t
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Multiplicando ambos os lados da equacéo % + 3y = Tz por p(z), obtemos:

d
x5.—y + 5ty = 7ab.

dx

O lado esquerdo da equacdo acima é a derivada do produto z°.y, portanto:
d
%(ﬁ.y) = Ta°.

Integrando em ambos os lados,

2oy = /7x6dx

5 2
Yy =1+ —
T

Aplicando a condicao inicial y(2) = 1, obtemos:

3.4 EQUACOES EXATAS

Suponha que as fungdes M (z,y) e N(z,y) sdo continuas e tém derivadas
parciais de primeira ordem continuas num retangulo aberto R: a < x < b, ¢ <y < d.
Entdo a equacéo diferencial

M (z,y)dx + N(z,y)dy =0 (3.5)
€ exata em R, se e somente se
oM ON 6)
dy  Ox '

em cada ponto de R. Isto é, existe uma fungao F(z,y) definida em R com e M e

F ~ o
g— = N, se e somente se, a Equagéao 3.6 € valida em R.
Y

Encontrar uma solucédo geral para uma equacao exata, consiste em supor
- oF F

uma fungéo F(z,y) tal que = M e i N e como M (z,y)dx + N(z,y)dy = 0
z Y

concluimos que F(z,y) = C, onde C' é uma constante. Pata encontrar tal fungéo F'(z,y),

primeiro integramos M (x,y) em relagdo a z, ou seja,

Fle.y) = / M(z. )z + o().

onde ¢(y) € uma constante na integracao em relagao a z. Agora impondo a condi¢ao

F
— = N temos:
dy

oOF 0 ,
N—a—y—a—y/M(x,y)Jrg(y),
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e portanto, por comparagao com a funcao N(z,y), encontramos ¢'(y) e integrando
encontramos ¢(y), determinando assim a funcao F(z,y).

Exemplo Resolva a equacao diferencial
(62y — y*)dx + (4y + 32* — 32y®)dy = 0.

Esta equacao € exata, pois:

Integrando M em relagéo a =,

F(z,y) = /Gwy —yPde = 32y — zy® + g(y).

Onde ¢(y) é uma constante em relag@o a x. Derivando F' em relacdo a y e igualando a

N, obtemos
oF

dy
de onde concluimos que ¢'(y) = 4y e portanto g(y) = 2y* + C; logo,

32° — 3y%x + ¢ (v) = 4y + 32° — 392,

F(z,y) = 32%y — xy® + 2y° + C.
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4 EQUACOES AUTONOMAS

Em nosso estudo estamos interessados em equacdes diferenciais de primeira
ordem com algumas particularidades, onde a taxa de variacado depende implicitamente
da variavel independente. Esse tipo de equacdes sao denominadas de autébnomas.

As equacoes diferenciais autbnomas sao equacodes diferenciais que tém a
forma:

dp
dat = f(p). (4.1)

A longo deste estudo iremos abordar alguns modelos se baseiam em equacdes
autébnomas. A resolucédo de uma equagcao diferencial nem sempre é uma tarefa sim-
ples. Na maioria das vezes, torna-se até impossivel obter solu¢cées por manipulacoes
algébricas. Nestes casos uma analise qualitativa da equacgao se faz necessaria, para
tanto, vamos desenvolver ao longo da proxima secéo algumas ferramentas que irdo
nos auxiliar nos capitulos seguintes.

4.1 ESTABILIDADE E PLANO DE FASE

Um ponto critico da equagao 4.1 é uma raiz da equacgéo f(p) =0.Sep==Fk é
um ponto critico de uma equacéo diferencial, entdo esta equagcédo tem uma solucao
constante dada por p(t) = k. Esta solugdo é denominada, na maioria das vezes,
de solucao de equilibrio. Conhecer a solucao de equilibrio de uma equacao é de
fundamental importancia para uma analise qualitativa.

. . n d ,
Exemplo: Considerando a equacao autbnoma d_lt) = 4p — p? — 3 determine seus pontos
criticos:
d ~
Devemos ter d_]Z = 0, entéo:
4p —p* =3 =0.

Resolvendo a equagéo do segundo grau temos:

que sdo os pontos criticos da equacao.
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A maioria das equagdes diferenciais que constituem modelos matematicos nao
sao de facil resolucéo, devido a isso uma analise qualitativa da equagao, sem resolvé-la,
torna-se uma ferramenta valiosa. Neste contexto, poder observar o comportamento
de suas solugdes em uma regido do plano, nos permite tirar conclusdes a respeito
do fenbmeno estudado. Desta forma, métodos computacionais tornam-se poderosos
aliados, pois nos poupam de calculos repetitivos ou até mesmo extremamente compli-
cados. Com auxilio de um computador podemos construir os graficos das curvas que
representam as solugcdes de uma equacao diferencial, para inimeras condicées iniciais.
A estes graficos chamamos de plano de fase.

O plano de fase é uma regiao do plano, onde plotamos familias de curvas que

- - . dy .
séo solucdes da equacéao g f(t,y), para observar, geometricamente, o comporta-
mento destas solugdes nas regides de interesse. No caso do exemplo (3.1) o plano de
fase seria:

o
&
J
.
.
i
]
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o
i
.
P
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FIGURA 1 — Plano de fase exemplo 4.1

Podemos perceber que as curvas cuja a solucao inicial esta préxima de p = 3
tendem a se aproximar ainda mais deste valor para ¢t — oo, enquanto as curvas cuja
solugdes iniciais estdo mais proximas de p = 1 se afastam dele conforme ¢ aumenta.
Este comportamento caracteriza a estabilidade ou instabilidade de um ponto critico,
conforme veremos a seguir.

Definicao: Um ponto critico p = k£ de uma EDO auténoma é denominado
estével se o valor inicial p, € suficientemente préximo de k , entdo a solucdo p(t)
permanece préximo de k para todo ¢ > 0. Isto é, dado ¢ > 0 existe 6 > 0 de modo que:

lpo — k| < e — |p(t) — k| < 0.

Caso contrario o ponto critico € denominado instavel.
No exemplo acima o ponto p = 3 € estavel, enquanto p = 1 é instavel.

Definicao: Um ponto critico estavel p = k € denominado assintoticamente



22

estavel se existe § > 0 tal que:

lpo — K| <6 — lim p(t) = k.
t—o00

Ou seja, um ponto critico assintoticamente estavel ndo apenas tem a proprie-
dade de permanecer préximo de k se p, € suficientemente proximo de k, mas tem a
propriedade de que as trajetorias que comegam suficientemente proximas de k néo
apenas permanecem proximas mas tendem a k£ quando ¢t — oo.

4.2 DINAMICA POPULACIONAL

Uma das aplicagbes das equacdes autbnomas é o estudo da dindmica popula-
cional de uma determinada espécie. Este sera o tema central de nosso estudo, o que
justifica uma abordagem mais detalhada. Inicialmente vamos comecar imaginando uma
fungéo p(t) que representa a populagdo de uma determinada espécie em um instante ¢
de tempo. A populagéo inicial, no instante ¢t = 0, sendo denotada por p(0) = p,. Seria
natural imaginar que, havendo um crescimento desta populagao, este seria proporci-
onal a populacéo inicial, em outras palavras, a taxa de variacao dessa populacao é
proporcional a p, desta forma:

dp
o 4.2

onde k > 0 seria a taxa de crescimento desta populacéo e k& < 0 a taxa de declinio da
mesma.

Admitindo k£ > 0 e uma condi¢ao inicial p(0) = py, resolvendo a Equagéao 4.2
obtemos:

p(t) = po.c*. (4.3)

A Equacao 4.3 nos conta que a populagao cresceria exponencialmente para
sempre. Mas lembrando que um modelo deve representar, de forma mais eficiente
possivel, a realidade, percebemos que a equacao acima pode descrever a dindmica
populacional de uma determinada espécie em um curto periodo de tempo, mas falha
em representa-la em periodos mais longos. A populacdo ndo pode aumentar, ou
diminuir, infinitamente sabemos que existem fatores limitantes naturais, tais como a
disponibilidade de alimentos, questdes territoriais e climaticas, predacéo, etc.

Podemos imaginar uma populacéao de coelhos, por exemplo. Na medida que a
populacao aumenta (k > 0), 0 consumo da vegetagdo também aumenta, consequen-
temente as reservas de comida diminuem, pois a taxa de reproducéo dos coelhos é
muito alta se comparada com a taxa de regeneracao das folhagens das quais eles
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se alimentam.Em um curto periodo de tempo, a populagéo de coelhos comecga a se
reduzir (k < 0), até a populacao se estabilizar em torno de uma quantidade suportada
pelo meio, ou se isso ndo ocorrer, a populacédo se extingue. Esta é uma versao muito
simplificada da realidade, outros fatores também interferem no controle da populacao.
Poderiamos pensar ainda que quanto maior for a densidade populacional, maior seria
a taxa de infecgcao por doengas, ou que o aumento na populacédo de presas implica
no aumento da populagédo de predadores, isto obrigaria a populacao de coelhos se
estabilizar ou causaria a extingao da espécie.

4.3 CRESCIMENTO DE POPULACOES SEM FATOR LIMITANTE

Considerando a influéncia de outras questdes ambientais no desenvolvimento
de uma espécie, podemos construir um modelo que abrange essas variagdes na
populacédo de acordo com seu tamanho, em outras palavras, um modelo onde a taxa
de natalidade e de mortalidade ndo sdo constantes, e sim fungdes que dependam do
tamanho da populagdo. Supondo que as variagées na populagao sejam decorrentes
apenas do numero de nascimentos e mortes, isto €, descartando as variacées que
ocorrem devido a migra¢des ou emigracdes e considerando n(t) e m(t) os numeros de
nascimentos e mortes, respectivamente, que aconteceram num intervalo ¢ de tempo.
Sejam ainda «a(t) e 5(t), as taxas de natalidade e mortalidade, temos que:

B n(t+h)—n(t) 1dn
alt) = h—0 h.p(t) T opidt
e
B m(t+h) —m(t) 1 dm
B) =l —— 5 bt

i p.a(t) (4.4)
e
W () 45)

Pensando na taxa de variagdo da populacao:

p(t+h) —p(t)

lim
h—0

lim [n(t+ h) —n(t)] — [m(t + h) — m(t)]
h—0 h
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lim n(t+h) —n()] lim [m(t + h) —m(t)]
h—0 h h—0 h ’

Substituindo 4.4 e 4.5 nesta ultima, obtemos:

P _ p(alt) - B)). (4.6)

A equacéo 4.6, afirma que na auséncia de fatores limitantes, a taxa de variacao
de uma populacao p é proporcional a diferenga entre as taxas de nascimentos e mortes
nessa populagdo em um periodo de tempo.

4.4 CRESCIMENTO DE POPULACOES COM FATORES LIMITANTES

Sabemos que na realidade existem muitos outros fatores além das taxas
de nascimento e mortes que influenciam na dinamica populacional de uma espécie.
Portanto, vamos supor que a constante k£ na Equagéo 4.2 seja uma uma funcéo f(p),
isto é, que dependa do tamanho da populacédo, € que considere diversos fatores
decorrentes de sua variacao, dessa forma:

dp
— = . 4.7
o = [ (4.7)

Para representar essas variagdes, a fungdo f(p) deve satisfazer algumas

propriedades:

* f(p) = k > 0 para valores de p pequenos, pois, pensando em uma coexisténcia
equilibrada com o meio, uma populagdo com um numero reduzido de individuos
sofre pouca interferéncia de meios externos, como falta de alimento e territério.

» f(p) deve decrescer quando p aumenta, pois quanto maior a populagdo, maior
serdo as limitagdes do meio sobre ela.

* f(p) deve crescer quando p diminui, pois diminuindo a quantidade de individuos
as condicoes do meio se tornam mais favoraveis.

A funcdo mais simples que possui todas essas propriedades € uma fungao
afim da forma f(p) = k — ap, substituindo em 4.7 obtemos:

% = (k—ap)p. (4.8)

Esta equacao é conhecida como equacgao logistica e muitas vezes tornam-se
convenientes algumas alteragdes. Colocando k& em evidéncia:
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escrevendo na forma:

dp P
(1 = £
k
Fazendo N = —,
a
dp D
= =kp(1 — ). 4.9
7 P( N) (4.9)

Onde k representa a taxa de crescimento intrinseco, isto €, a taxa de cresci-
mento na auséncia de qualquer fator limitante. Antes de pensar em um significado para
o parametro N vamos analisar alguns aspectos importantes de 4.9

4.5 EXISTENCIA DE PONTOS CRITICOS

Considerando a equagéo 4.9:

dp _
dt

P
1 - =

. . d ,
estamos interessados nos valores de p para os quais d—ZZ =0, ou seja:

D
kp(l——)=0.
P N) 0

Desenvolvendo a equacéo acima obtemos uma a equagao do segundo grau
na variavel p:

, . - N Nk
cujas coordenadas do vértice sdo (5, T) :

Plotando as solugdes no plano de fase, podemos analisar o comportamento
destas solucdes de acordo com os parametros envolvidos.

Pelo diagrama, podemos perceber que p = 0 é uma solugéo instavel, jap = N &
uma solucédo estavel. O valor p = g € um ponto de inflexdo onde ocorre a mudanca na
concavidade da curva. O parametro N pode ser entendido entdo, como a capacidade
ambiental de sustentagéo, pois a populagéo tende a se estabilizar em torno deste valor
para todo N > 0.
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FIGURA 2 — Plano de fase equacao da 4.9.

4.6 CRESCIMENTO LOGISTICO COM LIMIAR

Analisando agora a equacao:

dp p
= —kp (1 N)’ (4.10)
. . dp dp
0s pontos criticos s&o == 0e i N. Esbocando o plano de fase:

Verifica-se pela figura acima que para valores da populacgéao inicial p, maiores
que N a populacao cresce indefinidamente, enquanto que para 0 < py < N a populagao
se estabiliza em torno de p = 0. Uma interpretacao para esse fato é que existe um limite
po = N abaixo do qual a espécie entra em extingdo e acima desse valor a populacéo
cresce indefinidamente. Esse fato ndo corresponde de forma adequada a realidade,
pois como dito anteriormente, existe fatores ambientais que interfere no crescimento
da populacéo.

Realizando uma pequena modificagdo em 4.10, inserindo o fator (1 — %) que

d : . ,
torna d_ZZ negativa para valores muito grandes de p, alterando o crescimento das curvas

que representam as solucdes e trocando N por A obtemos:

%z—kp(l—%) (1—%). (4.11)
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Cujo grafico, para k =5, A =3 e B = 5 é dado abaixo:

fip)

FIGURA 4 — Grafico equacgao 4.11

Observe a existéncia de trés pontos criticos p = 0, p = B e p = A. Vamos
esbocar o plano de fase:

O valor p = 5 € um ponto critico estavel, o que significa que para populacoes
iniciais préximas a este valor, a populagéao tende a se estabilizar em torno dele. En-
quanto que p = 3 € instavel, logo populacdes iniciais acima deste se estabilizam na
solugdo p = 5 enquanto que para valores de p menores que 3, a populagéo tende a se
estabilizar em torno de p = 0.

Exemplo: Considerando uma populagéo y(t) de determinada espécie de peixe
em uma regiao do oceano, é razoavel pensar que a taxa segundo 0s peixes sao pegos
depende do tamanho de sua populacao, pois quantos mais peixes existirem mais facil
sera de pescéa-los. Vamos supor, entao, que a taxa segundo a qual os peixes sdo pegos
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P’ =-kp(1-p/B)(1-p/A), k=5, =3, B=b
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FIGURA 5 — Plano de fase da equacao 4.11

€ dada por Ey, onde E € uma constante positiva, que mede o esforco para explorar a
espécie de peixe em questdo. A equacéo logistica que representa a situacao descrita
é: p

d—]t?:ry (1—%) — Ey. (4.12)
Essa equacéao é conhecida por modelo Schaefer, em homenagem ao bidélogo M.B.
Schaefer, que a aplicou em uma populacao de peixes.

1. Mostre que se E < r existem dois pontos de equilibrio e determine esses pontos
e os classifigue de acordo com sua estabilidade:
Resolucao:
Podemos perceber facilmente que y = 0 € um ponto critico. Os demais satisfazem:

r(l—%)zE,
soi (1B}

E - ~
Note que como E < rtemos k| 1 — —) > (0, portanto os pontos criticos sao
r

y1 = 0 ey = k(1—£) Atribuindo valores para os parametros r = 4, k = 5 e
E =1 e construindo o plano de fase:

de onde concluimos que:

Da Figura 6 podemos concluir que y; = 0 € um ponto critico instavel. Enquanto

EYN " . .
Yo =k (1 - —) € um ponto critico estavel. Isso no conta que, nessas condicoes,
Y
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Yy = ry(1-y/k)-Ey, r=5, =4, E=1
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FIGURA 6 — Algumas solugdes da Equacao (4.12).

para qualquer populacao inicial, a populagéao de peixes tende a se estabilizar em
torno de um valor que depende dos parametros r, k e E

2. Suponha que haja pesca realizada a uma taxa h constante. Verifique para quais
valores dos parametros r, k e h ocorre a estabilizagdo da espécie e para quais
valores ocorre sua extingao.

Resolucao:
Temos a equacao:

Yery (1Y) —n (4.13)

Considerando a equacao do segundo grau:

ry(l—%)—hzo,

cujo discriminante é:

Observe que se h < % a equacao tera dois pontos de equilibrio distintos, para
encontra-los vamos comecar multiplicando a equacéo toda por k obtendo:

—ry* +rky — hk = 0,

e . 4
cujo discriminante é A = r? k> (1 - —Z) . Desta forma:
T

4k
k|1 11— —
+ rk

Yy =
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Yo = )
sao os pontos criticos de 4.13.

Construindo o plano de fase de 4.13 poderemos classificar estes pontos criticos
e analisar o comportamento das curvas solu¢des para cada valor inicial y,.

¥y =ry(1-y/k)-h, r=5 k=3, =2
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FIGURA 7 — Plano de fase da equacao 4.13

Podemos verificar que y; € uma solugéo instavel, enquanto y, € estavel. Ob-
serve que se y, < y; a populacao entrara em provavel extingdo em um tempo finito e
para populagdes iniciais y, > y; a populacdo tende a se estabilizar em torno de ys,.
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5 MODELO MATEMATICO PARA LAGARTAS CANADENSES

Vamos iniciar uma analise da dindmica populacional de um tipo especifico de
lagartas canadense, baseado num estudo feito por Jones. D. Ludwig et al . Num artigo
publicado no The journal of animal ecology em 1978, Ludwig modelou matematicamente
o comportamento populacional desta lagarta e para isto, ele observou os diversos
fatores que influenciavam na populagdo, associando a eles variaveis, as quais ele
classificou como variaveis rapidas e variaveis lentas.

Essa classificacdo se deve ao fato de a escala de tempo dos diversos fatores
envolvidos ser diferente, como por exemplo, a escala de tempo para que as arvores
possam recompor sua folnagem é na escala de anos, ja o ciclo de vida de uma lagarta
ocorre na escala de meses. Assim, se P representa a densidade populacional da
lagarta, ela é uma variavel rapida, enquanto N sendo a capacidade de carga do meio,
que se refere, neste caso, a quantidade de alimento disponivel, seria uma variavel
lenta.

O préximo passo seria a escolha de um modelo de crescimento adequado,
Ludwig optou pelo modelo logistico, por envolver apenas dois parametros e por facilitar
uma posterior analise matematica. Considerando apenas os aspectos iniciais desse
estudo, os mesmos resultados poderiam ser obtidos com outro modelo. De acordo
com o modelo logistico, se P representa a densidade populacional da lagartae N a
capacidade de suporte do meio entao:

P P

Onde k representa a taxa de natalidade linear da lagarta e assumimos que N
dependa apenas da quantidade de alimento disponivel.

Esta equacao néo considera fatores como a predacao, que, neste caso, pos-
sui efeitos consideraveis no controle da populacdo. Neste modelo, a predagao sera
representada por um termo ¢(P) que serd subtraido da equagéo 5.1:
dP P
— =kP(1—=) —g(P).
= ( N) 9(P)

Este termo no entanto, deve satisfazer certas condi¢cdes. Observando o com-
portamento dos predadores e das presas, seus habitos alimentares e a frequéncia com
a qual se alimentam, e de se esperar que a predacao se sature para grandes densida-

des de lagartas, isto €, que exista um limite superior a taxa de mortalidade devido a
predacao, que o limite de presas individuais por passaros seja limitado pela predacao e
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ainda que o numero de passaros seja limitado por questdes territoriais. Dessa forma, o
termo ¢(P) deve se aproximar de um limite superior B quando a populagéo de lagartas
tende ao infinito, ou seja:

lim ¢g(P)= B.

P—oo

Existe também uma diminuicdo da efetividade da predacdo em pequenas
populacdes de lagartas, isto se deve a diversidade de alimentos a disposi¢cdao dos
passaros, quando um deles se torna escasso eles passam a procurar por outros e
associam a presa em escassez com uma recompensa, buscando seletivamente por
ela. Considerando todas essas informagdes, Ludwig presumiu que uma funcéo g(P)
com todas essas caracteristicas fosse da forma:

P2
Pois,
P2
ey A (5:3)

Sendo A o parametro que determina a escala de densidade populacional na
qual a saturacéao se inicia e B o limite anteriormente citado. Juntando as equacdes 5.1
e 5.2 obtemos:

dP P p?
— =kP(1-=)-B—. 4
i = (%) P 4

A equacédo possui 4 parametros: A e B que sao constantes positivas e que
regulam a predacao, note que para valores grandes de A, a predacao é reduzida,
0 que € benéfico para a presa e para valores pequenos de A a predacao aumenta,
estabelecendo assim um equilibrio. Se A = 0 ou A = P o termo relacionado a predacéo

, B . L
torna-se constante e igual a B ou 5 respectivamente, isto é, independe do tamanho
da populacéo.

O parametro N esté relacionado com a capacidade de suporte do meio, neste
caso, diz respeito a quantidade de alimento disponivel e se refere a folhagem das
arvores. Observe na equacgao 5.4 que devemos ter N > P, pois 0 meio tem que possuir
recursos suficientes para sustentar a populacéo, caso contrario, 0S recursos seriam
esgotados rapidamente e como a escala de tempo para regeneracao da vegetacao é
relativamente longa se comparada com a escala de tempo da lagarta, haveria extingao
de recursos e consequentemente da espécie.lsto é, para P = N

dP P P? P?
—=kP|(1-=)-B.——=-B——.
dt ( P) A%+ P? A%+ P?
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A taxa de variagao da populagao seria negativa, o que significa que a populagao
esta diminuindo devido a predacao, pois 0 meio nao oferece recursos suficiente para o
desenvolvimento da espécie. Note ainda que:
P
lim kP (1— — | =kP.
i ( N)

N—o0

Ou seja, se 0 meio oferece uma quantidade inesgotavel de alimento, a po-
pulacdo seria proporcional a taxa de nascimentos e o unico fator regulatério seria a
predacéo.

Neste ponto, agora que temos a equacéo 5.4 que nos fornece a dinamica
populacional da lagarta, devemos nos concentrar em uma analise qualitativa da mesma.
A equacéo 5.4 possui 5 parametros, P, k, N, A e B, alguns com escala de tempo
bem diferentes e essas diferencas, nos mostram que seria muito mais cémodo se os
parametros e as variaveis fossem adimensionais, ou seja, que fossem nimeros puros.
Desta forma, poderiamos analisar a relacao entre eles de modo mais eficiente e tirar
conclusdes dessas relagdes que promoveriam a intervengdo adequada na dindmica
populacional da espécie . No entanto, através de algumas manipulacées matematicas,
podemos tornar a equacao 5.4 adimensional seguindo os passos descritos nas notas
de aula do professor (JUNPING)

Passo 01 Listar todas as variaveis, parametros e suas dimensdes. Atribuindo
para a variavel t a dimens&o 7 e para a variavel P a dimensdo p podemos deduzir as
dimensodes dos parametros.

Como a taxa de natalidade € dada pelo numero de individuos que nascem
dividido pelo periodo de tempo, de onde concluimos que a dimensao do parametro k é
1

T

Agora considerando que todas as parcelas da equagao 5.4 devem ter a mesma

P e verificando que o fator kP ja possui dimensao P ,

. . dP )

dimenséao do termo — que é —
dt p T T

concluimos que o fator (1 — N) deve ser adimensional e por isso o0 parametro N deve

ter a mesma dimenséo da variavel P que € p

Continuando com o0 mesmo raciocinio, encontramos para o parametro A a
dimensao p e para o parametro B a dimensao P P, é a populagao inicial, logo também
possui dimens&o igual a p. Dessa forma temosTa tabela abaixo que descreve todas as
variaveis e parametros da equacao 5.4 e suas respectivas dimensodes.

Passo 02 A partir de cada variavel, criar uma nova dividindo pela combinagao
de parametros de mesma dimensao.
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Variavel Dimens&o Parametro Dimensdo
t T k 1/7
P o N P
A P
B plT
Py P

FIGURA 8 — Variaveis e parametros da equacao 5.4

Passo 03 Usar a regra da cadeia para derivar a nova equacao diferencial.
ar _dp du
dt — du’dt’

. dP
Multiplicando por E:

dP dP du ds dP dP du ds

At dudtds T duds dt
Verificando que:
ar _ ds _ B
du ©a A
Temos que:
dP du
— =B—.
dt ds

Substituindo essas mudancas na equacéao 5.4 temos:
dP P BP?
— —kP(1-=) "
dt g ( N ) A2 4 P2

du uA Bu?
BE_“Ak(l_W) BT

Dividindo toda equacao por B:
du  uAk (1 uA) B u?

ds B N 1+ u?
Fazendo:
Ak 3 N
o= — e = —
B A’
obtemos a nova equacado com apenas dois parametros e uma variavel:
du u u?
—=au|l—-—=)— : 55
5o (1-5) - 53

A equacao 5.5 esta escrita em termos adimensionais e a relagdo entre os
parametros antigos pode agora ser estudada com base nos valores atribuidos aos
novos parametros.
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Antes dessa analise, vamos realizar um estudo sobre os possiveis pontos
criticos de 5.5. Nota-se claramente que u« = 0 € um ponto critico e que os demais, se
existirem, satisfazem a condicao:

o (1 — %) =1 izuz. (5.6)

O lado direito da igualdade acima representa uma reta decrescente na variavel
u que descreve a taxa per capita de nascimento da lagarta e o lado esquerdo uma curva
que descreve a taxa per capita de mortalidade da lagarta (devido a predagao) também
na variavel u e cuja assintota € o eixo das abcissas. Por motivo de contextualizagdo, €
claro que devemos considerar apenas valores positivos de w.

A ‘ ‘
. il +

N (0.541,0418) (2583, 0,;337-) ——
| —e ——

| T | |

FIGURA 9 — Pontos criticos da equagao 5.5

Os pontos de interseccao entre a reta e a curva representam os valores que
satisfazem a igualdade 5.6, isto €, os pontos criticos da equacao 5.5, que possui um
maximo de 3 e um minimo de 1 pontos criticos que dependem dos parametros «a e [.
No que segue vamos analisar a natureza dessa dependéncia.

Na figura 02 podemos observar 3 pontos criticos associados aos parametros
a = 0,44 e 8 = 12. A natureza desses parametros pode ser observada na figura abaixo:

— 02 | | /-— --\

~ (O..469.0) - (s‘_531_0) |

1 6 T g 9 10
U1 | | Us |

FIGURA 10 — Gréfico da equacao 5.5
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No plano de fase, criado no software Dfield podemos analisar o comportamento
da fungao préximo a esses pontos e determinar a natureza destes valores.

u’ = au(1-ufb)-uf{1+u®), a=0.4, b=12

AR R P R
T L3 A e

(e
S

ST §

FIGURA 11 —Plano de fase para a equacao 5.5

Observa-se que u; = 0,469 e us = 8,531 sdo pontos criticos estaveis, enquanto
uy = 3 € ug = 0 séo instaveis. Podemos concluir do plano de fase que se 0 < pg < us a
populacao se estabiliza em torno de u; = 0, 469, esta faixa de valores é favoravel para o
controle da populagéo de lagartas, pois esta se estabiliza em torno de uma populacéao
relativamente baixa.

Se Py > uy = 3 a populagao se estabiliza em torno de u; = 8,531. Esta é uma
situacao favoravel para a espécie, pois sua populacao se estabiliza em torno de um
valor relativamente alto. Devemos lembrar que esses valores de F, dependem dos
valores associados aos parametros « e /3, que por sua vez, dependem dos valores dos
parametros originais k, A, B e N da equacao 5.4

No caso acima consideramos a = 0,44 e § = 12. A pergunta a se fazer seria:
quais sao os limites de variagao dos parametros? Para responder essa pergunta vamos
plotar o grafico de 5.5, utilizando o software Desmos.com para outros valores de a € §.

' (0.924, 0.408)
ui e | | 1

7"=‘“ — - | (9.743,0.102)
(1.333,0.48) .

1 2 3 4 5 5 7 8 ) ua

FIGURA 12 — Estudo de solugdes da equagédo 5.5 paraa = 0,54 e 5 =12

Note que com um ligeiro aumento do valor de o« € com S mantido constante
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houve uma aproximagao dos pontos u; e u, € consequentemente um afastamento entre
u; € uz. Abaixo podemos ver o grafico da equacao 5.4 para os novos valores atribuidos
aos parametros.

2

(0.0) (0.924,0) /,,,---"" \-.. (9.743.0)

Ol 2 3 4 T
(1.333.0)

FIGURA 13 — Gréfico da equacao 5.5 paraa =0,54e 8 =12

Para analisar o efeito que estes parametros exercem sobre a populacdo vamos
plotar o plano de fase:

u’ = au(1-ufb)-u?(1+u2), a=0.54, b=12

; S S T o P P R T W TN e O T

o o Dt o e B ek o

R R R EEREERRERERERIR

________ P & o T T e e R o e U B S e T

A ot SRR e e g [ R 1 A
""""""""" R R L B R R
R P R

u T R i i e R O s e g o
o g T T T e SR

R e B T SR Y R WL e B RS

el g, 7 B Al L) LA e

- - P R SRV S A P

Mol T et Nl PRI NS TN

S SO WO e N O ) O i S O T e

| S N N N SN N TR N R N
19, 20, 25, 30, 35 40, 45 &0,

FIGURA 14 — Plano de fase da equacgao 5.5paraa =0,54e 5 =12

Se 0 < Py < uy a populacéao se estabiliza em torno de u; = 0,924, esta é
uma faixa de valores favoravel para o controle da populacéo. Se i, > u, = 1,333 a
populacao se estabiliza em torno de uz = 9, 743 0 que é favoravel para a espécie.

As duas situacdes acima parecem sugerir que um aumento no valor do para-
metro « se traduz num aumento da populagdo minima em torno da qual ha estabilidade.
Podemos observar que para a = 0,44 a menor populacao estavel era u; = 0,469 com
um aumento da ordem de 0,1 essa populagéo passou para u; = 0,924. No entanto,
houve também uma aumento da maior populagao estavel, o que deveria ser analisado
em mais detalhes para conclusdes efetivas.
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O valor limite para « € o = 0,54797 e a variagao do parametro S interfere de
maneira quase imperceptivel no comportamento das solucdes, conforme ilustra a figura
abaixo.

(1.101, 0.498)
. (9.785,0.101)

u3

ui = uz

—

2 4 6 8 10 12

FIGURA 15 — Estudo de solugdes da equacgao 5.5 para o = 0,54797 e 8 = 12

O gréfico da funcao para o = 0,54797 e = 12 é plotado abaixo:

(0.0) (1.101.0) //’ (5.899.0.671) T
‘ ‘ (9.785,0) ™~
|

FIGURA 16 — Grafico da equacao 5.5 para a = 0,54797 e 5 = 12

O plano de fase nos mostra que ha apenas um ponto critico estavel que é
ug =9, 785.

u = au(1-whb)-wi(1+u?), a=054797, b=12

e
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u b7 e Tt b i R o e
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FIGURA 17 — Plano de fase da equagéo 5.5 para oo = 0,54797 e 5 = 12
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6 CONSIDERACOES FINAIS

As equacgdes diferenciais constituem uma ferramenta eficiente na modelagem
de fendmenos que envolvem a dindmica populacional de espécies, embora muitas vezes
essas equacoes sejam de dificil resolucao algébrica, o estudo analitico destas equacgdes
utilizando softwares especificos, sdo capazes de substituir a necessidade dessas
solucdes. Neste trabalho foi abordado o uso de equacdes autbnomas para descrever o
comportamento de populagdes considerando aspectos como fatores limitantes impostos
pelo meio.

O estudo destes modelos utilizando o software Dfield, se mostrou eficiente no
sentido de plotar o plano de fases que descreve uma familia de solu¢des para diversas
condicdes iniciais e, variando os parametros utilizados nos modelos, podemos observar
claramente o impacto de alguns fatores nas populagdes estudadas. A parametrizacao
da equacao que descreve a dindmica populacional de um tipo especifico de lagarta

canadense, dada por

dP P P?

— =kP(1-=)-B——

dt ( N ) A% + p¥’
reduziu a quantidade de parametros necessarios no modelo e tornou o estudo dos
possiveis pontos criticos mais clara. Depois de parametrizada a equacao assumiu a

forma
du ] U u?
— = a.u — ] - —
ds I6; 1+ u?’

onde os parametros A, B e N foram substituidos pelos parametros o e 3. Desta
forma, ap6s um estudo sobre seus possiveis pontos criticos, varias situagdes foram
representadas graficamente pelo software Dfield, onde foi possivel classificar esses
pontos criticos em estaveis ou instaveis e assim observar o comportamento das
solugcbes em torno destes valores.

O presente trabalho se torna Gtil a qualquer estudante que deseja se aprofundar
no estudo de equacgdes diferenciais que constituem modelos populacionais, no sentido
de obter conclusdes a respeito do modelo mesmo sem exibir suas solu¢des algébricas.
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