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RESUMO

O principal tema desta tese € a hipoeliticidade global no contexto ultradiferencid-
vel de sistemas de operadores lineares. De modo geral, o trabalho est4 dividido
em trés partes. Na primeira, apresentamos o ambiente funcional no qual tra-
balharemos: definimos tanto os espacos de funcdes ultradiferencidveis no toro
como os seus respectivos duais (ultradistribui¢des), e desenvolvemos a Anélise
de Fourier, sendo assim capazes de exibir algumas aplica¢gdes. No segundo seg-
mento, caracterizamos hipoeliticidade global para uma classe de sistemas sobre-
determinados de campos vetoriais complexos. No ultimo ter¢o do trabalho, apos
definir uma classe de operadores pseudodiferenciais, trabalhamos com sistemas
denominados "com perda de derivadas" e mostramos que estes ndo sé sio glo-
balmente hipoeliticos, mas também preservam a propriedade para certos tipos de
perturbacdo. Além disso, tratamos brevemente da resolubilidade do transposto

de um sistema hipoelitico.

Palavras-chaves: Classes Ultradiferencidveis; Anélise de Fourier; Hipoelitici-

dade Global; Sistemas Sobredeterminados; Perturbacdes.



ABSTRACT

The main subject of study of this dissertation is global hypoellipticity in the ul-
tradifferentiable setting for systems of linear operators. Generally speaking, this
manuscript is divided into three parts. In the first one we introduce the functional
environment where we will be working at: we set the spaces of ultradifferentia-
ble functions, as well as their topological duals (composed by ultradistributions)
and, after developing Fourier Analysis, we are able to exhibit some applications.
Next we characterize global hypoellipticity for a class of overdetermined systems
of complex vector fields. In the last third we define a class of pseudodifferen-
tial operators and work with a subclass denominated "with loss of derivatives”,
which we prove to be not only globally hypoelliptic, but also to preserve such
property for certain perturbations. Last, we deal briefly with the solvability for

the transposed of a hypoelliptic system.

Keywords: Ultradifferentiable Classes; Fourier Analysis; Global Hypoellipti-

city; Overdetermined Systems; Perturbations.
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Introducao

Temos visto nas tltimas décadas um grande desenvolvimento no estudo de problemas
relacionados a Analise Global, sobretudo quando o espago ambiente € o toro TV = RY /277,
Em particular, uma enorme quantidade de trabalhos ligados a resolubilidade e/ou hipoeliticidade
de operadores e/ou sistemas foi produzida (veja, por exemplo, [1], [13], [26], [54], bem como
suas referéncias), em diferentes ambientes funcionais. Dois dos espacos que se destacam neste
contexto sao os das funcdes analiticas e Gevrey (veja, por exemplo, [3], [11], [33], [51], assim
como as referéncias contidas nos mesmos).

Um fato bastante interessante que diz respeito aos espacos Gevrey € o seguinte: ao
mesmo tempo que eles estendem o espaco das fungdes analiticas de um modo aparentemente
bem justo, afinal G*(TV) = C*(TY)), por outro lado é possivel verificar (veja [48]) que

C(T™) € () 6°(TY).

s>1

Mais ainda, existem subespagos de C°°(T") cujos elementos ndo sdo analiticos em nenhum

ponto, porém satisfazem a seguinte condi¢do de continuagdo analitica:
N « o N _
zg € TV e D*f(z0) =0, Va e Ny, = f=0.

Note que tal propriedade ndo € vélida para nenhum G*(T%), se s > 1.

Por conseguinte, fica evidente que apesar de serem relevantes para a compreensao
da lacuna que existe entre C>(TV) e C*(T"), os espagos Gevrey ndo sio suficientes neste
sentido. Sdo estas as principais razdes que nos levam ao estudo de espacgos de funcdes ultradife-
rencidveis, também conhecidas como classes de Denjoy-Carleman; de forma breve, dada uma

sequéncia de nimeros positivos {m,, } trabalharemos com fungdes f € C>°(T) tais que

neNg?

|D*f(2)] < C-hlelmyy - !, Vo e TV, Va e N,

o que nos fornecerd uma quantidade muito mais ampla de classes de fungdes.



Introducao 2

O Capitulo 1 € destinado a construcao dos espacos funcionais mencionados logo acima.

Na Segdo 1.1, estabelecemos precisamente de que forma serdo as sequéncias {m,, } , deno-

n&eNp
minadas sequéncias peso, € mostramos algumas de suas propriedades. Nas Secoes 1.2 e 1.3,
definimos e provamos alguns fatos sobre as classes de func¢des associadas, além de compara-
las de acordo com o crescimento assintético das sequéncias peso. Finalmente, na Secdo 1.4
munimos 0s espagos com uma topologia dada pelo limite injetivo de sequéncias de espacos de
Banach, com inclusdes compactas.

O principal objetivo deste trabalho é o estudo de hipoeliticidade global para algumas
classes de sistemas de operadores. Uma das ferramentas que se mostra fundamental e indispen-
sdvel neste contexto € a caracterizagdo de ultradistribui¢des e funcdes atrdves de seus coeficien-
tes de Fourier (este fato ndo se restringe a apenas este trabalho; veja, por exemplo, [2], [6] [16],
[20], [22], [34], e [45]).

Com isto em mente, prosseguimos para o Capitulo 2, fortemente baseado nas notas
"Periodic Gevrey Ultradistributions in R"", de autoria do Prof. Gerson Petronilho; na Secao
2.1, caracterizamos as ultradistribui¢des, utilizando a topologia definida na Sec@o 1.4. Em se-
guida, definimos na Secdo 2.2 os coeficientes de Fourier para ultradistribui¢des, mostramos que
estas podem ser descritas por sua respectiva série de Fourier e que, através de seu decaimento,
€ possivel atestar quando uma ultradistribuicao é dada na verdade por uma funcao ultradiferen-
cidvel. Na secdo 2.3 fazemos respectivamente um breve resumo sobre fungdes peso associadas,
enquanto na 2.4 adicionamos uma nova hipétese para as sequéncias peso, com o intuito de
apresentar e caracterizar a série parcial de Fourier de uma ultradistribuicao na Secdo 2.5.

Dividimos o Capitulo 3, destinado a algumas aplicacdes da teoria desenvolvida até
o momento, em trés partes. Na Secdo 3.1, demonstramos para qualquer classe uma extensao
do Teorema de Greenfield-Wallace (veja [30]), que trata de hipoeliticidade para sistemas de
operadores com coeficientes constantes. Em seguida, generalizamos na Se¢do 3.2 uma cons-
trugao feita em [29], exibindo campos vetoriais invariantes que separam classes com relacdo a
hipoeliticidade global. Por fim, na Secao 3.3, inspirados em trabalhos como [12], [15] e [37],
descrevemos por completo a hipoeliticidade global de uma classe de sistemas de campos reais
de tipo tubo através de uma conjugacao para sistemas com coeficientes constantes.

No Capitulo 4, trabalhamos com o seguinte sistema de equagdes ambientado no toro
TV = TN x T,:

0
Ly, = 7 +¢(t5) -

0 .
s — + A, (j=1,2,...,N), (1)

ox
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com \; € Cec;(t;) = a;(t;) +1ib;(t;), no qual a;, b; sdo fungdes ultradiferencidveis a valores
reais para cada j.

Vale ressaltar que este tipo de sistema ja foi estudado por diversos autores, em diferen-
tes configuracdes. No caso suave, por exemplo, o problema de hipoeliticidade global foi tratado
em [37] (para um unico campo, com A = 0), em [10] (quando N = 1e XA # 0) eem [11] (se
N > 1e A = 0). Por outro lado, o caso analitico (com A = 0) foi estudado em [11], enquanto
que o Gevrey (para s > 1) foi trabalhado em [29] (um tnico campo em T?, com A = 0) e em
[6] (N >1eA=0).

Neste trabalho, obtemos uma caracterizagdo completa da hipoeliticidade ultradiferen-
cidvel de (1), generalizando assim os resultados produzidos para as configuragcdes analitica e
Gevrey. Além disso, conseguimos também uma descricdo completa para uma familia mais

geral de campos, dada por

0 0 :
ij :a—tj—i‘Cj(tj)‘%—i—fj(tj), (321,2,...,]\[), (2)
desde que o sistema
9, 0
L;=— (t;) =— =1,2,...,N
J at] +Cj(t]) 8.13, (] ’ < ) )7

seja globalmente hipoelitico no sentido ultradiferencidvel.

A organizacdo do capitulo 4 € dada da seguinte forma: apds uma breve introducdo
do problema, demonstramos na Sec@o 4.1 que duas condi¢des, uma delas diofantina e a outra
relacionada a condicdo (P) de Nirenberg-Treves, sdo, cada uma por si so, suficientes para a
hipoeliticidade de (1). Os argumentos aqui utilizados sao semelhantes aos aplicados em [6].

Em seguida, na Secdo 4.2, mostramos que € possivel construir uma solugdo singular
para o problema na situacdo em que negamos ambas as condi¢des, completando a demonstragcdo
do resultado principal do capitulo. Aqui a prova € dividida em duas partes, sendo fundamental a
existéncia (ou nao) de fungoes de corte pertencendo as classes ultradiferencidveis. Em um caso,
seguimos passos semelhantes ao que foi feito em [6], enquanto que no outro o procedimento é
inspirado em construcgdes feitas em [8], [9] e [14], além de depender fortemente do Método da
Fase Estacionaria de Hormander (veja [36]). Encerrando o Capitulo 4, temos a Secdo 4.3. Nela,
exibimos alguns dos principais fatos decorrentes de nosso resultado central.

Passando para o Capitulo 5, iniciamos na Se¢ao 5.1 desenvolvendo o cdlculo de uma
extensao (para o contexto ultradiferencidvel) da teoria de operadores pseudodiferenciais analiti-

cos no toro T? estabelecida em [22]. Em seguida, na Secdo 5.2, criamos uma familia de normas
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definidas para ultradistribui¢des que, de certo modo, misturam a norma usual para funcdes ul-
tradiferencidveis (sobretudo o caso Gevrey) com normas Sobolev.

Na Secdo 5.3, definimos uma classe de sistemas de operadores denominados "com
perdas de derivadas ", que remetem a operadores satisfazendo estimativas subeliticas (veja, por
exemplo, [22], [38] e [44]). Aqui, provamos que tais sistemas sdo globalmente hipoeliticos no
sentido ultradiferencidvel e, apds alguns resultados técnicos, que a perturbagdo por sistemas que
satisfacam apenas uma condic¢ao ligada a sua ordem permanece globalmente hipoelitica. Sendo
assim, estendemos resultados provados em [20] e [22] para um contexto mais amplo.

A Secdo 5.4 € destinada a uma aplicagdo da secio antecedente; verificamos que fa-
milias de operadores com for¢a constante se encaixam na definicao de sistemas com perdas de
derivadas, mais uma vez generalizando um fato provado em [22]. Por fim, inspirados em resul-
tados mostrados em [4], provamos na Sec@o 5.5 que o transposto de um sistema globalmente
hipoelitico € globalmente resolivel no sentido de ultradistribui¢des, generalizando resultados
apresentados em [3] para nosso contexto.

Para finalizar, comentemos brevemente sobre o desenvolvimento deste trabalho. O
tema do Capitulo 5 foi recomendagdo do Prof. Paulo Cordaro, que sugeriu a possibilidade da
extensdo de resultados apresentados no capitulo 2 de [27] para o contexto de Classes de Denjoy-
Carleman; um artigo derivado desta generalizacdo foi aceito para publicacdo em [28]. Para que
o objetivo inicial fosse cumprido, era necessario ndo s6 compreender as principais propriedades
das classes de funcdes ultradiferencidveis como também desenvolver ferramentas de Andlise de
Fourier, o que acabou dando origem aos Capitulos 1, 2 e 3, cujo teor estd contido em [23] e foi
aceito para publica¢do. Por fim, o conteudo contido no Capitulo 4 surgiu através de conversas
com meu colega de doutorado Alexandre Arias Junior, com o intuito de generalizar os resultados
(publicados em [6]) obtidos em sua dissertacdo de mestrado ([5]); como consequéncia destes

esforgos, tivemos o trabalho aceito para publicacdo em [24].



Capitulo 1

Espacos de Funcoes Ultradiferenciaveis

1.1 Sequéncias Peso

Uma sequéncia peso € uma sequéncia de nimeros positivos {mn}neNO satisfazendo as

seguintes condi¢des:

TTLQIml:l, (11)

mi < Myp_1-Mpr1, Yn € N (1.2)

Observacao 1.1. A condicdo (1.2) é conhecida na literatura como convexidade logaritmica

(veja, por exemplo, [36], [40] e [48]).

Antes de provarmos resultados decorrentes destas defini¢des, vejamos alguns exem-

plos.

Exemplo 1.2. Considere m,, = (n!)*~, com s > 1; é imediato que mo = m; = 1. Além disso,

M1 Mngy _ [(n= DI [(n+ P (n + 1)81

>1

m2 B (nl)s=1 - (nl)s—1 n -
o que prova (1.2).
Exemplo 1.3. Dado o > 0, considere m,, = [log(n + e — 1)]°". Note que

mo = log(e —1)* =1, m; = (loge)” = 1.

Por outro lado,

Mi41 M1 _ ([log(n +e)]"t - flog(n + e — 2)[" Y ) ’

m2 log(n +e—1)]?n
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_ ( log(n + ¢)]™*1) [log(n + e — 2)]* "V ) 0
- \[log(n+e—1)]"  [log(n+e—1)]"
Quando n = 1, (1.2) segue imediatamente. Para os outros casos, analisemos o com-

portamento da fung¢do f : [1,4+00) — R dada por

log(z + €)@+
log(x +e—1)]*

flz) = =exp [(z + 1) log(log(x + €)) — zlog(log(z + e — 1))].

Observe que -
n

Mp4+1 - Mp—1 _ < f(n
f

( )1>> . Desta forma, é suficiente verificar que f
n J—

é ndo decrescente. Como

f(z) = f(z)- [log(log(m +e)) — log(log(z + e — 1))+

r+1 T

(x+4e)-log(z+e) (x+e—1)-loglx+e—1)|

serd suficiente mostrar que a expressdo dentro dos colchetes é positiva. Para tal, tome

g:[l,40) — R
T
(x+e—1)-log(z+e—1)

r — log(log(x +e—1))+ (1.3)

Repare que f'(x) = f(z) - (9(x + 1) — g(x)); visto que

(x+2e—2)-log(z+e—1)—x
[(z+e—1)log(z+e—1)?

g'(x) =

?

segue que g € crescente, o que nos permite concluir que g(x + 1) > g(z) e f'(x) > 0 para

qualquer x > 1, finalizando a prova.

Exemplo 1.4. Seja m, = [log (log(n+ e¢ — 1))]°", no qual 5 é um niimero real positivo.
Novamente (1.1) é consequéncia de uma verificacdo direta. A fim de mostrar (1.2), definimos

[log (log(x + €))]" )

h:[l,+00) = R; h(z) = Tog (log(z + ¢ — D]

Analogamente ao Exemplo 1.3, temos

et ()

O proximo passo é computar a derivada de h, que é dada por

h'(x) = h(x) - [log loglog(z + €°)) — logloglog(x + € — 1)+
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n r+1
(x + e°) log(z + €°) log log(z + €°)

T
(x + e —1)log(z + e — 1) loglog(x + e — 1)

= h(z) - [p(z + 1) — p(z)],

se estabelecemos p : [1,+00) — R definida como

T
(x+e¢—1)log(z + e — 1) loglog(z + e — 1)

p(x) =logloglog(z + e — 1) —

Por fim, observe que

() = x-[14 (1+1log(z+ e —1))-loglog(x + e —1)]
[(z 4 e¢ — 1) log(z 4 e¢ — 1) loglog(z + e — 1)

que é claramente positiva, como pretendiamos demonstrar. Por conseguinte, h é crescente e

vale (1.2).

Exploremos algumas propriedades vélidas para sequéncias peso que serdao uteis no

decorrer deste texto:
.~ : A - 1
Proposicio 1.5. Seja {m,}, ., uma sequéncia peso. Entdo (3, = (my)~ € ndo decrescente.

Demonstragdo. Iniciamos com a sequéncia auxiliar

wy, = logm,. (1.4)
Segue de (1.1) e (1.2) que
wo=w; =0, 2w <wr_ 1+ wgs1, Vk € Np. (1.5)
Afirmamos que
wy < (ﬁ) Wprqy VP, q € Ny (1.6)

O caso p ou ¢ = 0 € trivial; provemos inicialmente por inducdo para ¢ = 1. Suponha que

k
< | — .
Wi > (k—i—l) Wi+1
Através de (1.5), deduzimos que

W42 k k—i— 1
Wit1 < 2+ + <2k+2) Wil = W1 < (k—+2) W42, (1.7)
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o que finaliza a primeira parte da prova. Seguimos agora com inducao em ¢. Suponha que

p
wy, < | —— ) wpri;
p_<p+j) p+7

decorre de (1.7) que

o= (755) () avim = (55 v
p — p+] p+j+1 pt+i+ p"—j"—l p+j+1>

encerrando a demonstracao de (1.6).

Retomando a prova da Proposicao 1.5, segue de (1.6) que, para todo n natural,

Wt 1 N log m,, - log my, 11
n+1 n — n+l

% < = log [(mn)%] < log [(mnﬂ)ﬁrl} )

Consequentemente

(mn>% S (mn+1)%+17 V?’L € N7

de acordo com o que pretendiamos provar. O]
Corolario 1.6. Toda sequéncia peso é ndo decrescente.

Proposicao 1.7. Considere # = {mn}nGNo uma sequéncia peso. Entdo vale a seguinte desi-
gualdade:

My - My < My, Vk,n € Ny tais que n > k. (1.8)
Demonstragdo. Considere {wy, }, ., como em (1.4). Se p < g, obtemos de (1.6) que
wy <= - wy. (1.9)
Observe que provar (1.8) € equivalente a mostrar que
Wi + Wn—k < wy,, sempre que k < n.

Por outro lado, inferimos de (1.9) que

n—k
n

wk+wn—k§_'wn+ *Wn = Wh,
n

como desejavamos verificar. O]



Espacos de Fungées Ultraditerencidveis 9

1.2 Classes de Funcoes

Nosso ambiente de trabalho serd o toro N-dimensional, dado por TV = RY /27Z".
As classes de fungdes 2m-periddicas definidas adiante terdo o comportamento de suas derivadas

relacionado as sequéncias que acabamos de estabelecer.

Definiciio 1.8. Seja # = {m,}, .y uma sequéncia peso; uma fungio f € C*°(TY) serd
denominada ultradiferenciavel de classe {.# '} se, e somente se, existirem constantes C,h > (

tais que, para qualquer o € NY,
|Df(z)] < C-hl*lmyy - af!, Vo e TV, (1.10)

Notacdo 1.9. Denotaremos o espaco das funcdes ultradiferencidveis de classe {.#} em TV

por Sﬁ(']I‘N).

Observacao 1.10. Na literatura, o ambiente funcional no qual trabalharemos é formado pelas

chamadas Classes de Romieu (veja, por exemplo, [43], [46] e [47]).

Observacao 1.11. O surgimento dessas classes se deu pela resposta ao seguinte questiona-
mento: para quais espacos funcionais o unico elemento flat em algum ponto (isto é, uma fung¢do
que tem o seu valor e de todas as suas derivadas igual a zero no mesmo) é a fun¢do nula? Uma
classe de funcoes que satisfaz tal condig¢do é denominada quase analitica; caso contrdrio, é
nomeada ndo quase analitica.

O primeiro exemplo de classe de funcoes quase analitica diferente do espaco das fun-
coes analiticas foi exibido por Denjoy em [25]. Uma caracterizacdo completa foi dada por

Carleman em [21] (para uma prova, recomendamos [36] ou [49]):

Teorema 1.12. Seja .# = {m,} uma sequéncia peso. A classe associada € ,(TV) é quase

neNp

analitica se, e somente se,

—+00
m;

o ML (+1)

= +400.

Observacao 1.13. Apesar do Teorema 1.12 ter sido originalmente demonstrado para o caso
local, néo é dificil ver que o mesmo continua valendo para elementos em C>=(TY). Se a classe
associada a M é ndo quase analitica, considere I = (0,2m) e tome f € C>(I) satisfazendo
uma estimativa andloga a (1.10). Estendendo f periodicamente, teremos f € C*(T) e por

conseguinte f € £ 4(T). E imediato que tal fungdo é ndo-nula e flat em 0, por exemplo.
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Por outro lado, se a classe associada a uma sequéncia é quase analitica, podemos ver
E 4 (TN como subespago de € ,(RY) e portanto o tinico elemento flat em algum ponto serd a

funcdo nula.

Observacao 1.14. Antes de prosseguir para exemplos, analisemos as diferengas entre as classes
definidas aqui e aquelas dadas por Komatsu em [39]. A sequéncia denotada M, pelo autor é
dada aqui por m,, - nl. Isto se deve sobretudo ao fato de termos o objetivo de trabalhar com
espacos que contenham a classe das funcoes analiticas (veja a Proposicdo 1.18).

Cabe ressaltar que, além disso, a condigcdo (1.2) é levemente mais forte do que a
propriedade (M.1) requerida por Komatsu. Visto que (1.2) é verdadeira para a sequéncia dos
fatoriais, concluimos que a validade da mesma para m,, implicard na propriedade satisfeita

para M,. Em contrapartida,

My1-Mypr My -mp1- (=1 (n+ 1) my-muy n+1
M? B m2 - (n!)? B m2 n

mostrando que a reciproca ndo é necessariamente verdadeira.

Hd vdrias razoes para esta diferenca na escolha das hipoteses. Primeiramente, existem
motivos técnicos evidentes, como as Proposicoes 1.5, 1.7 e suas implicagoes futuras, bem como
o Lema 3.17. Além disso, a condicdo (1.2) (e consequentemente a propriedade provada na
Proposicdo 1.5 ) garante que as classes sejam fechadas para composicdo e inversdo (se f €
En(TNYe f >0, entdol]f € E4(TV)), algo que ndo é necessariamente verdadeiro para as
classes de Komatsu (veja respectivamente [46] e [48]).

Por fim, as condicoes iniciais (1.1), que ndo sdo requisitadas em [39], sdo essencial-

mente impostas para facilitar as contas, ndo sendo de fato uma obstrucdo para a teoria.

Vejamos, agora, exemplos de espacos obtidos das sequéncias estabelecidas anterior-

mente.

Exemplo 1.15. Considere a sequéncia .#°*, dada por m,, = (n!)*~1, definida no Exemplo 1.2.
O espaco G*(TN) := & 4+(TYN) é conhecido como o das funcoes Gevrey de ordem s, para

s> 1.

Exemplo 1.16. Dada .# = {m,}, .y, como no Exemplo 1.3, a classe £ 4(T") é de grande
relevancia para o estudo da diferenca entre classes quase analiticas e ndo quase analiticas.
Afinal, para o caso particular em que o = 1, é possivel provar (veja [48]) que a mesma

representa a intersecc¢do de todas as classes ndo quase analiticas fechadas para inversao.
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Outro fato interessante é o seguinte: a classe serd quase analitica se, e somente se,
0 <o <1 (veja[52]). Desta forma, inferimos que a intersecg¢do de uma familia de classes ndo

quase analiticas pode resultar em uma classe quase analitica.

Exemplo 1.17. A classe de funcoes associada ao Exemplo 1.4, por sua vez, tem uma grande
importadncia historica. Afinal, o exemplo dado por Denjoy em [25], citado na Observagdo 1.11

nada mais é que o caso particular em que 3 = 1.

Antes de encerrar a se¢do, fixemos .# uma sequéncia peso e mostremos que as classes

associadas sao fechadas para soma e produto.

Proposi¢io 1.18. £ ,(TY) é um espaco vetorial, contendo o espaco das funcéoes analiticas

reais C*(TN).
Demonstragdo. Fixemos f € C*(TY); pela analiticidade de f, existem C, h > 0 tais que:
|Df(z)] < C bl Jalt < C- R myy - |af!, Vo e TV.
Logo C*(TY) c & ,(T¥). Vejamos agora que € espago vetorial: sejam f,g € £ ,(TV) e
a € C. Existem assim C, Cy, hq, hs > 0 de modo que:
1D f(x)| < Cy - By - Jaf!, Yz e TV,
|D%g(x)] < Co- s myy - !, Vo e TV,
Portanto, para cada x € TY,
[D%(af +g)(x)] < lal - |D*f(x)| + [D"g(x)]
<la - Cy- B i - a4 Cy - BET g - !
< (la] - C1- B 4 Co - 5T - ey <!
Se h = max{hy, ha} e C = (|a] - C; + Cy), segue que
|D*(af + g)(x)| < C B mp - |all, VoeTV,
encerrando a prova. O
Proposi¢io 1.19. £ ,(TV) é uma subdlgebra de C>(T").
Demonstracdo. Sejam f, g € £ ,(TV); existem constantes Cy, C, hy, ho tais que:
1D f(z)| < Cy - B g - Jaf!, Vo e TN, Va e N},

ID%g(x)] < Co- " mp - |oll, Vo eTV, VaeNY.
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Pela Férmula de Leibniz,

“(f- z)| = ) pe-s z) - DPg(x
|DY(f - g) (z)] ﬁ§§a<ﬁ>D f(x)- D"g(x)
a a—p 3
SM(/&) D)D)
« I"lm o — g-lfl-m- M.
S;@:(ﬁ) (C -h la-161 * | 5|‘> (C h 18] I6I'>

Se h = max {hl, hg},

D (f - g) ()] < (Cr- C) - hl - 3 (g) (miaigpt - ) - (o — B 18I

B<a

< (Cy-Ch)-hlT- " (g) “mya - fall,  por (1.8),
JEANY

< (Cy - Co) - (2R)11 -y - |l

Portanto fg € &€ 4(T"), como querfamos demonstrar. [l

1.3 Comparacao entre Classes

Dadas sequéncias peso diferentes .Z e .Z, estabeleceremos relagdo entre os espagos

E4(TN) e £4(TY) através do comportamento assintético das mesmas.

Definigao 1.20. Se .4 = {m,}, oy, € £ = {ln}en, S0 sequéncias peso, denotaremos

1
M <L & sup <%) < 00.

neNg

Nao € dificil verificar que a relagdo < € reflexiva e transitiva. Denotando
ML
no caso em que . = £ e.¥ = ./, obtemos em =~ uma relagdo de equivaléncia.
Lema 1.21. (Teo. 1 de [52]) Dada .# uma sequéncia peso, existe 0 € E ,(T) tal que
07(0)| > m; - j!, Vj € N.

Demonstragdo. Iniciamos a prova definindo as seguintes sequéncias auxiliares:

M q _ (n+1)-muiq
M, M '

M, =m, -n!, o, =
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(M,)nen também satisfaz a propriedade (1.2), afinal

Mgy - Moy _ ((n+ D! (n— 1)!> | (mn+1 ‘mnl)

2 2
M?2 n!-n! m2
Mp4+1 - Mp—1
n

Deste modo, (., ),en € ndo decrescente. Afirmamos agora que, para quaisquer j, k € N,

1\"7 M
— < L 1.11
(1) =3 (1
Para k = j, a afirmacdo € trivial. Quando k& > j,
My _ My Mea M
M; My My M
T Myoy My Mg,
< (apg)"
< (Otk)k J
Se k < j,
My, My My M
Mk Mj—l Mj—l Mk
- My My Mgy
- My M, M,

comprovando 1.11.

Retomando a demonstracao do Lema, definimos

= M
O(x) = Z (Qa:)k - exp(2iay). (1.12)

- exp(2iagx)

7 | (2a)F

1 My

ok ok
g

k- <2

\]
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aplicando (1.11). Além disso, derivando j vezes termo a termo,

My,

o)t (2icy,)? exp(2icyx)

k=0
1 M;
> —=
- 27 J=J
2 o)
> mj .7'7
encerrando a demonstracao do resultado. L

Teorema 1.22. A inclusdo € ,(TY) C E4(TN) é equivalente ao fato de M < £. Em parti-

cular, segue que € ;(TV) = E4(TV) se, e somente se, M ~ L.
Demonstracdo. Suponha .Z < Z; entdo existe B > 0 tal que:

Mk — Bk Wk € N,.
(o

Fixada f € £ 4(T"), encontramos C, h > 0 de modo que, dado o € Ny,
D f(x)| < C-hlelmyy - !, Vo e TV.
Assim, para todo z € TV,
D f(x)] < C- Rl B - |al!
<C-(h- B lq - fall,

e portanto f € E4(TV).
Seguimos para a reciproca, que serd provada pela contrapositiva. Por hipétese, para
cada n natural, existe um indice k,, de modo que

1
m ke, m
( k") >n = ( k") an” = manKkn-nk".
kn
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Tomando 6 como no Lema 1.21 , definimos:

0: TV — C

x = O(xy); (1.13)
¢ imediato que ¢ € & 4(T). Por outro lado, se oy, = (k,,0,0,...,0),

| D p(0)] = 10" (0)] = (ku)! -, = (k) by, -1

Consequentemente
1
| D p(0)])
) =
<<kn>! I, o
o que nos permite deduzir que ¢ ¢ £, (TV). O

Coroldrio 1.23. Se r < s, entdo G"(TV) C G*(TV).

Demonstragdo. As sequéncia associadas a G” e G* sdo my, = (k)""' e £, = (k!)*!, respecti-

R u ) * — (LN
k

Lembrando que lim % = 0 para cadan € N, inferimos que lim (k!)% = 00. Assim, se r < s,

k—oo K! k—o0

vamente. Logo

lim (k)% =0, lim (k)%

k—o00 k—ro0

Deste modo, G"(TV) c G*(TV) e G5(TV) ¢ G"(TV), encerrando a demonstragdo. O

r
= OQ.

Coroldrio 1.24. C¥(TV) = £ ,(TV) se, e somente se sup (mj)% < +00.
i>1

Proposicio 1.25. Seja .# = {m,},cy, uma sequéncia peso e denote M b= {mﬁ}n eng @

sequéncia dada por m* = m, ;. Se a € NI, |a| = k e p é um elemento de £ ,(TY), entdo

Doy € € 4u(TV).

Observacao 1.26. Antes de iniciar a prova, ressaltamos que #* ndo é necessariamente uma

sequéncia peso, mas utilizaremos a notagdo & ,+(TY) de qualquer modo.

Demonstracdo. Fixados 3 € NI e x € TV, decorre da hipétese que

1D ()| < C- AP omypg g - o+ B!

< (C-h'a‘) . hlAl Mg o+ B!
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< (C- hla\) . hlAl 'mlkfo’l a4 Bl
Além disso, como (|| + [B))! < |af! - |B]! - 2lel . 2181 segue que
|Da+%(:c)| < (C- hlel . ! Q\al) . (gh)lﬂ\ 'mlkﬁl 18I,
0 que encerra a prova. O

Teorema 1.27. Dada uma sequéncia peso ./ arbitrdria, o espago € ,(TN) é fechado com

relacdo a diferenciagdo se, e somente se,

L
m'+1 J
sup [ —/— | < oo.
Jj=1 m;

Demonstragdo. Suponha primeiramente que & ,(T) é fechado com relagio a diferenciagio.

Neste caso, segue da Proposigdo 1.25 que £ 41 (TY) C € ,(TY). Pelo Teorema 1.22,

1 1 1
m;\ 7 m; i
+1
sup ( —2 = sup 2 < 00
i=1 \"j g=1 \ My

m .
Em contrapartida, supondo que sup ( A
g1\ Ty
para qualquer p € N. O caso p = 1 segue diretamente da hipétese. Supondo a afirmagdo

) " < oo, verifiquemos que € 4»(TY) C € ,(TV),

verdadeira para p = ¢, repare que:

1 1 1

(mj+q+1)j _ <mj+q+1>j ‘ <mj+q)j
m; Myjt+q e
Consequentemente,

1 1 1

Mjygr1 )’ Mjygt1 |’ Mjiq )’
sup (Tl ) g ((Matar ) gy ((Mta
Jj=1 m; Jj=1 Mjtq Jj=1 m;

1 1
Mjy1\’ Mjtq \’
< sup 2 - sup s < 00,
Jj=1 m; j=1 m;

aplicando a hipétese de indugdo. Esta demonstrado o resultado. O]

Para o estudo de equagdes diferenciais, € natural pedir que o espaco funcional em que
se esté trabalhando seja fechado com relacdo a diferenciacdo. Consequentemente, a partir de
agora trabalharemos apenas com sequéncias peso .# = {mn}nENO satisfazendo as seguintes

condigdes:
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2. m2 <my_1-muy1, VneN. (1.2)

3. Existe C;y > 1 de modo que:

sup (ij) ' < Cpy. (1.14)

j>1 m;

Observacao 1.28. Uma consequéncia imediata do Teorema 1.27 é a existéncia, dado k € N,

de Cyiy > 1 de forma que

1
sup <mj+’“> < Cpy. (1.15)

j>1 m;

Observacao 1.29. No caso particular em que m,, = n!, recorde que:

1
. J
g1\ My ‘

Por conseguinte, para cada q € N obtemos uma constante By, de maneira que:

1
. N
i>1 J!

As Observacdes 1.28 e 1.29 serao fundamentais no decorrer deste trabalho, sendo uti-

lizadas em praticamente todas as demonstracoes.

1.4 A topologia de £ ,(T)

Nesta secdo apresentaremos a topologia que usaremos em nossas classes de funcdes

ultradiferenciaveis.

Definicao 1.30. Dado h > 0, definimos

D f(x)]
Ean(TV) = [ €&q(TV); | <
)= F e 8l s g e Jall T
aeNY
E, para cada | € & 4 1,(TY), denotaremos
D f ()]

17w = 592 g =l

aENg

Nio ¢ dificil verificar que ||| ,, é uma norma em & 4 ,(T"). Neste caso, temos a

seguinte
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Proposicio 1.31. £ ;4 ,(T") é um espagco de Banach.

Demonstragdo. Seja {¢y}, . uma sequéncia de Cauchy em & 2 n(TY) e fixemos x em TV e 3
em NY'. Dado ¢ > 0, é possivel encontrar j, € N de maneira que, se j, k > jo,

’Dﬁ (%‘ — ©k) (x)‘

DB (x) = DPpr(z)] =

] . plAl ~myg) - B!

<o = @ull g s - BTy - 18!

€
< I8 m 18!
WAL g - ]! |61

<e.

Logo, { DP¢,(2)}, .y, € uma sequéncia de Cauchy em C.
Para cada par (z,3) € TV x NJ, definimos ¢g(z) = lim D?p,(z). Como TV ¢
compacto,

@ = ¢y € C(TN); Dp = ¢5, VB3 € NY.

O passo seguinte € verificar que ¢ € € 4, (TY); escolhendo ng € N tal que ||¢; — @il ,, <1

para quaisquer j, k > ng, segue que
| D% ()| < |D%p(x) — D%pny ()| + [ D@y ()]
< | lim D%p;(x) = D%y ()] + [ D% png ()]
< pled "M - lal 4+ Cp - plel "M - la!
< (Co+1)-hl*lmpy - |all, VaeN), vaeTV.

Por fim, com o intuito de demonstrar que ¢,, — ¢ em & 4 4(TV), fixemos £ > 0.

Como a sequéncia é de Cauchy, € possivel encontrar j, € N tal que

lej = eull ypn <€ Visk = o

Isto é,
|DPp;(z) — DPpy()|
R8I Smyg) - |5|[

Fazendo k£ — oo, deduzimos que

<e VzeTV, VBeNY.

les — el yn <€ V5 = Jo,

concluindo a prova. O
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Proposicdo 1.32. Sejam hy,hy € Ry, com hy < hy. Entdo € 41, (TY) C E4n,(TY) e a

inclus@o & y 1, (TN) < & 1, (TY) é compacta.

Demonstragdo. A inclus@o dos espacos € imediata. Concentremo-nos assim na compacidade:
dada {f,}, .y sequéncia limitada em & 4, (T"), queremos comprovar a existéncia de sub-
sequéncia convergente em & 4 p, (TV).

Por hipétese, existe Cy € R, de modo que
1D fo(2)| < Co - B - myay - |af!, Vo e TV, Va e NY, Vn €N, (1.16)
Desta maneira, fixado k € Ny qualquer, resulta de (1.16) a existéncia de Cj, > 0 tal que

> sup |DPf(w)] < Cy, ¥n € N.

N
18<k @€T

Decorre do Teorema de Arzela-Ascoli a existéncia de uma subsequéncia { f,,, }, . convergindo
para uma fungdo f em C>(T%). Resta-nos mostrar que f € de fato um elemento de & 5, (T")
e que a convergéncia se dd neste mesmo espaco.

Para a primeira afirmagio, note o seguinte: dados quaisquer x € TV e v € N,

obtemos de (1.16) que

< Co - h sy - Iy < Co - B myy - )

D7 ()] =

1 Y
Jm D7 f, ()

0 que nos permite inferir que f € & 4 4,(TY). Seguimos para a segunda parte: fixado ¢ > 0,

h p
selecionamos p € N de modo que -1 < i. Além disso, definimos
hz 200
C L 0<g<
= max§ —/——— .
1 hg.mq‘q!7 —Q—p

Pelo fato de { f,,, },o convergir para f em C>(T"), é possivel encontrar k; € N de forma que
A A £
sup | DM (2) — D f(2)| < =, |\ <p, k= ki
z€TN Cl
Suponha agora k > ky. Se |\| < p,
D> f, - D*
sup <| fou (@) f(x)‘) < .0 =

z€TN h|2/\| ST |/\|' - O

Quando |A| > p,

. (10 fri(#) = D f(rv)}> . (10 fou(®) = D f(:zf)}) | (Z_)

zeTN h|2>\‘ Sy |)\|' zeTN hllM Sy |)\|'
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- <1Dkfnk<x> —DAf(x)}> e

zeTV Py sy AL 2C
< (sl +10) - 56
<e.
Portanto
1o = Flly < &5 Yk = Ey,
0 que nos permite inferir que f,,, — fem & 4 ,(TV). O

A topologia imposta em £ ,(T") sera dada pelo limite indutivo da familia de espagos

E #n(TN), com h real positivo. As aplicagdes de cadeia serdo dadas por inclusdes

ZZ? : 8///7h1 (TN) — g//fth (TN)a

para hy < hs. Denotamos

En(TY) = lim € 4,(TY).

heR+t
E possivel mostrar que para qualquer sequéncia {h,, }, . crescente e ilimitada, temos

E4(TY) =lm& 4, (TV).

n
Assim, associando as Proposi¢des 1.31 e 1.32, concluimos que € 4 (T") é uma sequéncia inje-
tiva compacta de espagos localmente convexos, conhecido na literatura como um espago DFS.
Para maiores detalhes sobre estes espacgos, recomendamos [39]; aqui apresentaremos apenas as
informacdes que serdo fundamentais mais adiante.
Uma questao fundamental, ao definirmos uma topologia, € a caracteriza¢ao de conjun-

tos abertos e fungdes continuas. Neste caso, € de se esperar alguma relagdo com os espagos

Eun, (TV).

Teorema 1.33. (Teorema 6’ de [39]). Um conjunto A C & ,(TN) é aberto (fechado) se, e
somente se,

ANE g, (TV) é aberto (fechado) em & 4, (T™), ¥n € N.

Teorema 1.34. Seja X um espago topoldgico qualquer; f : € ,(TY) — X serd uma fungdo

continua se, e somente se, a restri¢ao f,, : € 4, (TYN) — X for continua, para qualquern € N.
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Demonstragdo. Definimos inicialmente a inclusdo 1, : € 45, (TY) — &€ 4(TV), que é continua
devido ao Teorema 1.33. Assim, se f for continua, f, = f o [,, também o serd, provando a
necessidade da condicao.

Reciprocamente, suponha B C X um conjunto fechado. Como cada restricdo f,, é
continua, f,*(B) = f~Y(B) N & 4n, (TY) é fechado. Aplicando o Teorema 1.33, inferimos

que f~!(B) é fechado, como pretendiamos provar. O

Corolario 1.35. Considere g : £ 4,(TY) — & 4(TV) uma aplicagdo qualquer. Para que g seja

continua, é suficiente provar que para cada m € N, existe p € N de modo que

9 (Etnn(T)) CE ) (TV) € &%y Etr o (TN) = i, (TY)
é continua.

Demonstragdo. Se as fungdes g, sdo continuas, as restri¢des ¢, de g também o serdo. Através

do Teorema 1.34, deduzimos que o mesmo sera valido para g. ]

Outros pontos relevantes a serem abordados sdo os conceitos de conjuntos limitados e

convergéncia de sequéncias em &, (TV).
Teorema 1.36. (Teorema 6’ de [39]).

1. Para que um conjunto B C € 4(TY) seja limitado, é necessdrio e suficiente a existéncia
de k € N de modo que B C € 4, (TY) e que seja limitado com relacdo a topologia

deste espaco.

2. Uma sequéncia { fn}neN C E4(TN) converge para 0 no espaco se, e somente se, é

possivel encontrar m € N de modo que

{fatnen € Ethm (TY) e fro — 0em & 4, (TV).
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Capitulo 2

Ultradistribuicoes e Série de Fourier

Neste capitulo, trataremos do dual topoldgico dos espagos € 4 (T) e desenvolveremos
os resultados da andlise de Fourier necessarios para o desenvolvimento deste trabalho. Vale
ressaltar que a maioria do contetido deste capitulo sdo resultados estendendo fatos apresentados

pelo Prof. Gerson Petronilho em suas notas "Periodic Gevrey Ultradistributions in R™".

2.1 Ultradistribuicoes

Definido o espaco vetorial topolégico & ,(T), o préximo passo ¢ tratar de seu dual.

Cabe ressaltar

Defini¢do 2.1. Dada .# uma sequéncia peso, definiremos por 2',(TV) o espago dual topo-
légico de £ ,(TN). Isto é, o conjunto dos funcionais lineares da forma u : € 4(TY) — C

continuos.

Teorema 2.2. As seguintes afirmagées a respeito de um funcional linear u : € ,(TV) — C sao

equivalentes:
1. we 2 ,(TY).

2. Para cada € > 0, existe C. > 0 de modo que

0% ()] - !

(u,0)] < C. - sup (
m‘a| . ’CY|!

zeTN
aENg

) . Vo € E4(TV). 2.1)

3. Se {pn}tnen C E 4 (TN) converge para 0 em € ,(TV), entdo (u, p,) — 0.
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Demonstragdo. (1) = (2) : Provaremos pela contrapositiva; suponha que (2) ndo é verdadeira.

Entdo existem £y > 0 e uma sequéncia {¢, }, .y C €. (T") de maneira que

0% @u()| ') |

‘<u>¢n>’>'n” sup (

x€TN n”a\‘|04!
aENg
Seja ¥,, = PN heste caso, teremos [(u,¥,)|=1e
[(u, on)|
o0 .\a| o*\U _|a\ 1
1>mn- sup | n(2)] 'EO = sup | ()| ;EO < —.
zeTN Mya| - ’O" z€TN Mya| - |a| n
aeNY aeNYY
Deste modo, para todo z € TV,
1 lox
|00, (x)| < <€—) Moy - af!,  Va e NY.
0
Isto &, {W,},cn C Emnye(T) €
[{w, W) | = 2 [[Wnll 1, V1 €N,
0 que nos mostra que u ndo € continua. Logo, pelo Teorema 1.34, » ndo € continua.

Etr 1)y (TN)
(2) = (3) : Se {¢n}pen C SKZ(TN) converge para 0 em & ,(TV) , decorre do Teorema 1.36 a

) ) 1 ) )
existéncia p € N de modo que {¢n}, oy C Ez ., (TV). Tomemos & = h—; pela hipétese, existe
P
C' > 0 de maneira que

[(u, pn)| < C - sup
reTN
aENg

( |0%pn ()]

< C-|len .
(Bl e |a|!) <C-lleallgn,

Como |[¢n[ 44, — 0, deduzimos que (u, ¢,) — 0.
(3) = (1) : Novamente aplicaremos a contrapositiva: suponha que v ¢ 2',(T"). Através do

Teorema 1.34, encontramos ¢ € N de maneira que

. N
QL&%@WW)'a%ﬁAT )—%C

ndo € continua. Assim, para cada j € N, € possivel obter p; € £ 4 1, (TV), de maneira que

(w001 >3- Neill i, -

5] 1
1IN by < -, Vj c N.
[(u,5)] J

Consequentemente, { }jEN — 0em & ,(TY), mas (u, ¥;) - 0. u

[, W)l =1 15l 5, =
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2.2 Série de Fourier

Definiremos a Transformada de Fourier de elementos em € ,(TV) e 2',(TV), e des-
creveremos propriedades dos mesmos através do comportamento de seus coeficientes de Fou-

rier.

Definicao 2.3. Seja ¢ € £ 4(TV). Para cada & € 7V, definimos

D 1 e L p(x)dx
HE) = gy [ el

e denotaremos por F () a aplica¢do

Teorema 2.4. Dada p € £ ,(TV), temos
ple) =) @(€) €, VreTV,
cezN

com convergéncia em & 4(TY). Além disso, existem constantes C,§ > 0 de modo que

. . My, - 1! N
|9(&)] < Cnléll\l; (m) , VEeZ”. (2.2)

Demonstragdo. Iniciamos com a prova de (2.2). Para n = 0, temos

[6(8)] = ‘(271)N /TN e~ . o(x)dx.

Assim, se £ = 0, é suficiente escolher C; = sup |p(z)| e d = 1. Passemos para o caso n > 1;

< sup [ip()]. (2.3)

z€TN

TN
fixados o € NJ' e £ € Z" ndo nulos,
FDRNE) = gy [, Dpla)da
- v [ VD) o)
= 271)]\[ /’ﬂ‘N £*- e iTE o(z)dz.

A igualdade acima, unida a hipétese inicial, nos permite concluir a existéncia de Cs, ho

positivos, tais que

1 o
€71 18| < gy [ 10" @l < o g -l
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n!

Pela desigualdade |£]" < Z — - |€“|, inferimos que
ol o!
n ~ n! «@ ~
€121 < ) o 1€ ()]
|al=n
n! .
< Z a'OQ'h2 “My, - !
|al=n
" n!
<Cy-hy-my,-n!- Z ]
|a|=n

< Cy-(hy - N)"-m,-n!
——

h3

Como £ # 0, denotando hy = (2 - h3), deduzimos que

(L+1ED™ - 12(E)] < Co - (ha)" - mn - ml, Vn €N, V€ € ZV\ {0}

1
Assim, se tomamos C' = max {C1,Cy} e 0 = m, concluimos que
R My - 1!
I O <€ (M) vne N Ve e 2 24

Em particular, como a desigualdade acima vale para todo n em Ny,

R ) my, - n! N

Partimos agora para a demonstragdo da convergéncia da série. Como ¢ € C°°(T%),

temos ciéncia de que Z @(€) - €™ converge no espaco das fungdes suaves para (). Defini-

€ezZN
mos, para k£ € N, a soma parcial

Skp(x) = Y (&) - €.
l€|<k
Por S} ser uma func¢do analitica, pertence a £ %(’]I‘N ). Além disso,
(¢ = Skp)(a) = Y (&)
[€]>k+1
Dado o € NYY, segue que

D(p = Spp)(x) = Y (€)-€%- e

|€|>k+1

Assim, aplicando (2.4), obtemos

D (¢ = Sep) (@) < Y [p(©)] - [¢]™

[£[>F+1
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< ) PO L+ [ED T (14 ey

[€|>k+1
1 |a|+2N
sc-(g) ey - (ol 4201 S0 ([ @)

|€|>k+1

Pelas Observacoes 1.28 e 1.29, além de (2.5), segue que

lo|+2N
D= Sip@I<C (5) Ol Bk - 3 0+ je) ™

genN
1\ 2V o 1 laf
<lo(3) X a+ien™] ((5)BemCan ) mlal
gezN
1\ 2N - 1
Se tomamos C' = C' - (5) : Z (L+[g)) " eh = (5) - Bany - Cpanys
gezN

|DY(p — Spp) ()] < C"- R myy - !, Vo € TV, Va € NY.

Logo (¢ — Skp) € €4 (TV), para cada k € N. Pelo fato de 5 ser menor que 7/, inferimos que

¢ também € elemento de & 5/ (T?). Ou seja,
Sk € gﬁ,h/(TN% Vk € N.

Finalmente, observe que por (2.5),

1\* _
DY = Spp)(z)| < | C (5) > @+ | M mplall, Vo e TV, Va € N
l€1=k+1
Portanto, || — Sk - ¢|| 4, — 0 quando k — +oc e assim Syp — ¢ em E (TN, O

Estenderemos agora a nog@o de Série de Fourier para ultradistribui¢des, usando o fato

de que p(r) = e~ ¢ analitica para quaisquer z € TV e ¢ € ZV.

Definiciio 2.5. Sejau € ' ,(TN); definimos o coeficiente de Fourier i.(€) de u por

R
E) = oy

(u, ey V¢ e 7N
Teorema 2.6. Considere u € 9',(T"); entdo para cada € > 0, existe C. > 0 de maneira que:

()] < C. - sup (ﬂ) veezV,

n€ENp My - n'



Ultradistribui¢oes, Série de Fourier e Aplicacoes 27

1
(2m)N
de (2.1) a existéncia de C. > 0, de modo que

a()] < C. - sup ( 92 ()] .504)

2€TN Mgl - !
aeNﬁ

Demonstracdo. Por defini¢do |u(&)| = +|(u,e™*)|. Fixados e > 0 e & € ZV, decorre

Por conseguinte,

6(€)] < C. - sup <<1+lf“!>-§“'> CC s ((1+\§yal).ga|)’

aeNy \ M| - |c]! achy \ Ml - |o]!
€ portanto
R gn . 1 + é‘ n
neNp My - 1.
Esta demonstrada a afirmacao. ]

Observacao 2.7. Na Secdo 2.3, as relagoes entre os resultados provados nos Teoremas 2.4, 2.6

e as estimativas jd conhecidas para o caso Gevrey sdo melhor elucidadas.

Observacao 2.8. Para qualquert > 0 fixado,

t'rb
lim < ) =0,
n—+o0o \ My, - N!

visto que o numerador possui crescimento polinomial, enquanto o denominador tem cresci-

mento ao menos fatorial. Além disso, para o mesmo t,

" t0
sup > =1
neNg \ My - ! mg - 0!

t" .
Isto nos mostra que sup ( ') é sempre assumido, de fato, para algum ng € Nyg. Com um
neNg \Mn - N2

: : my - nl\ ,
argumento do mesmo estilo, prova-se que inf m é assumido por algum ny em Ny, e
neNp

o ()] = (25)
sup = inf .
neNg \Mn n! neNo t

O préximo passo € provar uma versao do Teorema 2.4 para ultradistribui¢des. Para tal,

assim

ndo obstante, € necessdrio antes definir a no¢do de convergéncia em 7', (TV).

Definiciio 2.9. Seja {u,}, . uma sequéncia em 2',(T") e uw uma ultradistribui¢do. Diremos

que u,, — U no espago se

<un7 90> — <u7 (:0>7 VSO € 8///(TN)
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Lema 2.10. Considere {u,},  uma sequéncia em 2',(T"), tal que (u,, p) é uma sequéncia

de Cauchy para toda ¢ € € 4(T"). Com tais hipdteses, existe u € 2',(TV) tal que

lim(u,, p) = (u, ), p € S///(TN)

Demonstracdo. Sejau : € 4(TYN) — C a aplicagdo dada por (u, p) = lim(u,,¢). O limite
existe, pela completude de C, e a linearidade € imediata. Resta-nos verificar a continuidade;
suponha {4}, sequéncia em & ,(T") convergindo para 0. Pelo Teorema 1.36, existe ¢ € N
de maneira que

or € Epng(TY), Vk €N,

Como u,, é continuo para cada n € N, inferimos que wu,, ¢ continuo. Dada ¢ €

‘ Ett ng (TV)

Ewny(TV), (un, 1) € sequéncia de Cauchy e portanto limitada. Isto é, existe L > 0;
[{(un, )| < L, ¥Yn €N,
Pelo Teorema de Banach-Steinhaus, existe M/ > 0 satisfazendo
(s )| < M - [[9[] g, » I €N, VU € E g, (TV),

2M
Dado ¢ > 0, tomamos 7y := 2Pk Perceba que {Vitiey € Ean (TY) e v — 0 em
£

E.# 1y (TY). Escolhemos ko € N de modo que 17l , < 1,Vk = ko. Entéio

e, 1) | < M = [(un, o1)| < g Vn € N, Vk > ko. (2.6)

Jaque (u, pr) = lim(u,, i), para cada k > ko, existe n, € N tal que:

€
Unindo (2.6) a (2.7), obtemos para k > ky,
e €
L L B R T TN |
Ou seja, (u, i) — 0, como pretendiamos provar. O

Teorema 2.11. Seja {a¢} cezn uma sequéncia em C tal que, para todo € > 0, existe C. > 0 de

modo que
em - (1+[€)"

My, - n!

o < €. s

neNy

>, Ve e ZN.

Considere u = dezzv ag - €7 o funcional que age da seguinte maneira em €, (T™):

Entdo u é um elemento de 2',(T") e u(§) = ae.
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Demonstragdo. Definimos s;(z) = Z ag - '™, para cada j natural. Provaremos que, para

1€1<j
qualquer ¢ € € 4(TV), a sequéncia

Gi0)i= [ S ae e plade = Yae [ e plopis

el lel<s
é de Cauchy em C. Para tal, tome m, k € N, com m > k. Dada p € & ,(TV),

(Sm — Sk, ) = Z ag /TN e ()

k+1<[gl<m
=2m)Y Y ac-@(=f),
k+1<lgl<m

e por conseguinte

[(sm — sk )| < @MY D ael - [p(=)]. (2.8)

k+1<|¢[<m

Fixado ¢ € Z", temos

lael - 1¢(=€)] < C. - sup (ﬂ) s

neNy mnn'
gno_ 1+§ no R
<o (T g
no 0-

para algum ng que, a priori, depende de ¢ e £. Seguimos adiante, aplicando o Teorema 2.4 e as

Observagoes 1.28, 1.29:

o 160 < [ (LTI ) g Mageam (10 L 20)

My - N Cgrot2N (1 4 [¢])roteN
(GO ()" M (ot
o 52N o My, TL()! (1 + |€|)2N
< (GO (e Bpn -Cem\™ 1
0 C. - C’l)
Escolhemose = —————;se Oy = | ———+— |,
Cany - Bany ’ (5”
1
No(=E)| < Cy - ———rc, VE €7V, 2.9
gl 6= < Co- e ¥ 29
Aliando (2.8) a (2.9), deduzimos que
1
(sm = skl < @MNC: Y
wirgaem L TIED

Como a série do lado direito converge, klim |(Sm — sk, )| = 0. Por conseguinte, (s;, ) é de
—00

Cauchy para toda ¢ € € 4(T"). Pelo Lema 2.10, Z ag - ¢’ ¢ de fato uma ultradistribuico.
cezN
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Provemos por fim que 4(§) = ae. Com efeito,

U 1 —iz 1 ; ixn —iT
6 = g+ 0 = e Jin S [ e =
m<i T
concluindo nossa prova. O]

Teorema 2.12. Fixe u € 9',(TV). Entdo
u= Y ag)- e,
gezN

com convergéncia em 9',(TV).

Demonstracdo. Unindo os Teoremas 2.6 e 2.11, concluimos que
U= Z u(§) - P
cezN
é elemento de 2, (T"). Resta-nos verificar que u = 4. Fixe ¢ € & ,(T"); assim como

no Teorema 2.4, definimos Sip(x) = Z G(€) - €. Vimos que Spp — @ em & ,(TV);

1<k
consequentemente,

(u, p) = lim (u, Syp)
=lim Y {u, §(&)e™)

€<k

=lim Y (&) (u, )

l€1<k

Como .7 (1) (€) = F (u)(€), temos que (@i, e~ ¢) = (u, %), para qualquer ¢ € ZN.

Logo
(u, ) =lim Yy () - (u,e™)
l€l<k
_ ixg
—lim 3 (i, $(€) - )
€<k
= (1, ).
Concluimos assim que u = . L

Nosso objetivo final nesta se¢do € provar uma reciproca do Teorema 2.4. Isto €, mostrar
que se v € Z',,(TV) € uma ultradistribui¢do cujos coeficientes de Fourier possuem decaimento

andlogo ao das fungdes em & 4 (TV), sera de fato um elemento do espaco.
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Teorema 2.13. Seja {b¢} ey Uma sequéncia de niimeros complexos e suponha que existam de

C, 6 > 0, de maneira que

My, - 1!
<C-inf (| ———— ZN 2.1
bl < - inf (5n.<1+|§y)n>’ e (210

Entdo existe 1) € E 4(TN) de modo que

com convergéncia em € ,(TV). Além disso, 12({ ) = be.
Demonstragdo. Definimos primeiramente
v: TV — C
r > Z be - €%
cezN
Pela estimativa (2.10), decorre da teoria cldssica de Série de Fourier que ¢ € C*(T¥), com

convergéncia no espago. Resta-nos verificar que v € € 4(T) e a convergéncia no subespago.

Dado o € N, D) (z) = Z £% - be - '™ . Por conseguinte,

gezN
[D* ()| < D (L4 [ - [be|
gezN
Mjajt2n * (|| +2N)! 1
< 3 (R T

Separando o produto de maneira conveniente,

|al
) () ()

D) < (- (g)N

N -~ 7\ ~~ /
ez Observagdo 1.28 Observacdo 1.29
laf
1\ 1 Ciany - By
ST P oy, iy [CUETE R
- 2N a )
5) & D ’
=hy

0 que mostra que ¥ € & 4.5, (TV).

A fim de provar a convergéncia, seja S;¢(z) = Z be - '™, para cada j natural. Note

l€1<s
que a desigualdade acima também vale para cada S;. Provaremos que S;ib — 1 em & 4, (TV).

Com efeito, aplicando as mesmas estimativas utilizadas anteriormente,

o 1\ 1 Cewy - Beny |
i -spiwl< (o (3) T (F B



Ultradistribui¢oes, Série de Fourier e Aplicacoes 32

Consequentemente, lim [|¢p — Sy ,, =0 = Sjp — ¢ em E 4 (TN). O
J—00 ’

Corolario 2.14. Dada u € 9',(T"), suponha que existam C,§ > 0 tais que:

.nl
(&) < C - inf (&L Mo 10

_— Y ZN
i\ yg\)n)’ &€

Entdou € € 4(TV).

2.3 Funcao Peso

Nesta se¢@o, associaremos a uma sequéncia peso .# uma fun¢do peso, que serd de-
notada w_,. Para que o leitor entenda a motivacdo de sua defini¢do, analisaremos brevemente
alguns resultados provados na Sec¢do 2.2.

Através do Teorema 2.4 e do Coroldrio 2.14, vimos que um elemento u € 2/, (T")
pertence a £ ,(TY) se, e somente se, existirem C,§ > 0 tais que

. ) my, - n! N
()] < O'nlélgo (m) , VEeZ™.

Por outro lado, pelo Teorema 2.6, se u € &’,(T"), dado € > 0 € possivel encontrar C. > 0 de

modo que

[a(¢)| < C. - sup (M> . VEezN.

n€eNg My, - Tl'

Ou seja, podemos reescrever o Teorema 2.4, afirmando que existem C, e > 0 tais que

[a()] < C - sup (M>_ . VEezN.

n€eNg My, - Tl'

Definicao 2.15. Dada .# uma sequéncia peso, definimos a fungao peso w_, da seguinte forma:

w0, 400) = [0, 400)

tn
suplog( ), set > 0.
t— n€eNg My, - n!

0, set = 0.

Proposicio 2.16. Sejau € 2',(T"). Entdo, para cada € > 0, existe C. > 0 de modo que
A(E)] < C. - a1 g € 7V,
Mais ainda, v € £ ///(']I’N ) se, e somente se, existirem C,§ > 0 tais que

la(é)| < C - e~wa(BLQAHIED) e e 7N
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O leitor habituado com os espacos Gevrey ja estd acostumado com este tipo de carac-

terizagdo. Afinal, é conhecido o fato de que se u € Z/(T"), entdo
Ve>0,3C.>0; |a(E)| < C.- e veezV.
Além disso, u € G*(T") se, e somente se,
3C,6>0; |a@)|<C-e " veezN
Note que, pela maneira aqui definida, a fun¢do associada seria

ws : [0, +00) = [0, +00)

t’n
suplog< ), set > 0.
t— neNp nls

0, set =0.
Mostraremos que neste caso hd uma equivaléncia entre as funcdes, no seguinte sentido: po-
. e - . 1/s
demos caracterizar ultradistribuicdes e fungdes Gevrey utilizando tanto e*”" como e, sem

qualquer distin¢gdo. Com efeito, paras = 1 et > 0,

tn =\t ;
wi(t) = log:g\%(n‘)glog< m)-log(e)—t.
Por outro lado,

— log {exp (%)} — log Li; Qnt?n!] < log [(i 217> sup (g)] — log2 + wi(t).

Logo

Seguimos para o caso em que s > 1;
m tn/s tn/s o tk/s
ws(t) = sup [log( )] = sup [slog( )} = slog [sup ( )] < slog Z
n€Ng neNg n' neNg n' 5—0 k'
Por conseguinte, w;(t) < s - log (etl/s) = s - t'/*. Em contrapartida,
tl/s tl/s o tk/s
/s — 5. =s-1 =s-1
(5 mesde ()} = S

e\ o= 1 tn 1
<s-lo sup( ) —1| =lo sup(—)+s~lo ( )
& [neNo ZO sk gnENO nls & 1—s7t

Deste modo,

1
tl/s—s~log(1 _1) < w(t) < s-the,

Assim, verificamos a equivaléncia que pretendiamos comprovar.
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Observacao 2.17. Para mais informagoes sobre as funcdes peso associadas, recomendamos
[40]. Em alguns trabalhos, como [19], classes de funcdes ultradiferencidveis sdo definidas
diretamente através de funcoes peso, satisfazendo certas condicoes. Em muitos destes casos,
é possivel extrair uma sequéncia deste tipo de fungdo, de modo que as definicoes dadas neste
trabalho e no de [19] sejam equivalentes. Ndo obstante, tal processo nem sempre é possivel.

Para mais informacaes, veja [18].

2.4 Sequéncias de Crescimento Moderado

Antes de prosseguirmos para Séries Parciais de Fourier, necessitaremos da alteracdo de
uma hipdtese imposta nos espacos estudados. Até o momento, foram requeridas trés condi¢des

para uma sequéncia peso ./
2. m2 <my_1-Mmpy1, VneN. (1.2)

3. Existe Cy1y > 1 de modo que

sup (ij) ’ <Ciy. (1.14)

j>1 m;

Nao obstante, para algumas provas de resultados fundamentais que aparecerdo daqui

em diante, serd necessdria uma troca de hipéteses. Ao invés de (1.14), assumiremos que

3'. Existe H > 1 de modo que:
‘ 1/(j+k)
sup (M) < H. @2.11)
gk \ T - M
Observacao 2.18. Uma condicdo equivalente a (2.11) é denominada "Estabilidade sob Opera-
dores Ultradiferencidveis" em [40]. Em outros trabalhos, como em [42], é dito que {mn}neN0

possui "Crescimento Moderado". Esta é a denominagdo que escolhemos usar neste trabalho.

Observacao 2.19. Se (2.11) é vdlida, ao tomarmos k = 1, concluimos que
l
. J
sup (M) < H.
j=1 m;
Isto é, a condicdo (2.11) implica (1.14). Deste modo, quando apenas a ultima desigualdade for

necessdria, permaneceremos com a notagdo utilizada nas Observagoes 1.28 e 1.29.
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Vejamos agora que os Exemplos 1.2, 1.3 e 1.4 satisfazem (2.11). De fato, iniciemos

com o caso Gevrey: para s > 1 arbitrério,
. s—1 . s—1
Mjtk \ _ (j+ k) _ (7T k < (257 1)itH
mg - my gl k! k - '

Por conseguinte, nesta situacao,
1/(j+k)
m .
sup (J—Jrk) <2571

gk \Tj - My

Em particular, quando s = 2,

(j+ k) <27MF 5Lkl Vi k€ N, (2.12)

. log x
Sigamos para o Exemplo 1.3; como a fun¢do & ¢ descrescente para x > e, dados

J,keN,
mi,  [log(j+k+e—1) Uj. log(j + k+e—1)17"
mj-my, | log(j+e—1) log(k+e—1)
L oj ,] ok
<lle—f |1
_{—i_j—i—e—l} [—i_k’—i-e—l}
< e (k).
O\ YGHR)
Logo, sup (M) < e’,
gk N\ - My

Por fim, o argumento para o Exemplo 1.4 € bastante semelhante:
mj; _ [log(log(j+ k + e — 1))} v {log (log(j + & + ¢ — 1))rk
mj-my | log(log(j + e —1)) log (log(k + e® — 1))
[log(j + k + e — l)rj . [log(j + ke — 1)}“

<
| log(j+e—1) log(k 4+ e —1)

_ i B3 ] Bk
</1+—- |14+ -—
__+j—|—ee—1] {+k+ee—1]
< P (i +Fk)

1/(j+k)
. Mtk B
eassimsup [ ——— <e".
gk mj My

2.5 Série Parcial de Fourier

Trataremos nesta se¢do de coeficientes parciais Fourier para elementos de £ ,(TV) e
2',(TV). Sejam R, S € N, tais que R + S = N escreveremos (z,y) € TV, com z € T# e
Y € TS,
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Fixada ¢ € &€ ,(TY), considere para cada x € T* a aplicacdo

0, :T% — C
y = o(r,y).

E imediato que @, € £ ,(T%); decorre do Teorema 2.4 que
p(2,y) = aly) = D Bl,m) - ™7, (2.13)
nezs
com convergéncia em & ,(T?), no qual

5 1 —iyn 1 —iyn
Ban) = s [ ey = s [ ety

Pelo fato de ¢ pertencer a C°°(TY), temos que p(x,7) é elemento de C°°(T*) para

cadan € Z°. Afirmamos também que p(x,7) € € ,(TF); de fato,

Oy p(x,m) / 2 o(x,y) - e”dy,
0 que nos permite inferir que

|@%mMsf@NwwLm§cwﬂmMMMhWETZwwN?
z,y)eT

Provemos uma estimativa mais precisa sobre a fun¢do acima.

Teorema 2.20. Dada ¢ € € ,(TV), é possivel encontrar constantes Cr, hgr, hs > 0 de modo

que

| my - p! R R S
100@(x, )| < Cr-hy' Mg - |al! plean (hf; T |77|)p) , Ve eT" VaeNy, VneZ
(2.14)

Demonstragdo. Iniciamos com a seguinte observagao:

0y p(x,m) / Sp(a,y) e Wy = 02p(,m).
Por conseguinte,

02 Do (. 1)

Djp(z,y) - e”Vdy

— e~ g
27r / SO T,y) Y

7003z, m).
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Logo, aplicando (2.11) e (2.12), obtemos

[’ - 05%(x,n)| < sup |0¢D)o(x,y)|

(z,y)€TN
<Nl - B mmiag gy (o] + 18])!
< el , plel+8l . (H\a|+lf3\ Mg 'mlﬁl) . (gla\ﬂﬁl ot - ‘5“)

< ||90||///,h' [(@RH) oy - |a]t] - [(2RH) - myg - 15]1]

Supondo 7 # 0, escolhemos p € {1,2,..., N} de modo que |n,| = Dax, 1Ng]- S

B =k - e,, com e, sendo o elemento da base candnica,

n|** = (Z |77]|2> < NF- [ < NF- [P
Assim,
il 053 m)| < [l gy~ (B!~ - Jalt] - [RREVE) g - 181
Visto que (1 + |n|) < 2|n|, inferimos que
(14 ) 10230 ) < el - [CRE)™ i - o] - [(SREVEY k1] vk € N

Ou seja, se Cr = |||l 4o hr = 2hH e hg = temos a desigualdade

1
4hHV/N’

desejada quando 7 # 0. Para que a estimativa também abranja o caso 1 = 0, basta selecionar

-1 P

my, - p! h's
Cr = - inf Lo ) = - sup <—> ;
R = ||90||//h peNo ( hE, H(pH//h peNy \ 1My - P!

encerrando a prova. [

Vimos anteriormente que se o € elemento de € ,(T? ), as fungdes p(z, n) pertencem a
& 4(T?) e possuem comportamento como descrito em (2.14). Apresentemos uma reciproca do

resultado anterior.

Teorema 2.21. Suponha que para cada n € 77, exista uma fungdo p, em € ,(T%) tal que

. ml
o (1) < Cp- B oy - o]l - inf (&)
| z P ( )| R Np ~Mq| - ‘Oé‘ Hl BP ( +|77’)p

para todos v € TR, o € NF en € 75, com Cg, hg e hg constantes positivas. Entdo a fungdo

¢ : TV — C dada por o(z,y) Z on () - €V estd bem definida, pertence a € 4(TV) e vale

nezZs
a convergéncia neste espago.
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Demonstragdo. Verifiquemos que ¢ estd bem definida. De fato,

mon (2N Crman(2N)! 1
)] € Y lo@)| € 3 Cgpt B Crman(N)!
S

2N 2N °
nezs i/ h 1+ ’77|) neZLS (1 T ‘UD
Além disso,
0 0520(2, )] < D7 102 (x)] - (1+ [n])'
nezs
o m, - p!
<D O mpey ol inf (W) (14 |n])'!
neZS S g

o - 2N)!
< ZOR-hﬁ‘l-mm-Ial“( TR e )'(1+|77I)“2'.

RGN (1 [ loete2N

Das Observagdes 1.28, 1.29 e Proposicao 1.7, obtemos

a| o]
|aa1aa2 :E y ZC h\ a| M) |a1| (mcle |042]\|[ {2N} C{2N}>
@ s |+2
R (1 )2

nezZs
Cr joal {BemCany ) 1
< chpt | ——— oo ! —_—
h2N I Ma;+ 2\(|Oz1 + ) Z:S (1+ [n])2N
ne’L
1 B C
Consequentemente, se C' = h2 SN Z W e h = max {h R, % } concluimos

nezZs
que

021002 p(, )| < C - hlteelom o) (lan + as),

0 que mostra que ¢ € & ,(TV).

Resta-nos verificar a convergéncia: considere para cada & € Ny a soma parcial

Spe(r,y) = Zs@n

[n|<k

Queremos mostrar que Spp — ¢ em & ,(TV). Analogamente ao que fizemos no inicio da

demonstragﬁo, temos

02052 (Skp =) (m.w)| < Y 107 pal@)] - (1 + [n])!

In|>k+1

Ckr 1
ey Z e R ) (ag + az|)!.
= 2N oON \a1+a2\ 1 2

Por conseguinte, fazendo k — oo, segue que Spp — o em & 4(TY), como pretendiamos

provar. L
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Bem estabelecida a Série Parcial de Fourier para funcdes ultradiferencidveis, o pro-
ximo passo € desenvolver o conceito para ultradistribui¢des. Fixada u € 2',(T"), definimos

para cada ¢ em & ,(T"?) fixada o seguinte funcional:
wy: E4(T%) — C
p = (LY e),
no qual ¢ @ @(z,y) = ¢(x) - ¢ (y)-
Lema 2.22. Dadas u € 9',(TV) e ¢ € € 4(TF), temos que uy € 7' ,(T%).

Demonstragdo. A linearidade decorre imediatamente da defini¢do; provemos a continuidade.
Seja {¢n },,cn Uma sequéncia em & +(T*) convergindo para 0. Caso provemos que ) ® @,, — 0
em & ,(TV), a afirmagdo serd consequéncia da continuidade de u.

Como ¢,, — 0 em & ,(T*), pelo Teorema 1.36 encontramos kg > 0 de modo que
on € Enns(T), ¥n €N; lenll s ps = O-

Por outro lado, existe i > 0 de forma que ¥ € € 4 1,,,(TT). Assim, se h = max {hg, hs},

sup (070, (4(x) - ¢ (y))] < sup [070()| - sup |0 (y)|

(z,y)eTN zeTR y€eT
<l PR el Nl ol g B - 1143 18]
< NPl N nll g - 2O gy - |+ B!
Deduzimos assim que
VR @, € 5//;,;1(']1‘]\7), Vn € N;

1Y@ @nll yp < 1 sng - Nenll g = O

Esta demonstrado o lema. O]

Através do Teorema 2.12 e do Lema 2.22, podemos escrever

wp = > wg(n) -,

nezs
o 1 —iyn 1 —yn S
com uy(n) = T (Uy, e ") = o) (u,(x) - e~™"). Agora, para n € Z° fixado,
definimos o funcional
_ 1 i
<u777¢> = ul/)(n) = (27T)S : <u,w(x) € y77>' (215)

Como a fun¢io e~%" ¢ analitica, decorre do Lema 2.22 o seguinte fato:
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Lema 2.23. Dado n € Z°, o funcional u, definido em (2.15) pertence a 9',,(TF).

Teorema 2.24. Seja u um elemento de 9',,(T"); entdo
U= Z Uy - ety
neZS
com convergéncia em @%(TN ). Além disso, dados €, h > 0, existe C., > 0de maneira que
Ep . 1_|_ 7’] p
e )1 < o 10l sup (ST 2.16)
pENp my - p-

para quaisquern € 75 e b € € 4 5(TE).

Demonstragdo. Seja \(x,y) € € ,(TY); associando (2.13) aos Teoremas 2.20 e 2.21, inferi-

mos que
= > Aam) - ™
nezs
com convergéncia em & ,(T"). Por conseguinte,
(u,A) = Tim > (u, A(w,7) - €¥)

k——+o0
[n|<k

N E S £\
—kgglmlgk@w) (1 N, m)
n=

= lim <Un>/ Mz, y) - e¥dy)
TS

= lim g w, - €Y1\,
k——+o0 < K ’ >
[n|<k

Resta-nos, portanto, verificar (2.16). Para tal, fixemos £, h > 0; nos utilizando do

Teorema 2.2, encontramos C. tal que

C. aaaﬂ ce~wmy| . glatpl
(g, V)| < 55+ sup (‘ ) (2.17)
(z,y)eTN

(2m) m|a+/3| (|04+5|)!
(a,B)GN(J)V
_ C. o 0%z ‘55 Zyn} glel . 1Al
T (27)5 (e m|a\ myg) - |af! - |B]!
(o, 8)ENY
C Blal (14 y|)8l - glal . 218
< Lol s ( |
(2m)S AN e mg| - | B!
(o, B)ENYY

1
Suponha por um momento que £ < E; neste caso,

C. bl (1 + ||
0 )] < G55 1 ;:N%( )
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C: 6p-(1+|n|)p>
< — - - su _— .
— (271')5 ku/fl,h pEI\IIJO ( m, .p!

1
Dessa forma, se ¢ < 7 tomamos C), . =

. 1
Caso contrario, temos £ > 7 e podemos

(2m)%"
aplicar (2.17) do seguinte modo:
Cun ((H IU\)p) Ci/n e’ - (L+ [nl)”
U, )| < (G < |l sup | —————— | .
(0= Gy Wlan 200 \ioom, 91) = Gamys ™ Wb 2850 L,
. 1 . Cl/
Assim, se € > 7 selecionamos C}, . = (2 S , 0 que encerra a demonstragao. [

Associando o Lema 2.23 ao Teorema 2.24, inferimos o seguinte: se u € %',(TV), o
funcional u,, definido em (2.15) pertence a &', (T*), para cada n € Z°. Além disso, vale uma

estimativa como em (2.16) e u = Z Uy, - e,

neZS
O que pretendemos mostrar a seguir € uma reciproca desta conclusdo. Para tal, pre-

cisaremos antes de um resultado provado em [40], que refor¢a a necessidade da hipétese de

crescimento moderado para nossas sequéncias.

Lema 2.25. (Proposicdo 3.6 de [40]) Considere .# uma sequéncia peso satisfazendo (1.1),
(1.2) e (2.11). Com tais hipoteses,

n 2 no. "
[sup ( P )] < sup (p ) , Vp>0.
neNg \MMn -n! neNp my -n!

Teorema 2.26. Seja {u,}, ;s uma sequéncia de elementos em 2',(T*), satisfazendo a se-

guinte condigdo: dados ¢, h > 0, existe C.j, > 0 de modo que
Ep . 1 + /r] p
)1 < Con W0l g sup (EEI) oy e 25, v € (T
p€ENp my - P
Entdo u := Z u, - €' pertence a 7' ,,(T™).
nezZs
Demonstracdo. Fixemos \(z,y) € & ,(TY); por definigdo, existe h > 0 de modo que \ €

E 4 1(TY). Consideramos entdo

In|<j
Note que (s;, \) = Z (u, eV \) = Z (un,/ Az, y)-e“"dy). Por conseguinte, se k € N,
Inl<; Inl<j ’
utilizamos a hipétese e o Teorema 2.20 da seguinte forma:
or - (1 + |nl)”
Sk+i — Si, < (2 C H)\ H ssup | —m—mm—
IS k+j J M ) Z Shr Ahn pel\% m, - p!

Ji<|nl<ji+k
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| my - p! 5p-(1+|77|>”>
< C" fl——2 27 ). — 7,
< D Con ot (h” (1+|n|)p> ESN%( my - p!

J<Inl<j+k
P
com Cj, = (2m)% - Cspy - Sumlyj ( Sp') Ml ., € 9 > 0 que ainda serd escolhido.
PENo p

h
Tomando § = ES’ com H dado em (2.11), segue do Lema 2.25 que

b P P p\ 11/2 .l —1/2
ap (BLLHI) [y (BN Ty (et Y]
pENp H? . my p' €Np my - pP: p€No hS ’ (1 + |77Dp

Consequentemente,

1/2
- _ omyept
(stes =5 ML < D g (peN B (1+In|)p>

I<Inl<i+k
m4N~4N!)1/2
< ¥ cahR(
— h2N 1 2N
e (L+ Inl)
<C 3 G
J<|77|<J+k

Portanto (s;, \) é sequéncia de Cauchy. o que nos permite concluir que u € 2’,(T"), pelo

Lema 2.10. L
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Capitulo 3

Sistemas de Operadores de Coeficientes
Constantes e uma Classe de Sistemas de

Campos Reais

Desenvolvida a Andlise de Fourier, temos agora repertdrio para abordar diversos pro-
blemas relacionados a equagdes diferenciais parciais lineares em nosso contexto de classes de
funcgdes ultradiferencidveis. Neste capitulo, lidamos inicialmente com a hipoeliticidade glo-
bal para sistemas de operadores cujos coeficientes sdo constantes; em seguida, encontramos
uma aplicag@o que preserva a . -hipoeliticidade global e leva todo elemento de uma classe de

sistemas de campos vetoriais reais a um sistema de coeficientes constantes.
Defini¢do 3.1. Sejam Py, Ps,--- P, : 9',(TY) — 2’ ,(TY) operadores continuos e
P=(P,...,P)
o sistema formado por estes operadores. Diremos que P é globalmente ./ -hipoelitico se
ue P ,(T), f; €E4(TY), Pru=fj, j=1,2,....k = uc&yTY).

Observacao 3.2. Note que a nossa defini¢cdo estende os conceitos de hipoeliticidade global

analitica e Gevrey.



Sistemas de Coeficientes Constantes e uma Classe de Sistemas de Campos Reais 44

3.1 Sistemas de Operadores de Coeficientes Constantes no

toro TV

Nesta secdo, descreveremos .# -hipoeliticidade global para sistemas de operadores di-
ferenciais com coeficientes constantes. Assim como nos casos analitico (veja [30]) e Gevrey
(veja [34]), hd uma conexdo direta entre 0 comportamento assintético do simbolo do sistema
com a fung¢@o peso associada a .7 .

Dados P, (D), Py(D),. .., P.(D) operadores de coeficientes constantes agindo em T,

com k natural, caracterizaremos a .7 -hipoeliticidade global do sistema dado por
Puu=f;, ue2,T), f; €E4(TY), j=1,2,...,k (3.1)

Definicao 3.3. Seja P o sistema descrito em (3.1); definimos seu respectivo simbolo do seguinte

modo:

P(€) == (P1(§), P2(€),- .. Fi(€)), VE e Z™.

P(§)] = max [F;(£)].

Denotamos também, para cada £ € 7N,
1<j<k
Teorema 3.4. Considere um sistema como em (3.1); o mesmo é globalmente .# -hipoelitico se,

e somente se, para cada € > 0, for possivel encontrar R. > 0 de maneira que

, my, - n! N
|IP(&)] > nlélgo <m> , YEeZY; || > R.. (3.2)

Demonstragdo. Iniciamos a prova verificando a suficiéncia de (3.2): suponha u € 2/, (T")
de modo que P;(D)u = f; € € 4(TN), para j = 1,2,..., k. Pelo Teorema 2.4, encontramos

C, 6 > 0 tais que

~ My, - 1!
; <Cinf | ———— ZN, j=1,2.... k.
|f](§)| — CnlélNo <5n . (1 + ’§|)n) ) v§ € I ] )< )

e fixemos ¢ € Z tal que

| >

Segue do Teorema 2.12 que u = Z u(é) - €. Tome ¢ =
gezN
|£] > Rs/u. Nesta situagdo, aplicando o Lema 2.25,

O < 0 jut (e -y (LI

n€Ng . (1 + |€|)n neNy my, - n!

m, - n!
<Cinf [ —2 " ).
= J?No<sn-<1+|a>n)

Assim, temos uma desigualdade como no Coroldrio 2.14 sempre que || > Rs)p,

sobrando apenas um nimero finito de elementos de Z". Com um possivel aumento de C,
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obtemos

N . My, - n! N
[u(é)] < C'nlélgo (m) , VEELT,

de acordo com o queriamos provar.
Resta-nos demonstrar a necessidade de (3.2), o que sera feito pela contrapositiva. Ne-

gando a hipétese, temos a existéncia de ¢ > 0 e uma sequéncia {&, },,. €m ZN satisfazendo

my, - n!
P&, < inf - s &m|l > m, VYm e N. 3.3
Pl < jnt (e ) el (3
Definimos ©v = Z eém . pelo Teorema 2.11, u € .@L’%(TN ). Por outro lado, note que u néo é
meN

dada sequer por uma funcao integravel, visto que seus coeficientes de Fourier ndo tendem para
zero quando n — oo (Lema de Riemann-Lebesgue).

Em contrapartida, se tomamos P;(D)u := f;, entdo f; = Z Pj(&n) - €. Além

. meN
disso,

My, - n!
Pi(&)| < |P(€,)] < inf " , N, j=12,.. .k
P < 1P| < jnf (i) Ve, g

Empregando o Teorema 2.13, inferimos que f; € € ,(TV) paracada j € {1,2,...,k}, como

pretendiamos demonstrar. ]

Corolario 3.5. Sejam # e £ duas sequéncias peso distintas, tais que M <X Z£. Caso um

sistema como em 3.1 seja globalmente £ -hipoelitico, também serd globalmente . -hipoelitico.

Demonstragdo. Decorre da Definigdo 1.20 e do Teorema 1.22 que £ 4 (TV) C £ (TY) e existe
C > 1 de maneira que

my < C% - 0, Vk € N,

Dado € > 0, pelo Teorema 3.4 € possivel encontrar R, tal que

( cm -4, -n!

‘P(€)| > inf m

neNp

), ve e ZV; |¢€| > R..

cm -, -n! My, - N )
Observando que paracadan € Ny, | ——— | > [ ———— | , deduzimos que
Hep ’ ( I+ w) ( T+ !5I)"> 1

inf (—Cn - 1! ) > inf (—mn e )
neNg \ €™ - (1 + |€Dn - neNg \ g™ - (1 + ’§|)n '

Por conseguinte,

) my, - n! .
P(§) > inf (W) , VEeZM; ¢l > R..

nENy
Pelo Teorema 3.4, o sistema (3.1) é globalmente .Z -hipoelitico. L
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Corolario 3.6. Seja P(D) um sistema operadores diferenciais lineares de coeficientes cons-
tantes globalmente C'*-hipoeliticos. Entdo P (D) é globalmente .# -hipoelitico, para qualquer

sequéncia peso M .

Demonstracdo. A condi¢ao de Greenfield-Wallach (veja [31]) implica na existéncia de nimeros
reais L, k, R > 0 tais que

L
|P(&)] > ma €] > R.

Sem perda de generalidade, podemos considerar £ € N. Dado € > 0, escolhemos

My - (k+1)!}

Rszmax{R, 7ok

Assim,

! .n)
€] > R, = |P(©)] > L(1+¢]) > myy1(k + 1)! - ing ( My - 1) ),
neNg \ €™

(L4 [gPFHt ekt 4 g — (1 +[€)"

finalizando nossa prova. L

Observacao 3.7. Através dos resultados acima, podemos concluir que, para sistemas de ope-

radores lineares com coeficientes constantes, temos
C*°-hipoeliticidade global = _# -hipoeliticidade global = C“-hipoeliticidade global,

para qualquer sequéncia peso M .

3.2 Campos de Greenfield-Wallach

De maneira anédloga ao que foi feito em [29], [30] e [31], aplicando o Teorema 3.4 para
a situacdo em que temos apenas um campo vetorial, iremos estudar a .2 -hipoeliticidade global

de campos em T? dados por
Pa(Dl, DQ) =D — O{DQ, a e C. (3.4)

Em todos os trabalhos citados, os autores fazem conexdes entre a hipoeliticidade global do
operador (em suas respectivas classes de fun¢des) a propriedades nimericas de «. Pretendemos
aqui fazer o mesmo para nossas classes de estudo.

Iniciamos a andlise ressaltando o seguinte fato: se v possui parte imagindria nao nula,
P, ¢ elitico e por conseguinte globalmente C'*>°-hipoelitico. Neste caso, decorre do Corolario
3.6 que P, € globalmente . -hipoelitico. Consequentemente, os exemplos mais interessantes

serdo aqueles em que « € real.
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Definicao 3.8. Diremos que o € R\ Q é .# -exponencial Liouville se existir ¢ > 0 de modo

que a desigualdade

my, - n!

- inf (— 7 x 7
[3 an|<;gNo<€n‘(1+|n|)n>, (&mn) €ZXZ,

possui infinitas solugoes.

Lema 3.9. P,(Dy, Ds) serd globalmente .# -hipoelitico se, e somente se, « for irracional e

ndo M -exponencial Liouville.

Demonstragcdo. Note que o simbolo do operador € dado por

Pa(§,m) Z%-(ﬁ—om), (&,n) €Z X 7.

No caso em que « é racional, é possivel obter uma sequéncia {&,, i } e tal que Po(&m, m) =

0. Logo

I nﬂ<hﬁ( iy - 1 ) ¥m e N
a\Smy 'Im neNo 5n'<1+|§m|+’nm|)n ) .

Decorre do Teorema 3.4 que P, (Dy, Ds) néo é globalmente . -hipoelitico.
Prosseguimos para a situagdo em que « € irracional; suponha o nao . -exponencial

Liouville. Por hipétese, para todo € > 0, encontramos R. > 0 tal que

my, - n!
—an| > inf | —————), + |n| > R..
6= anl > i () el 2

Consequentemente,

My, + 1!
en - (L+ €[+ nl)m

¥ 0,30 >0 - anl> it ) =R G
n€Ny

e deste modo Dy — aD5 é globalmente . -hipoelitico, também pelo Teorema 3.4.
Finalmente, considere P, globalmente .# -hipoelitico; pelo Teorema 3.4 vale (3.5).

Nosso objetivo € verificar que « ndo é .# -exponencial Liouville. Para tal, fixamos § > 0 e

)
tomamos ¢ = ———. Note bem: se |{ — an| > 1, temos imediatamente
(Jaf +3)
m,, - n!
—ap|>1>inf [ ———— .
el =12 it ()

Caso contrdrio, [£| — |a| - 9] <1 =[] < |af - |n| + 1. Assim, se |{] + ] > R,

P |> " ( my, - n! >
—an| > n
neNo \ e+ (1 + [€] + |n])"
‘ My, - !
> inf ( )
neNo \ € - (24 | - [n] + |n))™
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. my, - n!
> inf
neNo \ " - (|af +3)" - [n["
.nl
> inf My, - n!
n€ENg 5" . |77|n
My, - n!

> inf ( ————M
= neNy (6n 1+ Inl)”> ’

visto que podemos considerar |n| # 0. Assim, o ndo é .# -exponencial Liouville. [l

No Coroldrio 3.5, demonstramos que se .Z , £ sdo duas sequéncias peso e .#Z = .Z,
o fato de P, ser globalmente .Z’-hipoelitico implicard na .# -hipoeliticidade global do mesmo
campo. Em contrapartida, em [29] os autores provam a seguinte afirmagdo: dados r,s > 1
distintos, é possivel encontrar o € R\ Q de maneira que P, é globalmente G"-hipoelitico, mas
ndo globalmente G*-hipoelitico. Nosso propdsito € estender de certo modo este resultado para

as classes fung¢des ultradiferencidveis estudadas neste trabalho.

Definigdo 3.10. Sejam £ = {l,}, oy, » # = {Mn},cn, Sequéncias peso quaisquer. Denota-

1/k
remos por M < £ quando klim (%> = 0.

—+00 Ek

Observacio 3.11. No caso em que M < L, temos M = L e L £ M.

P
sup
~ . |:W€N0 (gpp‘):|
Lema 3.12. Se # < .Z, entdo lim = 0, para qualquer § > 0.
Tl ()]
sup
my, - p!

S\
~ . . ) 1
Demonstracdo. Seja H a constante proveniente de (2.11); escolhemos ¢ de maneira que o <
0\ ME
6. Como lim (—k> = +00, existe ky € N tal que
k—-4o00 M
(_> 2 Hq+1a vk Z kOa (36)
my

Consideremos t > {x, - (ko!). Se s < ko,

tho R A
o = T e > [l kel st >
by - kol 7 L - 8] T gl = Ll Fol

tP tP
e assim sup ( ) = sup < ) Desta forma, se t > {, - (ko!), segue de (3.6) que
peNo \ bp - P! p>ko \Lp P!

(o) =z (65 =22 () g

sup = sup < sup < sup ( ) .

peNo \{p - P! p>ko \Lp P! p>ko \ (HTT1)P - my, - pl peNg \ (HTT1)P - my, - pl
3.7
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Pelo Lema 2.25, pode-se verificar que

» w 1/2 572\ Y2 »
< - < . .
s ()| < o ()] < e ()] - o9

Associando (3.7) a (3.8), inferimos que

P
2 (55)

JZS)

(7

peNo \p 'p!

\ Mo -2

_ gp . p \ /2 _
sup | ——
= my - p! - a7

S\

0 que demonstra a proposicao.
[]

Teorema 3.13. Considere £, M sequéncias peso tais que M < £, e P, o operador definido

em (3.4). Valem as seguintes afirmagoes:

1. Se P, for globalmente £ -hipoelitico, também serd globalmente .# -hipoelitico.

2. E possivel encontrar 3 € R \ Q de modo que Pj é globalmente . -hipoelitico, mas ndo

globalmente £ -hipoelitico.
Demonstracdo. A prova de 1. decorre imediatamente do Coroldrio 3.5 e da Observagao 3.11.

Resta-nos demonstrar 2, o que seré feito com o uso da teoria de fracdes continuas, utilizando

como base [32].
..., Qp,...] no intervalo (0, 1), escolhendo

Nosso objetivo é construir 5 = [ag, ay,
de modo que as hipéteses do enunciado sejam satisfeitas.

uma sequéncia adequada {an}neNO,
Seguindo [32] (Teo. 149), definimos as sequéncias {pn}neNo ; {Qn}neNO por

p0:O7 b1 = 17 Pn = Qpn " Pn—1 T+ Pn—2 (2 Sn)7
3.9

~—

qO:lv ql:oa Gn = Qn - Qn-1 + qn—2 (ZSTL
da seguinte maneira (Sec. 10.9):

i . N
Além disso, construimos por recorréncia {a;, },,c,

], Vn € No.

/
ay, = lan, Qpy1, - -

Sao verdadeiras as seguintes afirmacdes (mais uma vez utilizando [32]):
= +00.

I. (Teo 155, 156). Se n > 3, temos ¢,+1 > ¢, > n. Assim, lim ¢,
n—oo

II. (Teo 168). Para todo n € Ny, |a},| = a,, no qual |.] é a func@o piso, isto &,

|z] :=max{m € Z;m < z}.
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1
II. (Teo 171). Dadon > 1, |p, — B - qn| = . Por conseguinte, a sequéncia
n—|—1 Qn _'_ Qn 1

|pn, — B - qn| é estritamente decrescente, com limite igual a 0.

IV. (Teo 182). Considere p € Z,q € N, de modo que mdc (p,q) = 1e g < ¢ < qx1. Com

tais hipoteses, vale
p—q- Bl > vk — @ - Bl > |Pes1 — Gt - Bl

Estamos devidamente preparados para proceder para a prova do resultado, que serd
feita por recorréncia. Por II., ag = 0; suponha agora a; definido, para 0 < j < n — 1. Segue de

(3.9) que temos p;, ¢; bem definidos se j < n — 1. Tomamos

L (qn L+ 1 )/ J
sup Qn-1|, n#2
an: reNg

1, n=2.

Verifiquemos que Pj é globalmente .Z’-hipoelitico. Com efeito, sejam p € Z, ¢ € N tais que
mdec (p, q) = 1. Por L, inferimos a existéncia de ky € N de maneira que ¢, < ¢ < gk, +1. L0go,

concluimos a partir de III. e I'V. que

1
lp—q- B> |pry — ao - Bl = = : (3.10)
Aot1 * ko + Gro—1

Por outro lado, se escolhemos ¢ > ¢3, segue de II e da construcdo de {an}neN0 que:

dk
a;eo—I—l iy + qko—1 < sup (O—‘ /qko " Gko + Ak + Qko—1
reNp gr r.
Qe +1)"
< sup (ko—,> + Qo + Qo1
r€Np gr - T
1 '
rENp Kr -7l
1 '
< 3 sup ((q+ ) )
rENp 67‘ -7l
Por conseguinte, aplicando (3.10), obtemos
1 by 7!
— > — - inf . . 3.11
lp—q- Bl 3 N, ((q+ 1)T> (3.11)

Fixemos 0 > 0; pelo Lema 3.12, temos

. my - r!
m§<5r-tr>
lim — —0.

m
t—+oo | £,, . 7"!
inf
reNg tr
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Consequentemente, € possivel encontrar s, € N de maneira que so > g5 e

) my - r! 1 . O, 7!
inf < — . inf , t>s.
reNg o -t 3 reNg tr

Associando (3.11) a (3.12), deduzimos a existéncia de s; € N tal que

my - r!

T ) v > sy
57"'(1+Q)T>’ =

—q- B> inf
p—q- 6] = nf (
Decorre do Lema 3.9 a . -hipoeliticidade global de Pj.

Por outro lado, estimemos por baixo a expressao |py, — qx, - S|

(qr, +1)"
a’;€0+1 " ko + qko—1 Z SélI\I]) (ﬁ /qko (ko + Gko—1
L7 0 T .

1)"
sup ((Qko + ) )
rENp ér -7l

> — 1| - qry + Qrp—1
ko

qro +1)"
> sup ((;—,)> + Qko—1 — Gy
reNg ro T

+1)

reNp gr T

Usando o mesmo raciocinio empregado na prova do Lema 3.12, inferimos que

) -Gz =
sup = sup > — t>20.
peNg \ &p - P! p>2 \{p - P! 20y ’

Consequentemente, existe n; € N de modo que

e
sup ( ) >2t, Vt>n.
pENg gp -p!

Logo, se ky > n1, deduzimos que

1 (qr, +1)"
s o> 5 up (250,
reNp r .

Associando 1., (3.10) e (3.13), concluimos a existéncia de ry € N tal que

b1l
w— Q- Bl < 2-inf [ ——— ), n >
|p q ﬁ| TGNO((1+qn)T) — 10

51

(3.12)

(3.13)

(3.14)

Nao é dificil ver através de (3.14) que (3 € £ -exponencial Liouville, como desejavamos provar.

]
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3.3 .7 -Hipoeliticidade Global para uma Classe de Sistemas

Reais

Nesta sec¢do, nosso ambiente de estudo serd o toro TN+ para algum N natural. Seus
elementos serdo denotados por (¢, ), comt € TV e x € T. Consideraremos o seguinte sistema

de campos em TV *1:

o . .0
= J — ) —
L; 5L ta)g,  (G=12...N) (3.15)

no qual cada a/ € um elemento de & ,(T?) a valores reais, satisfazendo o seguinte sistema de

equacoes:
da’  OdaF
—=—, Vj,ke{l,2,...,N}. 3.16
o o { } (3.16)
Observacao 3.14. Note que a Condicdo (3.16) é equivalente a dizer que a 1-forma dada por
N
a= Z a’ dt; é fechada.
j=1

Notacdo 3.15. Dada f(t) € € 4(TV), denotaremos

1 2
fio = =— f(0,...,0,¢;,0,...,0) dt;.

:27'('0

Com base em resultados provados em [15], [37] (caso suave) e [6] (caso Gevrey),

mostraremos que a .7 -hipoeliticidade global do sistema (3.15) € equivalente a de

— 9 ;0
Li=—+a — 1 =1,2,...,N). 17
i =g, gy UL N) G-17)

Observacao 3.16. Como o sistema (3.17) possui coeficientes constantes, a # -hipoeliticidade

global do mesmo é descrita pelo Teorema 3.4. Por conseguinte, isto também valerd para o

sistema (3.15).
Considere, para j = 1,2, ..., NV, as seguintes funcdes:
VTN = Ry () =d(t) — d),. (3.18)
Observe que a condi¢do (3.16) permanece verdadeira para cada v7. Além disso, segue que

V=0, Vje{l,2,...,N}.

Jo
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N
Desta maneira, a forma v = Z v/ dt; é exata. Logo, podemos encontrar
j=1
oo (N 04 k
Ae C™(TY;R) | g(t):y(t), k=1,2,...,N. (3.19)
k

Antes de provar uma estimativa para A como em (3.19), necessitamos de um resultado

cuja demonstracao pode ser encontra no trabalho citado.

Lema 3.17. (Coroldrio 4.5 de [17]) Sejam p,n € N e ky,...,k, € NP\ {0}, 01,...,0; €
N™\ {0}. Denotemos B = k1 + ...+ kpey = |k1|01 + ... + |ke|dp. Entdo

| e
Mg - Mg | - - Mg| < My

Proposicao 3.18. Seja A como em (3.19). Dado € > 0, existem C., h. > 0 tais que

. my, - p! A
f . 7 ). H%ein (t) < (.. hla‘ ] ol |
plenNO (Ep, (1+ ‘fr]’)p) | te } =~ € 5 m| ‘ |Oé| 5

para quaisquert € TV n € Zea € NY.

Demonstragdo. Como cada a; pertence a £ ,(TV), segue de (3.19) que A € & ,(TV); assim,

existem C', h > 1 de forma que
02A)] < C bl mpy - |all, VYt e TN, Vae N (3.20)

A fim de estimar ¢”74®) ¢ suas derivadas, precisaremos lancar mao da Férmula de Faa di Bruno,
que serd aplicada seguindo a Proposi¢@o 4.3 de [17]. Estabelecendo f, : R — R; f,(z) = ",
obtemos que

ke
. ! DI A\ DXA(t)
a (LinAt)) _ - p(ki+otke) N N
Dy (™ )_Zkl!‘...'kz! £ J(A(L)) ( 5 ) 51 , (3.21)

com a soma acima sendo tomada sobre os conjuntos {1, ...,d,} de ¢ elementos distintos de

NV\ {0} e (ky,..., ko) de N, com £ = 1,2, 3, .., tais que

L
a = Z /{:j5j.
j=1

Estimemos agora | Dy (¢"4("))|, utilizando o fato de A ser real e aplicando (3.20) e

(3.21):

|

| ! Ch s, [N Chlelmys, |61\ ™
Da inA(t) < « (k1+...+ke) |01 L #
|DF ()] < Zkﬂ...@!'”' 5! 5!
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a!
< CO'|n|) Rt Fke) prldn|++ke|oc|
= Zkl!-...-kﬂ( )
k1 kg
X5, - My, ( 5! 5!
a!
< C (Fitthe) | pRalon++keldc]
= Zkl!-...-/@!( )
Xm|k§11| A m‘kégﬂ . Nk1‘51‘+...+k2|54|
« 1 1
< (Nh)el. o Z Pk [C/(1 + |g])] rtho)
k1 k
XMy - -mw‘é'. (3.22)
. . my - p! o inA(t) 1
Dado £ > 0, considere (*) = Hl]\? m |8t e | ; utilizando (3.22) e o Lema
peNg \ €F - n
3.17, obtemos
1
() < (NI fat- > R [C(1+ []))Frthe)
k‘l . . k‘z g mp'p!
XMys,p -t Mg, - Ik (ap 1+ |,7|)p)
N 1
< (Nh) '|a|!2m[0(1 + |n])) o Re)
k ke Mkit.tky) (Bt 4 ko)l
Xmlzsll\ T m|6le\ ' glkrtethe) (1 + | ) (ko)
N (kl + o + k[)‘ C (k1+...+k4) . .
< ()il Bl k! \ = <m<k1+--~+’w> Mgy mw@)
. (ky+ ...+ k)l O\ Fho)
< (N myg ot Y e\ . (3.23)
(2)

Em seguida, aplicamos o Lema 4.8 de [17], que afirma existirem M, A > 0 dependendo

exclusivamente de C' e €, de modo que
(A) < M-\l
Por conseguinte, ao escolhermos C. = M e h. = N - h - \, deduzimos de (3.23) que

. my - p! a _inA a N N
f | —2 2 ) |arem O] < hl omy - lall, Ve TN, VneZ, Va e NY,
pl&o(gp.(wym)p)“e | < Cerhet-mia ol E T

de acordo com o que desejdvamos mostrar. ]

Teorema 3.19. O operador T : 9',,(TN*') — &',,(TN*) dado por

T (Z uneim> = w0t (3.24)

neL NEL

€ um automorfismo. Mais ainda, T| £ 4 (TN fem imagem em & ,(TNTY) e é isomofismo neste

)
espago.
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Demonstragdo. Para verificar que 7' estd bem definida, aplicaremos a afirmagdo provada no

Teorema 2.26; isto é, dados €, h > 0, queremos encontrar C. ;, > 0 de modo que

e - (L4 )"

My - N

| (une™ O, )| < Cop - 01|y sup ( ) , YN €Z, Y € E4p(TV).

Fixemos €, h > 0, € € 4 4(TY) e denotemos, para § > 0 que serd escolhido posteriormente,

inf ((Sm_f?) ge (740 W))‘ |

B =G a Ty

Pela Proposicao 3.18,

@< (5) 1 (5 w)

<> ( ) - Cs Wy (B (el - Ty - (ol = [8])!

B<a

< Cs- 1@l yn - (2h1) - mpg - Jal!,

/ (einA(t)) ‘ .

%))

com hy; = max {hs, h}. Ou seja, se hy = 2h,

. mp'p! a (inA(t) | < . RN o) 2
pego <—5p <1+|77|)p) oy (e o(t))] < Cs el gp - 12 - ma - al. (3.25)

Em contrapartida, decorre do Teorema 2.2 que para cada p > 0, existe C,, > 0 tal que

oV f(x)] - ph
[{u, )| < Cp sup (—' /z) — |, V[ eE (TN,
zeTN 41\ My« ]!
veNé\""l
Logo,
7 1 7 —iz
(e o(1))] = o [(u, e (1) - e ")}
- Cp |371 ( iA(t (t)) | . |a;2 (G*iOCTI) | .p|71|+|'yz\
< — sup '
2T (t,5)eTN+1 My 4] - (2] + [72])!
(’717’72)€Né\7+1
- C, |0 ( iA(t Sp(t)) |- (1+ W)\wl .p|’)/1|+|72\
<2 sup , . (3.26)
2T (ta)eTN+1 My 1)~ (72] =+ [72])!
(y1,72)ENG

€
Pelo L 225,560 = —,
elo Lema se I

{371 (eiA(t)nsp(t))‘ (14 |pg|)hel . phalthel <

s () ()

. my, - p!
fl——2 2 ) .(1 12l
<t (5t )0 oD
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(6” (L nD)"

X sup
My - 1!

neNg

) .p|71|+|'yz\_ (3.27)

Associando (3.25) a (3.27), inferimos que

|3?1 (eiA(t)ngp(t))’ (L el phlEel <oy el yn - h|271| My - 1!

y (mm |yel! - H'”')

ehrel

X sup (M) .l

neNp My - 7’L'

Como podemos supor, sem perda de generalidade, que € < H,

A 1+ b Hop) M
|07 (e (1)) | - (1 + ||y - pthel < CE/H-H@H///,h‘( - )

Uy

)iy (111] 2 ])! sup (

neNy My - n'
Ja que a expressdo do lado direito é independente de (¢, x), escolhendo p = N c i7a
5
deduzimos de (3.26) que
- C e"- (14 [n)"
inA(t 4
| (e (1)) < 5 Cerm el sup (W :
) c, .
Observe ademais que p depende somente de € e h. Escolhendo C. j, = o C./m, estd provada
7

a primeira parte do resultado.
Em seguida, verifiquemos que se ¢ € &€ ,(TN*!), T(¢)) também serd elemento do

espaco. Com efeito, pelo Teorema 2.20, é possivel encontrar C'g, hg, hg > 0 tais que

8O0 < Cr - B - 18]1 - my - P! N

Assim,

3f_6 (6z‘A(t)n)

op (9(tm) - e407)

0 u(t, 77)‘ :

o) 3 , my - p! B, i
<> (B)ORhIR|m5|’B|!p1€anO <m) 9P (iAW)

t

(3.29)

Novamente fazemos uso do Lema 2.25:

p H? -m.-p! \?2
inf (—p My ' P ) < inf (—p My P > .
peNo \ lig - (1 + [n[)P )~ pedo \ hig - (1 + [n])P
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Consequentemente,

. my, - p! _
f|—=2"—" )0
(h’;-m w)p> t

/B(BiA(t)n)‘ < inf HP - m,, - p!
pelo \ g - (1 + |n])?

. Hp.m p' _ X
f D L aa=B8/ iA(t)n
" LlenNo<h”'(1+|n|)p) o)
( H? -m,, - pl )
mf ( ——
peNo \ i - (1 +|77D

XChgya - byt i miai—je - (ol = [B])!, (3.30)

IN

pela Proposi¢do 3.18. Desta maneira, associando (3.29) a (3.30), concluimos que

< 5 () cu- - ma- 1o

o5 (9t m) - e40m)

BLa
. H? -m,, - p!
g (h@ T+ |n|)_p) Coipis g+ mial-15 - (lo] = 161)!
H?P - m,, - p!
< . he. .ol - inf P 31
< Cy-hf my-a plélNo (hg’.<1+‘,’7‘>p> (3.31)

se C1 = Cr - Cuyng € h1 = 2-max { hy s, hr }. Deste modo, T'(¢)) € € 4(TY), pelo Teorema
2.21.
Resta-nos provar que 7' é automorfismo. Para tal, seja 7" : 9. ,(TV ') — 2 ,(TN )

dada por

T/ (Z uneixn) _ Z unei(—A(t)-i‘m)”].

neL neL

Note que valem para 7" as mesmas propriedades demonstradas para 7. Além disso,

ToT' (Z une””> =T (Z unei(A(t)”)")
neL nEL
_ Z un (=A@)+A(t)+z)n

NeEL

_ wn
= E Upe

neL

Analogamente, mostra-se que 7" o T" é a aplicagdo identidade. L

Teorema 3.20. O sistema de campos reais descrito em (3.15) é globalmente .# -hipoelitico se,

e somente se, o sistema definido em (3.17) também o for.

Demonstracdo. Considerando A como em (3.19), definimos

Pj::ToLjoT_17
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com T e T~ sendo as aplicacdes do Teorema 3.19. Vejamos que a .7 -hipoeliticidade global
do sistema P; € equivalente a de L.
Com efeito, suponha que tal propriedade vale para o sistema dado por L;, que u per-

tencea 7',(TN* 1) e
Piu=f;, f; €E4(TY), (j=1,2,....n).

Pelo fato de 7" ser automorfismo em 2, (TN 1), existe v neste espaco de modo que Tv = u.
Por conseguinte,

fi=Pu=(PjoT)v=(ToLjhu.

Desta equagdo, concluimos que Ljv = T~ 'f;, para cada j € {1,2,...,N}. Pelo
Teorema 3.19, T~ f; pertence a £ ,(T") para todo j. Segue da hipétese de . -hipoeliticidade
global do sistema que v € & ,(TN*1), e assim o mesmo vale para u. A prova da reciproca é
completamente andloga.

Afirmamos, por fim, que P; = Zj, para todo j. De fato,

f’ju = f)] <Z uﬂé:}cn) —To Lj (Z unei(—A(t)—l-x)n) _T

nEL NEL

Z Lj (unei(—A(t)+x)n)]

NEL

[ ou i . j . i(—A x
=T Z <a—t;7 — V2 (t)(in) - u, 4+’ (t)(in) -un> el Al+an

LnEZ
du, i (s i(—A(t)+)n
=T Z thajo-(m)-u77 e
LnEZ J
= Lu

encerrando a prova. [
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Capitulo 4

Uma Classe de Sistemas de Campos

Complexos

Este capitulo serd destinado ao estudo da . -hipoeliticidade global para um determi-
nado sistema de campos vetoriais complexos. Existem na literatura vdrios trabalhos que lidam
com o mesmo tipo de problema, nos contextos suave, Gevrey e analitico (veja, por exemplo,
[6], [10], [11], [29] e [37]). Em particular, nossas principais técnicas sdo inspiradas em [11] e
[29].

Mais uma vez ambientados no toro TN*! = T{V x T,, paraalgum N € N, estudaremos

2\ = (Ly,,...,Ly,),no qual

0 0
Ly = — (t) =— + A\ =1,2,...,N 4.1
)‘.7 atj + C]( J) ax + Rl (] ) <y ) )7 ( )
satisfazendo as seguintes condi¢oes para cada j € {1,2,...,N}:

o )‘j = )\jl + 7:)\]‘2, >\j17 )\jg e R.
* ¢j(tj) = a;(t;) +ib,(t;), sendo a;, b; fungdes a valores reais e elementos de € ,(T).

Para iniciar, remetemos mais uma vez ao Teorema 3.4. Considere uma familia de
campos com coeficientes constantes da forma

0 0 .

Pelo Teorema 3.4, o sistema acima serd globalmente . -hipoelitico se, € somente se, para todo

e > 0, existir R. > 0 de maneira que

0y +a€ —iNy] > inf M1
max ; A;C — LA; 1mn s
i TGS TS g e (Lt + 1€
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para todos (1, &) € ZF*L; |n| + |€| > R.. Desta condigdo, extraimos a préxima

Defini¢fio 4.1. Diremos que (a,)\) € R* x CF satisfaz a propriedade () se para todo ¢ > 0,

for possivel encontrar R. > 0 de modo que

my, - n!
a 4+ a:E — i\ > inf n , 4.2
s oy~ 2 0t (e P ) “
para todos (n, &) € Z; n| + €] > R..

Estamos prontos para enunciar o principal resultado do capitulo.

Teorema 4.2. Seja £\ o sistema (Ly,, Ly,, ..., Ly, ) descrito em (4.1). Entdo £\ é M -

globalmente hipoelitico se, e somente se, ao menos uma das condicoes abaixo é satisfeita:
1. Existe j € {1,2,..., N} de modo que b; # 0 e ndo muda de sinal.

2. Se o conjunto J = {j € {1,2,...,N};b;(t;) =0} = {j1,Ja,...,Jx} € ndo vazio, o
vetor (@j,,, Qs - -y jggs Njvs Njas - - - » j, ) Satisfaz a propriedade (x), estabelecida em

(4.2).

Demonstragdo. Decorre imediatamente dos Teoremas 4.3, 4.6 e 4.13, que serdo provados mais

adiante. O

Iniciemos a prova do Teorema 4.2 vendo que o mesmo processo utilizado na Sec¢ao 3.3

nos permitira lidar com o sistema um pouco mais simples .5?; = (Z Ay L A N) , com
~ 0 . 9, .
L)\j :8_ISj+(aj0+ij<tj)).%+>\j’ (] :1,2,...,N). (43)
N
Primeiramente, observe que a 1-forma a = Z a;j(t;)dt; é trivialmente fechada. Pro-
j=1

cedendo como em (3.18), definimos v; : T — R; v;(t;) = a;(t;) —aj,, e neste caso a aplicacdo
A definida em (3.19) tem uma expressao simples, dada por

N t
ATV 5 R, A(t) = Z {/ aj(s)ds — aj, -tj] : 4.4)
T Lo

j=
Com o mesmo argumento aplicado previamente, segue que valem para A definida em (4.4) a
Proposicdo 3.18 e o Teorema 3.19. Isto ndo s6 nos mostra que o caso no qual b; = 0 para todo
g foi caracterizado na Secdo 3.3, como também nos permite provar o seguinte resultado mais

geral:
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Teorema 4.3. O sistema de campos complexos descrito em (4.1) é globalmente ./ -hipoelitico
se, e somente se, o sistema definido em (4.3) também o for.

Demonstracdao. Considerando A como em (4.4), definimos
P; ::ToLjonl,

com T e T~ sendo as aplicacdes do Teorema 3.19. Analogamente ao caso anterior, a . -
hipoeliticidade global do sistema P; serd equivalente a de L;. Resta-nos ver que P; = Ej, para
todo j. Com efeito,

Pju = P] (Z uneixn> —To Lj (Z unez‘(—A(t)—l-m)n) T

neL nez

S L (el A0

neL i

8U . . i(— x
=T\ (a_tn + (aj, — a;(t;))(in) - wy + ¢;(E5)(in) - wy + A; - Un> el AT

LnEZ J J

ou . . i(— T
=T (ﬁn + (aj, +ibj(t;)) (in) - uy + A; - Un) e AT )"]

LnEZ J
8“’] . . wxn T
=> ar, T (@io +b;(t)) (@) -y + Aj - uy | € = Lju,
neZ J
encerrando a prova. ]

Observacao 4.4. Provado o Teorema 4.3, nosso estudo daqui em diante serd feito inteiramente

com base no sistema %).

4.1 Condicoes Suficientes

Nesta secdo, provaremos condi¢cdes que sao individualmente suficientes para a .7 -
hipoeliticidade global do sistema apresentado em (4.3). Antes de prosseguir para o principal

resultado desta secdo, precisamos definir para o € N o seguinte conjunto:
Ala) = {(k1, ko, ... ko) €ENG; k1 +2-ko+ ...+ ko =a}. 4.5)
Utilizaremos o seguinte

Lema 4.5. (Lema 1.4.1 de [41]) Dados n € Ny e R > 0, temos

!
Ej "RF=R-(1+R)"!
Tl kol ko (L+ R,
An)

comk =k +ko+...+k,eAn) como em (4.5).
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Feito o breve comentdrio, estamos prontos para enunciar € demonstrar o seguinte

Teorema 4.6. Considere o seguinte sistema de campos em TN *1:

0

0 .
Ly = g+ (ajo +ibs(ty)) - 5

y =1,2,...,N
j 8t] + 7 (] ) < ) )7
descrito em (4.3). Qualquer uma das seguintes condi¢cdes implica em sua . -hipoeliticidade

global:

1. Existe j € {1,2,..., N} de modo que b; # 0 e ndo muda de sinall.

2. Supondo que o conjunto J = {j € {1,2,...,N};b;(t;) =0} = {j1,ja, ..., Jr} € ndo
vazio, 0 vetor (aj,, jy, . - ., Gj,, Njyy Njys - - -, Aj,.) satisfaz a propriedade (x), estabelecida

em (4.2).

Demonstragao. (1 implica na # -hipoeliticidade global de (4.3)). Sem perda de generalidade,
podemos assumir b; < 0 e por conseguinte b1q < 0. Se L,u = f; paracada j € {1,2,..., N},
com f; € E4(TV ) euw € P, (TVT), escrevendo em termos da Série Parcial de Fourier em

x as igualdades, obtemos

0 R ~
(5 + igetts) + ) 209 = Fie©, “6)
para quaisquer t € T%, §EZej—12 .., N.

N
Definindo C'(¢ Z C;(t Z {

= _7:1
grante que (4.6) é equlvalente a

t .
/ —¢j, - tj|, segue por fator inte-

(a% +ifcj, + Aj) €COG(t,€) = f;(t,€)eCO, vte TV, Ve e Z, (j=1,2,...,N).
4.7)
Considere o caso em que j = 1; se ic1, + A\ ¢ iZ, é possivel provar (veja o Lema 5.5
de [5]) que (4.7) possui uma unica solucdo, cuja expressao apresentaremos a seguir. Visto que

A
a parte real de 1£cyg + Ay éigual a A;; — £ - by, supondo & diferente de b—n obtemos:
10

1

2
a<t7 5) = 1 o 6_271—(7’5010-"_)‘1) / _(16010+A1 fl( T, t2’ e JtNa g) . 625(01 (tl—T)_Cl(tl))dT

= 1 — o 2ﬂ(16610+/\1 / —(1Ec1o+)\1 Tfl( — tz, o 7tN, 5) zi(ftl T e1(s)ds+c1o- 7') dr

O

— —AT_—Z&H(t,)_A .
- 1 — 6—271'(7,5010-‘,-/\1) / 1 e fl(tl T,ta, ..., tN, f)dT

— AT sz (t1,7) |
g2 ( z§clO+)\1 _1/0 2 f (t1 + 7, tay ..., Iy, &)dr,
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tomando

i1
Hi(t,7) = / ci(s)ds = ayor + i - /
t1—T t1—7
t1+71 t1+7’
Hy(ty,7) = / ci(s)ds = ayjgr + i - /

t1

Para £ > 0, escreveremos

1

1 —e2n(

a(t7 f) =

2
-7 | —iEH (t,T) | T .
ot M) /(; e e na f1<t1 T,tz,...,tN,f)dT. 4.8)

Em contrapartida, para £ < 0 definiremos

" 1 o T 2 T n
u(t,&) = e e /0 eMT ) (Tt E)dT (4.9)

1 1
1 _ e—27r(ifc10+>\1) € e?ﬂ'(iﬁcuﬁ-)q) _ 1

Tal escolha € feita para que as constantes sejam limitadas
quando fazemos [£| — +oo.
A partir de agora iremos supor ¢ > 0, considerando a solu¢cdo como em (4.8); o caso

(4.9) possui prova andloga. Antes de demonstrar o resultado principal, é necessdrio obter uma

estimativa sobre as derivadas de e~*1(217) " Aplicamos Faa di Bruno:
1, —i€H1(t1,7) 71! kit..+k —i€H ) (t “ atlﬂl th 7) N
— 1(t1, _ (s 1+... . 1(t1,T
27 = Zkl!-...-k! (=) b 11
A1) n j=1

A k;
L[ 10) Hy(t
< X e >IH<M> |

Jj=1 ‘7!

Como by(t;) < 0e & > 0, |e‘i5H1(t1’7)‘ < 1. Por outro lado, como 7 € [0, 27,

Hi(t1,7) € € 4(T1), com estimativa uniforme em 7. Assim, existem C1, h; > 1 tais que

A1 J 1\
eter n Gl my
R D DY - o A Gl 'H< £

|
Aln) n j=1 J

A1
7! k14..+k ks
<) kol k! (L [ o T T T

An) J=1
Do Lema 3.17, segue que
1
DR e D] < BT - S (O (L[t (4.10)
('Yl) k]. . k’yl mk1+.‘.+k71

Sigamos para a estimativa de u(¢, £) e suas derivadas:

00Tt €)| = C /0%6—*17 o [—Zﬁfﬁ(tw)( LAY ity T,tQ,...,tN,g))]dT.
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27
< Co/ ato? [e*iéHl(tl,T) <ag2 o af‘]\lr\ffl(tl —T,t9, ... ,tN,f))} ‘ dr.
0

<a ¥ (3)

B1<a

27
X/
0

Através do Teorema 2.20 e de (4.10), existem C'y, ho, h3 > 1 tais que

ora(t, ) < Oo/ Z( )hal M My,

aftl —B1 (€—i§H1 (tlﬂ')) ‘
1

6{58118%2 R @fﬁﬁ(h —T,la. .. 7tN7£)‘ dr.

0 Bi1<aq
(c ! 1
X e e
A(a1—p1) 1 al Br- M1+ A kay -5y

|
<O h51+a2+.-‘+01N o o f % dr.
2hy Mg, +as+..+ N(ﬁl tax+... OéN) plenNo hg(]. + |§|>p !

h
Escolhendo hy = ﬁg e aplicando o Lema 2.25, temos

inf( my, - p! ) ) f( m,, - p! )2
pelio \ Tt - (L+ €7 ) = peo \Bg - (L+ [€])7 )

Prossigamos com a estimativa:

o < o f" 5 (¢ )hm o
B1<an

inf (m_p')
X Z [ (1 [g]))Frttheas pelo \ (1 + [€])"
Alar—p1) kl ’ Oc1 ,31 mk1+"'+ka1—ﬁ1

[e% @ - '
XCthhL 2+t Nm51+a2+...+a1v (51 tagt...+ aN) inf <%> o
4

pelo \ 1 - (1 + [€])7
2
LB

0 Bi1<aq

IN

(k14 ... 4+ kay—p,)!

y {2 B (14 et
;ﬁl kl . al 61 [h4(1 + |£|)]k1+...+ka1—51
|
Brtaz+t..+ay i T
XCth Mp,+as+..4ay (ﬁl ot + aN>'p1€nI§0 <hi<1 + |§|)p> o

[\
o\
[\]
3
/_\
\_/
D‘
E
9
3
2
®

(o — ), O\ P+t s '
x Z /ﬁ ! (h4) (k1 + ..+ kay—p,)!
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. . . mp!
><(j2h§1Jr S Nm51+a2+.-.+aN (ﬁl Topt...t OéN)l i < s )p> .

peNo \ 1y (1 + [¢]
2
< CO/ Z (Zl>h?1ﬁl cMay—py (al - Bl)l

0 B1<ay !
y Z (k1 + ...+ kayp)! (Cl)k1+...+ka161
|. . !
A(a1—p1) kl' o e kal*ﬁl' h’4
] myp!
xCphfrtertetony, o (Bitagt ... +ay) inf [P g,
21y B1+az+...+ N(ﬂl 2 N) pENp hi(l + |€|)p !

Utilizamos o Lema 4.5:

Z kit Fkas) (O k1totkag— g, (1 a a1—B
Fal- 2 S :

; I
A(a1—p1) kal_ﬁl‘
. C
Definindo hs = max < hy - [ 1+ ™ , ho ¢, retomamos:
4

~ ay
|0y u(t, )] < 2nCyCy Z (51>h§1+a2+ TN B TS 4 et tan
f1<an

. mp'p!
X(ar = Bl (Bi+ oo+ ... +an)! 'plengo <m> . (4.11)

Assim, se hg = 2hs e Cs = 27Cy(Co,

s || . my - p' N )\11
< . . . ! f D — N .
|07 (t, &) < Cs - hy Ma| o] plenNO (hi NG ‘5’)”) , VaeNy, VEeN\ {O’ b1 }

A
Resta-nos provar que uma desigualdade como a de acima vale quando £ € {O, b—ll }
10

alll
bio
jada, a menos de possivel troca das constantes C5 e hg.

Verificando que u(t,0) e u (t, ) pertencem a & ,(T"), teremos obtido a estimativa dese-

) - I A N N )
Observe agora o seguinte: por (4.7), u(t,0) e u (t, —bn ) sdo solucdes respectivamente
10
dos seguintes sistemas:

0 . ~
— 4+ ;) U(t,0) = f;(t,0), vVt e TV,
ot
0 A1l i ML C(8) ~ A1 > A1\ il N
B S S I W I t,— | =filt,—)en , Vte T,
(atj+zbmcjo+ ])e o bro fi bio e o
comj = 1,2,..., N. Por conseguinte, basta mostrarmos que sistemas da forma

0 .
(8_75]_'_#])7 (j_1727"'7N)7

sdo globalmente . -hipoeliticos em T*. Recordando a Definig¢do 3.3, temos

|P(&1, 82, -+ &)l = max [§; — pyl.

1<j<N
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Dado € > 0, seja M = max {|u;|} e fixemos & € ZN tal que |£| > N - (M + 1).

1<j<N
Segue do Principio da Casa dos Pombos a existéncia de 1 < j < N tal que \5j0| > M + 1.

Logo,
My, - n!
P > &, — ol > 16| — ltjo] > 1> inf | ————
PN 2160~ ol = 6] bl > 12 inf (700
Pelo Teorema 3.4, sistema é globalmente .Z -hipoelitico, encerrando a prova da suficiéncia de
1. [

Demonstragao. (2 implica na # -hipoeliticidade global de (4.3)). A menos de uma reordena-

¢do de indices, podemos considerar J = {1,2,...,k}. Consequentemente, o sistema é dado
por
0 0
Ly, = — — 4+ A
A ot + aqg O + A
0 0
Ly, = — — 4+ A
Ak atk + Qo 8LE + k
I 0 , 0
M = gy + (ars1)y + (ki1 (trs1)) - Er Akt 1

0 . 0
Ly = Iin + (ano + ibn(tn)) - O + An.

Denotaremos t' = (t1,to,...,t), " = (tgr1, ..., tn) et = (', t").
Suponha Lju = f; para j = 1,2,...,N,com f; € E,(TV*) eu € 2,(TVH).

Reescreveremos esta igualdade em termos da Série Parcial de Fourier em (¢, z). Para cada j,

u = Z " n, &) e i(n,)-(' )

(n,6)€LF <L
fi= Y. Ft'n - emo
(n,€)EZ* <7
Assim,
i (nj + ajo€ —iN;) U0, €) = F(t",n,€), ¥(n,€) € ZF, (4.12)

paratodot” € TN "Fej=1,2,... k.

Pelo Teorema 2.20, existem constantes C', hy, €1 tais que, para qualquer t” € TNk,

y o my - p!
B m,€)| < €yl mw|w£g( (Lum+mm3’
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para quaisquer a € N)' ™% (,€) € ZF*' e j = 1,2,...k. Aplicamos agora a hipétese, utili-
zando (4.2) para ¢ = %, com H proveniente de (2.11). Logo, encontramos £ > 0 de modo

que

max ‘T]j +a;,§ — z')\j} > inf < man! ) ;
1<j<k 0 ~ neNo \ (e1/H)"(1 + |€] + |n|)"

para todos (1, §) € ZM; €] + |n| > R.
Fixemos (£,1) € ZN*! tal que |€| + |n| > R; entdo u(t”,n,&) € E4(TVN K e

. pl
. plal, -|a! inf .
C1 - hy W%|W4£M<§-Q+MH48W

max ‘T]j +a;j,§ — z')\j‘

’aﬁ/a<t/la m, §)| S

1<j<k
| ! (er/H)" (1+ €] + 0"
< O myg|a! f( o ) ( 1
< Cihy 'myg)|af plenNo eX(1+ |n| +16)|)» 5553 myn!
. pl
<Ch'a'-ma‘0‘!'inf( T )’
< Gl myeg - ol W e o

aplicando o Lema 2.25.
Pela ultima desigualdade e pelo Teorema 2.21, s6 precisamos nos preocupar com
|a(t”,n,&)| para os casos em que || + || < R, ou seja, um ntimero finito de pares. Nesta

situacdo, analisamos somente as ultimas N — k parcelas do sistema:

ou(t”,n, , . ~
P i calt) - €+ M 0,) = Flt'.0.), @13)
paratodot” € TN el =k +1,...,N.
N to
Analogamente ao que foi feito em (4.7), se D(t") := Z [/ co(s)ds — cog - tg|, 0
p=k+1 /0

sistema acima € equivalente a

(9 . i APN -~ i 1"
(8_755 + ch&) + )‘f) € eDe )U(t”, 7, 5) - fﬁ(t”a 7, 5)6 ¢t )a

comt” € TN-* ¢ = k+1,..., N, e cuja .#-hipoeliticidade global é verificada da mesma
forma que fizemos na prova de 1. Por conseguinte, com uma possivel troca da constantes C'; e

hy, deduzimos que

. ml
o a(t” < Ci- by omyy - Jof! - inf R ’
05t m, ) < Cr- Iy -Jot- Inf | g s

para quaisquer (1, &) € ZFt' " € TVN-* o € N)Y ™. Decorre do Teorema 2.21 que u €
g{//{(TNJrl). ]
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4.2 Condicoes Necessarias

Na secdo anterior, encontramos duas condi¢des que sdo individualmente suficientes
(mas também podem ocorrer simultaneamente) para a .7 -hipoeliticidade global do sistema
(4.3). Nosso objetivo nesta se¢do € provar a necessidade de pelo menos uma delas. Isto €,
mostrar que se ambas foram negadas, o sistema (4.3) ndo é globalmente . -hipoelitico.

Para tal, serd necessdrio separar as classes de funcoes ultradiferencidveis em quasia-
naliticas e ndo quasianaliticas, seguindo a Observacdo 1.11. Serdo aplicadas técnicas conside-
ravelmente diferentes; para as ndo-quasianaliticas serd fundamental a existéncia de func¢des de
corte, enquanto que para as quasianaliticas iremos nos amparar no fato de que seus elementos
possuem os zeros isolados, encontrando uma solucdo singular nos moldes das construidas em
[8], [9] e [14]. Antes disto, iniciamos com resultados independentes da quasianaliticidade das

classes.
Lema 4.7. Considere ay, as, \1, Ao niimeros reais e a = aq + tas, A = \; + iXo. Seja
Sax ={& € Z;i€a+ ) € iZ}.
Valem as seguintes afirmagoes:
1. Se (a,\) ¢ Q x iQ, S, \ possui no mdximo um inico elemento.

2. Supondo (a,\) € Q x iQ, a; = b e Ny = C, comp,q €7, q,s € Nemde(p,q) =
q s

mdc(r, s) = 1, teremos S, infinito se, e somente se q € sN.

Demonstragdo. Observe que iéa + A\ = i€(a; + iaz) + A\ + iy = (A} — a28) + i (a1€ + A2).

Desta forma, £ sera elemento de S' se, e somente se,

At —a§ = 0;

a1£ + )\2 e 7.
L ) L < . ) A1
Da primeira igualdade, concluimos que se a; # 0, a tnica solug@o possivel serd £ = —.
a2

Quando ay = 0, se A\; # 0 temos S, ) vazio. Logo, s6 é possivel que a primeira equagao tenha
infinitas solucdes se a; = A\; = 0.

Suponha agora 1, & elementos distintos de Z tais que (a1&; + A2), (182 + o) perten-
cam a Z. Por conseguinte,

(11'(51—52)624 :>CL1€Q.
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Mais ainda, se a; € Q, é necessdrio que A\ € QQ para que a;&; + Ao € Z. Portanto, a fim de que
Sa.x seja infinito, € necessdrio que (a, \) € Q x iQ, finalizando a prova de 1..

Provemos 2.: tomando a; = De Ay = g, com mdc(p, q) = mdc(r,s) = 1, queremos
encontrar £ € Z tal que !

E-§+EGZ.
q S

Multiplicando em ambos os lados por ¢, inferimos que ¢ - = € Z. Como mdc(r, s) = 1, segue
que ¢ € sN. Logo, 2. é condi¢do necessdria. Verifiquemos que a mesma € suficiente. Se
g=a-s,comaéeN,

p-&+ra
q

]—?-§+CEZ<:> €l < p-{+r-a=0 modgq.
q S

Como mdc(p, q) = 1, existe k € Z de modo que pk =1 mod ¢. Assim,
Z—Q-E—FCEZ & E=—k-r-a modq.
q s
Logo, se ¢ = « - s, segue que S, » = —k - - a + gZ e portanto S, € infinito. L

Proposicao 4.8. Considere o sistema de equacoes dado por

~ 0 0 . .
L)\j:a—tj—‘—aj%—i—)\j, j:1,2,...,]{3 ll’lTk+1,

coma; € Re \; € C. Suponha que (a,\) ndo satisfaz a propriedade (x), estabelecida na
Definicdo 4.1. Entdo existe uma solucdo singular

w=>Y a(t§) v,

peN

satisfazendo as seguintes condigoes:
A& hen © Nou {6} C Zao e Jg] = o0
* u(t, &) € E4(T), para todo p € N;
o |u(t,&)| =1, vteT, VpeN;

my, - 1!
° ] om0 o < . plal . . |
Ve > 0, 4C,h > 0; nlélgo (gn N |£p|)") |0%u(t, &) < C-h - myg - |af!, para

todos o € NE, t € T".

Demonstragdo. Pela hipétese, existe ¢ > 0 e uma sequéncia (1,,&,) € Z*F x Z de maneira que
10| + 1&p| = +o0 e

My, - 1
e (1+[mp| + &))"

max tai&, — i < Inf
1§j§k|npﬂ+ i j| neNo(

),VpEN.
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Mostremos que {§p}p€N ndo € limitada. De fato, suponha a existéncia de // > 0 limitante
superior da sequéncia; paracada j = 1,2, ... k, terfamos

|77pj +Clj€p —Z)\]| <1 = ‘ﬁpj‘ <1+ ’CLJ” : ‘£’p+ ’)\j‘ <1+ ]aj| - M + ’)‘j‘a (414)

e portanto |n,| < L, para algum L > 0, contradizendo o fato de que |7,| + |£,| — +oc.

Portanto, podemos assumir que |, | é £,| — o0. Visto que &, € Z,

existem infinitos elementos da sequéncia em N ou em Z_y. J4 que o outro caso é andlogo,
assumiremos que &, € N para todo p € N.

Definimos
u= Z et e Y(t ) € TV x T.
peN

Note que |u(t,&,)| = || = 1, para todos p € N, t € TF e logo u € Z/,(TF 1) \ € ,(Tk+).

Em contrapartida,

L)\ju(npv &p) ~[a(mp, &p)

= ‘EAJ‘ (70> &p)

- |77pj -+ Cljé_p — ’L)\J|

< inf ( My - 11! )
in ,
neNo \ €7 - (1 + [n,| + [§p])™

o que nos permite deduzir (Corolério 2.14) que Z,\ u € 5%('11"““), paraj =1,2,... k.

Por fim, fixemos ¢ > 0; como 9°u(t,&,) = (in,)™ - "', decorre da conta feita em

(4.14) que

k
ol = Iy, | < k4 max Ja;] - |&] + max [A;] < (k + o] +[A]) - (1416,
J=1

denotando |a| = max lajl e |\ = max |)\ . Logo, se hy = (k + |a| + |A]),

m, - n! m, - n!
inf ( ——2% " 30‘/\75 < inf n . led
J?No(en‘uwpw)‘ (t:5) #?N( el ) e
e Cplel |ot]
< it (o )hl (1+16)

(2

Para encerrar a prova, basta tomar entdo C' =1e h = —. L
©

Provaremos agora duas proposicdes com enunciados praticamente idénticos, com a
diferenca de que o primeiro serd para classes ndo quase analiticas, enquanto que o segundo sera

para classes quase analiticas.
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Proposicao 4.9. Sejam ./ uma sequéncia ndo quase analitica e L \ 0 campo em T? dado por

~ 0 0
LA zﬁ;+‘0()zig'+'A

para A € Cdado por Ay +i)g, com A\, A2 € R, e c(t) = ag+1ib(t), no qual b(t) é uma fungdo a
valores reais, pertence a € 4(T) e muda de sinal. Denotemos S., » = {§ € Z; ico + X € iZ}

como no Lema 4.7; existe entdo u € 2 ,(T?) que satisfaz as seguintes condigoes:
I Lwe&y(T2)eue P,(T2)\ E4(T2).

2. u = Z L(t,€)e + Z (t, €)™, no qual ¥\ (t,€), Uxy(t,€) € € 4(T) para

fGNﬂSCO A EEN\SCO A
N ~~ >4 N ~~

vl v2
todo & € 7. Além disso, é possivel encontrar ty,t* € T e Cy, > 0 de maneira que

[01(t",€)] =1, V€ € NN Se .

A C
|0a(to, €)| > —

NG VE € N\ Sepn.

3. Dado ¢ > 0, existem C, h > 0 tais que

My, - 1!
inf (————— ) - [0*u(t,&)| < C - kol !
nt (o) o) el -l
para quaisquer o € Ny, t € T, £ € Z.

Demonstragdo. A prova do resultado sera dividida em dois casos.

1 2
Caso 1: by = 2—/ b(s)ds < 0. Seja H a seguinte fungao:
™ Jo
t
H :[0,27] x [0,27] — C; H(t,r) = ao-r—i-z'-/ b(s)ds,
t—r

t to
e denotemos By = max Im H = max / b(s)ds = / b(s)ds. Observe que
t,

t,rel0,2m) t,rel0,2n] J; 0—T0

* By > 0, jaque b muda de sinal..

to
e 19 € (0,27), pois / b(s)ds =0< Bye

to—0

to 2
/ b(s)ds = / b(s)ds =2m-by <0 < By.
t 0

0—2m
* b(tp — o) = 0. Para verificar isto, suponhamos b(ty — 9) > 0; neste caso, existird § > 0

tal que
[ro — 0,70 + 0] C (0,27), b>0em (ty —ro — d,tg + 19 + ),
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€ consequentemente

to to—ro to to
/ b(s)ds = / b(s)ds + / b(s)ds > / b(s)ds = By,
to—rg—90 to—ro—9 to—ro to—ro

0 que comprova por absurdo que b(ty — ro) < 0. Prova-se analogamente que b(to —ry) >

0.
* A menos de uma translagdo, podemos assumir b(0) # 0 ety € (0, 27).
» Temos (ty —19) € (—2m,0) U (0, 27), visto que b(ty — 9) = 0 e consideramos b(0) # 0.

Prosseguimos para a prova, assumindo que to — 1 € (0, 27) (o outro caso é andlogo).

Tomemos § > 0 de modo que
]5: [to—ro—(g,t()—’l"o—f—(ﬂ C (0,271')

Como . ¢é ndo quase analitica, podemos tomar ¢ € & ,(T) tal que g0| Iy = 1, supp p C Ise

0 <@ <1 Paracada¢ € N\ S, ), definimos f(¢,&) como a extensdo 27-periddica de
(1 — e 2mteotA)) . gmBot . o= (a0t N)(=t0) L (3) - ¢ € T. (4.15)

Visto que by < 0 e & > 0, a expressio 1 — e~ 2760+ & Jimitada por uma constante para toda

¢ € N\ S, .. Escrevemos

fltoa):= > f(t,€ e

£EN\S¢g,x

-~

Decorre da defini¢do que cada f(¢,&) é elemento de € ,(T). Mostremos agora que

f < 5/{(T2)2

a?f(t,f) _ (1 o 6727r(i§co+/\)) efBoge(ifaoJr)\)to [Z <g> [—(ifao + )\)],Be(ifaoJr)\)tafé—ﬂ(p(t)]

<o

€ portanto

o ft, 5)) <Oyttt ; (g) li€ag + A" Co - hs ™" ma_p - (a— 5)!]

< (0 -Cul [ 5 () ol + ) €757 oy - (= ﬁ>‘] |

B

utilizando os fatos de que ¢ € £ 4 (T) e e Mt . (1 + 6_2”’\1) < (4, para algum C > 0.
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Dados n € Ny e x > 0, temos

- — e - — - —_—

" " ! !
o140) > (14 ) L e 1 (14x) -y e Maenl
n! e n! (1+x)" (14 z)"

permitindo-nos inferir que

. .l B
B0/ < . ipf [ )< %&) _ -{_01}
e € 1n €. 1n , min , .
=7 N ([1+(Bo/2)§]" =\t ) 2

Da desigualdade acima e recordando que &7 - e=(Bo/2)¢ < p2 . 4! para algum hz > 0, obtemos

O F(t.€)] < Cy - [ B2 (g) [(laol + AN 67”2 157 g - (o - 6)!]

BLa

< Oy e P/DEY (g) [(laol + AN} A5 - BL-h5 ™ - mg g - (a — 6)!]

L Bl
< p [<|ao|+|A|>]ﬁ-hz-ma-a!]
()
< Cy-h§-mg - al @ [(|a0|+|/\|)]B],
()

se O3 = [C - eMtotL . (Oy], Cy = e - C3 e hy = max {ho, h3}. Deste modo, tomando C5 = C, e

hs = 2hy - max {1, |ag| + |A|}, deduzimos que

R m,, - n!
a <O-ho. ol i —_—
o, f(t,f)\_Oe» f5 - ma - al - il (7”-(1-1-5)”)’

verificando que f € & ,(T?), pelo Teorema 2.21.
O préximo passo € encontrar vy € 2 ,(T?) de forma que L A(v2) = f. Quando £ < 0
ou € NN S, A, tomamos 03(t, £) = 0. Caso contrdrio, ico + A ¢ iZ, e decorre de (4.8) que

1
1 —e 27

~

2
@(t7 6) = (1€co+) /0‘ ef)‘T ’ eiléH(t,T) ' f(t - T, g)dTa

t t

c(s)ds = apT + i - / b(s)ds.

t—1

no qual H(t,7) = /

t—1

-~

Por f(t — 7,§) e H serem 2m-periédicas em ¢, 0 mesmo ocorre para U5(t,£). Além

disso, para t € T, decorre de (4.15) que

2w t
09(t, &) = eMto=t) . g=ifao(t—to) . / exp {f . (/ b(s)ds — B())] ~(t — T)dT.
0 t—r

t
Entdo 05(t,€) € € 4(T) paracada { € N\ S, » e, como / b(s)ds — By < 0, inferimos que
t—7
|0a(t,€)| < C, para algum C' > 0. Logo

wi= Y BtE)- e

EEN\S¢ A
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pertence a 2., (T?) e Lyvy = f, por construgo.
Estudemos o comportamento de v5(ty, §) para { € N\ S, ». Note primeiramente que,

pela propriedade do suporte de ¢ e fazendo a substitui¢do de varidvel 6 = 7 — r, obtemos que

6/2 to
02 (tg, &) > / exp {f (/ b(s)ds — B0>:| do. (4.16)
75/2 to—ro—0

Definimos a funcao
to
p:10,21] = R; p(f) = / b(s)ds — By,
to—0

e reescrevemos (4.16) como

5/2
Ba(to,€) > / PO g

—5/2
Observe que p(rg) = 0e p'(rg) = b(ty — ro) = 0. Apliquemos entdo a Férmula de
Taylor com resto de Lagrange, de ordem 2, centrada em 7:

h2
p(ro+h) = p’(ro +w(h)) - 5 h € [—6,8], comw(h)entre 0 e h.

/!
Se A= sup
0€[0,27]

temos, para algum C > 0,

6/2 §/2
3 (to, &) > / et (r0+l0) 7€ ) > / eAregys Ly G
—5/2 —5/2 VE 1+ /€

Por conseguinte, se N \ S, € infinito, para quaisquer £, M > 0 existe , € N\ S,  tal que

My, - n!

(to, &) > M - (ﬂ) 2 M- nléll\?o <m) 7

0 que nos mostra que vy ¢ & 4(T?), pelo Teorema 2.20.

Estimemos entdo 05 (¢, £) e suas derivadas:

2 t
0Ru(tE) = (O‘> / P exp [g < / b(s)ds — Boﬂ o’ [e*@ﬁao“)(t*to)@(t - T)} dr.
B<a B 0 t—1
4.17)
A igualdade acima nos leva a estudar o termo 9, [e~ (€0t (t=t0) . (¢ — 7)]:
‘8;3 (e (a0t N(E—to) . o 7)]‘ < Z <§> i€ag+ AN Cy RS mg_ - (B =)
v<p

Dado ¢ > 0, denotamos

OF [e~ W0t N=t0) . ot — )] ‘ _

(x) = inf ((g/H)TTZ(.lni |£D”> '
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Entao
my, - 1!
() <03hgy<ﬁ()\ao|+w (1) it (e ) e (5=
B B . my - ! : (8=
= ()0 G e o 8=
< Cy-hff -mg - (B), (4.18)

H
para Cy = Cy - sup e hg = hy - max {1, (|ao| + |A])} and hy = 2 - hg - —
£

el ([ o)

Por outro lado, seja
t
ew(t,r) = (/ b(s)ds — BO) ; como & -w(t, 7) < 0, com um processo semelhante ao usado
t—7

(dx) = Inf ((g/H)T?(.ln‘!{' !f\)") '

para obter (4.10), concluimos que

_ | . ki4...+ka_
8?—6€£-w(t,r) < h?_ﬂ'ma—ﬁ' Z - (O‘ 5) . [Cl (1 + |§|)] B'

mk,‘l-i-...-i-k:a_g

Por conseguinte,

B [Ca(1+ [g]Fttos

mk1+...+ka73

a— § : o —
( ) S hl ﬁma*B kl('
Ala Lo,

» My 4ok (FL+ o A Fap)!
(E/H)k1+.‘.+ka,5(1 + |§|)k1+‘..+ka,5

kE1+..+koa_p
a—p (k14 .+ kayp)! (Ci-H
< e -y 3 Gttt (G

Aa—p)
< 0 map - (a—B), (4.19)

tomando hs = hq - e aplicando o Lema 4.5.

Associando o Lema 2.25 a (4.17), (4.18) e (4.19), inferimos que

it (o) ol < Z(Z) | (G oer)

B<
(%)

mpyn! ;
inf n 9P | = (#ao+A)(t=t0) ,p _ d
" el ((a/H)”(lJr \§|)”> ‘ ! [e i T)” '

804 B §w(t T)

-~

(*)
21
Z (g> /0 he ™ ma—gla — B)ICshmgp! dr

BLa
< Cg-hg -mg-al, (4.20)

IN
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se Cg = 21C3 e hg = 2max {hy, h5}. Logo
my, - n!
inf (| ————— ) - |0%05(t,€)| < Cg - he - my - al, Va € Ny,
it (5 B ) or e o < G- :
paratodost € T, £ € N\ S, a.
Provadas todas as propriedades enunciadas de vo, prosseguimos para v;. Quando N N

Seo.x = 0, ndo hé nada para provar. No caso em que N N S, » = {£*}, tomamos
0(tE) =1 = v(t,z) =%, Y(t,z) e T
Neste caso, vy € € 4(T?), vy & € 4(T?),
= (1 +2) € Da(T*)\ E4(T?), Ln(u) = Lyvy + Lyvs € € 4(T?),

e facilmente se verifica que as outras propriedades enunciadas sdo satisfeitas.

Resta-nos o caso em que S, » N N € infinito. Pelo Lema 4.7,
bp =0,a9 = P e NN S, = {wo +mg; m € No}, para algum wy € Z.
q

Como by = 0, t
B(t) = /0 b(s) ds € € 4(T).

Tomamos t* € T tal que B(t*) > B(t), Vt € T, e definimos

vy = Z [e=(igco+ Mt (E(BO-BI))] it
¢eNNS

Dado que B(t) — B(t*) < 0 paratodo £ € NN S, »,
|G (1, )] = et | . EBO-BE) < [o~GEatNi| — 1
pois (i€co + A) € iZ, o que nos permite concluir que v; € 2’,(T?). Além disso,

[01(t*,6)| =1, VEENN Sy, = ui=v; +v3 € D, (T?)\ € 4(T?),

Lyv, = Z [—(ifCO + )\) + b(t)f + (ao + ib(t)) i€ + )\] [6—(iéco+>\)t . €§~(B(t)—B(t*))] el
¢eNnS

= [—iap€ — A+ D(1)E + iagé — b(t)€ + N] [e7(cotVE . LBUO=BUNN gir —
[—iaog (1€ + iags = b(t)E + 2] [

O argumento utilizado para o comportamento de 77 (¢, {) e suas derivadas é andlogo ao

aplicado no estudo de 05(¢, ). Estd provada a afirmag@o para o primeiro caso.
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e . .

Caso 2: by = or / b(s)ds > 0. Aqui a construgdo de vy é semelhante, mas possui diferengas
T Jo

que merecem destaque. Por isso, apresentaremos um breve resumo dos passos tomados.

Iniciamos com a defini¢c@o de
. . t+r
H :[0,27] x [0,27] — C; H(t,r) = agr +i/ b(s)ds,
t

e denotamos

" t+r to+ro
By = min / b(s)ds = / b(s)ds < 0.
¢

t,rel0,2m) to

De maneira similar ao primeiro caso, podemos assumir que
ro € (0,27), b(to +19) =0, b(0) # 0, ty € (0,27) ety + 19 € (0,27).
Escolhemos ¢ > 0 de modo que
Is = [to + 10 — 6,19 + 19 + 6] C (0, 27),
e p € &€ 4(0,2m) satisfazendo as seguintes condigdes:

30[6/251, suppp C [se0 < p < 1.

~

Paracada € N\ S, ) et € T, tomamos f(t,£) como a extensdo 27-periddica de

(627r(i§co+)\) —1)- oBo€ | p(iaotN)(to—t) | o(t).

Segue de (4.9) que
27 _
Ba(t, ) = eligat Vo= / S TUE) o 1 4 ),
0

e construimos v, de forma andloga ao que foi feito no primeiro caso.
Por outro lado, observe que a constru¢do de v; ndo € diferente para o Caso 2, visto que

a mesma so faz sentido para a situagdo em que by = 0. O

Observacao 4.10. Com as hipéteses da Proposicdo 4.9, é possivel construir uma solugdo sin-
gular u satisfazendo as mesmas propriedades, com as frequéncias parciais de Fourier definidas

em 7.\ Ny. Isto ¢,

u= Z 0y (t,€)e™” + Z Uy(t, €)e’s™ .
§E€Z<0NSey, A EE€EZ<0\Seq, A

TV Vv
vl v2

J/
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¢
Para a construgdo de vy quando S., x N Zy € infinito, definimos B(t) = / b(s) ds,
0
que pertence a € 4(T) (pois by = 0) e escolhemos t* € T tal que B(t*) < B(t) para todo
t € T. Consideramos entdo

vi(t, ) = Z o~ (i€cot Nt E(B(1)—=B(t")) gk
EEZ<oNSecq A

Observe que a escolha do minimo de B foi feita para que o sinal de £(B(t) — B(t*)) seja
negativo. O resto do processo é andlogo.

Passamos para a construcdo de vo; se by < 0, definimos
. . t+r
H :[0,27] x [0,27] — C; H(t,r) = aor +i/ b(s)ds,
t

e denotamos

. t+r to+ro
By = max / b(s)ds = / b(s)ds > 0.
¢

t,rel0,27] to
Novamente pode ser mostrado que ro € (0,27), b(to + ro) = 0; assumimos também que
b(0) #0, ty € (0,27) e to + ro € (0,27).

Tomamos entdo § > 0 de modo que
](5 = [t0+T0—5,t0+T0+5] C (0,271’)

e p € & 4(0,2m) de maneira que 90‘15/2 =1 suppp Clse0<p <1 Paral € Zy \ Sy

f(t,&) é escolhido como a extensdo 2m-periddica de

(2mlieot) _ 1)6§o£e(i£ao+A)(to—t) o(t).

Segue de (4.9) que

2m 5 t+r
0y(t,€) = e(iéao+A)(to—t)/ 6E(Bo—ft+ b(s)ds)gp(t +r)dr, tel0,2n)].
0

Observe que escolhemos H como no Caso 2 da Proposicdo 4.9 pois em ambas as
situacoes foi usada a formula (4.9) (por by e & terem mesmo sinal). A diferenca, devido a troca
de sinal de &, foi a escolha do mdximo de Im H, ao invés do minimo. Seguindo a linha de
raciocinio, quando by > 0 trabalhamos com a funcdo H usada no Caso 1 da Proposicdo 4.9,
tomamos o mdximo de sua parte imagindria e utilizamos (4.8) para descrever Us(t,§) apds
definirmos f (t,€) de maneira andloga. Em ambos os casos as estimativas requeridas decorrem
de um processo andlogo ao que foi feito na Proposicdo 4.9 e por tal motivo ndo vemos a

necessidade de serem repetidas.
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Proposicao 4.11. Sejam .# uma sequéncia quase analitica e L x 0 campo em T? dado por

~ 0 0
L,\ E—FC()%—F)\

para A € C dado por A1 +1i)Xs, com A, s € R, e c(t) = ag+1b(t), no qual b(t) é uma funcdo a
valores reais, pertence a £ 4(T) e muda de sinal. Denotemos S, » = {§ € Z; ico + \ € iZ}

como no Lema 4.7; existe u € 9. ,(T?) que satisfaz as seguintes condi¢des:
I Lywe&y(T2) eue P,(T2)\ €4(T2).

2. u = Z 1(t,€)e™ + Z 5 (1, €)e™", no qual v,(t,€), Uy(t,€) € £ 4(T) para
£€NNS,, £EN\S,, 2

(. S

v1 v2
todo £ € 7. Além disso, é possivel encontrar ty,t* € T e Cy > 0 de maneira que

|ﬁ1(t*7§)| = 17 \Vlf e NN Sco,)w

R C
|2 (t0, &) > =

7 VE €N\ Sua.

3. Dado € > 0, existem C, h > 0 tais que

my, - n!
i n— . s < . ‘Cl{l . . !
nlélj\fl‘o <8n . (1 + |§|)n> |a U(t,§)| = C-h m‘a| |a| ,

para quaisquer o € Ny, t € T, £ € Z.

Demonstragdo. Iniciamos a prova destacando que a construcdo de v; feita na Proposi¢ao 4.9
nao depende da quase analiticidade das classes e por isso somente temos de apresentar v, que
satisfaca as condi¢Oes estabelecidas.

Como . é quase analitica, os zeros de b sdo isolados. Além disso, pela periodicidade

de b, podemos assumir (com uma possivel translagdao) que
b(0) =0, b(z) <0sex € [—0,0)eb(x) > 0sex € (0,5], paraalgumd > 0. (4.21)

Para todo ¢ € R, consideremos

A(t) = ag-t, B(t) = / tb(s)ds, O(t) = A(t) + iB(1).

Seja to € [0, 27] tal que B(tg) > B(t) para todo ¢t € [0, 27] e denotemos M = B(ty).
Note que M >0, B(0) =0e

21 0

b(s)ds = B(2m — 9) + / b(s)ds < B(2m — 0),
-5

B(27) = B(2r — ) + /

27—0
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0 que nos permite concluir que ¢y € (0,27). Dividiremos a prova em duas partes, de acordo
com o sinal da média de b(t).
1 2
Caso 1: by = or / b(s)ds < 0eassim{ - by < 0. Logo, para g; que serd construida adiante,
T™Jo

definiremos os coeficientes parciais de Fourier de vy como em (4.8). Considere
T —C; hy(t) =M+ K- (1 —cost)+i-(ag-sin(t —tp)),
para K >> ( que serd escolhido posteriormente. Dado £ € N, definimos
e = (1 _ 6—27r(i§co+/\)) :
note que esta sequéncia € limitada. Estabelecemos

Gt &) = ag - e W o7t € 0T V€ €N\ Sy, (4.22)

gilt,w) = Y Git,€) e =T N et

£EN\Sg 2 £EN\Sep
Pelo fato de M ser positivo e |e~¥1()¢| < 7M€ segue que g1 pertence a C*(T?) e por conse-
guinte a £ 4 (T?).
Suponha a existéncia de vy € Z’,(T?) tal que Z,\vz = ¢;. Entdo paracadat € T e
£ €N\ S,

(D0 + ic(t) + ) Ba(t, €) = Gi(t,€) & (O + ibco + A) D1, €) = €O (1, ),

no qual C'(t) = C(t) — (ag+ibo). Pela prépria definicdo do conjunto S,, 5, a EDO acima possui
uma tnica solugdo para cada £ € N\ S, », dada por
A Lo 4 -
(L, &) = —/ e T C=CU=9) . 7 (t — 5, &)ds. (4.23)
@ Jo
Usando (4.22), (4.23) e a defini¢do de 7)1, obtemos
2m
@(t, g) _ e—i)\gt . / e—)\ls . 6g.[B(t)—B(t—s)—M—K.(l—cos(t—s))] . eiEGO'[tO—S—Sin(t_S)}ds. (424)
0
Mostremos que para K >> 0 a funcdo

©1:10,27] x [0,27] = R; ¢1(t,s) = B(t) — B(t—s) — M — K - (1 —cos(t — s)), (4.25)

ndo assume valores positivos. Se t = s, ¢1(t,t) = B(t) — M < 0. Inferimos de (4.21) que
B(o) > 0 quando o € (—4,0) U (0,6). Logo,

o1(t,s) < B(t)—B(t—s)— M < —B(t—s) <0, para0 < |t — s| <. (4.26)
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Por outro lado, ¢1(0,27) = B(2r) — M < 0 and ¢;1(27,0) = —M < 0. Assim, podemos

encontrar € > 0 de modo que
2n —e < |t —s|, (t,s) €[0,27] x [0,27] = ¢1(t,s) < 0. (4.27)

Por fim, tomemos m = min {(1 — cos7); § < || < 27 — e} > 0. Entdo

B’(t)—B(t—s)—M<—B(lf—s)S . max |B(t—s)|:=D

1
d<|t—s|<2m—e = < —
1 — cos(t — s) m m t,s€(0,27]
(4.28)

Associando (4.26) a (4.27) e (4.28), concluimos que ¢; < 0se K > D.

Escrevemos agora

ve= Y Bt &)

&eN\Sco)\
como ¢; < 0, a sequéncia |05(t, )| é limitada e assim vy € D’,(T?). A fim de estimar as

derivadas dos coeficientes de Fourier de v,, denotamos
O :[0,27] x [0,271] = C; D(t,s) =ag - [to — s —sin(t — s)] — ip1(t, s)
com (¢ dada por (4.25). Entdo

2w
va(t, €) = / eMs . gmidat  iER(Ls) g
0

e por conseguinte

27
am(t,ozz(g) [ e o (e as

BLa

Observe que as derivadas com relagdo a ¢ de ¢ podem ser estimadas uniformemente
com relacdo a s. Desta maneira, com um argumento analogo ao usado para demonstrar (4.10),

provamos que dado ¢ > 0, existem C’, h. > 0 tais que

er e
. pl
inf (2P )
p€Np €p(1—|—’77‘)p

Por conseguinte,

it () et <3 () [

< C:-hZ-mg-al,

€D (t,s)

<CL-hPmg- B, Yt s €[0,2n], VB € Ny.

0r 7 (e7™2!)| CLhPmg B! ds

com C, = 27 - max, le™1| . O’ e h, = 2 - max {1, h.} - max {1, | \s]} .
s€(0,2m
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Por fim, se N \ S, \ € infinito, estudemos o comportamento assintético de 03 (%o, £).

Segue de (4.24) que

2
6\2(15075) — e*i)\gto . / e*)qs . ef'[*B(tofs)fK-(lfcos(tofs))] . eifaO'[tO*S*Siﬂ(tO*s)]dS
0

t
_ e—Ato i / ’ 6)\10 . e—§~[B(U)+K~(1—COSJ)] . eifa(y[a—sin(a)]do_7 (4.29)
t,

0—2m
com a substitui¢do o =ty — s.

Lembrando que B(o) € positivo no conjunto (—4,0) U (0, 9), tomamos
m* =min{B(0); o € [to — 27, —0] U [, L]},
m =min{l —coso; o € [ty — 2w, —6] U [0, o]} > 0.
Com um possivel aumento de K, obtemos

B(o)+ K(1 —coso) >m"+ K -m >0, Yo € [ty — 2m, —0] U [, to).

Logo B(0)+ K(1—cos0) =0e B(c)+ K(1—coso) > 0 paratodo o € [ty — 27, t] diferente
de 0.
Seja

fi:[to—2m,t] = C; fi(o) =ao-[o—sin(o)]+i-(B(o)+ K - (1 —coso)).

Decorre de (4.29), que

By(tg, &) = e Mo / M7 e N100) gy —l—/ M7 e 10) g (4.30)
jol <3 = )
I Je
Note que
| Je| < / M9 - 1) |do < 2mpe=? (4.31)
lo|>6
_ Ao _ :
comp= max ¢e'?efl= min (B(o)+ K -(1—coso))>0.
P o€[to—2m,to] |[0'|22|6| ]( ( ) ( ))
o€tg—2m,tg

Para estimar /¢, tomemos x € C°([—26,20]) tal que 0 < x < 1, X’[,M] =1le

estudemos

28
/ x(o) - eM . &1 dy = / x(0) - M7 - @) qg. (4.32)
R —20

Valem as seguintes propriedades:
e x(0)-eM7 e C=([-26,26]).

« fi e C=((to — 2m,t)) e f1(0) = 0.
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e Im f; = B(o) + K(1 —coso) > 0, paratodo o € (ty — 2, 1g).

e £1(0) = ag - (1 — cos0) +i(b(0) + K - sin(0)) = 0.

b
* filo) =ap- (1 —coso)+i(b(o) + K -sin(c)). Visto que lim _(U) = 1/(0), podemos
o—0 sin o
tomar
b
K > sup .<J) )
se—26,25) |SIN O
o#0

Consequentemente, f{(o) # 0 para todo o € [—20, 29] diferente de 0.

e f7(0) =4(b'(0) + K), que assumimos ser ndo nulo no dltimo item.

* f1 é limitada em C*°([—24, 20]).

) lo| 2 . o? 1
e lim (2L ) =1 _ . As-
Py <|f{(0)| o0 2(1 —cosa)2 + (b(o) + KsinoZ  (H(0) + K)? 0. As

sim, a fungdo /x ¢ limitada em [t, — 2, o] \ {0}.
fi(z)

As afirmacdes acima nos permitem aplicar o Teorema 7.7.5 de [36] para estimar (4.32).

Como f1(0) = 0e x(0) - ¥ = 1, inferimos a existéncia de C' > 0 tal que

» Ao i€ fi(o) 2m V2
Mﬁwf‘e “‘Qmwm)

o que implica que

Y

Sl

|or|<2

26
4 C C
LMoL N gy — 2| < 3 Cs.Cx >0
x(o)-e e o < , para certos Cy, C3 > 0. (4.33)
V%” VEl= e P v

Por outro lado, segue de (4.30) e (4.31) que

Ca ? Mo | €A (o)
> — — x(o) - eM7 . ey
L

[ o) e - &
x(o) - e do — —
Ve

—26

Cy -
| R Gt
VE T i<
C
> 22 || — 2mpe%. (4.34)

RV/3
Utilizando (4.30), (4.31), (4.33) e (4.34), deduzimos que

[G2(to, )] = e (|Ie] — | Je])

> g~ Mito (% — % — |Je| — 27Tp6_§9)



Uma Classe de Sistemas de Campos Complexos 84

—Aito 02

>
-_ 2\/2 )
para ¢ suficientemente grande. Desta forma, existe C'; > 0 de maneira que

Ba(te, &) = CL, Ve € N\ Son,
NG

como pretendiamos provar.

1 2m
Caso 2: by = 2—/ b(s)ds > 0, o que significa que & - by > 0. Logo, para g que serd
m™Jo

construida adiante, o coeficiente parcial de Fourier de v, serd dado como em (4.9). Seja
o : T — C; 1ho(t) = M + K(1 — cost) — B(2m) + iag - (sint — to + 27),
no qual K > 0 e serd escolhido posteriormente. Para todo £ € N, denotamos
Be = (627r(i£co+)\1) . 1) ;
nao € dificil ver que esta sequéncia € limitada. Consideremos
Go(t,€) = Be - e7V2D . emhl ¢ C(T), VE € N\ S, 2,

pta)= S G- =t 3T g g,

geN\SCO,)\ £€N\Sc0,)\
De forma muito semelhante ao primeiro caso, temos gy € C‘“(T2) e por conseguinte g, €

& #(T?). Procedendo analogamente ao Caso 1, temos
Go(t,€) = e~at . /27r oS . S 1B(O)—=B(t4s)+B(2m)~M—K-(1—cos(t+s))] | i€ao-[s+to—2r—sin(t+s)] 74
0
Mostremos que para K >> 0,
210,27 x [0,27] = R; ¢ao(t,s) = B(t) — B(t+s) + B(2r) — M — K - (1 — cos(t + s)),

ndo assume valores positivos. Visto que ¢2(0,0) = B(21) — M < 0e po(2m,27) = —M < 0,

€ possivel encontrar € > 0 de modo que

lt+s| <e, dm—e<|t+s|, (t,s)€[0,2n] x [0,27] = ¢(t,s) <O0.
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Quando (t + s) = 2w, pa(t,s) = B(t) — M < 0. Além disso, se 0 < |0 — 27| < § decorre de
(4.21) que
2
B(2r) — B(o) = / b(s)ds < 0,

0 que nos mostra que s (t,s) < 0se 2m — § <t + s < 2w + J. Por fim, consideremos
m=min{(l —cos7); e <|7| <2r —dou2r+d < |7]| <4dm —e} > 0.

See<|t+s|<2m—dou2r+0 <|t+s| <4m — e, segue que

B(t) — B(t B@2r)—M  B2m)— B(t 2
(*) (t+5) + B@2m) < (27) (+8)§—- max |B(t+s)|:= D.
1 — cos(t — s) m m  t.se[0,2x]

Logo, tomando K > D, concluimos que ¢ < 0.
Com o mesmo argumento aplicado no Caso 1, verificamos que v, € 2',(TV) e as
estimativas para as derivadas de 03(¢, £). Resta-nos estudar o comportamento assintético desta

fungdo em ¢( quando N \ S, ) € infinito:

27
@(to’g) _ e—i)\gto . / 6)\13 . e§~[B(27r)—B(to+s)—K-(1—cos(to+s))] . eifao-[s+t0—27r—sin(t0+s)]ds
0

to+2m
_ e—)\to . / e)\lo . 65-[B(Q7T)—B(O')—K~(1—COSO’)] . €i§a0~[a—27r—sino]do_
to

to+2m )
— e_AtO . / eAlo- . ezg'fQ(U)d0-7
lo

para f5 : [to, to + 2] — C dada por
fa(0) = ag - [0 — 27 —sin(0)] + i - (B(o) — B(27) + K - (1 — cos 0)).
Observe que:
o fo € C®((to, to+2m)) & fo(27) = 0.

* Assim como no Caso 1, podemos tomar K > 0 tal que Im f, = B(o) — B(2m) + K(1 —

cosa) > 0 para qualquer o € (to, 1y + 27).
e f3(2m) = agp - (1 — cos2m) +i(b(27) + K - sin(27)) = 0.

e fi(o) =ap-(1—coso)+i(b(o)+ K -sin(o)). Jaque lim —blo) = —V/(27), escolhendo

o—21 SIN O
b(o
K > sup ( ) ,
o€[2r—26,2n+24) | SH1 O
oH#2T

teremos f5(c) # 0 paratodo o € [2 — 20, 27 + 20| diferente de 27.
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o fJ(2m) =i(b'(27) + K), que podemos assumir ser diferente de zero, pelo dltimo item.

* fy élimitada em C>°([21 — 20, 27 + 24]).

I o — 27\ ? . (0 —2m)? 1 - 0o
e lim | ————— ] = lim = ,
o2 \_ | f3(o)] o=2m at(1 —coso)? + (b(o) + Ksino)?2  (b/(0) + K)?
-2
que nos mostra que % ¢ limitada em [to, tp + 27| \ {27}.
1 I‘
Daqui em diante, basta proceder de forma anédloga ao que fizemos no Caso 1. ]

Observacao 4.12. De forma similar ao caso ndo quase analitico, é possivel construir uma
solucdo singular u satisfazendo as condi¢des da Proposi¢do 4.11 com as frequéncias parciais

de Fourier definidas em 7. \ Ny. Isto é,

u(t,) = Y GO+ DY iyt )

§€2<0NSeq,A E€Z<0\Seq,\
N 7 A 7
v1 va

A construgdo de vy é exatamente aquela apresentada na Observagdo 4.10. Para exibir
um resumo da obtencdo de vo, temos mais uma vez de lidar com dois casos de formas distintas.

Antes disso, consideramos que
b(0) =0, b(t) >0se —d <t <0eb(t) <0se0<t<0d, paraalgumé > 0,

e tomamos m = min B(t) = B(ty) < 0. Note que t, € (0,27), pois

te[0,27]
21
B(0) =0e B(2n) :B(27T—5)—i—/ b(s)ds > B(2m — 9).
2m—4
1 2w
Caso 1: by = 7 b(s)ds < 0, o que implica que & - by > 0 e portanto os coeficientes
T Jo

parciais de Fourier serdo dados como em (4.9). Definimos entdo
1T — C: ¢y (t) =m — B(2w) + K(cost — 1) + iag (sint — to + 27) .
De forma similar ao Caso 2 da Proposicdo 4.11, denotamos

gcl(t:€> - BE ’ e—f%(t) ' €—i>\2t S CW(T)v \Vlf € (Z \ NO) \ SC(),)\?

gvl(t? Q?) = Z g¢1<t7 f) : eiéx = €7i/\2t : Z ﬁf : 67&’[1(1‘/).

§€Z<o\SC0,)\ §€Z<0\SCO)\
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Entdo g, é uma func¢do analitica e

21
@\2(257 g) _ e—i)\gt/ e>\1~7—.ei(—f)ao[sin(t+’r)—(t0+7')+27r} _6(—5)[B(t+T)—B(t)+m—B(27r)+K(cos(t+T)—1)]dT'
0

1 2
Caso 2: by = o / b(s)ds > 0 e assim& - by < 0. Dessa forma, os coeficientes parciais de
T Jo

Fourier sdo obtidos através de (4.8). Consideramos
s : T — C; ;ﬁvg(t) =m+ K(cost — 1) +iap (sint — to) .
Analogamente ao Caso 1 da Proposicdo 4.11, estabelecemos

Bolt,€) = ag - e 0 o=t ¢ C(T), VE € (Z\ No) \ Sepr,

Bt = Y Bt = Y g e R0,

EEL<0\Seq, £€(Z\No)\S¢,x

Entdo gy é uma fungdo analitica e
2m
ag(t,f) — e—i/\zt/ 6—)\15 . 6i(—§)a0[(s—to)—sin(s—t)] i 6(—5)[B(t—s)—B(t)+m+K(cos(t—s)—1)]ds.
0
Em ambos os casos, os argumentos do ponto onde paramos em diante sdo os mesmos usados

na Proposicdo 4.11, e por tal motivo serdo omitidos.

Munidos das Proposicoes 4.8, 4.9 e 4.11, além das Observagdes 4.10 e 4.12, estamos
prontos para enunciar e demonstrar o principal resultado desta secdo, a reciproca do Teorema

4.6.

Teorema 4.13. Considere o seguinte sistema de campos em TN :

0 . 0 .
L)\j:a—zfj—i-(&jo—f—lbj(tj))'%—l-)\j, (]:1,2,...,N),

descrito em (4.3). Suponha verdadeiras as seguintes hipoteses:

1. Caso o conjunto J == {j € {1,2,...,N};b;(t;) =0} = {j1, ja, . . -, Ju } ndo seja vazio,
o vetor (ajlo, Wjogs -+ s Ajpogs Ajrs Aoy - v+ s )\jk) ndo satisfaz a propriedade (*) estabelecida

em (4.2).
2. Paratodo j € {1,2,..., N} tal que b; # 0, b; muda de sinall.

Entdo o sistema ndo é globalmente ./ -hipoelitico.
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Demonstragdo. Com um rearranjo dos indices, organizamos o sistema da seguinte maneira:

* Paraj e {1,2,...,k}, b; = 0. Logo,

0 0 ,
L/\.:——FCL]'O%—I—)\]', j:1,2,...,]€.

0ty
Segue de 1. que (ay,, ..., ax,, A1, - - - Ag) ndo satisfaz (x). Considere
v= Bt b &) €T (4.35)
peN

a solugdo singular descrita na Proposic¢do 4.8. Apenas para simplificar, iremos supor que &, € N

para cada p € N.

* Quando j € {k+1,...,N}, decorre de 2. que b;(t;) muda de sinal. Para cada j,
tratamos

~ 0 , 0
Ly, = o + (aj, +ib;(t;)) P Aj

como um campo agindo em T?, com coordenadas (¢;, z). Seja
=S @)™, j=k+1,...,N, (436)
¢eN

sua solucgdo singular satisfazendo as propriedades descritas nas Proposi¢des 4.9 ou 4.11.

Denotamos
U = Za(tlu o 7tka fp) ' 11’/k:1(tk+1a fp) Teeet le\V(tNagp) : eiz§p7
peN

no qual v e «; sdo dadas em (4.35) and (4.36), respectivamente. Mostremos que
Z,\ju =gy S 51///(TN+1), j = 1, 2, ... N.
Com efeito, se j € {1,2,...,k},

Lyu = ZZAj (Ot s &) - W (g1, &) - - - TN (EN, &) - €757)

peEN
- Z@(tk+l7£p) T aj\V(tN’gp) ’ fj(tb o 7tk7€p)1.eix€pa
peN ’\,v

g](tvgp)
no qual f; = Z,\jv € &£,4(T*1). E imeditado das Proposi¢des 4.9 e 4.11 que g;(t,£,) €

E 4 (TY). Pelo Teorema 2.20, existem C, h, § > 0 tais que

J/

078, 6)] = [0 @i (b, &) - - 107V R (6, &) - (O™ it 1, 6y)
=(8)
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.nl
< . L hortetag . . I inf L
<(A)-C-h May+t..tay - (01 + +aw) nlélNo (5” (1 + |§p|)n) 7

(4.37)
para todo &,. Em contrapartida, dado € > 0, decorre das Proposi¢des 4.9 e 4.11 a existéncia de

C1, hy > 0 tais que

|a?sqj’\8(t87§p>| < Cl’h?s'mas'as!'sup <M)7 S:k+17k+277N (438)

neNy my - TL'

Associando (4.37) a (4.38) e denotando Cy, = C' - O "% e hy = max {h, h,}, deduzimos que

08551, 6)] < Colamyaltsup ((Z0EISD) T e (el (4.39)
- -hy myg-lall-sup (| ——————— cinf (| ————M— ). 4.
e RN netlo \ 8% - (L + &))"
Prova-se por inducao, a partir do Lema 2.25, que
1
sup( P ) < sup (M—)) , Vp>0, Vk e Ny. (4.40)
neNg \ My, - 1k neNo \ M+ 1!

)
Escolhemos agora £ € N tal que 2° > N — ke ¢ = ——. Aplicando (4.40), segue de (4.39)

e+
que
100G5(t, )| < Cohlfimyg ol | su (O/HTT"( + 16 ])" : inf et
t 9i\l, Sp)| = Lallg 'Myq| || n@\% —_— neNo 5n(1 + |§p|)n
o] (6/H)" - (1+ &)™\ . My, - 1
<. . al - . _ Ml
<Oy hy ' - myg o :;\1% ( m, - n! nlélgo o - (145,

laf i 1!
<. . ! - ‘
< Cy-hy'-myq - |af ;ggo ((5/H)n (14 ]gp])n)

Através do Teorema 2.21, inferimos que Ly, u € & ,(TN*!) para j € {1,2,...,k}.

Quando j € {k+ 1,k +2,... N}, a prova é bastante semelhante. Temos

L)\ju - Za(tla cee 7tk7 gp)'lﬂf.-:l(tk-f-h é-p) s u/j.—\l(tj—h fp)x
peN

X wit1(tjs1,&p) - un(tn, &) [t fp)eim597

no qual z,\juj = f; € E4(T?). A Proposi¢do 4.8 nos fornece uma estimativa no mesmo
formato de (4.38) para v(t1, . .., t;, &), € a partir daf o processo é completamente andlogo.

Resta-nos verificar que u € 2,(TV 1) \ € ,(TN*1). Deduzimos da Proposi¢do 4.8
que

[a(t, &) = lanra(thrn, )] - - - Jun (tn, )|, Vp €N, (4.41)
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e das Proposicoes 4.9 e 4.11 que cada @; é uniformemente limitada, o que nos permite concluir
que u € 2',(TN*1!). Mais ainda, inferimos também que para cada j € {k+ 1,k +2,..., N},

existem ¢7,tj0 € T e C' > 0 tais que

4;(8,6) =1, V& € NN Se ;3 (4.42)
. C
’uj(tmagp” > _ga p € N \ Scm, (4.43)
p
Encontraremos agora um vetor ¢ = (0,...,0,%k1,...,fy) e uma subsequéncia {&,_ }4en de

forma que

4
a(t, &,)| = (%) , Vg €N, (4.44)
Pq

noqual 0 < ¢ < N — k, o que nos permitird concluir que u nao € sequer funcio suave.

z

Iniciemos com a escolha de 7, ; existem duas possibilidades: {& }pen NSe é

(k+1)0, k41
finito ou infinito. Para o primeiro caso, selecionamos ;. = L(k+1)0 como em (4.43) e tomamos

a subsequéncia
1 pen VNN Se oA )- (4.45)

Caso contrdrio, definimos ¢;41 = t;_; como em (4.42) e tomamos

{&p}pen N (N N Sc(k+1)0,/\k+1> : (4.46)

Para a escolha de ;. ,o, 0 processo € andlogo, com a diferenca de que sequéncia inicial
serd dada por (4.45) ou (4.46), dependendo do passo anterior. Pela finitude do nimero de
decisdes, obtemos o vetor ¢ de forma recursiva. A estimativa (4.44) decorre de (4.41), (4.42) e
(4.43), com ¢ contando o nimero de passos para o qual ¢; foi tomado como em (4.43).

Antes de encerrar a prova, vale notar que se &, € Z \ Ny para todo p € N, ao invés
de aplicarmos as Proposi¢des 4.9 e 4.11, usamos as construgdes feitas nas Observagdes 4.10 e

4.12, e os processos sdo completamente andlogos. 0

4.3 Aplicacoes

Antes de prosseguir para as consequéncias, reorganizamos o sistema %) da mesma

maneira que fizemos na prova do Teorema 4.6:
0 0 .
j:a—tj — + A, paraj =1,2,... k,

L
: ox

+ a;(t;) -
4.47)

) 0
L)\l_ﬁ—w+(ag+@b8)( ) %"’_/\47 parae:k+1""7N’
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estando inclusas as situagdes nas quais £ = 0 ou k = N (isto é, em que cada b, # 0 e toda

b; = 0, respectivamente.)

Observacao 4.14. Quando k = 0, £\ é globalmente .# -hipoelitico se, e somente se, existe
(€ {1,2,...,N}tal que Ly, agindo em T? é ./ -globalmente hipoelitico. Isto é completamente

diferente do que ocorre no caso local; com efeito, o sistema dado por

9 9

P o= = it .=

! 8251 Ztl al”
9 9
=2 .2

2= g, T2 gy

é analitico hipoelitico em 0 € R3, enquanto que P, e P, ndo satisfazem tal condigcdo em 0 € R?

(para entender o porqué, recomendamos o Teorema 2.1 de [7]).

Observacao 4.15. Se k = N, pelo Teorema 4.3 nosso problema pode ser reduzido a um campo
de coeficientes constantes. Por conseguinte, o Teorema 4.2 apenas recupera o Teorema 3.4. Em
contraste com a Observacdo 4.14, a construcdo feita no Exemplo 4.9 de [11] nos apresenta

a, B € R tais que, separadamente, os campos

_9_,9
1_(9151 (9x’
0 0
P2_8_t2_ %7

ndo sdo globalmente analitico-hipoeliticos, mas o sistema dado pelos mesmos o é.

Pela Observacdo 4.15, concluimos que ndo € necessdrio que nenhum dos campos
agindo em T? seja globalmente ./ -hipoelitico para que . o seja. Em contrapartida, temos

a

Proposi¢io 4.16. Suponha que o campo Ly, agindo em T? seja . -globalmente hipoelitico,

para algumn € {1,2,... N}, entdo o sistema £ é # -globalmente hipoelitico.
Demonstragdo. Pelo Teorema 4.2, existem duas possibilidades para L :

* b, # 0 e ndo muda de sinal;

* b, = 0e (ang, \y) satisfaz a condigao (x).

O primeiro caso é imediato; para a segunda situacdo, temosn € {1,2, ...k} e decorre

da hipétese que para qualquer € > 0, existe M. > 0 de modo que

4 . my - p! )
noé —iA,| > inf P . V(T Vi > M,.. (448
o oot =il 2 it (G ) MR €2 [l I 2 M 449
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Sejam
A= max {lajol}, A= 1r£1j§1§)§c{|)\j\}, re =max{(AM. +A+1), M.} e R. = (k+ 1)r..

Dado (1, &) € Z* x Z, com |n| + |£| > R., segue do Principio da Casa dos Pombos que

& >re > M. ou |ng| >r.>AM.+A+1, paraalgumq € {1,2,...,k}.

Se |£] > M., decorre de (4.48) que
112?§>3€ |77j +aj,§ — z‘)\j] > |0 4 angé — i,
pl
> inf ( My ' P )
peNo \ €” - (L + || 4 [€])P

.l
> inf ( My " P )
peNo \ &P - (1 + |n| + [¢])P

Caso contrario,

max [1; + azo€ = iAg| 2 [ + aqe€ = iAq|

> [nq| = lagol €] = [Aq]
> (AM. + A+ 1) — AM. — A
>1

my, - p!

> inf .
~ pelo <€p (L4 nl + |§|)p>
Assim, o vetor (a1, s, - - - , Akg, A1, A2, - - -, Ak ) satisfaz a propriedade (x), encerrando a prova.

]

Corolario 4.17. Suponha que by = 0 e Re (\) # 0. Entdo £ é globalmente . -hipoelitico.

Demonstragcdo. Pela Proposicdo 4.16, basta provar que (a1g, A1) € R x C satisfaz a propriedade

1
(x). Dado € > 0, tomamos R, = ————; se (,£) € Z x Z é tal que |n|+|£| > R., temos:
e -IRe (\y)]

N+ a10§ —iA1| > |Re (A1)
S 1
— e (Il +1€1)

> inf ( my, - n! )
> in :
neNo \ €™ - (1 + [n| + [¢])"

finalizando a prova. O
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Seja . o sistema dado pelo caso particular de (4.47) no qual A = 0. Ou seja,
0 0
Li=—+a;(t;)- =, paraj=1,2,... k,

o, O (4.49)

o) ‘ 9
Léza_te+(a€+zbé)(tﬁ).%, paral=k+1,...,N.

Para a situacdo trazida Observacdo 4.14, a perturbacdo por constantes niao tem qualquer efeito
na .Z -hipoeliticidade global de .Z. Por outro lado, no caso estudado no Corolario 4.17 uma
perturbagdo por constante pode facilmente tornar .2 um sistema .# -globalmente hipoelitico,

mesmo que o original ndo o seja.

Observacio 4.18. Seja L um campo agindo em T? e globalmente .# -hipoelitico, dado por

0 0
.L-—-EE‘+’QE;E,

com a € R\ Q. Baseados na Proposicao 3.5 de [10], mostremos que existe uma grande
quantidade de perturbacdes de L por constantes que destroem sua 4 -hipoeliticidade global.

Considere para cada j € N, (n,£) € Z?, o seguinte conjunto:

my, - n!
Aje, :{)\GZR; ]n+a£—i)\\<inf(, = )}
e netio \j" - (1+ [¢] + [nl)"
Denotemos A; = U A ¢n. Note que cada A, ¢, é um intervalo aberto de iR e A; contém

(Em)ez?
o conjunto i(Z + aZ). Logo, todo A; é um aberto denso em iR e, pelo Teorema da Categoria

de Baire,

A=A

jEN
é denso em iR. Além disso, decorre também do Teorema de Baire que AN[i(Z+ «Z)|° é denso,
visto que i(Z + o) é uma unido enumerdvel de conjuntos fechados cujos complementares sao

densos.

Seja B = AN[i(Z + aZ)]° e B € B; entdo existe uma sequéncia (£;,m;) C Z* de

modo que
my, - 1!
0<|774—|—oz§-—i5’<inf<. 0 ),VjeN
J J neNo \ g™ - (1 + |&| + |n;)™
oo i+ af; —if] e in : —, € possivel extrair uma sub-
j j neNo \ 5" - (1 + || + |n; )" J

sequéncia disjunta, que serd também denotada (;,n;), satisfazendo

my, - 1!
L+ &+ [n;l)

n; + & —iB| < inf ((

neNp

). e

Portanto, o campo e + aa— + B ndo é globalmente .# -hipoelitico para cada  em B, um
x

conjunto que é denso em iRR.
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Através do Coroldrio 4.17 e das Observagdes 4.14 e 4.18, temos um resumo das pos-
siveis alteragdes que uma perturbagao por constantes pode trazer na .7 -hipoeliticidade global
do sistema .Z descrito em (4.49).

Nosso objetivo agora é compreender, a0 menos para uma familia de casos, em quais
situacdes a perturbacdo por fungdes pode destruir a . -hipoeliticidade global de .. Isto é,
assumindo que . é globalmente .# -hipoelitico, entender quando a propriedade se preserva

para .Z; dado por

0 0 .
Ly = 5 teilty) oo+ o), (G=12....N), (4.50)

com f;(t,z) € € 4(TN*!) paracadaj € {1,2,...,N}.

Novamente serd suficiente estudar a questdo para o sistema simplificado ., descrito

por
~ 0 0

Ly = o+ (aj +ibj(8;)) - - + fi(t,x),  (1=1,2,...,N). (4.51)
/ 8tj 8x

Mostraremos que para o caso particular em que f = (f, fa,..., fx) pertence a imagem do

sistema ., com equagdes dadas por

~ 0 , 0
Lj = —+ (aj, +ib;(t;)) - 5~

J

nossa meta € atingida.

Suponha por um instante a existéncia de u € & ,(TV*!) de modo que
Eju:fj, paraj =1,2,..., N. (4.53)
Prova-se facilmente que, para quaisquer j, k € {1,2,..., N},

Life(t,x) = Lpf;(t, ), V(t,z) e TN, (4.54)

2T 27
/ / fi(0,...,0,¢;,0,...,0,2) dt; du = 0. (4.55)
0 0

As identidades acima nos levam a definir o seguinte conjunto:
E:={f=(fi.....fn) € EL(TVHN; f satisfaz (4.54) e (4.55)} . (4.56)

Proposicao 4.19. Seja L o sistema descrito pelos campos (4.52) e suponha que o mesmo é glo-

balmente .# -hipoelitico. Considere E o conjunto definido em (4.56); dado f = (f1,..., fn) €

E, existe u € € 4 (TN ™) de maneira que Zju = fj paratodo j € {1,2,... ,N}.
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Demonstragdo. Pelo Teorema 4.2, ha dois casos a serem levados em consideragdo. Iniciamos
a andlise com o primeiro, assumindo sem perda de generalidade que b; é ndo nula e by (t;) < 0
paratodo t; € T.

Sigamos a demonstragdo da primeira metade do Teorema 4.6: se £ € Z e i&(ay, +
ib1o) ¢ iZ (o que ocorre sempre que £ # 0), u(t, &) é dado por (4.8) ou (4.9). Resta-nos entdo
encontrar uma solugdo para

a%a(t,()) = f;(t,0), je{1,2,...,N}. (4.57)
J

N
Afirmamos que a 1-forma suave Z fj(t, 0) dt; é exata. Por (4.54), segue que
j=1

o ~ 27 B 27 0 ‘ o

21 . 2m — ~
= /0 Lif;(t,x)dx = /0 L;fe(t,x)de = %fk(t,()).

(4.58)

Logo, a 1-forma é fechada. Além disso, ela serd exata se, e somente se,

2T 2 2w
fj(O,...,O,tj,(),...,O)dtj:/ fj(O,...,O,tj,O,...,O,x)dtjdx:()
0 0 0

paracada j € {1,2,..., N}, o que é dado precisamente por (4.55). Por conseguinte, encontra-

mos u(t,0) € € 4(TV) que resolve (4.57). Assim, u = Z u(t, £)e™ pertence a £ ,(TV+1) e
¢cz
Lju= f;,paraj e {1,2,...,N}, como desejdvamos provar.

Prossigamos para a segunda possibilidade; isto €, o conjunto

€ ndo vazio e (ajlo, Aoy vy Qs Ajrs Aoy v o s )\jk) satisfaz a condi¢@o (x). Procedendo como

na segunda metade da prova do Teorema 4.6, decorre de (4.12) que
i (n; + a;08) - A", n,€) = F(t",0,€), ¥(n,€) € ZF, v € TVF, j=1,2,... k. (4.59)

Por outro lado, a condi¢@o (x) nos fornece, para cada ¢ > 0, a existéncia de R. > 0 tal que

my, - n!

Uma consequéncia disso é a impossibilidade de encontrar (1), £') € Z*! diferente de (0,0) de

modo que

(0, +a;f) =0, j=12,... k.
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Afinal, se existisse tal par, a igualdade acima valeria para (s7’, s¢’), para todo s € Z, contradi-
zendo (4.60). Portanto, para todo (1, £) € ZF1\ {(0,0)}, obtemos u(t”, 1, €) de (4.59).

A fim de encontrar u(t”, 0, 0), usamos as equagdes (4.13), que nesta situagdo sdo dadas

por
M -
a: (",0,0) = f,(#",0,0), W' € TV"F ¢ =k +1,...,N.
¢
N ~
Assim como em (4.57), precisamos mostrar que a 1-forma Z fe(¢",0,0) dt, é exata. Com o
(=k+1

mesmo argumento usado no caso anterior, mostramos que

9 ~
t",0,0 t",0,0), Vlqge{k+1,...,N},
G 0.0 = ZR(0.0), Vg € (k1)
e portanto a forma € fechada.
Para provarmos sua exatiddo, fixemos ¢’ € T* e o denotemos por (#,,...,t}). Apli-

cando o Teorema de Fubini e (4.58), segue que

2 2
/ [fe(#,0,...,0,t0,0,...,0,2) — fo(0,t5, ..., t,0,...,0,t,0,...,0,2)] dzdt, =

2w
/ / / %fgtla ’,_,70,t5’0’_,,’07$)dt1dﬂfdtg:
0 0 0 1

/ / |: fg(tl,tg,...7tk,07...,O,tg,o,...,o,fﬂ)de:| dtgdtlz
0 3 oty

/ |: fl(tl,tg,...,tk,o,...,O,tg,O,...,O,:L’)d$:| dtgdtlz
0 0 0 atf

0.

Repetindo este processo de forma recursiva e utilizando (4.54), obtemos que

27 27
/ / fg(t’,O,...,O,tg,O,... )d$dtg—/ / fg .,O,tg,o,...,o,x)dl"dtg
0 0

para cada t' € T*. Consequentemente,

27 27
/ fg tg, ,...0,0)dtg:/ / / fg(t,,(),...,O,tg,o,...o,fb)dl’dtgdt/:(),
[0,27]F JO 0

paral = k+1,..., N, oque nos permite concluir que Z ﬁ(t” ,0,0) dt, é exata. Encontramos
t=k+1
entdo u(t”,0,0) € € 4(TN=*) como desejadvamos.
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Desta maneira,

u= 3 At €)W ¢ g (TN,

(n,6)€ZF <2

e Zju = f; paracada j € {1,2,..., N}, finalizando a demonstracao. ]
Antes de enunciar o principal resultado da sec¢do, necessitamos de uma nova

Definicao 4.20. Seja f = (f1, f2,. -, fn) € (E4(TNT))N: denoratemos por f° o seguinte

elemento de CN :

1 2 2 2 2
fO__(/ fl(tl,O,...,O,x)dtldx,...,/ fN(O,...,O,tN,JJ)dtNdl’>.
0 0 0 0

 4q2

Teorema 4.21. Considere L o sistema dado em (4.52) e assuma que o mesmo é globalmente
A -hipoelitico. Denote por Zf o sistema descrito em (4.51), para [ = (f1, f2,..., [n) €
(E.4 (TN satisfazendo (4.54). Entdo L 7 € globalmente ./ -hipoelitico se, e somente se, o

mesmo vale para Lo, cujas equagoes sao

0 . 0 .
— 4 (aj, +ibj(t;)) - =—+ fi,  (G=12,...,N).

Lo =
T O

Demonstragdo. Considere g := f — f°; é facil ver que g satisfaz as condi¢des (4.54) e (4.55),

e portanto g € E. Pela Proposi¢do 4.19, encontramos v € & ,(TV*1) de modo que
Zjv:gj, Vi e{l,2,...,N}.
Definimos entdo

T: 7 (T > 7,(TV)

u — c’u.

Note que 7' é um automorfismo em 2/, (T¥*!) e em € , (TN *1), quando restrito a este subes-

paco, com inversa dada por

T P TV 5 7, (1)

u — e ‘u.

Denotemos por P o sistema dado por

Pj=ToLyoT ', j=1,2,...,N.
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E imediato que P serd globalmente .#-hipeolitico se, e somente se, .Z o for. Por outro lado,

Piu = e”ij(e—”u)
=e’ (e—”iju - (zfjv)e_“u>
= iju —e'(f; — fjo)e_”u)
= Efj — fju+fj(-)u

encerrando a prova de nossa afirmacao. ]

Apesar de a condigdo (4.55) ser dificil de ser satisfeita de modo geral, ha um caso
no qual ela € trivialmente valida. Quando cada f; depende somente de ¢;, segue que Z]- fr =

zkfj = 0 se 7 # k. Isto nos leva ao

Corolario 4.22. Seja g = ((g1(t1), 92(t2), ..., gn(tn)) tal que cada g;(t;) é elemento de
Ex(T). Se £ dado por (4.49) é globalmente ./ -hipoelitico, o sistema £, descrito em (4.50)

serd globalmente . -hipoelitico se, e somente se, 0 mesmo valer para £y, cujas equagoes sao

0 : 0 ,
ngo:a_tj—i_(a’j—’—lbj)(tj)'%—f_gjm (j:1727)N>

Demonstracdo. Segue da hipétese e do Teorema 4.3 que & descrito em (4.52) € globalmente

# -hipoelitico; por ser imediato que ¢ satisfaz (4.54), inferimos dos Teoremas 4.3 e 4.21 que

Z, é globalmente .# -hipoelitico < ,:ZZ ¢ globalmente .7 -hipoelitico
& .5,’20 ¢ globalmente . -hipoelitico

& 7, € globalmente . -hipoelitico,

como pretendiamos verificar. ]
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Capitulo 5

Uma Classe de Sistemas de Operadores

Pseudodiferenciais

Neste capitulo, estudaremos uma classe de operadores pseudodiferenciais continuos
nos espagos & 4(TY), que estende as classes de operadores definidas em [22]. Em seguida,

provaremos hipoeliticidade global para operadores que denominamos "com perda de derivadas

e certas perturbagdes por operadores de ordem menor.

5.1 Uma Classe de Operadores

Definicao 5.1. Dados .# uma sequéncia peso e o € R, diremos que um operador linear
continuo a(z, D) : C*°(TN) — C>(TN) pertence a D7 (TV) caso existam C, h > 0 de forma

que
‘Dga@?,n)‘ <C- h|a‘ “Mq - ‘Ck" ’ (1 + ‘77’)07 Va € TN,V()( S Névv V77 S ZN7
sendo a(x,n) = e~ - [a(x, D)(e™")] 0 simbolo de a(x, D).
Notacéo 5.2. Denotaremos ©, (TN U @J” ™).
oeR
Observacao 5.3. As classes CDP% (TN) sdo uma generalizagdo dos operadores pseudodiferen-
ciais definidos em [50], visto que nenhuma exigéncia é feita com relacdo a operadores de

diferenca. O controle sobre o crescimento do simbolo é naturalmente similar ao das funcoes

ultradiferencidveis, visto que nosso objetivo é estudar operadores que ajam continuamente em

En(TN).
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O préximo passo € estudar a relagdo entre o comportamento do simbolo de um ele-
mento em @{f (TY) e de seu respectivo nicleo distribuigdo. Para tal, precisamos antes de um

lema.

Lema 5.4. Seja a(x, D) : C®(TY) — C*(TY) um operador linear continuo. Se temos que

o € C(TY), vale a igualdade

(a(z, D)p)(x) = > - > " a(E —n,n) - ¢n).

£ezN nezZN

Além disso, se K, é o niicleo distribui¢do de Schwartz de a(x, D),

’/C\a(é-a 7]) = a(g +1, _77)7 v£7 ne ZN'

1
(2m)"

Demonstracdo. Para provar a primeira expressao, observe que

(a(z, D)p)(x) = a(z,D) | Y ¢ p(n)

nezZN

=) a(x,D)(e™™) - (n)
nezN

=Y ¢ alx,n) - 4(n)
nezZN

SDILRUE S
nezZN £ezN
=3 b)Y e )
nezZN cezN

= > @) > e ag—nm
nezZN ¢ezN
=) ey a—mnn) - ¢n)
¢ezN nezZN

=) e A —n,m) - ().
ceN neZN

Passemos para a segunda identidade; &, é o tinico elemento em 2'(TY x TY) tal que

(a(z, D) (), ¥) = (Kay¥b ® ), Vop,00 € C=(T").

Consequentemente,

K. 1 —i(x,y)-
Ka(i?ﬁ) = (27T)2N . <Ka(x’y)7e () (fﬂ]))
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= (Kol y), e @ e7v)

= g e, D)), i)

= (€T - af, =), )

— . —iz-(§+m) | —
= 2 /TNe " a(x, —n)dz

Estd provado o Lema. O]

Proposi¢io 5.5. Seja a(z, D) : C®(TN) — C(TN) um operador linear continuo. Considere
Ko € 2'(TN x TV) seu niicleo distribuicdo. Fixado o € R, sdo equivalentes as seguintes

afirmacoes:
1. Existem C, hy > 0 tais que:

IDCa(z,n)| < Cy- B -myay - lall- (14 |5))?, Vo e TV, VpeZV, Va e NY. (5.1)

2. Existem Cy, ho > 0 de modo que:

Kaem)| < s inf (M)«m ), Venezt. (52
a 777 i 2 kENo (1+|§+n|)k T] ) 777 * *

Demonstragcdo. (1) = (2) : Consideramos primeiramente o caso em que £ + 7 = 0. Nesta

situacdo, pelo Lema 5.4,

—~ 1

Ra(=n.0)| = gz | [, e —mide| < Cr- 1+l
Se C" = C} e ' = max {hy, 1}, inferimos que
Ka(=n,m)| < C" - (W) -my - k- (1+ [n))7, Vk € No, ¥ € Z. (5.3)

Prosseguimos para o caso em que 17 # —&. Aplicando novamente o Lema 5.4 e tomando /3

como no Teorema 2.20, obtemos:

KCa(€,m)| - (1+ € +n)* < [Kul )] - 2% (€ + )"

1
<! SJa(€ +n, —n)| - 25 N¥2 - |(€+ )’

(2m)™
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1 .
=N (2VN)*- /qm(5+77)'3 ceT D a(a, —n)da
< v | [ Do) ate, nyds
271') TN
1 —ix-
< (27)2N ’ (2\/N>k : /TN e et Dfa(x, —n)dx
1
< 2N (2VN)E . /TN |Dla(x, —n)| dx
< 2VN)E-Cy B mygy - (B (L4 [nl)°
< (2VN)R-Cy - hEmy - K- (14 |n))°
< Cy-(2VN b)) omy - K- (14 |n))°

Ao considerarmos C” = C; = C" e h” = 2v/N - hy, inferimos que
Kal@ml - (L+ 16 +n)* < C”- (W) -my- K- (L4 [nl)7, €#n, VR ENo.  (5.4)
Tomando hy = max {h’, h"}, deduzimos de (5.3) e (5.4) que
K&, m)] - (14 1€ +n)* < Co - BE - my - K- (1+ [nl)°, Vk € No, V€, € ZV,

demonstrando 5.2.

(2) = (1) : Escrevemos inicialmente, usando o Lema 5.4,

a(z,n) =Y ea(d,n)

0ezZN
= > e EGE(E —n,m)
cezN
= 2m)N Y eI, (€, —n).
£ezN

Por conseguinte,

[D2a(z,n)] < 2m)N - > A+ =) K€, —n)]

gezN
—~ 1
< (@2m)N- [1+£—77‘°"+2N-1Ca€,—77}'
(27) {%( € —nl) [Ka(€, =) AT E—n)™
Aplicando a hipétese e as Observagdes 1.28 e 1.29, concluimos que
|Dga(z,n)| N [ la|+2N 1
— = < (2m)" - Cs-h “ Mg -04+2N!}-
e < @ 2 (O i - (ol + 230 e
1 o
< [(QW)N'-CE -h%N- j{: (quﬂﬂjiv] '[hQ‘C%zN}'EﬁQN}} '”ﬂa\'kﬂ!
0eZN
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Denotando C; = | (2m)N - Cy - h3N - Z

1
B e hy = [hy - Cpany - Biany], segue que
0czN

(1+16|
ID2a(x,n)| < Cy- B - myay - ! - (1 +|9])°, Vo e TV, vy e ZN, Va e N,
como pretendiamos demonstrar. ]

O préximo passo € mostrar que um operador na classe @(‘ (T™) leva continuamente
elementos de € 4 (TV) em € ,(TV). Precisamos antes, ndo obstante, de dois resultados técni-

COS.

Lema 5.6. Existe \(N) > 0 tal que, se f € € 41,(T) (veja Definicdo 1.30), entdo

(A= h)E oy - k)
(1 +[€])*

O < 1Ly - inf ( ) veez,

keNy

para qualquer h > 0.

Demonstragcdo. Sem perda de generalidade, assumimos / > 1; note que

[ tie] < b [ @l < s 7@ <151

zeTN

1
Logo, para ¢ = 0, vale a igualdade desejada desde que A > 1 > 7
Fixemos £ # 0 e k € N; com o mesmo argumento utilizado na prova do Teorema 2.20,

encontramos 3 € N} de modo que |£|* < (vVN)* - |¢7| e | 3| = k. Portanto,

(L4 EDE- 1) <25 (J]F - 1£(9)])
2k (VN)F1€7 - (9]
(2-VN)*-|DAf(€)]

k. ! x X
@ VE) G [ D@

2 VNN fllgp - By - 1B]!

IA A

IN

IN

Isto é,
L+ 1D 1F I < N flgn - (-2 VNYF oy - K[!, VE #0, VE € ZV\ {0}

Unindo a desigualdade acima as anteriores e tomando A = 2 - /N, concluimos que

(A= h)E -y - K
(1 +[€])*

encerrando a demonstracao. L

FE1 < 1 fllyn- int ( ) ve e 7,

keNy
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Lema 5.7. Existe 0 = O(N) > 0 tal que se g € € 4(TV) e

<O inf (Pt Z
i< it (5 ) veer

para C1,6 > 0, entdo g € € 49/5(TV).

Demonstracdo. Escrevendo g(z) = Z §(€) - €%, temos para qualquer o € NYY

gezN
Dgla) = D €% §(6) - ™.
cezN
Logo,
~ (07 1
D ()] < fz [5O1 A+ D] Gryapew
miq : (|Oé| + QN)' 1
< EZZ; [a R } (e

N\ 1 Byany - Cany 1™
< = . E [E— P (S S S NI |
=@ <5> (14 [&])2N { 0 ] - ol
cezN

aplicando as Observagdes 1.28 e 1.29. Consequentemente, se ! = Byay) - C2n)}, estd provada

a afirmacdo. L

Teorema 5.8. Se a(z, D) € D,/ (TY) e f € £ 4(T"), entdo a(x, D) f € € 4(TV). Além disso,

a aplicagdo a(x, D) : € 4(TN) — & 4(TV) é continua.
Demonstragdo. Por definicdo, existem C', h; > 0e o € R, tais que
o |ot] | o N N N
|Dga(x,n)| < Cr-hy -mypa - |afl- (14 |n])7, Vo e TV, VneZ™, Va e Ny.

Através do Coroldrio 1.35, precisamos somente mostrar que, dado k£ > 0, é possivel encontrar
¢ > 0 tal que
(l({L‘, D) . g‘//[?k(TN) — 5//[71(TN)

é bem definida e continua. Assim, iniciamos com uma sequéncia {u, }, . em & 4 ,(T"), con-
vergindo para 0. Provaremos que {a(z,D)u,}, .y C E4(TY), para algum ¢ > 0, e que
la(z, D)unl| 4, — 0.

Pelo Lema 5.4, dados ¢ € € 4 1(TV), £ € ZN e j € Ny,

(a(w, DY) ()] - (L + 1€y < 37 [a(€ = mom) - ¢(m)] - (1 + [ElY?

nezZN
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NN R )] - )] - (1 €.

nezZN

< 2m)N - (%) + ()], (5.5)

com

= > IKu(& =)l - 2l - (1 + 1)),

Iml< 15t

= > K& =)l ()] - (1 + €1,

1€1
71>

)

Comecemos estimando (x): se || > 2|n|, entdo || < [ —n| + |n] < | —n| +

Consequentemente, || < 2 - | — 7|. Logo,

)< D K& = e -2 (1+ 1€ — ]y

|77‘<\§|

<2 Cyhgomy gl 3 e - (1+ )y,

|n‘<\§|

aplicando a Proposic@o 5.5. Definimos b = [|o|] + 1; utilizando o Lema 5.6, segue que

(x) < Cy - (2he)? - my - 5! - Z ()] - (1 + In])”

nezZN
| , ) 1
< Gy (2ha) - my -1 > (Jem)] - (L + )" N) - ——
% (1+ |nl)
neEL
J i b+2N | 1
<Gy 2ha) oyt 3 (Iells B2 oy - (b4 2V)!) o
‘. ’ (1+ |nl)
neL
1
Definindo 03 = 02 : ()\k})b+2N *Mp42N - (b + 2N)' : Z W’ inferimos que
nezZN
() < Ca-[loll g, - (2h2)" - my - 5. (5.6)

Prosseguimos para a estimativa de (%); como |£| < 2 - 7, empregando por mais uma

vez a Proposi¢cdo 5.5 e o Lema 5.6, além das Observacdes 1.28 e 1.29, inferimos que

< D IKa(& =)l @) - 27 (1 + ]

|n\z‘§'
< Y G (L) -l@m)] - 27 - (1+ [nl)
In\zﬂ
1
<Gy 2 I el (Ll
2 | NI

1€1
0>
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<Co- 2 lll g - ARV oy oy - (F + (b+ 2N)) Z

>L

1+ !nl

1 A .
< Cy- ()\k)b+2N ’ Z W : ||90||//[,k F(2Ak) -my - Cfb+2N} 7! B{b+2N}

neZN

1
Portanto, se tomamos Cy := Cy - (A\k)?+2V. E (ENTIEE concluimos que
n
neZN

(30%) < a9l g i - A - Cppvany - Broyany)’ - my - g (5.7)

Escolhendo Cs5 = (2m)" - max {C5, Cy} e h = max {(2hs), (2Ak - Cpprany - Bosany) |, de-
duzimos de (5.5), (5.6) e (5.7) que

— Wi il
(@@ D)) < Co-lollw- it (Trrid ) weea.

Pelo Coroldrio 2.14, a(z, D)y € € 4(TY). Além disso, segue como consequéncia do Lema 5.7

que ¢ € E 4on(TY),
a(ac, D) : g//[,k(TN) — 5}//’g(TN)

estd bem definida, denotando ¢ = 6 - h, e |[a(z, D)¢l| ,, < Cs - ¢l 4 > para algum Cg > 0.

Retornando ao problema original, segue que
la(z, D)unl| 40 < Co - lunll 4 = llalz, D)unl| 4, — 0,
provando o resultado. L

Ap0s a continuidade, abordemos agora a composi¢ao de operadores em @ij/’ (TM).

Teorema 5.9. Sejam a(x, D) € D7 (TN) e b(x, D) € D, (TN). Nesta situagdo, o operador
composi¢do a(x, D) o b(x, D) € D (TV), e seu simbolo é dado por
(aob)(w,n) =Y e a(z, &) b(E —n,n).
cezN

Demonstragdo. Consideremos primeiramente

= > e a(w, ) - b(E — n.n);

gezN
mostremos que I'(x,7) ¢ um simbolo e o operador I'(z, D) € ©,7 (T"). Dado a € Ny,

= D3 (e af,€)) - bE —n,m)

cezN
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_ Z (g) DeB (i)Y Dga(x,f)] g(ﬁ —n,1)
cezN LB<a

_ Z (g) (5 B n)a_ﬁ ) (ez‘a:~(£—77)> . Dfa(x7§)] /b\(f - 77777)

¢ezN LB<La

Aplicamos o Lema 5.4 e a Proposicao 5.5:

D2 (T, )] < ZZ( )\S—nl'“‘ﬁ-IDfa(fv,f)I-\Z(é—mn)!

¢ezZN BLa
pIPD ( )|£ e8| DPae, €)] - 1€, —n)]
¢ezN BLa
DI ( )|§ e g BN+ )R, ).
¢eZN BLa

Aplicando a Desigualdade de Peetre,

D —
W 2.2 ( )\f =l Coh g 811 (14 [€ = ) 1Ko (€, )]
£ezZN <a
<2 ( ) (Co - By - BN (1 -+ [€ = ) 1141 Ky €, —n)
gezN B<a
Sep=[lof]] + 1,
Dy ( —
W > 2 ( ) (Co- "y - |10 - (1 [€ = )17 Ky (€, =)
gerN BLa
o (L g = RN Ky (€ )
5252( ) s L+ e~

Denotando ¢ = p + |a| — | 3| + 2N e usando a Proposi¢ao 5.5, deduzimos que

Do (r (%) ot o (GBS me ) - (14 fnl)®
G ;BZ R e
(CyCs) - max {hy, hg Y1 mygic - (18] + Q)
(1
e ;;() T+ €= aP™

Repare que || + ¢ = p + |a| + 2N e portanto, a série acima nao depende de |53|. Por

consequéncia,

|D§(F(9€777))| (1+ |n]) Z 2|a\ (C2C3) max {hyhy }pHaHQN Myt |al+2n (P + |af + 2N)
(L4 |nl)” for=r? (L + 1§ —nl)2N
Denotando Cy = C5 - C5 e hy = max {hq, h3}, segue que
1
(T+[&—=n)2N

[Dg (T, m)| < (L+[n)7HCanf Yy (2h) 1y jappan - (P |a] +2N)L.

&ezN
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1
Se C5 = C,hb™Y
T g{uﬂs—nnw

Observacoes 1.28 e 1.29 que

e hs = (2 hy- Cyiany - Byprony) , inferimos das

|D2(C(w,m))| < Cs - h oy - o]l (1 + [n])7+.

Logo I'(z, D) € ®,7 (TY).

Por outro lado, pelo Lema 5.4,

a(z, D)[b(x, D)(@)](x) = Y ™ a(x,&) - (b(x,D)p)(€)
¢czN
=> > & (& —n,m) - ¢(n)
cezN nezN
= 3" % N ae,€) - BE —n,m) - ($(n) - )
£ezZN nezN

— Z Z e E L gz, €) .3(5 —oo) | - (@) - e

nezZN | tezN
= | Y e E a(w,€) b — )| - @),
nezZN EezN

o que prova a férmula para o simbolo da composicao enunciada. ]

Antes de encerrar a se¢io, faremos um breve estudo sobre o transposto de um elemento
de ©,;7(T"). Provaremos que se a(x, D) € D;/(TV), a(z, D)" também pertence ao espago.
E mostraremos estes operadores podem ser estendidos continuamente a &', (T"). Para tal,

precisaremos primeiro estudar as acoes de elementos de ’Dp‘/” (T™) nos espagos de Sobolev.

Proposicio 5.10. Se a(x, D) é um elemento de D, (TV) de ordem zero, entdo pode ser esten-

dido como um operador continuo de L*(TY) em L*(TV).

Demonstragdo. Pelo Lema 5.4, para cada ¢ € C*°(T") temos

(a(z, D)p)(&) = D> @& —n,n) - ¢(n), V¢ € ZV.

nezZN

Consideremos agora a seguinte aplicacao:

E:2ZY) - (2ZY)

Zei= Y A€ —n.m) -y

neZN

Ye)eezny + (26)eenn
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Verifiquemos que = estd de fato bem definida. Com efeito, aplicamos a desigualdade

de Holder, o Lema 5.4 e a Proposicao 5.5:

zel> < [ ) 1@ —n.m) -
nezZN
< D fag—nml] - D (@ —nmnl-lyl
nezZN nezZN
Cy - h2 - may - (2N)! R
<3 = 12 Gl D 1€ =l )
77€ZN < +|§'_77|) HGZN
Cy - 12N - myy - (2N)! R
< | X > fa€ —nn)l - lyl’
UEZN ( +|7]|) UEZN
<Gy | S e -l

nezN
Pelo fato de [a(§ — n,n)| ser limitado, segue que (2¢), ;v estd bem definida. Resta-nos provar

que a sequéncia é um elemento de (?(ZY).

Dol <Gy Y fale —nml -y,

gezN cezN nezN
<Cy Y Y fa€—nm)l -yl
neZN ¢ezN
Cy - h3N - myy - (2N)!
2 2 2N
<Co ) Il Y, =2 3%
nezN cezN ( + ’6 - 77’)
. 2N, . |
< Cf Z ’yn|2' Z AL m2N2N(2N)‘
HEZN EEZN (1 + |€|)
S Ch' j{:|ynF'
nezZN

Portanto = é bem definida e continua. Pelo isomorfismo existente entre L?(TY) e ¢*(ZN)

(através dos coeficientes de Fourier), estd demonstrada a proposicao. O]

Coroldrio 5.11. Para cada s € R, a(x,D) € D;/(T") se estende como aplicagdo linear e

continua de H*(T™) a H*=°(TY).

Demonstrag¢do. Denotemos por (1 + |D|)" o operador pseudodiferencial cujo simbolo é dado
por b,(x,n) = (1+ |n|)". E imediato que (1 + |D|)" € ©,7(TV). Mais ainda, pode-se verificar
(1+ |D|)" define um isomorfismo entre H*(T") e H* " (T), com aplicagio inversa dada por

(1+|D])~".



Uma Classe de Sistemas de Operadores Pseudodiferenciais 110

Desta maneira, dado a(x, D) € @fj’ (TV), tomamos o seguinte operador:
Az, D) = (1+|D])*"7 e a(x, D)o (1+[D[)™.

Pelo Teorema 5.9, A(z, D) é um elemento ©;7 (T"). Assim, se estende a um operador continuo

em L*(T%) (Proposi¢do 5.10). Consequentemente,
a(x,D) : H*(TY) — H*7(T")
estd bem definida e € continua. ]

Recordemos agora que se a(x, D) : C(TY) — C°°(T¥), seu transposto serd a apli-

cagdo a(x, D) : Z'(TV) — 2'(TV) que satisfaz a seguinte relagdo:
{a(z,D)"(u), ) = (u,a(z, D)(p)), Yue Z'(T"), Vo € C=(T"). (5.8)

Proposi¢io 5.12. Dado a(x, D) € ©;7(TN), a(z, D) (H"(TY)) C H™°(T"), para qualquer

r € R. Além disso, a aplicacdo
a(z, D) : H"(TY) — H"(TV)
f = a(x,D)'f
é continua.

Demonstracdo. Fixada f € H"(TY), definimos o seguinte funcional linear:
dp: H(TV) — C

v a(xz, D)(v), \f’/ ,

GH—T‘(TN) EH’I(TN)

com a notagdo (, ) se referindo ao pareamento nos espacos de Sobolev. Pelo Teorema de Repre-

sentagdo de Riesz, existe uma dnica u € H"(T") de modo que
(a(z, D)(v), f) = (v,u), Yv € H""(TV). (5.9
Estabelecemos

U H(TY) — H™(TV)

f =
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No caso particular em que v € H° " (T") é um elemento de C>°(T"), segue de (5.8) e (5.9)

que

(o, D)'f,v) = (f,a(z, D)(v)) = (alz, D)(v), f) = (v,u) = (0, W(F)) = (¥(F),v),

0 que nos permite concluir que a(z, D)" (H"(TY)) c H™(T™).

A fim de comprovar a continuidade, note que

@5 (0)] < lla(@, D)ollgrr gy | Fl| ooy < Nl DI N0l sy = 1 F e oy
o que implica que
11l < llalz, DY - 11f[| gy -
Utilizando de uma das propriedades do Teorema de Riesz, temos
1]l oo vy = l[tll ooy = 1@l
e por conseguinte
1) ooy = [|a@. DYoo gy < e, DI - gy

finalizando a prova do resultado. L

Lembramos também que o adjunto formal em L*(T?) de a(x, D) é o operador deno-

tado por a(z, D)*, que satisfaz a seguinte condic¢do:

(a(z, D)f,9)2 = (f,a(z, D) g) 2, Vf,g € C(TY).

Decorre da Proposi¢do 5.12 que a(x, D)! leva fungdes suaves em fungdes suaves continua-
mente. Consequentemente, hd uma relacdo entre o transposto e o adjunto formal, dada da

seguinte maneira: para f, g € C*°(T") quaisquer,
(a(z, D)f,g) = (f.alz, D)'g) = (alz, D)} ) = (f.alw, D)'9),> = (f,a@, D)'q)
Por conseguinte, para cada g € C°°(T"), a(z, D)'g = a(x, D)*g. Logo,

a'(x,m) =e . [a(:rj, D)’ (eiw-n)}

— ¢ |a(z, Dy e

= e . [a(x, D)*en]

= a*(z,—n).
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Encontremos a transformada de Fourier de a*(x, n):

1

(2r) ']QNe_mf‘ff(xﬂﬁdw
1

= [ e e DY (e s

TN

= - (a(z, D)*(e"™m), e”'(5+’7))

a*(&,m) =

2

=

~—~
—_

o
-3
=

L2

™
-3
z

— (¢, alw, D)(EE))

™
-3
z

— Aa(z, D) (e &), g=ien)

™
-3
=

= —— Ky, e7 @1 @ ety Etn)

—

= (QW)N ' ]Ca(na _5 - 77)

Proposicio 5.13. Se a(x, D) € D7 (T"), seu adjunto formal a(x, D)* e transposto a(x, D)"

pertencem a ;7 (T).

Demonstragdo. Pela igualdade anterior e pelo Lema 5.4,

K€1) = Gy - (€ +m 1) = Ku(on. =€), en €2,

Tome ¢ € N, de modo que |o| < ¢. Dado k € Ny, inferimos da Proposicéo 5.5 e das Observa-
coes 1.28, 1.29 que

s (€,1)] = [KCa(—1, =€)
Co - W5 myg - (k4 q)! - (1 +1€))°
- (1+ €+ n|)kta
<cahﬁ“nmm«k+@%Owwmvwl+m+nwﬂ
- (1+ |€ + n|)k+a
_ (Ca-hg)-(ha- Cy- B)" -my - k- (1+ |n|)°

N (1 + 1€ +nl)*
G Wk (L [al)”
N (14 [€ +nl)*
Logo,
Ko (€, <(CO.-inf [ =" ™ ). 7.
Kot <o jnt (5205 ) - sl

e portanto a(x, D)* € ;% (T"), novamente pela Proposi¢do 5.5. Por fim, a'(x, ) = a*(x, —n)

e entdo 0 mesmo vale para a(x, D)". O
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Finalmente, vejamos que elementos de Z)p‘/” (T™) sdo estendidos continuamente para
2',(TN). Segue das Proposi¢des 5.8 € 5.13, que a(x, D)" : € 4(TV) — £ ,4(T") € continua.

Do Corolério apés a Proposi¢ao 19.5 de [53], concluimos que
a(z, D) : 74 (TY) = 7/,(T")

¢ continua (para uma melhor compreensdo da topologia imposta no dual, veja o Teorema 12
de [39]). Note que, se iniciamos o raciocinio com a(x, D) ao invés de a(z, D)*, deduzimos a

mesma afirmacéo para a(z, D)".

5.2 Uma Familia de Normas

Nesta se¢do, definiremos uma familia de subespacos normados de 2/, (T"), no qual

A sera uma sequéncia peso fixada, satisfazendo (1.1), (1.2) e (2.11).

Definico 5.14. Fixados 6,0 € R, denotamos por (DE) (x50} (TY) o espago das ultradistri-

bui¢oes uw em 2’ ,(TV) tais que

Sl (1 n 2s(3)
ol iy 2= 3 s (P e < voe

cezN neNp My - n'
1, sed>0
com s(0) = sgn(0) = .
-1, sed <0

Observacao 5.15. Para que a Definicdo 5.14 faca sentido quando § = 0, iremos considerar

0° = 1. Logo, uma ultradistribui¢do u serd elemento de (DE) (4,0, (TY) se, e somente se,

el 00y = D (L [ED* - [@(€)]* < +oe.

cezN
Observacao 5.16. Repare que estes subespagos normados podem ser considerados Espagos de
Sobolev para Ultradistribuicodes, nos quais colocamos como peso a exponencial da fungdo peso

associada, tratada na Se¢do 2.3.

Proposicao 5.17. Considere 61, 04,01, 09 € R tais que 61 < 65 e 01 < 09. Entdo

(DE) #5202} (TY) C(DE) o (51,001 (TV).

Além disso, se u € (DE)u (53,001 (TV),

Nl o0y < Nl 50000y -
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Demonstragdo. Suponha u € (DE){ x (5,0, (T ). Por hipétese, o5 > 07. Logo,

6 n.(] n 25(d2)
lllf @y = D {Sup (| : m( -;!MD )] (L [ED* - [a(e) P

gezn LnENo
Sol™ - (1 + €)™\ 170 o
ZZ[S&?('Q' P )} (L gD - a1
gegN L0 n b

2
> ull{ s 5200 -

Consequentemente, u € (DE) (5,013 (TV) € ||u||{///7(52,02)} > HuH{%’(éwl)}.

Provemos agora que [|ull; , 5,01 = 1Ull{ 4. (5,.0,)- Supondo 65 > 1 > 0,

01,01)

B (LD | o7 (L))"

my, - n! - my, - n!

. VneNy, VEeZN.

Por conseguinte,

o+ (1 n\ 12 gn . N\ 12
s (BRI [ ()] e

o que implica que

5 (1 n\ 72
ol oy = 3 sup (N g oo
§€ZN neNg n .
o (1 n\1?
> 3 [sup (B jgn e
éEZN nelNg n .

2
> \ull{z 0,003 -

Quando 9, > 0 > 9, repare que

n n72 n nl—2
g BT 1 g B

neNp my - n' neNp My - TL'

2 2
e portanto [[ully 4 5,003 = Wl s, 61,003 -
Finalmente, se §; < 0y < 0, |01] > |d2|. Consequentemente,

[Ifﬁl" |+ Ifl)"} > {|52|” 1+ 1€D"

My, - n! My, - n!

], Vn € Ny, V¢ e ZV.

Por conseguinte,

ap (LMY 5 o, (B e

neNo My, - n! neNo my, - n!

Elevando ambos os lados da equagdo a (—2), inferimos que

aup (0L W)]? < [sup (10010 |§|>">]27 -

neNy my - n' neNp my - 7’L'
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. 2 2
Desta maneira, ||u||{(//,7(52701)} < ||u||{%7(5ml)}.

Em todos os casos, chegamos a conclusdo de que [[ully 4 5, .y = [Ull{ 45,001 Ou
seja,
||UH{(//17(51,01)} < ||u||{¢//l,(62,01)} = H“H{k//y(dgyo—z)}’
de acordo com o que desejdvamos provar. O]

Relacionemos agora os subespacos (DE){ 4,501 (TY) com os espagos 7/, (TV) e

E 4 (TN).
Proposicio 5.18. Sejau € Z',(T"). Valem as seguintes afirmagées:
1. uw € & 4(TV) se, e somente se, existem § > 0 e o € R tais que u € (DE) y (5.0 (TY).

2. u € E4(TV) se, e somente se, existe § > 0 de modo que u € (DE)( y 5.0 (TY), para

qualquer o € R.
3. u€ ('Dg){l///’(g’g)}(TN), Vo < 0, Vo € R.

Demonstragdo. Primeiramente, observe o seguinte: se provarmos a suficiéncia de 2, automati-
camente teremos comprovado a suficiéncia de 1. Por outro lado, a0 demonstrarmos a necessi-

dade de 1, imediatamente a necessidade de 2 estard verificada. Dito isto, iniciemos a prova.

(1) (<) : Por hipotese, existem C,§ > 0 e o € RY de forma que

> [ (LN e g =

cezN neNp my - TL'

Por conseguinte,

sup (T ey e < o0 veez.

neNp My, - n'

Seo >0, (1+ [£])? > 1. Nesta situagao,

. , My, N N
[a(§)] < C'nlélgo <m) , VEeZ”.

Pelo Corolario 2.14, u € & ,(TN).

Para 0 < 0, considere L € N tal que —o < L. Entdo

LD <@ +eh" = @+leh™" <@+
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Logo
0" - (L+1gh"*

my, - n!

Jag)| <0, VveEeZN, ¥neN,.

Escrevendo £ = n — L, inferimos que:

oM (14 1ED*

Myyr - (k+ L)! [a(€)| <G, VEeZY, Yk € No.
+ !

Consequentemente, segue das Observacdes 1.28 e 1.29 que

1 1

116

L k
<1+|s|>’f-|a<g>|sc-(—) -(—-C{L}-B{L}) K. Ve ZV, VE €N,

) o

1" 1
Tomando C, = C - (5) eh) = (3 -Cyry - B{L}> , inferimos que
hE - my - k!
1 < inf | 2—E = N
] < (T veez®

e decorre novamente do Coroldrio 2.14 que u € & ,(TV).

(2) (=) : Fixemos u € & ,(T¥); entdo existem C, h > 0 tais que

|1+ )" < C-h™-my, -n!, Vn €Ny, Ve ZV.

Dados ¢ € Z" e 0 € R, tomamos M € N de modo que M > ¢. Além disso, denotamos

my, - n!

] W+ 6D - (o)

Neste caso,

o< [FEE R g o
P (D™ (€D ae)
: (07 (L + TGP

GO age -+ gy o)

(my, - n!)?

o [EU P o e
(my, - n!)?

1

<

Escrevendo A\ = 2(M + N), segue que
0% - (1 +[€)*" - a(§)|

(my, - n!)?

1

(*)g[ -(C-h*-mx)\!)l-

(14 [€])>¥

ey - (G + W)

(14 [€])*¥

g [5% (L JED? - Jal)] man (2n>!] R my - A
N (1+ 1)

Moy - (2n)! (my, - n!)?

1

(5.10)

(14 (€)Y
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De (2.11) e (2.12), inferimos que

[an—(Zn)'] < (2H)™.

(m,, - n!)?

Por conseguinte,

1+£2”'A£ C-hx'm-)\!
[ &) '| <>\] omp o
1 2n AL . '
( + 1€))
< C-(25hH)™" -
( |§|)2N
1
<(C?-Rr-my - M) - (20RH ) -
N (=
Observe que, se B := (C? - h* - m,y - Al), entdo B depende somente de u, o e N.
1 . .
Tomando § = o I inferimos que
() < ! (5.11)
- @+ [ED '
Associando (5.10) a (5.11), obtemos
0" (14 €)1 20 1n o2 1
R S VA S| o, <B.— -
[ S e O < B e
Pelo fato do lado direito da desigualdade ser independente de n,
5”'(1"“5””)}2 2 1o ()2 1
sup | —m—mm— (14 7 lu <B —
s (T e i@ < B
Ou seja,
o" - (1+[€)"
2
8 o = 3 s (PN 1 jey g < B 3 e

ceN §€ZN

0 que nos permite afirmar que u € (DE ){//;7(570)}('1[‘1\7 ) para todo 0 € R, sempre que § <
1

h-2-H

(3): Comecamos fixando u € 2///{@1\/ ), 0 < 0eo € R; demonstraremos que u € elemento de

(DE)t.ur,(5,01(TY). Pelo Teorema 2.6, para cada £ > 0, existe C. > 0 de maneira que

n€ENp My, - n'

a(¢)| < C. - sup (w) VeezN. (5.12)

Dado ¢ € ZY, denotaremos

= [ (LN g pacor

My, - n!
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Para L. > o natural e £ que serd escolhido mais adiante, decorre de (5.12) que

= [ (U5 W)}Q (1) o sp (ﬂﬂ

| n€Np My - ’I’L' neNp My - TL'

B n., n -2 ng . no 2
Len (] 0 e (S50
QR g [ (S

M(ng+L+N) - (Mo + L+ N)! Mg + No!

_ ( ) Mot LAN) - n0+L+N)!>2. (i)MO. 1
B W“N My« Mo 0] (L + (€)M
( > (Crrany - B{L+N})2n0 ' <i) . S
!5|L+N 6] (L4 (&)~

2n
5 0 1
< . B L -
B (|5|L+N> (C{”N} R |5|) (1+[€)*N

IN

See = , concluimos que
Cir+ny - Biriny
(1) < Cilo,6) =
0-’
- (1+¢)2Y
Logo
(L+1eh 1 20 1562 1
ol sy = 3 |50 S| 6 (@ < o) S
{4} &ZZ:N nelg My, -0l - [6] Eezz;v (1+ |¢))2N

Pela arbitrariedade de 6 e o, concluimos que u € (DE) (x50 (TY), V6 < 0, Vo € R. O

Antes de encerrar a se¢do, provemos um resultado que serd fundamental posterior-
mente.

Lema 5.19. Considere f € £ 4(TY); entdo existem 6y, B, p > 0 tais que
”fH{///,((s,k)} <B-p" - my -k, Yk €Ny, V6§ < dp.

Demonstragdo. Fixados & € Z, k € Ny e § > 0, novamente escrevemos

() = [M e )P (5.13)

My, - n!

Assim,

o (1 n (k+N) ¢ 2
S[ ”(lnu'f\)} (1 +!i\)+|€|)m\f(£)\

DP9
(1 +[€)*¥

IN

(my, - nl)?

[\f(f)l 87 (14 |¢))n
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(L+[€)**) - 1f(©)]

_ @8- (A ) man - (20)!
B (14 [€])2¥

Map - (2n!) (my, - n!)?

Como f € € 4(TV), existem C, h > 0 de maneira que

~

1FO]- A+ [N < C-h"-m,-n!, VneN,, V¢EeZV.

Além disso, por (2.11) e (2.12), existe H > 0 de forma que

(e

} < (2H)*™.

Por conseguinte,

F(©)] - 82 (1+ |¢)>

C- 0N gy - (2(k + N))!
(14 [€])>

SO 28HP" - (1 + €)™ | magen) - (2(k + N))!
Moy - (2n) (1+ €)Y

S - (26H)™ - (1 + €)™

Moy, - (2n!)

() < ()| -

(1+ €)Y

©)] - (20H)™ - (L+ [€) | (my - k1)
Mo (2n!) (1+ €)Y

A
Q

i th) - (h- By - C{QN}>2k i [

A
B

-h*N) - (2hH - Bpany - Cpany)* -

(1+ €)Y
(1 +1€))*

A
B

-h*N) - (2hH - Bpany - Cpany)?* - [C - B - (26H)™] -

A
B)

-h™)? - (2hH - Bpany - Cpany)™ - (26hH)*™ -

1
Considere § < i Neste caso,

() < (C- W) (2H - Bey - Com P (- arow

(5.14)

Aliando (5.13) a (5.14), temos

0" - (141" ? 2 | P2 N\2 ok (g K1)?
= TBV o < . .(2hH - B . e v
Pelo fato do lado direito da equacdo nio depender de n,
5”‘(1+|§|)n>r 2 | /N2 N\2 2% (mk'k!)Q
- 7 (1+ 7. < (C-h -(2hH-B -C —
{:g}g{) ( E— (A+[ED*-F )7 < (C-hT)7( vy Cny) N
Portanto, se tomamos
1 1
2 Z N
S = W, B=C-h 'S,p:2hH’B{2N}'C{2N}e(50:m,

cezN

concluimos através da Proposi¢do 5.17 que
Hf”{//f,(é,k)} < B-p"my k!, V6 < 6o, VE € Ny,

de acordo com o que pretendiamos demonstrar. ]
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5.3 Sistemas com Perda de Derivadas

Nosso proximo objeto de estudo serd uma subclasse de sistemas de operadores de
Z‘DP” (T™). Verificaremos que todo elemento desta subclasse ndo s6 é . -globalmente hipoeli-

tico, como também permanece .Z -globalmente hipoelitico para certos tipos de perturbacgoes.

Definicdo 5.20. Considere a,(z, D), as(x, D), ..., a,(x, D) € @f(TN), para algum q € N, e
denotemos por A = (ay(x, D), ... a.(x, D)) o sistema formado por esses operadores. Dire-
mos que A é globalmente 7 -hipoelitico com perda de r derivadas, com r > 0, caso existam

constantes C', 0 > 0, 0y < 0 e kg € R, tais que

k
lull ¢ 5.0k-ryy < C oax lla; (@, D)ully 4 smy + 0 -k Null g roy | 5

para quaisquer k € Ny, u € 2',(TV) e §y < § < 0.

Teorema 5.21. Todo sistema globalmente . -hipoelitico com perda de r derivadas é de fato

globalmente .# -hipoelitico.

Demonstragdo. Sejau € 9',(TV) tal que a;(z, D)u € € 4(T), para 1 < j < q. Escrevendo

gj := aj(x, D)u, decorre do Lema 5.19 a existéncia de B, p, d; > 0 tais que
||gj||{///,(57k)} <B- pk -my, - k!, 1< 5 <q, V6 <41, Vk € N.
Logo,

Hu”{///,((?,oﬂrk’fr)} <C- 112]’?22 HQjH{,//z,(a,k)} +C 0" -my, - KL - HUH{//z,((s,kO)}
SB-Copfomp - kA C 05 g k- ull sy
Portanto, se €} = max {(BC),C} e hy = max {p, 0},

Fixados j € Ny, £ € ZV e 6, < § < 0, denotaremos

(e
p
neNp my, - n!

(B)(E) = [ ] Ja(©) - (1+ €.

Tomando ¢ € N tal que ¢ > r — o e aplicando (5.15), além das Observagdes 1.28 e 1.29,

obtemos:

neNg my - n'

-2
} Ja(€))? - (1 + [g>uraten
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S | - (1 4 e

neZN neNy My - 7’L'

< ||u||?///,(67j+q+0'—r)}

< 012 ‘ hf(jﬂ) g (G + CI)”Z ’ <1 + HUH{//z,(a,kO)})2

< (Cy - h‘{)Q ) hfj < [m; - qu} i ng}ﬁ ) (1 + ||1,L||{///’(57,€0)}>2

< (Cr-hf)? - (hi - Oy - Bygy) - [my - 517 - (1 + |V“H{///,<&ko>})2'

Note que o lado direito da desigualdade acima € independente do £ fixado. Por conse-

guinte, ao escolher Cy = Cy - hi e hy = hy - Cyqy - Byqy» verificamos que

(\5|”~(1+ €D"

my, - n!

-1
sup )| a1 a1l < o nmg it (14 Tl o)

neNg
para quaisquer ¢ € ZV, j € Nye &y < § < 0. Por conseguinte, para quaisquer £ € Z", j € N
e dy < 0 < 0, segue que

o™ (1 n\ 1! 1 j ) '
o ()] e 0 =0 (i)

n€Ng my - n'

Somando em j, temos

(|5I" (14 I£D”)}_1_ ( (1+ 1€])7

My, - 1! 2hy)7 - my - j! .

> s ()] <26, (1+ [l sy
j=0 HV=T0

Em particular, para quaisquer £ € Z” e § no intervalo (dg, 0),

[sup (|5|"-<1+ |£|>”)]1 (11D ()

-sup
My, - N neNy My, - N

Ja(©)] < 205 (14l oy )

(5.16)

neNy

Fixemos entdio &, € Z" arbitrrio; nesta situacio,

{SUP (wn (14 \@D“)]l ) P(S’m?ﬁ(l N |€0‘)n0]1’

neNp My -+ n! no * 1o

para algum ny em Ny. Logo, por (5.16), para quaisquer k¥ € Ny e dp < § < 0,

k+ngo
[RHIES ) R

, Ji(80)| < 2C3 - (1+ g gk ) -

My No! Mitng - (K4 np)!

Isto é,

[a(&0)| - (14 ]&])" < 20, - (1 + ||U||{///7(5,k0)}> - (2hy)Hmo - [o]"0 - +772 ( 1! 2
no .
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& no Mk+ng * (k + no)'
<20, - (1 + HUH{jz,(é,ko)}> (2h2)" - (2halo])" My * No!

Aplicamos agora (2.11) e (2.12): como

mk+n0 . (k + no)'

< (2H)k+n0 My - k",
Moy * No!

segue que

(6] - (1+ 16" < 23 (14 10l o) - (2R)* - (2Bald])™ - (D7 -y - 1

<2Cs - (1 ull oy ) - (42" - (Aha HIBT)™ - oy - B!

Fixado 0 < 0 de modo || < ﬁ, teremos (4hoH|6|)™ < 1 para qualquer ng € N.

Logo, estabelecendo C5 = 2C5 - <1 + ||u||{//[7(57k0)}> e hy = 4H hy, concluimos que
[@(&0)| - (14 [&])" < C5- by - my - k!, Vk € Ny,

com o lado direito sendo independente do &, selecionado. Portanto

hE - my, - k!
i(6)] < Cy - inf (2R z
) <o ot () e,
e assim u € &y (TY), pelo Coroldrio 2.14. O

Ap0s verificar a . -hipoeliticidade global dos sistemas com perda de derivadas em

@(’ (T), lidaremos com o0 mesmo problema para a perturbagdo. Isto €, dados
ai(z,D),...,a,(x,D)em @‘f(TN) e A= (a1(x,D),...,a,(x,D))

com perda de r derivadas, queremos encontrar condi¢des suficientes para que A+ B permanega

globalmente . -hipoelitico, com
B = (bi(z,D),...,by(x, D)) ebi(x,D),... b (x,D) € Dy (TV).

Para tal, precisaremos de uma versdo da desigualdade de Peter-Paul e de um resultado relacio-

nado a fungdes peso.

Lema 5.22. Dados A > 0, 6 < 0e p < o < T quaisquer, vale:

ﬂ
lullz oy S A Nl sy + A Nl s i) -
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Demonstragdo. Por defini¢do, temos
81 - (L4 1€D™\ ]~ _
llifroon = 2 [SSN"( — (L D -l
gezN HERO L

= (%) + (),

no qual

= 3 e (PR g e

TLENO

(x5 = sup (P g e

.l
(igyrozy N T

Se (1 + ’5‘)7_0 < %, segue que
(1 I = (+ 1 - [+ gD )

< (1+]eh> - r2) =)
=3

< (14 [¢])> - A%

Por conseguinte,

W= X [o (Y e acere

(1+&)m—o<1 ”ENO
5 - (1 n\ 172 et

< ) {SSNO (%ﬂ 1+ gD A2 ED) L jage) P

(1+8)7-7<5

N\ -2
S )\2-(5:2) . Z |:Sup (M)} . (1 + |£|)2p . |ﬂ(§)|2
cezN n€Ng My - N

< \2(52). 12 4o

Por outro lado, se (1 + |£])77 > 5, verificamos que

1
)\9
L+ ENPT 2072 = (L4 (€)™ < A% (1+ €)™

Consequentemente,

= Y —3;1; (PEEEED ) g oo

my, - n!

< s (M) X e - )

nENo mpy, TL'

123
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S ] Tl P

cezN neNy mpy - TL'
2 2
< N ullg s 6.0y

Portanto, unindo as duas desigualdades provadas, temos

2 (L=< 2 2
lal? 5oy = (6) + %) < W)l 5y + A2l g5y »
e por conseguinte,

(%).‘

lull sz oy <A MUl z ey + A lull 5.0y -
encerrando a prova do resultado. [
Lema 5.23. (Proposicdo 3.4 de [40]) Para quaisquer k, p > 0, temos
oo (2] oo ()] -
neNy \ My - 1! neNg \ My - 1! log Cy

no qual Cyyy € a constante descrita em (1.15).

Enunciemos e demonstremos uma proposi¢ao que serd fundamental na prova do prin-

cipal teorema da sec¢do.

Proposicio 5.24. Considere a(x, D) € D,/ (T™); entdo existem constantes C,h > 0 tais que,

dado £ > 0, é possivel encontrar 6. < 0, de modo que, para quaisquer wem 2',(T") e k € Ny,

la(, D)“H{/f[,(é,k)} <C- (HUH{//,(J,k-i-J-i-a)} + Ry kL ||u||{//{,(5,a+a)}> , Vo <0 <0,

Demonstragdo. Dadau € 2',(T"), denotemos () = |la(x, D)ull; , s+ Assim,

1/2
_ 571 1 n\ 7 —2 o
(=12 S‘ﬁ?(' - .Zl'g')) (1 + ¢)*lalz, D)u(e)P
gezN LPERO no e .
oy 1/2
- sl N -2 ~ )
[ 3 [ (PEEEEE) ] aie |  ate - it
gezN LMENO no - nezZN
oy 1/2
s (1 "\ _ )
(2|3 [ ()] e ate =it
¢ezN |pezN LMENO no
r 2o 1/2
5| - OV ~ )
< IS [ (PEEEE i - nmacnt | | 60

gezZN \nezZN
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Observe que

0= 3 s (P W)T (1+ )" [a(e — m,m)a(a)]

my, - n!

IN

b (|5!"-(1+\€|)"

|:Su |
— neNp My - N

([ 0" - (1 +[€)" o J —J
SjZO(J')neZZN{SSQ( My -1 )1 (L4 1€ = nl)” (1 + |n))*7

x [a(& —n,m)u(n)|. (5.18)

)] (Ul =l 4 D)t (€ — )]

Deduzimos de (5.17) e (5.18) que

k - n —1 A
e, D)l 510y < [Z (Z(’;) 5 [sup BB E gy

&ezN \ j=0 nezZN

24 1/2
X (1+ |n)" - Ia(é—n,n)ﬂ(w) ] :

Aplicamos a Desigualdade de Minkowski para integrais:

o, DYull g 519 < Z () [Z ( > [su (PN 1 g gy

&ezN \ nezN neNo

1/2

x (1+ )7 - [a(€ —n,n)a(n)] )2
zk: ( ) [Z LGNO (ya‘n;,ﬂfj.uﬂ)n>]2' ( >+ E—nl) %

gezN nezZN

24 1/2
x (1+ )" - fa(e - n,n)ﬂ(n)l) ] (5.19)

2

Denotamos (A) := < Do+ le=nh - ()" ae - n,n)l|ﬂ(n)\) - Pela
nezZN

Desigualdade de Holder,

(A) < > A+ =¥ (@€ —nm)l - Y @+ )@ - n,n)llam)?.
neZN nezZN
Decorre entdo de (5.19) que

e 50 e (28]

=0 cezN neNg
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1/2

X Y (L e —aD¥ @ —noml D L+ ) (@ —n,m)lla))? (5.20)

nezZN nezZN
A

J/

-~ -~

=(I) =(I1)

Considere agora g € N, de maneira que ¢ > |o|. Associando o Lema 5.4 a Proposi¢ao

5.5, temos

Clh§2j+q+2N)m(2j+q+2N)(2.7 +q+2N)!
1 Je - )@

(<Y (+lE—n)?-

nezZN

(14 In[)°

2j+q+2N ,
< Z (1+1]¢—n)*¥ Cih 2 a5 g an) (25 + g + 2N)!

(11 [€ — ) CiTar2N) (1+ [E)7(1 + € = n)

nezZN
i C W N o gany (27 + g + 2N)!
g . o q
<+l Y A+l — T R e =l
nezZN
pela desigualdade de Peetre. Por conseguinte,
. . i 1
(1) < Oy - BN s oy - (24 + g+ 2N)!- (1 +[€])7 - Z oN
 (L+1E—nl)
neZ
< Oy - by -mjigean) - (27 + ¢+ 2N)- (14 €))7,
1
comCy = C - h‘f“N ) Z Ear IER Através das Observagdes 1.28 e 1.29, concluimos
-0

neZN
que

(I) < Cy - BY - myagjiqrany - (27 +q+2N)! - (14 [€])°

< Oy« (hy - Cygrany - B{q+2N})2j ~mg; - (27)1 (1 + [€])7.

De (2.11) e (2.12), existe H > 1 de modo que

(I) < Cy - (h - Crgiany - Bgrany)? - (2H)? - (my - j1)* - (1 + [€])°
< (02) : (thHB{Q+2N}C{q+2N})2j : (mj 'j!)2 : (1 + |§|)U
< CF-hg - (my- g7 (L4 [€])7, (5.21)

com C§ = Cy e hy = 2h H Byy12nv C{g+2ny- Desta forma, inferimos de (5.20) e (5.21) que

o€, D)l 1y Z() 5= [su (DY) oo -+ 1y

1/2

< | D2 @+ WD) P jacg - n,m)lla))®

neZN
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Consequentemente,
Eoon
la(z, D)ull g spny < C3- Y <]) “hymy - glx
=0
SIn(1 + e\ ]2 ) o ) 2
[ > Jsun (BBt iy 0 0 e - ol 522
¢nezy ENo MTn =10

i=(%)

O passo seguinte € estimar (¥ ):

) < ZZN ls‘lp (M)]_Z (L+ 1€ =) (1 + [nl)**=+ x

¢€me neNp My - n'

x [a(§ = n,mllan)”

< (4 )P ) x

nezZN
571 1 n —2 R
> {531%? (%)} (A le=nD7 @ —nm)l. (523)
cezN nelNo n .

;=T<>)

Note o seguinte: para s € N fixado, que serd escolhido posteriormente, obtemos

0= 3 [sw (PLEEINT (et ate -] +

€< <27 || HENO
= (5.24)
16]"(1 + [€))"\ ]~ ol 1~
t[ X s (PECEEDY L e el fate - )
o i<l LENo no
:=€vrv)

= Il
,entdo £ —n| > |n| — [¢] > . Isto

Estimemos primeiramente (V/); se [§| < =55 - |n

é, In| < (s+1)-|¢—n|. Fixadon € ZY, temos

aup (L2120 o oLt o)) C (g mol)? 525

My, - 1! Mg * No! - |6]20 - (1 + |n|)2ne’

neNp
para algum ny € Ny. Por conseguinte,

@)= X |sw (M)} (14— nl) - [alE = n,m)

.nl
neN MMy, + T
E1< <55 Il 0

< Y (L E—n)?- @ —n.m)
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01 (2n0+2N+q)m(2no+2N+q)(2n0 + 2N +¢)!

< L+ € —n)?- —— 1+ Inl)”
" Z " (1+|€ — n|)@rot2N+aq)
s+1
1 hi"om (2n + 2N +q)!
N (2no+2N+q) 0 q u
S Clhf +q Z (1 + |€ o |)2N ! : 1 c 0| 2o (1 + |77|)
61< 2 Jn) g (14530
< | o p2N+a 1 h%nom(2no+2N+q)(2no +2N +q)! 1 .
<\ O L e L+ 2y el
ceN ( + s+1)
o D )™ mengiontg - 2o 2N+
- (L [ Al

Por mais uma vez, nos utilizamos das Observagdes 1.28 e 1.29, além de (2.11) e (2.12):

((s+1) - ha)?™ - mang) - (200)! - CHR iy - Bl

(V) < 02 : (1 + |n|)2n0 . (1 T |n|)0
((s +1) -~ - Cangy - Bpan+a))™™ - Mizng) - (2n0)! -
<c,. T yeear)
o, (D) - Clanegy - Bonsg)™ - (i, - 10!)* - (2H)™™ (1+ [n)?
- (L Tnly? !
<o, D) - Conig - Bintg - 2H)™ - (ma, - nol)* )0
=0 L+ e
1
Escolhemos § de forma que || < . Neste caso,

(s+1)-h1-Cpanigy - Bianigy - 2H
decorre de (5.25) que

(Mg - Mo!)?
V) < Cy- (1 + a

. [p (I5I" (1 |n|)")}2 P

my, - n!

Pelo fato de C'; ndo depender do 7 fixado, segue que
0" - (L + In)"

My, - 1

(V) <y {sup ( )} B (1), vnez”. (5.26)

neNg
Seguimos para (5/v/): por hipétese,

s - [n

< = 1
<l = 1+ 20

<1 .
o Tl

Logo, para qualquer § < 0,

31t > 1ol (1 2 = (a) (S5 ) > (el .

Por conseguinte,

((5%1 16" (L + )"

my, - n!

)] (1+1& =)@ — n,n)|

neNg

(v <[> [sup
cezN
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g[sup<(s+il"5') (A Il )] S e - bt - n)

n€No my, - n! Jort

Utilizamos por mais uma vez o Lema 5.4 e a Proposi¢do 5.5:

Cihi ™ my o - (g 4 2N)!

Z(1+|§—n|)qla(€—mn)| < Z e (L n))?

fEZN §€ZN ?7

1
Ao denotarmos By := Cy - hi™*N -mg on - (¢ + 2N)! - Z ——————=, inferimos que
ot (1+ 1€
=) (A+1)"\ |
(VV) < By - |sup <( =dil) , (L nl)”. (5.27)
neNy my - N

Aplicamos o Lema 5.23, para k = 7 e p = 0] - (14 |n]):

sup ((&6)n(1+ n)”)} ~log [Sup (Wﬂ N log (|6](1 + [n])) log (H)

|
o8 LGNO My - 1! My, - n! log Cy1y

o que implica que

Ctog {Sup ((sm)”(u Wl)”)] < LB P EIDNIO8 () o gy (041"

neNy My, - n! - log Cy1y neNo My, - !

neNg

Multiplicando a desigualdade acima por 2 e exponenciando em ambos os lados, obtemos:

o) A+ ]~ sis(<41) » NE
lsup<<s+1|7|71nfm+lnl> )] < 18] (14 )] %50 ,{Supca\ (L+|n]) )} |

n€eNg neNy My, - N
Como podemos supor [§| < 1,

= |5)" (1 "
lsup ((sﬂr )" (1+ b >
neNg mnn'

< e ) s (M)]

neNg my - n'
log (1 + l)
Dado € > 0, tomamos s € N de modo que ————=* < ¢. Desta forma,
log Ctyy
[SUP ((5+1| |) ( ' nl) ) < [sup <| " ( |7'7|> )] (14 ’77‘)2 . (5.28)
neNy My - M. neNy My - M.

Associando (5.27) a (5.28), concluimos que

() < By - [Sup 9" - (1 +[n])"

n€Ng my - 7’L‘

-2
] (14 |p|)ot2e. (5.29)

Seja K% = 2max {Cy, By} ; decorre de (5.24), (5.26) e (5.29) que

n . n—2
O=(V)+(vv) < K- [sup 9" - (1 + nl) } (1 |n|)ote, (5.30)

neNy My, - n'
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1

ara |0] < . De (5.23) e (5.30), deduzimos que
para |3} < (s+ 1) hi-Conig - Banig - 2H 629630 d
S+ (14 |p)hm] " (k—jto+e) |~
o < 2 3 [sup I 2o g, s
- neNp mp - N

Por (5.22) e (5.31), temos

k
k ; .
la(z, D)UH{///,((;,;C)} <K-Cs- Z (j) ~hy-my - gl ||u||{///,(5,k—j+a+£)} : (5.32)
j=0

Fixemos 1 < j<k—1;comoo+c<k—j+o0+¢c < k+ o+ ¢, podemos usar o

1
Lema 5.22. Tomando \; = — : ;
(j) . (2h3)] . mj . j'

, segue que

GEEEE ey
+ote)—(k—jtote

||u||{///,(5,k—j+a+a)} <A ||u||{///,(67k+a+a) |u||{///,5,0+a)}

i—k

<A Hu‘|{///,(5,k+a+e)} + )‘jj : ”UH{//,((S,ﬁe)}

;_k
PVE (Hu”{///,(zS,kJraJrs)} + A7 HUH{(//{,(6,0+5)})

Consequentemente,

k ; _ 1 =k
(j> 'h%'mj'j!'Hu‘|{u//f,5,kfj+cr+€)} < % <HUH{///,(5,k+a+s)} + )‘j] : ”UH{///,(a,aJrs)}) . (5.33)

() o)

Por outro lado,

< kR (2hs)F - my,
<ef k! (2hg)F - my,

< (2-hg-e)f-my - K,

jdquek > je (mn)% ¢ crescente, pela Proposic¢do 1.5. Assim, se definimos hy = 2 - hg - e,

—k
J

N <hEmy k!, 1<j<k—1. (5.34)

J
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Associamos agora (5.32), (5.33) e (5.34):

k—1
1 k
la(z, D>uH{//[,(6,k)} <K-Cs- Z % <Hu”{///,(5,k+o+s)} + hy -y - KL HUH{///,(a,aJrs)}) +

j=1
+ K- Cs - [ull g (shrorepy + 5 - Cs b i KU [Jull g 50epy

< (2KC3) - (“uH{/%,((S,k—i—a—&—a)} + hi ~my - kL HUH{//A(&U%)})
Finalmente, se denotamos C' := (2K C}) e hy := h, demonstramos que

la(z, D)U||{,//z,(5,k) <C- <||u||{k//,(6,k+a+e)} + Ry kL ||u||{///,(5,o—+a)}> , Vk € Ny,

1
(s+1)-hi- Clantqy - Bangy - 2H

dado que 6 € [0.,0), com J. = —
log (1+ 1)

S

log C{l}

e s € N seja escolhido

de maneira que < ¢. Estd provada a afirmacao. [l

Teorema 5.25. Sejam
ai(z,D),as(x, D), ... a,(z,D) € @'p/i/(TN) e A= (a1(z,D),...,aq4(x, D))
um sistema globalmente # -hipoelitico com perda de r derivadas. Considere
bi(z,D),...,by(x, D) € DY (TY) e B = (bs(x,D),...,b(x, D)),
com T < g — r. Entdo o sistema dado por P := A + B é globalmente .# -hipoelitico.

Demonstragdo. Suponha u € 2’,(T"), de modo que p;(z, D)u = aj(x, D)u + b;(z, D)u
pertence a 8,///(’]I‘N ), para 1 < j < ¢; provaremos que u € 5,///(TN ). Comegamos utili-
zando o fato de A ser globalmente . -hipoelitico com perda de r derivadas: existem constantes

Ci, h1 >0, g < 0e kg € R, tais que

k
‘|U||{,///,(5,U+k_r)} <G ngjagxq ||aj(an)UH{///,(5,k)} + hy -my - kL Hu||{,///,(6,ko)}:| )

para quaisquer k£ € Ny e 0y < 0 < 0. Consequentemente,

HUH{//z,(s,kar)} < [max [(pj(z, D) = bj(z, D))U“{///,(a,k)} +hY-my - kL HuH{jz,(g,ko)}}

1<j<q

) . k |
=G [Fslgas}fz pstll o + 102 1050l o0y - ! ||u||{///,(5,k0)}:| :

Pelo Lema 5.19, podemos encontrar By, ho > 1, tais que

max [|p;(z, D)ully y 5u9y < Bi-hs -my - k!, Yk € N,

1<j<q
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Logo, para Cy = (', - By,

k k
ull (. 5.0k-ryy < C2 |:h2mkk7! + max 16 (@, D)ully 4 (s.4)y + P10k HU'H{///,((S,]CO)}:| :

Tomemos € > 0 de modo que 7+¢ < o —r. Pela Proposicdo 5.24, é possivel encontrar

Bs,hs > 1ed. < 0de forma que

max |[|b;(z, D>uH{//[7(67k)} < By (”uH{///,(a,kJrrJrs)} + hgmyk! Hu||{//z,(5,r+e)}> , 0: <0 <0.

1<y<q

Por conseguinte, para C5 = ByCy e 0; = max {J., oo},
k k
lull sz soinry < Cs (hg sy kK ull g sarreny T3 e KUl g ey

Sem perda de generalidade, podemos supor kg > 7+ ¢. Se hy = max {hq, ho, h3} e Cy = 3Cs,

segue que

||U||{///,(570+k_r)} <Cy- hlz Sy - k- (1 + ”u”{//a(é,ko)}) +Cy- “u”{(//l,(é,k-f—r—ks)} . (5.35)

Para estimar |[ul[; ; (54, TeMetemos mais uma vez ao Lema 5.22. Pela escolha
de ¢,

TH+e—1<k+7174+e<k+o-—r.

1
Tomando A = ——, temos
2C

4
1 ]_ U—;i(_’l']:—a)
Hu\|{///,(5,k+r+s)} < 30, HUH{J//,(@HFT)} + 20, . HUH{//,(&qu)}
1 k4l
< 20, lull g s pro—ry + RO - lull y 571y
1 nolk
< oa,  1llia@nrory +1(2C)™] el ey
1
no qual nyp € Neng > . Consequentemente, se By = (2C;)", obtemos
o—r—(t+¢)
< ! BE+1 536
ull (e < T 1ull g s hro—my + BET - Null g siresyy - (5.36)

Através de (5.35) e (5.36), concluimos que

lullf s orb—ryy < 2Cy-hE -my - k- (1 + HUH{/!,((S,ko)}) +(204Bg)-B§-||u||{///,(5,ko)} - (5.37)
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Tomando C5 = 4C, B3 e hy = max {hy, B3}, inferimos de (5.37) que
lall 5oy < Cs - B - - (1 n Hu||{//[7(5’k0)}> , VkeNy, 0, <5<0. (538

Observe, por fim, que as desigualdades (5.15) e (5.38) sdo, a menos de uma troca das constantes,
as mesmas. Logo, basta repetir o raciocinio empregado no Teorema 5.21 que o resultado estara

provado. [

5.4 Aplicacao

Trabalharemos nesta se¢do com operadores diferenciais parciais lineares da seguinte

forma:

a(z, D) = Py(D) + Z a;(z)P;(D), (5.39)

com a;(z) € €4(TN) e Py(D), Pi(D)...P,(D) operadores com coeficientes constantes, de

modo que

1. E possivel encontrar C, R > 0 e m € R tais que

[Po(&)| > C - (1+ €)™, Ve eZN; |l > R. (5.40)
2. Paracadaj € {1,2,...,¢}, existem /3;,¢; > 0 de maneira que
[Po(§)] N
P; <c¢i-——, VEEZ; ] > R. (5.41)

Observacio 5.26. Decorre imediatamente da defini¢do que Py(D), Pi(D), ..., P,(D) sdo ele-
mentos de @ij/’ (TN). Em particular, por (5.40),

Py(D) e @ﬁo (TY), com By > m.

Observacdo 5.27. Py(D) é um operador globalmente C'*°-hipoelitico e portanto globalmente

A -hipoelitico, para qualquer sequéncia peso M .

Observacio 5.28. Sob as condicdes definidas em (5.39), a(x, D) é um operador de forca cons-

tante (para mais detalhes, indicamos [35]).

Teorema 5.29. Seja a(x, D) um operador como em (5.39), Py(D) pertencendo a Dy (T™),
para By > m. Sob tais hipdteses, temos a(x, D) globalmente . -hipoelitico com perda de

Bo — m derivadas. Em particular, a(x, D) é globalmente . -hipoelitico.
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Demonstragdo. Fixamos u € 9',(TV) e k € Ny arbitrdrios; para § < 0 que escolheremos

mais adiante, obtemos

sm- (1 o
8 g = 3 s (2D gy
cezN nelNog
o™ (1
_ Z |:Su£ (’ | - ‘;'|§| )] (1 + |E)Z2m () +
lE|<R n&lNg n
o +e) >] (14 ¢y 1D
te e (5 T R P
(

<Q+R* 3 o s ('“"mj AN s g acer +

b ap (100 '5"")]_2 (1 -+ €)% | B D)u(e),

neNy my - n'

aplicando (5.40). Se B; = max {(1 + R),C~'}, concluimos que

“uH{,//[,(é,k—i-m)} < Bf : ||U||{./z,(5,m)} + By - ||P0<D)U||{,//,(5,k)}' (5.42)

O préximo passo € comparar || Fo(D)ull; ;5 € lla(z, D)ully 4 (54, Dado £ > 0,

temos
o™ - (1
PO sy = 3 [ (PN 4y g e+
gl<r MO no
o o
# 3 Jow (PPN g g o
‘£|2R TLG 0 mn

—
*
*

~—

Consideremos 7, C" > 0 de maneira que

PO <C-(A+g)7, Vief{l,2,....q}, VE€ZY.

Logo
’(5‘71 ( + ’5‘)n - (20—2m)+2m 2 27|~ 2
= Y [ (PEEEEE) | sgg) 07 (L )
lE|<R n€ 0 n
n n —2
< 0/2 . (1 + R)Q(T+€+|m|) Z {Sul\? (l(S’ ﬂl(l—;lﬂ) ):| . (1 + |§|)2m . |7:L(f)|2
le|<R nelNo n :

T m 2
< [C- @+ R BY - ullf g s (5.44)
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Por outro lado, por (5.41),

<@ 3 [o (PO iy g ageye SO

S S\ [+ )7
S™- (1 n\] 2 g ———
<@ ¥ [sw (PEEEEE) g mDer. 649
gezN LSO O

Escolhendo By = max {c1,¢a,...¢q, C"- (1 4+ R)™™} ey = min {8y, Ba,..., By},
decorre de (5.43), (5.44) e (5.45) que

1P, (D)l g sory < BelPo(D)ully s (503 +Be Bi-lull g smyy» 5=1,2--,4. (5.46)

Observe agora o seguinte:
q
HPO(D)UH{//[,((;]C)} < |la(z, D)UH{///,((S,k)} + Z |a; (x)Pj(D)UH{///,((s,k)} : (5.47)
j=1
Como cada a; pertence a £ ,(T") e consequentemente a CD{O’ (T), decorre da Proposigio 5.24

a existéncia de 9, < 0, Bs, h > 0 tais que, para ; < 6 < 0,
la; () Pi(D)ull g 50y < B3 IP(DIull (g saazyy + Ba - B =i KU (D)ull g 5301
(5.48)

Assim, de (5.46), (5.47) e (5.48), temos
q
1P (DYl gy < Nlae DYl oy + D Bs (IPADYl g o)) +

j=1

q
By RSB D) 0

J=1

< llaz, D)ully sx)y T

q
k+3
+ 3" BsBs (IPD)ulp g a3y + Bl sy ) +
j=1

q

j=1

Por conseguinte, se B, = 2qBI% ByBs3 e hy = max {h, B},

IP(D)ellg 510y < Naler: Dyl gy + B IPo (DYl samgy + (5.49

+ By hEmy k- <]|P0(D)u||{//f’(5ﬁ%)} + ||u|]{,///7(5’m)}> .
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Tomemos w € R de maneira que w < —%. Comow < k — % < k para cada k em N,

€ possivel empregar o Lema 5.22, para A =

2_B4:
DIl 53y < TG 0 S DYl 5y 550
Aliando (5.49) a (5.50), mostramos que
IRVt 600 < ate, Dyul g s + 2505 NPUDI g 5 +

+ By by kL ("P()(D)u”{//{,(é,—%)} + ||“”{//,(6,m>}>
Se Bs = 4max {(2B4)7*/7, By}, hy = max {hy, (2B4)*"} e nos utilizando o fato de que

w < —g, concluimos que

1Po(D)ull sy < 2 llal@, D)ully 5.0y + (5.51)
+ Bs - hf - my - k! (||P0(D)U||{/;,(5,,g)} + HUH{///,((S,m)}) :

Associando (5.42) a (5.51), segue que

1ll o psmyy < (B + Br- Bs - hb i k) - [[ull g (5.myy + 2B @, DYull g 50y +
+ By By B -y KU | Ro(D)ullg 551
(5.52)

Como Py(D) € @ﬁo (TM),

ROl 55y = 3 (s L) 1) o pracerr

€€z neNg my -

253 (sup o - (1 + ‘5’)”)_ (L4 I (1 + el la(e) P

cezN neNy My - TL'

2
< G el a5p0-1)} 0

o que implica que
HPO(D)UH{///,(&f%)} < O ||u||{///,(57507%)} . (5.53)

Aplicando (5.53) e tomando hy = max {Bj, h3}, Bs = 3B1B5C5 e kg = max {ﬁo — %, m},

reescrevemos 5.52 da seguinte maneira:

HUH{L///,(zS,ker)} < Bs - <||a(a:, D)”H{J//,(é,k)} + by -my, - k! HUH{///,(@%)}) , V6 € [01,0).

Esta demonstrada a afirmacao. ]
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Corolario 5.30. Seja a(x, D) o operador descrito em (5.39); se b(x,D) € D;/(T"), para
T < m, entdo P(x,D) = a(x, D) + b(z, D) é globalmente ./ -hipoelitico.

Demonstragdo. Segue imediatamente do Teorema 5.25. L

Observacao 5.31. O Teorema 5.29 ndo s6 generaliza o Teorema 2.2 de [22] com relagdo as
classes de fungoes para qual o mesmo é vdlido, como também permite que o valor m em (5.40)

possa ser negativo.

5.5 A Resolubilidade do Sistema Transposto

Inspirados em resultados provados em [4], exploraremos nesta se¢do a conexao entre
A -hipoeliticidade e resolubilidade global, com relagio aos espagos 7, (TV) e € ,(TY), para
sistemas de operadores em @(’ (T™) e seus respectivos transpostos, estendendo assim fatos
demonstrados em [3].

Sejam ay(z, D), ..., ag(x, D) elementos de D,/ (TY) e A = (ay(z, D), ..., aq(x, D))
o sistema dado pelos operadores mencionados. Entdo A age continuamente em & 4, (T"), atra-

vés da seguinte aplicagdo:
A:E4(TV) = (E4(TV))
o = (a(z,D)p,...,a.(x,D)p).

Estudemos a agdo de A*; dada u = (u1,us, ..., u,) € (2,(TY))", teremos

q

(u, Ap) = (uj,a;(z, D))

= Z(aj(x7 D>t(uj)v ©)

j=1
= (A, p).
Por conseguinte,
A (2 (TY)) = 2,(TY)

(up,. .. ug) + Zaj(x,p)t(uj).
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Suponha agora v € Z,(T) e u = (u1,...,uy) € (2/,(TV))? tal que Alu = v.
Quando f € £ 4(TV) pertence ao kernel de A, segue que

q

(v, f) = (Afu, f) = Y (a;(z, D) (uy), f) = Z%»%(% D)f) = 0.

Jj=1

Analogamente, quando v = (¢1,...,1,) € (E4(TV))" e p € £ ,4(TV) sio tais que Ap = 1),

ew = (wy,...,w,) € (Z,(TV))? é elemento de ker A", temos
q q q
(w,@b} = Z<wj7¢j> = Z(w]‘,aj(l', D)90> = <Z CL]‘(ZL‘, D)twj790> = <"4twa 90> =0.
j=1 j=1 j=1

Por conseguinte, concluimos que
1
ran A C (ker A")" eran A’ C (ker A,

0 que nos leva a seguinte

Defini¢do 5.32. Seja A = (ai(z,D),...a.(x,D)) um sistema formado por elementos de

D,/ (TV). Diremos que
1. A" é globalmente resoliivel em 9',(TN) se para toda v € 9’ ,(T") tal que
(u, f) =0, paratoda f € € 4(TV); Af =0, (5.54)

existir v = (v1,...,v,) € (2',(TV))? de modo que A'v = u. Isto é, se ran A" =

(ker A)".
2. A é globalmente resoliivel em (£ ,(T™))? se, para toda ¢ € (€ 4(TV))? tal que
(w, ) =0, paratodaw € (7' ,(TV))"; A'w =0, (5.55)
existir ) € & 4(TN) de modo que Ay = ¢. Isto é, se ran A = (ker A')™.

Nosso objetivo € provar que a . -hipoeliticidade global de A tem implica¢oes diretas
na resolubilidade global de A em (€ 4(T")) e de A" em 2, (T"). Para tal, adaptaremos o

conceito de operador (o, o)-hipoelitico, definido em [4], para 0 nosso contexto.

Definicao 5.33. Dada .# uma sequéncia peso, denotaremos por £ , = {ﬁn}neNo a sequéncia
peso dada por

l,=m,-n!, ¥Yn € Nj.



Uma Classe de Sistemas de Operadores Pseudodiferenciais 139

Nao € dificil verificar que .Z , satisfaz (1.1), (1.2) e (2.11). Além disso, pelo Teorema
122, € 4(TV) € €4, (TV).

Lema 5.34. £ ,(TV) C €4 ,1(TV) eainclusdo i : € 4,(TV) — Eg , 1(TN) é continua.

Demonstragdo. Pelo Teorema 1.34, queremos mostrar que € 4 ,(TV) C £, 1(TY), para todo

h > 0 e ainclusao

ip - gk///’h(TN) — 83%71(11]\[)
é continua. Seja f € & 4, (TV), tal que | f[l 4 = 1. Neste caso,
|Df(x)| < Bl myy - !, Yo e TV, Va € NY.

k
Como lim — = 0, existe ng € Ny de modo que k! > h*, para cada k > ng. Assim,

k—+oo k!

1D f(2)] < (||l my) - all = b - |a]!, Vo e TV, |af > ny. (5.56)

Se h < 1, podemos tomar ng = 0. Caso contrdrio, para os casos em que || < ng,

considere Cy = h™. Por conseguinte,
D f(x)| < R myy - ol < A" myy - ol < B Ly - !, Yo e TV, (5.57)
Portanto, decorre de (5.56) e (5.57) que £ 4(TV) C £, (TV)e
1Az, <™ 1fLans

comprovando a continuidade de iy,. O]

Definicdo 5.35. Seja A = (ai(x, D), ..., aq(x, D)) um sistema de elementos de ;" (T™).

Diremos que A é globalmente (£ , — . )-hipoelitico se satisfizer a seguinte condi¢do:
Vu € Ex ,,(TY), aj(z,D)u € E,(TV)Vj€ {1,2,...,q}, = u € &E4(TY).

Observaciio 5.36. E imediato que qualquer sistema globalmente .4 -hipoelitico também é glo-

balmente (£ 4 — M )-hipoelitico.

Lema 5.37. Seja A um sistema globalmente (£ , — . )-hipoelitico e I" o grdfico de
A:E4(TY) — (Sﬁ(TN))q.

Entdo T é um subespago fechado de £ ,(TV) x (€ 4(TV))".
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Demonstragdo. Para provar que I' é fechado, basta demonstrar que o conjunto € sequencial-
mente fechado (Lema 2.2 de [4]). Considere entdo {¢, }, .y uma sequéncia em E(TN) e um

par (p,v) € E2,(TV) x (€4(TV))?, de modo que

(ns Alpn)) = (,90) em Eg, (TV) x (E4(TY))".
Logo,
pn = pem 7', (TV) = A(p,) = A(p) em (2,(TV))".
Por outro lado,
Alpn) = v em (Z,(T))".

Pelo fato de (.@’//(TN ))q ser um espaco de Fréchet-Schwartz (ver [39]), o mesmo é
Hausdorff. Por conseguinte, A(¢) = 1, 0 que nos permite concluir que ¢ € & 4(TV), pela

(&L 4 — A ) hipoeliticidade global. Estéd provada a afirmacéo. ]

Teorema 5.38. Suponha A = (ay(x, D), ..., a,(x, D)) um sistema formado por elementos de

@b” (TN), que seja globalmente (£, — .# )-hipoelitico. Entdo valem as seguintes afirmagées:

* A é globalmente resoliivel em (£ ,(T™))".
o A é globalmente resoliivel em 9',,(T").
« Okernelde A: E,4(TN) — (€.4(TN))? é finitamente gerado.

Demonstragdo. De acordo com o que fizemos na Secao 1.4, podemos escrever

E2,(T") =lmEy, n, (TY),

n

com {h,} sendo uma sequéncia crescente, tal que h; = 1e lim h,, = +o0. Deste modo,

n€ENg n—-+oo

se A é globalmente (., — .#) hipoelitico, temos as seguintes propriedades:
« A:E4(TY) — (€4(TV))? é continua.
¢ E4(TN)C &gy, 1(TN)eainclusdoi: € 4(TV) < Eyx ,, 1(TY) é continua (Lema 5.34).
* O gréfico de A ¢ fechado como subespago de £, (TV) x (€ 4(TY))? (Lema 5.37).

Pelo Teorema 2.5 de [4], ker(.A) é finitamente gerado, provando a dltima propriedade
enunciada. Decorre também do mesmo resultado que ran(.A) é fechada em (£, (TV))?. Isto
nos permite concluir as duas afirmagdes através do Lema 2.2 de [4], finalizando a prova da

proposicao. L
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Corolario 5.39. Seja A = (a1(z,D),...,a,(x, D)) um sistema formado por elementos de

@ij” (TN). Se A é globalmente .# -hipoelitico, satisfaz as seguintes propriedades:
* A é globalmente resolivel em (€ ,(T™))".
o A é globalmente resolivel em 9’ ,,(T").
 Okernelde A : E4(TV) = (£.4(TN))" é finitamente gerado.

Em particular, isto vale para os sistemas trabalhados nos Teoremas 3.4, 4.2, 4.21, 5.21, 5.25 e

5.29, bem como para os Coroldrios 4.16, 4.17, 4.22 e 5.30.
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