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RESUMO

Neste trabalho estudamos a Hipoeliticidade Global de uma classe de operadores dife-
renciais lineares de primeira ordem no toro tridimensional. Comecamos caracterizando
completamente a Hipoeliticidade Global para operadores da forma 0 + by (t)0; + 1b20,
e a seguir procuramos responder as seguintes perguntas: se perturbarmos este opera-
dor por uma constante, o resultado se mantém? E se for uma perturbacao por uma
fungao suave? A resposta é afirmativa desde que o 0-ésimo coeficiente de Fourier destas

perturbacoes nao estejam em um certo conjunto de medida nula.

Palavras-chave: Hipoeliticidade global; Perturbacoes de ordem zero, Anélise de Fou-

rier; Distribuicoes periédicas.



ABSTRACT

In this work we study the Global Hypoellipticity of a class of first order linear differential
operators on the tridimensional torus. We start by characterizing completly the Global
Hypoellipticity for operators of the form 0 + b1 (t)9, + ib20, and then we try to answer
the following questions: the perturbations of this operator by a constant, remain Glo-
bally Hypoelliptic? What about the perturbations by smooth functions? The answer
is affirmative as long as the 0-th Fourier coefficient of these perturbations are not in a

certain null measure set.

Keywords: Global Hypoellipticity; Zero order perturbations; Fourier analysis; Periodic

distributions.
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INTRODUCAO

As Equagoes Diferenciais Parciais estao presentes nas mais variadas dreas das ciéncias e, em
grande parte destas, desempenham papel fundamental. Os fendomenos mais conhecidos que podem
ser descritos pelas Equacoes Diferenciais Parciais, e que motivaram o desenvolvimento de teorias ma-
tematicas sélidas, sao: a conducao do calor em uma barra, vibragoes transversais em uma corda e o
equilibrio de uma membrana sob agao de certas forcas. E do estudo das solugoes da equagao da condugao
do calor em uma barra, feito por Jean-Baptiste Joseph Fourier no século 18, que surgem as ferramentas
hoje bem conhecidas da Anélise de Fourier, que também sao essenciais neste trabalho.

Uma das propriedades das Equacoes Diferenciais Parciais é a Hipoeliticidade Global, que é
o tema deste trabalho. Este conceito, grosso modo, visa estabelecer sob quais condigdes as solugoes
de uma Equagao Diferencial Parcial sao “bem comportadas”. Para exemplificar o que isto significa,

podemos considerar uma Equagao Diferencial Ordinéria (EDO):

Se a é constante nao nula e f é uma funcao suave entao sabemos que as solugoes desta equagao tem a

forma

ou seja, as solucoes para esta EDO serao suaves sempre que f for suave. Todavia, no caso em que a é

uma funcao suave de t, isso segue sendo verdade? Se a é uma funcao estritamente positiva ou negativa

y(t)/ot

é solugao da EDO, caso contrério, isto pode ser falso. Se, por exemplo, fizermos a(t) =t e f(t) = 2,

entao é facil ver que isto é verdade, pois

fw),
a(w)d

para cada t € R, entao a EDO se torna em

ty' =2,
e se y fosse uma solugao suave da reta entao temos y’(t) = 2/t para cada ¢t nao nulo, mas por conta da
continuidade da derivada deveriamos ter
lim ¢/ (t) < +o0.
507 &) <+
Portanto, as solugoes nao podem ser suaves (na verdade ndo chegam nem a ser continuas). Mas, usando
a ideia de distribuigoes, é possivel verificar que a funcao

2inltl, t#0
0, t=0

Yo(t) =
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é uma solugao desta EDO, mesmo sendo descontinua. Em seguida, poderiamos nos perguntar se com

estas mesmas condicoes sobre a a equagao

ay' + Xy = f(t),

em que A é uma constante real, também possui solugoes suaves quando f é suave.

Este trabalho compreende o analogo das ideias contidas no exemplo acima, mas para Equagoes
Diferenciais Parciais sob o toro tridimensional. Consideraremos uma classe de operadores diferenciais
lineares de primeira ordem (desconsiderando a derivada de ordem 0), e veremos quais condigbes sao
necessarias e suficientes para que as solugoes sejam suaves quando a parte nao homogénea da equacgao for
suave. Depois, tentamos responder as seguintes perguntas: se perturbarmos um operador Globalmente
Hipoelitico por uma constante (inclusao da derivada de ordem 0) entéo este novo operador é Globalmente
Hipoelitico? E se a perturbacao for por uma fungao suave?

No primeiro capitulo fixamos as notagdes e estabelecemos os conceitos preliminares. Na Segao
1.1 definimos os operadores que trabalharemos e fixamos algumas notagoes. Na Secao 1.2 fazemos uma
pequena revisao das distribuigoes periddicas. Na Secao 1.3 trazemos as defini¢oes de Hipoeliticidade
Global e Resolubilidade Global, e, ainda mais, expomos os resultados sobre as séries de Fourier (parciais
e totais) que serdo tteis nos capitulos seguintes. Na Sec¢éo 1.4 definimos os nimeros de Liouville e uma
condicao diofantina que se relaciona a eles, e também, apresentamos alguns exemplos de niimeros que sao
irracionais nao Liouville. Por fim, na Se¢ao 1.5 enunciamos trés lemas que importam as demonstracoes
contidas nos capitulos em sequéncia.

O conteido do segundo capitulo é grandemente baseado no artigo [2], mas apresentado com
mais detalhes e algumas mudancas. Apresentamos condicoes necessérias e suficientes para que certos
operadores diferenciais lineares de primeira ordem (campos vetoriais) sejam Globalmente Hipoeliticos.
Nas Secao 2.1 e Segao 2.2 demonstramos a Proposicao 2.1, que trata da Hipoeliticidade Global. Na
Secao 2.3 apresentamos um corolario para a Proposicao 2.1 e alguns exemplos de operadores Globalmente
Hipoeliticos.

No terceiro capitulo estudamos a Hipoeliticidade Global dos operadores anteriores, mas per-
turbados por uma constante. Também, de modo a estender os operadores que sabemos ser Globalmente
Hipoeliticos, consideramos o caso em que a perturbacao é nao constante e um resultado sobre composicao
de operadores Globalmente Hipoeliticos. Na Se¢ao 3.1 demonstramos a Proposigao 3.1, que traz as
condigoes que sao suficientes para que os operadores perturbados sejam Globalmente Hipoeliticos. Este
é o resultado principal deste trabalho. Na Segao 3.2 trazemos um exemplo com operadores Globalmente
Hipoeliticos, segundo a Proposigao 3.1. Na Secao 3.3 provamos a Proposicao 3.2, que estende o resul-
tado da Proposicao 3.1 considerando a perturbacao nao constante. Finalmente, na Secao 3.4 incluimos

mais um resultado sobre composicao de operadores, de modo a estender mais ainda as possibilidades,
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juntamente com alguns exemplos.
O trabalho contém também alguns apéndices, que sao citados conforme a necessidade do

texto.
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Capitulo 1

CONCEITOS INICIAIS E NOTACOES

Neste primeiro capitulo, fixaremos algumas notagoes, relembraremos de alguns conceitos e
estabeleceremos os resultados que serao importantes para o decorrer do texto. Na Segao 1.1 definimos
o tipo de operador que trabalharemos e o que vem a ser o simbolo deste operador. A Secao 1.2 trata
de uma revisao de distribuigoes, onde também estabelecemos as notagoes que utilizaremos. A Segao
1.3 trata primordialmente das séries de Fourier (totais e parciais). Na Se¢ao 1.4 definimos os ntimeros
de Liouville, fornecemos algumas maneiras de obter nimeros nao Liouville e fazemos a relacao deste
conceito com certa condicao diofantina. Por fim, na Secao 1.5 foram expostos alguns outros resultados

que sao importantes para as demonstracoes contidas nos capitulos seguintes.

1.1 EDP’s e Notacoes

Vamos comecar fixando a notagdo que usaremos no decorrer deste trabalho. Um vetor da
forma o = (o, ..., ) € N é dito multi-indice de ordem |o| := a3 + ... + . Dado um multi-indice «

e um vetor = (21, ...,2,) € R” denotaremos

olelu(x)

[e% . . a1 Qp
D%u(x) := 78%?1... i oy ...8%u(x),
e R
e
al = oq!l...a,l.

Como neste trabalho trataremos apenas das Equagoes Diferenciais Parciais Lineares entao

comecaremos as definigoes a partir deste ponto.

Definigao 1.1. Uma Equacgao Diferencial Parcial Linear de ordem m em um aberto  do R™ € uma
equagao no formato

Pu=f,

com P sendo um operador diferencial linear, ou seja,

P= Z aq () D,

lor|<m
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com o € N, m € Ny e as fungdes a, estio definidas em €2, sendo que para pelo menos algum « tal que

|a| = m temos a, ndo nula.

No desenvolvimento deste trabalho faremos uso do conceito de simbolo de um operador dife-
rencial linear. Tal aparece em muitos momentos (em alguns casos implicitamente), e portanto, definimos

esta ideia a seguir.

Definigao 1.2. O simbolo de um operador diferencial linear P, como o da Defini¢cio 1.1, é dado por
P() = Y aa(@)(i€)",
lee|<m

com & € Z".

Neste texto estamos interessados nos seguintes operadores diferenciais parciais lineares de

primeira ordem

P =0, + iby (£)0y + iba(t)D,,

L:=P+ At ,z,y),

sendo by e by funcoes reais, suaves e 2w-periddicas, e, A é uma funcao complexa, suave e 27-periddica em
cada variavel. Além disso, as solucdes serdo procuradas em R? e também deverdo ser 27-periédicas em
cada uma das varidveis. Quando falamos em T? estamos nos referindo ao cubo [0,27]* com a topologia
induzida pelo espago quociente, resultante das identificagoes feitas com as faces e vértices do cubo (ver
p. 137 de [11]).

De acordo com a defini¢ao acima, os operadores P e L possuem como simbolos

P(§) = i€ — b1(t)&2 — ba2(t)&3

L(&) = i& — bi(t)& — ba(t)&s + A(t, ., y),

com & = (§1,62,83).

1.2 Distribuicoes

Um conceito base neste texto é o de distribuigoes, e portanto deve-se entender bem seu signi-
ficado e também como trabalhar com estas. Segue entdo uma pequena revisao que pode vir a ser util.
Chamaremos de distribuigoes sobre T™ (ou simplesmente distribuigao periddica) os elementos do espago
vetorial

P'(T") := {u : C>°(T") — R;u ¢é linear e continuo}.
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Levando em conta a dualidade entre distribuigoes e fungdes suaves, preferimos usar a notacao (u, f)
em vez de u(f). A continuidade de u significa que, se uma sequéncia {f;} C C°°(T™) converge para
a funcao nula em C'*°(T") entao (u, f;) converge para 0. O leitor deve estar atento ao fato de que a
convergéncia de C°(T") é a induzida pela métrica

1 pi(f—9)
d _ i < ACRN VA
9 j%wij(f—g)’

com pj;, para cada j € N, sendo a semi-norma definida em C*°(T™) por

p;(f) = sup [Df(z)|.

o] <j
lod=3

A convergéncia acima é equivalente a seguinte nocao de convergéncia, que pode ser mais simples de
se trabalhar em muitos casos. Dizemos que uma sequéncia de fungdes {f;} € C*°(T") converge em

C™>(T") se existir f € C*°(T") tal que D®f; — D f uniformemente, para cada o € Njj.

Exemplo 1.1. O nosso primeiro exemplo de distribuicao € a distribuicao § de Dirac, que é dada por
(6, f) = f(0), para cada f € C*°(T™). Sua importincia é devido a ela ser uma formaliza¢ao da “fun¢ao”
de Dirac, que é nula em toda reta mas na origem tem o valor +o0o (af estd o motivo das aspas). Tal
funcao aparece em uma grande quantidade de aplicacoes fisicas, podendo representar por exemplo uma
forca enorme sendo aplicada em um instante pontual.

Obviamente ela € linear, jd que, dadas f,g € C°(T™) e v € C temos

(f +79)(0)
f(0) +~g(0)
= {6, f) +7(d,9)

(6, f +79)

Para mostrar a continuidade, tomamos uma sequéncia {f;} C C*(T™) convergindo para a fun¢do nula.

Dai, temos que (6, f;) = f;(0) = 0, pois f; — 0 uniformemente.

Exemplo 1.2. Um dos mais importantes exemplos de distribuicao € o definido por uma func¢ao lo-
calmente integravel. Considere uma funcao v : R" — R localmente integrdvel a Lebesque, isto é, tal

que

/ o(y)ldy < +oo,
X

para todo conjunto limitado X C R™. Chamaremos também de v a distribui¢cao periodica definida por

(W, f) = . Y(y) f(y)dy,

para toda [ € C(T™). Claramente 1 estd bem definida e € linear, pois, dadas f,g € C*(T") ey € C
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tem-se que

W, f+v9) = /n Y(y)(f +7v9)(y)dy

/n V(y) f(y)dy +~ . Y(y)g(y)dy
(W, )+, 9)-

Para a continuidade, tomamos uma sequéncia {f;} C C>(T") tendendo para a fun¢do nula.
Dat, como 1 € localmente integrdvel entio f;(y)Y(y) — 0 em quase toda parte (aqui usamos o fato
de que se uma funcdao € integravel entao os pontos onde ela dd infinito estao contidos num conjunto
de medida nula). Ainda mais, temos que |f;(y)v(y)| < ClY(y)| em T", onde || € integrdvel também
(C vem do fato de f; — 0 uniformemente e destas funcdes serem todas limitadas por serem suaves e
periddicas). Pelo Teorema da Convergéncia Dominada (Ver p. 54 de [5])

lim(y, f5) = lim | (y)fiy)dy

J Tn

/ 0dy

= 0.

Note que esse exemplo justifica a utilizacao de (,) para aplicar uma distribui¢ao. Pois (¢, f)
poderia ser visto também como o produto interno entre ¢ e f.

Uma caracteristica interessante das distribuicoes é que conseguimos definir uma derivagao
mais geral, que se estende para quaisquer fungoes que sejam localmente integraveis, e ainda mais, para
distribui¢oes que nem podem ser obtidas de fungoes. Com isso, fungées que antes nao possuiam uma

derivada agora passam a ter.

Definicao 1.3. Seja o € Nj. Chamaremos de derivada de ordem |a| de uma distribui¢ao periddica

w € P'(T™) a distribuicdo que € denotada por D% e € definida por

(D%, f) == (=1)*Nu, D f).

Exemplo 1.3. Vamos ver o que acontece quando tomamos a derivada de uma distribuicdao que provém
de uma func¢ao que ja é derivdvel. Para simplificar, vamos considerar o caso unidimensional. Seja
P : R = R wma funcdo de classe C*. Entdo, sabemos que 1 define uma distribuicdo. Calculando a

derivada de primeira ordem temos
<1//7f> = (_1)<¢7f/>
= (- "(x)d
(1) [ @ (@)

- / @) (2)de
W, 1),
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para cada [ € C*°(T). A peniltima igualdade vem da integragdo por partes, e na dltima o leitor precisa
ter cautela, pois esta é a distribuicao definida pela derivada (como fung¢ao) da 1. Algumas referéncias
utilizam chaves para diferenciar a derivada da distribuicao e a distribuicao da derivada, e entdo teriamos
na verdade (', f) = ({¢'}, f). Portanto, a derivada da distribuicio ¢ € na verdade a distribuicao que
€ definida pela derivada da func¢do . Obviamente, a derivada foi definida da maneira que foi para que
isto acontecesse. A derivada de uma distribuicdo generaliza a derivada considerando a integracdo por

partes de uma fungao que nao € derivdvel (por meio de defini¢do).

Exemplo 1.4. Para mostrar o que foi citado de antemao, vamos considerar agora a funcdo 2m-periddica
P : R = R que é dada por ¥(x) = |x — «| em [0,27]. Sabemos do Cdlculo que esta fun¢ao ndio é
diferencidvel em x = 7, porém se olharmos do ponto de vista das distribuicoes podemos calcular sua

derivada. Vale, para cada f € C*(T), que

W.f) = —/TIx—W\f(w)dx
= x—7)f(x)dx — x—7)f(x)dx
/M< (@) /[m( ()
= - x)dx x)dx
S /W]ﬂ)
— (Hf),

sendo Hy a funcgdo 2m-periddica que em [0,2w] € dada por

-1, ze|0,m
H. () = [0, 7]
+1, z €[, 2n].

Lembrando que aqui estamos olhando para 1p como uma distribuicio em 2'(T), ou seja, as fungoes ficam

restritas ao toro.

Exemplo 1.5. Por fim, podemos efetuar a derivada de distribuicoes que nem sao representadas por

fungoes. Tomemos, por exemplo, a distribuicio de Dirac. Temos, para cada f € C*(T), que

(=161
= —f0).

(0, 1)

Vale comentar também que, mesmo fungoes com descontinuidades de primeira espécie (po-
dendo ter uma infinidade delas) quando vistas como distribuigoes sao derivdveis. Todavia, desviamos
desta parte, j4 que nao necessitaremos para o restante do texto. O leitor mais curioso pode encontrar
algo na referéncia [3], por exemplo.

Uma outra ferramenta que aparece com frequéncia quando trabalhamos com distribuicao é
o produto direto. Ele serd de grande utilidade quando necessitarmos construir uma certa distribuigao

para satisfazer o que desejaremos.
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Definicao 1.4. Dadas u € 2'(T™) e v € 9'(T"™), definimos a distribuicio u @ v € P'(T™+"2) pela

regra

(v, é(z,y)) = (1, (v, ¢(z,9))),

para cada ¢ € C°°(T™+"2). Chamamos p® v de produto direto de pn por v. Denotaremos por ji = ju(x)

para indicar que p € distribuicao com relagao a varidvel x € T™ .

1.3 Principais Definicoes e Séries de Fourier

Entre os diversos problemas que estao envolvidos com as equacgoes diferenciais parciais fazem
parte a Resolubilidade Global e a Hipoeliticidade Global de um operador diferencial. O primeiro destes
conceitos, neste texto, servird como uma ferramenta para obter resultados sobre o segundo. Vamos
definir o que s@o estes conceitos nesta segdo. Ainda mais, serdo apresentadas as séries de Fourier (Totais
e Parciais) e algumas proposigoes importantes para o trabalho. Aqui apenas enunciamos os resultados,

mas as demonstragoes podem ser encontradas em [16].

Definigao 1.5. Diremos que um operador diferencial linear P é Globalmente Hipoelitico (GH) em T3

seu € P'(T3) com Pu = f € C>(T3) implicar que u € C>(T3).

Definigao 1.6. Diremos que um operador diferencial linear P é Globalmente Resolivel (GR) em T? se

PC>(T3) = (kerP?)°.

Como a inclusio PC*(T3) C (kerP?!)° sempre ocorre, entdo podemos redefinir da seguinte

forma mais simples.

Definigao 1.7. Diremos que um operador diferencial P é Globalmente Resolivel (GR) em T? se, para
qualquer funcio f € (kerP')°, for possivel encontrar uma outra fungdo u € C®(T?) de modo que

Pu=f.

Como veremos mais adiante, esta definicao pode ser ainda mais simplificada, dependendo do
operador e das condi¢oes que estaremos supondo em cima deste. Ha aqui pelo menos trés problemas
imediatos. O primeiro deles é tentar descrever o espago (kerP')° de acordo com o operador que consi-
deraremos e de modo que nos seja conveniente. O segundo é em como relacionaremos u e f através da
equagao Pu = f, de forma que a descrigio que obtemos de (kerP!)° nos seja ttil. Por fim, precisamos
de uma forma de caracterizar as funcdes do espagco C°°(T?) que possa ser relacionada aos dois proble-
mas mencionados acima. Para lidar com estes problemas, a andlise de Fourier nos concede resultados
poderosos e é devido a ela, em maior parte, que conseguiremos extrair as conclusoes que desejamos. Por

isso, passaremos a definir quais as principais ideias que serao necessarias para este texto.
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Comecgaremos com as proposicoes e definigoes das séries de Fourier (totais) de uma fungao de

C>(T3).

Proposicao 1.1. Seja {a;}jczs uma sequéncia satisfazendo a condigdo de que para cada m € N existe

uma constante C > 0 tal que

C

la;] < =—mm
SV

para cada j € 73. Entdio,

f(z) = Z ajed”

JEZ3

define uma fungao em C>°(T3).

Proposicao 1.2. Seja f € C=(T?). Entdo,
fl@) =" a;e’”,
jezs

onde

1 .
a; = —= r)e ¥,
T 2n)3 Jps (z)
e, {a;}jezs € uma sequéncia que satisfaz a condigcao de que para cada m € N existe uma constante
C >0 tal que

|aj‘ < L-,a
(L4 5™

para cada j € 73.

Definicao 1.8. Seja f € C(T?). O nimero

1 —ij-x
a; = (27‘-)3/’11‘3 flx)e 7 *de,

€ dito j-ésimo coeficiente de Fourier de f. Quando j = (j1,j2,J3) usaremos a nota¢ao
f(j17j23j3) = f(]) = ay.

Note que os coeficientes de Fourier de uma funcio f € C*°(T?) ficam unicamente determinados
de acordo com as proposicoes acima. Caracterizamos, assim, as fungoes de C°°(T?) através de sequéncias
com indices em Z3 que satisfazem uma condicdo de decrescimento. Além disso, quando uma sequéncia
satisfaz estas condigbes presentes nestas primeiras proposicoes diz-se que ela é rapidamente decrescente
(ou que decresce rapidamente).

Resultados semelhantes podem ser provados para distribuigoes periddicas, mas com algumas

diferencas. Vejamos abaixo.
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Proposigao 1.3. Seja {a;};czs uma sequéncia que satisfaz a condigdo de que existem constantes C' > 0
em € N de modo que

la;| < CA+|5D)™,

para cada j € Z3. Entdo,

— LijeT
n= E aje

JEL?

define uma distribuicao em 2'(T3). Vale que
aj = Ty e ),
para cada j € 73.

Proposigao 1.4. Seja p € 2'(T?). Entdo a sequéncia {a;};ezs dada por

1 —ij-x
a; = (27‘()3<M76 ’ >7

para cada j € 73, satisfaz a condi¢do de que existem constantes C >0 e m € N de modo que
la;| < C(A+15)™,

para cada §j € Z3. Vale que

— LijT
w= g aje’ ™.

JEZ3
Definicao 1.9. Seja € 2'(T?). Entao, o nimero

1 o
aj = W(M»e )

é dito j-ésimo coeficiente de Fourier da distribuicdo w. Se j = (j1, j2,J3) usaremos a nota¢ao
i(j) = g, j2, Js) = ay.

Observe que vale de fato algo andlogo ao caso das fungoes suaves. Uma sequéncia que satisfaz
a condi¢ao embutida nestas duas tltimas proposicoes é dita ser de crescimento lento.

Seguiremos entao com as Séries Parciais de Fourier, que de certo modo também sao muito
semelhantes as proposigoes anteriores. Este conceito se faz presente tanto com relagao as fungoes como

com distribuigoes.

Proposicao 1.5. Seja {fi}rezz uma sequéncia de fungoes em C°(T) satisfazendo a condigao de que

para todo v e m naturais, existe C'(a,m) > 0 de modo que

(D fr(O)] < C(L+ k)™
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para todo k € Z? et em T. Entdo, a funcio f:R?> — C dada por

[t my) = Z fr(t)et* @)

keZ?

estd bem definida e pertence a C*°(T3). Acima, k- (x,y) € o produto escalar entre k e (x,y), isto é, se

k = (k1,keo) entao k- (z,y) = k1x + kay.

Proposicao 1.6. Dada uma funcio f € C°°(T?) entdo

fltooy) = 3 fult)et @),

kezZ?

sendo f, € C>(T) dada por
)= — t k(@) dady.
fk() (277')2 /H:Qf(vxvy)e xray
Além disso, vale a condi¢ao de que para todo o e m naturais, existe C(c,m) > 0 de modo que
D fi(t)] < C(A+[k[)™™
para todo k € Z? et € T.

Definigao 1.10. Dada uma fungdio f € C=(T?) e (&,n) € Z?. Entdo,

f(t7 6) 77) = (271]_)2 /]r2 f(t, x, y)e_v(éx"‘m’)dxdy

é dito (£,m)-ésimo coeficiente parcial de Fourier de f com relagao a (x,y). Note que cada coeficiente €
uma funcgao definida em T. Também, para cadat € T a sequéncia {f(t, &M }emezz € dita transformada

parcial de Fourier com relagao a (x,y).

As duas proposicoes acima nos fornecem uma outra caracterizacio para funcoes de C°(T3).
Ou seja, sempre que quisermos mostrar que uma fungao estd em C°°(T?3) podemos mostrar que seus
coeficientes parciais de Fourier (podemos calculd-los mesmo que f ¢ C°°(T?)) satisfazem as condigdes
pedidas na Proposi¢do 1.5, e sempre que tivermos uma fungao de C*°(T?) j& sabemos que ela deve
satisfazer essas condi¢oes também.

Resultados andlogos ocorrem para as distribuicoes periédicas, como veremos em seguida.

Proposicao 1.7. Seja {uk}rezz uma sequéncia em P'(T) que satisfaz a condi¢ao de que existe C > 0

em €N de modo que

(s £ < Cpm (F) (L [ED™,

para cada f € C(T) e k € Z*. Entao,

p= 3 ) e 7(1%)

kez?
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Proposigao 1.8. Seja u € 2'(T?). Entao, vale que
p=Y ()t o),
kez?

sendo py, € 2'(T) dada por

1

(b, f(1)) = W(M Ftyemtew),

para cada € C(T). Mais ainda, a sequéncia {{ug, f)}rez2 satisfaz a condi¢ao de que existe C' > 0 e

m € Ny de modo que

(s )1 < C(A+[R)™,

para cada k € Z2 (€ dito nesse caso que a sequéncia é de crescimento lento também).

Definigao 1.11. Dado u € 2'(T3) e (£,m) € Z* entdo u(t,€,m) € 2'(T) que € definido por

<ﬁ(t7 & 77)7 f> = <u’ f(t)efi(§z+ny)>’

(2m)?

para cada f € C(T), é dito (§,m)-ésimo coeficiente parcial de Fourier da distribui¢ao u com relagao a

(z, ).

Para acostumarmos com as notagoes e com essas ideias vejamos dois exemplos em que calcu-

laremos as séries parciais de Fourier de distribuigoes.

Exemplo 1.6. Tomemos a distribui¢do de Dirac § € 2'(T?) que é dada por (6, f) = f(0), para cada
f € C(T?). Vamos calcular entio 6, € 2'(T) de acordo com a Proposicio 1.8. Temos entdo, para

qualquer fungao ¢ € C°(T), que

) = o (5 G(t)e @)

)32

—~
[\

o(t)
(2m)?
podemos escrever

Portanto, 0y = (5(t) € a distribuicdo de Dirac apenas na varidvel t), para todo k € Z*. Assim,

5= ) k(e

et (2m)?

Vamos testar se de fato a igualdade se confirma (também para mostrar como se calcula com uma
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distribui¢do neste formato). Vale, para g € C*°(T?), que

o(t) ot .
<Z (2(71_))261k(z7y)7g(t7x7y)> = Z <(2§r))2’/ g(t7x7y)61k(I7y)dmdy>
kez? kezZ2 T2
1 )
= > 9(0, 2, y)e™ ) dady
(2m)? /Tz
keZ?
= > 4(0,k)
keZ?
= 9(0),

sendo G(0, k) o k-ésimo coeficiente parcial de Fourier de g com relagdo a (z,y) (para consequir a dltima
igualdade basta escrever a série parcial de Fourier de g com relagdo a (x,y) e aplicar em 0 dos dois

lados).

Exemplo 1.7. Vamos considerar agora uma distribuicao periodica definida por uma func¢ao para ver
o que ocorre. Por simplicidade, tomemos a funcao ¥ (t,z,y) = ¢, com ¢ € R. Ou seja, a distribuicdo

periodica i € dada por

W) = [ Wlta) f(a)drdody

c | f(t,z,y)dtdzdy.
T3

Agora, de acordo com a Proposi¢do 1.8 temos, para cada g € C*°(T), que

1
2m)?

= )2 /TS g(t)e™F @Y dtdrdy
C .
t)dt —ik(Y) dr.d
2 /T g(t) /T e xdy
g(t)dt
). 9)

(. g(t)e= ™)

<wkag>

—~

o

@

I

o
<
L

—~

caso k =0, e, caso seja k # 0 entao claramente a igualdade se anula. Portanto,
b= 57 GHer Y = go(t) = p(t).
kez?

Uma coisa que deve ficar clara quando operamos com as séries parciais de Fourier de uma
distribuicdo é que o produto ji(t,&,n) - €& 1) com fi(-,€,n) € 2'(T) e e!E=+m) ¢ 9'(T?), nio deve
ser entendido como o produto usual. Caso fi(+,&,n) fosse uma distribuicdo dada por uma funcao de ¢
entao a notagao de produto faz sentido, porém se nao é isto que ocorre entao uma notagao melhor para
o produto seria fi(+,&,1) ® e €x+ny) - Mas podemos usar a primeira notacdo, com o ¢ para indicar que a

distribuicao é com relagao a variavel ¢ apenas. Dito isto, nao havera perigo de confusao.
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1.4 Numeros de Liouville e Condicao Diofantina

Nesta secao apresentaremos os nimeros de Liouville e as condigoes diofantinas que serao ne-
cessarias para o desenvolvimento dos resultados deste texto. Dados a e ap niimeros reais, consideremos
o operador

P .= 8,5 + iOélam + iOLQay
cujo sfmbolo é P(x) = iT — 1€ — agn, se x = (1,£,1m) € Z3.

Definicao 1.12. Dizemos que o € R\Q ¢ um nimero de Liouville se, para cadan > 0, existem infinitos

racionais p/q (com p € Z e ¢ € N) de modo que

Defini¢ao 1.13 (condicao (DC) para o operador P). Diremos que o par de nimeros reais (o, as)

satisfaz a condi¢ao diofantina (DC) se existem constantes C' > 0 e v > 0 tais que
[P(X)| = |7 +i(§er +naz)| > C(|7[ + [€] + n]) 77,
para quaisquer ternas de inteiros x := (1,&,m) # (0,0,0).

Observe que a condicao acima depende do operador P que estamos considerando. E f4cil ver
como esta condicao pode ser generalizada para o caso n dimensional.

Nao ¢ dificil provar os lemas abaixo, mas, apenas a Proposi¢ao 1.9 serd demonstrada, por
se tratar do resultado principal desta segao e que nos serd muito importante nos préximos capitulos.
Também, esta proposicao pode parecer de maneiras diferentes em outros lugares e até mesmo incorpo-
rada diretamente nas demonstragoes de outras proposi¢oes. Por isso, pode ser interessante, e necessario,
que o resultado esteja estabelecido com clareza aqui. As demonstragoes dos Lema 1.1 e Lema 1.2 podem

ser encontradas em [15].

Lema 1.1. O ndmero o € R\Q € de Liouville se, para cada n > 0, existe uma sequéncia de racionais

distintos,{pj/qj}jeN, com p; € Z e q; €N, de modo que

WP

4;

L

<=,
45

para cada j € N. Além disso, podemos supor q; > 1 e qj — +00 quando j — +oo.

Lema 1.2. Se a € um irracional nao Liouville entao existe N > 0 tal que

para cada p € Z e q € N.
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Proposicao 1.9. Um par de nimeros reais (x,y) satisfaz a condi¢io (DC) se, e somente se, tem-se

x-y#0 ex/y éum irracional nao Liouville.

Demonstrag¢ao. (=): Supondo inicialmente que vale a condi¢ao (DC) para o par (z,y) entdo, se x = 0,

fazendo 7 = 0 e n = 0, obtemos que

0>ClE™,

onde C' e 7 sao positivos. Portanto, a terna (0,1,0), por exemplo, nao satisfaz a desigualdade da
condicao (DC), o que é uma contradigao. Analogamente, quando y = 0 chegamos em um absurdo.
Podemos passar a supor que x # 0 e y # 0. Se y/x fosse um nimero racional, bastaria

considerar a terna (0, —y,x) e dai

C
[T+ i€z +ny)l = ImyllE/n+y/z| =0 < s
(7l + 1€l + Inl)”
o que contradiz a condigao (DC). Vamos supor entao que a = y/x seja um nimero irracional de Liouville.
Sejam v e C' numeros reais positivos. Como « é um numero de Liouville entao, pelo Lema 1.1, para

v+ 2 existe uma sequéncia {(£;,7;)}jen C Z?, onde podemos supor que 7; > 1 e que 1; — +00, tal que

& L
a— —| <
. Y427
1j j
para cada j € N. Considerando daf os pares ( ;‘,nj) onde £ = —¢§; para j € N, temos que
I
_
1
"

Como n; — 400 entao existe j; € N tal que se j > j; entao

]

¥+2
Wi

< 1.
Portanto, quando j > j; temos que

& x| = |njyl < 1§52+ nyl

< |njl,

que nos da
&5 2] < [ns| + [n;yl,

que por sua vez equivale a

o njl
1€ < m+|77j||04|~

Com tudo isso, obtemos que

. 1 1
|m+M<m(ﬂﬂw+mwm(HxﬁM)
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desde que j > j;. Elevando ambos os lados por v + 1 e arrumando a desigualdade segue que

1 (lof + 1+ 1/[z) (la) + 1+ 1/|x])7 L 1

[ |7+ (& 1+ g+ ) g5+ Ins)

Agora, observe que por |£7| + |n;| — +00, quando j — +o0, vale que

1 1 y+1
P G Vi i
j=+oo (&5 + Insl)

Logo, existe js € N tal que quando j > js tem-se

jzl(le +1 + 1/]2)7*

C.
@+m)

Portanto, para j > max{ji, jo} segue que
|§)‘F$+77’y| <A I ne
! ! (€51 + ;1)
Mas isso contradiz a condigao (DC) pois para cada v e C positivos existe uma terna (7, &, 1) = (0,&5,7;)

tal que
¢
(Il + 1€l + Inl)*

Na verdade, observe que mostramos existir nao sé6 uma terna mas sim uma infinidade delas. Isso

7 +i(x +ny)| <

termina a demonstracao de que se o par (x,y) satisfaz a condicao (DC) entao x -y # 0 e y/x é um
nimero irracional nao Liouville.
(«<): Por fim, vamos provar a reciproca, de maneira direta. Ou seja, vamos comegar supondo
que x -y # 0 e y/x é um irracional nao Liouville. Entao, pelo Lema 1.2, existe N > 0 de tal forma que
1
y_ &l

2l

para todo £ € Z e € N. Portanto, para (7,&,7n) € Z2 x N obtemos

I +i(€x +ny)|

>

|z[/2
(7l + [l + InhN

onde a ultima desigualdade vem do fato de que |n|™ < (|7] + [£] + |n))V.

>

Para o caso em que 7 percorre os inteiros nao negativos basta notar que podemos incorporar
o sinal em & na fracao £/, pois este ainda continua percorrendo todos os inteiros. Neste caso, vale a

mesma desigualdade que acabamos de mostrar.
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Falta ainda os casos em que temos (7,&,7) € (Z? x {0})\(0,0,0). Assim sendo, vale que

. B _ 1 || |z|/2
7+ ir )l =7+ ige] > S+ ) 2 55 2 e

onde a tltima desigualdade vem do simples fato de que (|7] + [£] + )V > 1.
Conclui-se entao que existe N > 0 e C :=|z|/2 > 0 de modo que vale

C

|7+ i(Ex +ny)| > (|7 + |€] + [nhN

para cada terna de inteiros (7,&,n) # (0,0,0). Provamos a condigdo (DC) para o par (z,y).
|

Assim, podemos transitar entre as duas defini¢oes o quanto nos for conveniente. Mas, precisa-
mos ainda de uma forma de encontrar nimeros irracionais que nao sejam Liouville, pois estes nimeros
serao os que nos darao exemplos de operadores Globalmente Hipoeliticos nos proximos capitulos. O

préximo resultado cede uma porgao de exemplos.
Proposi¢ao 1.10 (ver Teo. 1.13 de [9]). Todo nimero de Liouville é transcendente.

Lembramos que o conjunto dos nimeros transcendentes é o complementar (nos complexos)
dos numeros algébricos. Por sua vez, um ntimero algébrico é qualquer niimero complexo que é raiz de

um polindémio nao nulo com coeficientes inteiros.

Exemplo 1.8. Consideremos os polinomios da forma

onde q é um nimero primo. Sabemos que as raizes deste polinomio sGo 0s nimeros irracionais T = \/q.
Como x € raiz do polinomio p entdo nao € transcendente, e consequentemente, também nao € Liouville.
Ainda mais, se v = a/b € Q entao também vale que x = r - \/q € nao Liouville. Basta considerar o
polinomio

po(z) = b*2? — qa®.
Podemos estender as possibilidades cada vez mais. Note que q ndao precisa ser de fato primo para a
raiz ser irracional. Também, podemos considerar poténcias maiores. Vdrios outros exemplos podem ser

encontrados na referéncia [12] e nao sao complicados de obter.

Exemplo 1.9. Alguns ezemplos de nimeros nao Liouville sao relativamente recentes. Também, servem
como contra-exemplo para a reciproca da proposi¢ao anterior. Os mais famosos sao 0s niumeros T e o
de Euler e. Além de ambos serem transcendentes também sao nimeros nao Liouville. A prova para este
fato demanda um esforco considerdvel e detalhes das provas e mais informacgoes podem ser encontradas

nas referéncias [9] e [14].



Capitulo 1. Conceitos Iniciais e Notagoes 27

1.5 Outros Resultados Importantes

Alguns resultados concernentes ao caso bidimensional sdo importantes para a demonstragao
dos casos de dimensao superior. O lema seguinte, cuja demonstracao pode ser encontrada na referéncia

[6], é um desses resultados.

Lema 1.3. Seja o € R. O operador P = 9, + ady, é Globalmente Hipoelitico em T? se, e somente se,

« € um numero irracional nao Liouville.

O lema a seguir nos dispoe de mais um resultado em dimensao dois. Sua demonstragao se

encontra em [7].

Lema 1.4. Consideremos b € C°(T) uma funcao real e P um operador diferencial definido por
Entdo, P é Globalmente Hipoelitico em T? se, e somente se, b nio € nula e ndo muda de sinal.

Um outro resultado mais técnico, cuja importancia é grande nas demonstragoes deste trabalho,

é o seguinte.

Lema 1.5. Sejam g e h fungoes R-linearmente independentes em C°(T;R). Entdo, existem p e q

inteiros nao nulos, com p # q de modo que a fungao real ¥ definida em T dada por 1 (t) = pg(t) + qh(t)

muda de sinal. Ainda mais, se gy := fsﬂg(t)dt e hy == OQTF h(t)dt nao sao nulos, entao podemos
encontrar p e q inteiros de forma que
2m
| vote)+ anterar 2o,
0

A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [2].
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Capitulo 2

HIPOELITICIDADE GLOBAL NO TORO T3

Neste capitulo estudaremos a Hipoeliticidade Global no toro T® do operador diferencial linear
P = 0y 4 1b1(t) 0y + b2 (t) 0y,

sendo by,be € C*°(T) fungoes a valores reais. Nas Secao 2.1 e Segao 2.2 lidamos com a prova da
necessidade e suficiéncia, nesta ordem, da Proposi¢ao 2.1 enunciada abaixo, enquanto que na Sec¢ao 2.3
veremos uma consequéncia direta desta proposigao e alguns exemplos de operadores diferenciais lineares

Globalmente Hipoeliticos em T3.

Proposicao 2.1. Sejam bi,by € C(T) fungdes a valores reats. O operador P = 0y +1ib1 ()0, +1ib2 ()0,

¢ Globalmente Hipoelitico em T? se, e somente se, as sequintes condi¢des sao satisfeitas:
e as funcoes by e by nao sao nulas;
e by e by nao mudam de sinal;
e by e by sao R-linearmente dependentes;
e 0 par (big,boo) satisfaz a condigao (DC).

Os nimeros byg e bay sdo definidos por

1 2w

bjo == o ; b;(t)dt, para j =1,2.

Os valores byg e byg sao os 0-ésimos coeficientes de Fourier das fungoes by e bo. E comum
adicionar o subindice 0 a uma funcao da reta para denotar seu 0-ésimo coeficiente de Fourier. Faremos
uso desta notacgao.

Lembramos ao leitor que a condi¢do (DC') é correspondente a Definigdo 1.13 da Segao 1.4. O
Apéndice E (p. 61) traz ainda outra condigao, denotada (DC*), que serd utilizada na demonstragao da

Proposigao 2.1.

2.1 Demonstracao da necessidade da Proposicao 2.1

Comegaremos utilizando a contrapositiva. Digamos que seja by = 0. Neste caso, o operador
se reduz a
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Em seguida, definimos a distribuigao periédica u dada por

27 27
<u,¢>=/0 ; #(t,0,y)dtdy,

que é na verdade a distribuicao 1(¢,y) ® d(z). Temos que Py = 0, pois

<P/*"a¢)> = _</’[’aP¢>
_ / ! / " Po(t, 0, y)dtdy

2
/ (O + ibs(1)0,)(t, 0, y)dtdy
0
2T 2
_ / / 16(t,0, ) + iba(£)D,6(t, 0, y)dtdy
0 0
21T 27 27 21
- / / Br(t, 0, y)ddy — / / b2 (£)0, (£, 0, y)dydt
0 0 0 0

para cada ¢ € C*°(T?), sendo que a ltima igualdade vem do fato de ¢ ser periédica em ¢ e y (e claro,

do Teorema Fundamental do Célculo). Entretanto, vale que u € 2'(T3)\C>(T?), pois

~ 1 —i(7 x
p(r.&m) = = (p, e i Ert))

(2
2w 27
/ / e*i(TtJrny)dtdy
0 0

)

1

2n)P

1
27’

para T = n = 0 e para todo £ € Z. Dai, se {/i(7,&,n)} fosse uma sequéncia rapidamente decrescente,

entao existiria uma constante C' > 0 de modo que

< ¢ ,
T 7 1l + 1]

la(r,&,m)

para (1,&,m) € Z3. Em particular, quando 7 = 1 = 0 e fazendo ¢ — +oo temos [1(0,&,0) — 0.
Uma contradicdo, ja que 1(0,£,0) = %, para todo & € Z. Com isso, provamos que P nao pode ser
Globalmente Hipoelitico em T3.

No caso em que by = 0 a prova é analoga, bastando adaptar cada parte da prova para a
variavel correspondente.

Continuaremos procedendo pela contrapositiva para demonstrar as demais condi¢ées. Vamos
supor que b; muda de sinal. Se isto ocorre entdo o Lema 1.4 garante que o operador P; = 0y + by (t)0,,
nio é Globalmente Hipoelitico em T?. Portanto, existe v € 2'(T?)\C*(T?) tal que Pyv := f € C>(T?).
A estratégia é considerar a distribuigao v(t,z) ® 1(y) € 2'(T?), pois a parte da varidvel y nos permite
progredir ao operador P mudando pouco a fungao f e por v ¢ C*°(T?) entdo v(t,z) ® 1(y) ¢ C>°(T3),

como sera acertado a seguir.
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Primeiramente, temos para cada ¢ € C°°(T?), que

(Plv(t,x) @ 1(y),¢) = —Ww(tz)@1(y),Po)
—(v(t, ) @ 1(y), 01 + iby (£) D + b2 () Dy )
= —(w(t,x) @ 1(y), ib2(t)9y¢) + (v(t, ) @ 1(y), D¢ + b1 (£)0:))
—(v(t, ) @ 1(y), By + iby (£)0u )
—{v(

v(t,z) @ 1(y), P1o)

- <1/ t,2) /P1¢dy>
<1/ (t, 2) P1/¢>dy>
— {pPwitn), /T ¢dy>

(f(t,2), (1(y), 8))
(f(t,2) @1(y), ).

Agora, é claro que f(t,z) ® 1(y) € C°°(T?3), pois esta é na verdade a prépria funcao f vista
como se possuisse as trés varidveis (¢, x,y), mas invariante com relacao a y.

Basta mostrarmos agora, que de fato, u = v(t,2) ® 1(y) nao pertence a C*°(T?). Com esse
objetivo em mente, vamos olhar novamente para os coeficientes de Fourier de . Temos, para n = 0,
que

ﬂ(T7 ga 0) - (27::-)3 <’u7 e_i(7t+§$)>

= Gl )
™

= (18

—_

—

Como v ¢ C*(T?) entdo existe m € N tal que para cada C > 0 vale, para algum par

c C

A~ O :" =
(&0l =100 > G T ~ AT T

ou seja, isto nos diz que a sequéncia {/i(7,£,7n)}zs também ndo pode ser rapidamente decrescente.
Provando o que queriamos, isto é, que P nio pode ser Globalmente Hipoelitico em T2.

Novamente, o caso em que b, muda de sinal é totalmente andlogo, e portanto P nao pode ser
Globalmente Hipoelitico neste caso também.

Para provar as demais condigoes podemos supor que by e by nao se anulam totalmente e que
nenhuma das duas muda de sinal, pois caso contrario ja vimos que P nao é Globalmente Hipoelitico
em T3. Seguimos em frente com a prova, pela contrapositiva, para demonstrar que se P é Globalmente

Hipoelitico entao by e by serao R-linearmente dependentes.
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Vamos supor que by e by sejam fungdes reais R-linearmente independentes. A prova consistira
em procurar uma fungao f € (ker(P?))°, que esteja em C°°(T?), tal que a equacio Pu = f nio possua
uma solugao em C*°(T?).

Comecamos usando o Lema 1.5. Por b; e by serem R-linearmente independentes, existem
inteiros nao nulos p e ¢ com p # ¢, de modo que a fungdo ¥ : T — R dada por ¥ (t) = pby(t) + gba(t)
muda de sinal. Além disso, por by e by serem nao nulas e ndo mudarem de sinal entdo byg # 0 e byy # 0,
e ainda pelo Lema 1.5 temos que Wy = pbig + gbag # 0. Podemos supor, sem perda de generalidade,
que seja ¥y = pbig + gbop < 0.

Definiremos entdo a funcao H : [0,27]?> — R dada por

Hew = [ v

cuja expressao aparecerd algumas vezes mais adiante. Como H é uma func¢ao continua entdo podemos
definir

M := H(xo,y0) = 0<I;13><<2WH(x,y).

Por ¥ mudar de sinal entdo existe um ponto ty em que esta funcdo é positiva. Como ¥ é
continua existe um intervalo (to — d,t0 + d) (§ > 0) em que ela é positiva. Fazendo x =dey=1tg+9
obtemos

to+6
M > H(z,y) = / U(s)ds > 0.

to

Portanto, podemos considerar M > 0.

Vamos construir uma fungao f € C°°(T?) a partir de sua série parcial de Fourier. Para isto
escolhemos uma sequéncia de fungdes em C*°(T) satisfazendo as condigdes da Proposicao 1.5. Seja,
entao,

F(t, tp, tg) == =M,

para £ > 1 inteiro, e 0 no restante dos coeficientes. Note que pelo Teorema de Taylor, para cada m € Ny,

tem-se
xm
et > —,
— m!
para cada z > 0, ou ainda,
m!
et < —,
S om

para cada x > 0. Como ¢M > 0, para ¢ > 1 inteiro, entao temos

m! _ mi(p|+ lg)™
(earym™  (eMy™(Ipl + lah™

(. p, Lg)| = e <

m
m!(|p| +1ql)
M '
observe que os coeficientes se anulam e portanto nos livra da necessidade de analisar o caso. Com isso,

Basta, portanto, tomar C' > 0 da Proposicao 1.5 como C = No caso das derivadas
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temos provado que a fungao f definida por

f(t7 Zz, y) = Z effMei(lszquy)’
>1

estd em C°(T3).
Agora, se u € 2'(T3) satisfaz a equacio Pu = f entdo usando séries parciais de Fourier nas
variaveis x e y obtemos

plt,z,y) = >t & n)e ),
§mEL

e portanto devemos ter (pela unicidade de representacao da série de parcial de Fourier e por P ser

continuo) que

Pu=f < Y Pa(t,&me &t = 3" f(t,& n)ertm
IS EnEL

= Ot &,m) — (€bi(t) + nba(t)iu(t,€,m) = f(t.&,n)

Nos deparamos entao com uma familia de equagoes diferenciais ordinédrias de primeira ordem.
Observe que nos casos em que (£,7) # (€p,£q), com ¢ > 0 inteiro, as tUnicas solugdes das EDO’s seriam
a funcao identicamente nula (pois estamos supondo pbig + gbay # 0). Entao reduzimos a familia de

equagoes que estudaremos para
Ouia(t, tp. Lg) — L(pby () + qba(1))(t, Lp, ba) = f(t. lp. Lq), (2.1)
com ¢ > 0 inteiro. Pelo Apéndice B (p. 56), podemos olhar para as equagoes
Ot lp, Lq) — LW ou(t, bp, Lg) = e~ Lo W(@)dw=ot] {4 g 1g), (2.2)

e como estamos supondo que ¥y < 0 entao segue que {¥, == 0, para ¢ > 0 inteiro. Podemos entao
utilizar o Apéndice D (p. 58) para garantir que as equagoes em (2.2) possuem unica solu¢ao em T dadas
por

1 o - :
v(t, lp, lq) = T oatis /0 e~ \Il(w)dw—\I/ot)f(t — 5,0p, Lq)ds,

para cada ¢ > 0 inteiro. Com isso, as tinicas solugdes em T para as EDO’s em (2.1) sao dadas por

,ll(t,ﬁp, Eq) _ e[(fot \I/(w)dw—\llot)y(t’ Zp, Eq)

1 27 . ] o
= HW/ et s O (5, tp, Lg)dis
0

1 o
_ / e@ ft—s \I/(w)dwe—éMds
0

1 _ g2nl¥g
1 o {(M—H
— — ’t
717_6%4%/06( = ds,

para £ inteiro positivo.
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O que fizemos até aqui é mostrar que se uma distribuicao periédica satisfaz a equacao Pu = f
entao seus coeficientes parciais de Fourier devem satisfazer as condigoes acima. Com base nas condi¢oes
que encontramos vamos definir a soma abaixo como sendo a p que precisamos, que devera satisfazer

€ 2'(T3\C>(T?). Definimos

plt,,y) =Dt Ip, Lg)e ey,
eN

com
. 1 21 B s
M(t7fp’£q) = HW\IIO/ e L(M—H( ’t))dS,
0

para cada £ € N.
Vamos mostrar que p € 2'(T?). Para isto vamos utilizar a Proposigao 1.7. Antes, observe

que fi(t, lp, Lq) € C(T) (pois H(s,-) ¢ C*°(T)). Vale que

) 1 2w p2m B (s
(@t bp, Lq), )| = m /0 /0 e M —H( ’t))¢(t)dsdt
2 2m
< |17627rl\1/0|/0 |¢(t)]dt
(2n)?
< Tz 19l

sendo que a primeira desigualdade vem do fato de que M — H(s,t) > 0, e entao a exponencial dentro
da integral fica limitada por 1, e, a segunda desigualdade decorre de 1 — e2™¥° ser positivo e maior ou
igual que 1 — e>™*¥o para cada ¢ > 0 inteiro, j& que ¥y < 0. Com isso, podemos usar a Proposicio 1.7
com m = 0 (os demais coeficientes de Fourier de p s@o nulos e satisfazem trivialmente a desigualdade
acima), de modo que pu € Z'(T?).

No caso em que ¥y > 0 a prova é analoga. Basta considerar dai a outra solugao equivalente

que aparece no Apéndice D (p. 58), isto é, considerar

1 m _ "
y(t7£p’ Eq) = m/ e*E\I/osff(jOJr \I/(w)dwf‘llo(tJrs))f(t + s, fp, Eq)ds,

0

e desenvolver do mesmo modo a partir disto.
Precisamos, por fim, mostrar que u ¢ C°°(T?). Usaremos a Proposicio 1.6 para isto. Consi-

derando novamente que ¥y < 0, temos para um ¢, particular que
1 o oM—H
Alto, . 00| = Ty /0 et ds
2m
> / e tM—H(s,t0)) q4
0
Definimos entao a funcao o : [0,27] — R dada pela lei

o(s) =M — H(s,tg).
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A funcao satisfaz o(sg) = 0 e vale também que ¢’(sg) = 0, jd que sp é um ponto de minimo
de 0. Podemos entao usar a Férmula de Taylor com resto de Lagrange em o (em torno de sg) para
garantir que

7(s) = 50" ()5 — 50)",

o (C)
2

para ¢ € (sp, s). Note que o ntimero depende na verdade de s, pois ¢ depende de s (analise com
cuidado o Teorema de Taylor contido na Secao 8.4 de [10]).

Como a fungao ¢’ é continua em [0, 27] entdo ela é limitada por uma constante C' > 0, de
modo que para qualquer s € (sg — €, 89 + €) com 0 < € < 1 suficientemente pequeno teremos
a'(c)(s — s0)? - C(s—sp)?

< — s0)2.
5 < 5 < C(s—s0)

o(s) =

Na verdade, podemos considerar que C' > 1.
Portanto, segue que

—lo(s) > —C (s — s9)?,

e entao

e—@C(s—so)2 < e—éo(s).
Dai, obtemos, para cada ¢ > 0 inteiro, que

27
|iu(to, tp, Lq)| > / o —LC(s=50)% g
0

So+e€ 5
/ eféc(sfso) ds.
s

0—€

Y

Fazendo a mudanca de varidaveis w = s — sg segue que

So+e€ 5 “+e€ 5
/ e tC(s=s0)" g 2/ e 0w s,
sog—€ —€

Pelo Apéndice A (p. 56) vale que

+e€
/ e—Zszds > %’
e Vi

com C¢ sendo uma constante positiva que ndo depende de £. Assim, teremos

=8

Ainda mais, note que

V<V pl + gl < (1tp| + |€g])? < (1 + |ep| + |€q])>.

Como consequéncia
Ce

i(to, lp, Lq)| > ——————.
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Contrariando entdo a Proposigao 1.6, de modo que p ¢ C°°(T?). Portanto, P nao pode ser Globalmente
Hipoelitico em T3.

Provamos até entdo que se P é Globalmente Hipoelitico em T® entdo b, e by nio sio nulas,
nao mudam de sinal e sdo R-linearmente dependentes. Resta mostrar ainda que o par (byg, bag) satisfaz
a condigao (DC). Podemos para isto supor que sao véalidas as condigoes acima, que ja provamos.

Por by e by serem R-linearmente dependentes, entao existe uma constante real 5 # 0 (pois by

e by sdo nao nulas) tal que by (t) = by(t). Agora, integrando dos dois lados da igualdade obtemos

2

By (w)dw = /27r bo(w)dw,
0

0

ou seja,
b20
ﬂ = —

- b
bio

lembrando que big e by sao diferentes de zero por by e by nao mudarem de sinal e ndo serem nulas

(argumento no comego da demonstragao). Entao tem-se que

b
bo(t) = %bl(t).

Com isso, o operador P pode ser escrito na forma

P =0, +ib (1) (81 + bzo&,).
bio -

Vamos supor primeiramente que 5 € Q. Por consequéncia, existem ntmeros inteiros p e ¢ de

modo que = IZ. Usando séries parciais de Fourier podemos definir uma distribuicao pu € 2'(T?) com

= Z el(pr—qy)

leN

Claro que p é uma distribuicdo, ja que seus coeficientes parciais de Fourier sdo limitados por 1. Ainda
mais, p nao pode estar em C°°(T?), caso contririo terfamos, por conta da Proposigao 1.6, que existe

C > 0 nao dependendo de ¢ de modo que

c
1 S 7)
L+ |p| + |¢q]

para cada ¢ > 0 inteiro. Fazendo ¢ — oo obtemos 1 < 0, o que é um absurdo.

A distribuigao periédica p como definida satisfaz a equagdo Pw = 0, e disso decorre que P
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nao pode ser Globalmente Hipoelitico em T2. De fato,

Py = P Z e (Pr—qy)

LeN
b 4
= |:8t + by (t) (&r + b208y>:| Z cit(rr—ay)
10 teN
= Z iby (1) (31 + 22083,> et pr=ay)
£eN 10
S o)
£eN 10
= Z —0by (t) <p _ qp> ett(pr—aqy)
teN q
= 0.

bao . . . L
Vamos supor agora que 5 = . seja um numero irracional de Liouville. Neste caso, o Lema
10
1.3 nos diz que o operador

b
P =0, + 20,
bio

nao é Globalmente Hipoelitico em T?. Ou seja, existe w(z,y) € 2'(T?)\C>(T?), tal que Pyw := g €
C*>(T?). Consideramos daf v := 1(t) ® w(z,y) € Z'(T?). Tal v ndo pertence a C*°(T?), pois, usando

séries de Fourier obtemos que

v(0,&,n) = T (v, e~ 1wy
1 .
= ey
= (&)

Como w nao pertence a C°°(T?) segue que existe m € N de tal modo que para qualquer C' > 0

vale que

~ I C == C

para algum par (£,7) € Z2. Isto, a0 mesmo tempo, diz que v nio pertence a C°°(T?).
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Ainda mais, temos, para cada ¢ € C>°(T3), que

<PZ/,¢> - _<V’P¢>
= _<1(t)®w($7y)’P¢>
= — <1(t) Q@ w(z,y), Opd + b1 (t) ((“)w + ng%) ¢>

= () @ wlry)O) — <1<t) @ w(w,y),iby (1) (‘% " Z?) ¢>

= —{1(t) @ w(z,y),iby () <a$+21228y>¢>

Deste modo, Pv = 1(t) ® g(z,y) € C>(T?). Concluindo que P nio pode ser Globalmente
Hipoelitico em T3.

Assim, 8 deve ser um irracional nao Liouville, que vimos ser equivalente a condi¢ao (DC).
Terminando a demonstracao da ultima condigao do Teorema. Podemos partir para a segunda parte da

demonstracao, a suficiéncia.

2.2 Demonstracao da suficiéncia da Proposicao 2.1

Para a segunda parte da demonstracao iremos considerar validas as condigoes de que by e bs
s@o nao nulas, ndo mudam de sinal e sdo R-linearmente dependentes, e, além disto, que o par (b1, bag)
satisfaz a condigao (DC). Ou seja, podemos utilizar o operador P na forma

Or + by (t) (81 + b203y>,
b1o

bao L I . . .
sendo  := — um irracional nao Liouville. Vamos efetuar uma prova direta, isto é, deduziremos a
10
partir destas condicoes que o operador P serd Globalmente Hipoelitico em T3.

Seja € 2'(T?) de tal modo que Py := f € C*°(T?). Queremos demonstrar que pu € C°°(T3).
Para fazer isto utilizaremos a Proposi¢ao 1.5. Usando séries parciais de Fourier com relacdo a « e y em
1 e em [ obtemos que

p= > [(t,& e,
(&mez?

e também que

f= Z F(t, & m)eiEr ),

(&m)ez?
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Daf, da equagao Pu = f segue, para cada (£,7m) € Z2, que

|:8t + ’ibl (t) (ar + ZjO >:| = f7

que equivale a

om0+ 220,)] T ateme = 5 g metsom,
10
(

§m)EL? (&mez?

e pela continuidade do operador P temos como equivalente a equagao

> Jocr oo+ 120, ) |attene e = S fie e,

(&mez? (&mez?

que é o mesmo que

) [&ﬂ(t,f,n)(£+5n)bl(t)ﬂ(t,€,n)]ei(g”’”’) > ft g ettt

(&mez? (&m)ez?

que implica que os coeficientes de u devem satisfazer as equagoes diferenciais ordinarias de primeira

ordem

Afu(t, €,m) — (& + B)bi(O)flt, &, n) = f(t.&n). (2.3)

Vamos chamar entao

e também vamos definir uma funcao C' com dominio em T e dada pela lei

t
C(t) ::/ c(w)dw — cot,
0
sendo
1 27

o c(w)dw.

Co —

Pelo Apéndice B (p. 56), as solugoes em T das EDO’s em (2.3) sdo as mesmas solugdes que

as das equagoes
Qv (t,€,m) — cov(t,&m) = e~ “Df(t.&,m), (2.4)
mas multiplicadas por e~ ¢ Isto é, temos que
it &:m) = e“Ou(t, & m).

Para resolver esta tdltima familia de EDO’s em (2.4) precisamos olhar para o coeficiente c¢o,

pois utilizaremos o Apéndice D (p. 58). Devemos considerar dois casos.
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Caso ¢y € iZ, entao por ¢y ser um numero real segue que s6 poderia ser ¢y = 0, ou seja, deve
ser big(€ + Bn) = 0, ou ainda, b1p§ + boon = 0. Entretanto, para todo (£,n) # (0,0) isto ndo pode

ocorrer, ja que o par (byg, beo) satisfaz a condicao (DC). De fato, existe K > 0 e v > 0 de modo que

K
|Eb10 + vb2o| > 5 >0,

(€] + [nl)

para todo (£,7) # (0,0). Se (£,m) = (0,0) entdo podemos olhar diretamente para a primeira equagao

em (2.3), que neste caso fica na forma
dyfu(t,0,0) = f(t,0,0).
Dai, usando o Teorema Fundamental do Calculo, segue que

fi(t,0,0) = /Ot f(w,0,0)dw,

que é uma solucao suave em T.
Assim, partimos para o caso em que cg ¢ iZ que ocorre para todo par (£,1) € Z2 nio nulo.
Neste caso, o Apéndice D (p. 58) afirma que a tltima familia de equagdes em (2.4) possuem uma dnica

solucao em T dadas por

1 o cos ,— —s) £
l/(t,g,n):m/o ecos—Cl(t )f(t—s,f,n)dS,
ou, equivalentemente,
1 2 ol R
v(t,&,m) = Tl/ e 08— C( +S)f(t +s,&,m)ds.
e —1Jo

As solugoes para a primeira equagao em (2.3), quando (£,7) # (0,0), sdo dai

1 27\' R
lt, & m) = e ——— / e U= f(t — 5,€,m)ds
1 — e?7™¢o 0
ou
1 271' R
8o = O gy [ eI s
e i — 0

Podemos simplificar estas expressoes notando que vale

C(t) +cos — Clt—s) = /Otc(w)dw ~ cot + cos — (/OH ow)dw — co(t — s)>

= /Ot c(w)dw + /:s c(w)dw

= /tis c(w)dw

e também
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c(w)
c(w)dw + /t+s c(w)dw

C(t) —cos —C(t+ s) dw — cot — cos — (/OHS c(w)dw — co(t + s))

/t
/
- o

Portanto, as solugoes se tornam em

(=)

~ 1 o toe(w)dw p
ﬂ(t,£7n)=m/o el d (1 — 5., m)ds

ou

~ 1 o toc(w)dw F
/’L(ta 57 77) = “2nco / eﬁ*‘* (w)d f(t + s, 5, n)dS
e — 1 0

Observe dai, que estas solugoes pertencem a C°(T). Com isto demonstramos que a sequéncia
{i(t,&,m)} ¢,y ez2 satisfaz a primeira parte da Proposicao 1.5, sobre ser uma sequéncia de fungées suaves
definidas em T. Resta mostrar, portanto, que esta sequéncia satisfaz a condi¢ao de decaimento.

Vamos considerar dois casos. Como b1g& + baon # 0, para (€,7) € Z? nio nulo, entdo vamos
comecar considerando os pares (§,7) tais que b1p€ 4 bogn < 0, ou seja, b1g(€ + fn) < 0.

Como b; nao muda de sinal entao c(t) = b1 (¢)(£ + Bn) < 0 (by tem que ter o mesmo sinal que

b1o). A partir disto temos que

27
/ a2 [efi-e v ft s € n)]ds
0

1
a5 At = —
| t/j/( 7€a77)| |17€27TC()|

2r « ) . .
/ S Cpof el et g=i f(4 s € p)ds
(U

1
|1 _ 6271'00|
Podemos usar a férmula de Faa di Bruno para efetuar as derivadas da exponencial. Obtemos

J
8{@ftt*3 c(w)dw _ 6]‘:75 c(w)dw Z hm(t, S)(f + Bn)m7
m=1
sendo h,, uma funcao que é dada por uma combinagao linear de produtos das derivadas (até ordem )
da funcao
t
(t,s) — b1 (w)dw.
t—s

Ou seja, por esta tltima funcio ser suave, entdo h,, também é, de modo a ser limitada em [0,27]2.
Portanto, existe K, > 0 (que ndo depende de £ e nem de 7, pois h,, nao depende) de tal modo que

|hm (t, 8)| < K. Ainda mais, por ¢(t) < 0 entdo deve ser

eftt—s c(w)dw < 17

ja que a integral também nao é positiva.
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Considerando, em segundo caso, os pares de inteiros (£,7n) tais que bio(§ + 8n) > 0, teremos
de maneira anédloga que deve ser ¢(t) > 0 (em T). Dali, utilizamos a solugdo no outro formato que nos
da

2 @

0 1 i — [t c(w)dw qo—F ¢
;' it & m) _|€_2”c°—1‘/0 ZCjage e elw)dw g2 =T f(t 4 5. €,m)ds
=0

As derivadas da exponencial ficam como

J
i [ e(w)dw "t (w)dw m
Blefi ™ it _ oI e 3™ 0 e 4 )
m=1

sendo g, uma fungao que é dada por uma combinagao linear de produtos das derivadas (até a ordem

t+s
(t,s) n—>/ b1 (w)dw
t

Pelo mesmo motivo do outro caso, existe G, > 0 (sem depender de £ e 1) tal que |gm(t,s)] < G E

j) da fungao

por ¢(t) > 0 temos

e JiT etwdv < g

Portanto, de acordo com as consideragoes do primeiro caso resulta, para todo par de inteiros

(€,m) tais que bio(§ + Bn) < 0, que

[e3

~ 1 o i [t c(w)dwqa—j ¢
|ataﬂ<ta§7n)| S ‘1 _ e27rco| /0 | chageftis () at Jf(t - 5755 U)‘ds
7=0

1 o - t c(w)dw a—17 p
1_emo|/0 I_ZefH . Z (t,5)(& + Bn)™]0] ™ f(t = s,€m)ds

m=1

1 2«
m/{) > ZK 1€+ 0™ 07 f(t = s, € m)|ds

]Oml

1 2w o i s
< —‘1_62@/0 503 K™ (el + )0 1t - € )l

j=0m=1

2T @
< o 3 GRS+ Y0 =o€l

com S := max{f3,1} e K = max{Kj,...,K;}. Como f € C>(T?), pela Proposi¢io 1.6, para cada k

natural, existe M > 0 dependendo de j e k de modo que

M

ailtlijA RS = A INELA
R (R T
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para cada t e sem T e £, € Z (sem ser simultaneamente nulos). Segue dai que

) 1 o _
oraen| < g [ 3 iR e+ )

2 @
M
= JKS7
1—62”°°|/ Z |€\+|77D

M
— d
(€ +

|1—62“°| (gl + \nl)

aqui k é um ntmero natural qualquer e N é uma constante positiva (proveniente de todas as demais)
que depende de k.

Fazendo calculos idénticos, de acordo com as consideragoes do segundo caso, se considerarmos
G = max{G1,...,G,}, teremos para cada par de inteiros (£,n) satisfazendo bio(§ + 1) > 0 que

1 2 @«
Ot &) < g [ D2GS
e e=2mco — 1] Jo Z (1€ + InD* Inl)
Tomando o N anterior maior se preciso podemos concluir que

1 N
O fult, &, m)| < ’
|07 fu(t, €, m) le=2mc0 — 1| (JE] + [n])*

para os pares (£,1) que estamos considerando.

Precisamos, por fim, fazer algo com respeito as exponenciais nos denominadores. Para isto
usamos a condigao (DC*) do Apéndice E (p. 61), que garante a existéncia de constantes Ny > 0ey > 0
tais que

1= =270 > Ny(jg] + )77,

para todo par de inteiros (£,7) # (0,0). Obtemos, enfim, que

e+l N NN
N (TN A (I e

S

Fat & n)| <

para todo par de inteiros (£,7) # (0,0). Assim, para cada n € N existe um k& € N de modo que k—~ > n

e entao
(1€l + D™= > ([l + )™
Para este k, existe uma constante N/N; de modo que

N/Ni_ N/N
(&l + InD*= = (1€l + )"

para cada t € T e (&, 1) € Z*\{(0,0)}. Logo, u € C>°(T3).

|07 fu(t, &, m)| <

Isso prova o que queriamos, de modo que P é de fato Globalmente Hipoelitico em T3.

Conclui-se, a prova da Proposicao 2.1.
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2.3 Consequéncias e Exemplos

De imediato, temos o seguinte corolério.

Corolario 2.1. Sejam by e by constantes reais. O operador P = 0; + 1010, + 1020y ¢ Globalmente
Hipoelitico se, e somente se, o par (b1,bs) satisfaz a condi¢ao (DC), que é o mesmo que by /by ser um

wrracional nao Liouville.
Vamos considerar alguns exemplos de operadores, comegando pelos cedidos pelo Corolario 2.1.

Exemplo 2.1. Os operadores Py = 0; + i\/20, ou Py = 0y + i0y nao sao Globalmente Hipoeliticos em
T3. Pois, ou by =0 ou by = 0, de modo que by /by ou ndo define um niimero ou é nulo e portanto néao
pode ser irracional. Seque que para esses operadores existem distribuicées periddicas nio suaves de T3

que quando aplicadas aos operadores resultam em funcdes suaves de T2,

Exemplo 2.2. Dado p uwm numero primo qualquer. O operador
P = 0 + i\/p0y + 10y

¢ Globalmente Hipoelitico. De fato, como jd vimos no Exemplo 1.8, \/p € um nimero irracional ndo

Liouwville.

Exemplo 2.3. O operador P = 0y + i(sen(t) + 1)0, + i0, ndo € Globalmente Hipoelitico, pois by e bo

nao sao R-linearmente dependentes.

Exemplo 2.4. Tomemos o operador
P =0, +i(sen(t))?(vV20, + 9y).

Tal operador é Globalmente Hipoelitico. De fato, by = /2by com bi(t) = /2(sen(t))?, e com isso
temos que ambas nao se anulam, nao mudam de sinal, sio funcoes definidas em T e claramente sdo
R-linearmente dependentes. Precisamos mostrar que big/bsg € irracional nao Liouville. Note que,

bio = V2bag, € entdo seque que big/bag = /2.

O que o exemplo acima mostra é que se b; e by sdo R-linearmente dependentes, ou seja,
b1 = Abs, com A € R, entao os operadores Globalmente Hipoeliticos vao ser os que A é irracional nao

Liouville.
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Capitulo 3

PERTURBACOES DO OPERADOR

Neste capitulo queremos saber o que acontece com o operador
P = 0, + ib1(t) 0 + b2 ()0,

quando o perturbamos com uma constante complexa A, no sentido da Hipoeliticidade Global. Ou seja,
supondo que P é Globalmente Hipoelitico em T entdo vale que L = P + X o é também? Veremos que
a resposta para o caso em que A ¢ R\ (b19Z + booZ) + iZ é relativamente simples. Algumas das técnicas
utilizadas aqui estdo presentes na referéncia [1], onde o autor trabalha o caso bidimensional. Vale a
pena conferir a Proposigao 4.1 desta referéncia, que nos da indicios sobre o resultado encontrado aqui e
os préximos passos que podem ser tomados em um estudo futuro. Enunciamos o resultado da seguinte

forma.

Proposicao 3.1. Dadas duas fungées a valores reais by, by € C*°(T3) e X ¢ R\(b10Z + baoZ) + iZ. Se
o operador P dado por

é Globalmente Hipoelitico em T entdo o operador L := P+ ) também ¢é Globalmente Hipoelitico em T3.

Lembramos que by e byy s@o os 0-ésimos coeficientes de Fourier das fungoes by e by, respecti-
vamente.

Tendo isto, é possivel estender ainda mais a gama de operadores que conseguimos verificar
ser Globalmente Hipoelitico em T3. Garantiremos o resultado para A ndo constante. Para fazer isto
necessitaremos utilizar a Resolubilidade Global em T? e uma certa conjugacdo. Veremos que vale a

seguinte proposicao.

Proposicao 3.2. Seja A € C°(T?) e by, by € C°°(T3) fungoes a valores reais. Se o operador P dado

por
¢ Globalmente Hipoelitico em T3 e se Ao & R\(b10Z + baoZ) + iZ, com

1
A= ——= At dtdxd
0 (277)3 /11‘3 ( 71'7y) zray,

entdo L := P+ \(t,x,y) também é Globalmente Hipoelitico em T3.
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Observe que o conjunto R\ (b19Z + b2oZ) + iZ tem medida nula em C. Entéo, neste sentido se

trata de um conjunto pequeno. Entretanto, ¢ um conjunto denso nas retas que o contém.

3.1 Demonstracao da Proposicao 3.1

O caso em que A = 0 é o da proposigao anterior, entdao podemos supor que A := A\; + iAo # 0.
Além disso, a prova segue de maneira analoga a segunda parte da Proposicao 2.1 em alguns momentos.
O leitor que achar alguma parte um pouco obscura pode recorrer a Proposicao 2.1 para verificar as
contas.

Como anteriormente, considerando todas as suposi¢coes podemos escrever o operador L na
forma

L =0 +ibi(t) (81 + ll?oay> + A,
10

onde 3 := bay/b1p é um irracional nao Liouville.
Seja p € 2'(T3) satisfazendo Ly := f € C°°(T3). Devemos mostrar que u € C*(T3).
Faremos isto por meio da Proposicao 1.5. Utilizamos as séries parciais de Fourier com relacao a = e y

de p e f para obter

p= Y At ety
(&mez?

F=Y ft&netm.

(&m)ez?

Da equacao Ly = f, segue a familia de EDO’s

para cada par de inteiros (£, 7). Desta vez chamaremos

c:=(§+ )b — A

e definiremos fun¢ao C' com dominio em T de forma que

C(t) ::/0 c(w)dw — cot,

onde
1 2

o c(w)dw.

Pelo Apéndice B (p. 56), as solugoes em T da familia de EDO’s em (3.1) sao equivalentes as
das equagoes

5tV(taf»77) - COV(tagun) = e_C(t)fA(tvgan)v (32)
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mas multiplicadas por e=“(®). Ou seja, teremos ji(t, &,1) = e“Ou(t, &, n).

Assim, usando o Apéndice D (p. 58), devemos considerar os casos em que (§,7) € Z? faz com
que ¢ € iZ e os casos em que ¢ ¢ iZ.

Caso ¢y € iZ entdao Ay — bip(§ + Sn) = 0 e Ay € Z. Entretanto, se Ay ¢ Z entao se conclui
diretamente que para nenhum par de inteiros vale que ¢y € iZ. Se de fato vale que Ao € Z entao vamos
mostrar que s6 pode existir no maximo um par de inteiros em que Ay — b19(§ + Bn) = 0. Suponhamos,

por absurdo, que existam pares distintos (£1,71) e (§2,72) de nidmeros inteiros tais que

bio(&1 + Bm) = A1 = bio(&2 + B1e2).

Como o par (big,beg) satisfaz a condigao (DC) entao byp nao pode ser nulo (nem bgp). Também,
pelos pares serem distintos entao & # & ou 1 # 12, de tal modo que podemos supor, sem perda de

generalidade, que 11 # 7. Resulta da igualdade acima

&1+ B = &2 + B,

que por fim nos da
-8 _
n2—m

Mas assim 8 € QQ, o que é um absurdo ja que por suposicao 3 é irracional, provando o que queriamos.

Se existir esse par, que chamaremos de (£1,71) de inteiros que faz com que ¢y € iZ entdo o Apéndice D

afirma que se
2m
/ e~ Jo el f(s &) m)ds =0,
0

entdo uma solucao para as EDO’s (3.2) em T serd

t
V(ta 517 771) = ecot / e—CoSe—C(S)f(S’ §17 nl)dsa
0

e consequentemente

f(t,&,m) = e“Du(t, &, m),
é uma solucao para as EDO’s em (3.1). Ainda mais, se tivermos uma outra solu¢ao para as EDO’s entao,
pelo Apéndice C, essas solugdes devem diferir por uma funcao exponencial. Assim, todas as solugoes
para as EDQO’s em (3.1) séo suaves. Além disso, por se tratar de uma solucao para o tnico par (£1,71)
entao nao precisamos considerd-la quando formos fazer as estimativas de decrescimento. Vamos provar

que o exposto acima vale de fato. Sabemos que

(0 — co)v(t, &) = e OO f(t,&,m),

mas por ¢y € 1Z segue que essa equacao € equivalente a

at(y(ta gla nl)e_COt) = e_COte_C(t) f(tv 517 771)
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Olhando do ponto de vista das distribuigdes obtemos, para cada ¢ € C*°(T), que

(O (v(t,&1,m)e "), ¢) = (e~ “Wf(t,&,m), ),

e fazendo ¢ = 1 teremos do lado esquerdo que

<8t(’/(t7 Ela nl)eicOt)v 1> = <V(t7 517 n1)6760t7 at1> =
e entao
(e70te W f(t,&,m),1) =0,

que é 0 mesmo que

o 2m
J e O et = [ e e g mids <o,
0 0

como queriamos. Com isso, o caso em que ¢y € iZ estd solucionado, pois encontramos que as solugoes
devem ser suaves, e por ser para no maximo um par de inteiros entao nao atrapalha nas estimativas.
Passamos a considerar agora o caso em que os pares de inteiros (£,7) s@o tais que ¢g ¢ iZ.

Neste caso, o apéndice D (p. 58) afirma que as EDO’s em (3.1) possuem como solugoes

8271'00

~ 1 °r toe(w)dw p
/U’(tvfa 77) = 17 / eftis (w)d f(t - 5»5777)515
- 0

ou

~ 1 °n o oc(w)dw p
t ) = gy [ B s s
- 0

Tais solugoes pertencem a C'*°(T) como é facil ver, de forma que resta apenas mostrar que a sequéncia
{i(t,€,m) }e.n)ez> satisfaz as condigdes de decrescimento para que as hipdteses da Proposicdo 1.5 sejam
cumpridas.

Vamos verificar trés casos, excluindo é claro o par (£,7n) que faz que bio(§ + fn) = A\1. O
primeiro caso é quando os pares de inteiros (£,7) s@o tais que b1g(£ + 1) < 0. Por conta disso, sabemos

que by (t)(§ + Bn) < 0. Temos dai que

2 o .
/ Zc D elis W ga=i fi g ¢ n)ds

O fu(t = —
| tﬂ( 75777)‘ |1 ezﬂcO|

27
[ S ool o i

7=0

| 1— 6271'00 |
Observe entao que

9] eJi- L (EHBmbr (w)dw

é 0 mesmo que consideramos na proposicao anterior quando fizemos as derivadas da exponencial, de
modo que podemos usar a mesma notagao (sé é necesséario cuidar que a funcao ¢ ndo é a mesma nas

duas proposigoes) e escrever

J
ageftis(ﬁﬁn)bl(w)dw — ol (B (w)dw Z hun (£, 3) (€ + B)™

m=1
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Além do mais, de acordo com o que estamos supondo valem as mesmas consideragoes feitas na proposigao

anterior e entdo podemos utilizar a mesma notacdo. Mais ainda, note que e™** < 1 e entdo segue que

(63

o 1 27 e . . s o
7R ED] = T / €Yo el P gRTI f1 — 5,6, )
0 =0
1 N

1 —e?meo| ([€] + [n])*

O segundo caso a analisar é os pares de inteiros (£,7) que fazem com que (£ + n)bip > 0
e entao (£ + Bn)bi(t) > 0. Utilizamos neste caso a outra solucdo, entretanto é facil ver que esse caso
também fica semelhante ao da proposi¢ao anterior, procedendo da mesma forma que o primeiro caso.

Considerando N maior se for preciso obtemos que

< 1 N
= e — 1 (€] + InD)*

|OF fu(t, €, m)

para cada par de inteiros (£, 1) # (0,0).

O terceiro caso seria quando (£,m) = (0,0), o qual pode ser desconsiderado, pois trata-se de
apenas um par e nao afeta a estimativa a nao ser por uma constante.

Até aqui, o valor de A nao teve nenhuma influéncia relevante e a prova é quase igual ao da
Proposigao 2.1. Porém, é agora que o problema comega, pois necessitamos utilizar a condigao (DC*)
presente no Apéndice E (p. 61). Este é entdo o 1ltimo ponto da prova e o mais crucial.

Inicialmente, comegaremos supondo que A ¢ R + %Z. Ou seja, teremos garantia de que o
operador L é Globalmente Hipoelitico fora das retas horizontais passando pelos nimeros imaginarios
em %Z. Em seguida, supomos que A € R+ i(1/2 + Z), e portanto, teremos a garantia do resultado
apenas fora das retas horizontais passando pelos nimeros imaginarios inteiros. Por fim, mostraremos
que para alguns valores em cima destas retas restantes ainda é possivel mostrar que o operador L é
Globalmente Hipoelitico. Faremos a suposicao de que A € R e que exista (£1,71) € Z? de modo que
A =b1o(&1 + Bm1), e depois estendemos para as demais retas por conta da periodicidade da exponencial.

Resumindo, obteremos que o operador L é Globalmente Hipoelitico quando A ¢ R\ (b19Z + b2oZ) + iZ.

Vamos supor que A ¢ R + %Z. Entao,

|1 _ eiQﬂ[(5+5n)blo*)\]| _ |1 _ eiQW[(éJan)bm*)\l]e¥27fi>\2|

= |1 — eF2rlEFMbro=M co5(27 )y ) T ieF2TIEHAMb—M] gen (27, )|
1
=z §(|1 — eF2lEFmbio =] cog(2 Ny )| + |2 IEFAMbI0=M] gon (275 ).
; 1
Agora, como \ ¢ R+%Z entao A\ ¢ §Z. Desse modo sen(2m\s) # 0 e cos(2mA2) # 1. Vamos considerar

os pares de inteiros (€,7) tais que (£ + An)bio < 0. Suponhamos que 27[(€ + 8n)bip — M\1] < —1. Se o
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valor cos(2mAz2) for negativo ou nulo entao segue que

|1 — 2rl(EHBmbo=A| > (1 4 27lE+Ambio=Ml(_1) cos(27\,))

>

N =N =

Se o valor de cos(2mA2) for positivo entao note que

2rl(E+Bmbio—M] < =1

daf multiplicando dos dois lados por cos(2w\3) temos
2 l(EFBMb10=M] ¢og(27 o) < e cos(2mAy),
e desenvolvendo obtemos
1 — e2mlEHAmbio =Ml cog(27)g) > 1 — ¢! cos(2mAz) > 0.

Se 2m[(§ + Bn)bio — A1] > —1, teremos

1= e2rletBnbo-X| > L 2niersmbio-nl geon(amay)|

-2
L
> e | sen(2mA2)| > 0.
Portanto, pegando a menor destas trés constantes e chamando de C7 obtemos que
11— 6277[(5-*-5?7)510—)\]‘ > >0,

para cada par de inteiros (£, 7) tais que (£ + 8n)bio < 0. Para o caso em que os pares de inteiros (£, 7)
sao tais que (€ + n)bip > 0 basta pegar a exponencial com o sinal de menos e desenvolver de forma

idéntica. Ou seja, existe uma constante Cy > 0 tal que
11— 6—277[(54-577)&10—)\]‘ > Cy > 0.

Tomando C := min{C1, C>} teremos entao que
N/C
(1] + InD)*”
para cada ¢t € T e para cada par de inteiros (£,7n) # (0,0) e também tais que (§ + 81)b1o # A1. Observe

|07 i, &, m)| <

que a suposigdo de que Ay ¢ %Z serviu para garantir que C' > 0, pois se C' = 0 entdo temos um
problema nesta ultima desigualdade. Isso prova que o operador L é Globalmente Hipoelitico em T3
quando A ¢ R + %Z.
Agora, vamos supor que A € R+ i(1/2 + Z). Neste caso, temos
- eiZﬂ'[(f—&-Bn)bw—/\]‘ = |1- ei2ﬂ[(£+5ﬂ)b10—>\ﬂ003(271')\2) T iei%[(&ﬁ")bm_)‘l]sen(27r)\2)|

= |1 + eiQW[(ﬁ-‘rﬁﬁ)blo—/\l”

> 1
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para qualquer pares de inteiros (£,1) # (0,0). Com isso temos provado que L é Globalmente Hipoelitico
em T3 quando \ ¢ R + iZ.
Como passaremos a considerar os valores de A restantes, que estao inclusos em R + iZ, entao

por conta da periodicidade da exponencial complexa teremos

11— ei2w[(§+ﬁn)bm—/\}| =1- eiQw[(§+[3n)b10_,\1]|.

Portanto, bastaria demonstrar para o caso em que A é real e entao os demais casos faltantes sairiam
diretamente.

Suponha que A € R e que exista (&1,7;) € Z? de modo que A = bio(&; + Bn1). Sabemos (pelo
Apéndice E) que por valer (DC*) para o par (byg, bag) entao existem constantes v > 0 e C > 0 de modo
que

1= =290 2 Ol +[al)
para cada par de inteiros (£,7n) # (0,0). Portanto

‘1 _ eiQT"[(f'i‘ﬁ??)bw—)\H — |1 _ eigﬂ'((f—fl)-i-ﬁ(??—'fll))blo'

Y

ClE—=&l+In—ml)™7,

para cada par de inteiros (£,1) # (£1,71). Assim, com a mesma notacao dos casos anteriores, segue que

N €&l +In—m))”
c (el + s 7

para cada par de inteiros (£,7) nao nulo e diferente de (£1,71). Usando a desigualdade triangular

|07 [u(t, &, m)| <

obtemos que

(1€ =&l +In=mD” < (€] + [0l + &)+ Im])7

Chamaremos de d o menor inteiro maior que « para conseguirmos que

(1€ =&l + | —ml)” < (€] + Inl + €l + [m])%.

Do binomio de Newton segue que

M- 11

<
I
=)

el + Il +162] + ) (d> (6] + I (1] + [

J

IN
9

( j) (€3] + m Y ] + ).

Fazendo

D=y (4) sl + iy



Capitulo 3. Perturbagées do Operador 51

teremos entao que
; ND
- ND (€] + |nl) C
aa'u t7£a77 < — = .
R E NS = (e al)F = T+ e

Por fim, temos que, para cada n € N, existe k € N de tal maneira que k — d > n, e assim

(1€ + D= > (€] + [n])™
. ND .
Para este k existe a constante el > 0 (que também depende de «) de modo que

ND

8taA IR} _L'
07t &) < e T

Portanto, L também é Globalmente Hipoelitico em T3 quando A € R e A = byo(&; + Bm1) para
algum (£1,7m1) € Z?, ou equivalentemente, quando A € b1oZ + byoZ. Como comentamos anteriormente,
isto se estende automaticamente para o caso A € bigZ + bogZ + iZ.

Em suma, fica provado que se o operador P é Globalmente Hipoelitico em T? entdo P + A

também o é, se considerarmos A ¢ R\ (b19Z + b20Z) + i7Z.

3.2 Exemplo de Operador Globalmente Hipoelitico
Exemplo 3.1. Vimos no Ezemplo 2.2 que um operador P na forma
P = 0; +1iV30, +id,,

¢ Globalmente Hipoelitico em T3. De acordo com a Proposicio 3.1, os operadores Ly = P + 5i, Ly =
P+3+(4/3)i, Ly = P+ (1/2) +iV3 e Ly = P + 1 sio também operadores Globalmente Hipoeliticos

em T3. No caso de Ly, note que

1=0-bio+1-bypo=0-vV2+1-1.

3.3 Demonstracao da Proposicao 3.2

Para comegar a prova necessitamos descrever o espago (kerP')°) pois usaremos a Resolubili-
dade Global em T? do operador P. Todavia, faremos isso considerando as hipéteses que temos vélidas
para este operador. Isto é, sabendo que P é Globalmente Hipoelitico, ou equivalentemente, que valem

as seguintes condigoes:
e b; e by sao nao nulos.

e by e by nao mudam de sinal
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e by e by sdo R-linearmente dependentes
o (byg, byo) satisfaz a condicao (DC).

Dizer que uma funcao f € (KerP!)° é equivalente a dizer que {(u, f) = 0, para cada 1 € KerPt.
Como P! = —P, entdo o disposto acima equivale a (i, f) = 0, para cada p € 2'(T3) com Pp = 0.
Usando série parcial de Fourier na distribuigao periédica p com relagao as varidveis = e y

obtemos que

p= Yt & e ),
(&mez?

e entdo por Pu = 0, segue que, para cada par (&,n) € Z2, fi(t,&,n) deve satisfazer a EDO

Oeiit, §,m) — (b1 ()€ + ba(t)n)fi(t, §,m) = 0.

Ainda mais, por by e by serem R-linearmente dependentes, podemos escrever

b
by = bﬂbl = fby,
10

e entao a equagao se torna em

Orfu(t, & m) — bi(t)(E +nB)i(t, &m) = 0.

Se (&,m) = (0,0) entao é ébvio que fi(t,0,0) = C e esta é a tinica solugao 2m-periddica para a
equacdo. Se por outro lado (£,7) # 0, o método de separacao de varidveis (ou pode ser usado o fator

integrante) nos diz que a unica solucdo da equagao tem a forma
ilt, &) = Ce,y - eloErnAbr (),
Entretanto, como as solugoes precisam ser 27-periddicas entao devemos ter que

(0, &,m) = fu(2m, &, m),

ou seja, deve valer que

Cey = Ce yelo Etnbr(w)dw,

Se fosse C¢ ;) # 0 entdo s6 poderia ser

27
/0 (€ + 1B)b (w)dw = 0,

que equivale a dizer que

b10§ + baon = 0.
Porém, nao existe par nao nulo de inteiros que satisfaca isto, ja que b1g/bog é um nimero irracional por
hipétese e a igualdade acima equivale a

bio _ n
b2o ¢
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Segue que s6 pode ser C¢,, = 0, para cada (§,1) # (0,0).
Resulta de tudo isso que todos os coeficientes parciais de Fourier de p sao nulos com excegao

do (0,0)-ésimo termo, que é constante. Segue disto tudo que
w=C.

Desta forma, dizer que f € (kerP!)° é equivalente a dizer que (C, f) = 0, para cada constante C.

Todavia, isso quer dizer que
C/ f(t, x,y)dtdxdy = 0.
T3
Podemos escrever entao que

(kerPt)° = {f c 0°°(’JI‘3);/ [tz y)dtdzdy = 0}~
'JTS

Tendo a descrigao de (ker P')°, usaremos o fato de que se P é Globalmente Hipoelitico em T3
entdo ele ¢ Globalmente Resoltivel em T? (estd afirmacao nao serd provada neste texto, mas comparando

em [2] o Teorema 1.1 e o Teorema 1.3 é fécil ver que isto é verdade). Definimos dai a fun¢ao complexa
A de C*°(T?) dada pela lei
A(t7 €z, y) = )‘0 - A(t7 €z, y)

Observe que, do jeito que definimos esta funcao, temos que
/ A(t, z,y)dtdedy = 0,
T3

e portanto, temos que A € (kerP?)°. Como P é Globalmente Resoliivel segue que existe u € C°°(T?)

tal que Pp = A. A partir disto, mostraremos que vale a conjugagao
e ML(elv) = Lov,

para cada v € 2'(T?), onde Ly = P + \.
Seja v € 2'(T3). Vale que

e ML(efv) = e M(Oetv +ib10zetv + iba0yet' v + Netv)

e (e ((Opp)v + ) + ibret ((Opp)v + Opvr) + ibge (Oyp)v + Oyv) + Aet'v))
= (Oup)v + Oy + iby ((Dppt)v + Oyv) + ibg((Dy )V + Dyv) + Av

= (Pu)v + 0w + ib18,v + ibydyv + A

= Av+ 0w +ib10yv +ib20yv + Av

= 0w+ ib10yv +iba0yr + (A + A)v

= O +ib1yr + ibadyr + (No)v

= Lol/.
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Temos por suposicio que P é Globalmente Hipoelitico em T2 e \g ¢ R\ (b10Z + baoZ) + iZ.
Pela proposicao anterior vale que Ly é Globalmente Hipoelitico em T?. Tendo isto e a conjugacao, vamos
mostrar que L também é Globalmente Hipoelitico em T?. Portanto, suponha que Lw := f € C>°(T?).
Precisamos demonstrar que w € C*°(T?). Note que, por causa da conjugacio e por p estar em C>(T?),
vale que

Lo(e ™ "w) = e " Lw = e " f € C®(T?).

Por Ly ser Globalmente Hipoelitico em T? segue que e #w € C*°(T?). Entretanto, disto se segue
que w € C(T3). Assim, temos por fim, que L é Globalmente Hipoelitico em T2, como queriamos

demonstrar.

3.4 Exemplos e Resultado Final
Exemplo 3.2. O operador
L = 0; +i(sen(t) + 1)(0x + V39,) + cos(t) +2V3

¢é Globalmente Hipoelitico em T2. De fato,
1 27

cos(t) 4+ 2v/3dt = 2V/3,

2 Jo

1 27
— sen(t) + 1dt =1,

271' 0

que entdo nos dd, sequndo a notagio das provas, que big = 1 € byg = /3. Como jd vimos, b1o/b2o €

claramente irracional nao Liouville e além disso
2V/3=0-1+2-3.

Um dltimo resultado, simples em demonstragdo mas muito poderoso, nos permite obter a
resposta para a Hipoeliticidade Global de operadores com ordens superiores. Claro que nao nos permite
obter resposta para todos os operadores de ordem mais alta, mas mesmo assim ganhamos conhecimento

sobre uma vasta gama deles.

Proposicao 3.3. Se dois operadores diferenciais P1 e Py sdo Globalmente Hipoeliticos em T? entdo a

composicao Py o Py também satisfaz essa propriedade.

Demonstracio. Para mostrar que P, o P, é Globalmente Hipoelitico em T? devemos considerar ; €
2'(T3) tal que
P OPQ(,LL) = f c COO(TB)
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e demonstrar daf que p € C°°(T3). Mas, note que Py (Py(1)) = f e que P; é Globalmente Hipoelitico

em T3. Como consequéncia, segue que
Py(p) =g € C(T?).

Porém, P, também é Globalmente Hipoelitico em T3, de modo que u € C*(T?), como querfamos
demonstrar.

Exemplo 3.3. Evidentemente que o operador constante P, = i é Globalmente Hipoelitico em T3. E
facil ver também que Py = 0y + z(\/ﬁaz + ﬂay) — i € Globalmente Hipoelitico em T3. Desse modo, vale
que

Py o Py =id; — V30, — V20, +1,
¢ Globalmente Hipoelitico em T3.
Exemplo 3.4. Podemos também compor um operador com ele mesmo. Tome, por exemplo, o operador
P =0; +1i(8, + V20,),
que jd vimos ser Globalmente Hipoelitico em T3. Temos dai
P?=0?-09% - 285 +i(0p0y + 0;0¢ + \/i(atay +0,0;)) — ﬂ(axay + 0y03),

também, Globalmente Hipoelitico em T3.
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APENDICE

A. Derivado do Método de Laplace

Sejam C' > 1 e § > 0. Vamos considerar a sequéncia de integrais {.7 () }sen, onde
+6 )
T) = / e du.

=

Vejamos se esta sequéncia tem todos os termos definidos. Temos que
+6 )
0< T() = |7(0)] < / e~ g < 25,
-5

Portanto, as integrais sao finitas e a sequéncia limitada.
Através de uma mudanca da mudanca de varidveis s = wv/C? obtemos que
1 +8V/Ct
9(6)—\/@/5@ e % ds.
Como vale que (—6,0) C (—0v/Cl, +6+/CF), para cada £ € N, segue que
R
\/ﬁ/_g e *ds < T().
Chamando

1t
Cs := —/ e % ds,
’ VGO J_s

Cs
<70,

Observe que Cs s6 depende da constante C' e de 4.

temos por fim que

B. Equivaléncia de Equacgoes

Proposigao 1. Sejam c e [ funcoes suaves e 2r-periddicas, e, C uma func¢ao real definida na reta por

C(t) ::/0 c(w)dw — ¢pt,

com

As equacdes diferenciais
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Aw(t) — cou(t) = e~ CW f(t)
possuem as mesmas solugoes 2mw-periodicas a menos de uma funcao exponencial composta. Isto significa
que, se p(t) for uma solu¢io 2m-periddica da primeira equacio entio v(t) = e~y (t) serd solugdo
2m-periddica da segunda, e, se v(t) for solugcio 2m-periddica da sequnda equagdo entdo p(t) = e“u(t)
serd solucao 2m-periddica da primeira.
Demonstracao. Vamos supor que p seja uma solugao 2m-peridédica da primeira equagao. Vamos mostrar
que v(-) = e~ “Op(-) é uma solucio 27-periédica da segunda equacio.
Como C' é 2m-periddica entao segue diretamente a periodicidade de v. Vale entao que
ow(t) —cor(t) = (e D u(t)) — coe O p(t)

= —eCOUOOC(E) + e CDDpu(t) — coeCDp()

= e “Oult)(co — e(t)) + pult) — cou(t))

= SO @u(t) — p(t)e(t)

= e W),

onde a ultima igualdade vém do fato de p satisfazer a primeira equacao. Consequentemente, v satisfaz
a segunda equacgao.
Suponhamos agora que v é 2m-periddica e satisfaz a segunda equacao. Mostraremos que

u(-) = e“Ou(.) satisfaz a primeira equacio (como a primeira, é 6bvio a periodicidade). Temos que

(e DOu(t)) — e(t)eDu(t)
= e“O((e(t) — co)(t) + Buv(t) — c(t)r(1))

= e“D@u(t) — cov(t))

Dupa(t) — e(t)u(t)

- ec(t)efC(t)f(t)

onde a peniltima igualdade vém do fato de v ser solucdo da segunda equacdo. Segue que g é uma
solucao da primeira equagao.

C. Solugoes da EDO Homogénea

Proposigao 2. A equacao diferencial ordindria de primeira ordem

Fppu(t) + ep(t) = 0,
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onde ¢ € C, admite solu¢do 2m-periddica nao trivial se, e somente se, ¢ € iZ. Caso seja vdlido, jd

sabemos que suas solugoes devem ser da forma
p(t) = Ke™,

onde K € C.

Demonstra¢ao. Se p é uma solucao 2m-periédica da EDO entao deve ser da forma
u(t) = Ke

onde K € C, e além disso deve valer que

pu(t) = p(t + 2m).
Deste modo, teremos que
Ce—c(t+27r) — Ce_Ct,

para cada C' € C. No caso particular em que C' = 1 obtemos

672071' — 17

que implica em 2¢m = 2j7i, para algum j € Z. Assim, vale que ¢ € iZ.

Reciprocamente, se ¢ € iZ entao basta fazer a volta do processo que realizamos, para garantir
a periodicidade da solugao. A existéncia de solugoes ja é garantida para qualquer constante. Segue o
resultado.

D. Solugoes da EDO Nao Homogénea

A fim de avancar para o resultado que queremos serd necessario expor algumas definicoes e

proposicoes que se tornarao essenciais na prova deste.

Definigao 1. Sejam p € 2'(T) e f € C(T). Defini-se a convolugio de j por f como sendo a fungao

w* f definida na reta, com valores complexos, tal que

(x F) () = (u(s), f(t = s))

Proposicao 3. Seja f uma funcao 2w-periddica, seccionalmente continua com derivada Oy f(t) também
seccionalmente continua. Se xg ¢ um ponto de descontinuidade em (0,27] entdo a derivada de f no

sentido de distribuicoes € dada por

Jr=0f + (f(2g) = f(20))dz0

onde 9y, € distribuicdo de Dirac em x.
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Defini¢ao 2. Diz-se que p € 2'(T) € uma solugdo fundamental para um operador diferencial P se esta
satisfaz a equacao

Pu=4.

Proposicao 4. Se p é uma solugao fundamental para um operador P e g € C*°(T), entdo a fun¢ao
definida por
f=nuxg

€ uma solucao da equacdo Pw = g.

Proposicao 5. Se f € C*°(T) entdo

/ 7 fls)ds = / T feyas,

para cada t € R.

Proposigao 6. Considere a equacao diferencial
Oupa(t) + e(t) = F(1),

onde ce C e f e C®(TT).
Se ¢ ¢ i, entdo a equagao possui uma Unica solu¢ao 2w-periddica que podem ser escritas das

formas equivalentes:

1 2 s
pu(t) = m/o e “Cf(t — s)ds,
ou
1 2
Se, por outro lado, valer que ¢ € iZ e
2
/ e“ f(s)ds =0,
0
entao

t
u(t) = e*Ct/ e“ f(s)ds
0
serd uma solucao para a equacao.

Demonstrag¢ao. Vamos comegar supondo que ¢ ¢ iZ. Neste caso, para encontrar as solugoes, tentaremos
obter uma solucao fundamental A do operador 0; + ¢. Sabemos que as solugoes da equac¢ao homogénea
sao da forma p(t) = Ke °, porém nao temos garantida a periodicidade. Portanto, consideramos
uma fungao v definida em [0,27) e dada por v(t) = e~ ¢, e, estendemos ela periodicamente colocando

v(t) = v(t + 2m), para cada t € R. Note que esta fungao é localmente integravel e define entdo uma
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distribuigao. Como a funcao é seccionalmente continua com derivada seccionalmente continua entao a

derivada da distribuicao v é a distribuicao
V= —ce” 4 [1 — e 25,
onde ¢ é a distribuigao delta de Dirac. Temos entao que
Oy +c)v=—ce @+ [1 —e 25+ ce " =[1 — e 276,

Assim,
v

A

= 1— e—27rc

é uma solugao fundamental do operador 0; 4+ ¢. Segue que
p=Axf

é a solugao que buscamos para a EDO.

Abrindo essa convolucao obtemos
) = Ax £
v(s)
= <1_€_2m» f(t— 3)>
1 27
= W/ e “f(t—s)ds.
- 0

Observe que esta funcao é 2m-periédica como consequéncia de f ser. Encontramos, portanto, uma
solucdo 2m-periddica (e suave) para a EDO mas precisamos mostrar ainda a unicidade da solugao e
também a sua forma equivalente. Vamos comegar mostrando a outra forma que essa solu¢ao pode ter.
Fagamos a substituicao w = 27 — s e a periodicidade de f para obter
1 2
WO = e |9

_ 0
N / e =) £(t 4w — 27)dw
27

1— 67271'0

e—27rc

2
= 7/ e f(t +w)dw
0

1— e—27rc

1

e27rc —-1

27
/ e f(t + w)dw.
0

Agora, para mostrar a unicidade vamos supor que 1 e po sejam ambos solugoes da EDO. Colocando
1= l41 — po obtemos que
O+ cpp = 0.

Usando o resultado do apéndice anterior, segue pelo fato de ¢ ¢ iZ que p = 0, que entao nos dé py = po.

Deste modo, a primeira parte do lema fica demonstrada.
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Por fim, suponhamos que ¢ € iZ e que vale

27
/ e“ f(s)ds = 0.
0
Usando fator integrante teremos que
Opp(t) + cp(t) = f(2)

= e (Ouu(t)) + cep(t) = e f(t)

= Alulb)et) = e f(2).
Integrando em ambos os lados e dividindo a exponencial obtemos

)= [ e stsyas.

Entretanto, ainda precisamos demonstrar que esta solucao é 2w-periédica. Para isso é necessario que

valha que u(t) = p(t 4 27), para cada ¢t € R. Ou seja, deve valer que

¢ t+2m
eiCt/ e f(s)ds = e~ c(t+27) / e f(s)ds.
0 0

—et=2m¢ — ¢~ de modo que a igualdade acima equivale a

t+27
/ e f(s)ds = 0.
t

Por ¢ € iZ vale também que f (~)e*6(') é 2m-periddica, que faz com que a igualdade acima seja entao

Como ¢ € iZ entao e

equivalente a
27
/ e f(s)ds = 0.
0

Assim, se segue o desejado.
E. Condigao (DC*)

Proposic¢ao 7. Se vale a condigao (DC) sobre um par de nimeros reais (x,y) entdao vale a condi¢ao

que chamaremos de (DC*): existem constantes C >0 ey > 0 lais que
1= =2mEHm| > (¢] + [n]) 77,
para cada par de inteiros (§,m) # (0,0).

Demonstragao. Primeiramente, provaremos que vale o seguinte:

o |1 —e*| >els], se s> —1;
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o |l—ef[>e ! ses<—1.

Para provar o primeiro item podemos utilizar o Teorema do Valor Médio (TVM). Pelo TVM,

considerando s > 0 e o intervalo (1,1 + s), temos

€1+

S —e=e%=¢€s|,

onde ¢ € (1,1 + s). Como ¢ > 0 entao segue que
le —el TS| =elts —e > |s|.

Se considerarmos —1 < s < 0 e o intervalo (1 + s,1) teremos, novamente pelo TVM, que
e—e T =¢e(—s) =es|,

onde ¢ € (14 s,1). Por ¢ > 0 segue que
le —e! TS| =e—e'™ > |s|.

Se s = 0 a desigualdade é ébvia. Portanto, obtemos que

1—e’[=e s,

se for s > —1.

O segundo item pode ser mostrado facilmente notando que se s < —1 entao
et <e !

e dai

-1
|1fes|:176521fe’1:6 >e L

€

Terminando a demonstracao desta primeira parte.
Suponhamos que vale a condigao (DC) sobre o par de nimeros reais (x,y). Consequentemente,

existem constantes K > 0 e v > 0 tais que
IT+i(€x+ny)|l = K(7[+ €[ + [n) 77,
para cada terna (7,&,1) # (0,0,0) de inteiros. Fazendo 7 = 0 obtem-se

&z +ny| > K(|€] + n]) 77,

para cada par (£,7n) # (0,0) de inteiros. Dessa forma, usando a primeira parte temos que se 2w ({x+ny) >

—1 entao

|1 — e2m(&tm)|

Y%

e~ '2m|¢x + ny|

V

Ke~'2m(lg] +[nl) 77,
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desde que (&,n) # (0,0), e se 27 (§x + ny) < —1 temos

‘1_€2W(£x+ny)| > !

Y

e (Il + )™
Tomando C := min{Ke 127, e~!} concluimos que
|1 — 2| > C(lg] + )7,

para cada par de inteiros (§,71) # (0,0).

Note que a primeira parte da prova é equivalente a:
o |l—ed|>els],ses<1;
o |l—e¥|>el ses>1.
Pode-se usar os mesmos procedimentos para mostrar que vale também

|1 — e 2w > O(lg] + [nl) 7,

para cada par de inteiros (£,7) # (0,0).

Em suma, temos que existem C' > 0 e v > 0 tais que
|1 — =2rEH | > C(le] + [n)) 77,

para cada par de inteiros (£,7) # (0,0).
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