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RESUMO

Com o avango na capacidade de processamento e armazenamento de grandes quantidades
de dados, foi-se observado que muitas redes de grande porte advindas de situagdes praticas,
desde a World Wide Web até redes sociais e bioldgicas, apresentam uma distribuicado lei de
poténcia nos graus dos vértices. Segundo essa distribuicao, o nimero de vértices com um certo
grau k é proporcional a k#, onde 3 é o expoente que caracteriza a intensidade da lei de poténcia.
Tais redes, modeladas matematicamente por grafos de lei de poténcia, tiveram um grande
aumento no interesse de estudo dentro da drea de computagdo tedrica. Muitos pesquisadores
acreditam que pode ser mais ficil resolver alguns problemas de otimiza¢do combinatéria em
grafos de lei de poténcia do que em outros tipos de grafos em geral. Grande parte dos estudos
se utilizam de heuristicas gulosas em grafos de lei de poténcia para obter algoritmos eficientes
que computem uma solu¢do préxima da 6tima para os problemas de otimizacdo. Grafos de
lei de poténcia podem ser gerados e analisados por meio de modelos de grafos aleatdrios.
Embora o desempenho dos algoritmos para esses problemas esteja sendo bastante explorado
experimentalmente na literatura, hd pouco material tedrico que analise esse comportamento. A
presente dissertacdo se insere neste contexto tedrico, analisando o problema da clique maxima a
fim de evidenciar a eficiéncia de algoritmos gulosos em grafos de lei de poténcia para tal problema
computacional. Fazendo uso de um modelo de grafo aleatério de ligacdo preferencial, provamos
que a probabilidade de aparecimento uma clique em um grafo lei de poténcia construido pelo
modelo decai exponencialmente como uma fun¢do que depende do tamanho da clique. Esta é
a principal ligacdo entre o nosso resultado e a eficiéncia dos algoritmos gulosos em grafos de
lei de poténcia, dado que de maneira geral, algoritmos gulosos seguem uma certa ordenacio de
vértices em sua solucdo, geralmente comegando dos vértices de grau alto.

Palavras-chave: Teoria dos grafos. Otimiza¢cdo combinatéria. Teoria da probabilidade.



ABSTRACT

With the advance in the capacity to process and store large amounts of data, it was
observed that many large networks arising from practical situations, from the World Wide Web
to social and biological networks, present a power-law distribution in the degrees of vertices.
According to this distribution, the number of vertices with a certain degree k is proportional to
k=B, wherein S is the exponent that characterizes the intensity of the power-law. Such networks,
mathematically modeled by power-law graphs, had a great increase in the interest of study
within the theoretical computing area. Many researchers believe that it may be easier to solve
some combinatorial optimization problems in power-law graphs than in other types of graphs in
general. Most studies use greedy heuristics in power-law graphs to obtain efficient algorithms that
compute a solution close to the optimum for optimization problems. Power-law graphs can be
generated and analyzed using random graph models. Although the performance of the algorithms
for these problems is being experimentally explored in the literature, there is little theoretical
material to analyze this behavior. The present dissertation is inserted in this theoretical context,
analyzing the problem of maximum clique in order to show the efficiency of greedy algorithms
in power-law graphs for such computational problem. Using a preferential attachment random
graph model, we prove that the probability of a clique in a power-law graph built by the model
decays exponentially as a function that depends on the clique size. This is the main link between
our result and the efficiency of greedy algorithms in power-law graphs, given that in general,
greedy algorithms follow a certain order of vertices in their solution, usually starting from the
high degree vertices.

Keywords: Graph theory. Combinatorial optimization. Probability theory.
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1 INTRODUCAO

Grafos que apresentam distribuicdo lei de poténcia nos graus dos vértices, comumente
chamados de grafos de lei de poténcia, sao grafos em que a quantidade de vértices com grau k
é proporcional a k=#, onde 8 é uma constante, chamada de expoente da lei de poténcia. Esta
constante caracteriza a intensidade da curva da distribui¢io de graus.

A partir de diversos estudos experimentais em cima de grandes bases de dados de grafos,
observou-se que muitos grafos de diferentes dominios apresentam a distribuicdo lei de poténcia
nos graus de seus vértices. Este fendmeno foi observado por diversos autores de diferentes drea
de estudo (Faloutsos et al., 1999; Guelzim et al., 2002; Eubank et al., 2004).

Apresentar uma defini¢do precisa, € a0 mesmo tempo Util, do que € um grafo lei de
poténcia € uma tarefa que exige algum cuidado. Em particular, se quisermos incluir na classe
dos grafos de lei de poténcia apenas os grafos que possuam a sequéncia de graus cujos valores
sigam precisamente o requerido por uma regra de lei de poténcia, possivelmente pouquissimos
grafos advindos de algumas aplicacdes praticas passariam no teste. Portanto, neste trabalho nao
vamos apresentar um defini¢do deterministica para grafos de lei de poténcia, e sim uma defini¢cao
baseada em modelos de grafos aleatdrios.

Tedricos da computagdo e mateméticos estudam grafos aleatérios desde a década de 60,
em particular com os trabalhos de ErdGs e Rényi (1960). Nestes modelos permite-se aleatoriedade
na geracao das arestas, possibilitando assim, uma andlise de comportamento sobre grafos fazendo
uso de modelos aleatdrios para representd-los. Entretanto estes modelos, embora relevantes e
muito estudados, podem ndo capturar com exatidao grafos advindos de certas aplicacdes préticas,
pelo fato de induzirem uma distribui¢cdo normal nos graus dos vértices. Portanto, uma das tarefas
relevantes no estudo de grafos aleatdrios € ajustar os modelos para que os graus esperados dos
vértices dos grafos em questdo possam ter outras distribui¢des diferentes da distribui¢do normal.

Mesmo antes do recente interesse em grafos de lei de poténcia, muitos autores ja haviam
proposto modelos de grafos aleatérios com distribui¢des ajustaveis de graus, como por exemplo
em Bender e Canfield (1978) e Molloy e Reed (1995). Mais recentemente, Aiello et al. (2001)
propuseram um modelo capaz de gerar especificamente grafos de lei de poténcia onde € possivel
ajustar caracteristicas do grafo gerado através da escolha de certos parametros a e S que guiam o
tamanho do grafo a intensidade da lei de poténcia.

Muitos problemas computacionais podem ser resolvidos se utilizando de grafos, e dentre
eles, estdo os problemas de otimizacao. Tais problemas de otimiza¢do sdo amplamente estudados
devido a sua importancia em aplicagdes e situacdes praticas. Alguns destes problemas pertencem
a classe de complexidade NP-dificil e o grau de dificuldade para computar uma solucao 6tima é
alto, supondo que P # NP.

Recentemente, pesquisadores observaram que alguns destes problemas podem ser mais
faceis de resolver em grafos de lei de poténcia do que em outros grafos em geral (Park e Lee,
2001; Eubank et al., 2004; da Silva et al., 2013; Rogiski, 2016). O foco do presente trabalho,
de maneira mais ampla, € analisar o motivo desta eficiéncia de um tipo particular de estratégia,
especificamente a utilizacdo de algoritmos gulosos em tais grafos. Algoritmos gulosos, que
geralmente sdo simples e intuitivos, mas nem sempre retornam a resposta 6tima, apresentam
resultados muito bons se aplicados em grafos de lei de poténcia. Estudos experimentais mostram
que para alguns problemas NP-Dificeis, os algoritmos gulosos computam solu¢des 6timas ou
proximas da 6tima se aplicados em grafos de lei de poténcia. Entretanto, hd pouco material
tedrico explicando o motivo desse comportamento.
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Portanto, este trabalho se insere neste ramo tedrico, podendo especificar dois principais
objetivos:

* Analisar o uso de probabilidade e técnicas aleatorizadas, que sdo amplamente utilizadas
na constru¢ao de modelos de grafos aleatérios, apresentando ao leitor alguns exemplos
de modelos.

* Propor uma andlise sobre um problema computacional especifico, no caso da presente
dissertacdo o problema da clique méxima.

Utilizando um modelo de grafo aleatério de ligacdo preferencial, provamos que a
probabilidade de existir uma clique em um grafo lei de poténcia construido pelo modelo, decai
exponencialmente como uma func¢iao que depende do tamanho da clique. Como geralmente
heuristicas gulosas seguem uma determinada ordenacdo de vértices em sua solu¢do, por exemplo,
comecando dos vértices de grau alto, esta prova € a principal ligacdo entre o nosso resultado e o
bom desempenho observado de algoritmos gulosos em grafos de lei de poténcia.

O presente trabalho estd dividido em cinco capitulos. Primeiramente nos Capitulos 2 e 3
¢ apresentado a fundamentagdo tedrica necessaria para desenvolver os resultados desta dissertacao.
Os capitulos apresentam definicdes e teoremas relacionados a drea de teoria da probabilidade,
grafos, lei de poténcia, algoritmos gulosos e modelos de grafos aleatérios. Decidimos separar
o Capitulo de modelos de grafos aleatdrios do resto do referencial tedrico dada a importancia
do topico para o estudo. No Capitulo 4, apds apresentarmos os resultados obtidos em trabalhos
relacionados, apresentamos os resultados originais que obtivemos. Por fim, o Capitulo 5 apresenta
a conclusdo desta dissertacao.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo sdo apresentados conceitos relacionados a drea de teoria da probabilidade,
grafos, lei de poténcia, algoritmos gulosos e o problema da clique médxima. Estas defini¢cdes sao
utilizadas no desenvolvimento e andlises da presente dissertacao.

2.1 GRAFOS

Nesta parte do referencial tedrico, sdo apresentas algumas defini¢des basicas envolvendo
grafos. As defini¢cOes apresentadas sdo baseadas no livro de West (2001).

Seja S um conjunto e k um inteiro, denota-se por (i) o conjunto de subconjuntos de S
de tamanho k.

Definicao 2.1. (Grafos (ndo direcionados)). Um grafo (ndo direcionado) G é um par de conjuntos
(V(G),E(G)), onde V(G) € um conjunto finito em que cada elemento é chamado de vértice de
G,e E(G) € (")) em que cada elemento é chamado de aresta de G.

Definicao 2.2. (Relagdes de Vizinhanga entre vértices). Se u,v € V(G) e {u,v} € E(G),
dizemos que existe uma aresta entre u e v. Uma aresta a € E(G) é incidente a um vértice u
se u € a. Se existe uma aresta entre u e v, dizemos que u € adjacente a v. A vizinhanca de
um vértice u, denotada por N (u), é o conjunto de todos os vértices que sdo adjacentes a u. Se
a ={u,v} € E(G), dizemos que u e v sdo as pontas da aresta a.

Definicao 2.3. (Grau). O grau de um vértice u, denotado por d(u), representa a quantidade de
arestas incidentes ao mesmo, ou seja, d(u) = |N(u)|.

Definicao 2.4. (Grau maximo e minimo). O grau mdximo de um grafo G € definido como:
A(G) =max{d(u) : u € V(G)},

o grau minimo é:
6(G) =min{d(u) : u € V(G)}

Definicao 2.5. (Grafos Direcionados). Um grafo direcionado G é um par de conjuntos
(V(G),E(G)), onde V(G) é um conjunto finito de vértices, e E(G) C (V(zG)) em que cada
elemento ¢ um par ordenado de vértices chamado de aresta. O par ordenado determina a dire¢do
da aresta, logo, (u,v) € E(G) significa que a dire¢do da aresta é saindo de u e chegando em v. O
primeiro vértice do par ordenado é chamado de cauda da aresta enquanto o segundo é chamado
de cabe¢a da aresta.

Para os grafos direcionados, a no¢ao de grau é diferenciada em: grau de entrada e grau
de saida. Respectivamente, a quantidade de arestas que chegam e a quantidade de arestas que
partem do vértice.

Definicao 2.6. (Grau de entrada e de saida). O grau de entrada de um vértice u, denotado
por d~(u), representa a quantidade de arestas com cabega u. O grau de saida de um vértice u,
denotado por d*(u), representa a quantidade de arestas com cauda u.
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Definicao 2.7. (Subgrafo). Um grafo G’ € um subgrafo de G se

V(G') cV(G),
E(G’) C E(G).

Definicao 2.8. (Subgrafo induzido por um conjunto de vértices). Dado um conjunto S € V(G),
denota-se G[S] o subgrafo induzido por S em G, em que G[S] = (S, E(G) N (‘;))

Definicao 2.9. (Multigrafo). Um multigrafo é um grafo que pode conter mais de uma aresta
entre um par de vértices. Assim, dois vértices podem ser conectados por mais de uma aresta.
Dizemos que duas arestas sdo paralelas se contem o mesmo par de vértices. Se duas pontas de
uma aresta coincidem no mesmo vértice, a aresta € um loop.

Definicao 2.10. (Emparelhamento). Dado um grafo G, um emparelhamento M em G € um
subconjunto M C E(G) de modo que as arestas de M ndo compartilhem um vértice comum.

Definicao 2.11. (Cobertura por Vértices). Uma cobertura por vértices em um grafo G € um
conjunto de vértices C C V(G) tal que toda aresta e € E(G) tem pelo menos uma ponta em C.

Definicao 2.12. (Conjunto Independente). Dado um grafo G, um subconjunto V’ C V(G) € um
conjunto independente de G se para todo par de vértices u,v € V’, temos que {u,v} ¢ E(G).

Definicao 2.13. (Clique). Dado um grafo G, um subconjunto V’ C V(G) €é uma clique de G se
para todo par de vértices u, v € V’, temos que {u, v} € E(G). Se V' € uma clique de cardinalidade
maxima em G, o tamanho de V’ é denotado por w(G).

Definicao 2.14. (Grafo completo). Um grafo G € dito completo se V(G) é uma clique. Um grafo

completo com n vértices € denotado por K,,.

2.2 TEORIA DE PROBABILIDADE

Nesta secdo sao definidos alguns axiomas e teoremas de probabilidade utilizados nesta
dissertacdo. As defini¢des sdo baseadas na obra de Mitzenmacher e Upfal (2017).

Definicao 2.15. (Espacgo de Probabilidade Discreto). Um espago de probabilidade possui trés
componentes:

* Um espacgo amostral Q, que € o conjunto de todos os resultados possiveis do processo
aleatério modelado pelo espago de probabilidade.

* Um conjunto de conjuntos ¥ representando os eventos, onde cada conjunto em ¥ € um
subconjunto do espaco amostral €.

* Uma funcdo de probabilidade que relaciona os elementos de F ao conjunto dos nimeros
reais, Pr : ¥ — R.

— Para qualquer evento E € ¥,0 < Pr(E) < 1.
- Pr(Q) =1.

— Para qualquer sequéncia de eventos mutuamente disjuntos:

Pr(O E) :iPr(E,-). 2.1
i=1 i=1
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Eventos sdao conjuntos e, por isso, sdo utilizadas notagdes da teoria dos conjuntos para
expressar relacoes entre os eventos. Escreve-se E1 N E; quando se quer representar a ocorréncia
dos dois eventos. J4 E| U E, representa a ocorréncia de pelo menos um dos dois eventos, ou seja,
pode ocorrer somente um deles ou os dois. A subtracdo de conjuntos, E| — E», € usada para
representar a ocorréncia do evento E| e a ndo-ocorréncia do evento E;. A negacdo de um evento,
E,éiguala Q- E.

Exemplo 2.1. Em um langamento de um dado de 6 lados, o espaco amostral € composto
por todos os possiveis resultados do lancamento, neste caso os 6 valores do dado, ou seja,
Q ={(JI I ET}. Seja E; o evento em que o valor do langamento seja maior que 3, ou seja,
E; ={CJ(E3}. Seja também E, o evento que que o valor seja par, ou seja, £, ={J,63,E3}. Note
que neste exemplo £ N E; € o evento em que o valor do lancamento € maior que 3 e par, ou seja,
EiNE, :{[Z],}.

A partir da Equacgao 2.1, € possivel generalizar a equacao para eventos nao necessaria-
mente disjuntos. A probabilidade da unido dos eventos € no maximo a soma das probabilidades e
a generalizacdo fica como segue:

Lema 2.1. (Limitante da Unido). Dados os eventos Ey, E», ..., E, temos que
n n
Pr(|_JE) <) Pr(E). (2.2)
i=1 i=1

Em alguns casos que ndo se tenha certeza sobre a disjun¢do dos eventos, pode-se
descobrir o valor exato da unido das probabilidades com o seguinte lema.

Lema 2.2. (Principio da inclusdo-exclusdo). Dados os eventos E1, E, ..., E,, temos que

PI"(LHJ E,) = Zn:Pl"(El)
i=1 i=1

- Z Pr(E;NEj)
i<j

+ Z Pr(E;NE; N Ey) (2.3)
i<j<k

+ (=1 Z Pr(E;, NE,N..NE;).

i1<iy<...<i]

Observe que acima se faz necessario sempre retirar a probabilidade que fica na intersec¢ao
dos eventos, pois quando se soma eventos que se intersectam, soma-se a mesma probabilidade
mais de uma vez.

Definicao 2.16. (Independéncia de Eventos). Dados os eventos E1, E3, ..., E,, eles sdo indepen-
dentes se e somente se

Pl’(ﬁ El) = ﬁPr(El) (24)
i=1 i=1

Pode-se pensar na ocorréncia de um evento afetar a ocorréncia de outro. Neste caso,
pode-se calcular a probabilidade de um evento acontecer, dado que outro evento ja aconteceu da
seguinte forma:
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Definicao 2.17. (Probabilidade Condicional). A probabilidade condicional do evento E| dado
que E; ocorreu € dada por

Pr(EiNE)

Pr(E\|E>) = Pr(Ey)

(2.5)
dado que Pr(E;) > 0. A probabilidade serd positiva, se de alguma forma o evento E; influenciar a
ocorréncia do evento E;. De certa forma, a equacdo € intuitiva, pois se quer saber a probabilidade
da ocorréncia de E| N E; dentro do conjunto do evento E,. Como E; define um espago amostral
restrito, € preciso normalizar as probabilidades dividindo por Pr(E»), validando o espago
amostral de modo que a soma das probabilidades dos eventos seja 1.

Utilizando o conceito de independéncia apresentado na Equagao 2.4, caso os eventos E
e E; sejam independentes, Pr(E|E;) = Pr(E}), pois a independéncia garante que a ocorréncia
do primeiro evento ndo afete a ocorréncia do segundo.

No estudo de eventos aleatorios, também € interessante associar valores a ocorréncia
dos eventos além de ter somente a informacao da ocorréncia. Para isso utilizam-se varidveis
aleatorias.

Definicao 2.18. (Variavel Aleatéria). Uma varidvel aleatéria (v.a.) X sobre um espago amostral
Q € uma fungdo X : Q — R.

Sejax € R, o evento X = x representa o conjunto {¢ € Q : X(e) = x}, ou seja, a unido

de todos os eventos em que a variavel apresenta valor x. Logo, Pr(X =x) = > Pr(e).
eeQ:X(e)=x

Exemplo 2.2. Seja X a varidvel aleatéria que represente a soma do valor do langcamento de
dois dados. Note que aqui o espago amostral € composto pelas 36 possiveis jogadas dos dois
dados. Ja a varidvel pode assumir 11 possiveis valores das somas dos resultados dos lancamentos,
X € {2,3,...,12}. Logo, a probabilidade de a soma ser igual a 3, ou seja, {((J,()),((JLD)}, €
iguala Pr(X =3) =2/36=1/18.

O conceito de independéncia visto acima também € valido quando se fala de varidveis
aleatorias.

Definicao 2.19. (Independéncia de Varidveis Aleatdrias). Dada as (v.a.) X1, Xo, ..., Xj,, elas sdo
independentes se e somente se

Pr(( X =x) =] | Pr(Xi=x). (2.6)
i=1 i=1

Um conceito muito importante se falando de varidveis aleatérias € a denominada
esperanga. A esperanca pode ser entendida como a média dos valores assumidos pela varidvel
aleatdria, onde cada valor € ponderado pela probabilidade da varidvel assumir este valor.

Definicao 2.20. (Esperanca). A esperanca de uma varidvel aleatéria X € dada por,

E[X] = Z i.Pr(X =i), 2.7)

i

onde a soma € sobre todos os valores assumidos por X.
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Exemplo 2.3. Considere o lancamento de dois dados, como visto no Exemplo 2.2, com a
esperancga, consegue-se calcular o valor esperado dessa soma. Neste caso,

1 2 1
_5. , R 2.8
E[X] 236+3 T +12 T 7 (2.8)

2.3 NOTACAO ASSINTOTICA E FUNCOES ESPECIAIS

Definicao 2.21. (Notacdo O(1)). Uma fun¢do f : N — R € assintoticamente limitada superior-
mente por uma constante se existem cy > 0 e ny € N tais que f(n) em valor absoluto nunca
ultrapassa ¢y de ny em diante, isto € |f(n) < c| para todo n > ny. O conjunto das fungdes
assintoticamente limitadas superiormente por uma constante € denotado por O(1).

Definicao 2.22. (Notagao O(f(n))). Uma fungdo g : N — R € assintoticamente limitada
superiormente por f : N — R se existem ¢ > 0 e n, € N tais que |g(n)| < c|f(n)| para todo
n > n.. O conjunto das funcgdes assintoticamente limitadas superiormente por f(n) é denotado

por O(f(n)).

Durante o texto iremos escrever f = O(g(n)), porém fica subentendido que tal fun¢do
f pertence ao conjunto de fungdes O(g(n)).

Definicao 2.23. (Notagao o(1)). Uma fungdo f : N — R é assintoticamente nula se para todo
¢ > 0 existe n, € N tal que f(n) em valor absoluto nunca ultrapassa c y de ny em diante, isto
€ |f(n) < c| paratodo n > n.. O conjunto das fun¢des assintoticamente nulas é denotado por

o(1).

Definicao 2.24. (Valor aproximado). Uma funcio g(n) é aproximadamente igual a f(n), ou
seja, g(n) ~ f(n) se g(n) = (1+0(1))f(n).
Definicao 2.25. (Func¢do Zeta de Riemann (Titchmarsh et al., 1986)) Sejat € C, a funcdo {(¢) €

definida como:
> 1
£(1) = Z} p

onde a fun¢do converge quando a parte real de ¢ € maior que 1.

Definicao 2.26. (Funcdo Gama) A fun¢do gama I'(n) € definida como uma extensao da fungao
fatorial para o conjunto dos niimeros complexos e reais. Para qualquer n € C, com parte real
positiva, a funcdo gama € definida como uma integral,

F(n)=/ " e ldr
0

Os dois seguintes teoremas envolvendo a funcdo gama serdo relevantes nesta dissertacao.

Teorema 2.1. (Hofstad, 2010) Se n for um nimero inteiro, a fungdo gama se relaciona com a
funcao fatorial da seguinte forma:

I'n)=(m-1)!

Teorema 2.2. (Férmula de Duplicacdo de Legendre (Arfken e Weber, 1999)) Seja z € C, com

parte real positiva, entao,

1

()l (z + 5) = 217227 (22)
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Figura 2.1: Distribui¢cdo normal Figura 2.2: Distribui¢do Lei de Poténcia

2.4 GRAFOS DE LEI DE POTENCIA

Barabasi e Albert (1999) enunciaram a hipétese de que a distribui¢do lei de poténcia
presente em grafos advém do fato de que muitas redes na natureza tendem a comecar pequenas e
crescem com O tempo e, se 0 processo seguir uma regra denominada ligacdo preferencial, a lei
de poténcia inevitavelmente aparecerd nestes grafos. Tal regra define que novos vértices que vao
sendo adicionados ao grafo se conectam preferencialmente a vértices que ja possuam bastante
conexdes.

Definicao 2.27. (Lei de Poténcia). A lei de poténcia é uma relacdo entre dois valores, onde uma
mudanca em um dos valores resulta em uma mudanga proporcional ao outro valor. Tal relacao
entre dois valores x e y pode ser escrita da seguinte forma

y=a-x

onde a (constante de proporcionalidade) e k (expoente) sdo constantes.
Em grafos, a distribui¢do dos graus segue uma lei de poténcia quando a propor¢ao de
vértices com determinado grau k é

Peg(k) ~ k7P,

As Figuras 2.1 e 2.2 demonstram a diferenca entre a distribui¢do normal e a distribui¢dao
lei de poténcia sobre grafos.

Enquanto na distribuicdo normal os vértices em sua maioria se concentram em uma
média, numa distribui¢ao lei de poténcia, que € uma continua fun¢do decrescente, existe uma
diferenga grande entre a quantidade de vértices com grau muito alto se comparado a quantidade
de vértices com grau muito baixo.

Como foi dito, inicialmente a teoria de grafos lei poténcia se desenvolveu utilizando
ferramentas heuristicas ndo muito apropriadas para uma andlise do ponto de vista da comunidade
de computacdo tedrica. Em consequéncia disso, pesquisadores propuseram modelos matematicos
formais que tornam essas andlises possiveis. Existem modelos probabilisticos e deterministicos
propostos na literatura. Alguns exemplos de modelos deterministicos podem ser encontrados em
Chauhan et al. (2016) e Brach et al. (2016). Os modelos abordados na presente dissertacao sao
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probabilisticos e podem ser classificados em trés tipos: Os modelos de configuracdo (Bollobds,
1980; Aiello et al., 2001), modelos de grafo aleatério generalizado (Chung e Lu, 2002; Britton
et al., 2006; Vignatti e da Silva, 2016) e os modelos de ligacao preferencial (Barabdsi e Albert,
1999; Bollobés et al., 2001; Hofstad, 2010; Mitzenmacher e Upfal, 2017). Tais modelos serao
definidos detalhadamente no Capitulo 3.

E importante destacar que embora haja uma definicio formal para classificar um grafo
como pertencente a classe de grafos de lei de poténcia, os modelos estudados ndo necessariamente
geram tais grafos. Entretanto, como a maioria trabalha com conceitos de probabilidade, tais
modelos possuem uma alta probabilidade de gerarem grafos com distribuicdo lei de poténcia.

Na sec¢do seguinte, serd apresentado o problema de otimizagao estudado no presente
trabalho, para posteriormente serem apresentados os modelos analisados.

2.5 PROBLEMAS DE OTIMIZACAO E ALGORITMOS GULOSOS

Na literatura, existem diversos estudos experimentais que evidenciam a efici€ncia de
algoritmos gulosos aplicados a problemas de otimiza¢do combinatéria em grafos de lei de
poténcia (Park e Lee, 2001; Eubank et al., 2004; da Silva et al., 2013; Rogiski, 2016).

De uma maneira breve, algoritmos gulosos sdo aqueles que tomam decisdes “miopes’
com o objetivo de encontrar uma solu¢do 6tima global. Eles avaliam a melhor op¢ao a cada passo,
escolhendo a op¢do que pareca mais adequada. Tais algoritmos desconsideram implicagdes
futuras de suas tomadas de decisdes e também o problema maior como um todo, pois uma vez
tomada a decisdo, ela nunca é reconsiderada. Geralmente sdo implementados de maneira simples
e intuitiva, porém muitos sdo utilizados para resolver problemas complexos.

Dentro do escopo desta dissertacao, foi analisado o problema da clique médxima em
grafos de lei de poténcia. O problema € descrito na subse¢do seguinte. O problema € NP-Dificil,
ou seja, € dificil encontrar um algoritmo que compute a solucdo 6tima em tempo polinomial de
execucdo. Este problema € um problema cldssico entre os problemas de otimiza¢ao combinatdria
e € muito utilizado em diversas dreas de aplicagdo.

b

2.5.1 CLIQUE MAXIMA

Abaixo definimos o problema computacional da clique médxima.

Definicao 2.28. (CLIQUE MAx1MA) O problema da clique mdxima, denotado CLIQUE MAXIMA,

refere-se a: Dado como entrada um grafo G, obter como saida uma clique C de G tal que
IC] = w(G).

Dois algoritmos gulosos s@o bem conhecidos para esse problema. O primeiro algoritmo,
conhecido como "Worst out", segue como: Dado um grafo G, escolha um vértice v com o menor
grau e remova de G. Repita a mesma estratégia no grafo restante iterativamente até€ que ele se
torne uma clique ou o nimero de vértices se torne menor que 1.
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Algoritmo 1 "Worst Out"

1

2:

AR A

Entrada: Grafo G.
Saida: Clique de G.
n=|V(G)|
Ordene os vértices em V(G) em ordem ndo-decrescente de grau, de tal modo que d(v;) < d(vi41),
paratodoi € {I,...,n}.
while G nao for uma clique e |V(G)| > 1 do
Escolha um vértice v de grau minimo em G.
Remova v de G.
end while
return G

O outro algoritmo, conhecido como "Best in", possui uma abordagem simetricamente

inversa ao algoritmo anterior. Dado um grafo G, ordene os vértices em ordem decrescente de
grau. Iterativamente, para cada vértice, comec¢ando com o mais alto grau, remova os vértices nao
adjacentes ao selecionado até que uma clique seja encontrada. Retorne a maior clique do grafo
encontrada.

Algoritmo 2 "Best In"

Entrada: Grafo G.
Saida: Clique de G.

1: n=|V(G)|
2: Ordene os vértices em V(G) em ordem decrescente de grau, de tal modo que d(v;) > d(v;41), para

AN A

todoi € {1,...,n}.

while G nao for uma clique e |[V(G)| > 1 do
Escolha um vértice v de grau maximo em G.
Remova os vértices V(G) — N(v) de G.

end while

return G

2.6 CONCLUSAO

Neste capitulo foram apresentados conceitos acerca de teoria da probabilidade, grafos,

lei de poténcia, algoritmos gulosos e o problema da clique maxima. Estas definicdes sao
importantes para o entendimento da presente dissertacdo, pois servem como base para as
conclusdes alcancgadas.
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3 MODELOS DE GRAFOS ALEATORIOS

Formalmente, nao faz sentido dizer que um dado objeto matemdtico, como um grafo, é
aleatério. Quando dizemos que estamos utilizando grafos aleatérios, o que queremos dizer € que
estamos utilizando grafos amostrados de um conjunto de grafos de acordo com uma distribuicao de
probabilidade. Neste capitulo sao apresentados alguns modelos de grafos aleatérios normalmente
utilizados no estudo de grafos de lei de poténcia. A ideia central neste contexto € definir os
modelos aleatérios de maneira que os grafos amostrados possuam com alta probabilidade a
distribui¢do de graus seguindo a lei de poténcia.

3.1 O MODELO G,

O estudo de grafos aleatdrios foi iniciado por Paul ErdGs e Alfréd Rényi, numa sequéncia
de publicacdes na década de 60 (ErdSs e Rényi, 1960, 1961). Os autores introduziram um
modelo, que € comumente referenciado na literatura como modelo Erdds-Rényi. O modelo é
utilizado para gerar grafos aleatdrios e possui duas variagdes. De maneira simplificada, o modelo
Gp,p define que a probabilidade p de existir uma aresta entre dois vértices de um grafo G com n
vértices € escolhida de maneira uniformemente aleatéria para todas as (5) possiveis arestas.

Definicao 3.1. (Modelo G, ). Seja G o conjunto de todos os grafos possiveis sobre o conjunto
de vértices [n]. O modelo G, , gera um grafo G € G com a seguinte probabilidade

Pr(G) = plE@I(1 = p)(D-EG),

A outra variacdo, denotada por G, ,,,, escolhe um grafo aleatoriamente de forma uniforme
n
de uma cole¢do de grafos com um nimero m de arestas, ou seja, entre ((rgl)) possibilidades. Em

outras palavras, o modelo amostra um grafo G € G com probabilidade Pr(G) = 1/ ((,;2?). Essa
segunda variacdo do modelo € equivalente a se pensar da seguinte forma, dado um grafo G com
nenhuma aresta, o modelo adiciona arestas de forma aleatdria e uniforme até que |E(G)| = m.

Segundo Aiello et al. (2001), muitas aplicag¢des praticas t€ém sido efetivamente modeladas
por modelos de grafos aleatérios. Levando em conta a auséncia de grandes quantidades de dados
e recursos, durante boa parte do tempo em que desenvolveu-se pesquisa em teoria de grafos
aleatdrios, ndo era muito ficil fazer previsdes a respeito de propriedades de grafos advindos
de aplicagdes e se tais grafos poderiam ser modelados adequadamente utilizando os modelos
de Erdos-Rényi. No entanto, com a aquisi¢ao de dados cada vez mais fécil e rdpida, € aberta a
possibilidade de estudar propriedades desses grandes grafos.

Outros modelos comecaram a ser propostos na literatura, com o objetivo de capturar
propriedades de diversos tipos de grafos por meio da utiliza¢do de grafos aleatérios. De maneira
geral, sdo definidos processos capazes de produzir grafos com uma sequéncia de graus pré-definida
com alta probabilidade.

Os modelos estudados no presente trabalho podem ser classificados em trés grandes
tipos: modelo de configuragdo, modelo de grafo aleatério generalizado (GRG) e o modelo de
ligacao preferencial. Alguns dos modelos propostos permitem que a distribui¢do dos graus seja
configurada através de parametros, ja outros, geram apenas uma certa distribui¢do caracteristica
pela maneira que foram implementados.
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3.2 AJUSTANDO A DISTRIBUICAO DE GRAUS EM GRAFOS ALEATORIOS

Nas proximas se¢oes iremos apresentar modelos de grafos aleatérios que permitem que
a distribuicdo dos graus dos vértices do grafo construido seja ajustada. Existem diversas maneiras
de se construir grafos aleatdrios ajustando os graus do vértices, porém, no escopo da presente
dissertacdo, escolhemos duas classes de modelos que s@o bastante utilizadas na literatura. Estas
sdo a dos modelos de configuracdo e a dos modelos de grafo aleatério generalizado.

3.2.1 MODELO DE CONFIGURACAO

O modelo de configuragdo foi introduzido em Bollobds (1980) com o objetivo de estudar
grafos aleatérios com uma sequéncia determinada de grau. O modelo permite especificar qual é
a distribuic@o dos graus dos vértices. Neste modelo os graus dos vértices € um parametro fixo
utilizado na construcdo do grafo. Dada a sequéncia de graus di, d>, ...d,, representando o grau
que os vértices terdo no grafo construido no processo aleatério. Para construir o grafo, se um
vértice i deve ter grau d; entdo o vértice i recebe d; “meias arestas” e de maneira uniformemente
aleatoria, o modelo escolhe duas metades e as liga formando uma aresta no grafo, iterando até o
grafo ndo possuir mais as meias arestas.

No final da construcao o grafo terd a distribui¢do dos graus que foi configurada. Uma
caracteristica do modelo, é que o nimero de meias arestas deve ser par, para assim ser possivel
ligar todas as meias arestas. Outra caracteristica especifica deste modelo € que o grafo construido
pode conter loops e multiarestas, por exemplo, caso na escolha aleatria das meias arestas a se
conectar o modelo escolha duas metades que partem do mesmo vértice gerando um loop. Um
modelo de configuracdo pode construir um grafo lei de poténcia se a sequéncia de graus passada
como parametro também seguir uma lei de poténcia.

Iremos apresentar o modelo de configuragdo proposto por Aiello et al. (2001), pois é
um modelo bastante utilizado na literatura (Shen et al., 2012; Gast e Hauptmann, 2014; Gast
et al., 2015; Eubank et al., 2004). Em Aiello et al. (2001), os autores propuseram um modelo de
grafo aleatério, conhecido como modelo ACL, que estende o modelo de configuracao, sendo
capaz de construir grafos de lei de poténcia.

Definicao 3.2. ((a, B)-Grafos de Lei de Poténcia). Um grafo («, 5)-GLP ¢ um multigrafo G, g
ndo direcionado, possivelmente contendo loops e com grau maximo A(G,g) = | e8], onde
paracadai =1,2,...,A e G, possua y; vértices com grau i, onde

i:{%J ,sei>1ou X |4 €par (3.1

le*] +1 , caso contrario.

Na Equacdo 3.1 os valores i e y; satisfazem logy; = @ — flogi. Além disto, a € o
logaritmo do tamanho do grafo e 5 é um parametro que permite guiar a intensidade da distribui¢ao
lei de poténcia presente nos graus dos vértices. O niimero n de vértices e o numero m de arestas
do grafo G, g podem ser calculados da seguinte forma:

le@/B] {(Be” ,sep>1
,se =1

i=l el ,se0<pB<1



21

div) =1 d{v) =2 div) =3

©9 9 99 %% 999 99%9
aresta loop aresta paralela. .

Figura 3.1: Construcdo do grafo no modelo ACL(«, 8)
Fonte: (Gast e Hauptmann, 2014)

L 1C(B-1)e" ,sep>2
1
- _ N2~ {Fae® ,seB=2
m= 3 Z il=gl~y32¢ B
= %% ,se0<p<2
o 1

relembrando que £(t) = ), ¢ a fungdo Zeta de Riemann.

n=1 nt

Definicao 3.3. (Modelo ACL(«, 8)). No modelo ACL(a, 8) a construgdo de («, 8)-GLP € a
distribuicao P(a, 8) no conjunto de todos os (@, 8)-GLP, que é obtida da seguinte forma:

1. Gere um conjunto L com d(v) cépias distintas de cada vértice v.
2. Gere um emparelhamento aleatdrio nos elementos de L.

3. Para cada par de vértices u e v, o nimero de arestas ligando u e v em G € igual ao
nimero de arestas em L que juntam cOpias de u a copias de v (veja a Figura 3.1 para um
exemplo).

3.2.2 MODELO DE GRAFO ALEATORIO GENERALIZADO

O modelo de grafo aleatorio generalizado (GRG) proposto por Britton et al. (2006)
¢ uma adapta¢do do modelo G, ,, apresentado na Defini¢cdo 3.1. O modelo GRG tem como
objetivo estender tal modelo, permitindo uma distribuicao dos graus dos vértices ajustavel. Uma
vantagem do modelo € que as arestas sdo geradas de maneira independentes entre si, facilitando
algumas andlises. No modelo, cada vértice i € V(G) é relacionado a um peso w; do vetor de
pesos w, de maneira que a probabilidade das arestas serem incidentes a i sejam guiadas por esse
peso.

Definicao 3.4. (Modelo GRG). Dado um vetor de pesos w = (w1, wa, ..., w,), o grafo aleatdrio
com n vértices € construido tal que a probabilidade de um vértice i se conectar a um vértice j €
igual a

Pr(ij € E) = —2L Wi # f

ln+win ’

onde [, = ), w;, € a soma dos pesos de todos os vértices do grafo.
i€V
Este modelo permite especificar a distribui¢do dos graus dos vértices, para isso, basta
configurar os pesos para a distribuicao desejada. Se os pesos seguirem uma distribui¢ao lei de
poténcia, os graus dos vértices tenderdo a apresentar uma distribuicao lei de poténcia.
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Derivado do modelo GRG, em Vignatti e da Silva (2016) os autores propuseram uma
adaptacao para construcao de grafos de lei de poténcia aleatérios. Como a configuracio dos
graus nesse tipo de modelo se dé pela defini¢ao dos pesos, os autores escolhem os pesos fazendo
uso de uma adaptacao do modelo proposto por Aiello et al. (2001), descrito na secdo anterior.
Essa estratégia foi adotada, pois os pesquisadores observaram a melhor eficicia em se realizar
andlises probabilisticas em um modelo que os eventos fossem independentes como no GRG. De
maneira simplificada, um grafo € construido a partir de uma adaptacdo do modelo ACL, e os
graus dos vértices sao transformados na sequéncia de pesos que € usada como parametro para
construcao do modelo GRG. Como foi descrito anteriormente, € possivel gerar uma distribuicao
lei de poténcia com o modelo ACL utilizando os parametros corretos, logo, o grafo construido
pelo modelo GRG também constréi um grafo lei de poténcia.

Definicao 3.5. (Modelo GRG-ACL). Considere a utilizagdo do Modelo GRG, o vetor de pesos w
é construido usando principios semelhantes a Aiello et al. (2001). Seja a = In (J(Lﬁl)), B>2e
A=|e?]. Paracada j = 1,2, ..., A, entdo ‘

eﬂ/
j—ﬁj ,sen > 1

j= L.
le*] ,caso contrario

Agora w € construido a partir de y; para cada j = 1,2, ..., A. Desta maneira, existem y; vértices
com peso j (note que no modelo ACL existem y; vértices com grau j).

Em Chung e Lu (2002) os autores apresentam uma outra implementacao do modelo
GRG.

Definicao 3.6. (Modelo Chung-Lu). Dado um vetor de pesos w = (wy, wa, ..., w,), 0 multigrafo
aleatdrio com n vértices € construido tal que a probabilidade de um vértice i se conectar a um
vértice j € igual a

Pr(ij € E) =2 Jondel, = ¥, w;.
" ieV
Percebe-se que ndo € necessdrio que i e j sejam distintos, dessa forma, hd possibilidade

de loops.

3.3 MODELOS DE LIGACAO PREFERENCIAL

Alguns grafos advindos de situagdes praticas, além de possuirem a distribui¢do dos
graus dos vértices seguindo uma lei de poténcia, também apresentam duas propriedades quanto a
evolucao dos grafos. Uma dessas propriedades € que os grafos crescem continuamente pela adi¢dao
de novos vértices, proporcionando a caracteristica de crescimento da rede. A outra propriedade é
que esses novos vértices que vao sendo adicionados, se conectam preferencialmente a vértices
que ja possuam bastante conexdes (Barabdsi e Albert, 1999).

A principal diferenca entre os modelos apresentados anteriormente e os modelos de
ligacdo preferencial é que a dinamica de criacdo de um grafo em um modelo de ligacao
preferencial tenta simular uma dindmica real de crescimento de um grafo, onde os vértices sao
adicionados sequencialmente proporcionando o crescimento, e para cada vértice adicionado sao
conectadas uma ou mais arestas sobre o vértice.

Os novos vértices adicionados ao grafo recebem uma aresta para vértices jd inseridos
com probabilidade proporcional ao grau destes, ou seja, vértices com maior grau possuem maior
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probabilidade de serem adjacentes ao novo vértice. Outros modelos como o de ErdGs-Renyi
também podem ser pensados como modelos que evoluem com o tempo, onde arestas sao
adicionadas a medida que o tempo evolui, porém, nestes modelos as probabilidades das arestas
serem ou ndo adicionadas sdo iguais até o fim da constru¢do do grafo.

Segundo Barabasi e Albert (1999), modelos que definam o crescimento e a ligacao
preferencial para construcio do grafo sdo capazes de reproduzir grafos observados em situacoes
praticas, pois depois de muitos passos a propor¢ao de vértices com um determinado grau deve
obedecer a uma lei de poténcia. Os autores sugeriram o seguinte modelo:

Definicao 3.7. (Modelo de Ligagdo Preferencial Barabdsi e Albert). Comec¢ando com um niimero
pequeno (mg) de vértices, a cada passo € adicionado um novo vértice com m (< mg) arestas que
ligam o novo vértice a m vértices diferentes ja presentes no grafo. Para incorporar a ligacao
preferencial, é assumido que a probabilidade de um novo vértice estar conectado a um vértice i
depende do grau k; daquele vértice, de modo que [[(k;) = k;/2; k;. Apds t etapas, o modelo
leva a uma rede aleatéria com ¢ + m vértices e m.t arestas.

Tendo em vista a falta de formalizagao desse modelo, que foi baseado puramente em
argumentos heuristicos, € nao apresenta uma base matematica adequada, em Bollobds et al.
(2001) os autores propdem um modelo de ligacdo preferencial apresentando a formalizacao
necessdria.

Definicao 3.8. (Modelo de Ligacao Preferencial de Bollobds et al.). Seja vy, va, ..., v, 0 conjunto
de vértices do grafo G. Por inducdo, € definido o seguinte processo de construgdo do grafo
aleatorio: (Gj,);>0, onde m é o niimero de arestas adicionada a cada passo 7. Observe que G/
é um grafo direcionado em {v; : 1 <i < t}. O processo comeca com G, que é o grafo sem
nenhum vértice ou com G} onde grafo possui um vértice e um loop. Dado G’l‘l, o grafo G/ é
construido adicionando um novo vértice v; que recebe uma aresta para outro vértice v; ja presente
no grafo, sendo i escolhido aleatoriamente seguindo a seguinte equacao,

dor1(v) /(2 =1) 1<s<r-1

Pri=s=1 11 s=1

onde dGzi—l (vs) € o grau do vértice v no grafo th_l.

Este modelo segue o paradigma da ligacdo preferencial, pois o novo vértice v; recebe
uma aresta que incide em um determinado vértice v; com probabilidade proporcional ao grau de
v; no instante anterior a f. Vale ressaltar que, para m > 1, sdo adicionadas m arestas por instante
t, uma de cada vez, ja sendo contabilizadas nos célculos para as proximas arestas.

No livro de Mitzenmacher e Upfal (2017), os autores apresentam uma versao propria
do modelo de ligacdo preferencial. O modelo proposto foi baseado em um exemplo no qual a
maioria dos autores se baseia para explicar o paradigma da ligacdo preferencial, que ¢ um modelo
para a World Wide Web, onde os vértices sdo pdginas e as arestas direcionadas sao links, que
levam de uma pégina a outra.

O modelo possui uma configuracao inicial de 2 vértices e a cada passo que o grafo vai
sendo construido, um novo vértice € adicionado ao grafo junto com uma aresta que incide em
outro vértice ja existente. O modelo € definido somente para uma aresta sendo adicionada a cada
instante para simplificar as andlises. Para implementar o paradigma de ligacao preferencial, a
nova aresta € incidente preferencialmente a um vértice com maior grau.
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Definicao 3.9. (Modelo de Ligacdo Preferencial Mitzenmacher e Upfal). Dado y, um novo
vértice € adicionado ao grafo com uma aresta que tem probabilidade y de incidir a um vértice
escolhido de maneira aleatdria e uniforme e probabilidade 1 — v de copiar a ponta de outra aresta
jé existente.

Se a probabilidade for 1 — vy, entdo a nova aresta incide em um vértice existente de
maneira proporcional ao grau de entrada do vértice escolhido. Os seguintes Lemas 3.1 e 3.2 e o
Teorema 3.1 foram apresentados em Mitzenmacher e Upfal (2017).

Lema 3.1. Seja X;(¢) o nimero de vértices com grau de entrada j quando existem ¢ vértices no
grafo, entdo a probabilidade de X; crescer do tempo ¢ para o proximo tempo ¢ + 1 €,

Pr(X;(t+1) > X;(1)) = 2@ UNGDN0) [y

Demontragdo. O primeiro termo se refere a probabilidade da nova aresta incidir em um vértice
aleatoriamente com grau de entrada j — 1, elevando o grau de tal vértice para j e aumentando
a quantidade de elementos em X;. O modelo possui probabilidade y de se ligar a um vértice
aleatoriamente multiplicado pela quantidade X;_;(¢) de vértices com grau j — 1, divido pelo
tamanho do espaco amostral que neste caso € total de vértices 7.

O segundo termo se refere a probabilidade 1 — y do modelo decidir copiar uma aresta
do grafo multiplicado pela quantidade (j — 1) X;_1(¢) de arestas de vértices com grau j — 1, tudo
isso divido pelo total de arestas que também € igual a 7. O

Lema 3.2. A probabilidade de X; decrescer do tempo ¢ para o proximo tempo 7 + 1 €,

Pr(X;(t+1) < X;(1) = 240 U050 [y 5

Demonstragdo. O primeiro termo se refere a probabilidade da nova aresta incidir em um vértice
aleatoriamente com grau de entrada j, elevando o grau de tal vértice para j + 1 e diminuindo
a quantidade de elementos em X;. De maneira equivalente a prova anterior, esse termo €
a probabilidade y do modelo decidir se ligar a um vértice aleatoriamente multiplicado pela
quantidade X () de vértices com grau j, divido pelo total de vértices que € 7.

O segundo termo se refere a probabilidade 1 — y do modelo decidir copiar uma aresta
do grafo multiplicado pela quantidade jX;(¢) de arestas de vértices com grau j, divido pelo total
de arestas . L

Teorema 3.1. Seja A(X;(t)) = X;(t+1)—X;(z), representando a variacdo do nimero de vértices
com grau de entrada j do tempo ¢ para f + 1, entdo, o valor esperado desse aumento, dado os
valores que provocam o crescimento e decrescimento é

E[A(X](t))|X]_1(t),X](t)] _ VXj—l(t) + (1_7)(j_1)Xj—l(t) _ VXj(t) _ (l—)/)ij(t)

- t t t t

Demonstracao. Com base nos Lemas 3.1 e 3.2,

E[AX;(1)|X;-1(2), X;(1)] = Pr(X;(t+1) > X;(2)) = Pr(X;(t+1) < X;(1))

X (=96 = DXy (1=9)%,0
t t t t

[]
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Observe que como o modelo adiciona a cada passo somente um vértice e uma nova aresta
partindo desse vértice, o grafo construido é uma 4rvore. Nesta dissertacdo estamos interessados
em um modelo mais completo. Uma alternativa seria aumentar o nimero de vértices adicionados
em cada passo e/ou aumentar o nimero de arestas que sao relacionadas com os vértices. O
modelo proposto por Hofstad (2010) supre tais necessidades.

Definicao 3.10. (Modelo de Ligacdo Preferencial Hofstad (PA;(m, §))) O modelo produz uma
sequéncia de grafos denotada por {PA;(m, )}, onde para cada 7, 0 modelo produz um grafo
de ¢ vértices e mt arestas. O parametro ¢ permite ajustar a intensidade da distribui¢ao lei de
poténcia nos graus dos vértices do grafo construido pelo processo aleatério. Note que um grafo
gerado pelo modelo PA; (1, §) consiste em um grafo amostrado com um tnico vértice com um
loop. O conjunto de vértices de um grafo amostrado de PA|(1,9) é igual a {v(l) (1), ves vt(l)}.
Consecutivamente em PA;(1, ), a regra de crescimento para se obter PA;,1(1,9), sendo D;(1)
o grau de um vértice i em PA,(1,6), é descrita como segue:

1. Adicione um vértice v;,; contendo uma aresta em PA;.(1,0).

2. A aresta é conectada ao proprio vértice v, com probabilidade (1+6)/(¢(2+6)+(1+0)),
ou é conectada a outro vértice v; € PA,(1,0) com probabilidade (D;(t) + ) /(t(2 +
0)+ (1+0)),onde 6 > —1 € um parametro do modelo.

Considere dois vértices u e v, utilizaremos a seguinte notagdo u — v para o evento do
aparecimento de uma aresta entre os vértices u e v. Por exemplo, a probabilidade descrita no
passo 2 da Defini¢do 3.10 pode ser apresentada como:

146

| . =~ sei=t+1
Prv'h = v |PA(1,6)) = {’%t‘??fig‘s .
royrtes:  Sei € 7]

Para valores de m > 1, o modelo € definido usando como base o modelo com m = 1, da
seguinte forma:

1. Comece com PA,;(1,6/m), sendo os vértices do grafo denotados por
00y,

2. Identifique {v(l) (1), . )} em PA,,;(1,5/m) para ser v( ™ em PA,(m,9).
3. Identifi (1 (1) (1) (m)
que {v, / 15V, oy Vo €M PAy (1,6/m) paraser v, em PA;(m,0).
4. E assim consecutivamente até {v(l) p( v(l)} em PA,,;(1,6/m) ser plm
Dm+1° ¥ (j-1m+2> " jm mt{ts j

em PA,(m,¢) (veja a Figura 3. 2 para um exemplo).

z

O procedimento acima €
PAy(1,0/m) estd ligada ao vértice v,

chamado de colapso dos vértices, onde uma aresta em

(D com probabilidade proporcional ao seu peso, onde o
peso € igual ao seu grau mais 6 /m. Portanto uma aresta em PA,(m, ¢) é ligada a um vértice v§ m)
com probabilidade proporcional a soma dos pesos dos vértices {v( ) mal? 8) Dma2r vﬁ.z} de

PA,;(1,6/m). Como a soma dos graus dos vértices {v(l) D 8) Dms2?
(m)

grau do vértice v, esta probabilidade € proporcional ao grau de vﬁ. ™ mais 6. E importante
observar que, durante a construcao do grafo, para valores de m > 2, os graus sao atualizados
apos cada aresta ser adicionada ao grafo.

ne) :
jm} ¢ igual ao
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(m)
Vi

(1) (1) 1
Vicms1 Y(iZ1)m+2 V,gm)

(1 e (1)
(J=Dm+1 " (j—1)m+2 jm

(m)
Vj

Figura 3.2: Construcio do grafo para m > 1 no modelo PA;(m, )

Em Hofstad (2010), o autor também analisa o grau esperado de um vértice fixo no grafo.
O modelo € diferente do modelo proposto por Mitzenmacher e Upfal (2017), mas ainda sim €
possivel perceber semelhancas nas anélises dos modelos. Uma diferenca € que o Modelo de
Ligacdo Preferencial Mitzenmacher e Upfal permite apenas a adi¢cdo de uma aresta em cada
tempo da construcao do grafo aleatdrio.

Teorema 3.2. Sejam =1e 6 > —1, o valor esperado do grau do i-ésimo vértice no tempo ¢ €
igual a
I+ 1)IGE-1/(2+9))

T(t + 3)I()

E[Di(t) +6] = (1+9)

Para o presente trabalho, optamos por trabalhar com um caso particular do modelo
PA;(m, ). Mais precisamente iremos considerar sempre 6 = 0 conforme exposto abaixo.

Definicao 3.11. (Modelo de Ligacao Preferencial (PA;(m))) O modelo segue as definicdes do

modelo de Hofstad, porém a probabilidade de um novo vértice v[(i)l adicionado no grafo no tempo
(1

t + 1 se conectar a outro vértice v; * € igual a
sei=t+1

sei € [t]

1
Prv) o vl(”|PAt(1)) = {%’f(lzf

t+1
2t+1 2

Corolario 3.1. Segue do Teorema 3.2, para o caso de = 0, o valor esperado do grau do i-ésimo
vértice no tempo ¢ € igual a

C(t+ DG - 1/2)

EIDiO] = =720

3.4 CONCLUSAO

Neste capitulo foram apresentados os modelos de grafos aleatérios analisados na presente
dissertacdo. Decidimos separar este conceito dos demais com o objetivo de dar melhor enfase ao
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assunto. Os modelos de grafos aleatdrios, além de serem importantes para o entendimento desta
dissertacdo, também guiam nossas andlises buscando evidéncias acerca do bom desempenho de
algoritmos gulosos em grafos de lei de poténcia.
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4 PROBLEMAS DE OTIMIZACAO EM GRAFOS DE LEI DE POTENCIA

Neste capitulo serdo apresentados resultados envolvendo problemas de otimiza¢do em
grafos de lei de poténcia. Na Secao 4.1 revisaremos resultados da literatura que lidam com os
problemas da coloracao de vértices, clique maxima, cobertura minima por vértices, conjunto
dominante e conjunto independente maximo. Na Se¢ao 4.2 apresentamos os resultados originais
desta dissertacdo, que envolvem o problema da clique méxima.

4.1 REVISAO DA LITERATURA

Nesta secdo € apresentada a revisao da literatura referente a trabalhos investigando o
comportamento de algoritmos para problemas de otimizagao em grafos de lei de poténcia. Na
Secao 4.1.1 apresentamos trabalhos experimentais € na Se¢do 4.1.2 apresentamos trabalhos
tedricos.

4.1.1 ESTUDOS EXPERIMENTAIS

Nesta se¢do apresentamos trabalhos experimentais mostrando que heuristicas gulosas
atingem solugdes muito proximas da 6tima em grafos de lei de poténcia, para alguns problemas
de otimizac¢do como o da coloracdo de vértices, clique méxima e o da cobertura minima por
vértices. Isto explica em parte porque problemas computacionalmente dificeis em algumas
circunstancias admitem solugdes eficientes na prética.

Eubank et al. (2004) realizaram um estudo sobre grafos advindos de intera¢des sociais.
O grafo foi gerado utilizando a abordagem de geragdo de grafos aleatdrios proposta por Aiello
et al. (2001). Os autores utilizaram de heuristicas gulosas para obter algoritmos eficientes para o
problema do conjunto dominante no grafo. Em Park e Lee (2001), os autores propuseram uma
nova abordagem para prevencao de ataques (DDoS), e mostraram que hd uma relacio entre a
performance da abordagem e a distribuicao lei de poténcia na topologia do grafo estudado.

Em da Silva et al. (2013), os autores realizaram uma andlise do problema da cobertura
minima por vértices, utilizando-se de 25 grafos de lei de poténcia provenientes de diversas dreas.
Os grafos apresentam uma grande diferenca no nimero de vértices e arestas de um para outro,
permitindo uma andlise profunda da eficiéncia da abordagem gulosa. Para realizar a andlise,
além de utilizar o algoritmo guloso, também foi utilizado um algoritmo de 2-aproximacao, pois
durante as execuc¢des nao foi possivel os cdlculos para todos os grafos, em particular os com
maiores nimeros de vértices e arestas. A partir disto, foi possivel comparar os resultados da
heuristica gulosa com os obtidos pelo algoritmos de aproximac¢ao mostrando melhores resultados
pelo guloso.

Os problema da coloragdo de vértices e da clique maxima foram analisados detalhada-
mente em Rogiski (2016), onde a autora investiga os limitantes do problema da clique maxima
para se obter limitantes inferiores para o problema da coloragao.

4.1.2 ESTUDOS TEORICOS

Na literatura existem também alguns estudos tedricos investigando por que problemas
de otimizagdo podem ser mais faceis de resolver em grafos de lei de poténcia do que em grafos
em geral. Estes estudos buscam dar sustentacdo matematica aos resultados experimentais ao bom
desempenho de algoritmos para dois problemas de otimizacao em grafos de lei de poténcia, mais
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precisamente, os problemas envolvidos sdo o problema de cobertura por vértices e o problema
do conjunto dominante. A grande maioria dos autores se utilizam da caracteristica de que grafos
de lei de poténcia t€m poucos vértices com grau muito alto para aplicar heuristicas gulosas nos
mesmos. A presente dissertacdo se insere neste contexto, investigando o problema da clique
maxima em grafos de lei de poténcia.

No primeiro trabalho desta linha, Janson et al. (2010) estudam o tamanho da maior
clique presente em grafos lei de poténcia, provando que este tamanho difere dependendo do
valor do parametro « utilizado pelo modelo que construiu o grafo. A partir disso, os autores
demonstram o seguinte teorema:

Teorema 4.1. (Janson et al., 2010) Seja w(G (n, @)) o tamanho da maior clique de um grafo cons-
truido por G (n, @), entdo, para qualquer @ > 0 existe um algoritmo que, com alta probabilidade,
encontra em G (n, @) uma clique de tamanho (1 — o(1))w(G(n, @)) em tempo polinomial.

Ainda os autores discutem em como o tamanho da maior clique € em grafos gerados por
modelos de ligacdo preferencial, onde segundo eles, este tamanho € limitado superiormente por
uma constante absoluta ou cresce muito lentamente com 7, fazendo com que o tamanho da maior
clique seja pequeno. Até onde entendemos ndo parece ser direta a transposicao do resultado dos
autores para o modelo em que estamos trabalhando nesta dissertacao.

Em Shen et al. (2012) os autores mostram que o problema do conjunto dominante
e do conjunto independente maximo sdo mais faceis de serem computados em grafos de lei
de poténcia se utilizando de heuristicas gulosas. Para demonstrar isso, os autores utilizam o
modelo ACL(a, 8) apresentado na Defini¢do 3.3. Mais precisamente, os autores demonstram os
seguintes teoremas:

Teorema 4.2. (Shen et al., 2012) Seja um grafo amostrado no modelo AC L(«, 8) com parimetro
B > 2. Entao, o algoritmo para o problema do conjunto dominante, que seleciona os vértices de
maneira gulosa em ordem decrescente de graus alcanga um fator de aproximacao de

1 01
[c®-3) /(4(/3) D) l.?)
onde 7y é uma constante que satisfaz,

A

i) ZZ:L?J

=ty

Teorema 4.3. (Shen et al., 2012) Seja um grafo amostrado no modelo AC L(«, 8) com parimetro
B > 1. Para o problema do conjunto independente mdximo, o algoritmo apresentado pelos
autores tem fator de aproximagdo de

L
20(p)

Em Gast e Hauptmann (2014), os autores desenvolveram um algoritmo de aproximagao
para o problema da cobertura minima por vértices em grafos de lei de poténcia, com uma taxa
de aproximacao esperada menor que 2. Observe que, para o caso geral, conjectura-se nao ser
possivel atingir tal fator de aproximagdo. Para isso, os autores utilizaram grafos gerados a partir
do modelo proposto por Aiello et al. (2001) que gera grafos («, 8)-GLP.
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A estratégia dos autores € estimar o nimero esperado de vértices que sao adjacentes
aos vértices de grau 1 e 2. Os autores utilizam um algoritmo de programacao linear com
arredondamento que retorna os conjuntos X1, X, X3 de vértices de forma que X obrigatoriamente
deve estar em uma cobertura 6tima, X3 ndo deve estar nessa cobertura 6tima e X, é o conjunto
de vértices que deve se decidir estar ou nao na solucdo 6tima. Os autores provam o seguinte
resultado

Teorema 4.4. (Gast e Hauptmann, 2014) Seja G um grafo amostrado no modelo ACL(«, 8) e
seja V* = U,.aeq1,21({v} U N(v)), o conjunto de vértices de grau 1, 2 e seus vizinhos:

. e\ (L{(B)—1- %
e 5) (5527

Com isso, os autores alcancam o seguinte fator de aproximacao utilizando um algoritmo
guloso:

Teorema 4.5. (Gast e Hauptmann, 2014) Seja um grafo amostrado no modelo ACL(«, 8) com
parametro 8 > 2, o algoritmo apresentado pelos autores para o problema da cobertura minima
por vértices tem fator de aproximacao de

,_ LB -1-5
PL(B-1LP)

Em Gast et al. (2015), os autores provam os primeiros limites inferiores para o problema
do conjunto dominante minimo em grafos («, 8)-GLP. Embora acredite-se que nio exista
algoritmo de aproximagao com fator melhor que (1 — o(1)) In (n) para o problema do conjunto
dominante minimo (Feige, 1998). Ainda os autores apresentam uma nova aproximacao dos
limites superior e inferior para o problema, se assumirmos que o grafo € amostrado com uma
distribuicdo lei de poténcia do modelo proposto por Aiello et al. (2001).

Teorema 4.6. (Gast et al., 2015) Seja d = min{d’|vol([d’,A]) > e®} e seja vol([a,b]) =

?:a jl_j.—;J. Seja um grafo amostrado no modelo ACL(«, ) com pardmetro 2 < 8 < 2,729,
o algoritmo apresentado pelos autores para o problema do conjunto dominante minimo em
(a, B)-GLP tem fator de aproximacao de

{(B) -1
d=1
{B) - X
j=1’
Teorema 4.7. (Gast et al., 2015) Seja um grafo amostrado no modelo ACL(«, ) com parametro
B > 2,729, o algoritmo para o problema do conjunto dominante minimo tem fator de aproximacao
de

(-1
é(ﬁ) - P
ED
2

Em Vignatti e da Silva (2016) os autores também estudam a aproximabilidade para o
problema da cobertura minima por vértices em grafos de lei de poténcia. Os autores utilizam um
algoritmo de 2-aproximacao junto com uma etapa de pré-processamento. Para esta andlise, os
autores utilizam o modelo descrito na Defini¢ao 3.5, porém mostram que os resultados seguem
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vélidos para o modelo proposto por Chung e Lu (2002). Com isso obtiveram um fator de
aproximacao esperado melhor que o obtido por Gast e Hauptmann (2014), além de utilizarem
um algoritmo mais simples. Para isso, os autores calculam o tamanho do conjunto de vértices
adjacentes aos vértices de grau 1, da seguinte maneira:

Teorema 4.8. (Vignatti e da Silva, 2016) Seja V; o conjunto de vértices de grau 1 e seja Li a

. o . P = K ~
fung@o polilogaritmica definida pela série Lis(z) = } %, entdo,
k=1

' ' o (e—PB)
EQNG = v (1= 200 Llﬁ‘l“/e)) (1 _ M)

£(B) £(B) £(B)

O algoritmo utilizado pelos autores se aproveita do fato de que a quantidade de vizinhos
dos vértices de grau 1 € alta, e aplica um algoritmo de 2-aproximacao nos vértices do grafo
exceto os de grau 1 e seus vizinhos. Note que a insercao de vizinhos de vértices de grau 1 na

solucdo, ndo altera a solug@o 6tima. Quando aplicado em grafos de lei de poténcia gerados pelos
L,-(e—p(ﬁ)))

B )
Os estudos apresentados serviram como base para o presente trabalho, onde seguimos

as metodologias dos trabalhos tedricos para realizar as andlises dos problemas de otimizacao e
dos modelos de grafos aleatérios.

modelos aleatdrios especificados o fator de aproximacao do algoritmo é (1 +

4.2 RESULTADOS ORIGINAIS

Nesta secdo sao apresentados os resultados obtidos nesta dissertagdo. O objetivo
destes resultados € prover sustentacdo matematica para o bom desempenho do algoritmo guloso
apresentado na Sec¢do 2.5.1 quando aplicado ao problema da clique mdxima em grafos de lei
de poténcia. O modelo de grafos aleatérios que utilizamos é o modelo PA;(m), descrito na
Definicdo 3.11.

Ressaltamos que o resultado obtido pode ser aplicado tanto no contexto em que temos
um grafo lei de poténcia criado dinamicamente quanto em um contexto tradicional, em que o
grafo de entrada € fixo. Isso € possivel, pois o modelo utilizado ndo apenas prové um grafo lei
de poténcia obtido aleatoriamente, mas também captura a criagdo de um grafo lei de poténcia
supondo-se que o mesmo seja construido usando o paradigma de ligagcao preferencial.

Em linhas gerais o nosso resultado € o seguinte: dado £ e k, a probabilidade de uma
clique de tamanho ¢ conter os vértices {vi, Vi+1, ..., Vk+c—1} do grafo decai exponencialmente
como uma fun¢ao que depende de £ e k. Esta € a principal ligacao entre o nosso resultado e a
qualidade de um algoritmo guloso em grafos de lei de poténcia, uma vez que algoritmos gulosos
procuram utilizar primeiramente vértices de grau alto em sua solu¢do. Note que vértices de grau
alto significa k pequeno e portanto probabilidade alta de estar contido numa clique de tamanho .

De maneira um pouco mais precisa, dado ¢, para um grafo G amostrado do modelo
PA;(m), considere os vértices v, Vi+1, ..., Vk+r—1 para qualquer k < ¢, relembrando que d(vy) >
d(Vis1) > ... > d(vise—1) € também considere o evento Ey ¢, em que G [{vg, ..., Vi+e—1}] € um
K¢. O que vamos mostrar € que :

rrn=0( )

Para analisarmos o problema da clique maxima no modelo PA;(m), precisamos primei-
ramente calcular a probabilidade de aparecer uma clique no modelo. Portanto, primeiramente
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precisamos analisar como sao construidas as arestas. Segundo a Defini¢do 3.11, para m = 1, dois
vértices v; € v; possuem uma aresta entre si com probabilidade:

Di(i-1)

Visj>1 4.1
2i-n+1 @

Pr(vlgl) - vﬁ.l)) =
Porém como j4 foi discutido anteriormente, um grafo amostrado no modelo PA,(m)
com valor de m = 1, como acontece também no modelo de Mitzenmacher da Secdo 3.3, acaba
sendo sempre uma arvore. Neste caso, ndo apresentaria nenhuma clique de tamanho maior do
que 2, o que torna o modelo pouco interessante em nosso cendrio.
Para resolver isto, € preciso expandir essa defini¢do para qualquer valorde m > 1. Como
para tais valores, o modelo gera um grafo com m = 1 e depois os vértices sao agrupados m a m,
basta somarmos as probabilidades das aparicdes das arestas de cada um dos vértices de um grupo
se conectarem aos vértices de outro para sabermos a probabilidade de haver uma aresta entre os
dois vértices resultantes de cada grupo. Generalizando a equacdo (4.1) para valores de m > 1:

Lema 4.1. Dado um grafo G do modelo PA;(m) e v;,v; € V(G) e m > 1, entdo

im jm
(m) _, (m) Dy(1-1)
Pr(v! ORI > T 4.2)

I=(i—-1ym+1 k=(j—1)m+1

Demonstragdo. A probabilidade de dois vértices se conectarem para valores de m > 1 € a
combinacdo de todas as possiveis arestas entre os vértices em m = 1 que durante a constru¢ao do
grafo sdo agrupados para se tornarem os vértices em m > 1. Logo,

Pr(vfm) — v§m)) < Pr(v(.l) — 1) + Pr(v(.l) — ) +

(l 1)ym+1 (j-Dm+ (i-1)m+1 (] 1)m+2
(1)

+Pr(v(z 1)m+1 V‘m)

(1) (1) ) (1)
+Pr(vi_pme2 = Vimime) FPTO G0 2 V()

(1) (1)
+ Pr(v(i—l)m+1 - ij)

1 1 1 1 1 1
+ Pr(v( ) VE ) " ym +1) + Pr(v( ) vzj)_l)mﬂ) + ...+ Pr(vl(m) — v;nZ)

im ]m

= 2, profl =

I=(i-1)m+1 g=(j—1)m+1

de acordo com a equagdo 4.1:

im 2 Dy(l-1
Pr(vgm) — vﬁ.m)) < Z Z D1

L

A varidvel aleatéria mais importante em nossa andlise € a que nos dd o grau esperado de
cada um dos vértices v; do grafo. O Teorema 3.2 nos prové tal valor esperado.

A principal dificuldade de trabalhar com as probabilidades de cria¢do de arestas obtidas
no Lema 4.1 € o fato de que o valor esperado D, (/ — 1) € definido em termos da fungdo Gama.
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Um dos nossos primeiros objetivos vai ser lidar com esta funcdo ao calcularmos o valor esperado
de cada vértice do grafo. Faremos isso no Lema 4.3. Entretanto precisamos antes provar o
seguinte lema.

Lema 4.2. Sejami,t € Ntalquei > let > i+ 1, entdo:

G- G+1)-...-(r=1))271
(2i-1)-2i+1)-...- (2t = 1))

Demonstragdo. Provaremos por inducdo em ¢ — i.

Base: r—i=2
i(i+1)2%
(2i = 1)(2i + 1)(2i +3)
8%+
T (42 -1)(2i +3)
B 8i° + 8i*
S 8B +122-2i-3

comoi > 2,
8i3 + 8i?

<1
8i3+122-2i -3

Hipotese: Suponha que, para ¢t —i = k, o seguinte seja verdade:

G- @G+1)-...-(r=1))271
(2i-1)-2i+1)-...- (2t = 1))

ou, de maneira equivalente,

G-G+1) .- (i+k—1))2k1;

(@i-1) @+ @i+ @krD) (4.3)

Passo indutivo: Nosso objetivo agora € provar que a férmula 4.3 também € valida para k+1.

Note que 2(i + k) < 2(i + k + 1) e portanto,

G-G+1) ... (i+k—1))2k1; 2(i + k) -1
(2i—1)-Qi+1)-...-2i+2k+1)) 2(i+k+1)
G-G+1) - (i +k—1))2k (i +k)2

<1

(2i=1)-Qi+1) .- (2i+ 2k +1)) 2i+(2k+2)
G-G+1) .- (i+k—=1)-(i+k))2k2%
(i-1)-2i+1)-...- Qi+ 2k+1)) - 2i+(2k+2)))

<1

Ou seja, a formula 4.3 também vale parat —i = k + 1. ]

A seguir, provamos um lema que nos prové um limitante superior para o grau esperado
de um dado vértice em func¢do de i e de ¢, ou seja do momento que o vértice foi inserido e do
momento t do processo do processo aleatério de geragdo do grafo.

Lema 4.3. Sejami,r e Ntalquei > l et > i+ 1, entdo:

I~

E[D;(1)]

~
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Demonstragcdo. Vamos provar que a seguinte desigualdade € verdadeira:

<1

~ | ~.

E[D;i(r)] -

Note que provar a desigualdade acima € equivalente a provar o enunciado do teorema. Agora,
usando a Definicao 3.1, temos

. T@e+Dr(i-%) . re+Dr|(i
EID/0] - = =8 i

F(t+%)r(i) r r(

Usando o Teorema 2.2, podemos expandir os termos da funcdo gama da seguinte maneira,

+1
ta)

)F(z) t

[\)|>— /—\

Eipio). L - TR ¢ T DI
t F(t+%)1“(i) t 2G0T (j) t
C(r+ 12720yl - 1)) ING) i
- TGi-1) 21-2\A0(20)T() ¢
Lt + D220\ 26 - D))0(r) i
T P ETor(OCG—1)  t
_F(t+1)22, QG-I 0 T+ D22 -2)0()

STQOC(H - 1) t 22r2nr(irG-1) ¢
Usando o Teorema 2.1, temos

11220 (2i = 3)!(t = 1)! i

i
EDOl- S = - i -2t

(= D222 =3)1 -
C222(2 = D)1 = DI - 2)!

(4.4)

Sabendo que 2i — 3 é impar, podemos reescrever (2i — 3)! da seguinte forma,

(2i-3)1=1-2-3-...-(2i—4)-(2i - 3)
=(1-3-5-...-2i=3)(2-4-6-...-2i — 4)
=(1-3-5-...-2i=3)(2.1-22-23-...-2.(i - 2)) 4.5)
=(1-3-5-...-2i =3)2C92 2
=(1-3-5-...-2i =3)272(i = 2)!



De maneira andloga, como 2¢ — 1 também € impar, temos

Qt—1)!1=1-2-3-..-(2t=2)- (2t - 1)
=(1-3-5-...-2t-1)(2-4-6-...- 2t = 2)
=(1-3-5-...-2t=1)(2.1-2.2-23-...-2.(t = 1))
=(1-3-5-...-2t= 12322 — 1)
=(1-3-5-...-2t=1)2" (s = 1)

Retomando a Férmula 4.4, sabemos que

i (= 1)122(2i=3)1(1 = 1)l
B = S - DG = 2)]

Agora substituindo as Férmulas 4.5 e 4.6 na férmula acima, temos:

E[D;(1)] - 4 (1= 1)12%(2i =3)!1(t = 1)l

- D2M(1-3-5- .20 =3)272 (i = 2)Vi
C222(1.3.5. -2t = D)2 (i = 1)1 - 2)!
(- D12M(1-3-5- .20 = 3)272
C22-2(1.3.5. -2t =121 (i - 1)!

(= D122(1-3-5-...-2i = 3)i
C2i(1-3-5-..-20— D21 = 1)!
_(=DnR*N(1-3.5-..-2i=3)i
C2i(1-3-5- .- 2t—-1)(i - 1)!

(123 (=1))(1-3-5- .- (20 - 3))2*
(123 i=D(1-3-5- .- (2t = 1))2

como ¢ > i podemos simplificar da seguinte maneira,

t T 222(1.3.5. . - 2— 121 (1= )i = )i -2)!

G-G+1) .- (t=1))1-3-5-...-(2i =3))2*1i

i
E[Di(®)] -+ = (135 .. (2-1)2

B G-G+1)...-(t=1))2Y
(=1 - Qi+1) -2t = 1))2i

Usando o Lema 4.2,

i G-G+1)- .- (t=1))2"Y

E[Di(n)] -+ = (2i=1)-i+1)-...- (2t = 1))2
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(4.6)

]

Sabendo a probabilidade de aparecer uma aresta entre dois vértices para qualquer valor
de m, podemos calcular a probabilidade de aparecer uma clique num grafo gerado pelo modelo
PA;(m), multiplicando as probabilidades dos eventos de aparecer as arestas. Como estamos
trabalhando no modelo PA;(m), sabemos que a maior clique que pode aparecer no grafo tem

tamanho ¢ = m + 1. Nosso objetivo € calcular a probabilidade de tal clique aparecer.
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Entretanto, para facilitar o entendimento de como isto serd feito, primeiramente vamos
calcular a probabilidade do aparecimento de um K3 por G [{v;, Vit1, Vis2}], param = 2.

Teorema 4.9. Considere um grafo G amostrado do modelo PA;(2) e seja v;, vi+1, vis2 € V(G),
entdo a probabilidade de G [{v;, vi+1, Vi+2}] ser um K3 é

Pr(El-,3) = O (%)
i

Demonstragao.
A probabilidade de as 3 arestas da clique aparecerem € no maximo

Pr(E;3) < Pr(v? - (2)) Pr(v vy prv? - vl@)

i+1 i+2 1+1 z+2
A partir do Lema 4.1, temos que

2(i+1) 2i D, (I—1)
Pr(E;3) s( > > —2(;_ pn 1)

I=((i+1)—1)2+1 g=(i—1)2+1

( 2(;512) 2(i+1) D, (I—1) )
q

I=((i42)-1)2+1 g=((i+1)—1)2+1 2(l-D+1

DR
I=((i+2)—1)2+1 g=(i—1)2+1 2(0-D+1

Simplificando os indices da férmula acima, obtemos,

22 2 p o
e 35 5 24

1=2i+1 g=2i—1
2i+4  2i+2
Dgy(l-1
|3 > Pl @.7)
[=2i+3 g=2i+1
g5 oy
1=2i+3 g=2i—1 2i-1

O que vamos fazer agora € substituir na férmula 4.7 o limitante superior para o valor esperado do
grau de um dado vértice, obtido no Lema 4.3,

2i+2 2i 2i+4  2i+2 2i+4

(1-1)/q ( (I-1)/q (I-1)/q

Pr(E3) < S > 1> Z
1=2i+1 g=2i—1 21-1 1=2i+3 [=2i+1 21-1 1=2i+3 g=2i—1 21-1
R AL RN e
1=2i+1 g=2i—1 q(2l—1) 1=2i+3 1=2i+1 q(2l - 1) 1=2i+3 g=2i—1 q(2l - 1)
) 2122 o1 & 1 yitl_l 2122l A4 g & 1

1=2i+1 2-1 g=ie1 1] \ 153 2-1 g=2ir1 1) \i2333 2l-1 g1 4
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_(2”2 -1 4i—1 ) (2”4 -1 4i+3 ) (zi‘ -1 4i-1 )
A 201220 = 1)) | 4420120+ 1)(Q2i+ 1) | | 44,20 - 12i(2i - 1)

Desenvolvendo os somatérios da féormula acima, obtemos

Pr(E;s) < i(16i+12)+1 4i—1 i(16i +44) +29 4i +3
r(Li3) < | 5 - = . .
3 i(16i+16) +32i(2i — 1) i(16i +48) +352(i+1)(2i + 1)

.(i(16i+44) +29 4i—1 ) (4.8)

i(16i +48) +352i(2i — 1)

Note que o terceiro fator que aparece no lado direito da férmula 4.8 € maior que os outros dois.
Portanto,

i(16i +44) +29 4i—1 )3

Pr(E: ;) <
r(Eis) (i(16i+48)+352i(2i—1)

[]

Agora generalizando a probabilidade para uma clique de qualquer tamanho. Observe
que se m < ¢ — 1 nao existe uma clique de tamanho £ em um grafo construido pelo modelo
PA;(m). Neste trabalho iremos considerar o menor valor de m que seja adequado, ou seja,
m=¢{-1.

Teorema 4.10. Seja m = ¢ — 1, considere um grafo G amostrado do modelo PA;(m) e seja
Vi, Vitls ---» Virt—1 € V(G), entdo a probabilidade de G [{v;, Vit1, ..., Vise—1}] ser um Ky é

¢
PF(EL{) = O (_f)
i(z)
Demonstragao.

A probabilidade de que todas as arestas da clique aparecerem € no maximo

Pr(Ei) < Pr(v?™ —v™)
PrO®™ S ™) pr(, ) s )

i+2

Pr(v — !

2) Pr(v oy -Pr(v(m) - vfm))

l+€ 1 1+€ l+€ 1 i+(-3 i+(—1

A partir do Lema 4.1, temos que

m(i+1) mi

D,(I-1)
Pr(E;) < Z Z Dy(-1)
I=((i+1)-1)m+1 g=(i—-1)m+1 2(0-1)+1

m(i+2) m(i+1) Dq(l _ 1)

I=((i+2)-D)m+1 g=((i+1)-1)m+1 2(0-1)+1
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m(i+2) mi D (l _ 1)
22 aq

I=((i+2)=1)m+1 g=(i-1)m+1 2(0-1)+1

m(i+(~1) m(i+(-2) Dy(I-1)
I=((i+6=1)=D)m+1 g=((i+(=2)~1)m+1 2(0-1)+1

m(i+€—1) m(i+€-3) Dy~ 1)
20— +1

I=((i+0-1)-1)m+1 g=((i+£-3)—1)m+1

m(i+t—1) mi D,(I-1)
2 2 30

I=((i+0-1)=1)m+1 g=(i-1)m+1 2(0-1)+1

Como estamos assumindo sempre o menor valor possivel de m para o aparecimento de uma
clique de tamanho ¢, neste caso £ = m + 1, podemos deixar a férmula acima somente em fun¢ao
de m onde estd £, portanto

r(Ei¢) < —
I=((i+1)=1)m+1 g=(i—1)m+1 20-D+1
20-1)+1

I=((i+2)-1)m+1 g=((i+1)-1)m+1

2 2 -

I=((i+2)-1)m+1 g=(i—-1)m+1

m(i+m+1-1) m(i+m+1-2) D (l _ 1)

I=((i+m+1-1)=D)m+1 g=((i+m+1-2)—1)m+1 2(0-D+1

j 1-1 j 1-3
m(i+m+1-1) m(i+m+1-3) Dq(l _ 1)
20— +1

[=((i+m+1-1)-1)m+1 g=((i+m+1-3)—1)m+1
20-1)+1

I=((i+m+1-1)=1)m+1 g=(i—1)m+1

Agora vamos substituir na féormula acima o limitante superior para o valor esperado do grau de
um dado vértice, obtido no Lema 4.3,

[=mi+1 g=mi—m+1

mi+2m  mi+m _ 1)/q

DI

[=mi+m+1 g=mi+1
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mi+2m mi

(-1
22 et

I=mi+m+1 g=mi—m+1

S S L
[=mi+m?—m+1 g=mi+m?-2m+1 20-1
mi+m? mi+m?-2m
i *Z (I-D/q
21 -1

I=mi+m2—m+1 g=mi+m?-3m+1

. 2 .

’"Z’" i (-1)/q
- 20 -1

I=mi+m2—m+1 g=mi—-m+1

Desenvolvendo os somatérios da férmula acima, obtemos

mi+m

Pr(E) <| Y. =1 i 1
I=mi+1 2-1 g=mi-m+1 4
misdm o miem
midm o mi
1=m;n+1 20 -1 q=miz—:m+l q
miinz -1 mi-if—m
immitmsn 2L gemismi—2m+1
miinfz I—1 mi+m?-2m
ittt 2L 71 g=mism?—3m+1 1
I=mitm?—m+1 2-1 g=mi-m+1 4

Sabendo que o tltimo fator da férmula acima € maior que os outros. Portanto,

o om (2)

Pr(E;r) < - et 4.9)
rED| ) g 2

I=mi+m2-m+1 g=mi-m+1 q
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Podemos reescrever Z;’“

1 . .
—mi-m+1 g da seguinte forma:

mi

1 1 1 1
Z - = — + — +ot—
: q mi-m+1 mi—-m+2 mi
g=mi—m+1
1 1 1
< — + — fot———————
mi-m+1 mi-m+1 mi—m+1
1 m+2
=(m+2 =
(m )mi—m+l mi—m+1

Lembrando que neste modelo, temos que m € uma constante, portanto:

mi 1 1
Z ;" 10, (7) (4.10)

g=mi—m+1
. . . +m? _ .
De maneira andloga, também podemos reescrever Y, " =L da seguinte forma:
I=mi+m?-m+1 21-1
: 2
+ . . .
le’:: [—1 (ml+m2—m+1)—1+(ml+m2—m+2)—l+ +(ml+m2)—1
. 20-1 2mi+m?-m+1)—-1 2mi+m?2-m+2)—-1 "~ 2(mi+m?) -1
[=mi+m?—m+1
mi+m?* —m mi+m*>—m+1 mi+m? — 1
= - D + - 5 + ...+ —2
2mi+2m* -2m+1 2mi+2m-—-2m+3 2mi +2m* — 1
mi+m?* —m mi+m?* —m mi+m?* —m

< + + ...+
2mi+2m? —-2m+1 2mi+2m?-2m+1 2mi +2m? —2m + 1
.2
+ —
—(m+2) 'WLl m>—m
2mi +2m? —2m + 1

m2i +m> —m? +2mi +2m? = 2m

2mi+2m? —2m+ 1
m2i +m> +2mi + m? = 2m
2mi+2m? = 2m + 1
=0(m) =0(¢)

(4.11)

Agora substituindo as formulas 4.10 e 4.11 na férmula 4.9, temos:

mo
Pr(Ei¢) < (0({))0 ( ))

i

E portanto,

Pr(E,-,g) = O (L;)
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4.3 CONCLUSAO

Neste capitulo, foram apresentados os estudos experimentais e tedricos que serviram
como base para a presente dissertacdo. Ainda neste capitulo provamos que a probabilidade
de aparecer uma clique em um grafo gerado pelo modelo adaptado do modelo PA,(m) decai
exponencialmente em func¢do do tamanho da clique e dos vértices escolhidos, ou seja, quanto
maior a clique, menor a probabilidade dela existir no grafo.
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5 CONCLUSAO

Recentemente, diversos estudos demonstraram que alguns problemas computacionais
sdo resolvidos de maneira mais eficiente em grafos de lei de poténcia do que em outros grafos em
geral. Ainda que ja exista bastante pesquisa experimental acerca disso, hd pouco material tedrico
que analise este fato. Na presente dissertacao analisamos o problema da clique mdxima com o
objetivo de encontrar evidéncias para o bom desempenho que heuristicas gulosas apresentam em
grafos de lei de poténcia. Para isso, se fez necessario o estudo de modelos de grafos aleatorios
que sdo uteis neste contexto para analisar o processo de construcdo de um grafo lei de poténcia.

Obtivemos uma relacio de probabilidade de aparecimento de cliques em grafos de lei
de poténcia construidos pelo modelo de grafo aleatdrio de ligacao preferencial PA,(m), que foi
adaptado do modelo proposto por Hofstad (2010). Tais modelos de grafo aleatério auxiliam o
estudo a respeito de grafos de lei de poténcia.

Durante o desenvolvimento do resultado, optou-se por simplificar os pardmetros ¢ e
m do modelo. Neste caso, em um estudo futuro seria interessante analisar as relacdes de tais
parametros com os resultados obtidos. Além disso, € aberta a possibilidade de se analisar a
utilizacdo de outros tipos de modelos de grafos aleatérios para as andlises realizadas.
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APENDICE A - GRAFOS

A.1 GRAFOS LEI DE POTENCIA

A teoria dos grafos € um ramo da matemadtica, cujo objeto de estudo pode ser visto
de maneira ampla como um conjunto de entidades quaisquer e as relagdes que estas entidades
possuem entre si. Dados provenientes de diferentes dreas podem ser mapeados em grafos, de
maneira que podemos assim, utilizar-se de propriedades conhecidas de grafos e realizar uma
andlise independente do contexto original (West, 2001).

Com o avango da tecnologia, houve um aumento na capacidade de processamento e
armazenamento de dados. A partir da observacao desses dados, pesquisadores evidenciaram
caracteristicas comuns, presentes em grafos advindos de diversas situagdes praticas.

Abaixo estdo alguns exemplos desses grafos segundo (Barabdsi e Bonabeau, 2003):

Tabela A.1: Exemplos de grafos advindos de situacdes praticas

Grafos Vértices # Arestas
Hollywood Atores Atuacdes no mesmo filme
Internet Roteadores Conexoes fisicas
Rede reguladora | Proteinas Interacoes entre proteinas
de proteina
Colaboragoes de | Pesquisadores Co-autoria de artigos
pesquisa
World Wide Web | Paginas Web URLs
Metabolismo ce- | Moléculas envolvidas na | Participacdo na mesma rea¢ao bioquimica
lular queima de alimentos para

energia

Barabasi e Bonabeau observaram que uma importante caracteristica presente nesses
grafos € a distribui¢do do grau dos vértices do grafos seguirem uma distribuicdo lei de poténcia
(Barabdsi e Bonabeau, 2003). Ou seja, existem poucos vértices com grau alto e muitos vértices
com grau baixo. Em consequéncia disso, os autores sinalizam a apari¢ao de “hubs” no grafo,
que sdo os poucos vértices com grau muito alto. Tais “hubs”, tornam o grafo extremamente
vulnerdvel a ataques coordenados, onde a remog¢ao de um vértice “hub” pode acarretar numa
grande perda ou ganho, dependendo da situagdo, para o sistema modelado pelo grafo.

Exemplo A.1. Um exemplo de relacdo que apresenta distribui¢ado lei de poténcia é a popularidade,
onde somente algumas pessoas conseguem alcangar algum reconhecimento e a maioria € pouco
conhecida. A tendéncia com o tempo, € que as pessoas mais populares se tornem ainda mais
populares, pois quanto mais conhecida a pessoa €, maior a probabilidade de se ouvir o nome dela
em uma conversa.

Segundo (Mitzenmacher e Upfal, 2017), sdo exemplos que seguem a lei de poténcia
aqueles em que a distribui¢do ndo estd tdo concentrada na média, como tamanho de cidades,
popularidade e a riqueza entre as familias.

Os estédgios iniciais de qualquer ascensao que obedece a lei de poténcia € relativamente
fragil. Pois, no inicio, todas as instancias possuem probabilidades bem parecidas de realizarem
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conexdes umas com as outras, e a medida que a popularidade de uma instancia vai aumentando a
lei de poténcia aumentard ainda mais.

Exemplo A.2. E possivel observar essa fragilidade inicial do processo num experimento realizado
por (Salganik et al., 2006). No experimento foi criado um site de download de musicas onde
visitantes podiam visualizar o nimero de vezes que cada musica foi baixada. Sem as quantidades
iniciais de download, no comeco os visitantes agiam aleatoriamente na escolha de suas musicas,
mas a medida de que as contagens foram se atualizando, as musicas que estavam com um nimero
maior de downloads ficavam com um nimero maior ainda, pois eram mais baixadas por outros
visitantes. Foi realizado esse experimento em 8 cOpias paralelas do site, onde cada copia evoluiu
de forma diferente conforme as acdes dos primeiros usudrios. De fato, descobriu-se que a
popularidade das diferentes musicas variou consideravelmente nas diferentes copias paralelas,
embora as melhores musicas nunca tenham acabado na parte inferior e as piores musicas
nunca tenham acabado no topo. Uma nova versao do site também foi aplicada, onde nao havia
informagdo sobre o niimero de downloads para os usudrios. Foi possivel observar que houve
uma variacao significativamente menor na relacdo de musicas diferentes.
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APENDICE B - TEORIA DE PROBABILIDADE

B.1 INTERSECCAO DE EVENTOS

Uma boa forma de pensar na interseccao de eventos € através do seguinte texto extraido
do livro do (Mlodinow, 2009):

“Antes de seguirmos em frente, vale a pena atentarmos para um detalhe
importante: a condi¢ao que diz que “se dois eventos possiveis, A e B, forem
independentes”. Suponha que uma companhia aérea tenha 1 lugar restante
num voo, e ainda restem 2 passageiros por chegar. Suponha que, a partir
da experiéncia, a companhia saiba que existe uma chance de 2/3 de que um
passageiro que reservou um voo se apresente para viajar. Utilizando a regra
da multiplicacdo, a funciondria da companhia poderd concluir que existe uma
chance de 2/3 x 2/3, ou cerca de 44%, de que ela tenha que lidar com um
cliente insatisfeito. A chance de que nenhum cliente apareca e de que o avido
tenha que voar com um lugar vago, por outro lado, € de 1/3 x 1/3, ou apenas
11%, aproximadamente. Mas isso sS4 ocorre se presumirmos que 0s passageiros
sdo independentes. Se, por exemplo, eles estiverem viajando juntos, a andlise
acima estard errada. A chance de que ambos queiram viajar € de 2/3, igual
4 de um passageiro independente. E importante lembrar que sé calculamos
a probabilidade combinada a partir das probabilidades simples por meio da
multiplicacdo quando os eventos ndo tém nenhuma relacio entre si”.



