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“Ser cientista é ser ingénuo.
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que ndao percebemos que poucos realmente querem encontrd-la.
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A verdade nao se importa com as nossas necessidades,

nem com nossos governos, ideologias ou religioes.

Ela ficard esperando o tempo que for.“

(Chernobyl, Minissérie HBO)



RESUMO

O estudo da sincronizacao em redes neuronais é importante para entender a dinamica
das redes e também para entender patologias e fendmenos biologicos associados com a
sincronizacao ou a nao-sincronizacao. Nesse trabalho, estudamos a dinamica e como a
diferenciacao da condutancia de vazamento, um dos parametros do modelo de Huber-Braun,
afeta a sincronizacao da rede. Essas equacoes sao adaptadas do conjunto de equacoes de
Hodgkin-Huxley. As conexdes da rede obedecem ao regime de pequeno-mundo, tal regime
apresenta um alto coeficiente de aglomeracao e um baixo livre caminho médio. A analise
da sincronizagao da rede foi feita utilizando os quantificadores chamados de parametro de
ordem de Kuramoto e entropia de recorréncia. Foi encontrado que dada uma distribuicao
estatistica no parametro de condutancia de vazamento, pode-se ter impactos nos padroes
de sincronizagao para valores pequenos de acoplamento e também ocorre um retardo no
valor esperado para ocorrer a sincronizacao. Para configuragoes de uma rede heterogénea
de dois grupos, encontram-se alguns estados em que a rede apresenta sincronizacao e

dessincronizag¢ao mutualmente.

Palavras-chaves: Redes Neurais, Sincronizagao, Heterogeneidade.



ABSTRACT

The study of synchronization in neuronal networks are important to understand the
dynamics of the networks and also pathologies and biological phenomena associated with
the synchronization or the non-synchronization. In this work we study the dynamics and
how the diversity of the leak conductance, a parameter from the Huber-Braun model,
will affect the synchronization of the network. These equations are modified from the
Hodgkin-Huxley set of neural equations. The connections of the network obey the Small-
World regime, which have a high clustering coefficient and a low mean path length. The
analysis of the synchronization in the network were made with the quantifiers named
Kuramoto’s order parameter and recurrence entropy. We found that for a given statistical
distribution of the leak conductance parameter, we may have an impact in the patterns
of synchronization for small values of coupling strength and a slower synchronization
transition. For configurations of a heterogeneous network of two distinct groups, we found

synchronized and non-synchronized states coexisting.

Key-words: Neural Networks; Synchronization; Heterogeneity.
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1 Introducao

A neurociéncia é uma area muito abrangente e que ganhou maior destaque durante
o século XX devido aos avancgos cientificos em computagao e outros ramos do conhecimento
relevantes ao assunto no geral. Por ser uma area de alto interesse para a sociedade, uma
vez que o estudo do cérebro e seu comportamento sao assuntos ainda em aberto, existem
diversos interesses académicos e governamentais para o estudo da neurociéncia, podendo
citar o Human Brain Project [1] (um projeto europeu) o Brain/MINDS [2] (projeto japonés)
e o Brain Initiative [3] (estadunidense). Todos eles com massivos investimentos e com o
interesse de pesquisar e adquirir conhecimento nos campos de computagao, neurociéncia e

medicina relacionada ao cérebro.

Dada a complexidade do estudo da neurociéncia e suas aplicacoes, existem diversas
subéreas da neurociéncia, podendo citar a neurociéncia molecular [5], neurociéncia compor-
tamental [6] e neurociéncia computacional [7] como alguns exemplos. Para o caso do nosso
trabalho, sera estudada a neurociéncia computacional, ao qual utilizamos a modelagem do
potencial de acdo de um neurdnio feito por Huber e Braun [12] para montar uma rede

neural e estudar os efeitos que uma rede heterogénea tem na sincronizacao.

Redes neurais abrangem uma grande area do conhecimento, que trabalha com o
conceito de nodos, ou neurdnios (para o caso do nosso trabalho), estarem conectados de
forma que se comuniquem de forma coletiva. As redes neurais podem ser classificadas em

redes artificiais [8] ou em redes biol6gicas [9].

Partimos da ideia de que todas as células do corpo humano possuem uma membrana
celular, e a essa membrana, estd associada uma diferenca de potencial, que vem do
fato de existir diferentes concentragoes de ions dentro e fora das células, esses fons sdo
predominantemente de sédio, célcio, potéssio e outros em menores quantidades [13]. Essa

variacao de concentragao ionica é a responsavel pelos impulsos elétricos nas células.

Faz-se, entao, uma analogia com o fato da membrana celular conter uma diferenca
de potencial e um circuito elétrico também. Essa analogia conecta a parte bioldgica e a
parte matemdtica do modelo. Assim, associando as células (no caso do nosso trabalho,
neur6nios) com circuitos elétricos, facilitando o processo de estudo dos neurdnios como se

fossem equagoes matematicas [13].
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Tais conceitos sao utilizados na construcao do modelo do capitulo 2, ao qual
introduzimos a ideia de potenciais de agao da membrana celular do neurénio, o conceito
de circuitos equivalentes e também mostramos as equagoes de Hodgkin-Huxley [11], essas
equagoes deram o Nobel de Fisiologia para os autores em 1963 [4]. Essas equagoes sao as
precursoras do modelo de Huber e Braun, que é uma adaptacao termicamente sensivel,
observada em experimentos de receptores faciais de frio e do hipotdlamo de ratos [17] e

eletro-receptores de bagres [18].

No capitulo 3 introduzimos a ideia da teoria de grafos, conceito importante para o
entendimento da modelagem de uma rede neural. No capitulo sao apresentadas nogoes
béasicas das propriedades das redes, como o didmetro de um grafo, o livre caminho médio e
coeficiente de aglomeragao. Por fim, apresenta-se modelos de redes que podem ser utilizados
no estudo de redes neurais, como a rede regular, a aleatoria e a de pequeno mundo, esta

ultima, a que serd utilizada no trabalho.

O capitulo 4 introduz algumas técnicas utilizadas para analisar sistemas, porém,
nesse trabalho, nos concentraremos no quantificador de entropia maxima de microestados
de recorréncia [30], ao qual utiliza-se dos conceitos de graficos de recorréncia e entropia
de Shannon. No geral, a andlise feita com o quantificador de entropia maxima ajuda a

corroborar resultados de outros quantificadores com algumas vantagens computacionais.

No quinto capitulo apresentamos outra equagao necessaria para o entendimento
completo do modelo, em que introduzimos uma equagao cinética a nossa corrente de
acoplamento. Nesse mesmo capitulo também é apresentado o conceito de sincronizacao de
fase, tal conceito é um dos pilares da andlise que sera feita para o nosso trabalho, uma vez
que a sincronizacao redes neurais apresentam diversas aplicagoes [37, 38, 39] e é o tema
principal dessa dissertacao. Essa sincronizacao pode ser medida e analisada, e para o nosso

caso, utilizamos o pardmetro de ordem de Kuramoto [35] como quantificador.

No capitulo 6, apresentamos os resultados obtidos nas simulagdes computacionais
desenvolvidas ao submeter as redes a configuragoes que deixam as redes heterogéneas.
Tais resultados sao apresentados utilizando os quantificadores de entropia maxima de
microestados de recorréncia e parametro de ordem de Kuramoto. O capitulo é separado
em analisar uma parte envolvendo redes com distribuigbes Gaussianas e de Rayleigh, e a
outra parte analisa-se uma rede com dois grupos distintos. Para a parte de distribuigoes,
mostra-se que ao aplicar uma diferenciacao na configuragao de condutancias da rede,
temos uma alteracdo brusca na sincronizacao dessa rede, afetando tanto valores mais
baixos de sincronizacdo, como também retarda-se a quantidade necessaria de acoplamento
para que ocorra a sincronizacao do sistema. Ja a parte em que se separa a rede em dois
grupos, observa-se um efeito que se assemelha a um comportamento do tipo quimera [44]
ao unir dois grupos de condutancias muito distintos. Para grupos de condutancias com

comportamentos semelhantes, o comportamento é mais raro de ser observado, porém,
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ainda é encontrado para valores de probabilidade e acoplamento que colocam a rede em

um estado mais fraco de sincronizagao.

O capitulo 7 apresenta as conclusoes, consideragoes finais e perspectivas futuras.
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2 O Modelo Neural

A modelagem matematica da dindmica neuronal é a base da neurociéncia com-
putacional. Essas modelagens podem variar de um simples modelo de mapa com poucos
parametros até um modelo muito mais complexo de equagoes diferenciais acopladas (Apén-
dice A). Essa variacao de complexidade do sistema afeta diretamente o tipo de dindmica e
a riqueza de detalhes. Como exemplo, podemos citar o mapa de Rulkov [10], um modelo
simples de mapa bidimensional, e as equagoes de Hodgkin-Huxley [11], um conjunto de
equacgoes diferenciais acopladas que simulam a atividade neuronal. No presente trabalho,
utilizaremos o modelo de Huber e Braun et al. [12], ao qual temos vérios comportamentos
dinamicos interessantes para serem estudados. No decorrer desse capitulo faremos a de-
ducao do modelo de Hodgkin-Huxley, que é o precursor do modelo a ser utilizado nessa

dissertacao, baseado nas dedugoes de [13].

2.1 O potencial da membrana

Todas as células contém uma diferenca de potencial entre seu interior e o exterior,

podemos representar essa diferenga por

VM - ‘/ZTL _ ‘/6937 (21>

em que Vj; é o potencial da membrana, V;, ¢ o potencial do meio intracelular, e V., ¢ o

potencial do meio extracelular.

Para a deducao, precisa ser introduzido o potencial de repouso, que é o potencial
através da membrana quando a célula esta em repouso. Normalmente um neurénio tém um
potencial de repouso de cerca de —70mV. Um neurdnio pode receber uma corrente para
dentro da célula com fons positivos, como Na™, aumentando o potencial da membrana, ou
seja, despolarizando-a. Uma corrente para fora, com fons positivos de K* ou uma corrente

negativa de Cl” entrando na célula, resulta numa hiperpolarizagao [13].

A diferenca de potencial acontece quando existem diferencas de concentragoes

ionicas dentro e fora das células, para alterar essa diferenca, a célula usa de proteinas
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especificas nas membranas que permitem a passagem ou nao de ions. Classificam-se os
canais i6nicos em canais com portas e sem portas. Os canais com portas tipicamente
deixam apenas a passagem de um tipo de ifon. J4 os canais sem portas permitem a
passagem seletiva de qualquer tipo de ion. Uma imagem representando a passagem de ions

na membrana por meio dos canais se encontra na Figura 1.

”‘focz w..o.. @. ©

Extracelular

'

Intracelular

O

O o :

o
.O. .o.

Figura 1 — Esquema da passagem de ions por meio dos canais idonicos na membrana celular.
O transporte de fons altera a concentragao, logo, muda a diferenca de potencial
do meio intracelular e extracelular. Imagem adaptada de [13].

2.2 A equacao de Nernst

Para deduzir a equacao de Nernst, é suposto, como exemplo, que a membrana é
permeavel apenas & K*. Temos, entdo, que o gradiente de concentracao do fon de potassio
move fons de K™ para fora da célula, deixando o meio extracelular carregado positivamente,
e o meio intracelular, negativamente. Esse aciimulo de carga positiva fora da membrana
dificulta o fluxo de mais fons de potassio, causando, assim, um equilibrio quimico e elétrico
que sao de intensidade igual e sentido oposto. O potencial da membrana em que os ions

de KT se encontram em equilibrio é chamado de equilibrio de Nernst.
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Parte-se, entdo, com [C](z) sendo a concentracao de algum fon e V() um potencial
num ponto = da membrana, resulta-se na Lei de Fick (considerando apenas uma dimensao)

para a difusao [14], em que o fluxo de difusao de fons, Jy; fusao, ¢ dado por:

0[C]

Jdifusao = —D : 2.2
dif o (2.2)

A constante de difusio D tem unidade de (cm?/s) e a concentragio dos fons ¢ dada pelo
nimero de moléculas por centimetro cubico (%) Ou seja, a difusao tem unidade de
N

Smelégules e representa um fluxo bidimensional numa superficie.

Como fons sao afetados também por suas cargas elétricas, é preciso levar em

consideracao forcas relevantes, para isso, é usado a Lei de Ohm microscopica:

oV
Jaeriva = —pz|Cl—. 2.3
ieiva = —12[C] 5 (2.3
O campo elétrico, E = —9dV/dx, é o gradiente do potencial associado, z é a

valéncia do ion considerado e o parametro i é a mobilidade do fon. O fluxo total através

da membrana é:

9[C] oV

Jp=—-D—— — ,uz[C’]%. (2.4)

A relagdo de Einstein conecta a mobilidade com o coeficiente de difusao na forma

kgT
D = 7]'; 1, (2.5)

onde kp ¢ a constante de Boltzmann, 7' é a temperatura absoluta e ¢ é a carga medida

em Coulomb. Assim, a equacao (2.4) fica:

kgT 0|C ov
Jr = _ksTOC] ”Z[C]%.

o (2.6)

Para obter a equacao de Nernst, iguala-se o fluxo total a zero, ou seja, o fluxo de

difusao e a deriva se anulam e entram em equilibrio, logo:
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kT[] v
JT,equi - - q O - ,UZ[C] I =0

kT O[C) v

g Oxr nelC] ox

oV kgT 0[C]
or  qz[0] Ox

R,T
F

Integrando em ambos os lados e trocando % por , onde R, ¢ a constante dos

gases ideais e I’ é a constante de Faraday, temos:

R,T . [Clm
Mt .
2F O

V;aq = V;n - V:?ac = (27)

A equagdo (2.7) é a diferenca de potencial de equilibrio ou potencial de Nernst, e

ela ocorre quando todos os fluxos estao balanceados.

2.3 A membrana como circuito elétrico

Utilizando a analogia entre o comportamento da membrana celular e a fisica em
circuitos elétricos, pode-se construir o que é denominado de modelo de circuito equivalente.
O modelo consiste de trés componentes:

« Condutores ou resistores, que representam os canais i6nicos;
» Fontes, que representam o gradiente de concentracao dos ions;
« Capacitores, que equivalem a membrana que armazena a carga.
Primeiramente assume-se a membrana permeavel ao potassio, temos na Figura 2 o

circuito equivalente, o que contém um capacitor equivalente & membrana [13]. Lembrando

entao da relagdo entre cargas e potenciais

q=CuVu (2.8)

em que (j; é chamada capacitancia da membrana, ¢ é a carga total e é proporcional ao

potencial Vj;. A capacitancia por sua drea (cm?) é chamada de capacitancia especifica
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Bicamada
lipidica

L

Canal

Figura 2 — Esquema de analogia entre a membrana de uma célula com um circuito elétrico.
Imagem adaptada de [13].

da membrana, denotada por c¢j;. Podemos derivar a equacao (2.8) em relagao ao tempo e

obter a expressao da corrente da capacitancia especifica por unidade de area:

dVar

. (2.9)

Leap = CM

Denota-se I.,, para a corrente da capacitancia total, e para o fon de K™, o circuito
equivalente é dado por um condutor em série com uma fonte. Se gx é a condutancia de

um unico canal de potéssio, usamos a Lei de Ohm para encontrar a corrente ionica

Ik = gk (Vi — Ex), (2.10)

onde Ef é o potencial de Nernst (ou potencial de equilibrio) do fon de potéssio. Da Lei de
Kirchhoff, aplicando no no6 entre C; e R da Figura 2, temos que a corrente total dentro

do circuito deve ser igual a zero:

dV

T 9x (Vi — Ek). (2.11)

O—anp—f—IK—CM

Levando a uma nova equagao diferencial que relaciona apenas as correntes ionicas

do potéassio:

dVi

- —9x(Var — Ek). (2.12)

Cyp
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2.4 Conjunto de Equacoes de Hodgkin-Huxley

As equagoes propriamente ditas do modelo vém de experimentos feitos por Alan
Lloyd Hodgkin e Andrew Huxley em axonios gigantes de lulas do género Loligo [15].
Pode-se utilizar, entao, os conceitos das secoes anteriores para montar o modelo proposto.

Na Figura 3 temos o circuito equivalente, e as equagdes que o representam seguem por:

I(t)

= Ek ENa

Figura 3 — Esquema de analogia entre a membrana de uma célula com um circuito elétrico.
Imagem retirada de [13].

Cy—— = —1Ix — Ing — I + Ly (1), (2.13)

e do exemplo da equagao (2.10), temos:

dVv _
Cargy = =95 (V = Ex) = 95a(V = Eva) = gu(V = Er) + Lar(1). (2.14)
Onde I, = gy, (V—E L) é chamada de corrente de vazamento (do inglés, leak current)
e corresponde ao fluxo passivo de ions de menores quantidades por canais sem portas. A
barra acima da conduténcia (como em gy ) representa o valor maximo da condutancia
associada ao ion. Utilizando de métodos experimentais, Hodgkin e Huxley propuseram as

seguintes condutancias dos fons de sédio e potassio:
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gx = grn’, (2.15)
gNa = gNamgh' (216)

Em que n, m e h sdo varidveis que assumem valores entre 0 e 1. Temos que n*
representa a probabilidade do canal de potéssio se abrir, m?® representa a probabilidade do
canal de sodio se abrir e probabilidade dele se inativar é h. Cada uma dessas variaveis

obedece uma equacao diferencial do tipo

dn
3 = (V) =n) = Bu(V)n (2.17)
dm
P amn(V)(L —m) — B (V)m, (2.18)
(V)1 = 1) = Bu(V)h. (2.19)

Para os parametros se adaptarem aos dados experimentais, os autores utilizaram

os seguintes valores:

Substituindo as Egs. (2.15) e (2.16) em (2.14), temos

dVv _ _
CME = —gKn4(V — EK) — gNam?’h(V — ENa) — gL<V — EL) + [emt(t)a (220)

entdo, as Eqgs. (2.17), (2.18), (2.19) e (2.20) sdo as chamadas equagoes de Hodgkin-Huxley.

2.5 0O modelo de Huber e Braun

O modelo desenvolvido por Huber e Braun et al. [12] pode ser expresso como um

caso especifico do modelo de Hodgkin e Huxley. Uma das principais caracteristicas do
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modelo é o fato dele ser termicamente sensivel, um exemplo do comportamento dinamico
do sistema é dado na Figura 4, onde vemos a transigao do regime de disparos, (do inglés,
spikes) ao regime de rajadas de disparos (do inglés, bursts), pela influéncia da temperatura,
através de uma série temporal do potencial de acao do neurdnio. O disparo, explicado
nesse texto, é conhecido como o potencial de agao e ocorre quando os canais i6nicos se

abrem e resulta num fluxo de fons pela membrana neuronal.

O modelo final proposto foi resultado de diversos estudos como em [16, 19] e segue

na equagao:

CMi - _IK_INa_Isd_]sa _IL+]€$t7 (221)

Nota-se a adi¢ao de duas novas correntes, que estao associadas aos ions de célcio,

além das propostas anteriormente no modelo de Hodgkin-Huxley. As correntes representam

o In,: refere-se a corrente de despolarizacao;

e I : refere-se a corrente de repolarizacao;
o Iy : refere-se a corrente lenta de despolarizacao (do inglés, slow depolarizing);
o I, : refere-se a corrente lenta de repolarizagao (do inglés, slow repolarizing);

o I : refere-se a corrente de vazamento;

04
<
£
= —50-
15000 16000 17000 18000 19000 20000
07
<
S
= 50

15000 16000 17000 18000 19000 20000
t(ms)

Figura 4 — Regime de spikes e de bursts, sendo respectivamente de cima para baixo
T =30CeT = 38C.
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o I, : refere-se a corrente externa;

e as novas correntes, por serem termicamente sensiveis, sado descritas pelas seguintes

relacgoes:

I = pgKaK(V — EK),
Ina = pgnatng(V = Ena),
Isa = pGsatisa (V - Esd),
Lia = pGsatsa(V = Fua),
I, = QL(V — EL),

onde a primeira dependéncia em temperatura é:

(T=Tp)

p="p ° (2.22)

em que Ty, 7o € pg sS40 constantes e os termos com a; (i = K, Na, sd, sa) sdo variaveis de

ativacao descritas pelas equagoes diferenciais:

d(lNa ( )
- ANa,c0o — ANa ),
dt TNa Na, N
dCLK ( )
— = (K00 — aK),
dt TK K, K
dag, 0]
= [s - sa)s
dt Tea (st = Y050)
dasd
dt — a(asd,oo - asd)a

onde os termos de 7; (i = K, Na,sd, sa) sao tempos caracteristicos constantes, n e -y

também sao constantes e a segunda dependéncia da temperatura é dada por

d=0y" , (o = constante. (2.23)

€ ANg,00; OK 00 € Usd oo SA0 parametros de ativacao sigmoides dados por:
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1
ANg,co = )
N T 1t eap[—sna(V — Vona)]
1
UK oo = ,
K, 1+ exp|—skg(V — Vog)]
1
Asd,co =

1+ exp[—ssa(V — Vosa)|

Todos os parametros constantes utilizados no modelo estao na Tabela 1.

Tabela 1 — Parametros usados no Modelo de Huber-Braun.

Cp=10pu Fem™

Condutancias (m.S/cm?): gna=1,5 9x=2,0  ¢4=0,25 ¢,=04 ¢;=0,1
Tempos Caracteristicos (ms): 7x,=0,05 k=20 T,=10 Tsa=20
Potenciais de reversao (mV): Vy,=50 Vk=-90 V,4=50 Vea=-90  Vz=-60
Vona=-25 Vork=-25 Visa=-40
Outros parametros: po=1,3 0p=3,0 Ty =50C T =38C 715=10
n =0,012 uA ~+=0,17 sx=0,25 5,4=0,09 sn,=0,25
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3 Topologia das redes

O trabalho original que comecou os estudos sobre teoria de grafos veio de Euler
[20] em que ele analisou o problema das 7 pontes de Konigsberg. O problema consistia
em passar pela cidade (atual Kaliningrado, na Rissia) utilizando as sete pontes apenas
uma vez cada. Um desenho da cidade e suas pontes se encontra na Figura 5. Euler, entao,
provou matematicamente que o problema nao tinha solugao, uma vez que cada pedaco de
terra tinha um nimero impar de pontes para serem atravessados, e seria necessario um

nimero par de caminhos (um para entrar e outro para sair).

Figura 5 — Ilustracao de Euler para o problema das pontes de Kénigsberg. Imagem retirada
de [20].

3.1 Teoria de Grafos

E interessante definir alguns conceitos da teoria de grafos. Comecamos pelo grafo
nao-direcional &, que é definido pelo par do conjunto & = (v, &) onde v é um conjunto de
elementos contaveis e nao-nulos chamados vértices ou nodos. £ ¢ um conjunto de pares

nao-ordenados com diferentes vértices, chamados de ligagdes ou arestas. J& um grafo
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direcional ® é definido por um conjunto contavel e nao nulo de vértices v e um conjunto
de pares ordenados com diferentes vértices £ [21]. A diferenca grafica entre os dois tipos
de grafos é uma flecha em suas arestas, representando a dire¢ao do dado grafo, como

mostrado na Figura 6.

Figura 6 — Exemplo de grafo nao-direcional (esquerda) e direcional (direita).

De um ponto de vista matematico, é conveniente representar os grafos por matrizes

de adjacéncia € = e;;, isto ¢, uma matriz N X N definida por

1, se o ponto ¢ estd conectado com j
eij = (31)
0, caso contrario
Utilizando da definicao de matriz de adjacéncia podemos voltar ao exemplo dos

grafos e montar as matrizes da Figura 6:

01100
10000
ei;=|1 0 0 1 0], para o caso nao-direcional,
00101
00010
e
01100
10000
ei; =0 0 0 0 0], para o caso direcional.

00100
00010
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Podemos identificar que as redes nao-direcionadas sao simétricas pela diagonal

principal.

3.2 Propriedades de Redes

Introduz-se, inicialmente, o conceito de menor caminho entre nodos de uma rede

como [;;. Utilizando esse conceito, definimos o didmetro de um grafo por

de = max (I;), (32)
2%}
e, também, o conceito de livre caminho médio, que é a média sobre todos os menores

caminhos do grafo, por

1 N

(L) = NON=1) %}lij)- (3.3)

Dada um nodo 4 conectado com j, que por sua vez esta conectado com [, entao a
probabilidade de [ estar conectado com i é alta. Este efeito é chamado de aglomeracao, e
pode ser quantificado pelo coeficiente de aglomeragao (do inglés, clustering) e é definida a

aglomeracao do i-ésimo sitio por:

€

Ci = ki(k; — 1)/2°

(3.4)

onde k; é o nimero de vizinhos que o sitio 7 possui e ¢; é o nimero de conexdes entre os

vizinhos:

1
= §injlexli' (35)
gl

Por fim, define-se o coeficiente médio de aglomeracao:
1N
=N Z (3.6)

3.3 Modelos de Redes

Uma rede regular, em teoria de grafos, ¢ uma rede cujo o nimero de nodos tem
o mesmo numero de ligagoes entre eles, essas redes tém alto livre caminho médio e alto

coeficiente de aglomeracao.
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Redes aleatorias, porém, sao as mais simples, uma vez que sao caracterizadas por
(como sugere o nome) conectar nodos da rede aleatoriamente dada uma probabilidade de
conexao p. Esse modelo foi primeiro descrito por Paul Erdos e Alfréd Rényi em 1959 [22].

Supondo N sitios da rede, para um dado sitio, a probabilidade de dois vizinhos também
(k)

estarem conectados com esse sitio ¢ dado pela probabilidade p ~ ¢, entao, temos que
(Caleatério <]]f/>7 (3.7)
(d)aleatorio = 11;11<]]j>, (3.8)
(L) aleatério ™ ml(lllnNN) (3.9)

O modelo de redes aleatérias contém baixo livre caminho médio e baixo coeficiente

de aglomeragao.

Outro modelo a ser estudado, e que é o precursor utilizado para as simulagoes
desse trabalho, é o modelo de redes de mundo pequeno (do inglés, Small-World, ou SW),
que foi inspirado pelo trabalho de Stanley Milgram [23], onde era observado redes da vida
real que continham alto coeficiente de aglomeracao enquanto tem um baixo livre caminho
médio entre os nodos. Em 1998 Watts e Strogatz propuseram um modelo que tivesse essas
caracteristicas [24]. O modelo de SW baseia-se num grafo circular com conexdes locais
e algumas conexoes aleatorias entre os nodos. Uma imagem representativa de como é
construido esses tipos de redes estd na Figura 7, onde vemos a chamada rota de Watts-
Strogatz, em que partimos de uma rede regular, passando para uma de SW e finalizando
em uma rede aleatéria, através do aumento da probabilidade de conexao, sem alterar o

numero total de conexoes.

Seguindo a ideia de Watts-Strogatz, foi feito o método de Newmann-Watts [25],
método que difere do anterior por se adicionar conexoes aleatérias no lugar de apenas
troca-las. O método de Newmann-Watts foi escolhido para o presente trabalho e opera

com uma certa probabilidade de conexao p que obedece valores entre 0 < p < 1.
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Regular Pequeno-Mundo Aleatodrio

Aumentando aleatoriedade

Figura 7 — Rota de Watts-Strogatz e o procedimento de reconexao em que aumenta a

probabilidade de conexao sem mudar o nimero de conexoes da rede. Imagem
adaptada de [24].
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4 Recorréncia e a Entropia

Nesse capitulo introduziremos o conceito de graficos de recorréncia, a entropia de
microestados e a aplicacdo da entropia méxima de microestados de recorréncia [27], [28],
29] e [30].

4.1 Graficos de Recorréncia

A ideia de recorréncia remonta ao trabalho de Henri Poincaré [26], e uma ferramenta
visual agregada ao conceito de recorréncia foi elaborada por Eckmann et al. [27] chamado
de grafico de recorréncia (do inglés, recurrence plot, ou RP). O RP é definido pela matriz

de recorréncia [27]:

Lose [lxi—xjl[<e
Rij = 1,7€1,2,..., K, (41)
0, se ||x; —x;|| >,

Onde x; e x; representam estados dindmicos num tempo ¢ e j, K é o tamanho da
série temporal utilizada e € é o limiar utilizado para definir o quao préximo esses dois

estados estao.

A matriz de recorréncia representa uma matriz de pontos pretos e brancos. Se um
estado dinamico € recorrente ao outro, isso ¢, se R;; = 1. Um exemplo visual ¢ dado na
Figura 8. Por construgao, a matriz é simétrica, uma vez que x; é recorrente a x;, entao
x; ¢ recorrente a x;. A partir dos RP’s, foram desenvolvidos diversos quantificadores de
recorréncia (RQA, do inglés, recurrence quantifier analysis), aos quais podem ser citados a

taxa de recorréncia, determinismo e a entropia de microestados [28].
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x(5)

x(4)

x(3)

x(2)

x(1)

x() x2) x@) x4 x5

Figura 8 — Para um dado limiar e arbitrario, vemos que z(1) é recorrente a x(4) e x(5) é
recorrente a z(3). Imagem adaptada de [29].

4.2 Entropia de microestados

Uma importante caracteristica da recorréncia é a apari¢cao de estruturas diagonais
nos RP’s, essas linhas diagonais representam segmentos de recorréncia nas trajetorias
(Apéndice A). Duas partes de uma trajetéria seguidas de uma linha diagonal sofrem uma

evolucao similar, uma vez que elas recorrem no espago de fase (Apéndice A) em tempos
diferentes [29].

Com essas defini¢oes estabelecidas podemos escrever a entropia de Shannon como

um quantificador de recorréncia [28], temos:

Q
S =— Zp(b) Inp(i). (4.2)

i=1
Onde p(i) mede a probabilidade de ocorréncia de um estado especifico 7, @ é o
nimero de estados acessiveis a S, ou seja, o quanto de informagcao existe em uma dada

quantidade de estados.

E possivel, agora, introduzir a ferramenta chamada de Entropia de Microestados
desenvolvida por Corso et al. [29]. Esses microestados sao definidos por pequenas matrizes

de dimensao N x N que sao aleatoriamente selecionadas no RP. Como exemplo, temos
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a Figura 9 para elucidar o método no caso de N = 2. Uma vez que o RP ¢ definido
binariamente por matrizes de valores 0 e 1, temos os valores dos microestados dados
por 1100 no microestado que se encontra no lado esquerdo da diagonal e 0110 para o
microestado do lado direito. Em geral, o nimero de microestados para um dado N ¢é de

N* =2V tal que no exemplo de N = 2 temos um ntimero de microestados de N* = 16.

x(5)

x(4)

x(3)

x(2)

x(1)

x() x2) x@) x4 x5

Figura 9 — Exemplo do método de microestados de recorréncia para N = 2. Os microesta-
dos selecionados em vermelho sao, 1100 (esquerda) e 0110 (direita). Imagem
adaptada de [29].

Definindo n; como o nimero de vezes que um microestado i é observado em N
amostras, entdo P; = n;/N é a probabilidade relacionada ao estado i, entdao, a entropia de

microestados é dada por

i=N*
S(N*)=-=>_ PInP. (4.3)

i=1

4.3 A entropia maxima de microestados de recorréncia

A técnica de gréficos de recorréncia pode nao ter a maxima eficacia uma vez que
a escolha do limiar € da equagao (4.1) é feita de maneira arbitraria, por consequéncia, a
entropia de microestados sofre alteragbes baseadas nessa escolha. Dado esse efeito, Prado

et al. [30], propuseram um método para escolher esse valor de um modo otimizado.
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Dada uma distribuicao gaussiana de ruido branco, os autores identificaram que a
fungdo da entropia S em funcao de € tem um extremo bem definido (Figura 10). Com isso,

pode-se identificar o valor maximo da entropia, Sy,qz-

S Mmax

0 I o e
emax '

Figura 10 — Entropia de microestados (N = 2) em fungao do limiar para uma série temporal
de ruido branco. Identifica-se o valor maximo da funcao para encontrar o valor
otimizado de e. Imagem adaptada de [30].

A entropia méxima de microestados de recorréncia possui a vantagem de ser
utilizada diretamente em andlises de séries temporais, podendo ser usada como uma
alternativa a quantificadores menos eficientes, sejam eles do ponto de vista de tempo de

calculo computacional ou até implementagao de seus algoritmos.
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5 Sincronizacao

Nesse capitulo, sera finalizada a construcao do modelo de rede neuronal utilizado
no trabalho e também serd apresentado a ferramenta chamada parametro de ordem de
Kuramoto [35], processo utilizado para quantificar o grau de sincronizacao de fase de
uma rede e que serd uma das principais ferramentas de andlises para o presente trabalho.
O interesse no estudo da sincronizagao neuronal surge do fato de que o fenémenos de
sincronizagao podem ser atrelados a efeitos de formacgao de memoria, controle motor e

processamento de informacao [37, 38, 39].

5.1 Construcao da rede neural

Seguindo as equacoes de Huber e Braun et al. apresentadas no Capitulo 2, escreve-se,

para uma rede de N neur6nios, a equacao:

dv®@
dt

M sa

= _Ié() ] _Is(d) _]() IL) +I¢(zc)op7 (51>

onde C); é a capacitancia da membrana, V) é o potencial da membrana respectivo ao
i-ésimo neuronio da rede e as correntes [ I(<), [1(\{217 I s(d), IV e I () o as correntes idnicas de
cada neurdnio, como ja foram apresentadas no capitulo que se refere ao modelo neuronal.
A nova corrente, [ é?op, representa a equacao sindptica, responsavel pelo acoplamento da

rede e € escrita matematicamente por:

N
. € . .
(i) _ ENCONE VA 4 O
Icoup - Z Eunr (‘/sm Vv ); (52)
max j—=1
onde € representa o parametro de acoplamento, eg; ¢ a matriz de adjacéncia (no caso
desse trabalho, de pequeno mundo), n,., representa o fator de normalizagao, nesse caso
se faz a normalizacao pelo niimero de conexées do sitio com maior niimero de conexoes,

Viin é 0 potencial de reversao e o termo ) ¢ ligado & uma equacao diferencial que simula
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a fracao de canais i6nicos abertos para que ocorra a passagem dos neurotransmissores. E

utilizado um modelo cinético para r\9) [36]:

dr@) 1 1 1 — 0 r@) - 3
At \ 7 1) 1+eapl—so(VO = Vo) 74 (5:3)

onde 74 e 7, sAo tempos caracteristicos, Vj é o tempo caracteristico e sy € uma constante

unitaria medida em (1/mV). Os valores das constantes se encontram na Tabela 2.

Tabela 2 — Parametros do modelo utilizados no acoplamento da rede neural.

Viin = 20mV  Vy = —20mV 75, =8,0ms 7, = 0, 5ms

5.2 Sincronizacao de fase

Para quantificar o grau de sincronia da rede, primeiro define-se uma fase associada

aos disparos dos neuronios:

) () = 2 k) t—t

j j

0V (t) = 2rk 27Tt(j) 0 (5.4)
k1~ Uk

onde o indice j se refere ao j-ésimo neurénio, t é o tempo de integracao, t,(j )¢ o tempo

que ocorre o k-ésimo disparo do neuronio j e t,(jll é o tempo do disparo sucessor.

Com a contabilizacao da fase ja definida, pode-se utilizar o parametro de ordem de
Kuramoto [35], ferramenta que quantifica a sincronizagao de fase para um certo tempo t.

A expressao matematica do pardmetro é dada por:

1 N i0U) (1)
NZe , (5.5)

J=1

2(t) = R(t)e) =

onde R(t) ¢ o médulo de z(t), ¥ é a fase média dos neurdnios e N o nimero de osciladores
do sistema. O parametro de ordem abrange 0 < R(t) < 1, onde o valor zero indica total
assincronia entre os neuronios e o valor um representa total sincronia de fase. Na Figura 11

podemos observar dois neurdnios dessincronizados, em (a), e dois neurénios sincronizados,

em (b).
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Figura 11 — Regime de bursts de dois neurdnios, dessincronizados em (a) com € = 0,00 e
sincronizados em (b) com € = 0, 08.

Em nosso trabalho, é mais adequado definir o parametro de ordem médio no tempo,
uma vez que o parametro de ordem R(t) é medido para cada instante de tempo. Define-se,

entao:

1 J
()= > R(). 5.6
I Yit=t,
onde t; ¢ o instante de tempo inicial do célculo do parametro de ordem, e t; ¢ o instante

final do cédlculo.

Observa-se, também, a influéncia do parametro de acoplamento na sincronizacao
dos neuronios (Figura 11), com isso, podemos variar o € de forma que pode-se encontrar
valores aos quais ocorrem a sincronizagao de fase do sistema (Figura 12). Pode-se observar
visualmente o efeito da sincronizacao de uma rede neuronal pelo grafico de uma segao
de superficie de Poincaré (fixando o corte no potencial do neurénio em —20mV), esse
grafico serd denominado de raster plot (ou grafico de se¢ao). No eixo y temos o tempo em
que o potencial atravessa essa superficie e em x temos o neurénio conectado aos disparos
(Figuras 13 e 14)
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Figura 12 — Parametro de ordem médio em funcao do acoplamento para uma rede de
Huber e Braun com N = 1000 neurdnios acoplados em topologia de pequeno
mundo.
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Figura 13 — Raster plot de uma rede de 1000 neurdnios sincronizados.Com € = 0, 08.
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Figura 14 — Raster plot de uma rede de 1000 neuronios dessincronizados. Com € = 0, 00.
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6 Heterogeneidade da Rede

No presente capitulo iremos apresentar os métodos utilizados para simular uma rede

heterogénea e também apresentar os resultados obtidos para os casos a serem estudados.

Para o presente trabalho, estudaremos como a variagao da condutancia de vazamento
- g1, - afeta a sincronizac¢ao da rede para diferentes configuragoes no modo que é feita essa
diferenciacao. Essa diferenciacao da condutancia é o que nos permite dizer que temos uma
rede heterogénea. Alguns trabalhos [40] em outros modelos de redes, podem corroborar com

essa ideia de simular a distincao por meio de uma variacao na condutancia dos neuronios.

A metodologia sera divida em trés partes:

o Distribui¢oes do tipo Gaussiana;
o Distribui¢oes do tipo Rayleigh;

o Distribuicoes do tipo Delta.

6.1 Distribuigoes Gaussianas e Rayleigh

Como primeiro passo do trabalho, o objetivo era a observacao do efeito de sincroni-
zagao ao utilizar uma distribuicao Gaussiana (Apéndice B) de condutancias de vazamento
diferentes na simulacao da rede. Para isso, replica-se a ideia do grafico da Figura 12, em
que varia-se o acoplamento e mede-se o grau de sincronizag¢ao com o parametro de ordem.
Na Figura 15 mostra-se o caso em que fixamos a mediana da distribuicdo Gaussiana
com a condutancia de vazamento no valor de g; = 0, 10 e aplicamos um desvio padrao,
representado por o, para os casos que seguem. Pode-se observar que a diferenciacao da
condutancia dos neurdnios da rede, faz com que o parametro de ordem tenha uma alteracao
no seu padrao de sincronizacao ao comparar com casos em que nhao ocorrem nenhuma
distingao (o = 0, 00).

Apos esse primeiro resultado, é relevante estudar como a conduténcia de vazamento
se comporta ao ser variada para que tenha-se a garantia de que os pardmetros correspondem

a dinamica desejada. Para isso, ¢ feito o diagrama de bifurcagao dos intervalos entre disparos
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Figura 15 — Parametro de ordem médio no tempo em funcao do acoplamento para casos
diversos de distribui¢oes da condutancia de vazamento. O aumento do desvio
padrao causa uma supressao na sincronizagao da rede. Com N = 1000.

(do inglés Interspike-Interval, ou ISI) da condutancia de vazamento, com uma superficie

de Poincaré no valor de —20mV.

O diagrama ¢ observado na Figura 16 e afere-se que o intervalo adequado para se
trabalhar com o parametro ¢ 0,06 < g;, < 0,15, uma vez que pode-se encontrar regimes
de bursts ou spikes nesse intervalo. Fora desse intervalo a dinamica do parametro se perde
e nao se tém mais a garantia do funcionamento da simulacdo computacional, uma vez
que precisamos dos neuronios tendo o comportamento ja mencionado para se realizar os

calculos.

Dado o intervalo de estudo encontrado no diagrama de bifurcagdo, podemos, entao,
simular uma superficie envolvendo vérios valores de g, (que obedecem a dinadmica do
sistema) variando o acoplamento da rede. Na Figura 17 é feita a simulagao (N = 512
neurdnios) utilizando os dois quantificadores ja apresentados nos capitulos anteriores: A
média do pardmetro de ordem de Kuramoto (< R >) e a média temporal da entropia
maxima de microestados de recorréncia (< .S >). No caso dessa superficie, ndo foi aplicada

nenhuma diferenciagdo na conduténcia dos neurénios (o = 0, 00).

Como esperado, ao passo que se aumenta o acoplamento dos neurénios, eles

ficam mais fortemente sincronizados, como mostra a regiao de valores acima de 0,08 no
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Figura 16 — Diagrama de bifurcacao do ISI do parametro da condutancia de vazamento
analisado no trabalho.
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Figura 17 — Espaco de parametros envolvendo a condutancia de vazamento, acoplamento
e os quantificadores pardmetro de ordem em (a) e entropia maxima em (b).
Identificamos que o acoplamento exerce o papel principal na sincronizacgao.
Com N = 512.
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Figura 18 — Espaco de parametros envolvendo a condutancia de vazamento, acoplamento e
os quantificadores parametro de ordem em (a) e (c) e entropia méaxima em (b)
e (d). A variagao na distingdo dos neurénios para uma distribuigdo gaussiana
afeta o processo de sincronizacao, retardando-o ao passo que é aumentado o
desvio padrao. Com N = 512.

quantificador do pardmetro de ordem. E importante notar, também, que o quantificador
da entropia maxima tera o comportamento ao contrario do parametro de ordem, de modo

que, quando a sincronizacao aumenta, a entropia maxima diminui.

Seguindo a ideia de heterogeneidade da rede, vemos na Figura 18 o papel da
distin¢ao dos neurdnios ao serem apresentados a uma distribuicao Gaussiana. Nesse caso,

a distribuicao sera truncada entre 0,06 < gy, < 0, 15 para preservar a dinamica do sistema.
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Figura 19 — Espaco de parametros envolvendo a condutancia de vazamento, acoplamento
e os quantificadores pardmetro de ordem em (a) e (¢) e entropia maxima em
(b) e (d). A variacdo na distingdo dos neurdnios para uma distribuicao de
Rayleigh afeta o processo de sincronizacao ao aumentar o fator de escala da
distribuicao. Com N = 512.

Apods os resultados apresentados, vemos o claro efeito da influéncia que a distingao
dos neurdnios causam na sincronizagao da rede, uma vez que para neurénios mais distintos,
a sincronizagao necessita de um maior acoplamento ao ser comparada a um caso de rede

homogénea.

Pode-se, também, fazer a mesma andlise (Figura 19), mas com uma distribuigao
de Rayleigh (Apéndice B). Desta vez, temos que limitar a superficie com a distribuigao
de Rayleigh ate o valor de g;, = 0,11 pois o formato da sua distribui¢ao ultrapassaria os

valores estipulados para manter a dinamica do sistema.
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6.2 Distribuicoes do tipo Delta

Para essa parte do trabalho, consideramos dividir a rede em dois grupos distintos
de neurénios, e assim, chamando de distribui¢oes delta. Com esse objetivo, separamos
os grupos em duas condutancias de vazamento. Os procedimentos de simulacao sao os
mesmos, mas a principal diferenca é como funciona o espaco de parametros. Para esse caso,
continuaremos utilizando o parametro de acoplamento, €, e a probabilidade de conexao
da rede, p, estudado no Capitulo 3, que no caso do nosso trabalho, é a probabilidade de

conexao de Newmann-Watts.

6.2.1 Caso 1l

Para iniciar as analises, escolhemos duas condutancias com comportamentos di-
namicos diferentes. Observando a Figura 16, utilizaremos os valores de g, = 0,065 e
gr, = 0,13. Na Figura 20 temos o espaco de parametros para as duas redes, cada uma com
256 neuronios. Os graficos incluem retangulos de marcacgao nas figuras para posteriores

analises.

Podemos identificar que o espaco de parametro de gr, = 0,065 tem uma sincroniza-
¢ao mais fraca do que a sincronizagdo do parametro com g = 0, 13. Simulando a rede com
os dois grupos de neurdnios conectados, temos uma rede heterogénea com 512 neurdnios
(Figura 21). O titulo da imagem 1é-se como gy, = 0,065 — 0, 13 para mostrar que a rede

contém as duas condutancias (g, = 0,065 e g;, = 0,13) em sua configuragio.

Ao configurar a rede com os dois grupos de condutancias, temos um comportamento
intermediario entre os dois tipos de sincronizagao que ocorrem. Podemos identificar que
para regioes de alto acoplamento e valores superiores de probabilidade de conexao, tém-se
a sincronizagao do sistema. Ja para outras regides do espaco de parametro, temos uma
sincronizagao mais fraca ou até inexistente. Apresentados os espagos de pardmetros faremos
andlises de certas regioes utilizando os raster plots ja mencionados no Capitulo 5 (Figura
22).

A Figura 22 (em (a) (b) e (c¢)) nos mostra a coexisténcia clara de dois estados na
rede, um estado que esta sincronizado, e outro estado dessincronizado (em (d)). Esses
estados podem ser remetidos a ideia de estados do tipo Quimera, estados aos quais ocorrem
coexisténcia entre dindmicas coerentes e incoerentes. Esse conceito foi primeiro discutido
por Kuramoto e Battogtokh [43] e dado o nome e uma melhor explicacao dos fenémenos

por Strogatz e Abrams [44].
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Figura 20 — Espaco de parametros de uma rede de N = 256 neurtnios envolvendo a
probabilidade de conexao, acoplamento e os quantificadores parametro de
ordem em (a) e (c¢) e entropia maxima em (b) e (d). O pardmetro g, = 0,065
apresenta uma sincronizacao mais sutil se comparado com o valor de g, = 0, 13.
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Figura 21 — Espago de pardmetros para uma rede (N = 512) heterogénea com as con-
dutancias g, = 0,065 e gr, = 0, 13, envolvendo a probabilidade de conexao,
acoplamento e os quantificadores pardmetro de ordem em (a) e entropia ma-
xima em (b). A juncdo dos dois pardmetros traz uma sincronizagdo que nao
se assemelha a quando os parametros estavam separados.
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Figura 22 — Raster plots para as regioes evidenciadas no espago de parametros da rede
heterogénea. Em (a), (b) e (¢) temos a observacao de estados sincronizados e
dessincronizados coexistindo. Nao sendo observado em (d).
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E importante notar que, no geral, esses estados de coexisténcia sincrona e assincrona
sao encontrados sempre que o sistema apresenta uma sincronizagao que nao seja tao intensa.
Estados com sincronizagao de fase mais acentuada (casos de alta probabilidade de conexao
e acoplamento alto), forgam os neur6nios a entrarem em sincronizacao e perder essa mescla

de estados que até entao nao tinham sido observados na literatura para esse modelo.

6.2.2 Caso 2

Para esse segundo caso, utilizaremos duas condutancias que tem o comportamento
mais parecido, os valores sao g, = 0,12 e g, = 0, 13. Seguindo os mesmos procedimentos
de antes, temos os espagos de parametros na Figura 23. Na Figura 24 temos a uniao
dos dois grupos de condutancia nos mostrando um novo espaco de parametros a serem

analisados com os raster plots da Figura 25.

Vemos nesse segundo caso que os dois grupos de neurdénios apesar de serem re-
lativamente parecidos, ainda ocorrem casos em que o comportamento do tipo quimera
é observado. Vemos, com pouca nitidez (no grafico (a) da Figura 25) este caso. Como
explicado no primeiro caso, essa mistura de estados s6 é encontrada pois a regiao que esta
sendo visualizada pertence a um estado de fraca sincronizagao (¢ = 0,02 e p = 0,002),

como observado na Figura 24.

Nos outros casos ((b), (c) e (d) da Figura 25), temos que a visualizagao desses
estados é imperceptivel, uma vez que a sincronizacao dessas regioes é predominante,
fazendo com que os dois grupos de condutancias sincronizem e nao seja observado o

fendmeno de coexisténcia de estados sincronos e assinceronos.

Finalizando, podemos observar que a diferenca principal dos dois casos estudados
nesse trabalho é a influéncia do grau de sincronizagao de fase entre os neurénios para
a descoberta das estruturas de quimera, uma vez que para redes com dois grupos de
forte sincronizagao nao conseguimos caracterizar essas estruturas, e para redes de fraca

sincronizagao, é facil a percep¢ao dessa dinamica.
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Figura 23 — Espaco de pardmetros de uma rede de N = 256 neurtnios envolvendo a
probabilidade de conexao, acoplamento e os quantificadores parametro de
ordem em (a) e (c) e entropia maxima em (b) e (d). As duas condutancias se
assemelham por ter forte sincronizacao.
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Figura 24 — Espago de pardmetros para uma rede (N = 512) heterogénea com as con-
dutancias g, = 0,12 e g, = 0,13, envolvendo a probabilidade de conexao,
acoplamento e os quantificadores pardmetro de ordem em (a) e entropia ma-
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xima em (b). A juncao dos grupos resulta em um novo espaco de pardmetros.
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Figura 25 — Raster plots para as regioes evidenciadas no espago de parametros da rede
heterogénea. A distin¢do dos grupos de conduténcias é observado em (a). Em
(b), (c) e (d) a distingdo nao é observada.
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7 Conclusoes

Nesse trabalho, utilizamos o modelo de Huber e Braun para simular uma rede
neuronal que obedece o regime de pequeno-mundo e estudar os efeitos da sincronizac¢ao na
dindmica do sistema. Utilizando os quantificadores de parametro de ordem de Kuramoto
e entropia de recorréncia podemos observar diversos comportamentos nos espacos de

parametros observados.

Em primeira anélise, observamos o comportamento de uma rede homogénea, isso
é, sem alterar a distribuicdo de suas condutancias. Vemos que o comportamento de
sincronizagao é padrao, de modo que ao se aumentar o acoplamento da rede, a rede
sincroniza. Porém, no caso em que aplicamos uma distribuigao (seja ela Gaussiana ou de
Rayleigh) nos valores de condutincia de vazamento, observamos que a sincronizacao que

ocorria em alguns valores de acoplamento menor, ndo ocorre mais.

Observamos, também, que a sincronizacao que deveria ocorrer por volta do valor
de € = 0,02, muda de posi¢cao para um valor de acoplamento maior ao sofrer o processo
de diferenciagao da condutancia de vazamento na rede. Tendo casos extremos (como na
distribuicao gaussiana de 0 = 0,01) em que a sincronizacao apenas ocorre perto de valores
de e = 0, 06.

Para a segunda analise, trabalhamos com dois grupos distintos de condutancias de
vazamento, ao selecionarmos cuidadosamente parametros diferentes, isso é, condutancias
em que a dindmica isolada delas no ponto de vista da sincronizacao difere drasticamente
uma da outra, ¢ possivel observar comportamentos dindmicos nos raster plots que nos
mostram uma mescla nos seus estados, evidenciando um comportamento que contém
estados coerentes e incoerentes coexistindo na rede neural, tais comportamentos nos

remetem aos comportamentos do tipo de quimera [44].

Para selecionar corretamente os parametros da condutancia de vazamento, foi
utilizado o diagrama de bifurcagdo dos intervalos entre disparos, ISI. Com esse grafico foi
possivel identificar a dinamica dos valores que poderiam ser utilizados para as simulac¢oes
de distribuicoes do trabalho, nesse diagrama encontramos parametros com comportamentos

de spikes ou bursts.

Tém-se o resultado, também, para dois grupos que as condutancias se assemelham
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no ponto de vista de sua sincronizagao. Nesse caso, a observacao dessas estruturas de estados
sincronos e assincronos sao mais dificilmente observadas em parametros de acoplamento
alto e probabilidade de conexao de pequeno-mundo alto. Isso acontece pois nesses casos
a sincronizacao é dominante na dinamica da rede. Apesar dessas estruturas serem mais
dificilmente observadas nesse caso, elas ainda podem aparecer nos parametros em que a

sincronizagao nao é suficientemente forte.

Como trabalhos futuros, pretendemos identificar melhor o que fazem essas estruturas
do tipo quimera aparecer, se existem esses tipos de estruturas em outros modelos neurais,

e aplicar algum quantificador para melhor estuda-las.
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A Sistemas dinamicos

Um sistema dinamico pode ser definido como um estado que evolui temporalmente.
Esse tempo pode ser continuo (ex: um fluxo) ou discreto (ex: um mapa). Podemos denotar

um sistema dinamico:

dx(t)

Brrai F[x(t)],

onde x é um vetor de dimensao N. O sistema evolui temporalmente a partir de uma
condigao inicial x(0). Em principio, pode-se resolver as equagoes para obter o estado futuro
do sistema x(t) para t > 0 [32].

A evolucao de um estado a partir da sua condicao inicial é chamado de trajetéria.

O espaco das coordenadas (z(1),z(2)) é chamado de espago de fase (Figura A.1).

x(2) A

x(D)

x(0)

> x(1)

Figura A.1 — Uma trajetéria em um espago de fase bidimensional (N = 2).

A.1 Mapas

Podemos definir para o caso de um tempo discreto,
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Xp41 = M(Xn)

(N)

em que X,,; ¢ N-dimensional, x,, = (21, 2@ . 2(M) e n é um inteiro (n = 0,1,2,..).

Dado uma condi¢ao inicial xq, podemos encontrar o estado n = 1 ao resolver x; = M(x0)

e assim sucessivamente para as n iteragoes do mapa.

Como exemplo, podemos citar o mapa logistico, que é um sistema usado em
dindmica nao-linear e foi descoberto por Robert May em 1976 [33]. O mapa é utilizado

para descrever a variagao anual de uma populacao de insetos.

Tpi1 = ra, (1 —x,)
em que r ¢ o numero de ovos dos insetos, x é o nimero de insetos e n 0 ano.

Na Figura A.2 temos a representacao da fungao M (z).

0,5

0,4

0,3

0,2

0,1

0'0 1 1 1 1
0,0 0,2 0.4 0,6 0,8 L0

I

Figura A.2 — Mapa logistico para r = 2.

A.2 Fluxo

Os fluxos sao encaixados em diversos sistemas de equagoes diferenciais, uma vez

que é necessario que a solucao dessas equacoes sejam de tempo continuo.
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Um exemplo que pode ser dado de fluxo em dindmica é o chamado atrator de

Lorenz [34]. Descoberto em 1963, esse sistema ¢ modelado para um sistema meteorolégico
e opera com as seguintes equagoes:

E = U(y - x)a
dy

dz

A pz.

.
. o JNE I I
10 ------I

20 15 10 5 0 =5

-10 -15 =20

Figura A.3 — Atrator de Lorenz.
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B Distribuicoes

B.1 Distribuicao Gaussiana

A distribui¢ado Gaussiana [41] (ou distribuigdo normal) é dada matematicamente

por:

1( z—
1 —_—

e /), zeENR (B.1)

fla;p,0%) =
2ro

Onde a funcao é chamada de funcao densidade de probabilidade, x é uma variavel

aleatéria, p é a média e o2 é a varidncia.

c=0,01:4=0.10
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Figura B.1 — Distribuicao gaussiana.

Na Figura B.1 mostramos o histograma de uma distribui¢do gaussiana utilizada no

trabalho em que temos o desvio padrao, o, e a média, u, sao fixadas.
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B.2 Dstribuicao de Rayleigh

A distribuigao de Rayleigh [42] é dada matematicamente por:

2
_1
flosp) = %e 2(5) ., >0, 0c>0. (B.2)

Onde o ¢ o fator de escala, ao qual da o formato da curva da distribuicao. A Figura

B.2 nos mostra uma das distribui¢oes utilizadas no trabalho.
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Figura B.2 — Distribuicao Rayleigh.



