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RESUMO

O tema principal desenvolvido nesta tese é o estudo das propriedades dindmicas das regioes
cadticas de sistemas Hamiltonianos. Focamos em dois objetivos: (i) quantificar o grau
de hiperbolicidade de regites especificas do espago de fase e (ii) caracterizar o efeito de
aprisionamento dindmico. A principal caracteristica das regides hiperbdlicas cadticas é a
estabilidade global da dinamica, coexistindo com a instabilidade das érbitas individuais.
Para sistemas Hamiltonianos, isto implica em dinamicas extremamente complicadas. Aqui,
propomos medidas explicitas de hiperbolicidade semi local, aplicaveis a regides especificas
do espaco de fase e das janelas de tempo. O fato das medidas dependerem da regiao
no espacgo de fase e tempo, nos permite diferenciar comportamentos dinamicos entre
regioes especificas e em diferentes escalas de tempo. Os resultados numéricos mostram que
regides cadticas em torno de ilhas de regulares sao localmente menos hiperbdlicas do que
regides proximas a pontos hiperbdlicos peridédicos, além disso, as medidas sao sensiveis as
caracteristicas dos pontos peridédicos hiperbdlicos e das ilhas regulares. As medicoes sao
baseadas nas relagoes de expansao/contragdo dos subespagos de Oseledec e nos angulos
locais e médios entre esses subespagos. A invaridncia temporal dos subespagos de Oseledec
fornece observaveis para uma teoria de tempo finito, por exemplo, eles definem formalmente
expoentes de Lyapunov a tempo finito (FTLEs, das siglas em inglés). As medidas foram
definidas de forma geral, aplicaveis a sistemas Hamiltonianos de dimensao finita, e o
estudo numérico foi realizado para o mapa padrao. No caso de aprisionamento dinamico,
mostramos que fungoes apropriadas dos FTLEs e dos angulos entre subespagos podem
caracterizar o efeito de aprisionamento dindmico. Essas distribui¢oes sao estudadas em
funcao de janelas de tempo, o que permitiu descrever o comportamento das distribuigoes,
sendo estas multimodais. As modas sdo associados a regioes especificas do espaco de
fase, isto é, uma mesma moda pode ser associado a uma camada cadtica ou curvas
assintéticas instaveis no espaco de fase. Mostramos isso estudando em paralelo a geometria
das estruturas dessas quantidades no espaco de fase. O estudo numérico do aprisionamento
dindmico foi realizado no mapa padrao (sistema a tempo discreto) e no sistema Hénon-
Heiles (sistema a tempo continuo). Ambos os casos apresentam comportamentos similares
nas distribui¢oes. Finalmente, estudamos a distribuicao dos angulos entre os subespacos
Oseledec em diferentes regimes de movimento. Esses regimes sao definidos a partir dos
FTLEs em trajetérias cadticas. Os resultados mostram desvios de hiperbolicidade entre

esses regimes.

Palavras-chave: Hiperbolicidade, medidas, aprisionamento dinamico, expoentes de Lya-

punov a tempo finito, subespacgos de Oseledec



ABSTRACT

The main subjects developed in this thesis are the dynamical properties of chaotic regions
in Hamiltonian systems. We focused on two objectives: (i) quantifying the degree of
hyperbolicity of specific regions of the phase space and (ii) the characterization of sticky
motion. The main characteristic of the chaotic hyperbolic regions is the global stability
of the dynamics, coexisting with the instability of the individual orbits. For Hamiltonian
systems, this implies an extremely complicated dynamics. Here, we propose explicit
measures of semi-local hyperbolicity, applicable to specific regions of the phase space and
time windows. The fact that the measures depend on the region in the phase space and
time, allows us to differentiate the dynamical behaviors between specific regions and at
different time scales. Numerical results show that chaotic regions around regular islands
are locally less hyperbolic than regions close to periodic hyperbolic points, in addition,
the measures are sensitive to the characteristics of the hyperbolic periodic points and
the regular islands. The measurements are based on the expansion/contraction ratios of
the Oseledec subspaces and on the local and average angles between them. The temporal
invariance of the Oseledec subspaces provide observables for a finite time theory, for
example, they formally define finite time Lyapunov exponents (FTLEs). The measures
were defined in general, applied to Hamiltonian systems of finite dimension, and the
numerical study was carried out for the standard map. In the case of stickiness, we show
that appropriate functions of FTLEs and angles between subspaces can characterize the
phenomenon of stickiness. These distributions are studied as a function of a time windows.
This allowed us to describe the behavior of the distributions, as being multimodal. Modes
are associated with specific regions of the phase space, but a mode can be associated with
one or more specific regions of the phase space. We show this by studying in parallel the
geometry of the structures of these quantities in the phase space. The numerical study of
stickiness was performed on the standard map (discrete system) and the Hénon-Heiles
system (continuous system). Both cases show similar behavior in the distributions. Finally,
we studied the distribution of the angles between Oseledec subspaces in different regimes.
These regimes are defined based on FTLEs in chaotic trajectories. The results show

deviations of hyperbolicity between these regimes.

Keywords: Hyperbolicity, measurements, stickiness, finite time Lyapunov exponents,

Oseledec’s subspaces.
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1. Introducao

Grande parte dos sistemas de interesse fisico podem ser descritos por uma fungao
hamiltoniana cuja dinamica ¢é conservativa e invertivel, tais como, sistemas planetarios,
fluidos, interacdo de particulas, sistemas de plasma para mencionar alguns [1-6]. Ti-
picamente estes sistemas tém um espaco de fase misto, onde as dindmicas regulares e
cadticas coexistem. Existem vérias definigdes (ndo equivalentes) do que é uma dindmica
cadtica [7—11], porém, consideramos que os seguintes trés ingredientes sdo necessarios para
dizer que uma dindmica pode ser considerada caética: (i) apresenta nao linearidade em
suas equagoes de movimento, (ii) extrema sensibilidade as perturbagoes infinitesimais de

suas condigbes iniciais e (iii) a grande dificuldade de previsao para tempos longos.

Em sistemas hamiltonianos conservativos com espaco de fase misto, as propriedades
dindmicas tornam-se muito complicadas, em particular, pode ser observado o efeito de
aprisionamento dinamico (stickiness). De forma geral, o aprisionamento dindmico é um
confinamento temporario de 6rbitas em uma regiao particular do espago de fase por um
tempo grande antes de se difundir para uma regiao maior, afetando o transporte de parti-
culas [12,13]. A anélise e a caracterizacao do aprisionamento dindmico tem sido objeto de
intensa investigacao ao longo de muitos anos. Para a caracterizacao do aprisionamento di-
namico varias técnicas sao utilizadas [14], tais como: tempos de escape de uma determinada
regiao no espaco de fase [15-17], expoentes de Lyapunov a tempo finito (FTLEs) [18-26],
hiperbolicidade e &ngulos entre subespagos [27-29], graficos de recorréncias [30], estatisticas
das recorréncias [31-33], nimero de rotagao [34] e andlise das estruturas de componentes
cadticos [14,35]. Os primeiros trabalhos nos quais observou-se o efeito de aprisionamento
dindmico datam dos anos setenta [36-41]. Embora o mecanismo de aprisionamento di-
namico em problemas bidimensionais seja bem compreendido [42], este mecanismo em
dimensao superior ainda esta sob investigacao. Teorias sobre o aprisionamento dindmico
podem ser encontradas em [14,15,22,23,40-50].

Parte deste trabalho vai ser dedicado ao estudo numérico deste efeito em regioes
caodticas de sistemas hamiltonianos de baixa dimensao, para isto, fizemos uso dos FTLEs.
No estudo de regioes cadticas em sistemas hamiltonianos, uma ferramenta bem conhecida é
o uso dos expoentes de Lyapunov. De forma intuitiva, os expoentes de Lyapunov dao uma
caracterizagao da taxa da expansao (contracao) assintética de perturbagoes infinitesimais
das trajetorias. Em geral, os expoentes assintéticos dependem das condi¢oes iniciais e da
dire¢do da perturbacao. O conjunto de todas as dire¢des da perturbagao de um ponto

x no espaco de fase, define o espago tangente, T, M, associado a x, e o conjunto de
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todos os espagos tangentes, T, M, define o fibrado tangente [7,51,52]. Formalmente, as
bases teodricas para definir os expoentes de Lyapunov e os FTLEs sao dadas através
do teorema de Oseledec. O teorema de Oseledec fornece as condi¢oes necesséarias para a
existéncia da decomposicao do fibrado tangente denominado decomposicio de Oseledec. Essa
decomposicao fornece requisitos suficientes para encontrar subespacos no fibrado tangente
associados aos expoentes de Lyapunov, esses subespacos sao chamados de subespacos de
Oseledec. Tais subespacos nao sao invariantes perante uma rotagao do sistema, porém, sao
invariantes com a evolugao temporal e independentes da norma, em consequéncia, fornecem
informacao direta das dire¢oes de expansao e contragao do sistema. [53-57]. Os FTLEs
serdo os observaveis na caracterizacao da dindmica Hamiltoniana. Outros observaveis que

usaremos vao ser os angulos entre os subespagos de Oseledec.

Assim, um dos objetivos desta tese é caracterizar o efeito de aprisionamento dina-
mico através das distribuicoes dos FTLES, os angulos entre os subespagos de Oseledec.
Estes observaveis dependem de uma janela temporal, o que permite estudar o aprisiona-
mento dindmico em diferentes escalas temporais que podem ser associados a diferentes
camadas cadticas entorno de regides regulares ou curvas assintéticas instaveis no espago

de fase.

A segunda parte desta tese serda dedicada ao estudo da hiperbolicidade para
sistemas hamiltonianos, sendo esta a contribui¢cdo mais relevante do trabalho. A nocao
de hiperbolicidade em sistemas dinamicos é uma questao interessante, que esta sempre
relacionado a ideia de contragao e expansao exponencial de distancias, porém, pode ter
diferentes sentidos em diferentes contextos. Em particular, um conjunto invariante sobre a
dindmica ¢ hiperbdlico se o fibrado tangente pode ser dividido em dois subespacos que
sao contraidos, respectivamente, sobre a dindmica para frente e para tras [7,58,59]. Além
disso, a hiperbolicidade esta estreitamente relacionado com a estabilidade do sistema ou de
trajetorias individuais. Hiperbolicidade implica na existéncia de conjuntos estruturalmente
estaveis que sao insensiveis as variagoes de parametros, porém orbitas individuais sao
instaveis, o que torna o sistema extremamente complicado. Em particular, dindmicas

cadticas podem ser tratadas através da nogao de hiperbolicidade [57].

Dado que a propriedade de hiperbolicidade nao é tipica, o conceito da hiper-
bolicidade tem sido ampliado para descrever uma maior gama de sistemas, tais como,
sistemas parcialmente hiperbdlicos, ou sistemas nao-uniformemente hiperbélicos. Sistemas
dindmicos em geral nao sao hiperbdlicos, mas apresentam caracteristicas similares a estes,
assim, uma questao interessante é saber o grau de hiperbolicidade (ou grau de violagao da
hiperbolicidade) de um sistema dindmico em comparagao com outros sistemas, a mudanga

de pardmetros ou entre diferentes regioes do espaco de fase [57,60-64].

As distribuigoes de probabilidade do angulo local entre os diferentes subespacos de

Oseledec tém sido usadas para definir quantificadores do grau de hiperbolicidade [64-70].
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Porém, propomos quantificadores para o grau da hiperbolicidade baseados nao s6 em
dngulos entre subespagos instaveis e estaveis, como também nas taxas de expansdo/contra-
¢do e a dimensao dos subespagos de Oseledec. Além disso, as medidas de hiperbolicidade
dependerao de uma janela temporal, 7, que nos permitira avaliar a hiperbolicidade para
diferentes escalas temporais. Além disso, estudamos a geometria das estruturas dos valores
dos FTLEs e os angulos entre os subespacos de Oseledec no espaco de fase, isto nos
permitira descrever as diferencas do grau de hiperbolicidade entre diferentes regides do

espaco de fase.

Estudamos a hiperbolicidade em dois diferentes contextos. (1) No primeiro deles,
vamos caracterizar variagoes da hiperbolicidade em diferentes regimes de trajetérias
cadticas. (2) O segundo contexto é mais claro, propomos trés fungoes para quantificar o
grau da hiperbolicidade de regides especificas do espaco de fase. O primeiro contexto é o
seguinte: usando o espectro dos FTLEs [71-73], o efeito de aprisionamento dinamico foi
classificado em distintos regimes de movimento dentro de uma janela de tempo [74]. Quando
todos os FTLEs sao zero, temos um regime ordenado, porém quando todos sao positivos,
o regime é cadtico. Temos regimes que sao chamados de semiordenados, quando ha FTLEs
nulos e positivos [74]. Esta classificagdo foi aplicada recentemente na compreensiao da
dindmica em sistemas hamiltonianos fracamente cadticos de dimensao superior: como um
procedimento de filtragem para o aumento substancial na caracterizagdo do movimento de
aprisionamento dindmico [75], e para descrever a sincronizagao de aprisionamento dindmico

intermitente [22].

Aplicamos o nosso estudo do efeito de aprisionamento dindmico e da hiperbolicidade
em dois sistemas hamiltonianos de baixa dimensao. O mapa padrao sendo um sistema
discreto bidimensional e o sistema de Hénon-Heiles como sistema continuo. O estudo

numérico vai ser focado com maiores detalhes para o mapa padrao.

As descrigoes aqui propostas ajudam a entender as caracteristicas importantes
da geometria e dinamica de regioes cadticas especificas, fornecendo dessa forma, uma
espécie de ferramenta de visualizagao para perceber o que acontece no espago de fase e o
fibrado tangente de sistemas de maior dimensao. Em particuar, os principais resultados
obtidos sao os seguintes. Mostramos que para valores pequenos do parametro de nao
linearidade, nao existe uma direcao preferencial dos subespagos instaveis e estaveis para
expandir ou contrair localmente, e enquanto o parametro ou a janela temporal aumenta, a
probabilidade do subespaco instével (estével) de expandir (contrair) também aumenta.
Se o angulo entre os subespacos é préoximo de zero, entao os FTLEs ou a diferenca dos

FTLESs sao proximos de zero.

As distribui¢oes da diferenca dos FTLEs e dos angulos médios resultam ser
multimodais, cujo comportamento das modas depende da janela temporal, a hierarquia

das camadas cadticas e de curvas assintoticas instaveis. Relacionamos estas modas com



Capitulo 1. Introdugdo 15

variacoes da hiperbolicidade do espaco de fase.

Evidenciamos varia¢oes da hiperbolicidade em regimes de movimento definidos em
trajetoria cadtica, sendo menos hiperboélico o regimes ordenados que regimes semiordenados
ou cadticos. A andlise numérico da nossa proposta de quantificador da hiperbolicidade
mostra que estes refletem propriedades esperadas sobre a hiperbolicidade. Regices em
torno de pontos peridédicos hiperbdlicos sao mais hiperbélicas que as regides mais afastadas
destes, podendo diferenciar o grau da hiperbolicidade entre pontos periddicos hiperbdlicos.
Regides em torno de ilhas de regularidade sao menos hiperbdlicas que regioes mais afastadas
destas, além disso, os quantificadores sao sensiveis a quantidade de ilhas e ao tamanho

destas.

Em vista disso, nossas descrigoes sao uma maneira promissora de combinar simula-
¢Oes numeéricas e propriedades matematicas para entender mais as propriedades complexas
encontradas na dindmica de sistemas Hamiltonianos de dimensoes superiores. Em par-
ticular, isto é crucial para discutir fenomenos de transporte. Finalmente, as descrigoes
da hiperbolicidade parcial podem ser ampliadas para outros sistemas dinamicos tanto
para sistemas conservativos como para sistemas dissipativos e para sistemas de maior
dimensao finita, por exemplo, para atratores cadticos. Além disso, fazendo pequenas modi-
ficagoes, podemos construir quantificadores da viola¢ao da hiperbolicidade e da (violagao

da) dominagao da decomposigao de Oseledec.

Esta tese estd organizada da seguinte forma. No capitulo 2 e 3, introduziremos
os conceitos bésicos de sistemas hamiltonianos, a teoria da decomposicao de Oseledec
(introduzindo os FTLEs e dngulos entre os subespagos) e a no¢ao da dindmica unifor-
memente hiperbodlica. No capitulo 4, apresentamos os sistemas de estudo assim como
um estudo estatistico dos FTLEs locais e os angulos entre os subespacos. No capitulo 5,
abordaremos o efeito de aprisionamento dinamico. Finalmente os capitulos 6 e 7 serao
dedicados a hiperbolicidade, a variacao da hiperbolicidade em diferentes regimes através de
trajetorias sera tratada no capitulo 6, enquanto que no capitulo 7, propomos teoricamente
os quantificadores do grau da hiperbolicidade aplicaveis a regioes cadticas especificas, assim

como um estudo numeérico mais detalhado.



16

2. Dinamica em sistemas hamiltonianos. Caos

conservativo

Comecamos introduzindo brevemente alguns conceitos de sistemas dinamicos,
focando nos sistemas hamiltonianos. A nocao mais geral de um sistema dinamico determi-

nistico inclui os seguintes ingredientes [62].

o Um espaco de fase (M). O conjunto de pontos que representam todos os estados

possiveis do sistema.

o Tempo (t). Pode ser discreto, t € Z, ou continuo, ¢ € R, assim como apenas no
futuro (processos irreversiveis ou nao invertiveis) ou também no passado como no

futuro (processos reversiveis ou invertiveis).

o A lei da evolugao temporal (f). Na forma mais geral, é uma aplicagdo matematica
deterministica, chamado operador de evolugdo dinamica do sistema, que nos permite
determinar o estado do sistema em cada instante de tempo t a partir de todos os
estados anteriores. Assim, a lei mais geral da evolucao temporal é dependente do

tempo e com memoria infinita.

O espago de fase do sistema dindmico, M, possui uma certa estrutura que a lei
da evolucao temporal, f : M — M, deve respeitar. Diferentes estruturas dao origem a
diferentes teorias de sistemas dindmicos que preservam essas estruturas, por exemplo,
dindmica topolodgica, teoria ergodica, dinamica diferenciavel ou teoria ergddica suave, entre

outras.

Vamos focar nosso estudo nas leis da evolucao temporal que permitem definir
todos os estados futuros (e todos os estados anteriores para sistemas reversiveis) dado o
estado a qualquer momento. Também é assumido que a lei da evolugdo temporal ndo muda
com o tempo, portanto, a evolucao do estado depende unicamente da condicao inicial e da

duracao da evolugdo.

Assim, se nosso sistema esté inicialmente no estado x € M, depois de um tempo ¢
ele estara univocamente no estado f*(x). Ainda mais, a evolugao do estado x para um tempo
s+t pode ser obtido aplicando primeiramente a transformacao f! ao estado z e depois
aplicando ao estado resultante f(x) a aplicagao f*, entdo temos f5t'(z) = f*(f'(x)), ou

em outras palavras, a transformacao f**! é a composicao das aplicacoes f* e f*.

£ =T, H=froft =101 (2.1)
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onde I, é o operador identidade. A aplicacdo f : M — M é um homeomorfismo se
¢é continua, bijetiva e cuja inversa também é continua. Diz-se que a aplicagdo f é um

difeomorfismo se também é diferenciavel. Nés lidamos apenas com difeomorfismos.

Vamos introduzir duas classes de sistemas dindmicos, os mapas que possuem
evolugao discreta e os fluxos que evoluem continuamente no tempo [7,76]. As diferengas

entre estes sistemas serao comentadas a seguir.

2.1 Mapas e fluxos

Denotamos de mapa o sistema dinamico em que a lei de evolugao temporal se da
através da iteragao de uma funcao continua f : M — M que pode ser descrito por sua

forma matricial como
Tni1 = fxn), n € 7, (2.2)

onde z,, tem N componentes, ¥, = {zl, ..., 2} e a varidvel de tempo discreto é definida
como sendo n € Z. A iteragdo z,41 = f(x,) gera uma sequéncia em M. Defina-se a
trajetoria de x pelo conjunto { f™(x)|m € Z} onde f™ é a composigao de f consigo mesmo

m vezes. Que f seja um difeomorfismo implica que f~™ = (f~1)™ [7].

Seja E um subconjunto aberto de M e f € C(E), onde C'(F) é o conjunto de
fungdes com primeira derivada continua em FE. Dada x¢ € E, seja ¢'(x) a solugao do
problema de valor inicial

dx

pri f(z), z(0) =z, t eR, (2.3)
parat € I(z) C R, onde I(z) é o conjunto maximo de existéncia de ¢'(z). Entdo o conjunto
de mapeamento ¢; é chamado o fluzo da equagio diferencial (2.3). Pode-se demonstrar as

seguintes propriedades

1) z) ==,
2) ¢ (¢'(x) =" (x), Vs, t €I (x), (2.4)
3) ¢ (@) =¢" (¢(2)) =2, VEI().

Se nés pensamos em x como condigao inicial fixa, entdo o mapeamento ¢ (z) : I —
E define uma curva solugdo, ou trajetdria do sistema (2.6) que passa pelo ponto = € M. A
trajetoria ¢ visualizada como um movimento ao longo da curva I' passando pelo ponto z
no subconjunto £ do espaco de fase M. Enquanto que se x varia em um subconjunto de
K C FE, entdao o fluxo da equagéo diferencial (2.3), ¢' : K — E pode ser visualizado como

o movimento de todos os pontos no conjunto K [76].

Um fluzo suave f': M — M é uma familia de difeomorfismos que depende de
uma maneira suave de um parametro ¢ € R satisfazendo (2.3)-(2.4). Chamaremos apenas

de fluxo a um fluxo suave.
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Pontos fixos e trajetérias peridédicas. Um ponto z* € M é chamado de ponto
fixo ou estaciondrio do fluxo da eq. (2.3) se ¢'(z*) = a* para todo ¢t € R, ou equivalente-
mente se f(x*) =0 . Um ponto z* é um ponto periédico da eq. (2.3) se, pT (z*) = x* onde

T é o periodo de ¢'(x) e a trajetéria é uma trajetdria periddica de periodo T.

Similarmente, nés podemos definir uma trajetoria peridodica para mapas com a
forma da eq. (2.2). Um ponto z* € M ¢é chamado de ponto firo do mapa f, se f!(z*) = z*.
Um ponto z* € M é um ponto periédico do mapa f se 3¢ > 1 tal que f9(z*) = z*. ¢ é
chamado o periodo do ponto z*, diz-se que a trajetéria {z*, f(z*),..., f7 (z*)} é uma

trajetoria periodica de periodo q [7,77).

2.1.1 De tempo continuo a tempo discreto

Pode-se reduzir um fluxo (sistema de tempo continuo) a um mapa (sistema de

tempo discreto) através das seguintes construgdes apresentadas.

Secao de Poincaré. O mapa de Poincaré representa uma reducao do fluxo
f: M — M, N-dimensional a um mapa (N — 1)-dimensional. Considerando uma solucao
do fluxo e uma apropriada superficie (N — 1)-dimensional, o mapa de Poincaré é composto
pelos sucessivos cruzamentos da trajetoria ao evolui-la no tempo com a superficie de secao,

chamada secio de Poincaré. A escolha da se¢ao depende de cada problema em particular.

Mapa estroboscépico. Outra maneira de criar um mapa a partir de um fluxo
é através da amostragem do fluxo a tempo discreto ¢, = to +nT (n = 0,1,2,...), onde o
intervalo de amostragem T é convenientemente escolhido. Entao, uma trajetoria no tempo
continuo z(t) gera uma trajetéria no tempo discreto x,, = z(t,), obtendo cada iteragao
através da integracao das equacoes. Portanto, em principio temos um mapa x, 1 = f (),
chamado mapa estroboscopico. O mapa estroboscépico mantém a dimensionalidade do
fluxo. No painel esquerdo da Fig. 1 um exemplo de um fluxo 3-dimensional mapeado a
uma secao 2-dimensional é exibido, enquanto o lado direito da Fig. 1 mostra um mapa

estroboscopico num espago de fase 3-dimensional [7,78] .

2.2 Linearizacao

Seja U C RY uma vizinhanca aberta de 2y e f : U — RY um mapa diferencidvel
N-dimensional, podemos representar f perto do ponto xy como a parte constante f(zg),
mais a parte linear D, f(x — (), mais termos de ordem superior. A diferenciavel D,, f

¢ um operador linear em RY que é representado a partir de uma matriz de derivadas
parciais. Se f(t;) = {f(¢;)}i =1~ entdo

_ (9fi
Dy, f = (atj)i,jzl,...,N (2.5)
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to

1120/ to + 7

to + 27

Figura 1 — Esquerdo: construcao da se¢ao de Poincaré, {x,}, a partir de um fluxo tridimensional.
Direita: esquema de um T-map, {uy,}, usando um tempo 7.

onde as derivadas parciais sao calculados no ponto z(. De forma equivalente, a diferenciavel
D,,f do mapa f : M — M pode ser descrita como um mapa linear do espago tangente

T, M para o espago Ty M. Se f é um difeomorfismo entao a diferenciavel é invertivel.

Usando a estrutura diferenciavel de M, pode se globalizar esta construgdo consi-
derando o fibrado tangente TM = J,.,, T- M, composto pela unido de todos os espagos
tangentes. Quando consideramos iteragbes de um mapa f, a diferenciavel D, f" : T, M —
Tyn(zyM da n-ésima iteragdo ¢ uma composigao dos diferenciais Dyiy f : TpiyM —

Trivr@yM, comi=0,....,n—1:

TxM Dy f Tf(x)M Dy f sz(x)M D2y f Dpn1) f Tfn(x)M. (26)
D, fr

Nesta imagem local as propriedades assintoticas de f correspondem as propriedades
dos produtos de mapa lineares (2.6), quando o nimero de fatores vao para infinito. O
diferencial em qualquer ponto se aproxima bem do comportamento dos pontos préximos
ao ponto no qual a diferencial tem sido calculada. A qualidade dessa aproximacao depende
dos termos nao lineares, por exemplo, do tamanho da segunda derivada do ponto inicial
de referéncia. Porém, sob certas condi¢oes a influéncia dos termos nao lineares podem
ser controlados, obtendo uma imagem do comportamento por um tempo suficientemente

grande daquelas trajetérias que ficam préximas da trajetéria original [62].

2.3 Sistemas conservativos

Uma classe importante de sistemas fisicos de interesse sao aqueles que preservam
o volume do espaco de fase, ou equivalentemente, sistemas nos quais o seguinte teorema

tem validade para todo o espaco de fase.

Teorema de Liouville. Seja ¢; um fluxo induzido por & = f(z) e V() o volume da

imagem ¢;(5), de qualquer regiao S do espago de fase. Se V- f = 0, entdo ¢; preserva o
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volume, isto é, V (t) = V(0) para todo t. Pelo teorema da divergéncia

N () (N)

Ea ARG ViR HEE e
onde [ ¢ ¢ a integral sob o volume interior a superficie S;. Os sistemas que preservam o
volume no espaco de fase sdo chamados conservativos [7]. Se V- f < 0 em alguma regidao do
espaco de fase, significando contracao de volume, entao tal sistema é chamado dissipativo.
Os sistemas dissipativos sao caracterizados pela presenca de atratores no espaco de fase,
enquanto os conservativos carecem de atratores. Os atratores sdo subconjuntos limitados
para os quais regioes de condic¢des iniciais de volume nao zero no espaco de fase tendem
assim que o tempo avanca. Pode-se falar também de mapas conservativos e dissipativos,
far. Similarmente, um mapa N-dimensional conservativo é aquele que preserva o volume
N-dimensional no espacgo de fase para cada iteracao. Um mapa, fy; : M — M, preserva o
volume se a magnitude do determinante da sua matriz Jacobiana é um, ou seja
i

- (2.8)

)det J(x)’ —1, J(z) = [

por outro lado, se | det J(x)| < 1 em alguma regido, dizemos que o mapa é dissipativo, e

da mesma maneira que um fluxo, tipicamente tera atratores [7].

2.4 Conceitos basicos da mecanica hamiltoniana

Um sistema hamiltoniano é completamente descrito por uma fun¢do chamada
hamiltoniana H(q,p,t) [7,76]. O estado do sistema é dado por um vetor 2N-dimensional
composto por N posi¢oes e N momentos, q e p respectivamente. As equacoes de Hamilton
determinam as equagoes de movimento do espaco de fase 2/ N-dimensional

dp  9H(q,pt) dq _ O0H(q,pt)

dt oq dt op (2.9)

Vamos assumir que a hamiltoniana ndo é explicitamente dependente do tempo, H = H(q,p).
Neste caso, as equagoes de movimento implicam que dH/dt = 0, em consequéncia, o valor
da hamiltoniana pode ser identificado como sendo a energia do sistema, £ = H(q,p), que
é uma quantidade conservada. Logo, a trajetéria com energia E sera restrita em uma

superficie de energia (2N — 1)-dimensional £ = H(q,p).

O requerimento fundamental dos sistemas hamiltonianos ¢é a sua estrutura simpléc-
tica. Mais detalhes sobre o formalismo desta estrutura pode ser obtido nas referéncias [79,80].
A estrutura simpléctica implica ndo somente na conservacao de volume, V(t), dado pelo

teorema de Liouville [7].

Medidas invariantes. Formalmente, o fato de um sistema hamiltoniano preservar

o volume no espaco de fase durante a evolugao temporal, significa que o sistema preserva
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a medida de Lebesgue, ou que a medida de Lebesgue é invariante no espago de fase M.
Intuitivamente, uma medida é uma funcao p : B — R* que relaciona um nimero real
maior ou igual que zero, a um conjunto do espaco de fase, B C M. Com as seguintes
propriedades: (1) o conjunto vazio tem medida zero, u(@) = 0; (2) a medida de um
conjunto composto por conjuntos disjuntos, isto é, B =J; A; com A, NA; =@, Vi#j, é
igual & soma de cada uma das medidas dos conjuntos disjuntos, p (U, 4;) = >, u(4;). A
medida p é chamada de invariante se u(S) = (f~1(9)) para todo conjunto S C M [81].

Transformacgoes de variaveis candnicas. Seja H(q,p) com equagoes de movi-
mento (2.9). Uma transformacgao de varidveis, p = g1(q,p,t) e p = g2(q,p,t), é chamada
de transformacao candnica se as novas equacoes de evolugao para q e p tem a forma

dp OH dg oH

@ _ 9= s (2.10)

dt 04 dt op
onde H é a nova hamiltoniana transformada. Uma maneira de especificar uma transfor-
magao de varidveis é através de fungoes geradoras, S(q,p,t). Uma possibilidade é S(q,p,t)
como sendo uma fung¢do das posi¢oes antigas q e das novas coordenadas de momento p.
Em funcao de S, a transformagdo de variaveis e a hamiltoniana sao especificadas como

_ 08 oS -

_ 9 _» H(q.D.t) = H 2.11
1= 55 P=5q (a,p,1) (q,p?) (2.11)

=

ot

Também pode-se definir fungoes geradoras em funcao de outro par misturado de variaveis:
Sl = (q7€1)7 S2 = <p7€1) € S3 = (pvf)>

Constantes de movimento. Seja um sistema com hamiltoniano H(q,p), pode-

mos definir o paréntese de Poisson de uma funcao f = f(q,p) com H(q,p) = H como

OH of OH of
FH = — — — — —. (2.12)
Se diz que uma fungao f = f(q,p) é uma constante de movimento se é conservada em toda

a evolugao do tempo, isto é, f(q(0),p(0)) = f(q(t),p(t)) ou equivalentemente, se o seu

paréntese de Poisson com H(q,p) é zero.

Sistemas integraveis: Dizemos que um sistema hamiltoniano N dimensional e
independente do tempo é integrdvel se tem N constantes de movimento globais independen-
tes, £i(q,p)i=1,..~- As constantes de movimento {f;} sdo independentes se nenhuma delas
pode ser expressa como uma func¢ao das outras (/N —1) constantes. Além disso, se [f;,fj] = 0,
se diz que estao em involugao. Se o sistema tem N constantes de movimento independentes,
isto implica que as trajetorias do sistema no espago de fase ficam restritas a uma superficie
N dimensional, fi(q,p) = k;. Enquanto a condigao de que as IV constantes de movimento

estdo em involugao restringe a topologia das superficies a toros N-dimensional.

Para um sistema integravel H(q,p) é possivel introduzir uma transformagao de

variaveis (q,p) — (q,p) tal que o hamiltoniano novo H depende apenas da varidvel p.



22

Uma possibilidade é p; = f;, portanto dp/dt = 81:1/861 =0, logo H = I:I(f)) De fato, se
escolhermos N fungoes independentes entre si, mas que dependam das f; constantes de
movimento, o resultado é o mesmo. Porém, ha uma escolha de variaveis especialmente

conveniente, chamadas varidveis angulo-agdo, (q,p) = (0,I), onde I é definido como
1
L= — ¢ p-dqg, i —1,....N, 9.13
5 7{ p-dq i (2.13)

onde ¢; denota os N caminhos irredutiveis sobre os N-toros. A posicao #, canonicamente
conjugada de I, é como um angulo, pois sob um ciclo seguido por um dos caminhos
irredutiveis ¢; ao redor do toro, a variavel ; aumenta em 27, enquanto as outras variaveis
6;,; # i retornam ao seu valor inicial. Escrevendo a transformacao de variaveis (q,p) — (6.I)

em termos da funcao geradora (2.11)

oS 0S

As equagdes de movimento da nova hamiltoniana nas varidveis angulo-agao sao

% o, % _ %—I;I — w(I). (2.15)
A solugao das equagdes é 0(t) = 6(0) + w(I)t, portanto, w(I) pode ser interpretado como
um vetor de velocidade angular descrevendo trajetérias sobre os N-toros. Trajetorias
sobre um N-toro sdo quase-peridédicas de N frequéncias se nao existe um vetor de inteiros
m = (my,...,my) tal que m-w = 0, m # 0. A condigdo anterior é satisfeita para um
conjunto contdvel de I. Por outro lado, se w = mwy, com m sendo algum vetor de inteiros
e wop um escalar, entdo o movimento é periédico e as trajetorias no toro sao fechadas.

Finalmente, substituindo (2.14) em (2.11)

H (%L’q),q) —H(I)=E, (2.16)

obtermos a equacdo de Hamilton-Jacobi para um sistema com hamiltoniana independente
do tempo. O formalismo de Hamilton-Jacobi é uma ferramenta 1til para obter séries

aproximadas das solugoes de sistemas que sao quase-integrdveis.

2.5 Transicao ao caos conservativo

Perturbacao de sistemas integraveis [7,62]. Kolmogorov, Arnold e Moser
(KAM) desenvolveram a anélise sobre o que acontece com uma hamiltoniana integravel

qualquer Hy = (q,p), se é alterado através de uma pequena perturbagdo nao linear

H(q,p) = Ho(q,p) + €Hi(q.p), (2.17)

onde € é o parametro de perturbagao e H;(q,p) é a forma da perturbagdo. Os resultados

dessa andlise sao descritos no conhecido teorema KAM, que é apresentado a seguir sem
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grandes detalhes. Expressamos a hamiltoniana (2.17) nas variaveis de angulo-acao (0,I)

da hamiltoniana nao perturbado, isto é
H(6.1) = Hy(I) + eH,(0.1) (2.18)

Estamos interessados em descobrir se a hamiltoniana perturbado tem toros N-dimensionais
onde as suas trajetorias estao restritas. Se existem toros, entdao existem novas variaveis

angulo-acao (é,i) tal que H(é,i) — I, onde a equacdo de Hamilton-Jacobi para S é
0S Ny
H({—.0| =H(). 2.1

Vamos aproximar S como uma série de poténcia em €, isto é, S =1-0 + €S + €2Sg + - - -.

Substituindo a série em (2.19)

-89S, ,0S, -89S, ,0S, o

e ficando s6 com os termos lineares em e obtemos

Ho (1) + ¢ P;oﬁ o, (L 0)] _ (), (2.21)

00

Expressando H; (i, 9> e S (i, 0) em série de Fourier em @

H =Y H, (I) gimo S1=Y Sim (1) gimo (2.22)

onde m é um vetor de N componentes inteiras. Substituindo as séries (2.22) em (2.21) e

comparando o resultado com (2.18) nos leva a

_ Hyp(T) Jimw oy = O (D)
S; = Z—m-wo(i) : o) = T (2.23)

m

A questao da convergéncia desta série é precisamente o problema dos pequenos denomina-
dores. Em particular, a série (2.23) nio é aplicdvel para valores de I onde m - wy(I) = 0,
para algum valor de m. Estes I definem os toros ressonantes do sistema nao perturbado,
porém, também ha um conjunto grande de toros mao muito ressonantes. Além disso,

existem toros para os quais w satisfaz a condicao

m - w| > K (w) |m|~ ™+, |lm| = |mq| + -+ |mn|, K>0 (2.24)
para todo vetor inteiro m. O conjunto de vetores w que nao satisfazem a condigao (2.24)
tem medida de Lebesgue zero em w—espago. Para w satisfazendo (2.24), a série (2.23)
e outros termos similares convergem. O problema de divergéncia, em teoria, pode ser

resolvido para o sistema de interesse.

O teorema de KAM essencialmente afirma que sob condi¢oes muito gerais e para

€ pequeno, a “maioria”(no sentido da medida de Lebesgue do espago de fase) dos toros
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do sistema hamiltoniano nao perturbado sobrevivem. Dizemos que os toros do sistema
nao perturbado com vetor de frequéncias wy sobrevivem a perturbagao, se existir um
toro do sistema perturbado (e # 0) com vetor de frequéncias w, = k(e)wy, onde k(e)
vai continuamente para 1 quando ¢ — 0, e tal que a superficie toroidal perturbada com
frequéncia w, vai continuamente para o toro nao perturbado quando ¢ — 0. Portanto, de
acordo com o teorema de KAM, para € pequeno, o volume no espago de fase do sistema
perturbado nao ocupado pelos toros que sobrevivem, é pequeno e vai se aproximando para

Z€ero quando € aproxima—se para zero.

Como os toros ressonantes satisfazendo m - wy = 0 sdo densos, esperamos que
arbitrariamente perto de toros sobreviventes do sistema perturbado, existam regioes
do espago de fase onde as trajetérias nao estao em toros que sobreviveram. De fato,
estas regioes sao ocupadas por trajetérias cadticas, bem como novos toros e trajetorias
periddicas elipticas e hiperbdlicas, todas criadas pela perturbacao. O conjunto no espago
de fase ocupado por toros perturbados que sobreviveram é um fractal. A perturbacao
de toros ressonantes resultam em um numero igual de pontos fixos elipticos e pontos
fixos hiperbdlicos no sistema perturbado. Este resultado é conhecido como teorema de

Poincaré-Birkhoff [7,62], na Fig. 2 isto é esquematizado para dois toros.

Figura 2 — Esquema do teorema de Poincaré-Birkhoff. (a) sistema integravel e (b) sistema
perturbado. O toro mostrado no sistema nao perturbado, g3 (q4), resulta em trés
(quatro) pontos fixos elipticos e trés (quatro) pontos fixos hiperbdlicos. Extraida da
referéncia [7].

Pontos préximos a pontos fixos elipticos giram em torno deles. Se examinarmos
uma pequena regiao ao redor de um dos pontos elipticos de uma trajetéria periddica,
vamos ver que ¢ quantitativamente similar a si mesma. Logo, ao redor de um ponto
eliptico ha curvas KAM circundantes entre as quais ha curvas ressonantes KAM que foram
substituidas por trajetorias periddicas elipticas e hiperbdlicas. Isto é repetido ao infinito,
pois, qualquer ponto eliptico tem ao redor pontos elipticos de ressonancias destruidas, e
estes por sua vez, também possuem pontos elipticos de ressonancias destruidas e assim

por diante, ver Fig. 3.
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Figura 3 — Dindmica autossemelhante préximo dos pontos elipticos. Ao redor de um ponto
eliptico, eq, hé curvas KAM circundantes entre as quais hé curvas ressonantes KAM
que foram substituidas por trajetérias peridédicas elipticas e hiperbdlicas, e assim por
diante ey. Extraida da referéncia [78].

Por outro lado, variedades estaveis e instaveis sao emanadas dos pontos hiperbélicos,
que tipicamente, resultam em interse¢oes heteroclinicas (de fato, intersec¢oes infinitas),
ver Fig. 4. Isso implica a presenca de dinamicas tipo ferradura e consequentemente caos.
Portanto, ndao s6 temos regioes ressonantes destruidas contendo trajetorias elipticas e
hiperbdlicas, como também essas regioes de ressonancias destruidas tem suas trajetérias
cadticas embutidas. Além disso, isto é repetido em qualquer escala, enquanto ampliarmos

sucessivamente ao redor dos pontos elipticos.

Figura 4 — Variedades estaveis e instaveis sdo emanadas dos pontos hiperbdlicos, que tipicamente,
resultam em intersegoes heteroclinicas. Eztraida da referéncia [7].

Uma das consequéncias da conservagao de volumes no espaco de fase para sistemas
hamiltonianos é o teorema de recurréncia de Poincaré. Considerarmos uma hamiltoniana
independente do tempo H(p,q) para o caso onde as trajetérias todas sdo limitadas, isto
ocorre se a superficie de energia é limitada, isto é, ndo existem solugdes de £ = H(p,q)

com |p| — oo ou |q| = oo [7,62].
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3. Decomposicao de Oseledec.

Nocao de hiperbolicidade

No estudo de sistemas cadticos, a ferramenta utilizada por exceléncia sao os
bem conhecidos exponentes de Lyapunov. De forma intuitiva, os expoentes de Lyapunov
caracterizam a taxa assintética de expansao (contragdo) exponencial média, da distancia
entre trajetérias iniciadas infinitesimalmente préximas uma da outra. [51,52,57]. Porém, o
formalismo dos expoentes de Lyapunov é dado através do teorema de Oseledec. O teorema
de Oseledec fornece as condigoes necessarias para a existéncia da decomposicao do fibrado
tangente denominada decomposicio de Oseledec. Essa decomposicao fornece requisitos
suficientes para encontrar subespacos no fibrado tangente associados aos expoentes de
Lyapunov, esses subespacos sao chamados de subespacos de Oseledec. Tais subespacos
sao invariantes com a evolugao temporal e independentes da norma, em consequéncia,

fornecerao informagao direta das diregoes de expansiao e contragiao do sistema [53-57].

Por outro lado, uma questao interessante é a no¢ao de hiperbolicidade em sistemas
dindamicos. O conceito de hiperbolicidade esta sempre relacionado a ideia de contragao
e expansao exponencial de distancias, porém, pode ter diferentes sentidos em diferentes
contextos. Em particular, um conjunto invariante sobre a dindmica é hiperbdlico se, o
espaco tangente de quase todo ponto do conjunto pode ser dividido em dois subespacos
que sdo contraidos, respectivamente, sobre a dindmica para frente e para tras. Além disso,
a hiperbolicidade esta estreitamente relacionada com a estabilidade do sistema, ou de
trajetorias individuais. Implicando na existéncia de conjuntos estruturalmente estaveis
que sao insensiveis as variagoes de parametros. Além disso, dindmicas complexas, em
particular cadticas, podem ser tratadas através da nogao de hiperbolicidade [7, 58, 59].
Dado que a propriedade de hiperbolicidade nao é tipica, o conceito da hiperbolicidade
tem sido ampliado para descrever uma maior variedade de sistemas, tais como, sistemas

parcialmente hiperbélicos ou nao-uniformemente hiperbdlicos [57,60-63].

Neste sentido, a decomposicao de Oseledec nos fornece uma teoria linear no estudo
da hiperbolicidade (parcial ou nao-uniforme) [57,82]. As distribui¢oes de probabilidade
dos angulos locais entre os diferentes subespacos de Oseledec tém sido usadas para definir

quantificadores do grau de hiperbolicidade [57,64].

Neste capitulo apresentamos, sem demonstracao, o teorema de Oseledec aplicavel
para sistemas hamiltonianos. Para o leitor interessado em mais detalhes das demonstragoes

deste teorema referimos as reférencias [11,53,57]. No final deste capitulo, introduzimos
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também os FTLESs e os angulos entre os diferentes subespacos de Oseledec na decomposi¢ao
de Oseledec. Para uma trajetoria dada, esses objetos dependerao da condigdo inicial no
espaco de fase, uma apropriada dire¢ao no espaco tangente associado e o tempo de evolucao,
nos permitindo identificar propriedades dinamicas que dependerao do tempo, a regido no
espaco de fase e a geometria do fibrado tangente. Também daremos uma breve noc¢ao de
hiperbolicidade no contexto de mapas lineares, pontos peridédicos e subconjuntos invariantes

de trajetérias nao periddicas.

3.1 Teorema de Oseledec N-dimensional

Seja f : M — M um C' difeomorfismo, preservando uma medida p. M é uma

1

variedade riemanniana® com dim M = N e M ¢é f-invariante de probabilidade total, isto ¢,

(M) =1 para a medida invariante u. Para quase todo z € M:

Existem ntimeros reais A > -+ > Al™ onde (m < N) € Z* e m ntimeros
inteiros dy, . .. ,d,, € Z* tal que d; + - - - + d,, = N. Existe uma decomposicao do fibrado

tangente chamada decomposi¢cdo de Oseledec
TwM=EV®...0E™, com dim (Ea(f)) =d;, tal que  (3.1)

e Os subespacos Eg), chamados subespacos de Oseledec, sao invariantes sob a evolugao

D, f no fibrado tangente, isto é,

D.f (EY) = EY (3.2)

f(@)"
e Para v € Eg(f)/Ea(f_l), ou seja, v € (Eg(gl) DB Eg(ci)>, mas v ¢ <Eg(61) SRRRNS Eg(ci_l)>,
entao .
lim — log || Da.f"(v)]| = AL (3.3)
n—oo M

e Os subespacos de Oseledec sdo transversais, isto é
£(ED,ED) >0, Vi (3.4)

onde £ (Eg), Eg(cj)> é o angulo ente os subespacos EY o E;gj). Os ntimeros /\501), e ,)\ém)

sdo os chamados Ezxpoentes de Lyapunov [83] . Esse teorema é generalizado para lidar
com qualquer medida invaridvel p, sem a necessidade de assumir ergodicidade?. Assim, os
expoentes de Lyapunov sao funcées mensuréveis A\ (), ... A\ (z), dependendo apenas de
p [11]. Como M é uma C' variedade Riemanniana ha um produto interno sob cada espago
tangente T, M, em x € M. A norma || D, f"|| do mapa linear D, " : T, M — Tyn(yy M vai

1

Abusando da linguagem, uma variedade riemanniana é a generalizagdo da existéncia de T, M munida
com uma métrica para todo x € M.

Seja f : M — M, uma medida invariante p é ergodica se sempre que f~! (A) = A, para algum A € M,
entdo p(A) =1ou pu(A) =1.

2
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depender das normas sob T, M e T'yn(,) definidas a partir do produto interno desses espagos.
Se é escolhida uma métrica Riemanniana equivalente para M nos teriamos exatamente o
limite A. No6s escolhemos o produto interno usual em R™. A partir deste teorema, temos

algumas das seguinte implicagoes.

(1) Os expoentes de Lyapunov assintéticos sdo constantes ao longo da trajetéria
gerada pela evolucao f, o que implica que, para um sistema ergddico, eles sao constantes
para quase todo x € M. (2) Se o sistema dindmico ¢é invertivel e a medida p é preservada,
entdo a soma dos expoentes de Lyapunov é zero. (3) Para um sistema hamiltoniano
conservativo, e mais geral, para qualquer difeomorfismo simplético, o espectro dos expoentes

de Lyapunov é simétrico, isto é, A = —)\E;N_Hl), onde para cada um dos expoentes

individuais AQN/ 279) = 0,j=0,...,n.— 1, se hd n, constantes de movimento (uma das
quais precisamente é a energia). (4) Para qualquer sistema dindmico a tempo continuo,
pelo menos um dos expoentes de Lyapunov é zero. (5) A decomposicao de Oseledec em tais
subespagos invariantes existe para qualquer mapa, que é continuo e mensuravel (inversa
também continua e mensuravel), cujas matrizes Jacobianas existem e seus elementos sao
finitos. Além disso, se a matriz Jacobiana é nao degenerada, m = N, pode-se mostrar que
o espectro dos expoentes de Lyapunov também é nao degenerado e todos os subespacos
E;g) tem dimensao 1. Por outro lado, se a matriz Jacobiana é degenerada, cada subespaco
covariante tem uma dimensao igual a degenerescéncia n; dos correspondentes expoentes

de Lyapunov.

A sequéncia ordenada dos N expoentes de Lyapunov )\g(f), cada um repetido
segundo sua multiplicidade d; é chamado o espectro de Lyapunov assintotico, Sp(x), isto é,
Sp(x) = AW > AP > 2> /\ch). E importante esta sequéncia ordenada, isto é, o maior

expoente de Lyapunov )\g}) ¢ associado ao primeiro subespago de Oseledec, Eél); o sequndo

maior expoente de Lyapunov )\;2) ¢ associado ao sequndo subespaco de Oseledec, Eg), e

assim por diante.

Refinacao do teorema de Oseledec. Para sistemas mais complexos, existe uma
maneira de refinar o teorema de Oseledec: O teorema de Oseledec da limites sobre um
conjunto completo de medida M associada & medida invariante p. E possivel reformular o
teorema de Oseledec dizendo que a decomposicao e o limite associado seja valido para um
subconjunto, A C M de probabilidade total que é independente da medida invariante a
escolher, u. Um conjunto de probabilidade total A C M tem a propriedade que u(A) =1

para a medida invariante p [11,97].

De forma equivalente e intuitiva, os expoentes de Lyapunov dao uma caracterizacao
da expansao (contragao) média para tempos assintéticos de vetores evoluidos no espago
tangente. Define-se a taxa de expansao (contracao) do vetor u € T, M durante uma
evolugao de longitude ¢ como y(u,x,t) = || D, ful|/||u||. Assim, o expoente de Lyapunov

associado ao vetor v € T,M ¢é definido como A(u,p(x)) = limy_o 1 In7(u,z,t), sempre
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que o limite existir. Esta quantidade nos diz essencialmente como uma perturbacao
infinitesimal dx da condigao inicial x € M ao longo do vetor u € T, M é exponencialmente
expandida (ou contraida) para tempos longos ||dz|| = ||dx||e*®®)*. Variando o vetor v
em T, M, a quantidade A\(v,x) pode ter um nimero finito, m < N, de valores diferentes,
AW <2 <<, Daqui para frente identificaremos M com RY porém, vamos

continuar denotando-lo como M [84].

Para terminar esta secdo, daremos um dos teoremas da teoria ergddica com maior
aplicacao, o Teorema ergddico. Seja f : A — A uma transformagao que preserva medida e

suponha que ¢ é uma func¢ao p-integravel. Entdo definem-se as seguintes médias:

Média do espago. Se u(S) for finita e diferente de zero, pode ser considerada a

média do espaco ou a média da fase da fungao ¢ sobre o conjunto S C A como

___L
7= 9 /Sw d, (3.5)

para um espago de probabilidade total, u(A) = 1.

Média do tempo. Esta ¢ definida como a média sobre iteracoes de f comegando
em algum ponto z € A, isto é

t—1

p(x) = lim % D> e (f1(@). (3.6)

O teorema ergddico pode ser util para aplicagdes que sao ergddicas em A.

Teorema ergodico. Se a transformacao for ergodica e a medida for invariante, entao,
a média do tempo é igual a média do espago em quase todo lugar (exceto para pontos
com medida zero). Entao

t—oo T

1 .1 — t
7 [ fau = Jim > 7 (). (3.7)

Portanto, se o teorema ergddico tem validade em A, podemos calcular as medidas de

hiperbolicidade usando a média temporal definida pela equagao (3.6) [54,56,81].

3.2 FTLEs e angulos entre subespacos de Oseledec

Os expoentes de Lyapunov fornecem informacao assintética das direcoes de expan-
sao e contracao do sistema, o que nos permite distinguir trajetoérias, por exemplo, entre
trajetérias regulares e cadticas. No entanto, estamos interessados em propriedades locais
do sistema, o objetivo central de nosso trabalho é a andlise de quantidades associadas a
trajetorias de longitude temporal finita, assim como da regiao no espaco de fase. Para
tal objetivo, aproveitaremos a propriedade de invariancia temporal dos subespacos de

Oseledec, D, f <E§Z)> = E](f()xﬁ para definir os FTLEs [84].
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Definicao. Seja x € M tal que T,M permite uma decomposicao de Oseledec,
T.M = EVg...¢ EM™. Seja o) € EY um vetor unitdrio no subespaco Eg(f), entao a
quantidade
A, = 2 log D, 7o) bl =1 (38)
define o expoente de Lyapunov a tempo finito de x € M restrita a trajetéria { f7(x) : 7 > 0}
e associado ao subespago de Oseledec EY. Para cada subespaco de Oseledec existe
um FTLEs associado. O limite para 7 — oo coincide obviamente com o espectro de
Lyapunov [84, 85].
Angulos entre subespacos de Oseledec. Os dngulos entre os diferentes subes-

) no ponto x podem ser usados para caracterizar as propriedades

pagos de Oseledec Bl
dindmicas de um sistema caotico. Eles tém sido usados como um método direto para avaliar
se um sistema caético é hiperbdlico [65,66,86]. Além disso, os desvios da hiperbolicidade
podem ser estudados observando o comportamento das distribui¢oes dos angulos quando os
parametros sao alterados ou mesmo quando comparados com as distribuicoes dos angulos
de outros sistemas [85,87-89).

Sejam E;S«i) e E;Ej) C T,M dois subespacos na decomposi¢ao de Oseledec com
dim <Eg(cj )> = 1. Vamos supor que encontramos os vetores o) e i que geram esses

subespacos, respectivamente, entao
() = cos (00)). ol =1 = [R@]] (3.9)

onde (-|-) é o produto interno induzido em T, M e Ggl’x]) ¢ o angulo entre os subespacos de
Oseledec. Porém, o angulo nao é univocamente definido, para resolver isso, nos escolhemos

o menor angulo, assim

1,z

647 = min { arccos ( (£o| £ 0l) ) } (3.10)

Os vetores gerando subespacos de Oseledec correspondentes a expoentes de Lyapu-
nov nao degenerados nao podem ser completamente paralelos ao longo de uma determinada
trajetoria. No entanto, uma trajetéria pode passar arbitrariamente perto de tais tangéncias,
resultando em angulos muito pequenos. Portanto, a informacao fisica relevante deve ser
codificada de forma que as distribui¢oes de probabilidade dos angulos se aproximem do

angulo zero.

Por outra parte, a definicdo de angulo para subespacos de dimensao arbitraria nao
¢ Unica, e em consequéncia, angulos entre subespagos de Oseledec degenerados nao sao
unicos. Nesta tese precisamos calcular o angulo entre um espago de dimenséao finita e um
subespago de dimensao um, para isso, usaremos a seguinte definigdo. Seja U = span{u}
um subespago 1-dimensional e V' = span{vy,...,v,} um subespaco ¢g-dimensional de X, o

angulo entre U e V' é definido por

cos?(0) = L) 0 c [0,—] , (3.11)

[l [?[[uv ][>
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onde uy denota a proje¢ao ortogonal de u sobre V e || - || = /(:,-) denota a norma
induzida sobre X. Porém, a equacao (3.11) pode ser reduzida se considerarmos uma base
ortonormal que gera V', além disso, nés estamos interessados no caso onde U = {w} e

V = {vH v®1} levando & equacio
cos?f = (wlvD)? 4 (w|v@)2, (3.12)

Angulo Médio. Também podemos definir o valor médio dos dangulos locais, calculado
sobre uma trajetéria de comprimento de tempo finito 7 (7 é uma janela de tempo), que é
representado por 67, . Seja ol e vJ os vetores associados aos subespagos invariantes EY e
E;E;j ) respetivamente. Se discretizarmos a trajetéria em m secoes de comprimento At, tal

que, mAt = 7, entao o valor médio dos angulos locais pode ser definido por

y 1 (7 g 1 = .
v = — dt 07 (t) = — 0, 3.13
R L R (3.13)
onde 0% é o angulo local dado por Eq. (3.9) ao longo da trajetéria considerada. Esta
quantidade nos permite obter informagcoes sobre as posi¢oes relativas mais recorrentes
entre as variedades estaveis/instaveis em uma regido especifica do espago de fase visitado

pela trajetéria durante a janela de tempo 7.

3.3 Calculo numérico da decomposicao de Oseledec

Os vetores covariantes de Lyapunov (CLVs, das siglas em inglés) sdo definidos
como aqueles vetores unitarios que geram os subespacgos na decomposicao de Oseledec,
isto é, vetores independentes da norma e invariantes sob inversao temporal associados
aos Expoentes de Lyapunov. Portanto, o conhecimento dos CLVs permite investigar
diretamente as direcoes de expansao e contragao de um determinado sistema dinamico,

fornecendo informacoes topolégicas sobre a estrutura local do espago tangente [84, 85].

Embora existam outros algoritmos para calcular os CLVs, por exemplo, através
da intersegao de subespagos apropriados [90,91], neste trabalho, usamos o método mais
popular esquematizado por Ginelli et al. [84,85]. Nesse esquema, os CLVs sao calculados
através de uma regra dinamica estavel, com base nas informagoes obtidas na evolugao
temporal para frente e para tras. No apéndice A.1 é descrito o esquema numérico de Ginelli

para o computo dos CLVs.

Se dim Eg(f) =1, isto é, se >\§f') é nao degenerado, entdao pode-se definir (salvo um
sinal) univocamente o CLV vg) associado ao expoente de Lyapunov )\g(f) correspondente.
Para expoentes de Lyapunov degenerados, qualquer base nao singular formada por d; =

dim E{” CLVs pode ser arbitrariamente considerada, vg(f), 1=1,....d;.
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Existem muitas aplicagoes de CLVs para caracterizar a dindmica de sistemas
complexos, para citar alguns [68,87,90,92-96]. De especial interesse é o uso de CLVs para

discutir diferentes graus de (ndo) hiperbolicidade em sistemas dindmicos [65-70].

Ja apresentada a decomposicao de Oseledec, assim como as principais observaveis
no nosso estudo de sistemas hamiltonianos, nas proximas se¢oes daremos uma nocao de

hiperbolicidade em diferentes contextos, assim como a sua relagdo com a decomposicao de
Oseledec.

3.4 Hiperbolicidade em sistemas lineares

Consideramos um sistema dinamico definido pela iteracao da matriz A de um
espaco euclidiano, chamado de mapa linear A. Se A é invertivel, entao o sistema é invertivel.
Seja A : RY — R¥ chamamos ao conjunto de todos os autovalores o espectro de A. O
comportamento assintético das trajetorias em mapas lineares pode ser descrita através da

decomposicao do mapa em subespagos invariantes.

Subespacos Invariantes de Mapas Lineares. Seja A : RY — RY qualquer
mapa linear. Para um autovalor real A de A, é denotado por F\ o espaco raiz correspondente

a A, isto é, ao espaco de todos os vetores v € RV, tal que, (A — AI)¥v = 0 para algum k.

Similarmente, para um par de autovalores complexos conjugados, A e A, seja E, 5
a intersecao de R" com a soma correspondente a E e Ey para a complexificacdo de A

(extensdao ao espago complexo C"), E, 5 serd chamado também de espago raiz. Seja
EQ =P EePE.; E® =P Exo P E,x
[Al<1 [Al<1 [A|>1 [Al>1

EO=E @ E, 0@ E\;:
|A|=1

(3.14)

onde @ ¢ a soma direta de subespacos vetoriais. Se o mapa A ¢ invertivel, entdo E*)(A) =

E(_)(A_l). Esses subespacos E(), E) | E©) s30 subespacos invariantes sob A e
RY = EO) ¢ EM ¢ EO. (3.15)

O espaco E() é chamado de subespaco invaridvel de contragio do mapa, similarmente
o espaco EM) & o subespaco invariante de expansio. Um mapa linear A : RN — RN ¢
chamado de hiperbélico se RN = E4) @ E(-). Uma descricao geral do comportamento

assintotico de iteradas de um mapa linear hiperbdlico sao dadas a seguir.

(I) Para Vo € E(7), as iteradas positivas A"v convergem para a origem exponen-
cialmente quando n — oo e se A é invertivel entao as iteradas negativas A"v vao até
infinito com velocidade exponencial quando n — —oo. (II) Para Vv € E) as iteradas

positivas de v convergem exponencialmente até infinito. Se A é invertivel entao as iteradas
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negativas convergem exponencialmente & origem. (III) Para Vv € RY /(EC) U EM)) as
iteradas A™v convergem exponencialmente até infinito quando n — oo, se A é invertivel,

também convergem exponencialmente até infinito quando n — —oo [62].

Para a descricao do comportamento de iteragoes para mapas lineares nao-hiperboélicos,
devemos entender o que acontece no subespaco E©). Esse subespaco é decomposto em
subespagos raiz £y, E_, E, 5, com |A| = 1. Em cada um destes subespagos tem um
auto-espaco invariante correspondente, denotados como El, E_l, E/\j, respectivamente.
Os dois primeiros subespagos produzem um comportamento trivial: todo ponto em E, é
um ponto fixo, enquanto pontos em E_; /{0} sdo periddicos com periodo dois. Para pontos
num auto-espaco E \x sendo A nao real, entao A tem um plano invariante tal que num
apropriado sistema de coordenadas, o mapa age nesse plano como uma rotacao ao redor

da origem.

Entender o comportamento das trajetorias em sistemas lineares, assim como a sua
descrigao através dos subespacos invariantes é fundamental para entender o comportamento
de trajetorias em sistemas nao lineares. No que segue, apresentamos uma breve no¢ao de

hiperbolicidade em sistemas nao lineares [62].

3.5 Hiperbolicidade local em sistemas nao lineares

O primeiro cenario natural para o estudo local de sistemas nao lineares surge
quando a trajetéria original é periddica. Seja f : M — M o sistema continuo N-dimensional
nao linear, # = f(x). Considere-se x* € M a trajetéria periddica, z*(t) = z*(t+7T), com T
sendo o perfodo. Desejamos examinar as trajetdrias proximas a z*. Seja x(t) = z*(t) +n(t),
assumindo que 7(t) é pequeno. Expandindo f(z) em série de Taylor em primeiro ordem,

temos
f(a*+n) = f@") + (Do f) -+ O(7), (3.16)

Entao, considerando somente termos lineares, obtemos a seguinte equacao linear para a
evolucao temporal da perturbacao de x

dn

= Dy f -1, 3.17
7 OV (3.17)

onde a matriz D f,(t) varia periodicamente no tempo. Tendo isto em vista, o problema
de estabilidade linear ao redor de trajetérias periddicas é reduzido a um sistema linear
N-dimensional dependente do tempo. Pode-se observar que aplicando a linearizacao

anterior para um ponto fixo, o problema se torna independente do tempo.

De forma equivalente, empregando-se uma secao de Poincaré, podemos reduzir o

problema a um mapa #,.1 = f(Z,), com dim(z) = dim(z) — 1. Assumindo que a trajetéria

é periddica de periodo p, x;, = x5. Vamos selecionar um dos p pontos sobre a trajetoria



Capitulo 3. Decomposi¢io de Oseledec. Nogio de hiperbolicidade 34

periddica e examinemos a p-ésima iteracao do mapa f?; linearizando ao redor deste ponto,

obtemos novamente um sistema linear
Yn1 = (Df”) “Un- (3.18)

onde o operador linear Df? : T, M — T, M é obtido usando a regra da cadeia

Dfp<$;) = Dx;filf Dz;72f cee Dzsf Dz;—lf s Dx;kf (319)
Essa discussao acerca da linearizagao tem validade para mapas em geral. Portanto, o
comportamento infinitesimal de érbitas préximas ao ponto periédico é dado a partir de

iteracoes de um mapa linear, D,F™. Assim, a discussdo do comportamento da secio

anterior, é valida para o operador linear da eq. 3.19.

Em particular, seja x um ponto peridédico de periodo n cuja trajetoria esta em
U. x é um ponto periodico hiperbolico para f se D, f" : T, M — T,M, é um mapa linear
hiperbdlico. Esta trajetoria é chamada trajetéria peridédica hiperbélica. Para o caso de
f sendo um sistema continuo, vamos assumir que a trajetéria de um ponto z € U esta
em U e fecha no tempo ty. Entao existem duas possibilidades, f(z) = 0 ou f(x) # 0.
Se f(z) = 0, o ponto x é chamado ponto fizo hiperbdlico do fluxo ' gerado por f se
D.¢' : T,M — T, M é um mapa linear hiperbélico para todo t # 0. Se f(x) # 0, o ponto
¢ chamado de ponto periddico hiperbélico de periodo ¢ para o fluxo ¢'(x) = x e o operador

linear D ' : T,M — T, M tem s6 um e nenhum outro valor absoluto igual a um [7,62,76].

Nao s6 existe a nocao de hiperbolicidade para pontos fixos, mas também para
conjuntos invariantes mais gerais de mapas no seguinte contexto. Os diferenciais das
iteracoes f¥, k € Z ao longo de uma trajetéria, é visto como um produto de diferentes
mapas lineares. Se a trajetéria é periédica, o produto durante um periodo pode ser reduzido
por um simples mapa linear, assim, para tempos longos, o produto é reduzido a iteracoes
sucessivas deste simples mapa. Porém, para trajetérias nao periddicas, o produto dos
diferenciais nao pode ser reduzido por a iteracdo de um simples mapa. Portanto, ja nao
podemos falar acerca de autovalores, mas sim pode-se definir hiperbolicidade em termos

de expansao e contracao de vetores tangentes.

Dizemos que um conjunto invariante A é hiperbslico se para quase todo® x € A, o
espaco tangente T, M pode-se decompor em soma direta de subespacos estaveis e instaveis,
.M =EY @ BW tal que

(i) A dimensao dos subespagos EY) ¢ B sdo localmente constantes e a orientacao
desses mudam continuamente com z € A. (i) A divisio de ES e E{ é invariante no
sentido que D, f <E§;s’u)> = EJ([Z’;)), as trajetérias originadas desde uma condicdo inicial

infinitamente proxima de x vao se aproximar exponencialmente a trajetéria { f"(x)}, ou

3 Exceto para conjuntos com medida de Lebesgue igual que zero.
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vao divergir exponencialmente desta se o deslocamento infinitesimal é em E,(CS) ou Eg(cu),
respectivamente. (iii) Os subespagos Eg(cs) e E§;u) sao transversais, isto €, existe a > 0 tal

que para qualquer x € A, u € Eg(f) , U E EQE“) , 0 angulo entre u e v é pelo menos « [97].

Algumas das caracteristicas é que qualquer C'-perturbacao suficientemente pe-
quena de um difeomorfismo hiperbdlico também é um difeomorfismo hiperbdlico, ademais

a dindmica sobre um conjunto invariante pode ser representada via dindmica simbdlica [7].

3.6 Variedades estaveis e instaveis

A wariedade estavel, Wéf), de uma trajetéria periodica é o conjunto de pontos
xr € M tais que as trajetérias para frente no tempo, iniciadas em x vao se aproximando
ao estado estacionario ou a curva fechada tracado pela trajetéria periddica. A variedade
instavel, Wéff), de uma trajetéria periddica ¢ o conjunto de pontos r € M tais que as
trajetorias para tras no tempo, iniciadas desde x vao se aproximando ao estado estacionario

ou a curva fechada tracada pela trajetéria periddica.

Wi ={yeU||lf "(y) —2"|l = 0, quando n — 0}

" (3.20)
Wy ={yeU] ||f"(y) —2*]| =0, quando n — 0}

As variedades globais instavel e estavel sdo geralmente imersas no espaco de fase
de uma maneira complicada. Na Fig. (6) pode-se ver uma imagem tipica das variedades
instavel e estavel. O teorema de Hadamard-Perron [62] demonstra que a dindmica préxima

a pontos periddicos é bem semelhante ao de sua parte linear.

Na figura 5(a) é mostrado um ponto fixo 7 com uma variedade estavel e uma
variedade instavel em um sistema 2-dimensional. Enquanto na figura 5(b) o ponto fixo

com uma variedade instavel 1-dimensional e variedade estavel 2-dimensional.

Wiy EY

(@) (b)

Figura 5 — Variedades estaveis (WW*(7)) e instaveis (W*(v)) emanadas de um ponto periodico
hiperbdlicos, assim como os subspagos estdveis (E®) e instaveis (W) tangenci-
ais as variedades. (a) dimW*(y) = dimE* = 1 e dimW"(y) = dim E* = 1, (b)
dim W?*(y) = dim E® = 2 e dim W"(v) = dim E* = 1. Extraida da referéncia [7].
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Para mapas invertiveis, ndo hd intersecoes entre variedades instaveis, similarmente,
nao hd intersecoes entre variedades estdaveis. Porém, variedades estaveis e instaveis podem
se intersectar. A intersecao de uma variedade estavel com uma variedade instavel de um
ponto fixo v é chamado de intersecio homoclinica. A interse¢ao das variedades estaveis e

instaveis de dois pontos fixos v, e 72, é chamado de intersecio heteroclinica [7].

Na figura 6 sao mostradas intersegoes para um mapa bidimensional. Do lado
esquerdo é mostrada a intersecao homoclinica (ponto fixo ). Do lado direito é mostrada a

intersegao heteroclinica (pontos fixos 71 e ¥2).

W)

Wiy

Figura 6 — Interse¢ao homoclinica (esquerda), as variedades instaveis e estaveis do mesmo ponto
~ se cruzam. Intersecdo heteroclinica (direita), as variedades estavel e instavel de
pontos fixos 71 e 2 se cruzam. Eztraida da referéncia [7] .

Se é encontrada uma intersecao entre variedades, entdo estas variedades vao se
cruzar um numero infinito de vezes. A presenca de interse¢oes homoclinicas e heteroclinicas
envolvem dindmicas complicadas [7,62].

De forma analoga, a variedade estdvel (instével) global, Wi (W), de um

conjunto hiperbélico pode ser caracterizada topologicamente como segue:
W£S):{UGU|||fn(x)_fn(y)”_>07 n—>oo},
Wi ={ueU||lf @) - f"WlI—0,  n-— oo},

T

(3.21)

Uma generalizagao dos conjuntos hiperbélicos sao os conjuntos parcialmente
hiperbélicos ou nao-uniformemente hiperbolicos. No que resta deste capitulo s6 daremos a
sua definicao e a relagdo com a decomposicao de Oseledec. Porém, para entender esses
conceitos, precisamos antes definir a propriedade de decomposi¢ao dominada, em particular,

a decomposicao de Oseledec dominada.

3.7 Decomposicao de Oseledec dominada

Seja M uma variedade compacta de dimensao N > 2. Seja f : M — M um
difeomorfismo e A C M um conjunto f-invariante. Supor que para cada xr € A existem

subespagos nao nulos Eg(cl) e Eg(f) tal que T, M = EVN o E;(EQ), a dimensao de Eg(gl) e Eg(gz) sao

constantes para todo x € A, e os subespacgos sao D f-invariantes: D fx(Eéizl’m) = Ej(f(z)l 2,
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Definigao [11]. Dado 7 € RT, dizemos que T, M = EY @ EP 6 uma decomposicao

T-dominada se
1D S]] _ 1

1D, frolV|| — 2 (322

Denotamos por EY —r E? sea decomposigao é 7-dominada. Se a desigualdade (3.22) é
mantida, entao a magnitude de vetores unitarios em Eg(ﬁl), depois de serem evoluidos por
um tempo 7, é pelo menos duas vezes a magnitude de vetores unitarios em EJE;Z) depois
de serem evoluidos por um mesmo tempo 7. A razao do lado esquerdo de (3.22) pode ser
considerado como o grau da 7-decomposi¢do dominada [57]. De forma mais geral, uma
decomposicao ThM = E:El) DD E;Ek) é T-dominada se

(EV & - ®EY) = (EV™V & o EP) V1<j<k (3.23)

T

Dizemos que uma decomposicao T, M = E;El) DD Eg(gk) ¢ T-dominada em x, para algum
ponto x € A, se é dominada quando restrita na trajetoria {f7(z);7 € R*} de z. Se a
decomposicao T, M = EVg..-aEP ¢a decomposicao de Oseledec, entao dizemos que

¢ uma decomposicao de Oseledec T-dominada [11].

3.8 Conjuntos parcialmente hiperbélicos

Considere um conjunto A C M compacto f-invariante e assumamos que D f-preserva
uma decomposicao do fibrado tangente T) M nos seguintes trés subespagos para quase
todo z € A

.M =E" o EY o EY, (3.24)
onde EY contrai uniformemente, jos expande uniformemente, EM » (Eg(f) &) E§8)> e
(Eé") o> E;,(;c)> = B, Dizemos que
e A é uniformemente hiperbolico ou simplesmente hiperbélico se Eg(cc) =0.
e A é parcialmente hiperbolico se algum, E;g;s) ou Eg(;u) ¢ nao nulo.

o A é fortemente parcialmente hiperbélico se ambos, EY e B sio nio nulos.

Em particular, assumamos que para todo z € A permite a decomposicao de
Oseledec T, M = EVa...aEY & E™ com expoentes de Lyapunov, AW > A\ S 0,
A =0, e0> AV > A\ < 0. Entdo

Jj-1 m
EW=@EY, E9=EY, EY=( EY. (3.25)
i=1

i=j+1

Para mais detalhes desta teoria [11,57,98].
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3.9 Geometria no espaco de fase

Seja g uma funcao que relaciona a cada ponto no espago de fase um nimero real.
A anélise das estruturas que formam os valores de g no espaco de fase, serda chamado de
geometria de g no espaco de fase. A funcao g usualmente vai ser uma fungao apropriada
dos FTLEs e dos angulos médios. A andlise destas estruturas ir4 complementar nosso

estudo da hiperbolicidade e aprisionamento dinamico.
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4. Estatistica local da decomposicao de
Oseledec

Ja apresentadas as bases teoricas, neste capitulo apresentamos a primeira parte dos
nossos resultados. Embora o teorema de Oseledec é aplicavel para uma grande variedade
de sistemas de dimensao finita qualquer. O nosso trabalho numérico vai focar em sistemas
hamiltonianos de baixa dimensao, em particular, no sistema de Hénon-Heiles e o mapa
padrao. O sistema de Hénon-Heiles é um sistema continuo quadridimensional no espaco

de fase, enquanto o mapa padrao é um sistema discreto bidimensional.

Os FTLEs e os angulos médios entre os subespacos de Oseledec serdao considerados
como as observaveis na analise. A maioria dos estudos tem focado nos FTLESs mais instaveis,
)\g%, isto porque eles quantificam a maior sensibilidade das condigbes iniciais (relevante na
dindmica cadtica), ou pela sua facilidade de cdlculo numérico. Além disso, alguns autores
assumem que os FTLEs associados a dire¢ao estavel nao contém mais informacao do que as
fornecidas pela diregao instavel (como se vera mais adiante, isto é verdade se considerarmos

um tempo suficientemente grande no calculo dos FTLE).

Primeiramente apresentaremos a dinamica dos sistemas mencionados acima, assim
como a aplicacao do teorema de Oseledec e os resultados numéricos da decomposicao dos
subespagos nas regioes cadticas. Um estudo estatistico dos FTLESs locais e os angulos locais
serd realizado brevemente, sendo mais detalhado no mapa padrao. Enquanto a primeira
parte deste capitulo é dedicado ao sistema de Hénon-Heiles, a segunda parte serda dedicada

ao mapa padrao.

4.1 Sistema de Hénon-Heiles

Devido a variedade de propriedades dindmicas no espaco de fase, o sistema de
Hénon-Heiles tornou-se um dos exemplos mais simples e cldssicos de sistemas continuos
apresentando dindmica cadtica. Foi proposto para descrever o comportamento de galaxias
[99-101], porém, o sistema de Hénon-Heiles também pode ser visto como dois osciladores
acoplados a uma perturbacao cubica. Neste caso, a hamiltoniana é dada por

Pe TPz mw?

~3
~ ~ 0~ q
Hy =T TE T )k (- D). (4.)

onde m é a massa , w > 0 tem unidade de frequéncia [s™'], e k; € R sendo a intensidade de

acoplamento, tem unidade de [K g/ms?]. A energia total E; = H; é conservada. Usando as
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variaveis adimensionais p,, = pg, /mLw e ¢1 = ¢1/L, onde L tem unidade de comprimento,

(0 mesmo para a variavel gof), a hamiltoniana (4.1) torna-se a hamiltoniana adimensional
2 2

Pyt Py GG o @

5 T g tae- 3

onde a energia F = H ¢ medida em unidades de [H;/(mw?L?)] e kyL/mw? = 1. Como

H =

(4.2)

consequéncia, o tnico parametro é a energia total do sistema FE, a qual cumpre o papel do

parametro nao linear. Nos denotamos ¢'(z) ao fluxo gerado por (4.2).

O potencial de Hénon-Heiles, V(q1,q2) = (¢ + ¢3)/2 + ¢?q2 — ¢5/3, tem quatro
valores de derivada nula os quais sao mostrados na Fig. 7-(a). O ponto zj ¢ um minimo
com valor de potencial V' (zf) = 0, enquanto que os outros trés pontos, g/, 2.3, S840 pontos
de sela com valor de potencial igual a V(z});=1 23 = 1/6. Dado que estamos lidando com
um potencial conservativo bidimensional, podemos analisar qualitativamente as trajetorias

para diferentes condigoes iniciais com energia F, a partir das equipotenciais de V' (q,g2)-

A projecao no plano (q1,¢2) na Fig. 7.a mostra curvas equipotenciais para diferentes
valores de V', enquanto a Fig. 7.b mostra a equipotencial fechada, V. = 1/6 que contem
os trés pontos de sela do potencial, o valor do ponto minimo é mostrado também. Esse
equipotencial, assim como os valores do potencial nos pontos extremos, nos permite separar

diferentes comportamento qualitativos.

@)

V(a1.a2)

-1.5

2 -15 -1 05 0 05
a1

Figura 7 — Potencial (esquerda) e superficies (direita) do sistema de Hénon-Heiles.

Para energias E € (—00,0) N (V,,00), as trajetérias em geral divergem para quase
toda condigao inicial. Para uma energia F € [0,V.] e condigbes iniciais nas regioes — e +
na Fig. 7.b, as trajetérias em geral também irao divergir. E por tltimo, para uma energia
E € [0,V.] e condigoes iniciais dentro da curva equipotencial corresponde as trajetorias

permanecerao limitadas para todo o tempo.

Que as trajetorias sejam limitadas para todo o tempo significa que estao definidas

sobre superficies de energia compacta, nas quais focaremos nosso estudo. Portanto, estamos
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interessados na dindmica das trajetorias cadticas com energia E € (0,1/6) = (0,E,) e
cuja condicao inicial encontra-se dentro das curvas equipotenciais fechadas da energia
correspondente. Denotamos com I'p C M as regioes de superficies de energia cuja dindmica

é compacta.

4.2 Dinamica no espaco de fase

Das equagdes canonicas de Hamilton (2.9), encontramos que a hamiltoniana (4.2)

leva ao seguinte sistema de equacgoes diferenciais de valor inicial

ql = Pq1> pq1 =—q (1 + 26]2) )

2

. . 9 E = H(Qlaq%pth 7p¢JQ)a (43)
q2 = Pgs) Pgy = 43 — 41 — q2,

assim, o fluxo hamiltoniano evolui num espaco de fase 4-dimensional. Como estamos
tratando um sistema hamiltoniano conservativo 2/N-dimensional, os pontos fixos das
equagoes de Hamilton estao relacionados com os extremos do potencial. Pode-se demostrar
que o minimo no potencial corresponde a um ponto fixo estavel, enquanto os pontos de

sela sdo pontos fixos instaveis.

Como a energia total E' é conservada, o conjunto de estados possiveis podem ser
mapeados a uma superficie 3-dimensional. Além disso, a partir da intersecao das trajetérias
numa apropriada se¢ao de Poincaré, pode-se estudar visualmente o comportamento da

sua dinamica.

Consideragoes sobre as simulagoes no espaco de fase. O método de Runge-
Kutta de quarta ordem é utilizado para a integracao das equagdes de movimento [102],
é escolhida um passo de integracao fixo igual a A7 = 0.01. Aproveitando a simetria da
hamiltoniana em ¢, construimos o mapa de Poincaré através das intersecc¢oes sucessivas
de trajetéria evoluindo no tempo com o plano em ¢; = 0, numéricamente, o plano é
construido através de uma aproximacao linear entre os pontos sucessivos da trajetoria
tal que o sinal de ¢; muda. Uma distribuicao inicial de condicoes iniciais que contenha
a maior porcao do conjunto I'g e de forma aleatéria para uma energia E dada é vital.
Para conseguir isto, primeiro de tudo encontramos os valores minimos e maximos das
varidveis ¢q; e ¢z da curva equipotencial de energia V(q;,q2) = E. Para a variavel ¢ é
trivial, mas para a variavel ¢, é preciso resolver um polinébmio de terceiro grau. Logo,
geramos distribuigoes uniformes nestes intervalos limitados pelas raizes nas variaveis ¢,
e ¢. Depois, as condigoes que nao cumpram V(gi,14) < E sdo eliminadas. Para obter
os valores dos momentos iniciais, escolhemos um niimero aleatério a € [0 : 27| e usamos
Py = V2[E -V (q,qg)] cosa, Dg = V2[E - V(q,,gi)]sina, onde V(gi,g5) é o valor da

energia potencial nos pontos (z;,y;). Se desejamos que as condigdes iniciais estejam na

secao de Poincaré, utilizamos o mesmo procedimento, com a excecao de que ¢; = 0.
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Estudemos a dinamica das trajetorias através do mapeamento na secdo de Poincaré.
Na Fig. 8 sao mostradas as se¢oes de Poincaré para quatro diferentes energias (a) 1/24,
(b) 1/12. (¢) E=1/8 e (d) E = E. = 1/6. As regioes contendo trajetérias cadticas sao
observadas como pontos desordenados dentro da se¢ao de Poincaré, por exemlo, em torno
do ponto (¢g2,p,4,) = (—0,15,0) na Fig. 8(c). Incrementando a energia, essas regides ocupam
uma area maior. Enquanto as areas das regides que contém trajetorias regulares vao
diminuindo, as quais podem ser observadas como curvas regulares pontilhadas (circulos,

elipses), por exemplo, em torno do ponto (gs,pg,) = (0,25,0) na Fig. 8(b).

As regides conexas contendo trajetorias regulares sao chamadas de ilhas de regu-
laridade. Um sistema com espaco de fase onde coexistem ilhas de regularidade e regices
cadticas é chamado de sistema com espago de fase mista. Observa-se que neste intervalo
de energias, a regiao cadtica nao ocupa a secao de Poincaré toda. Vemos ilhas de regula-
ridade com area consideravel, porém, as duas ilhas com centro em (ga,p,,) = (0, £ 0,27)
desaparecem para uma energia F.. Uma descricao mais detalhada da transicdo a dinamica
cadtica sera apresentada para o mapa padrao.

E=1/24
0.4 T T T T T T T

0.3 |-
0.2 |-

0.1 |

Pqo

o
-0.1 -

-0.2 |

-0.3 |

0.4 x N s L L
-0.4 -0.3 -02 -01 0o 01 02 03 04 -0.4 -0.2 o 02 0.4 0.6

Pgs

Figura 8 — Dinamica das trajetorias na se¢do de Poincaré para diferentes energias do sistema de
Hénon-Heiles.
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4.3 Teorema de Oseledec para sistemas hamiltonianos quadrimen-
sionais

Consideramos ¢*(z) um fluxo hamiltoniano quadrimensional da hamiltoniana H, o
espaco de fase ¢ uma uma variedade simpléctica compacta, M, e seja D' : T,M — T, M
a diferenciavel. Dado p uma medida invariante, em quase todo ponto z € M temos duas
possibilidades [61, 103]

(I) A decomposicao do espaco tangente é trivial, sendo T, M = E, 4-dimensional e

1
lilmg log || D.¢'v|] = 0, vE E,. (4.4)

Os pontos com esta decomposicao trivial geram trajetérias regulares.

(IT) Existe a seguinte decomposi¢ao do espago tangente

T.M=E"aE" q@EY, (4.5)

onde E" e B sdo unidimensionais e E{” é bidimensional. Os seguintes limites

existem
1
i) lim ~log||D,p'ul| = A, para ue EW
t—oo t
1
i1) lim - log||D.p"v|| = =), para v € EY (4.6)
t—oo t
1
i) lim —log||D.p'w|| = 0, para w € E'9;
t—oo T

Esses subconjuntos sao invariantes sob a evolucao D, !, isto é

Dytol) = € - WPeBd, Wl €Bl,

(4.7)

O subespacgo central pode ser decomposto na diregao trivial definida pela direcao do fluxo,
E;Ef )ea direcao perpendicular a este

E;(UC) = Eg) @ Eg(cf), (4.8)
com sin / EN’g(CC), Eéf )> =0 [61,103] . Deixamos para um estudo posterior a decomposigao

(4.8). Logo, o espectro de Lyapunov para o sistema de Hénon-Heiles para = € A é

Sp(A) = {),0,0, — A}, A>0,  Ee(0.E) (4.9)

Usamos o algoritmo de Ginelli [84,85] para encontrar a decomposigao de Oseledec
na base dos CLVs, vf="*. Entdo E" = span{v;gl)}, EY = span{vf),vf)} e B =
span{vg(f)}. Para a integragdo numérica da evolugao no espago tangente, Dy : T, M —

T, M, usamos o algoritmo de Runge-Kutta de quarta ordem, com um passo de integracao
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igual ao passo de integracao das equacgoes no espaco de fase, A7 = 0,01. Para um tempo
t =mA7 (m € Z) o FTLEs é dado por

RO w0 4.1
- ; AT, x+jAT" ( : O)
Nomeamos de FTLEs instavel aquele associado ao subespago Eg(cu), de FTLEs estavel aquele
associado ao subespaco Eés) e de FTLESs centrais aqueles associados ao subespaco central
E;C). Denominamos de FTLESs locais quando 7 = Ar. Para cada trajetéria, é calculado
primeiramente o espectro de Lyapunov para um tempo de ¢t = 2 X 105, se o maior expoente
de Lyapunov é maior que 0,05 entdao consideramos que a trajetoria correspondente é cadtica,

e os CLVs sao computados. Para cada trajetoria, é usado um transiente de ¢ = 1000. A

estatistica foi realizada considerando aproximadamente 5000 trajetorias cadticas.

4.4 FTLEs locais no sistema de Hénon-Heiles

Comecando com os resultados estatisticos do sistema de Hénon-Heiles. Na Fig. 9
sao mostradas as distribuicoes de probabilidade dos FTLESs locais com uma energia de
E = E. = 1/6. No painel (a) as distribuigoes de )\(A“;m (cor roxa) e )\f)m (cor azul) sdo
exibidas. No painel (b) as distribuigoes de )\(ﬁ’x e )\g’x (cor azul) associadas ao subespago
central. Nestas simulagoes usamos A7 = 0,01. Vemos que as distribui¢oes associadas aos
subespagos E;E“) e Eg(f) sao antissimétricas entre si, enquanto as distribuigoes associadas
ao subespaco central Eg(cc) sao iguais tendo a maior probabilidade em torno de zero. As

. . 2 3 Y : \
simulagoes mostram que )\(Alx ~ )\(Alx, além disso, convergem rapidamente a zero quanto

7 aumenta.
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Figura 9 — Distribuicao dos expoentes de Lyapunov locais. (a) instével (cor roxa) e estavel (cor
azul); (b) centrais

Na Fig. 10 vemos em cores a geometria na secao de Poincaré dos FTLEs locais
estaveis e instaveis, como energia F,.. As regides em cor preta envoltas das regioes coloridas
sao ilhas de regularidade. As estruturas dos valores mostram espirais saindo das ilhas de

regularidade e convergindo num ponto que era eliptico para energias menores, ver Fig. 8.
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Figura 10 — Geometria na secao de Poincaré para uma energia E. dos expoentes de Lyapunov

locais instaveis (esquerda) e estaveis (direita), )\(AUZ L€ )\(AS)T » respectivamente. A cor

preta em torno de cores corresponde a ilhas de regularidades.

4.5 Angulos entre subespacos

Denotemos por %, 0" ¢ ©“*) o5 angulos locais entre os subespacos instével-
central, instavel-estavel e central-estavel em x € A, respectivamente. Estes angulos serao

definidos no intervalo de (0,7/2). O angulo entre os subespacos instavel-estével é

cos QL) = (v W), (4.11)

xT

Para obter os angulos associados ao subespaco central de dimensao 2, usamos a equagao
(3.11), assim

m \? @ \? 0,02 g 08, @2
cos? Quse) — U;(UM) Wy I 09(51’4) Wg _ (v " |wz ) (v " |wa”) (4.12)
s s”) s s
onde {wg(cl),wg)} ¢ uma base ortogonal de Eg(gc), definida como
wM) =@ 40 w® = v — . (4.13)

Nas simulagoes encontramos empiricamente que o angulo entre os subespagos

locais instavel-central ¢ igual ao angulos entre os subespacos estavel-central, isto é
O = @les), (4.14)

este resultado pode ser associado a simetria simplética do sistema, porém uma anélise
disto precisa ser feita. Portanto, o nimero de angulo ¢ reduzido a dois, pelo que vamos

renomear da seguinte forma.

@Ecu,s) _ @x; @(U7C) — @(075) — Qx7 (415)

Na figura 11 mostra-se os angulos locais O, e €1, na se¢ao de Poincaré. No painel

esquerdo o angulo entre o subespaco estavel-instavel, ©,, e no painel direito o angulo €2,,.
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Observa-se que os angulos tém simetria em p,. O angulo entre os subespacos estaveis e
instaveis em média sao maiores que o angulo €2,. Angulos maiores sdo encontrados em

média afastados das ilhas de regularidade.

/2

/4

Figura 11 — Geometria dos dngulos ©, (esquerda) e €2, (direita) na secao de Poincaré. A cor
preta em torno de cores corresponde a ilhas de regularidades.

Na Fig. 12 sao mostradas as densidades de probabilidade dos angulos ©, e €,
em fungao da energia. Para o dngulo O, vemos que para uma energia 0,5F,, Fig. 12(1a),
a maior probabilidade concentra-se proximo de zero. Aumentando a energia a maior
probabilidade vai se deslocando para m/2, até atingir probabilidade quase zero para
angulos préximos de zero para uma energia F., ver Figs. 12(1a)-12(1f). Por outro lado,
para o angulo €2, a probabilidade préximo de zero sempre é consideravel para todas
energias, sendo a maior para E > 0,65, ver Figs. 12(2a)-12(2f); para energias menores um
pico na distribuigao pode ser encontrada em torno de 37/8, ver Fig. 12(2a), que desaparece

ao aumentar a energia.
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Figura 12 — Distribui¢do de probabilidade para os dngulos ©, (esquerda) e , (direita) em
funcdo da energia. As distribui¢oes sdo normalizadas.

Antes de apresentar o sistema a tempo discreto, definamos os angulos médios do

sistema de Hénon-Heiles como segue

Orp = 1/dt@
T Jo

Nos proximos capitulos, esses angulos médios vao ser usados para a andlise a tempo finito.

1
At Z 0., Qo = — Z Q.. (4.16)

4.6 Rotor pulsado

Um bom ponto de partida de sistema discreto é o sistema conhecido como mapa
padrao. Embora se trata de um sistema discreto 2-dimensional, apresenta uma grande
riqueza de propriedades dindmicas, sendo um dos sistemas por exceléncia no estudo de
fundamentos de sistemas hamiltonianos cadticos. As equagdes do mapa podem ser obtidas
a partir de diferentes sistemas fisicos, em particular, através do kicked rotator, um sistema

mecanico modelado por uma dindmica hamiltoniana [43, 44, 78].
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Considerarmos o sistema mecanico composto por uma particula, que esta limitada
a se movimentar sobre um anel. A particula é periodicamente chutada por um campo

homogéneo. Este sistema ¢é descrito pela hamiltoniana adimensional

2 o
H [pozot] = % +heos(z) Y 6(t—n), (4.17)

n=—oo

onde § é a fungdo delta de Dirac, z; a posi¢ao angular (modulo 27), p 0 momentum, e k a

intensidade do chute. Pelas equagoes de Hamilton

% = ksin [2(¢)] Z St —mn), % = Pt (4.18)

n=—oo

Integrando as equacoes de movimento do sistema e aplicando a técnica de mapeamento
estroboscépico ou mapa T-time, podemos obter o mapa padrao. Para resolver estas
equagoes, podemos separa-las em dois casos, n <t <t <n+ 1. 0O primeiro caso, quando

a particula é submetida a forca externa temos
P = Ap; Zn! = Zn. (419)

Integrando a primeira equagao (4.18)

n-te 0
Ap = k/ dt sin [z] Z d(t—n) =ksin(z,), (4.20)

—€ n=—00

assim a mudan¢a no momento e na posigao ¢é
P = ksin (2,) 2o = Zp + pa(n’ —n). (4.21)
No outro caso, quando a evolugao é livre temos
Pni1 = ksin (2,) + py, Zni1 = 20+ Ap(n+1—n'). (4.22)
Fazendo n’ = n y reorganizando os termos obtemos o seguinte mapa estroboscopico

ntl = Pn + ksinz, mod 27
Pnt1 =D ( ) (123)

Zn+1 = Zn + Pnt1 (mOd 27]')7

chamado mapa padrao [43,44,78].

4.7 Transicao a dinamica cadtica

Vamos descrever qualitativamente a transicao de uma dinamica regular a dindmica
cadtica no mapa padrao e sua visualizacao no espago de fase em funcao do parametro
nao linear k [78]. Para isto, aplicamos numericamente o mapa (4.23) e incrementamos

paulatinamente o parametro k. A explicacao sera dada de maneira intuitiva através da
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observacao de trajetorias no espago de fase, Figs 13-15, e os valores de k sao escolhidos de
forma que as propriedades dindmicas de interesse possam ser observadas. Para cada valor
de k, usamos um numero de 40 condigoes iniciadas alinhadas equitativamente no eixo p e

Z =T.

Para o caso trivial £ = 0 é bem sabido que o sistema ¢ integravel que simplesmente
descreve a particula livre unidimensional, contendo apenas trajetorias periodicas e quase-
periodicas ao longo do espago de fase, ou em outras palavras, as trajetorias estao sobre
toros racionais e irracionais. Aumentando o parametro k, com k < 1, o sistema se torna
quase-integravel, onde os toros sao levemente perturbados de forma nao linear. No capitulo
3 vimos que existem regioes cadticas ao redor de separatrizes se associando a ressonancias.
Estas regioes persistem para qualquer valor do parametro k, no entanto, sua area tende a

zero quando k — 0, tendo uma transi¢do nao abrupta para k < 1, ver figura (13).

k = 0,001 k = 0,010 k = 0,050
) (@ 0 (©

Figura 13 — Espaco de fase de uma dinamica quase integravel. Toros sdo levemente perturbados
de forma nao linear.

Fixando um valor do pardmetro k, denotaremos de A C M a regido cadtica no
espaco de fase, isto é, o subconjunto no espago de fase dos pontos x € M que geram
trajetorias caodticas. Incrementamos o parametro nao linear, k, e consideramos o intervalo
k = (0,k.), onde k. é um pardmetro critico para as curvas KAM. A transi¢ao vai se tornando
cada vez mais abrupta, as trajetorias cadticas ocupam uma area maior no espaco de fase ao
mesmo tempo que as areas que contém as trajetorias regulares vao diminuindo enquanto
o parametro nao linear aumenta. Neste intervalo de k, a dinamica cadtica encontra-se
intimamente relacionada aos toros KAM. Pode-se observar a existéncia de regides cadticas
nao conectadas, que estao separadas por separatrizes, isto é, por curvas (curvas KAM para
o mapa padrao) no espago de fase que separam regioes com diferentes comportamentos

dindmicos.
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fase com comportamentos dindmicos separados por separatrizes. O parametro critico k. é

Neste contexto, é chamado de caos local ou caos fraco a dindmica no espaco de

7

o valor do pardametro nao linear no qual a ultima curva KAM separando regides cadticas é

destruida. Estudos analiticos e numéricos tém sido realizados para encontrar o valor mais

exato de k. para o mapa padrao, e encontrado sendo aproximadamente k. ~ 0,97..., ver
Fig. 14.

Figura 14 — Espaco de fase no cenario de caos local e mista. Regides cadticas e ilhas de regularidade

coexistem, as regioes cadticas estdo desconectadas por toros ainda persistindo.

Finalmente, consideramos os valores do parametro de nao linearidade maiores do

que o parametro critico, k., chamado de caos global. De forma geral, as seguintes transicoes

sao observadas (ver Fig. 15)

()

(I11)

A dindmica no espago de fase continua sendo mista para todos os valores de k
utilizados, ilhas de regularidade e regides cadticos coexistem no espaco de fase, no
entanto, a area das ilhas vai diminuindo, ainda relevantes para valores préximos de
k. e valores nao suficientemente grandes. O valor da area das ilhas de regularidade

tende a zero de forma nao linear, enquanto k — oo.

Para k > k. as regides cadticas estao interligados em grande parte do espacgo de
fase, permitindo que qualquer trajetéria gerada por condigoes iniciais nessa regiao

transita por toda a regiao cadtica A para um tempo infinito, n — oo.

Para valores do parametro de nao linearidade suficientemente grandes, k& > 1,
embora as ilhas de regularidade continuem a existir, a drea com dinamica cadtica, Ag,
abrange quase todo o espaco de fase. Em consequéncia, para esses valores grandes
de k, resultados analiticos podem ser encontrados a aproximar a dinamica cadtica

por uma dindmica estocastica [43,44].
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Figura 15 — (a)-(b) Espago de fase numa dinamica de caos global e mista, uma grande regiao
cadtica e ilhas de regularidade coexistem; (c) Espago de fase numa dindmica forte-
mente cadtica. Existe uma grande regido cadtica e as areas das ilhas de regulridade
tende a zero de forma nao linear.

Tendo uma nocao geral da dinamica no espago de fase em fun¢ao do parametro
nao linear k, estudemos a sua relagao com os FTLEs e o angulo entre os subespacos de
Oseledec.

4.8 Decomposicao de Oseledec para o mapa padrao

Fixando k, seja f: M — M o mapa padrao (4.23), entdo para x € M o espectro
de Lyapunov estd dado por

Sp(f) =4{A\, —A} A e RTU{0}. (4.24)
Para A\ = 0 o espectro é trivial e x gera uma trajetoria regular. Se A € R* entao
(1)  T.M=E™aE®, (2)  DfI(BY) = Ejy;

- n, (&) A
(3) lim —log||D.f"v, || = £, para v e BV vy € B
n—oo N

O subespago EL" (E;gs)), chamado subespago local instdvel (estdvel) de x, esta associado a

diregdo que expande (contrai) uniformemente sobre a dindmica para tempos assintéticos [11].
Assim, os FTLEs instdveis e FTLEs estaveis sdo dados por A% = Llog || D, f”vg(f)H e
)\(TS; = %log || Dy f”vg(c_)||, respectivamente. O conjunto de pontos que gera as trajetorias
cadticas A C M, é equivalente ao conjunto compostos de todos os pontos x € M com

espectro de Lyapunov nao degenerado, A € R*.

Recorréncias para o computo da decomposicio de Oseledec. Para o calculo da

decomposigao de Oseledec (gerado pelos CLVs), aplicamos o algoritmo de Ginelli [84,85],
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porém, o esquema nao sera aplicado diretamente. Ja que estamos lidando com um sistema
bidimensional, é possivel construir um conjunto de recurréncias baseados neste esquema.
Desta maneira, o calculo se torna bem mais leve computacionalmente, além de eliminar
o erro produzido pelo procedimento de ortogonalizacdo de Gram Schmidt e economizar
memoéria computacional. Estas recurréncias foram encontradas por Salas e Artuso para
0s mapas gerais, tipo mapa padrao bidimensional e aplicado ao geometrical standard
map [104]. No entanto, nés encontramos de forma independente as recurréncias para
o mapa (4.23), as quais sao dadas com maior detalhe no apéndice A.2. No que segue,

apresentamos os resultados estatisticos locais na decomposicao de Oseledec.

4.9 Estatisticas dos FTLEs locais

Apresentamos nesta secao os resultados estatisticos dos FTLEs para 7 =1 e os
angulos locais para trajetorias cadticas. Os FTLEs para esse tempo serao chamados de
locais. Em particular, observamos como as distribuig¢oes destes observaveis mudam em
funcdo do parametro nao linear k. As distribui¢oes de probabilidade sao calculadas a partir
de uma estatistica suficientemente grande, usando milhares de pontos e dezenas/centenas
de trajetérias com condigbes inciais aleatorias na regido cadtica principal A C M. Dizemos
que a regiao cadtica principal do espaco de fase com parametro k é aquela que contém os
valores entorno do ponto periddico hiperbdlico em (p,z) = (7,0), sendo a regiao com maior
area f1(A) para quase todo k. A nossa analise estarda focada no intervalo k = (0,5 : 15) do
parametro nao linear. Para os resultados desta secao foram usadas 500 condigoes iniciais
com longitude tempo de 107 para cada uma delas, assim como um transiente de 20000

iteragoes.

Nas Figs. 16-17 sao mostradas as distribuicoes dos FTLESs locais instaveis e estaveis,
AYQ e Af}c, respectivamente. Na parte superior de cada figura, apresentamos as distribui¢oes
para todo o intervalo de k considerado. As duas linhas inferiores das figuras, mostram
as distribui¢oes com pardmetro nao linear k; (a)-(f) £ = 0,60, 1,50, 2,50, 4,50, 10,0 e

k = 12,69, respectivamente. Para cada valor de k, a distribuicao é independente.
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Figura 16 — Distribuicdo de probabilidade do expoente de Lyapunov local instavel em funcao
do parametro k. (a) Cada valor de k representa uma distribuicdo independente,
onde a escala de cores representa o valor da probabilidade; (b) k = 0,60, (c) k =
1,50, (d) 2,50, (e) 4,50, (f) k=10,0, (g) k = 12,69. As distribui¢des sdo normali-

zadas.
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Figura 17 — Distribuicdo de probabilidade do expoente de Lyapunov local estavel em funcao
do parametro k.(a) Cada valor de k representa uma distribui¢do independente,
onde a escala de cores representa o valor da probabilidade; (b) k = 0,60, (c) k =
1,50, (d) 2,50, (e) 4,50, (f) k=10,0, (g) k = 12,69. As distribui¢des sdo normali-
zadas.

De forma geral, para todo valor de k, as distribui¢bes dos FTLEs locais sao
antissimétricas entre si e em relagao a zero, isto é, as caracteristicas gerais das distribuigoes
sao semelhantes, com diferengas sutis, mas com sinal trocado, ou equivalentemente e
abusando da notagao, Pk(AYQ) ~ Pk(—)\gfi), sendo mais antissimétricas para k. Em
consequéncia, vamos descrever unicamente as caracteristicas das distribuicoes para os
FTLESs instaveis, sendo vélidos os argumentos para as distribuicoes dos FTLEs estaveis,

com a diferenca de trocar o sinal.

Como ¢ esperado, as distribui¢oes ficam mais largas quando k£ aumenta, ao mesmo
tempo, o valor absoluto da média vai aumentando. Valores negativos para todo valor de k
sao observados, porém, o seu peso fica menor enquanto k aumenta e sendo mais relevantes
para valores pequenos k < 2, onde o espaco de fase é dominantemente mista e regular.
Para valores maiores k > 2, a maior probabilidade encontra-se para valores de )\5“2 grandes.

A média dos FTLEs locais é igual ao expoente de Lyapunov assintotico correspondente.
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Como casos particulares, na parte inferior de cada figura sao mostradas distribuicoes
individuais para seis valores de k. (a) k£ = 0,60: A dindmica no espaco de fase é local e mista,
com regioes regulares sendo dominantes. Podemos observar que a maior probabilidade
encontra-se para valores préximos a zero e préximos ao maior valor de )\l(f;). Para os
valores (b): k = 1,50 e (¢) : k = 4,5 a dindmica se torna global e mista para o espago
de fase, tal que a regiao cadtica fica maior. Enquanto que a probabilidade de encontrar
valores préoximos de zero vai diminuindo, esta probabilididade ainda é relevante. Ao mesmo
tempo, vao-se acumulando valores positivos. Finalmente, (d)-(f) para k = 4,50 e k£ = 10,0,
respectivamente, a dinamica vai se tornando mais cadtica sendo aproximadamente quase-
estocastica para k = 12,69, valores proximos de zero deixam de ter relevancia estatistica

enquanto a probabilidade se acumula préximo ao maior valor.

Para quantificar a anti-simetria das distribuic¢oes, calculemos a seguinte distancia

para duas distribuicoes de probabilidade:

Dy = / dX [Pi(X) = Py(=A)] =) [Pi(N) = Pa(= ). (4.26)
Observamos que para valores pequenos do parametro nao linear k, as distribuicoes sao
menos antissimétricas, neste cenario a dinamica é mista. Na Fig. 18 é mostrada a quantidade

(4.26) para as distribui¢oes dos FTLEs locais em fungao do pardmetro k.

06 F M\ .
05 - | \ b
04t [\ |
03 L' N o ]

02 L N~

0,1 i

Dy,

Figura 18 — Quantidade Dy entre as distribuigdes dos expoentes de Lyapunov local em fungao
de k. A menor valor de Dy, as distribui¢oes sdo mais antissimétricas.

Embora nds usamos uma estatistica suficientemente grande, nao podemos descartar
a possibilidade de as distribuigoes serem antissimétricas se considerarmos todos os pontos
da regiao cadtica, x € A. Diferencas sutis sdo menores quando k£ aumenta, isto é, quando
o espago de fase é fortemente cadtico, em consequéncia do fato de as trajetérias poderem
visitar facilmente toda a regiao A. Por outro lado, a diferenca é maior para valores pequenos
de k£ e a dinamica é dominantemente mista, ou equivalentemente as regioes cadticas e
regulares tém a mesma relevancia no espaco de fase, o que torna mais complexa a dinamica
das trajetorias cadticas, chegando a ter regides de A ainda nao visitadas. Enquanto o valor

de k tende para zero a distancia vai ficando menor.
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Continuando com a analise estatistica local, apresentamos a distribuicado do angulo
local entre os subespacos ES" e B, 6, .. Esta distribuicdo tem sido usada para quantificar
o grau de hiperbolicidade olhando a sua propriedade perto do zero, sendo mais hiperbdélico
quando a probabilidade condensa-se proximo da origem. Na parte superior da Fig. 19
estao plotadas as distribuigbes para todo o intervalo de k = (0,5,15) considerado, para o

intervalo de k = [0,10] foi publicada a mesma figura em [68].

Observa-se que para valores pequenos de k a maior distribuicdo se encontra
préoximo a zero, enquanto para valores maiores de k a distribuicao vai se acumulando
pouco a pouco ao valor de m/4 através de quatro caminhos, que correspondem aos angulos
com maior probabilidade em torno das ilhas de regularidade. Esses caminhos vao se
tornando simétricos enquanto £ aumenta. Vemos também que para os menores valores de
k, concentra-se préoximo da origem, o que indica uma menor hiperbolicidade para esses

valores do parametro nao linear k.

é> 0,02

0,01

P(61,)

0,0
k
Jo (©)
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Figura 19 — Distribuicao de probabilidade do angulo local estavel em fungdo do pardme-
tro k. (a) Cada valor de k representa uma distribui¢do independente, onde a
escala de cores representa o valor da probabilidade; (b) k& = 0,60, (¢) k =
1,50, (d) 2,50, (e) 4,50, (f) k = 10,0, (g9) k = 12,69. As distribui¢oes sdo nor-
malizadas.
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Na parte inferior da Fig. 19 mostra-se as distribui¢oes individuais para os mesmos
seis valores das distribuigoes dos FTLEs locais. Para (a) e valor de pardmetro k = 0,6 a
distribuicao decai monotonamente, onde é esperado que o grau de hiperbolicidade seja
menor. Aqui o espago de fase é predominantemente regular. Em (b)-(c) a regiao regular e a
regiao cadtica coexistem com areas similares, valores proximo a zero ainda sao relevantes,
porém em k = 1,5 é menos hiperbdlico que para k£ = 2,5, onde qualquer valor de angulo é

relevante. Os valores proximo a m/4 aumentam com k.

Finalmente, para (d)-(f) os valores vao se acumulando quase-simetricamente ao

redor de 7/4 e, ao mesmo tempo, vao diminuindo os valores préximo a zero e 7/2.

4.10 Distribuicao de probabilidade conjunta

Para obter a relacao entre cada uma das quantidades anteriores, serao calculadas as
distribui¢des de probabilidade conjunta’ (comportamento simultdneo das probabilidades)
e como elas mudam em fun¢do do parametro nao linear k. Para os resultados desta secao
foram usadas 500 condicbes iniciais com longitude tempo de 107 para cada uma delas,
assim como um transiente de 20000 iteragdes. Na figura (20) sdo mostradas as distribuicoes
conjuntas entre o FTLEs estavel e instavel para os seis diferentes valores do parametro
nao linear k; (a)-(f) £ = 0,60, 1,50, 2,50, 4,50, 10,0 e k = 12,69, respectivamente.

PO

1,z

(s)

30 4,0 0 40
A
Figura 20 — Distribuicao de probabilidade conjunta entre o expoente de Lyapunov local instavel,
)\5‘2, e o expoente de Lyapunov estavel, )\l(sz) em fungao do pardmetro k; (a) k =
0,60, (b) k= 1,50, (c) 2,50, (d) 4,50, (e) k =10,0, (f) k = 12,69. As distribuicoes

sao normalizadas.

LA funcio f(z,y) é a distribuigdo de probabilidade conjunta das varidveis aleatérias z e y se: (1)

fzy) >0, (2) [[dedyf(zy) =1, (3) Plz1 <z <oy <z <o) = [* [ dedyf(z,y).
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Em (a) é mostrada a distribui¢do para um valor de parametro pequeno, k = 0,60,
com espago de fase local e mista, observa-se que é quase simétrica em relagao a reta )\(172 =

)xfg)c, com maior probabilidade em torno deste eixo, acumulando-se maior probabilidade

préoximo a zero e aos valores de maior magnitude. Enquanto k& aumenta, para (b) k = 1,5,

(c) k=25¢e (d) k= 3,5, com espago de fase global e mista a probabilidade acima do eixo
(s)

vai diminuindo assim como a funcao vai deixando de ser simétrica no eixo AS“; =\,

(s)

1 &, acumulando-se a probabilidade através

mas tende a ficar simétrica no eixo )\gui =—-A
de estruturas na parte inferior dos eixos. Para valores de (e) k£ = 10,0 e kK = 12,69 com
o espaco de fase completamente cadtico a distribuicao vai se acumulando nos valores

positivos do FTLEs instdveis com )\gugz = —Af;.

Portanto, vemos que para valores pequenos do parametro k é provavel encontrar
(s)

1 2> o mesmo ponto z. Aumentando k é menos

valores similares entre os FTLEs, )\gug ~ A

provavel que Aﬁ“): < Aﬁi{ Para valores grandes de k é mais provavel encontrar valores de

(w)

1,2

/\§ 2)7 positivos e com magnitude similar a \; ., mas com sinal oposto.

Para os mesmos seis valores do parametro nao linear, na Fig. 21 sao mostradas as

distribui¢oes conjuntas entre os FTLEs instaveis e os angulos locais, P()\Y’Q,QM).

/2 /2

/4

0,0
15

/2

PO 01.2)

/4

1,z

"25 0 2,5 0’0-370 ) 30 .40 0 4,0
e A A
Figura 21 — Distribuicao de probabilidade conjunta entre o expoente de Lyapunov local ins-
tavel e o angulo local em funcdo do pardmetro k; (a) £k = 0,60, (b) k =
1,50, (¢) 2,50, (d) 4,50, (e) k = 10,0, (f) k = 12,69. As distribui¢oes sdo nor-
malizadas.

Para valores pequenos de k e os valores mais negativos de Aﬁ“ﬁ a probabilidade de
encontrar angulos grandes é pequena, mas a probabilidade é maior para angulos proximos
de zero, diminuindo rapidamente enquanto k£ aumenta. Para os valores maiores de )\g"g e

k pequeno, é igualmente provavel encontrar todos os valores dos angulos. Aumentando
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um pouco k, a probabilidade vai se acumulando para angulos maiores, enquanto para
valores muito grandes de k os dngulos ficam préximo a /4. Para todo intervalo de k, e

u Ja 2 . ’ A
Agg proximo a zero, ¢ mais provavel encontrar angulos pequenos.

De forma similar, na figura (22) sdo mostradas as distribui¢bes conjuntas entre os
FTLEs estavel e o angulo para os mesmos seis diferentes valores do pardmetro nao linear.
As observagoes descritas para a figura (21) sdo validas para esta distribuigao sé trocando
o sinal para os FTLEs estavel. Existem diferencas sutis entre as duas distribuigoes dos
FTLEs instaveis (estdveis) com o angulo, para ter uma ideia disso estudemos a distribuigao
conjunto da diferenca dos FTLEs com 7 = 1 e os angulos. A diferenga dos FTLEs em
z, denotada por h,, = A!, — )\(Tf%, esta intimamente relacionada na determinacao da

hiperbolicidade, isso vai ser visto com maior detalhe no proximo capitulo.

/2

P(OA) 01.0)

y 070 fi /|
2,5 0 25 23,0 0 30 4,0 0 4,0

Ags) )\gs) )\gs)
Figura 22 — Distribuicdo de probabilidade conjunta entre o expoente de Lyapunov local es-
tavel e o angulo local em fungdo do parametro k; (a) k = 0,60, (b) k =
1,50, (¢) 2,50, (d) 4,50, (e) k = 10,0, (f) k = 12,69. As distribui¢des sdo nor-
malizadas.

Para todo k, a maior probabilidade de ter angulo local préximo a zero acontece
para valores da diferenca dos FTLEs préoximos de zero. Aumentando k é mais provavel

encontrar pontos com angulo préximo a m/4 é com valor de hy , grande.
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P(hl,z,el,z)

50 -2.0
th hl,z

Figura 23 — Distribuicdo de probabilidade conjunta entre a diferenca dos FTLEs local

e o angulo local em funcdo do pardmetro k; (a) kK = 0,60, (b) k& =
1,50, (¢) 2,50, (d) 4,50, (e) k = 10,0, (f) k = 12,69. As distribui¢oes sdo nor-
malizadas.

E interessante observar que para valores pequenos de k a distribuicdo é quase-
simétrica ao redor de (0,0). Enquanto k aumenta, a probabilidade de valores negativos
de hy, diminui, e se acumula para valores positivos. Em outras palavras, para valores
pequenos de k nao existe uma direcao preferencial dos subespacos de Oseledec para
expandir ou contrair, enquanto para k grandes, ¢ mais provavel que localmente o subespaco
local instavel expanda mais rapido que o subespaco local estavel, isto pode ser observado

nas Figs. (21) e (22).
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5. Hierarquia de aprisionamento dinamico

Em sistemas hamiltonianos com espaco de fase misto, as propriedades dinamicas
tornam-se muito complicadas, em particular, o efeito de aprisionamento dinamico é um
confinamento temporério de érbitas em uma regiao particular do espaco de fase por um
tempo arbitrario antes de se difundir para uma regido maior [14,15,22,23,40,41,43,46-48|.
Os primeiros trabalhos nos quais observou-se o efeito de aprisionamento dinamico datam
dos anos setenta [36—41].

Neste capitulo, estudamos numericamente o efeito de aprisionamento dinamico
para dois sistemas hamiltonianos de baixa dimensao, o mapa padrao como sistema discreto
e como sistema continuo o fluxo de Hénon-Heiles. Neste estudo usamos as propriedades da
decomposicao de Oseledec. Primeiramente, daremos uma breve introducao dos mecanismos
que geram o efeito de aprisionamento dinamico em sistemas conservativos de baixa
dimensao, assim como os observaveis que sao utilizados para o seu estudo e caracterizagao.
Depois apresentaremos breves resultados de aprisionamento dindmico no sistema de Hénon-

Heiles. Na segunda parte um estudo mais extenso é apresentado para o mapa padrao.

5.1 Aprisionamento dinamico em sistemas conservativos

Para um sistema conservativo 2-dimensional, existem varias explica¢oes fenome-
nolégicas para descrever o efeito de aprisionamento dindmico, vamos mencionar alguns

deles.

(i) Cantori em torno de ilhas de regularidade. G. Contopolulos e M. Harsoula
descrevem bem o fendmeno de aprisionamento dindmico em torno de ilhas de
regularidade, o qual é devido ao aparecimento de cantori, pontos de conjuntos
de Cantor formando barreiras dindmicas [13]. Esses conjuntos sdo formados pela
destruicao de curvas invariantes ao redor da ilha. Segue em detalhes a descrigdao

destes autores:

“Quando a curva invariante mais externa (dltima curva KAM) ao redor da ilha é
destruida, a medida que a perturbagao aumenta, ela forma um cantorus, que tem
uma infinidade de lacunas através das quais as orbitas de dentro do cantorus podem
sair. Um pouco antes da formacgao do cantorus, uma camada cadtica é formada no
lado interno da ultima curva KAM. No entanto, a ultima curva KAM nao permite
nenhuma comunicagao entre esta camada cadtica e o mar cadtico externo. Logo

apo6s a formacao do cantorus, as lacunas do cantorus sdo pequenas, portanto, uma
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orbita cadtica dentro do cantorus demora muito antes de escapar para o mar cadtico
externo, e um efeito de aprisionamento dindmico aparece. Conforme a perturbacgao
aumenta, as lacunas tornam-se maiores e o efeito de aprisionamento dinamico inicial

dura por um tempo menor” [15].

(i) Camadas limites (boundary layer) [105,106] “Ilhas imersas na drea de movi-
mento cadtico correspondem a algumas ressonancias entre o movimento nao pertur-
bado e as perturbacoes. Conforme o pardmetro de perturbagdo muda, a topologia
das ilhas também muda e diferentes bifurcagoes seguem uma apds a outra. Se temos
uma ilha com um ponto eliptico embutido no mar caético, apoés uma alteracao
do parametro nao linear, uma bifurcagao aparece, criando dois pontos elipticos e
hiperbélicos adicionais. As separatrizes sao destruidas (divididas) pela perturbagao
e sdao substituidas por uma camada cadtica exponencialmente estreita. Conforme
continuamos a alterar o pardametro nao linear, a largura da camada cadtica se torna
maior. A camada cadtica é separada do mar cadtico, por uma pequena mudanca
do parametro nao linear, podemos alcangar uma fusao da camada cadtica com o
mar caotico. Uma area de intersecao da fusao pode ser arbitrariamente pequena,
portanto, a probabilidade de cruzar a fronteira pode ser arbitrariamente pequena. O
dominio da camada cadtica anterior ¢ uma armadilha, e uma trajetoria que entra na

armadilha pode passar um tempo astronoémico 14" [46].

(iii) Hierarquia autos-semelhante de ilhas. Introduzidas e descritas por Zaslavsky
e colaboradores [24, 46, 106, 107]: “Devido ao teorema de Poincare-Birkhoff, na
vizinhanga de uma érbita periddica genérica existem drbitas elipticas de tamanhos
menores, cada uma das quais, por sua vez, tem orbitas elipticas na sua vizinhanca
e assim por diante. Estas orbitas elipticas sdo ordenadas formando uma cadeia de
ilhas ao redor das ilhas. Para valores especificos de k, a cadeia de ilhas pode assumir

um carater autos-semelhante” [106]

(iv) Curvas assintéticas instaveis. Muitas orbitas fora de curvas assintéticas instéveis
se aproximam a estas e seguem caminhos muito semelhantes. Assim, essas curvas
assintoticas aparecem mais obscurecidas entre a totalidade das o6rbitas no dominio

caético e produzem o efeito de aprisionamento dindmico [15].

5.2 Caracterizacao de aprisionamento dinamico

A andlise e caracterizacao de aprisionamento dindmico tém sido objeto de intensa
investigacao ao longo de muitos anos, usando-se véarias observagoes [14]. Tempos de escape
de uma determinada regido no espago de fase [15,17], FTLEs [18-26], hiperbolicidade e
dngulos entre subespacos [27-29], graficos de recorréncias [30], estatisticas das recorréncias

[31-33], nimero de rotacao [34] e andlise das estruturas de componentes caéticos [14,35].



63

Estamos interessados em estudar o efeito de aprisionamento dindmico através da
decomposicao de Oseledec, porém, estudos tém sido feitos usando as distribuicoes dos
FTLESs instaveis. A seguir apresentamos resultados relevantes destes estudos, bem como

as referéncias relacionadas.

5.2.1 Hierarquia de aprisionamento dinamico e as distribuices dos FTLEs

Para caracterizar o movimento em camadas cadticas, as distribui¢oes dos FTLEs sao
usadas. Foi demonstrado que os FTLEs proximos as ilhas em diferentes niveis hierarquicos
sao diferentes. Quanto mais alto o nivel hierarquico da ilha, mais préximo de zero o maximo
FTLE [24].

Em [25,26] foi mostrado que a distribui¢ao dos FTLEs em mapas conservativos
depende do nimero de niveis hierarquicos de ilhas visitadas pela trajetoria durante o
movimento nas camadas cadticas“A distribuicao de expoentes de Lyapunov a tempo finito
¢ uma sobreposicao de diferentes distribui¢des dos FTLEs, cada uma delas correspondendo
a um nivel hierarquico de ilhas. Na verdade, a distribuicao nao é apenas bimodal, mas
tem tantos méximos quanto o nimero de niveis visitados na hierarquia. Uma vez que
esses maximos estao localizados cada vez mais perto de zero conforme o niimero do nivel
aumenta, nao se pode distinguir entre todos esses maximos e a distribuicao aparece como
uma distribuicao bimodal, representando principalmente a sobreposicao das fungoes de

distribuigao dos dois primeiros niveis na hierarquia” [26].

5.3 Aprisionamento dindmico no sistema Hénon-Heiles

Nesta secao abordaremos o efeito de aprisionamento dinamico no sistema de

Hénon-Heiles, um sistema continuo quadridimensional no espaco de fase.

Na Fig. 24, para uma energia E. e para trés janelas temporais, sao mostradas
séries temporais dos FTLEs ao longo de um pedago de trajetéria (no lado esquerdo). No
painel (a) sdo exibidas as séries temporais dos FTLEs para um tempo A7 = 0,01, de cor
vermelho )\(A“l,x, de cor preto )\(Ac)m e de cor azul )\(As)m. Observamos que inversoes de ordem
sdo muito provaveis, para os mesmo pontos. No painel (b) sdo exibidos os FTLEs para
um tempo 7 = 25 e em (c) para 7 = 1000. Vemos que aumentando a janela temporal a

probabilidade de inversao de ordem diminui, porem ainda existe.

No lado direito da Fig. 24, as distribui¢oes dos angulos médios na regiao cadtica
sao exibidas, com as mesmas janelas temporais, 7 = 0,01,25,100. Aumentando a janela
temporal as distribui¢oes vao se aproximando a gaussianas com deslocamento para a

esquerda, ver Fig. 12.(f), caracteristicas devidas ao efeito de aprisionamento dindmico.
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Figura 24 — Para uma energia F. e trés janelas temporais (a),(d) 7 = 0,01, (b),(e) 7 = 25 e (c),(e)
7 = 1000. Série temporal dos FTLEs ao longo de uma trajetéria (lado esquerdo), em
cor vermelha correspondem ao subespaco instavel, em cor preta ao subespaco central
e em cor azul ao subespaco estavel. Distribui¢cées dos angulos médios considerando
toda a regido A (lado direito), em cor vermelha corresponde ao angulo Gg o1, € em
cor preta ao angulo Q01

A seguir mostramos que, tanto para sistemas continuos como discretos, as distri-
buicoes de probabilidade dos FTLEs instaveis tem comportamentos multimodais de-
vido as camadas cadticas em torno de ilhas de regularidade. Para isto, na Fig. 25
sao exibidas as distribui¢oes de probabilidade de )\% em funcdo das janelas tempo-
rais 7 = 25,50,75,150,200,250,300,400,500,750 e para dois valores de energia. As condi¢oes
iniciais foram escolhidas uniforme e aleatoriamente na superficie de energia, consideramos
que uma trajetoria é cadtica se o maior expoente de Lyapunov é maior que 0,05 para um
tempo de ¢t = 10000. O painel (a-b) mostra os resultados para £ = 0,85F. ¢ em (c-d) para
E = Ec. Vemos que em ambos os casos, as distribuigoes sdo multimodais (ndo precisamente
de camadas cadticas), tanto isoladas, ou com superposi¢do. Vemos que aumentando 7 as
modas vao sendo isoladas, porém, para uma energia maior, estas modas isoladas aparecem

mais rapido.

Para ter uma ideia das regides que podem gerar as modas isoladas nas distribuic¢oes
de probabilidade, plotamos na se¢do de Poincaré valores dos FTLEs em torno dos maximos
destas modas, os limites entre as modas foram escolhidos aleatoriamente. Para uma energia
E., na Fig. 26 sao plotadas as distribui¢oes para duas janelas 7 = 250 (painéis esquerdos)
e 7 = 1000 (painéis direitos). Os painéis (1a)-(2a) mostram a distribuicao completa, nestes
casos podemos observar trés modas, sendo mais pronunciados para um tempo 7 = 1000.

Separamos a distribuicdo em trés intervalos mostrados de cor preta, azul e vermelho. Cada
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intervalo esta associado a uma moda. Nos painéis (1b)-(2b) sao mostrados uma ampliacdo
das modas menores. Nos painéis (1c)-(2c) sao mostrados os valores de A" na secao de
Poincaré. A menor moda, dentro do intervalo dos menores valores de )\Sugz estd associado a
regiao mais préxima em torno das ilhas de regularidade, enquanto a moda maior, de cor

vermelha, encontra-se na maior parte da secao.
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Figura 25 — Distribuigdes de probabilidade dos FTLEs instavel em func¢do da janela temporal
7. (a,b) Energia £ = 0,85E, e (c,d) E.. Os FTLEs foram computados ao longo de
cerca de 5000 trajetérias de longitude ¢ = 10000.
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Figura 26 — Geometria dos FTLEs instaveis na se¢do Poincaré associadas as modas nas distri-
buicGes. Vemos que camadas cadticas em torno das ilhas de regularidade, podem
ser asscociadas as modas nas distribui¢Ges. Regides em torno de curvas assintoti-
cas instaveis podem ser observadas de cor azul no painel (1c), as quais diminuim
aumentado o valor de .



66

5.4 Aprisionamento dindmico no mapa padrao

Continuando nosso estudo numérico com o mapa padrao e seguindo a linha de
caracterizar o efeito de aprisionamento dinamico através de distribui¢oes da decomposicao
de Oseledec, nés focaremos na analise das distribui¢oes da diferenca entre os FTLEs, h;,
e dos angulos médios, 0, ,. Identificaremos diferentes regioes no espaco de fase que podem

apresentar o efeito de aprisionamento dindmico a diferentes escalas temporais.

Nesta se¢ao mostramos que as distribui¢oes de A, e dos angulos médios, 0, ,,
também podem ser usados para caracterizar o efeito de aprisionamento dindmico. As

distribui¢coes mostram ser multimodais de forma analoga as distribui¢coes dos FTLEs.

Novamente, denotemos por A a regidao cadtica principal no espaco de fase. Para
um valor do parametro nao linear k = 2.5, a Fig. 27 exibe distribui¢oes de probabilidade
tipicas na presenga de aprisionamento dindmico. Nos painéis 27(a)-27(c) sdo mostradas
as distribuicdes para o FTLE instavel, A", com 7 = 101-103, respectivamente. Modas
nas distribui¢bes podem ser observados para 7 menores, parecendo ser bimodal para 7

maiores.

Nas Figs. 27(d)-27(f) sao exibidas as distribui¢des de h,, para 7 = 10'-10°,
podemos observar um formato similar que as distribui¢oes dos FTLEs instavel, mostram
ser multimodais dependentes de 7. Nas Figs. 27(d)-27(f) as distribui¢oes dos dngulos
médios, 0, ,, mostram ser mais gaussianas, porém, tém deslocamentos para a esquerda,
caracteristicas devidas ao efeito de aprisionamento dinamico. Como veremos mais adiante,

as distribui¢oes dos angulos também sao multimodais.
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Figura 27 — Distribuicoes de probabilidade tipicas na deteccdo de aprisionamento dindmico.
Regido cadtica principal, A, para k = 2,5, usando: (a-c) FTLEs instével, /\S,“QZ, (d-f)
a diferenca dos FTLEs, h. g4, e (g-i) 4ngulo médio 6 ;.

As distribuicoes de /\5“92 e h,, contém a mesma informagao para valores grandes
de 7, porém, as diferencas para valores pequenos sao relevantes, pelo que uma analise mais
detalhada sera feita em outro trabalhos. Da Fig. 20 no capitulo 4, vemos que os FTLEs
estaveis e instaveis sao menos correlacionadas para valores pequenos de k, do que para
valores maiores, pelo que maiores diferencias nas distribuicoes sao esperadas tanto para 7
pequenos, como para valores de nao lineraridade pequenos, isto devido ao espaco de fase

ser mista.

A geometria no espaco de fase de )&2, h: . € 0, sao mostradas nas Figs. 28(a)-28(c),
respectivamente. Foi escolhido um valor de k£ = 0,90 como parametro nao linear e 7 = 100
para a janela temporal. E mostrado que h10oz € 6hoo Proximos as ilhas variam para
diferentes niveis hierarquicos. Quanto mais alto o nivel hierarquico na ilha, os valores ficam
em média mais proximo de zero. Assim como também, valores maiores desta quantidades

podem ser observadas em torno de curvas assintoticas instaveis, cor vermelha.

Portanto, as quantidades h,, e 6, podem ser usados para detectar e visualizar
a hierarquia de aprisionamento dinamico. Nés usaremos somente os valores de h,, e

0;, em nosso estudo do efeito de aprisionamento dindmico. No caso do mapa padrao,
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aprisionamento dinamico em caos local e caos global sera estudado.
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Figura 28 — Geometria no espago de fase para k = 0,90. (a) FTLEs instavel, )\Sf;, (b) a diferenga

dos FTLEs, h; ., e (c) 4ngulo médio 6, .

5.5 Aprisionamento dinamico em caos global

Nesta secao vamos focar nosso estudo no efeito de aprisionamento dindmico em
caos global, onde k > k.. As distribui¢es de h., e 0., serdo analisadas em fun¢ao da
janela temporal 7. Foi escolhido k£ = 2,5 como valor do parametro nao linear. Dado que
estamos olhando como mudam as distribuigoes com 7, os valores da probabilidade nao

serao exibidos, porém, as distribui¢oes sao normalizadas em todos os casos.
As distribui¢des de probabilidade de h,, sao exibidas na Fig. 29 em funcao do
tempo, (a-h) 7 = 10°-107, respectivamente; na Fig 30(a)-30(h) a geometria no espaco de

fase de h., associada aos mesmo valores das janelas temporais que na Fig. 29.



69

00 045 095 1,40 00 040 080 1,20 0,50 0,75 0,95 120 084 093 102 111

hex hex he x he x

Figura 29 — Distribuigoes de probabilidade para a detec¢ao de aprisionamento dindmico na regiao
A para k = 2,50 com a diferenca dos FTLEs, h,, (a-h) 7 = 10°-107, respectivamente.
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Figura 30 — Geometria no espago de fase da diferenca dos FTLEs, h;,, para a visualizacao
de hierarquias de aprisionamento dindmico em caos global com k = 2,50. (a-h)
7 = 10°-107, respectivamente.

A distribuic¢ao 29(a) tem um formato mais complexo, observando picos em todo
o intervalo de h,,. Um dos picos maiores encontra-se ao redor de h,, = 3 associado a
regives mais hiperbdlicas de cor vermelho na Fig. 30(a); outro pico pode ser observado ao
redor de zero associado a regides de cor azul na Fig. 30(a), estas regides sao localizadas em
torno das ilhas de regularidade e ao redor de regido hiperbélica. Para 7 = 10! continuamos
vendo uma probabilidade grande para valores menores e proximos de zero, diminuindo ao

aumentar a janela temporal 7.

Aumentando a janela temporal, uma moda principal para valores grandes de h;
pode ser rapidamente observado, localizando-se a maior probabilidade ao redor deste, ver

Figs. 29(b)-29(h). Para valores 10' < 7 < 10% as regioes afastadas das ilhas sdo associadas
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a moda principal, além disso, para 7 grandes a regiao associada a moda principal abrange
quase todo o espaco de fase, exceto para pontos muito préximos de zero. Como foi visto
no capitulo anterior, as regides associadas a moda principal correspondem as regioes mais

hiperbélicas.

Para tempos médios 10" < 7 < 10% (Figs. 29(b)-29(d)) podemos observar superpo-
si¢oes de modas no lado esquerdo das distribui¢oes, porém, nas Figs. 30(b)-30(d) as regioes
associadas a essas modas sao difusas entre si. Para valores grandes de 7 a distribuicao
parece bimodal, porém valores proximos de zero podem ser observados, cuja probabilidade

vai para zero a medida que 7 aumenta.

As distribuicoes de probabilidade dos angulos médios, 6, ., sao exibidas na Fig. 31
em fungio do tempo: Figs 31(a)-31(h) 7 = 10°-107; na Figs. 32(a)-32(h) a geometria no
espaco de fase de 0., associada para os mesmo valores das janelas temporais que na Fig.
31.

I t=102 1 [ =103

P(0: x)
P(8: x)
P(8: x)
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0,6 0,7 08 0,9 0,7 0,74 0,78 0,82 0,75 0,765 0,785 08 0,76 0,77 0,78 0,79

eT_X 8 x 91'_)( aT_X

Figura 31 — Distribuigoes de probabilidade para a deteccao de aprisionamento dindmico na regiao
A para k = 2,50 com os angulos médios, 0, ., (a-h) 7 = 10°-107, respectivamente.

Como no caso da diferenga dos FTLEs, a distribui¢do 31(a) tem um formato mais
complexo, observando picos em todo o intervalo de 6, ,. Na figura 32(a) vemos que em
média valores maiores dos angulos estao associados a regioes mais hiperbolicas. Em torno
de ilhas, os valores do dngulo sao menores (em média), porém, qualquer valor de angulo
podem ser encontrados em toda a regiao A. E interessante observar que valores médios
de 7, Figs 30(b)-30(c) e 32(b)-32(c), os valores h,, e 8., em torno de curvas assintéticas
instaveis dentro de uma mesma camada cadtica, sao menores se estas estao mais préximas

das ilhas de regularidades, respetivamente.

As distribuigoes viram mono-modais rapidamente ao aumentar a janela temporal,
ver Figs. 32(b)-32(h), ficando deslocadas para o lado esquerdo, diminuindo rapidamente a

probabilidade de ter angulos médios préximos de zero ou préximos de 7/2.
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Figura 32 — Geometria no espago de fase dos angulos médios, 0, ;, para a visualizacao de hierar-
quias de aprisionamento dinAmico em caos global com k = 2,50. (a-h) 7 = 10°-107,
respectivamente.

Na Fig. 32(b) podemos observar estruturas similares as curvas assintéticas, tanto
para os maiores valores dos dngulos (cor vermelho) como para os valores menores dos
angulos (cor azul). As estruturas feitas pelos valores menores dos angulos em cor azul,
parecem sair/entrar nas ilhas de regularidade. A hierarquia de aprisionamento dindmico
em torno de ilhas é melhor observada nas Figs. 32(c)-32(d), com 7 = 10% e 7 = 103. Para
valores maiores de 7 nao observamos efeito de aprisionamento dindmico para quase toda a
regiao A. Porém, o fato que os menores valores dos angulos médios encontram-se em torno
das ilhas, sugerem que a hierarquia pode ser observada se restringimos o nosso estudo

nestas regioes.

5.6 Aprisionamento dinamico em caos local

Continuamos o nosso estudo de aprisionamento dindmico em caos local, (k < k.),
onde temos regides cadticas desconectadas. N6s escolhemos um valor de £ = 0,90 como
parametro nao linear. Neste caso, dividiremos novamente o estudo. Nesta secao estudaremos
as distribui¢oes da regiao A, sendo esta a unido de vérias regioes desconectadas. Na secao

5.7 serao estudadas as distribuigoes para cada regiao de forma independente.

Calculamos a distribuicao total de h,, e dos angulos médios na regiao A, composta
pela unidao das quatro regioes desconectadas mostradas em cor cinza na Fig. 33, cada uma
das regides sera denotada por AM-A® assim, A = A UA® UA® UA®. Uma andlise

da geometria de h,, e 0, , é feita A em paralelo com as distribuigoes.
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Figura 33 — Regido A = AW UA@ UABG) UAM no espaco de fase. Em cor vermelha sao mostradas
as 250 condigoes iniciais usadas em cada regido.

As distribuigoes de probabilidade de A, sdo exibidas na fig. 34(a)-34(h) em fungdo
da janela temporal 7 = 10°-107, respectivamente, assim como as geometrias no espaco de

fase de h,,, para os mesmo valores das janelas temporais, sao exibidas na Fig. 35.

=109 =101 =102 =103
(@) (b) (o) (d)
ER = 15 [ ] & 1
= | = [ 1 = 7 1= J
a o i ] a F E a
1,50 -0,50 0,50 1,5 150 -050 050 15 050 00 050 10 00 02 04 06
hygo x hyg x higz x higs x
©=10* ©=10° =108 =107
(e) (f) (9) (h)
= = =t - %[ ]
E e 5 | 1og | ]
£ £ £ | = t 1
o o o o L j\ i
00 015 035 050 00 015025 040 00 010 020 030 00 010 020 030
N1g% x h1gs x higs x h107 x

Figura 34 — Distribuicoes de probabilidade para a detecgdo de aprisionamento dindmico na regiao
A para k = 0,90 com a diferenca dos FTLEs, h; ,, (a-h) 7 = 10°-107, respectivamente.

Comparando a quantidade de valores grandes de h., em cada uma das regioes,
observamos que as regioes com maior area contém os maximos valores absolutos de h ;,
sendo a regido A com maior drea, entdo, max{|h, .|} > max{|h,,|} para x € AW e

y € ADAW,
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Figura 35 — Geometria no espago de fase da diferenca dos FTLEs, h;,, para a visualizagao
de hierarquias de aprisionamento dindmico em caos local com k& = 0,90. (a-h)
7 = 10°-107, respectivamente.

A distribui¢ao 34(a) tem um pico bem pronunciado em zero, sendo a distribuigao
mais simétrica, mas tendo um deslocamento para o lado direito. A geometria associada no
espago de fase 35(a) mostra que as regides em torno dos pontos periédicos hiperbolicos
tem os valores maiores de h,, (cor vermelho), enquanto a maior parte do espaco de fase

tem valores proximos de zero.

Para valores de 7 < 103, a maior probabilidade continua préxima de zero, porém,
ela vai aumentando para valores positivos de h,,. Olhando a geometria no espaco de fase
35(b)-35(c), vemos que duas regides podem ser facilmente localizadas, a regiao em cor
azul em torno das ilhas e as regioes mais hiperbdlicas exibidas em cor amarelo. Vemos
que a regiao vai se espalhando ao redor das ilhas, cuja estrutura segue curvas assintoticas.
Na Fig. 35(b) pontos préximos a pontos peridédicos hiperbélicos apresentam os maiores
valores de h,, (cor vermelho) e de forma similar vao se espalhando ao longo da regiao
amarela como curvas assintéticas. O intervalo dos valores de h,, vai diminuindo, sendo

mais rapido para valores menores.

Para valores de 7 > 103 vemos que as distribui¢des viram multimodais, ver Figs.
34(d)-34(h). Para 7 = 10*> a moda com maior probabilidade ainda encontra-se préxima
de zero, a geometria correspondente 35(d) mostra novamente que os menores valores
de h,, ficam em torno das ilhas. Para cada AM-A® | duas regides em cor azul com
hiperbolicidade menor e outra com valores maiores, sendo de cor amarela-vermelho na

regido AV (associada & maior moda na distribuigio) e de azul-claro nas outras regides
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(associada a moda ao redor de h,, = 0,1 ).

Para 103 < 7 < 10 as distribuicoes na Figs. 34(e)-34(g) apresentam mais modas,
as quais sao associadas a hierarquias das regides em torno das ilhas, ver Figs. 35(e)-35(g).
Vemos que as modas podem ser devidos somente a uma regiao, por exemplo, a maior moda
em torno de h., ~ 0,3 na Fig.34(e) é associada a regiao mais hiperbdlica da Fig. 35(e).
Por outro lado as modas proximas de zero sao uma superposi¢ao das modas associadas as
regides muito préximas de ilhas em cada uma das regives AM-A\* . Aumentando a janela
temporal, vemos que a probabilidade vai se acumulando em torno de trés modas bem
localizadas h,, ~ 0,07, h,, ~ 0,1 e h,, =~ 0,24.

A distribuigao na Fig. 34(h) é tri-modal, cada moda deslocada para o lado esquerdo.
Olhando na geometria do espago de fase, 35(h) vemos que a moda maior em torno de
h:. ~ 0,07 esta associada as regioes A®) e A®: a moda em torno h: . = 0,1 associada a

regiao A?); e a moda em torno h,, = 0,23 associada a regido A1),

Para k = 0,90, as distribui¢oes de probabilidade dos angulos médios, 0., sao
exibidas na Fig. 36(a)-36(h) em fungao da janela temporal 7 = 10°-107, respectivamente;
na Figs. 37(a)-37(h) mostra-se a geometria no espago de fase de 6., para os mesmos
valores da janela temporal que na Fig. 29. Vemos que na Fig, 36(a) a maior probabilidade
encontra-se muito préoxima de zero devido as regioes pouco hiperbélicas, denotadas pela
cor azul na Fig. 37(a). Os dngulos préximos a 7/2 sdo localizados nas regides em torno de
pontos periddicos hiperbdlicos marcadas na cor vermelha. Isto acontece em cada uma das
regives A — A@,
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Figura 36 — Distribuicoes de probabilidade para a deteccao de aprisionamento dindmico na regiao
A para k = 0,90 com os angulos médios, 0 ., (a-h) 7 = 10°-107, respectivamente.
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Para 7 = 10! a maior probabilidade encontra-se préximo de zero, porém, a
distribuigdo vai aumentando para valores maiores do dngulo, ver Fig. 36(b). Neste caso
podemos comegar a ver uma moda em torno de 0., ~ 0,4. Olhando a geometria de 6y,
no espago de fase 37(b) vemos que a moda esta associada as regides mais hiperbdlicas de

cor amarela; a probabilidade de obter angulos préximos de 7/2 vai diminuindo.
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Figura 37 — Geometria no espago de fase dos angulos médios, 0. ;, para a visualizagdo de hierar-
quias de aprisionamento dinAmico em caos local com k = 0,90. (a-h) 7 = 10°-107,
respectivamente.

Temos uma probabilidade consideravel de encontrar angulos médios préximos
de zero para T =~ 102, enquanto para 7 > 10° esta probabilidade é quase nula, ver Figs.
36(c)-36(d). Porém, as distribui¢oes vao se tornando cada vez mais multimodais, associadas
tanto as regides em torno de pontos hiperbdlicos (valores de angulos grandes), como a
hierarquia em torno das ilhas (valores de angulos menores). A descricao da geometria
da 0., ver Fig. 37, pode ser descrita de forma similar que a geometria de h.,, ver Fig.
35. No entanto, embora as distribuigoes vao convergindo para uma distribuicao tri-modal
enquanto 7 aumenta, como é mostrado nas Figs. 36(g)-36(h), vemos que hierarquias das
ilhas ainda podem ser encontradas na geometria do espago de fase em cada uma das

regioes, ver Figs. 36(g)-36(h).

5.7 Divisao das regides cadticas

Para descrever as modas nas distribui¢coes de probabilidade, calculamos as distri-

buicoes da diferenca dos FTLEs em cada uma das regives A(V-A™® de forma independente.
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As Figs. 38-39 mostram os resultados para 7 = 10!, 10®, 10° e 7 = 107; em cada um
dos paneis ¢ mostrada a distribuicao de probabilidade de k., e 0., para a regiao total
A, enquanto as distribui¢oes em cores representam aquelas calculadas em cada uma das
regives: A1) em cor amarela, A® em cor laranja, A®® em cor verde e A® em cor azul. As

distribui¢oes sao normalizadas de forma independente.
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Figura 38 — Distribuigoes de probabilidade da diferenca dos FTLEs. Para a regiao total, A,
em cor preta e em cada uma das quatro regives, A-A® | da esquerda a direita,
respectivamente. Pardmetros k = 0,90 e (a-d) 7 = 103, (e-h) 7 = 10° e (i-1) 7 = 107.

Vemos que as distribui¢oes em cada regiao local seguem o mesmo padrao que
uma regiao global, camadas cadticas e curvas instaveis assintoticas podem ser associadas
as modas nas distribuigoes e para valores grandes da janela temporal t vao se tornando
unimodais. Os valores médios das distribui¢oes variam em cada regidao, os quais estao

correlacionados com a area ocupada no espaco de fase total.
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Figura 39 — Distribuigoes de probabilidade dos dngulos médios geral, A, cor preto e em cada uma
das quatro regives, AD-A®)  de esquerda a direita, respectivamente. Pardmetros
k=0,90e (a-d) 7 = 103, (e-h) 7 = 10° e (i-1) 7 = 10".
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6. Hiperbolicidade parcial dentro de regimes

de movimento em sistemas Hamiltonianos

Os resultados deste capitulo foram obtidos com a colaboracao do Prof. Dr. Rafael
Marques da SilvaUsando o espectro dos FTLESs, o efeito de aprisionamento dindmico na
trajetoria cadtica foi classificado em distintos regimes de movimento [71-74]. Quando
todos os FTLEs sao zero dentro de uma janela de tempo, temos um regime ordenado,
quando todos sao positivos, o regime ¢é cadtico. No meio, temos regimes que sao chamados
de semiordenados [74], embora seja possivel ter FTLEs positivos. Embora o conceito de
regimes seja bem conhecido, foi apenas recentemente que este conceito foi aplicado para
melhorar a compreensao da dindmica em sistemas Hamiltonianos fracamente cadticos
de dimensao superior: como um procedimento de filtragem para o aumento substancial
na caracterizacdo do aprisionamento dinamico [75], e para descrever a sincronizagao de

aprisionamento dindmico intermitente [22] .

Além das propriedades complexas encontradas na dindmica de sistemas de di-
mensoes superiores, a principal dificuldade em descrever tal dindmica reside em nossa
incapacidade de visualizar adequadamente o movimento em mais de trés dimensoes. Por-
tanto, precisamos encontrar propriedades adicionais que nos ajudem nessa tarefa. Os CLVs
nao s6 nos permitem calcular os angulos entre as variedades invariantes e possibilitar uma
melhor visualizacdo do que ocorre em tais sistemas de dimensoes superiores, mas também
fornecem percep¢oes mais profundas sobre a origem do efeito de aprisionamento dindmico

em tais sistemas.

Neste capitulo aplicamos os angulos entre CLVs para entender as estruturas
dindmicas complexas no espaco de fase misto de sistemas Hamiltonianos fracamente
cadticos. Para isso, estudamos a distribuicao dos dngulos entre os CLVs no regime ordenado,
semi-ordenado e cadtico, mencionados anteriormente, para dois sistemas. O primeiro é
composto por dois mapas padroes acoplados, enquanto o segundo consiste no sistema

continuo de Hénon-Heiles.

6.1 Definicao dos regimes

Considere um sistema com 2N graus de liberdade no espago de fase, o céalculo
dos FTLEs, que em média estao em ordem decrescente, é obtido usando o algoritmo
tradicional de Benettin [51,109]. Para as janelas temporais 7 escolhidas, a magnitude dos

FTLEs calculados a partir do algoritmo de Ginelli sdo numericamente iguais, pelo que
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serao denomimados também de FTLEs. Chamamos a atencao que eles diferem em esséncia

daqueles calculados a partir dos CLVs.

Agora vamos definir os regimes, para os quais precisamos calcular o espectro dos
FTLEs {\/5"2" restrito a trajetéria { f7(z)}. Para algum tempo 7, inversoes da ordem
()\gil) > )\%) pode ocorrer e optamos por reordenar, tal que )\9;)5 > AS?;, o ,)\SJ,\Q > 0.
[sto nos permite explorar propriedades temporais através das séries temporais dos FTLEs,
(ADY [22,75].

Uma dada trajetéria pertence a um regime do tipo Sy se tiver M FTLEs )\% > €,
onde ¢; < )\((fo),m sao pequenos limites. Enquanto regimes S; com 0 < ¢ < N sao chamados
semi-ordenados, regimes Sy e Sy sao nomeados ordenados e cadticos, respectivamente.
Para escolher o tamanho da janela de tempo 7 que separa os regimes de movimento,
depende do sistema considerado e é a parte mais dificil e delicada da analise numérica.
Intimeras simulagoes sao necessarias para encontrar a janela mais satisfatoria, que deve ser

grande o suficiente para ter uma estimativa confiavel dos FTLEs, mas também pequena o

suficiente para garantir uma resolugao aceitavel da variacao temporal dos )\%

Para apresentar nossos resultados, consideramos dois sistemas, o modelo de mapas
acoplados representando sistemas de tempo discretos e o sistema dinamico continuo de
Hénon-Heiles. Os resultados da secao (6.2) foram obtidos pelo Prof. Dr. Rafael Marques
da Silva.

6.2 O modelo de mapas acoplados

Consideramos um sistema Hamiltoniano 2/ N-dimensional constituido pela com-
posicao discreta temporal T o M. Uma etapa é dada pela iteracdo simpléctica de N
mapas bidimensionais M = (Mj,...,My) e a outra etapa sendo um acoplamento simplético
T = (T},...,Tx) [110]. A transformagdo M esta dada por

Di pi + k;sin(2mx; mod 1
M; = (2 : (6.1)

T; x; + pi + ki sin(2rz;)  mod 1
e o acoplamento T por

N .
i i+ & sin|2m(x; — @
o7\ [ pr S sl 2] | o

T T

com §; = §i = ]5_1 sendo a forca de acoplamento total e cada k; é o parametros

nao linear de um mapa padrao com espago de fase normalizado, K; = k;/(27). Varidveis

(x;, p;) sdo conjugadas aos pares. Nas simulagdes numéricas, usamos apenas o caso N = 2,
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resultando no mapa quadridimensional proposto originalmente por Froeschlé [111,112], e
usado também na Ref. [113]. Os pardmetros nao lineares correspondentes a uma dindmica
de espaco de fase mista para o caso desacoplado, a saber k; = 0,54, ks = 0,55. Para
este caso, o espaco de fase possui uma grande ilha regular cercada pelo mar cadtico. A
intensidade do acoplamento entre os mapas 1 e 2 é ¢ = 0.1, e o sistema acoplado tem dois
FTLEs positivos relacionados a variedades instaveis e dois FTLEs negativos, relacionados

a variedades estaveis.

Regimes de movimento. Na Fig. 40(a), que exibe uma janela da série temporal,
os maiores FTLEs com 7 = 100, )\%)(m e )\%)0,90’ sao mostrados em funcao do tempo ao
longo de uma trajetéria. Nesta trajetéria, alguns regimes de movimento sdo marcados
por setas: o regime Sy, para o qual ambos os FTLEs sao maiores que um limite, e; = 0,1
(linha pontilhada superior) para )\%)ny, e 5 = 0,05 (linha pontilhada inferior) para Ag%)w;
o regime Sy, para o qual apenas /\%)0@ é maior que £1; e o regime Sy, para o qual ambos
os FTLEs sao menores do que seus limites. Regimes S e Sy estdao associados a armadilhas
dindmicas que ocorrem perto de estruturas quase invariantes que vivem em espacos de
fase de alta dimensao de sistemas conservativos com dindmica mista [75,114].

Nosso objetivo é entender o que acontece com os angulos 6&?)

(1,2)
lx >

em tais regimes.

Foram estudados os angulos entre os subespacos instaveis, 6 os angulos entre o
(1,4)

subespago mais instavel e o subespaco mais estavel, 6.,

assim como os angulos entre
— [ (2,3) e
o subespago menos instavel e o subespaco menos estavel, 6,7’. Para conciliar com a

literatura, neste capitulo os dngulos vao ser definidos no intervalo de (0,7).
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Figura 40 — (a) Séries temporais dos FTLEs {)\%0@} (1 = 1,2) para o mapa (6.1)-(6.2) com
k1 = 0,54, ko = 0,55, e £ = 10!, mostrando os regimes de movimento Sy, Si e Ss.
Os limites €1 = 0,1 e €9 = 0,05 sao representados pelo preto linhas tracejadas e
pontilhadas pretas, respectivamente, enquanto a linha preta continua indica o valor
0. Em (b), (c), e (d) os &ngulos 9%@2)’ 0(1 4 0(2 % sdo plotados, respectivamente,
para a mesma janela de tempo. 7

As Figs 40(b), 40(c), e 40(d) mostram, respectivamente, a série dos angulos 498;62),
9(1 4 , e 9(2 % da trajetoria mostrada na Fig. 40(a). Para os regimes Sy observamos que os trés
dngulos permitem valores entre 0 e 7, com maior probabilidade de ter 7 /2. Para os regimes
S1 nds vemos que 9(1’2) permanece fortemente localizado ao redor /2 (ortogonalidade
hiperbdlica), o angulo 9 #) torna-se uniformemente distribuido em [0,7], e 0 angulo 9
tende a ter mais valores proximos a 0 ou w. Finalmente, no regime ordenado Sy, o angulo
9(23 tende a se aproxnnar de 7/2, enquanto 9 (1 2) e 9&;4) se espalham entre 0 e m. As
tendéncias dos angulos 91”1, observadas sao restrltas a janela de tempo da trajetoria cadtica
mostrada na Fig. 40(a). Para demonstrar que tais tendéncias sdo uma propriedade geral de
trajetorias cadticas dentro dos regimes de movimento, é necessario investigar a distribuicao

dos angulos.
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Distribui¢ao dos angulos. Os resultados sdo mostrados nas Figs. 41(a)-41(d)
para os angulos locais H(i’j ) e nas Figs. 41(e)-41(h) para os valores médios de 0&5) ao longo
da janela de tempo de 7 = 100 iteragdes, representado por 9100 .- Na Fig. 41(a) e 41(e), as

(1,2)  p(1,4)

1,4) 2,3)
distribuigoes de 91 P 95 P 9§ o, e de seus respectivos valores médios 9100x7 0100 2> €

9%5’ »» sao mostrados, respectivamente, para toda a trajetoria, isto ¢, nenhum regime de
movimento é considerado. Observamos que o angulo 0&’62) e seu valor médio tendem a ter
um pico em torno 7/2, com algumas caudas simétricas longas ao redor § = /2 para 6%)
O angulo local 9&’62) tem probabilidade significativa nos limites 0 e 7 (ver linha preta), e
uma tangéncia proxima entre as duas variedades instaveis é esperada. Os valores locais
e médios de 6%3) tém, respectivamente, picos mais nitidos e mais largos ao redor /2.
Por outro lado, o dngulo médio 9%’047)1, tem probabilidade menor de ser igual a 7/2, mas a
distribuicao ¢ simétrica em torno deste valor, com 9%’5{2 =134e 0%0’0@ = 1,79 sendo os

mais provaveis.

0.018

0.018
(a) =12 — (b) S, — (d) Sy —
= ij=14 — = Sy — S, —
28 ij=23 L) S, S,
) )
) KMJ{L -
0.000 =1 0.000 j i
T T e S
0.020, 0.045 0.020
(e ij=12 — ® S, — 0.020(g) s, — (h) S, —
3 i=14 — ey s, — by 5 — 3 s, —
28 i=23 38 S, — Zg s; a8 s, —
) A IS N K3 )
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R~ /J’\)OL\\ A < X R~
0.0000 o(i-7) - 0.000 512 - 0,000 2 ===~ 0(114)& ““_ﬁ O.OOUOAQ(Q,S) -
100,z 100,z 100, 100,z

Figura 41 — Distribui¢oes dos angulos 9&?) [(a)-(d)] e dos valores médios 9100 . [(e)-(h)] para o
mapa (6.1)-(6.2) com k1 = 0,54, Kk = 0,55, e £ = 10~L. Em (a) e (e), a trajetéria
completa ¢ considerada. In (b) and (£) (81%)), () e (g) (815"), (@) e () (857),
apenas angulos dentro de cada regime de movimento sdo contemplados.

Regimes e distribuigoes dos dngulos. Agora analisamos as distribui¢oes ob-
tidas separando a trajetéria nos regimes de movimento definidos acima. Na Fig. 41(b)
e 41(f) exibimos, respectivamente, a probabilidade P(fo)) e P(Qﬂ)oz »,) do angulo local
0&2) e seu valor médio 0100 »- Notamos que o regime semi-ordenado S; tem grandes picos
ao redor /2 e é, portanto, responsavel pelos picos mais nitidos ao redor 7/2 observado
nas Figs. 40(a) e 40(e). Esses enormes picos sugerem a predominéncia da ortogonalidade
entre os dois subespacos de Oseledec associados ao subespaco instavel, EM =BV g EQ(EQ),
durante o regime semi-ordenado S;. Observa-se probabilidade quase zero para 08‘,;32) perto
de 0 ou 7 no regime semi-ordenado. Para o regime cadtico S, P (0(1 2) ) tem um pequeno
pico ao redor 7/2 e longas caudas simétricas, que se sobrepoem a probabilidade do regime
ordenado Sy no caso do dngulo médio [ver Fig. 41(f)]. Estas caudas explicam as caudas

observadas para P(G( )) na Fig. 41(a). O dngulo local 989’32) no regime ordenado Sy admite
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valores 0 e 7, de modo que a quase-tangéncia proxima entre as duas variedades instaveis

também é observada.

As Figs. 41(c) e 41(g) exibem P(G(1 M e P(G%é;) para os valores locais e médios
de ‘95,1324) , respectivamente, para os distintos regimes de movimento. Em Fig. 41(g) podemos
ver que as distribui¢ées P(f]g, ) para os regimes Sy e Sy assumir valores préximos a 0
em 7/2, mas aumenta simetricamente em torno deste valor, com picos em 1,27 e 1,89
para S; e em 1,36 e 1,79 para Sy. Para Sy, muitos valores de 8(1 Y e 0%’04’)35 sao permitidos,
mas nunca alcancam 0 ou 7. No entanto, pequenos picos de P (9}30 ) 880 vistos perto de
0,36 e 2,78. Notamos que P(H( )) para Sy nao aparece na Fig. 41(a) uma vez que este
regime raramente ocorre em toda a trajetéria. Mencionamos que P (9( ) relacionado aos
dngulos locais 9;‘,; ) ndo é simétrico ao redor 7/2. Finalmente, a Fig. 41(d) exibe P(ij’)),
mostrando que a principal contribui¢ao para a obtengao de valores ~ 7/2 para o angulo
local fo) e seu valor médio 9%(;3,)95 vem do regime cadtico Sy. Na Fig. 41(h) é possivel
ver que para o regime semi-ordenado Si, além de 0 e 7, os outros valores para o angulo
médio sao igualmente provaveis. No entanto, os angulos locais 0572;; =0,09e 9(2 %) =305
tornando-se mais provaveis. A probabilidade P(@ff)) do regime ordenado Sy tem um pico

perto de 7/2, mas outros angulos sdo possiveis. Os limites 0 e m ndo foram observados.

6.3 Sistema Hénon-Heiles

Regimes e dinAmica no espaco de fase. Para a integracao do sistema Hénon-
Heiles, bem como descrever a evolucao no espaco tangente D,¢', o algoritmo de Runge-
Kutta de quarta ordem foi usado, com um intervalo de tempo A7 = 0,01. Uma janela de
tempo 7 = 250 foi usado para calcular o espectro de FTLEs {)\225019; ’4)}. Devido & simetria
do espectro LE, consideramos apenas os dois primeiros FTLEs em nossa andlise. As
simulagbes mostram que )\250 m, associado ao subespaco central, varia um pouco em torno

de zero. O valor do FTLE >\250,x nos permite definir os diferentes regimes de movimento.

Definiremos os angulos no intervalo 995 ) e (0,m). Como foi mencionado, os angulos
relacionados aos CLVs que geram subespacos com dimensao maior que um sao definidos
pela base escolhida. No caso da base dada pelo algoritmo de Ginelli, nossas simulagoes
mostram que Q(Alfx ~ Q(Alf;, e G(AQ:?E ~ Hg’f;, enquanto 9&2 ~ {0, 7}. Portanto, todas as
informacoes relevantes sobre a dindmica no espago tangente podem ser fornecidas pelos

1,2) (14 3,4 1,4) 3,4
angulos locais G(Am, H(AT l e H(AT i, e os seus respectivos valores médios 9250 e 0550 v 9&502.

A Fig. 42 apresenta as superficies da segdo de Poincaré (PSS das siglas em inglés)
(py,y) para o sistema Hénon-Heiles com cores indicando diferentes quantidades fisicas. Na
Fig. 42(a), o FTLE A%)O,x ¢ mostrado. Os valores de )\95)0@ mudam entre 0 e 0,20, de acordo
com a barra de cores. Para a energia £ = 1/6, temos uma dindmica mista. Comegamos as

condigoes iniciais dentro da regiao cadtica do espago de fase para que os toros regulares em
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(1) (1,2)
Moo - i, o850, o,
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20.6 : y 1.0 7Y 206 y 1.0 0.6 9, 1.0 -0.6 y 1.0

Figura 42 — Se¢oes de Poincaré do sistema Hénon-Heiles com energia £ = 1/6 mostrando (a) o

FTLE )\%)wa, e os angulos Q(Afi em (b), 92743: em (c), e Gg’f; em (d).

torno dos pontos fixos estaveis nao possam ser penetrados. Os valores de )\250 , ha regiao
cadtica sao grandes, enquanto perto dos toros regulares, eles diminuem, como esperado
devido ao aprisionamento dinémico Figs 42(b), 42(c) e 42(d) mostram, respectivamente,
0 mesmo PSS mas os angulos 6% Am, 6 Alfl, ed A?’fi sao denotados pelas cores. Chama a
atencao a complexidade nos valores possiveis dos angulos entre 0 e w. A partir dessas
figuras, nenhuma distin¢ao aparente ocorre perto dos toros estaveis.

0.6

(a)

K
S <
x
0.02
J -0.6 -
0.0 AD 02 ~-06 y 1.0

250,z

Figura 43 — (a) Distribuigdo dos FTLEs )\%)0@ e (b) a PSS [o mesmo que Fig. 42(a)] com cor

preta em )‘%)O,x < 0,02 e cor laranja para )‘%)o,m > 0,02.

Intmeras simulagdes foram necessarias para encontrar a janela de tempo apropriada
para )\250 2> que separa os regimes de movimento. Para mostrar isso com mais detalhes,
apresentamos na Fig. 43(a) a distribuicao do FTLE, mas usando cores para separar o limite

g1 = 0,02. Para valores )\25)0 » < 0,02 usamos a cor preta, enquanto os valores )\250 . > 0,02
sdo indicados pela cor laranja. Figure 43(b) exibe os valores correspondentes no PSS. Isso
mostra que quando a trajetoria cadtica esta perto do torus regular, o FTLE )\%)o,x esta

abaixo do limite. Assim, o limite escolhido separa os movimentos afetados pelo torus.

Nossa primeira tarefa é verificar se o limite escolhido pode separar adequadamente
os regimes de movimento. No sistema de Hénon-Heiles, nés temos apenas um FTLE
positivo, e, portanto, apenas o regime cadtico S e o regime ordenado Sy sao observados.
Neste caso, diferente dos mapas acoplados dados por Eqs. (6.1)-(6.2), nés nao temos
regimes semi-ordenados. Na Fig. 44(a) esta plotado )\515)0@ dentro de um intervalo de tempo,
mostrando claramente como os dois regimes podem ser separados. O limite ¢; = 0,02

¢ indicado pela linha tracejada-pontilhada preta. Figs. 44(b), 44(c) e 44(d) mostram,
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respectivamente, a evolucao temporal dos angulos 08,;2), 08,;4) e «9§73:;4), junto com seu

valor médio (linha vermelha) em uma janela de tempo de 7 = 250. Notamos que no
regime cadtico Sp, todos os angulos sdo uniformemente distribuidos entre 0 e 7, tendo um
valor médio =~ /2. No regime ordenado Sy, o valor médio dos angulos comega a oscilar
fortemente, e valores préximos a 7/2 tornam-se raros. Especialmente o angulo 9&’64) agora
assume valores préoximos de 0 e 7, significando um alinhamento préximo. Como no caso
do mapa acoplado, também aqui as propriedades especificas dos angulos entre variedades

sao responsaveis pelos distintos regimes de movimento.
Regimes e distribui¢goes dos adngulos.

0.25

s, :' =1 — g — (é)

250,2

(1)

(1,4)

b
A\"]‘)\.J ,"1“ [n[,“. i

N
i i

0
0.0x10° 2.0x10* 4.0x10* 6.0x10* 8.0x10*

Figura 44 — (a) Serie temporal dos FTLEs )xé?oﬂr} (1 = 1,2) para o sistema de Hénon-Heiles com
energia E' = 1/6, mostrando os regimes de movimento Sy e Sy. O limite ; = 0,02 é
representado pela linha preta ponto-traco, enquanto a linha tracejada preta indica o
valor 0. Os painéis (b), (c) e (d) mostram, respectivamente, as séries temporais dos
; (172) (174) (374) 3 A3 (172) (174)
angulos 0,77, 05", e 05", (preto), junto com seus valores médios 09502 U350, €

05:;704,)90 (vermelho).
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Figura 45 — Distribuicao dos angulos Q(A’T])w [(a)-(d)] e valores médios 9550)1 [(e)-(h)] para o sistema
Hénon-Heiles com E = 1/6. Em (a) e (e), a trajetéria completa foi considerada. Em

(b) e (f) (9(1’2)), (c) e (g) (G(Alfg):), (d) e (h) (Gg’fi), apenas angulos dentro de cada

1,x
regime de movimento foram considerados.

Como no caso do mapa acoplado, as tendéncias dos angulos, observadas nas
Figs. 44(b)-(d), deve ser verificado investigando a distribuicao dos dngulos dentro dos
distintos regimes de movimento. Os resultados sao mostrados nas Figs. 45(a)-(d) para os
angulos locais Q( 7 ¢ nas Figs. 45( )—(h) para os valores médios. Figs. 45(a) e (e) mostram,
respectivamente, os valores de 61 = » € 0 seus valores médios, para a trajetoria completa.
Embora os valores locais de 9 ’] ) tendem a se espalhar por todo o intervalo do angulo
(exceto 0 e m), as distribuigdes dos valores médios 9250 , parecem distribuicoes gaussianas,
como esperado para um sistema cadtico. Todas as outras figuras exibem as distribuicoes
dos angulos dentro de cada regime de movimento. Para o regime cadtico S; observamos,
quanto a trajetoria completa, que os valores locais de 9§’;) tendem a se espalhar por todo
o intervalo do dngulo (exceto 0 e 7), enquanto seus valores médios 9;{50@ aproximam de
distribuigoes gaussianas. Por outro lado, os angulos locais 9%) do regime ordenado Sy
tém grande probabilidade longe de 7/2 mas também tendem a zero perto de 0 e w. A
excecao ¢ o angulo 6&;4), para o qual encontramos grande probabilidade nas fronteiras,
o que significa que um alinhamento proximo entre as variedades instaveis e estaveis é

esperado.
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7. Medidas do grau de hiperbolicidade parcial

Como foi visto no capitulo 3, que a aplicacdo f : M — M seja hiperbdlica,
parcialmente hiperbodlica ou nao-uniformemente hiperbdlica, depende diretamente de
como o operador D, f* expande (contrai) exponencialmente as diferentes dire¢oes do
fibrado tangente T'M e das relagoes entre as diferentes taxas de expansao (contragao).
Os expoentes de Lyapunov definidos no capitulo 3, através da decomposicao de Oseledec,
caracterizam as taxas dessas expansoes (contragoes) para um tempo assintético. Porém,
estamos interessados numa andlise a tempo finito. As bases para uma analise do grau de
hiperbolicidade parcial a tempo finito também sao fornecidas pelo teorema de Oseledec
através da propriedade de invariancia dos subespacos de Oseledec sob a dindmica no
fibrado tangente, permitindo definir os FTLEs e os angulos médios entre os diferentes

subespacos.

Neste capitulo, abordaremos o problema de quantificar explicitamente e de forma
consistente, o grau de hiperbolicidade, ou mais geral, o grau de hiperbolicidade parcial a
tempo finito 7. Estes quantificadores nos permitira obter mais informacoes para caracterizar
as propriedades dindmicas e geométricas dos sistemas em regides especificas do espago de
fase, além disso, ao serem restritas sobre um tempo finito 7, também poderao ser usados
para estudar fendmenos a diferentes escalas temporais. Os quantificadores sao aplicaveis
para pontos que permitam uma decomposicao de Oseledec, assim como para um conjunto
do espaco de fase com medida maior que zero. Estes quantificadores sao baseados no

conceito da decomposicao dominada restrita as trajetorias de longitude temporal finita.

Comegamos introduzindo, sem muito detalhe, os conceitos tedricos necessarios,
Em seguida, definiremos quantificadores da hiperbolicidade parcial a tempo finito de
pontos no espago de fase, x € M. Depois introduziremos quantificadores sobre conjuntos
com medida maior que zero. Depois definimos cada um dos nossos quantificadores do
grau da hiperbolicidade parcial para conjuntos e finalmente aplicados a dois sistemas. Os
quantificadores serao calculados analiticamente para o sistema de Hénon-Heiles e com um

enfoque mais numérico para o mapa padrao.

7.1 Conjuntos de probabilidade total

Os quantificadores da hiperbolicidade parcial serao aplicaveis sobre um conjunto
do espaco de fase que permita uma decomposicao de Oseledec introduzida na secao 3.1.

De forma mais geral, consideraremos sistemas onde é possivel reformular o teorema de
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Oseledec dizendo que a decomposicao e os limites dos expoentes de Lyapunov associados
aos subespacos seja valido para um subconjunto, A C M de probabilidade total. Um
conjunto de probabilidade total A C M tem a propriedade que p(A) = 1 para a medida

invariante . Em nosso contexto, a medida p é a medida de Lebesgue.

O conjunto M ¢é o espago de fase e o conjunto de probabilidade total A C M
é uma regiao caotica desconectada e normalizada, ver Fig. 46. Os quantificadores da
hiperbolicidade parcial estardao definidos para um subconjunto S C A com medida maior

que zero, ou seja

0<u($)= [dus, W) = 55 (7.1)

onde A(S) é a area/volume no espago de fase, e a igualdade é obtida se e somente se

S =A. pu(S) éigual a porgao da drea S em A. Assim, A é normalizada para a medida p

u(A) = A(A) = /Ad,u =1 (7.2)

Figura 46 — Espago de fase M, regido cadtica desconectada A, regido de interesse S. Cada regiao
A ¢ considerada sendo um conjunto de probabilidade total, isto é, u(S) = A(S)/A(A),
onde A(S) é igual ao valor da medida de Lebesgue do conjunto S.

Os quantificadores da hiperbolicidade parcial dependerao de uma funcao ¢, que
caracterizara a hiperbolicidade parcial de um ponto z, e sera definida abaixo. Assim,
para quantificar a hiperbolicidade parcial sobre o conjunto .S, consideraremos como um

ingrediente natural a média do espago da fungao ¢ em S.

7.2 Conjunto (7,€)-parcialmente hiperbélico

Com os conceitos apresentados, podemos comecar com a construgao de nos-

sos quantificadores da hiperbolicidade parcial. Nesta secao definiremos os conjuntos
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(7,€)-parcialmente hiperbodlicos. Esses conjuntos vao ser definidos através de uma modifi-
cagao da decomposicao de Oseledec 7-dominada. Chamaremos a esta modificagdo como

decomposicao (7,6)-dominada, definida como segue.

Seja M uma variedade compacta de dimensao d > 2. Seja f : M — M um
difeomorfismo e A C M um conjunto f-invariante. Supor que para cada r € A existem
subespacos nao nulos EJ(}) e Eg(f) tal que T, M = Eg(cl) &) Eg(f), a dimensao de Eg(gl) e Ef)
sao constantes para todo x € A e igual a d; e ds, respectivamente. Os subespagos sao

D f-invariantes: Dfm(Ea(ci:w)) = E](fzkz)172)'

Definicao. Seja e > 1/2 e 7 € R, dizemos que T,M = EVY ¢ EP? 6 uma

decomposicao (T,€)-dominada se

| D, £ ||

<k, (7.3)
| D, frol)||

onde v € EY e vf) € EY) sdo vetores unitarios. || D, fTvg(f) % pode ser visto como o

volume de um hipercubo. Assim, a desigualdade (7.3) pode ser vista como a relagao de
expansao (contra¢ao) de volumes entre subespagos depois de uma evolugdo por um tempo

7. De forma mais geral, uma decomposicao ThaM = EVg...oEW ¢ (7,6)-dominada se

||D$f‘rva(ci) di <

1D, frof||4

Vi<j<k, (7.4)

onde vi € B @ ES™V @ EP e vl € EY @ EV™V @ EP. Dizemos que uma decom-
posicao T, M = EVa...0 EP ¢ (1,6)-dominada em z, para algum ponto x € A, se
é (7,e)-dominada quando restrita na trajetoria {f7(z);7 € Rt} de x. Se a decomposi-
cao T, M = EVg...oEY ¢a decomposicao de Oseledec, entao dizemos que é uma

decomposicao de Oseledec (7,€)-dominada.

Os FTLEs podem ser vistos como a taxa de expansao (contra¢ao) logaritmica de
vetores unitarios evoluidos por um tempo 7. De forma andloga, podemos definir a relagao

das taxas de volumes entre os subespacos Eg(f) e E;E;j ), denotado por h%% pela seguinte

hgg) = —log Hf—v()l , (7.5)
-7 || Do frvs||%
onde v\ € EY i) € EY, d; = dim B e d; = dim EY). A relacio (7.5) em termos dos
FTLEs fica

expressao

hid) = A0 — dAY). (7.6)

T?'I: b
Considerar volumes e nao vetores nos permitira dar um peso a dimensao dos subespagos nos

quantificadores da hiperbolicidade parcial. Definamos agora os pontos (7,¢)-parcialmente

hiperbdlicos e os conjuntos (7,€)-parcialmente hiperbdlicos.
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Defini¢ao. Dizemos que x é (7,€)-parcialmente hiperbdlico se T, M permite uma

decomposigao de Oseledec (7,¢)-dominada. Ou equivalentemente, se

INOIEING) S
eTdirr TN e Vi > j. (7.7)

Definicao. Seja S C A, entdo designamos por 5L C S ao conjunto composto por

todos os pontos x € S que sao (7,€)-parcialmente hiperbélicos, ou seja
S© —{reS:z é (r,) — parcialmente hiperbélico}, (7.8)

Sﬁe) serd chamado como o conjunto (7,€)-parcialmente hiperbdlico de S. Em relagao a

medida p temos as seguintes desigualdades

0<p(SY) < p(S)<p(h)=1 (7.9)

7.3 Quantificadores da hiperbolicidade parcial

Estamos prontos para definir de forma geral os nossos quantificadores da hiperbo-
licidade parcial. Como pode ser previsto da se¢ao anterior, dado o conjunto S, para cada
janela temporal 7 e pardmetro € > 1/2, pode ser definido um valor da hiperbolicidade
parcial. Portanto denotaremos os nossos quantificadores da hiperbolicidade parcial como
quantificadores do grau da (T,€)-hiperbolicidade parcial, que pode ser sobre pontos ou

conjuntos especificos do espaco de fase.

Os quantificadores do grau de (7,e)-hiperbolicidade parcial sobre o conjunto S C A,

com p(A) = 1, dependerao diretamente de dois fatores:

(i) A relagdo das medidas entre o conjunto (7,e)-parcialmente hiperbélico 59 e o

conjunto S, que denotamos por ug’e), e definido como

(rey _ (S 9)
0< pug™ = W <1. (7.10)

(ii) A média de espago de uma funcio ¢, , p-integravel sobre o conjunto S

5(5) =
P (5) = (S) /SsoT,xdu. (7.11)

A funcao ¢, , quantificard as propriedades da decomposicao de Oseledec em = € A,
isto é, dependerd do conjunto dos expoentes de Lyapunov a tempo finito, da dimensao
dos subespacos de Oseledec, do conjunto de angulos médios entre os subespacos e

da janela temporal 7.
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Como ¢, , depende de propriedades apropriadas da decomposicao de Oseledec, entao o

limite 7 — oo ¢ herdado para a funcao ¢, ., e portanto o limite ., existe.

Se o numero ¢, , caracteriza apropriadamente a (7,€)-hiperbolicidade parcial do
ponto x € A, entao, se x é um ponto (7,€)-parcialmente hiperbélico, ¢, é considerado

como o grau de (7,€)-hiperbolicidade parcial de x.

Além de definir (7,€)-hiperbolicidade parcial dependente de 7 e €, definiremos dois ti-
pos de (7,€)-hiperbolicidade parcial para o conjunto S. A primeira delas, a (7,€)-hiperbolicidade
parcial absoluta, dependerd diretamente do valor da média do conjunto u(SﬁE)). O segundo
tipo, a (7,€)-hiperbolicidade parcial relativa, dependerd da relagdo entre o valor da média

do conjunto 59 ¢ o valor da media do conjunto total S.

7.4  Quantificador da (7,¢)-hiperbolicidade parcial absoluta

Seja S C A com medida diferente de zero, 1 (S) > 0. O grau de (7,€)-hiperbolicidade

parcial absoluta do conjunto S C A, denotamos por 9, (.5), é definido como

1
9, (S) = pu79 5 (SO :—/ . 7.12
< (8)=ng"" B (87) (5 Jao £ (7.12)

Vemos que estes quantificadores dependem diretamente da relacao da medida ug’e)

e do valor médio ® <S§6)>. Sejam S e S” dois conjuntos de A, entao
re (8) = Vre (S) = 0B (89) =nE0 B (89)  (7.13)
ou equivalentemente
¢ s <S§e)> =7 <SIT(€)>, entdo ¥, (S) < ¥, (S') se e somente se p? < ple.

o se ug’f) = ug,’e), entao ¥, (5) < U, (5') se e somente se P (5’9) <p (S/T(E)>.

Fixando €, para 7 assintéticos, o conjunto de pontos (7,€)-parcialmente hiperbélicos
(OO7E) —

converge ao conjunto total, entao, ug "’ = 1, e portanto
1
1 (S) Js

além disso, se f é ergddico em A, entdo ¢, nao depende do ponto z. Assim,
Voo () = Cte < o0 VS CA. (7.15)

Em outras palavras, o grau de (7,¢)-hiperbolicidade parcial absoluta para 7 assintotico é
finito e independente do subconjunto S. Fixando 7, temos a seguinte desigualdade para a

relagdo de medidas
G > pe Ve<e, (7.16)
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isto é, dada uma janela de tempo 7, o niimero de pontos (7,€)-parcialmente hiperboélicos
¢ igual ou menor quando o valor de € aumenta. Se ¢ aumenta, significa que pontos
(7,€)-parcialmente hiperbdlicos devem ter uma decomposi¢do de Oseledec (7,¢)-dominada
mais pronunciada, e em consequéncia, um maior grau de hiperbolicidade parcial é esperado.
Porém, existe a possibilidade da média diminuir ao aumentar ¢, sendo mais provavel para

valores pequenos de T e €.

Daqui em diante vamos supor que f : A — A é ergddico, entdo os expoentes de
Lyapunov sao constantes para quase todo x € A, assim como também o limite dos angulos

médios entre subespacos de Oseledec, 0&2 = cte. para i # j.

7.5 Quantificador da (7,€)-hiperbolicidade parcial relativa

Seja S C A com medida diferente de zero, i (S) > 0. O grau de (7,€)-hiperbolicidade

parcial relativa do conjunto S C A, que denotamos por ¢, (.5), é definido como

— (e)
%) (ST )
(1,€) (16) —(75€)
e (9) = p09 T2 = 09 5, 7.17

( ) S ") (S) S S ( )

Vemos que esses quantificadores dependem diretamente da relagdo da medida pg e da rela-
cao das médias da funcao ¢, entre o conjunto 59 e o conjunto S. A (,e)-hiperbolicidade
parcial relativa é maior (menor) quando a média de ¢, , dos pontos (7,¢)-parcialmente
hiperbdlicos é maior (menor) que a média do conjunto total S. Sejam S e S’ dois conjuntos

de A, entao

Gre (S) = 6,c (5" — us? 75 = g g5 (7.18)

)

ou equivalentemente

e se P =309 entdo o () < 6re (S') se e somente se p§) < pG.
o se ug’ﬁ) = /Lg,’e), entdo ¢, (S) < 6. (5') se e somente se Eg’e) < @ng,’E).

Fixando €, para tempos assintoticos 7, o conjunto da (7,e)-hiperbolicidade parcial

relativa converge para um, independente do conjunto S C A.

7.6 Definicao explicita da funcao ¢,

Neste ponto, os quantificadores foram definidos de forma geral. O ultimo que
falta é definir explicitamente a funcao ¢, que vai caracterizar o valor do grau de
(1,€)-hiperbolicidade parcial do ponto # € A quando restrito a trajetéria {f7(x)}. Na

definicao da funcao ¢, ,, consideraremos a relagdo de volumes, h%), a dimensao dos
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subespacos de Oseledec, d; = dim Eg(f) e o angulo médio entre os subespacos de Oseledec,

9&? ), Assim, vamos considerar trés diferentes func¢oes, denotados por gp(#%, goQ% e go&f’;,

respectivamente. 4,05133 vai depender de h(ﬁg) e d; = dim Ez(f), gogg)c vai depender unicamente

A L1 -3 . . L
dos angulos médios e a funcao cp(m)c vai depender destas trés observaveis.

7.6.1 Funcao um, go%

. . 1 , . ’ ~ ~
O primeiro caso 903,25, é natural considera-la como uma funcao da relacao das taxas

de volumes (7.5), isto porque é usado no critério de hiperbolicidade parcial. Além disso,
também consideramos a dimensao dos subespacos de Oseledec. Definamos a fungao cp%

da seguinte forma

B S P (719)

onde hZTJgC ¢ a taxa da diferenca de volumes definida na equacao (7.5), d; e d; sao as
dimensoes dos subespacos Eg(f) e Eg(f), respectivamente. De forma geral, esta quantidade
tem tanto valores positivos como negativos.

Se cp% > (0 entao a decomposi¢ao de Oseledec é predominantemente dominada
considerando pares dos subespacos de Oseledec, de forma similar, se gpgg); < 0 entao os pares
de subespagos de Oseledec predominantemente violam a relacdo de dominagao parcial. A

funcao gp% pode ser escrita em termos dos FTLEs como segue

k-1 k (@) (9)
ni)\'r,z —n ’)\T,z
=33 el (7.20)

n; n;
i=1 j=it1 i

Para entender melhor a expressao anterior, vamos escrevé-la na forma matricial.

Definamos a seguinte matriz

[ aY S
di+dy di+d2 d1+dy
R vy hY
( ( da+dy da+ds da+dy,
) _ ]
a') = [Hij = : (7.21)
sy e o)
| dptdi di+da d+di

Cada termo desta matriz relaciona propriedades entre dois subespagos de Oseledec. Vemos

que a matriz é anti-simétrica, e o termos da diagonal sdo nulos, isto é

[H)], = [HY)] [(HY)]. =0 (7.22)

Tz ] jj T,x
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(1) 4

Assim, @7 € simplesmente a soma dos termos superiores da matriz HLQ, ou equivalente-

mente .
1
o =13 Timey, - ]| 2

O termo [pr] ¢é proporcional a h(ﬁg , portanto, a sua interpretagao é equivalente. Os
ij
termos da matriz ficam em funcao dos FTLEs como segue
el didin — d\h
di+d;  di+d;

(HY)] ;=

T,% 14

(7.24)

7.6.2 Funcao dois, gpf%

Seguindo a ideia de estudar a hiperbolicidade parcial a partir dos angulos entre

. 2 ~ .
os subespacos de Oseledec, vamos definir apﬁ% como sendo uma fung¢ao unicamente dos

angulos médios, 095 ), Vi # j.

Denotemos por 0., = {995)& #7075 =1,... ,k:} o conjunto de angulos médios

em x ao restrita a trajetoria { f7(x)}. Definamos QDEFQ% como sendo

<p£2; =E[sinf,,]. (7.25)

Esta quantidade é mais clara, quanto maior o angulo entre os subespagos, maior o valor

de gom)g Sempre ¢ positiva no intervalo cpm); e (0:1].

7.6.3 Funcao trés, @533);

Para a terceira funcao gp(T ) serdlo considerados tanto os valores de hgg , a dimensao

dos subespacos d;, e os angulos médios ngj . Definamos a fung¢ao gogg)ﬁ como segue

R gin 9”

>y PR o (7.26)

i=1 j=i+1

Esta quantidade tem tanto valores positivos como negativos. De forma analoga que a

primeira funcao, se gog?’% > 0 entdao a decomposicao de Oseledec é predominantemente

dominada considerando pares dos subespacos de Oseledec. Se Se go( )

< 0 entao os pares
de subespagos de Oseledec violam a relagao de dominagao predominantemente. O valor
absoluto ](p(:’%] ¢ maior se a diferenca da magnitude dos vetores depois de serem evoluidos

por um tempo é maior ou angulo médio é maior.
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Também podemos levar a func¢ao em forma matricial através da seguinte matriz

h.gg’gl) sin 97(-?51)

hgf) sin 95-}562)

di+d1

hgg’cl) sin GSQ’CU

di+da

hg;ﬁ sin 95?3’02)

hs%;tk) sin Ogg’f)

d1+dy,

h(TQ’;c]€> sin 9&?;})

(3 . (3 . do+dq da+do do+dy
HT,JC - [H‘r,x]w - (727)
hS-k;El) sin Gﬂ(-kg’tl) hS-kg’Dz) sin 9,(-%2) h.(rk;gk) sin Ofrkg;M
L di+d1 dy+ds2 di+dy, .
A matriz também é anti-simétrica, e o termos da diagonal sao nulos, isto é
G — _[g® 31 —
[HT,ij - [HT,Z]]@‘ ’ [HT,:EL@' =0. (7'28)

. 3) 4 . . 3
Assim, cp(T% ¢ simplesmente a suma dos termos superiores da matriz Hﬁ,ﬁ, ou

equivalentemente
k
1 T
o =5 3 (1, - ()] | (729
ij=1
O termo [HQ} ~em funcao dos F'TLEs fica como segue
ij
. . (i) )\ wiy pld)
R gin U (de: — dj)\T,x> sin 07
[HE)], = == = (7.30)

d; + d; d; + d;

7.7 Quantificadores explicitos do grau da hiperbolicidade parcial

Definida a funcao ¢.,, obtemos um conjunto de quantificadores do grau de

(7,€)-hiperbolicidade parcial de x € A e sobre conjuntos S C A. Dado que definimos trés
fungoes go(TZ;E:l’Z’?’, entao temos trés conjuntos para quantificar o grau de (7,¢)-hiperbolicidade

parcial.

Defini¢ao: Seja x € A um ponto (7,e)-parcialmente hiperbdlico, entdo o grau

de (7,e)-parcialmente hiperbélico de € A restrita na trajetéria {f7(z)} ¢é pode ser

quantificado pelas fungoes cp%-, 9093; e 90533; Lembrando que um ponto é (7,¢)- parcialmente

hiperbdlico se T, M tem uma decomposigao de Oseledec (7,e)-dominada, h(fﬁ) <e Vi>j.
Vemos que para um ponto (7,€)-parcialmente hiperbdlico os trés quantificadores locais,

(1’273) S 141
pre’ sao positivos.

O grau da (7,e)-hiperbolicidade parcial absoluta do conjunto S C A é definido
como
i=123.

. ) 1 )
ﬁwsz<m4%:——/ ) dy. 7.31
’7’,6( ) Hs @ L (S) S,g_e) 907-,30 H ( )
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E finalmente, o grau da (7,¢)-hiperbolicidade parcial relativa sobre o conjunto S C A é

dado por

D (8) = pg == i=123. (7.32)

)

7.8 Quantificadores da (7,€)-hiperbolicidade

A hiperbolicidade parcial é uma condi¢ao mais ampla do que a hiperbolicidade. Por-
tanto, os quantificadores introduzidos, viram quantificadores do grau de (7,¢)-hiperbolicidade

nos seguintes casos.

e Se f: A — A éum mapa e para quase todo x € A, o espago tangente T, M pode ser
decomposto como
.M =EY @ E®. (7.33)

onde E™ é o subespaco composto pelos subespacos de Oseledec maior que zero e
ES 6o subespago composto pelos subespacos de Oseledec menores que zero. Entao

os quantificadores introduzidos sao quantificadores da hiperbolicidade, em particular,
da (7,€)-hiperbolicidade.

e Se f: A — A éum fluxo e para quase todo = € A, o espaco tangente T, M pode ser
decomposto como
.M =EYaEY o E®, (7.34)

onde E" é o subespaco composto pelos subespacgos de Oseledec maior que zero,
E;,(;c) tem dimensao um e E;gs) ¢é o subespago composto pelos subespacos de Oseledec
menores que zero. Entdao os quantificadores introduzidos sao quantificadores da

hiperbolicidade, em particular, da (7,€)-hiperbolicidade.

No que segue do capitulo, vamos aplicar esses quantificadores a dois sistemas,
o sistema continuo de Hénon-Heiles, para este sistema s6 definiremos explicitamente os
quantificadores. O segundo sistema, o mapa padrao, vai ser estudado numericamente,
obtendo mais detalhes da informacao que os quantificadores podem fornecer. Nestes casos,
os quantificadores de (7,€)-hiperbolicidade parcial sao simplesmente quantificadores da

(7,¢)-hiperbolicidade.

7.9 Hiperbolicidade no sistema Hénon-Heiles

Como foi visto no capitulo (4), no caso do sistema de Hénon-Heiles, o espectro
de Lyapunov é composto por trés expoentes de Lyapunov, AW = A, AP =0e Y = -\
Os trés subespacos de Oseledec, B\, EX? ¢ E{, tem dimensio d, = 1, d, =1 e d. = 2,

respectivamente.
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Aplicando a relagao de expansao de volumes para o sistema Hénon-Heiles (7.5),

obtemos as seguintes trés quantidades em termos dos FTLEs

B = A& 2\ i =AM — L) B =20 — Ae). (7.35)

T,x7 T,x7 T,

Um ponto « € A no sistema de Hénon-Heiles é (7,€)-hiperbdlico restrito a trajetéria

{/f7(x)} se

. _ (u,c) _ (u,s) _ (c,s)
min {e Thra | gTThre oTThr }S €. (7.36)

Se x € A é (1,€)-hiperbdlico, entao o seu grau de (7,€)-hiperbolicidade considerando

o quantificador #20

k-1 k hq(_z,ﬂg) 3 hs—léj) hgf) hq(—lﬁ) hs_lf) h5—2§¢3)
()05—1% — ) — ) + ) — B + ) + )
o Z dit+d;  Z=1+d; 3 3 2 3
i=1 j=i+1 j=2 (7 37)

(u s
AW — 4\ 4 30— 3x6) 44N — o) 5 (A - %)
6 N 6 ’

onde os indices 1 — 3 estao relacionados aos subespagos instavel, central e estavel, res-

pectivamente, e dy,ds e d3 sao as dimensoes dos subespacos instavel, central e estavel,

respectivamente. Considerando o quantificador 90(72%

sin ©®€) 4 gin O®s) 4 gin O¢)
3 (7.38)

gp(f; =K [sin @(ng)} =
_ 28in);, +sin©,,
— : _

E considerando o quantificador gpsgg)c

k-1 k (4,7) _- (4,7)
hr’’ sin ©
(3) — _ Z Z fra S Pz
i
i=1 j=i+1 di + d;

hY sinel;? N h5 sin e . K2 sin 023
B 3 2 3

1
=5 [2 (hgﬁ) + h(ff’)) sin 2, ; + Sth) sin @m] (7.39)

1
=5 [2 (A =202 + 202 — X)) sin Q. + 3 (A1) =A%) sin©, ]

1
=5 [2 (AN = A sin Q4+ 3 (A — AP) sin©,, ]

1
=5 (A% = A8)) 25in Q.. + 350 O,,].

Resumindo
1) BA = 5AE) ,  2sinQ, +sin0O,,
Pra :T7 Pra = 3 )
W) (s : . (7.40)
()\m; — )\m> [2sin €, , + 3sin O, ,]
o) = :

’ 6



Capitulo 7. Medidas do grau de hiperbolicidade parcial 99

Os valores assintdticos ficam

1y _ OA 2 _ 2sinQ+sin® 3 2)\sinQ+3)\sin®.

= = = 7.41
gpoo,x 3’ Sooo,z 3 (poo,a: 3 ( )

A partir destas medidas de (7,€)-hiperbolicidade local, as medidas sob conjuntos podem
ser definidas explicitamente usando as equagoes da segao (7.7) para os quantificadores da

(7,€)-hiperbolicidade absoluta e relativa sobre conjuntos no sistema de Hénon-Heiles.

7.10 Hiperbolicidade no mapa padrao

Na continuacao apresentamos os resultados numéricos dos quantificadores do grau
da (7,€)-hiperbolicidade aplicados ao mapa padrao. Na se¢ao (4.8) vimos que o teorema
de Oseledec nos permite dividir o espaco de fase do mapa padrao em regioes segundo a

sua decomposicao de Oseledec do fibrado tangente.

(1) Regioes regulares ou ilhas de regularidade, 2. Um ponto do espago de fase x € M
pertence a regiao {2 se a sua decomposicao é trivial, e portanto, com espectro de

Lyapunov trivial.

(2) Regioes cadticas, A. Um ponto do espaco de fase € M pertence a A se o cor-
respondente espago tangente, T, M pode ser decomposto num espaco que expande
assintoticamente com expoente de Lyapunov A e um subespago de Oseledec que

contrai assintoticamente com expoente de Lyapunov —A.

Além disso, a regiao cadtica pode ser decomposta em regides desconectadas e
invariantes com a aplicacdo do mapa. Seja f : M — M a aplicacdo do mapa padrdo
com parametro nao linear £ > 0, considerando a decomposi¢do do espaco de fase em
regioes caodticas e regioes regulares M = A U ). A regiao cadtica pode ser decomposta em

subconjuntos invariantes de f, ou seja
A=[JAD, ADNAD = {9}, (7.42)
onde a invariancia é dada por
FHAD) = AD) FEAD) N1 (AD) = {0}, vt (7.43)
A medida de Lebesgue (drea no espago de fase) cumpre que

pA) =3 (A%) (7.44)

onde p (A(i)) é equivalente a 4rea do conjunto A® no espaco de fase. A seguir normalizamos

estas medidas para cada regiao desconectada.
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7.11 Medida de probabilidade total para A"

As defini¢oes dos quantificadores da (7,¢)-hiperbolicidade foram definidas para
conjuntos invariantes com medida de probabilidade total, porém, temos que u(A®) # 1.
Para solucionar isto, basta encontrar uma medida p¥ para cada regido cadtica. A mais
natural é considerar a renormalizacdo de ;o para cada um dos conjuntos A®. Seja S C
A® C M, entdo

,u(i)(S) = % — p® (A(i)) =1 (7.45)
Com esta medida de probabilidade total, as medidas de (7,€)-hiperbolicidade introduzidas
no capitulo anterior podem ser aplicadas a qualquer regiao cadtica A,(Q ».- Para valores do
pardmetro nao linear no caos local (k < k.), cada um das regioes caéticas desconectadas
gera um conjunto, A®, com u(A®) > 0, enquanto para valores de caos global, (k > k.),
existe uma regido caética principal Agsy, onde pu(Agsp,) — 1 quando k — oo. Por
simplicidade, denotaremos simplesmente como | para qualquer conjunto, lembrando que

esta medida depende de cada conjunto a ser considerado. A medida de Lebesgue do conjunto
A, n(A), serd chamada de area de A.

7.12  Quantificadores da hiperbolicidade para o mapa padrao

Definicao. Seja f : M — M a aplicagdo do mapa padrao, seja € > 1/2 e x € A tal
que T, M permite uma decomposicao de Oseledec, entao dizemos que z é (7,¢)-hiperbdlico

restrita na trajetéria {f7(x)} se

7,,(8)
IDof]]

— < ¢, (7.46)
1D frol)|

onde v € B vl € E™. Sendo AY) e A os FTLEs, a desigualdade (7.46) levado em

termos da relacao de volumes é

_ (u) _y(s)
7Th-r,;v —e T(AT,Z >\T,z> < 6, (747)

e

onde h(Tf‘;,’;s) = h., é a taxa da relacao de volumes ou neste caso a diferenca dos FTLEs. Para
o calculo dos quantificadores da hiperbolicidade parcial no mapa padrao, consideramos s6
o caso para € = 1/2. Chamaremos de 7-hiperbolicidade & (7,1/2)-hiperbolicidade restrita
na trajetoria { f7(z)}. Assim como também, os pontos (7,1/2)-parcialmente hiperbélicos
serao chamados de pontos 7-hiperbdlicos e o conjunto Sy relagdo da area ,ug’l/ ?) serdio
denotados por S; e ug, respectivamente. Aplicando as funcoes introduzidas nas secoes
(7.6.1)-(7.6.3), obtemos os seguintes quantificadores explicitos da 7-hiperbolicidade local

do ponto x € A para o mapa padrao:

hT.’I? .
fra =5 @) = sin (6:.). ) = TSI (T48)
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E em consequéncia, os quantificadores da 7-hiperbolicidade absolutas (7-HA) e 7-hiperbolicidade
relativa (7-HR) para conjuntos S C A também estarao definidos, e serao denotados por
PU=E23) o gﬁi:1,2,3)7 respectivamente. Os conjuntos de S C A serdo chamados de regides

calticas.

7.13 Resultados da 7-hiperbolicidade para o conjunto total

Consideremos primeiramente que S = A para estudar numericamente os diferentes
quantificadores da 7-hiperbolicidade, ou seja, a T-hiperbolicidade da regiao total A, com

area normalizada p(A) = 1.

Dado um valor do parametro nao linear k, vamos focar o estudo da 7-hiperbolicidade
na regiao cadtica principal, isto é, na regiao cadtica com maior drea no espacgo de fase.

Este estudo sera feito em funcao do parametro k e da janela temporal 7.

Assim, para A as medidas 7-HA e 7-HR ficam

20
3(i r —(i ~(i . P (Ar)
00 =y P9 (A,) W = iy S0 (A) (7.49)

Nas Figs. 47(a)-47(c) sdo mostradas as regides caéticas principais, A, para trés diferentes
valores do pardmetro nao linear: (a) k = 0,55, (b) k = 1,25 e (c) k = 5,0. Nas Figs.
47(d)-47(f) sdo mostrados os conjuntos Ay, isto é, os correspondentes conjuntos de pontos
que sao 1-hiperbdlicos em A. A cor preta representam os pontos que nao sao 1-hiperbdlicos.

Vemos que pontos em torno do ponto periédico hiperbdlico (m,0) sempre sdo pontos de A;.

As Figs. 47(g)-47(i) mostram a relagao entre a area pu(A;) e u(A) em funcao do
tempo 7. Como é esperado, a medida que o tempo vai aumentando, a area do conjunto
i (A;) vai sendo igual a drea de u(A) = 1, sendo mais rdpida esta convergéncia para valores

grandes de k.
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Figura 47 — De esquerda para a direita k = 0,55, k = 1,25 e k = 5,0. (a-c) regiao principal A no
espaco de fase, (d-f) regido 1-hiperbélico A._;/» € A e (g-i) proporgao de area entre
o conjunto Ac_y/p e A, pufy = pu(Ae)/pu(A), em fungdo de 7.

T-hiperbolicidade de A em funcao de 7. O comportamento da 7-HA e a 7-HR

para a regiao total A sd@o os mesmo, salvo uma constante. Isto pode ser visto da equacao
(7.49)

, T B0 (A 9% 510
= B (A,) =5 = o VT (7.50)
©r (A) ©r (A) Poo,x

onde gpgfo)@ = constante para o mapa padrao. Com a diferenca de que o valor assintotico

(1:172a3)

convergira para (so z nos quantificadores da 7-HA, enquanto o valor assintético da

7-HR ¢é 1 para os trés casos.

Estudemos o comportamento da primeira medida gogg); = h,,/2 para diferentes
valores do parametro nao linear. Na primeira linha da Fig. 48 sao mostrados os valores
para k = 0,55 (cor preta), k = 0,90 (cor verde) e k = 1,25 (cor azul), enquanto a segunda
linha os resultados corresponde para os valores k = 2,50 (cor vermelho), k = 5,0 (cor
amarelo) e k = 10,00 (cor café). A primeira coluna corresponde aos resultados da 7-HA,

U,(A), e a segunda coluna os resultados para a 7-HR, & (A).

Para tempos grandes 7 > 1, o valor de ) converge ao valor do expoente de

Lyapunov maior A, esse valor é mostrado em linha continua nas Figs. 48(a) e 48(c).
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Podemos concluir entdo que o valor assintotico da 7-HA cresce com o pardmetro nao linear

)

k, enquanto o valor assintotico de Mg para qualquer valor de k.

Dado que o comportamento é similar, a analise para valores menores de k sera
feito no quantificador da 7-HR. Vemos que para os menores valores de 7 e k, o valor
da 7-hiperbolicidade é menor que o valor assintotico, ultrapassando este valor quando
T aumenta e convergindo ao valor 1 para 7 — oo, ver Figs. 48(a)-48(b); Quanto maior
o valor de k, o valor inicial da 7-HR vai aumentando até ultrapassar o valor de 1. Para
valores ainda maiores de k o valor da 7-HR é maior que o valor assintético 1 para todo
T, ver 48(c)-48(d). Para todo valor de k, o valor da 7-HR e da 7-HA do conjunto total A

convergira por acime deste.

0,220 S 1,100
(a) 0,200 - - ®) 1080 |
o180 L7 ; 1060 |
= 0,140 | 4 5 1,040 ¢
=0,120 f 1 1,020 ¢
o}~ L m
0,060 & : 0,980
0040 Lo 0,960 L : : : :
1 2 3 45 6 7 8 9 10 5 10 15 20 25 30
T T
1,800 1,001 S
(©) 1,600 @) 01 | FZ0m00 -
1,400 1 1,000 | k=10.00 —o—
g a0 | % 000 fe et ]
0,800 - ] 0,999 | o / 1
0,600 + | 0,999 1/ 1
0400 L v 0099+
1 15 2 25 3 35 4 45 5 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
T T

Figura 48 — (7,3)-hiperbolicidade usando 9099)5 = hry/2. () i) (A) para k = 0,55, k = 0,90 e
k=125 (b) &Y (A) para k = 0,55, k = 0,90 e k = 1,25; (c) 9% (A) para k = 2,50,
k=500 ek =10,00; (d) ¢ (A) para k = 2,50, k = 5,00 e k = 10,00.

Com o objetivo de explicar os resultados, podemos demonstrar que

W (ALY > 5 (A) = o), = ), (7.51)

. 1) ., . . 1.
isto porque o valor (,0(79)5 é sempre maior para um ponto 7-hiperbdlico se comparado com

um ponto nao 7-hiperbdlico. Assim, observando as Figs. 47(g)-47(i), podemos ver que a
T-hiperbolicidade para valores de 7 e k pequenos é menor que o valor assintético porque a
relacio das 4reas p} ainda é menor que o valor médio M (A,). Para k > 2,5, a relacdo
uy ~ 1, portanto a 7-hiperbolicidade ficard acima do valor assintético pois (7.51) é

satisfeita.

Para a segunda medida que s6 depende do angulo médio, a 7-HA e 7-HR sao

mostradas na Fig. 49, tendo o mesmo formato que a Fig. 48. Vemos que o valor assintotico
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para 1952) ¢ sin O, = sin @ independente do ponto = € A, enquanto 1%2) vai para 1. Para k
pequenos, Fig. 49(a), vemos que enquanto menor o valor de k, menor o valor assintético de
5‘(72); para valores grandes de k o valor assintético fica ao redor de sin(mw/4). A convergéncia
¢é mais rapida quando k é maior.

3(2) (2 < ,
Vemos que 195 ) e §§ ) sempre sao menores para todos valores de k£ é 7, e crescendo

monotonicamente enquanto 7 aumenta. Este comportamento é similar ao comportamento

da relacao das areas u%, o que pode indicar que tanto para pontos 7-hiperbdlicos como
A

para nao 7-hiperbdlicos, podem ter qualquer valor de angulo médio. Isto vai ser estudado

com maior detalhe na seguinte secao.

0,55 — 1,00 ,
(@) 0,50 F sy (b) 0,95
0,45 | 1 g,gg .
R 0,40 + 1 0:80 7
a. 035 T 0,75 ]
= 0,30 f T 00 ]
0,25 . 0,65 =055 —e
0,20 ] 0,60 =0.90 1
0,15 § 1 0,55 —125 —«— -
0710 L L L L L L L L L 0750 L L L L L L L L L
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
T T
0,74 1,02
(c) 0721 @) 1,00 oevsprseenes
0.68 |f 098 F " 1
=~ 0,66 s 096 1
= 0,64 F 094 b/ i
0,62 |1 092 |/ k=25 —— |
0,60 1 k=50
0,58 § 0,90 k=100 —=— |
0756 d L L L L L L L L L 0788 L L L L
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 5 10 15 20 25
T T

Figura 49 — (7,1)-hiperbolicidade usando (p(TQ% =sinf;,. (a) 7P (A) para k = 0,55, k = 0,90 e
k=125 (b) & (A) para k = 0,55, k = 0,90 e k = 1,25; (c) 9'2 (A) para k = 2,50,

k =5,00e k= 10,00; (d) &¥ (A) para k = 2,50, k = 5,00 e k = 10,00.

De forma similar, na Fig. 50 sao mostrados os resultados para seis valores de k,

para os ultimos quantificadores 7¥ e )

, que dependem tanto do valor de A, como do
N JO T (3 . A~ . , . .
angulo médio 0, ,. Neste caso ¥ = Asind e novamente, a convergéncia ¢ mais rapida

quando k é maior.

Para todo valor de k, a 7-hiperbolicidade fica acima do valor assintotico. Para k
pequenos observamos que a 7-hiperbolicidade alcanca um méximo, tendo valores signifi-
cativamente maiores que o valor assintotico. Uma possivel explicagao pode ser obtida a
partir da Fig. 23, onde vemos que para 7 = 1 a probabilidade de obter angulos proximos
a zero ¢ maior quando o valor absolutos de h;, ¢ menor. O que pode indicar que para
pontos T-hiperbdlicos, o produto de h., com sinf,, ¢ em média maior que para pontos

nao 7-hiperbdlicos.



Capitulo 7. Medidas do grau de hiperbolicidade parcial 105

@ 0,160 — ” 1,100
a) 0,140 | 1,090 t
0120 | “veve ] 1,080
' 1,070
o~ Ol00 _ 1,06()2
&5 0,080 L {1 = 1,001
0,060 |- 1 %8%18 F
0,040 f""m ] 1,020
0,020 L 1010
ooo0 Lo . 1,000 Lot :
5 10 15 20 25 30 35 40 45 5 10 15 20 25 30 35 40 45
T T
1100 g o0 k= 0250
) %(1)88 I | @ 1001t k = 05.00 1
0,900 1 1,000 + E=1000 —o— |
5, 0800 S (S ]
= 0,700 =& 1,000 PRAS S TS . .
0,600 - 1 L i
0,500 F ] 1,000 3
0,400 ¢2see 1,000 4l B
0~300 I I I I I I I I 07999 .. | L L L L | |
5 10 15 20 25 30 35 40 45 5 10 15 20 25 30 35 40 45
T T

Figura 50 — (7,3)-hiperbolicidade usando gpg’% = h;,sinf; /2. (a) 1S (A) para k = 0,55, k =
0,90 e k = 1,25; (b) &¥ (A) para k = 0,55, k = 0,90 e k = 1,25; (c) 9'¥ (A) para
k=250, k=500 e k=10,00; (d) ¢& (A) para k = 2,50, k = 5,00 e k = 10,00.

7.14 Resultados da 7-hiperbolicidade para regides com u(S) < 1

Uma das principais motivacoes de obter quantificadores da 7-hiperbolicidade
é poder diferencar diferentes dindmicas dentro de una regiao cadtica desconectada A.
Nesta secao verificamos que os nossos quantificadores da 7-hiperbolicidade sao sensiveis a
diferentes comportamentos, assim como também, analisamos como é o comportamento
destes para diferentes regides onde espera-se dindmicas diferentes. Para isto, estudamos a
T-hiperbolicidade de regides préximas a pontos periddicos hiperbdlicos (PPH) e de regioes

em torno de ilhas de regularidade.

Fixamos o valor do pardmetro nao linear £ = 1,25. Dividiremos essa anélise em
duas partes, a primeira parte estudaremos como a 7-hiperbolicidade depende de uma regiao,
a outra em fungao da proximidade do ponto peridédico hiperbdlico (7,0). A regido mais
proxima ao ponto sera denotada por S, enquanto a regiao mais afastada sera denotada
por S,. Estas regides estao representadas nas cores verde e azul respectivamente na Fig.

51. A cor roxa é parte da regiao cadtica A e as ilhas de regularidade estao em cor branca.

Na segunda parte, nés escolhemos duas regides cujos pontos estdao em torno de
ilhas de regularidade, com isto estudamos a influéncia destas sobre a 7-hiperbolicidade.
As regioes escolhidas sao mostradas na Fig. 51, a regidao de cor rosa, denotada por S, é
influenciada por 4 ilhas relevantes. Enquanto a regiao de cor ciano, denotada por S, é

influenciada por duas ilhas maiores, mais um conjunto de ilhas de area menor.
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Figura 51 — Espacgo de fase para k = 1,25 e localizacdo das regides S, cor verde, S, cor azul, S,
cor rosa e S, cor ciano.

Nas Figs. 52(a)-52(d) mostramos a geometria de hy 4, 0 que nos dé4 uma ideia dos
pontos que podem ser 1-hiperbélicos. Observamos que as regioes S, (Fig. 52(a)) e S, (Fig.
52(b)) apresentam mais pontos 1-hiperbdlicos, sendo estas regides com pouca influencia
das ilhas. Enquanto as regides com menos pontos 1-hiperbélicos sao as regioes S, (Fig.
52(c)) e S. (Fig. 52(d)), préximas a ilhas de regularidade. Isto é confirmado na Fig. 53,

onde a proporgao de ponto 7-hiperbdlicos, i, em funcao de 7 sdo exibidas.

Sy Sa S, Sc

Figura 52 — Valor de h; , em cada um das regides mostradas: (a) Sy, (b) Sa, (c) Sy e (d) Se.

Vemos que a quantidade de pontos 7-hiperbélicos depende fortemente da localizacao
da regidao. Sendo a regiao .S, com maior pontos para qualquer 7, préximo ao ponto periédico
hiperbdlico (,0), enquanto a regiao S, tem a menor quantidade de pontos 7-hiperbdlicos,
sendo esta a regiao localizada em torno de um ntimero maior de ilhas de regularidade.
Também podemos observar que os valores com a maior magnitude de h; , encontram-se
nas regioes em torno das ilhas de regularidade, S, e S., bem como a sua geometria ¢ mais

complexa que nas regides S, e S,.
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Figura 53 — Proporc¢ao de area, pu$, entre as regioes S e Se.

Como foi observado, o valor assintético da 7-hiperbolicidade ¢ independente da
regiao para o mapa padrao, isto porque o valor de h,, e 0., sao independentes da condigao

inicial x € A. Assim, o grau da 7-HA para o mapa padrao é

IV (S) = )\, 9P (S) = sin 6, 93)(S) = Asin#, (7.52)

[e.e]

para todo €, e para todo S C A. O valor do grau da (co,e)-HR é igual a 1 para qualquer

quantificador. Para um valor de k = 1,25, as simulagoes mostram que

9 (S) ~ 0,198, V3)(S) ~ 0,511, 93)(S) ~ 0,1011. (7.53)

[e.o] o

7.14.1 T7-hiperbolicidade em funcao da distancia a PPH

Nesta secao estudaremos numericamente como é o comportamento dos quantifica-
dores da 7-hiperbolicidade para as duas regioes S, e S,, colocadas a diferentes distancias
do PPH (7,0).

Na Fig. 54 podemos encontrar os resultados da 7-HA da regiao S, (cor verde) e S,
(cor azul), as linhas em cor preta sao os valores assintoticos. Na Fig. 54(a) encontramos os
resultados para o quantificador, 199)(5 ), na Fig. 54(b) os resultados de 199)(5 ) e na Fig.
54(c) para o quantificador 1953)(5). Podemos observar que a 7-HA é maior na regiao S,

que na regiao S, para todo 7 = [0 : 100] nos trés casos.
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Figura 54 — Parametro nao linear k = 1,25. Grau de 7-hiperbolicidade absoluta semi-local para
as regioes S, e Sq. Em cor preta é mostrado o valor assintético.

A regiao S, tem uma 7-hiperbolicidade maior que o valor assintotico parar os trés
quantificadores, comega com um valor grande decaindo rapidamente nos primeiros valores
de 7 até ir convergindo lentamente ao valor assintético. A regiao S, também inicia com
uma 7-hiperbolicidade maior que o valor assintético, porém, menor que o valor inicial que
a regiao S, para qualquer quantificador. A 7-hiperbolicidade de S, converge rapidamente

;. . o . . 2
a valores proximos do valor assintético, sendo mais lenta para o quantificador 9P,

Para valores de 7 grande os quantificadores que dependem de A ,, a 7-HA converge
ao valor assintotico inferiormente, enquanto converge por acima para o quantificador que
depende s6 do angulo médio. Para valores pequenos de 7, qualquer quantificador 7-HA

apresenta oscilacoes em funcao de 7.

Os resultados para a 7-HR destas mesma regioes sao exibidos na Fig. 55. Em cores
verdes para os valores relacionadas a regiao S, e em azul os valores para a regiao S,; Figs.
(a-c) mostram os resultados de gT(l)— £3)7 respectivamente. Vemos que para o conjunto S,
converge bem mais rapido para o valor um que a regiao S,. Para valores pequenos de 7 o
valor absoluto nos trés quantificadores é maior na regiao S, que na regiao .S,. Considerando
os quantificadores que dependem de h.,, o valor da 7-hiperbolicidade é positiva para
quase todo valor no intervalo, enquanto a 7-hiperbolicidade que s6 depende do angulo

médio a T-hiperbolicidade é menor que um.

Comegando a discussao com a 7-HA, vemos que os trés quantificadores tém o
mesmo comportamento, obtendo uma 7-HA maior para a regido mais proxima do PPH.
Além disso, os valores de h,, e dos angulos médios, sao em média maiores nas regioes

mais proximas de PPH que valores da regiao total.
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Figura 55 — Parametro nao linear k = 1,25. Grau de 7-hiperbolicidade relativa semi-local para
as regioes S, e Sq. Em cor preta é mostrado o valor assintético.

. . - . 1/2 .
A 7-HR relaciona a 7 hiperbolicidade do conjunto SY2 com o conjunto S. Se

) . . L 1 . . (1 1/2

o valor da 7-HR é maior que um, nos diz que a média do conjunto 7-hiperbdélico Sﬁ /2)
¢ maior que a média do conjunto S. Para conjunto préximos de PPH os valores de h,
no conjunto 7-hiperbdlico sdo maiores que no conjunto S, enquanto os valores da média

A e N . ()

dos angulos médios sdo similares em ambas regioes, isto porque o quantificador ¢;™ segue
o comportamento da relagao das areas. Além disso, a rapidez da convergéncia depende
diretamente da area, pois observando a Fig. 53, vemos que a convergéncia ¢ mais rapida

para a regiao S, que a regiao S,.

7.14.2 7-Hiperbolicidade em torno de ilhas de regularidade

Na Fig. 56 podemos encontrar os resultados da 7-HA da regiao S, (cor rosa) e S,
(cor ciano), em cor preta os valores assintéticos da 7-HA. Na Fig. 56-(a) encontramos os
resultados para a medida 1, 94 (S ), na Fig 56-(b) os resultados da medida 19(72)(5 ) e na
Fig. 56-(c) para a medida 19@(5). Podemos observar que a 7-HA é maior na regiao S,
que na regiao S, se considerarmos as medidas 1 e 3, as quais dependem do valor de A ,.
Porém, se considerarmos a medida 2, que s6 depende dos dngulos médios, a relacao da

7-HA oscila, ficando similar nas duas regioes para 7 grandes.



Capitulo 7. Medidas do grau de hiperbolicidade parcial 110

(a (b) (c)

L B B 0,60 T T T T T T 0,14 L5 R B
022 [ 75 5 5
c 0,55 - Se ] c
0:20 1 1 0,12 | ]
0,18 | ] 0,50 ] \‘
. 0,16 JL‘ e / . 0’45 L s/f'\_/ - . 0’10 “’\ -
n ' N | A n L
~ 0,14 | 1 = 040 |/ = I |
e D KOS ‘\W"/‘ o
® 012} T 035l = 008! 1
i ] \
0,10 0,30 | | 006
0,08 1 1 0,25 | ]
0,06 L 1 |
T N O O Y R 0’20 T R R B N R 0’04 T N O O Y R
0 50 100 ) 25 45 0 50 100

Figura 56 — Parametro nao linear k = 1,25. Grau de 7-hiperbolicidade absoluta semi-local para
as regioes S, e S.. Em cor preta é mostrado o valor assintético.

A Fig. 56 mostra que a média dos dngulos dos pontos 7-hiperbdlicos sao similares
nestas regioes, porém o valor da diferenca dos FTLEs dos pontos 7-hiperbdlicos na regiao
S, sao bem menores que na regiao S, pelo que podemos dizer que a regiao S, tem uma
7-HA maior que S,. No entanto, o valor da 7-HA para as duas regides é bem menor que o
valor assintotico. Para valores pequenos de 7 as medidas de 7-HA apresentam oscilagoes

em funcao de 7.

Os resultados para a 7-HR sao exibidos na Fig. 56. De cor rosa os valores relacio-
nadas a regido S, e em ciano os valores para a regiao S; Figs. (a-c) mostram os resultados
de gf(l)—gi?’), respectivamente. Vemos que para qualquer medida, o valor da 7-HR converge
mais rapido ao valor assintotico para a regiao S, sendo esta regiao com menor influéncia
das ilhas de regularidade. Similarmente, como nas medidas absolutas, as oscilagoes podem
ser observadas para 7 pequenos. Para as medidas que dependam da diferenga dos FTLEs,
as medidas relativas convergem ao valor assintético por cima, enquanto para a medida 2,

que s6 depende do angulo médio, a hiperbolicidade relativa converge inferiormente.
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Figura 57 — Parametro nao linear k£ = 1,25. Grau de 7-hiperbolicidade relativa semi-local para
as regioes S, e S.. Em cor preta é mostrado o valor assintético.

7.15 Geometria da hiperbolicidade

Para finalizar o nosso estudo numeérico da hiperbolicidade no mapa padrao, es-
tudaremos a geometria de go%, go?% e @S‘?’%, no espaco de fase em cada uma das regioes
anteriores, isto é, estudamos as estruturas em S que geram esses valores em cada regiao.
Para 7 = 1,10,30, as Figs. (58)-(61) mostram a geometria de ¢$i:1’2’3) das regioes S,, S,,
S, e S, respectivamente. Em cor preta estao representados os pontos das regioes S que
nao sao 7-hiperbdlicos e em cor branca sao as ilhas de regularidade. O intervalo da escala
de cores varia para cada um dos quantificadores e do valor dos parametros € e 7, isto para

observar com maior detalhe as estruturas em cada caso.

Nas Figs. 58 e 59 sao exibidas a geometria da 7-hiperbolicidade das regides S, e
S,. Para cada figura, os painéis (a)-(c) mostram os valores do quantificador um goglz)l’m’m.
Os painéis (d)-(f) mostram os valores do quantificador 90(72:)1,10720 e nos painéis (g)-(i)
sao mostrados os valores do quantificador 905:21,10,20- Vemos que os trés quantificadores
mostram uma estrutura similar. Como podemos ver dos resultados anteriores, pontos
nao 7-hiperbélicos sdo menores que nas outra regides, porém na regiao S, os pontos nao
T-hiperbdlicos tem uma area maior. Isto pode ser devido pela a sua localizagdo no espaco

de fase (ver Fig. 51), isto é, estd mais proximo de ilhas de regularidade.

Em esséncia, a geometria das regioes 5, e S, sao similares. Os pontos com menor
grau de 7-hiperbolicidade estao localizados em torno dos pontos nao 7-hiperbélicos.
Ao aumentar o valor de 7 estruturas similares a curvas assintéticas aparecem, sendo o

®

quantificador 7’ que mostra maiores detalhes disto. As curvas na regiao S, tem mais

dobras com maior curvatura, que também é associamos a sua localizacao no espaco de
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fase. Nestas regioes de maior hiperbolicidade, ao aumentar 7 o grau da 7-hiperbolicidade

dos pontos vai diminuindo.

s, 12
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0.9 09
0.8 08
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06 056
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04 04
0.3 03
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01 0.1
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3,39 12 0,9
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1 0.7
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04 03
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Figura 58 — Geometria da 7-hiperbolicidade da regiao S, para trés valores do tempo, 7 = 1,10,20.
Os painéis (a)-(c) mostram os valores do quantificador 90(::)1’10’20, os panéis (d)-(f)

os valores 2) inéi -(i 3)
para ¢, 190 € 0S painéis (g)-(i) para 121 10,20
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Figura 59 — Geometria da 7-hiperbolicidade da regiao S, para trés valores do tempo, 7 = 1,10,20.
Os painéis (a)-(c) mostram os valores do quantificador 9051:)1,10,207 os panéis (d)-(f)

os valores (2) inéi -(i 3)
para ¢, 10,99 € 10s painéis (g)-(i) para ¢;Z; 14 -

Como observagao geral, vemos que a quantidade de pontos 7-hiperbdlicos em cada
regiao, reflete os resultados da Fig. 53 onde vemos que para os tempos 7 = 1, 10, 20 a
regiao S, contém a maior proporc¢ao de area de pontos T-hiperbdlicos, enquanto a regiao

S. mostra a menor area; pg > pg, > ps > [, -

Para a geometria das regides em torno da ilhas, S, e S.,vemos que as geometrias
da 7-hiperbolicidade s@o mais complicadas, ver Figs. 60 e 61. De forma similar, para cada
figura os painéis (a)-(c) mostram os valores do quantificador 90(71:)1,10,20- Os painéis (d)-(f)
mostram os valores do quantificador gpﬁlngo e nos painéis (g)-(i) sdo mostrados os valores

do quantificador 905321710720.

Vemos que curvas assintoticas vao sendo mais claras para valores maiores de 7.
Pontos nao 7-hiperbélicos mais afastados das ilhas, viram em média, 7-hiperbdlicos mais
rapido ao aumentar 7, que pontos mais proximos das ilhas. Embora o quantificador 9052) (que
s6 depende dos dngulos médios) fornece informagao da 7-hiperbolicidade, os quantificadores
4,09) e gp&g) (que dependem de h,,) ajudam a diferenciar o grau de hiperbolicidade entre
regides em torno de ilhas com estruturas diferentes, ver figura 56, além de dar mais detalhes

das estruturas dos valores no espaco de fase.

O lado direito da regiao S., em torno de (z,p) ~ (2,25,5,75), tem uma ilha de

regularidade maior, pelo que a sua influéncia na 7-hiperbolicidade é relevante. Vemos
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que aumentando o valor de 7 os pontos nao 7-hiperbdlicos demoram mais para se tornar

T-hiperbdlicos.
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r 0.4 (c) 0,45
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Figura 60 — Geometria da 7-hiperbolicidade da regiao S, para trés valores do tempo, 7 = 1,10,20.
Os painéis (a)-(c) mostram os valores do quantificador 9051:)1’10’20, os panéis (d)-(f)

os valores ) inéi -(i 3
para ;2 1090 € 10S painéis (g)-(i) para ;2 10 .99-
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Figura 61 — Geometria da 7-hiperbolicidade da regiao S, para trés valores do tempo, 7 = 1,10,20.
Os painéis (a)-(c) mostram os valores do quantificador g0£1:)1710720, os panéis (d)-(f)

os valores (2) inéi -(i 3)
para ¢, 10,99 € 10s painéis (g)-(i) para ¢;Z; 14 -

7.16 Refinamento e quantificadores da nao hiperbolicidade

Os quantificadores podem ser definidos de tal forma que possa-se lidar com
qualquer medida invariante p, sem a necessidade de assumir ergodicidade. Isto é possivel
considerando o segundo refinamento do teorema de Oseledec: a afirmacao do teorema
deve ser modificada para o efeito de que, para quase todo ponto = € A os expoentes de
Lyapunov M1, ...\, devem ser substituidos por funcdes mensuraveis AV (z),... A% (z),
dependendo apenas de pu. Isto significa que o valor assintético 7 — oo vai depender da
condicgao inicial.

Por outro lado, até aqui, focamos em quantificar o grau de hiperbolicidade parcial
(ou hiperbolicidade). Isto é, para que as fungoes 90%}2’3) sejam consideradas como um
quantificador do grau da hiperbolicidade parcial local do ponto x, deve ser um ponto
parcialmente hiperbélico. Porém, podemos estar interessados no grau da nao hiperbolicidade
parcial, onde o critério da decomposicao de Oseledec (7,€)-dominada nao é satisfeita.
Quantificadores baseados na teoria aqui apresentada podem ser usados para este propdsito,
fazendo pequenas modificacdes nas fungoes gp(T}f’S). No entanto, deixamos o estudo destes
quantificadores para outro trabalho.

. - - 1,2,3
Da mesma forma, fazendo pequenas modificagoes nas fungoes go(m ), podemos
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construir quantificadores da violagao da hiperbolicidade e da (violagdo da) decomposicao

de Oseledec dominada.
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8. Consideracoes finais

O tema principal deste tese foi o estudo numérico de regides cadticas de sistemas
Hamiltonianos de baixa dimensao, em particular, o efeito de aprisionamento dindmico e o
grau de hiperbolicidade. Sabemos que em sistemas Hamiltonianos de dimensao superior
estes fendmenos sao mais complexos, isto porque que eles tém um espago de fase misto
com componentes regulares e cadticos que nao sao separados pelos toros invariantes e
nao estao mais isolados. A trajetéria cadtica visita regidves do espaco de fase onde pode
sofrer um confinamento dinamico préximo aos toros N-dimensionais, gerando o efeito de
aprisionamento dindmico e mudancas no grau de hiperbolicidade. Em particular, isto é
de interesse nos fendmenos de transporte, que tem grande interesse em varias areas da
ciéncia. O conceito de hiperbolicidade esta estreitamente relacionado com a estabilidade
de conjuntos e trajetorias de sistemas dinamicos, assim como fornece informagoes sobre a
geometria do espago de fase e do espaco tangente. O efeito de aprisionamento dinamico,
hiperbolicidade e a sua relagao em sistemas de dimensao superior ainda esta sob investigagao.
Para contribuir nesta linha de pesquisa, estudamos estes fenomeno focando nas propriedades
da decomposicao de Oseledec de trajetorias em regides cadticas, tais como, os FTLEs,; a
dimensao dos subespacos de Oseledec, e os angulos médios entre estes subespacos. Grande
parte do nosso trabalho é numérico, porém, quantificadores do grau da hiperbolicidade
parcial foram propostos teoricamente. Como partida, nossas descri¢oes foram aplicadas em
dois sistemas Hamiltonianos de baixa dimensao. O mapa padrao sendo um sistema discreto
bidimensional e o sistema de Hénon-Heiles como sistema continuo quadrimensional no

espaco de fase.

O trabalho foi dividido em quatro partes: (1) a estatistica dos FTLEs e os dngulos locais, (2)
caracterizar a hierarquia de aprisionamento dinamico através das distribuicdes dos angulos
médios e a relagao de volumes, (3) a variacao da hiperbolicidade parcial entre regimes de
movimentos ao longo de trajetérias cadticas e (4) proposta e andlise de quantificadores
explicitos do grau da hiperbolicidade parcial aplicaveis a regioes especificas do espago de
fase. A eficacia das simula¢bes nos permitiu obter os seguintes resultados com uma boa

estatistica.

(1) Para o sistema discreto bidimensional (mapa padrao) as distribui¢ées dos FTLEs
vao tornando-se antissimétricas ao aumentar o parametro nao linear. Lembramos que o
subespaco instavel (estavel) expande (contrai) uniformemente para tempos suficientemente
grandes. Para tempos pequenos as diregoes instaveis e estaveis nao irao necessariamente

expandir ou contrair, respectivamente. A direcao instavel pode contrair localmente e a



Capitulo 8. Consideragoes finais 118

diregao estével pode expandir localmente, além disso, a taxa de expansao (contraao)
depende da posicao x no espago de fase e do tempo de iteracao 7. Isto ajuda a entender de

forma quantitativa os diferentes comportamentos em sistemas com espaco de fase mista.

Por tanto, encontramos que para valores préximo de zero do parametro de nao
linearidade, nao existe uma direcao preferencial dos subespacos de Oseledec para expandir
ou contrair localmente. A probabilidade que a diregao instével (estével) expanda (contraia)
localmente, aumenta quando o parametro de nao linearidade é maior. Se o dngulo local
¢é proximo de zero, entao existe uma grande probabilidade de que os FTLEs locais ou a
diferenga dos FTLE sejam préximo de zero, porém, para valores pequenos do parametro
de nao linearidade, temos uma probabilidade consideravel de encontrar angulos pequenos

para qualquer valor dos FTLES.

Para o sistema continuo (Hénon-Heiles), vemos que as distribuigoes dos FTLEs locais sao
antissimétricas. Neste caso, existem trés subespacos de Oseledec: instavel, central e estavel.
As simulagoes mostram que o angulo entre os subespagos instavel-central e central-estavel
sdo iguais, além disso, para todo valor do pardmetro de nao linearidade (a energia) a
probabilidade deste angulo ser préximo de zero é relevante, sendo prevalente quando o
parametro aumenta. Para o angulo entre os subespacos instavel-estavel, a probabilidade
de encontrar angulos préoximos de zero é bem maior para valores pequenos do parametro

nao linear, diminuindo até quase zerar para os valores maiores do parametro.

(2) No estudo numérico de aprisionamento dindmico, os resultados sao similares
tanto para o mapa padrao como para o sistema de Hénon-Heiles. As distribui¢oes das
relagoes de volumes e dos angulos médios, assim como os FTLEs, podem ser usados
para caracterizar o aprisionamento dindmico. As distribui¢oes sao multimodais, o niimero
de modas depende do parametro de nao linearidade e da janela temporal. A andlise da
geometria destas quantidades no espaco de fase e na se¢do de Poincaré, nos permite associar

as modas nas distribuigoes as regides no espaco de fase.

Os nossos resultados mostram que a hierarquia das camadas cadticas estao associadas as
diferentes modas nas distribuigoes, onde uma moda poder ser associada a mais de uma
camada cadtica. Camadas mais proximas das ilhas de regularidade os valores da diferenca
dos FTLEs e os angulos médios sao menores. Além disso, curvas assintéticas instaveis
influenciam também nestas modas. Ainda mais, dentro de uma mesma camada cadtica,
curvas assintoticas instaveis proximas a pontos peridédicos hiperbodlicos em média tem
valores da diferenca dos FTLEs e angulos médios maiores que curvas assintoticas instaveis
mais proximas de ilhas de regularidade. O que podemos concluir que variagoes do grau
de hiperbolicidade entre as camadas cadticas e regioes em torno das curvas assintéticas

instaveis.

Encontramos também que, no cenario de caos local e com um mesmo valor do parametro

de nao linearidade, as distribui¢cbes em cada uma das regioes também sao multimodais,
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cujo comportamento destas modas em funcao da janela temporal sdo influenciadas pelas
camadas cadticas e as curvas assintoticas instaveis. Porem, o intervalo das modas em cada
regiao esta relacionada com a area total das regioes. O intervalo das distribuigbes numa
regiao sera menor que o intervalo de uma regido com area total maior. Portanto, podemos
conjeturar que num espaco de fase com regioes cadticas desconectadas, regives com maior
area total sao mais hiperbodlicas que regides com menor area total. Estudos futuros serao
feitos para relacionar quantitativamente a (7,€)-hiperbolicidade das camadas caéticas e das

curvas assintoticas instaveis com as modas encontradas nas distribuicoes de probabilidade.

(3) Regimes de movimento ordenado, semi-ordenado e cadtico definidos ao longo
de trajetorias caoticas foram usados recentemente para aumentar substancialmente a
caracterizacao de aprisionamento dinamico usando gréaficos de recorréncia e para descrever
sincronizacao de aprisionamento dindmico intermitente. Seguindo a linha de caracterizar a
estrutura dindmica dentro destes regimes de movimento, estudamos os angulos entre os
CLVs para caracterizar o desvio da hiperbolicidade entre os diferentes regimes. Neste caso,
usamos dois sistemas Hamiltonianos fracamente cadticos, o mapa composto por N = 2
mapas padrao acoplados e o sistema Hénon-Heiles, representando problemas discretos e

continuos, respectivamente.

No caso dos mapa acoplados, o sistemas tem dois subespacos instaveis e dois subespacos
estaveis, o estudo foi realizado para os seguintes trés angulos: 0;1;;2) sendo o angulo entre
os dois subespacos de Oseledec instaveis, 6’%«3) sendo o angulo entre os subespacos de
Oseledec menos instavel-menos estavel e 05715;4) sendo o angulo entre os subespacos de
Oseledec mais instavel-mas estavel; 7 = 1,100. Enquanto no caso continuo, as informacoes

(14 3,
relevante podem ser fornecidas pelos angulos locais 00 01 . «90 01)9: 6’(() Ol)x’ o seus respectivos

14) (34 .
valores médios 9250 - 9550 @ 6250?@ também foram estudados. Resumimos nossos resultados

apresentando as principais propriedades encontrados em cada regime de movimento.

Regime cadtico: comecamos a discutir o caso dos mapas acoplados discretos. Todos os
angulos locais entre (9 (1 2) e 985;3) tendem a ortogonalidade hiperbdlica. Os valores dos
angulos médios Correspondentes tém distribuigdes que nao sao nitidas em 7 /2. Perto
de tangéncias entre variedades ocorrem apenas para 9&;2), o angulo local entre as duas
variedades instaveis. Os dois angulos mais provaveis de 9&;4 e 9 (19 estio relacionados &
hiperbolicidade nao ortogonal. Para o caso de Hénon-Heiles, todos os angulos médios 995 )
tem maior probabilidade P(6%,) perto de «91(;” ~ /2. Os angulos locais sdo distribuidos
em todo o intervalo (0,7), mas perto de tangéncias entre variedades nao sao observadas.

Portanto, o movimento é hiperbdlico.

Regime Semi ordenado: apenas o caso de mapas discretos tem tal regime, neste caso é ;.

A ortogonalidade hiperbdlica ocorre apenas entre as duas variedades instdveis e com uma
1,2) A L1 : —

grande probabilidade P(Q( = m/2) de ocorrer. Os dois dngulos médios mais provaveis

91‘; e os angulos locais 91 ;C estao relacionados a nao ortogonalidade hiperboélica. No
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entanto, angulos locais fo) perto de 0 e 7 sao observados.

Regime ordenado: Para os mapas discretos nos regimes ordenados Sy, a nao hiperbolicidade
¢ observada apenas entre as duas variedades instaveis. Todos os outros angulos sao

essencialmente distribuidos dentro do intervalo (0,7).

(4) Propomos novos quantificadores do grau de hiperbolicidade parcial aplicével a
pontos e regides especificas no espago de fase, o ponto e as regioes devem permitir uma
decomposicao de Oseledec nao trivial do seu espago tangente. Além da proposta tedrica,

um estudo numérico destes foi realizado.

Seguindo a ideia da 7-decomposicao de Oseledec, definimos um critério similar que nos
ajuda a considerar se um ponto z € M ¢é (7,¢)-hiperbolicidade parcial restrita na trajetoria
{f7(x)}. Esse critério, além de considerar a relagdo a tempo finito da expansao (contragao)
de vetores unitarios nos diferentes subespacgos de Oseledec, considera também a dimensao
dos subespacos de Oseledec. A relagdo de volumes entre pares de subespacos de Oseledec,
h(ﬁ;;ﬁ'), quantifica este critério. O valor de 7 ¢é a janela temporal e o parametro € pode ser
interpretado como um grau de 7-dominagao, nos consideramos que € > 1/2. Assim, para
cada valor de T e € é definido uma (7,¢)-hiperbolicidade parcial restrita a trajetérias de
longitude 7. A relagdo de volumes entre dois subespagos de Oseledec é definido como segue

(em termos dos FTLEs e a dimensao dos subespagos): h%) = dlkgl)x — dj)\(T{g)c.

Hiperbolicidade sobre um ponto x: Consideramos o grau de (7,¢)-hiperbolicidade parcial de
um ponto (7,€)-parcialmente hiperbélico através de uma fungao ¢, ,. A fungao depende
das propriedades da decomposicao de Oseledec em T, M e da evolucao D, f7, isto é, dos
FTLEs, dos angulos médios e da dimensao dos subespacos. Em particular, definimos trés

fungoes gogf’?’)

como candidatas para quantificar o grau de (7,¢)-hiperbolicidade. a primeira
delas depende da relagao de volumes e da dimensao de volumes, a segunda func¢ao depende
unicamente dos angulos médios e a terceira funcao considera as trés observaveis.

12,3)

Através da geometria de gogx no espaco de fase. Observamos que as trés fungoes sao

bons candidatos do grau da hiperbolicidade parcial, porem a funcao trés go(T?’% da mais
informacao. Em particular, os valores das fungoes cpgg); e gp@t de pontos em torno de ilhas

de regularidade, sao sensiveis as estruturas das ilhas.

Hiperbolicidade sobre conjuntos: Para a quantificagdo do grau da (7,e)-hiperbolicidade
parcial de regioes especificas, S, temos as seguintes consideragoes. S deve ser um subcon-
junto de uma regiao A C M, tal que A tem medida de probabilidade total, mu(A) = 1,
consideramos unicamente a medida de Lebesgue. S deve ter medida positiva p(.S) > 0. Os
quantificadores foram definidos através de médias de espaco da fungao ¢, sobre o conjunto
S e o subconjunto 5L C S composto dos pontos em x € S que sao (7,€)-parcialmente
hiperbélicos. E como ultima consideracao, as medidas levam em conta a relagao das

medidas do conjunto (7,€)-parcialmente hiperbélico de S e a medida do conjunto total S.
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Dos tipos da (7,€)-hiperbolicidade parcial foram definidos, a (7,€)-hiperbolicidade parcial

absoluta e a (7,¢)-hiperbolicidade parcial relativa.

Os dois tipos de quantificadores dependem da relacao entre a area do subcon-
junto (7,€) parcialmente hiperbdlico de S e a area do conjunto S, 0 < ,u(ST’e) <1 A
(7,€)-hiperbolicidade parcial absoluta é proporcional a média da funcio ¢, , do conjunto
(7,€)-parcialmente hiperbdlico de S, enquanto que a (7,€)-hiperbolicidade parcial relativa é
proporcional a relagao entre a média da funcao ¢, , do conjunto (7,e)-parcialmente hiper-
bolico de S e a média da fungao ¢, , do conjunto de S. Para o sistema de Hénon-Heiles
e o0 mapa padrao essas medidas da (7,¢)-hiperbolicidade parcial se tornam medidas da

(7,€)-hiperbolicidade.

Como exemplo tedrico calculamos os quantificadores da hiperbolicidade para o sistema
de Hénon-Heiles, mostrando que nao dependem explicitamente do subespaco central.
Conjecturamos que uma explicacao disto é devido a simetria tanto nas dimensoes dos
subespacos de Oseledec como no espectro de Lyapunov. O estudo numérico do sistema de
Hénon-Heiles sera deixado para um trabalho posterior, porém a geometria na secao de
Poincaré indica que resultados similares sobre o mapa padrao poderiam ser encontrados

neste sistema continuo.

Os resultados numéricos mostram que as trés medidas da (7,1/2)-hiperbolicidade absoluta
e relativa para regides especificas do espaco de fase refletem propriedades esperadas sobre
a hiperbolicidade. Para regioes em torno de pontos periddicos hiperbélicos sao mais hiper-
bolicas que as regides mas afastadas destes, podendo diferenciar o grau da hiperbolicidade
entre pontos periédicos hiperbdlicos. Regioes em torno de ilhas de regularidade sao menos
hiperbodlicas que regioes mais afastadas destas, além disso, os quantificadores sao sensiveis
a quantidade de ilhas e ao tamanho destas. A geometria no espaco de fase ajuda a fazer
uma analise mais detalhado de quais ilhas ou pontos periddicos hiperbdlicos tem mais

influéncia na hiperbolicidade dentro de uma regiao especifica.

As medidas que dependem da relacado de volumes reflete com mais detalhe as propriedades
da hiperbolicidade que a medida que s6 depende dos angulos entre os subespacos, por
tanto, podemos concluir que quantificadores da hiperbolicidade parcial devem considerar
tanto os angulos entre os subespagos como as relagoes de volumes entre os diferentes

subespacos de Oseledec.

As descric¢oes do efeito de aprisionamento dindmico e da hiperbolicidade parcial
para tempo finito aqui propostas, ajudam a entender melhor as caracteristicas importantes
da geometria e dinamica de regides cadticas, fornecendo dessa forma, uma espécie de
ferramenta de visualizagao para perceber o que acontece no espaco de fase e o fibrado
tangente de sistemas Hamiltonianos de maior dimensao. Sendo assim, uma maneira
promissora de combinar simulagoes numéricas e propriedades matematicas para entender

mais as propriedades complexas encontradas na dinamica de sistemas Hamiltonianos de



Capitulo 8. Consideragoes finais 122

dimensdes superiores. Em particular, isto é crucial para discutir fenémenos de transporte.

Finalmente, as descri¢oes da hiperbolicidade parcial podem ser ampliadas para outros
sistemas dinamicos tanto para sistemas conservativos como para sistemas dissipativos
e para sistemas de maior dimensao finita, por exemplo, para atratores cadticos. Além
disso, fazendo pequenas modificagoes, podemos construir quantificadores da violacao da

hiperbolicidade e da (violagdo da) dominagao da decomposicao de Oseledec.
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A. Esquemas numéricos

A.1 Algoritmo dinamico para o calculo dos CLVs

Consideremos a aplicacao f : RY — RY a tempo discreto n € Z. O estado no
tempo n é representado pelo vetor z,, € RY. Denotemos por Ty, a trajetéria desde o

estado ¢ a z,, isto é

FO,T = {Zl',’o, L1y .. ,l’T}, Tpt+1 = f('xn) (Al)

O operador de evolugao no espago tangente D, f™ : T, M — T, M pode ser representado

Tr+n

através da seguinte matriz

T+n—1
M,, = H J(z,), J(z,) = %Z‘) (A.2)

onde J(z,) é o Jacobiano no ponto x,. Assim, seja gy uma condigdo inicial no espago

tangente, entdo a equacao que governa a sua evolucao durante um tempo 7 é

gr = M.,-yogo. <A3)

E claro que se o sistema é continuo, este é discretizado ao resolver numéricamente as
equacgoes de movimento, tanto no espago de fase como no espago tangente. Como regra,
deve-se escolher intervalos de tempo pequenos o suficiente em comparagao com as oscilagoes

relevantes dos sistemas.

O algoritmo dinamico esquematizado por Ginelli é um dos métodos mais utilizados
para o computo dos CLVs, estes sao calculados através de uma regra dinamica estavel,

baseado na informacao obtida no dindmica para frente e a dindmica para tras.

A informacao na evolucao para frente é obtida através do bem conhechido algoritmo

por Benettin para o computo do espectro de Lyapunov [52,109]. A ideia é acompanhar a

evolugao de volumes no espago tangente, porém, temos que levar em conta o fato de que

quase todo vetor inicial convergird exponencialmente para a dire¢ao de maior expansao,
isto é

IM,.,.g) — M,,.g9|| — 0, T>1, e Vij (A.4)

Em consequéncia, tomando dois vetores quaisquer, i e j, rapidamente eles serao numerica-
mente indistinguiveis. Para resolver este problema precisa-se ortonormalizar periodicamente
a base do espaco tangente durante a evolugao. No entanto, excepto pela dire¢ao relacionada
ao maior expoente de Lyapunov, o procedimento de ortonormalizagao destrui a informacao

das dire¢oes relacionada aos outros expoentes de Lyapunov.
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Consideramos uma matriz ortogonal cujos vetores colunas formam uma base

ortogonal no espago tangente.

(2)

G, = <g£Ll) gn

g™ (818} = 3, (A.5)

onde (-|-) representa o produto interno e J;; sendo a delta de Kronecker. Entao a evolucao

desta base esta dada por
én+7 - M7—7nG’n (AG)

onde G, = (gf}jT

informacao da evolugao através de uma decomposicao QR em cada tempo 7 da matriz

Gn-I—T

g7(z+7'

’ g, +T) ¢ uma matriz nao-ortonormal. Obtemmos a

Gn+7’ = GnJrTRT,n’ <A7)

onde G4, ¢ construido por vetores coluna ortonormais em z,4, ¢ R;, ¢ uma matriz
diagonal superior, que contém a informacao obtida pelo procedimento de ortonormalizacao

da matriz nao-ortonormal G, o,

[ 1) 1~(1 1) 1 ~(2 ~ (N
2 ~ (2 ~(N
R, = (A8)
N
| 0 0 e <gn+‘r|g7(1+1'>

Os elementos diagonais [R]; ; = rm definem as taxas de crescimento exponencial local ao
longo do tempo 7 dos vetores ortonormais G,,. Portanto, o espectro de Lyapunov pode ser

calculado tomando a média temporal dos logaritmos desses termos diagonais

oo 0
i = tllglo 7 g In (rT’nJrhT) : (A.9)

Em aplicagoes numéricas, 7 nao deve ser um nimero grande para nao produzir erros
computacionais ou problemas de precisao na decomposicio QR de GnM, em particular,
para o mapa padrao a decomposicao foi computada para todo tempo, enquanto para o
sistema continuo de Hénon-Heiles foi computada em cada passo de integracao numérica

(Runge-Kutta de quarta ordem com passo de integragao constante h = 0,1).

Os vetores coluna ortonormais G,, evoluindo sob a equagao (A.7) sdo conhecidos
como vetores de Gram-Schmidt para frente, ou simplemente vetores de Gram-Schmidt
(VGS). Em geral, eles nao dependem da condicao inicial x,, a partir da qual o procedimento
de ortonormalizacao foi iniciado, porém, para 7 — n suficientemente grande, esses vetores

convergem a uma dire¢ao bem conhecida que s6 depende de x,,.
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A informacao das otras diregdes de expansdo (contragao) associadas aos expoentes
de Lyapunov, pode ser obtida na evolu¢ao para tras. Primeiramente vamos supor que
ao longo de uma trajetéria calculamos os vetores de Gram Schmidt, {g,(lZ )}. Implicando
na necessidade de um tempo transiente no qual o procedimento de ortonormalizacao de
Gram-Schmidt é computado, isto assequra que a base G, converge as direcoes dos VGS

corretas.

O 1-ésimo CLV, o) e E;E«i), serd contido no subespaco formado pelos primeiros j
VGS, assim, os CLVs podem ser expressos como

i

o) = 37 gl (A.10)

j=1
onde ) = <g7(f )|v7(f) ) com j < i sao os coeficientes de expansao dos CLVs no tempo n,
computado na evolucao para tras. Vemos que por construgao, o primeiro CLVs coincide
com o primeiro vetor da base gerada pelos VGS e os CLVs sao definidos por um sinal
irrelevante (sua orientacdo nao esta definida). Seja V,, a matriz cujo vetores coluna sao os

CLVs no tempo n

V, = (vfj) v UﬁLN)> : (A.11)
Os CLVs evoluem de acordo com
MT,nVn = Vn+TDT,n7 (A12)

onde a matriz diagonal D,,. . esta composta dos fatores de crescimento local, isto é

/Y7(':L2L = ||MT,HU§Li)||7 [DT,N] - 5i7j7g2n (A13)

4,3
com T pequeno, a taxa logaritmica destes fatores definem os expoentes de Lyapunov a

tempo finito
. 1 .
A = Zlog 4@ (A.14)
T )

)

a taxa assintotica de crescimento exponencial é o expoente de Lyapunov assintético A(@.
Por simplicidade, vamos assumir que o espectro é nao degenerado, portanto todos os CLVs
podem ser encontrados (salvo um sinal) univocamente. Escrevemos a equagao (A.10) em

forma de matriz

V, =G,C,, (A.15)

onde a matriz triangular superior C,, (normalizada por colunas) contém os coeficientes de

expansao dos CLVs na base dos VGS

[C.]..=cU)  para  j<i e Z (c(j’i))2 =1 Vi. (A.16)

VK n n
j=1

Assim, com os coeficientes C,, (obtida na evolucao paa tras) e os VGS G,, (obtidos na
evolugao para frente), podemos contruir os vetores covariantes de Lyapunov e os angulos

entre estes.
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Finalmente, a dindmica para obter os coeficientes C,, pode ser encontrada usando

a equagao (A.7) para reescrever a equacao (A.12) como
MT,nVn = MT,nGnCn = Gn—i—TRT,nCna

(A.17)
= Vn—l—TDT,n = Gn+TCn+TDT,n7

o que implica
C, =R, ,C,i-D.,. (A.18)

Esta é a equacao fundamental da evolucao para tras, mostrando que os CLVs podem ser

-1
TN

facilmente evoluidos para tras multiplicando o inverso da matriz triangular superior R
onde R, é um "bi-produto”da dindmica para frente dos VGS (A.7). De forma similar
que no inicio do algoritmo, precisamos de um tempo transiente para obter os coeficientes

corretos da matriz C,,.

A seguir apresentamos, de esquematica, os principais passos do c6digo numérico

para computar os vetores covariantes de Lyapunov para os sistema de Hénon-Heiles.
PROGRAMA CLVs

comentdrio CI (determina as condigoes iniciais)

comentdrio EDO (integrador de equagoes diferenciais ordinarias)

comentdrio GS (ortonormaliza a base G e determina a matriz R, G = GR)

comentdrio LEs (detemina o espectro de Lyapunov com os elementos da diagonal de R)

comentdrio CRC (determina a matriz C da equagio C,, = RI_JIZCnH)

comentdrio CD (determina a matriz C e D usando a matriz C)

comentdrio Ang__D (determina os dngulos entre os CLV, 64 , através da sua relacdo com os
vetores de Gram Schmidt e considerando <g,(f )\ g,(f )> = 0;;, também computa os
FTLE a um passo através dos elemetos diagonais da matriz D)

comentdrio FTLE (determina os FTLE para um tempo maior usando os FTLE para um tempo
de passo de integragao)

comentdrio FTA (determina a média dos angulos entre os CLVs usando os dngulos locais)

comentdrio Statistic (faz a estatistica dos FTLE e os angulos médios)

Definicao das variaveis

Definicao dos parametros

call CI

do loop das CI
do loop dindmica para frente (tempo transiente)
call EDO
call GS
end do loop

do loop dindmica para frente
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call EDO
call GS
save trajetoria e elementos da matriz R,, para todos os passos

end do loop
call LEs )\1, )\2, )\3, )\4
if (A > ¢) then

do loop dindmica para tras (tempo transiente)
call CRC
call CD

end do loop

do loop dindmica para tras
call CRC
call CD
call Ang D
save angulos locais e os FTLE a cada passo

end do loop

call FTLE
call FTA
call Statistic

end if
end do loop

A.2 Recorréncias do CLVs para o mapa padrao

Nesta secao construimos em detalhe as recorréncias para o computo da decompo-
sicao de Oseledec (gerado pelos CLVs) do mapa padrao. Esta construcao é baseada no
algoritmo de Ginelli [84,85]. Desta maneira, o cdlculo se torna bem mais leve computaci-
onalmente, além de eliminar o erro produzido pelo procedimento de ortogonalizacao de

Gram Schmidt e economizar meméria computacional.

A construgao das recorréncias é aplicada para cada uma das trajetorias cadticas.
O esquema sera dividido em duas partes: (1) as relagoes de recorréncias que dependem da
evolugao para a frente, e (2) as relagoes que dependem da evolugao para tras. A primeira
parte é praticamente o esquema de Benetti para o cdlculo do espectro de Lyapunov

assintotico.
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A21

(D

(IT)

(I11)

Construcao das relacdes de recorréncias para a evolucdo para frente

Fixamos o parametro de estocasticidade k > 0 e a condigdo inicial xg = {zg,p0} € A.
E claro que as primeiras relagoes de recorréncias sao fornecidas pela aplicacdo do
mapa

Dni1 = Pn + ksin z, (mod 2)

(A.19)
Zntl = Zn + Pna1- (mod 27)

Evoluimos o mapa por um tempo suficientemente grande. Para cada ponto da

trajetéria x,,, a Jacobiana associada é calculada

1 ksin z, 1 ky,
J,=J(x,) = = , (A.20)
1 1+ ksinz, 1 1+k,

onde por simplicidade, definimos k,, = ksin(x,,).

Assumimos que para o ponto da trajetoéria z,, no tempo t,, encontramos o conjunto
dos VGS, {gd, g2}, de (A.5) e sabendo que (g} | g)) = d;;, a matriz G, pode ser

descrita através da seguinte matriz ortonormal

cos ¢, —sin¢,

sing,  cos ¢,

A matriz Jacobiana J,, é equivalente ao mapeamento linear no espago tangente para
um passo, isto é
J, = Ml,n : Tng — Tfl(ggn)M (A22)

Seja én—i—l a matriz representando a evolugao dos vetores G,, por um tempo n = 1,

isto é (~}n+1 = J,G,,. Fazendo o produto temos

cos ¢, + ky, sin ¢, k, cos ¢, — sin ¢,
Gn+1 = - [g:htl?g?ﬂrl} )

cos ¢, + (1 + k) sing, (1 + k,)cos ¢, — sin ¢,
(A.23)

onde g} ; e g2, sdo vetores coluna.

A matriz G,, contém a informagao de expansao e contragio dos vetores {g}, g2} e
os novos VGS, {gh,1, 82,1}, no ponto z,.;. Para tirar a informagao utilizando o
procedimento de decomposicao de matrizes QR., onde Q é uma matriz ortonormal e

a matriz R é uma matriz diagonal superior. Entao

én+1 - Gn+1R1’n. (A24)
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(VII)

Pode-se demostrar mediante a aplicacao direta do método de Gram Schmidt, que a
matriz G,1 ¢ realmente a matriz representando os VGS, {gp,,, g2,,}, no ponto

x,. Analogamente a (A.21), a matriz G, 41 pode ser escrita como

COS Ppy1 — SN Py
G = [8ai1, 8a41] = . (A.25)

Sin 41 COS Ppt1

Agora isolamos R;, aproveitando a ortonormalidade da matriz G,1, sendo sua

inversa simplesmente sua transposta, entao
Rin = GG, (A.26)
ou de forma explicita

< gn—}—l’ gn+1 > < gn—s—l’ gn+1 >

0 < gn+1’ gnJrl >

Sendo esta a mesma matriz da equagdo do Ginelli (A.18) no calculo dos CLVs.
E claro que a diagonal da matriz R;, contém a informacao de quanto os VGS

sao expandidos e contraidos sob a evolugao no espaco de fase para uma iterada.
Q)
(1) (12)
1,n 1n

0

Denotemos esta taxa de expansao por r

Essas taxas foram esquematizadas por Benetti para o cdlculo do espectro de Lyapunov
assintotico, equagao (A.9). Agora, com a informagao encontrada nos itens anteriores,

podemos obter as seguintes relagoes de recorréncias.

Encontremos 7’517)1 desenvolvendo o primeiro termino na diagonal (A.27). Do algoritmo

de Benetti e o procedimento de Gram-Schmidt, os vetores gfllll e gf}jl sao paralelos,

portanto

1
r = (gl gl ) = llelh 18l = 18]I, (A.29)

(1)

1., €m fungao do angulo ¢,

onde por definigao HgnHH = 1. De (A.23) obtemos r

rﬁl ||§511JZIH = \/(cos G + kpsing,)? + (cos ¢, + (1 + ky) sin ¢,)? (A.30)

1 A - A
Como 7’57)1 depende do angulo ¢,,, devemos encontrar as relagoes de recorréncia para
cos ¢, € sin ¢,,. Para isto, vemos que por definicdo no procedimento de ortonormali-

zagdo de Gram Schmidt temos

(1) g\l §(1+)1 ~(1) 1 1)
Eni1 = 0, = rzl) — 8nt1 = T1n Bni1 (A.31)

& n+1H Tin
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E pela equagao (A.23) chegamos a outras duas relagdes de ¢,

cos ¢, + ki, sin ¢, _ cos ¢, + (1 + k) sin ¢,
COS Qi1 = 0 ; Sin Qi1 = ( m ) - (A.32)

Tl,n Tl,n

(VIII) Para o termo r\*), usando a matriz de bi-produto (A.27) e fazendo algebra obtemos

1,n
1
2
rl,n

Com a ajuda dessas recorréncias para frente, podemos calcular o espectro de Lyapunov

como segue
7—1
. 1
AN =0 = lim B log iy, = A
j=0

T—1

@) = \®@ — (2)

N =2 = T D Ologwﬂ—lzfﬁ.zilog( (1)) -
j:

(A.34)

(12)

(IX) A dltima relacdo a ser encontrada que depende da evolucao para diante é ry .7,

similarmente usando a matriz bi-produto (A.27), entéo

rﬁf) = €08 Op11 (kn cOs ¢, — sin ¢y,) — sin @41 (sin @, — (1 + ky,) cos ¢y,)

A.35
= [(1 + 2k,) (COS2 ¢ — sin? gb) + (2/{2 + 2k, — 1) cos ¢ sin gzﬁ] /7“%1% ( )

A.2.2 Construcdo das relacoes de recorréncias para a evolucao para tras

Continuando com a construcao das relagoes de recorréncia no computo dos CLVs,
encontremos aquelas que dependem da evolugao para tras no tempo. Para isso, com as
recorréncias ja encontradas, apliquemos a equagao fundamental de Ginelli (A.18) ao mapa

padrao.

Seja a matriz V,, representando a matriz cuja colunas contém os CLVs no ponto
T,, através da base ortonormal gerada pelos VGS, podemos escrever V,, na sua forma
matricial como V,, = G,,C,,, onde a matriz triangular superior C,, (normalizada por

colunas) contém os coeficientes de expansao, que para o mapa padrao implica

(1) _ (1)

Un’ = 8n 1 cos@),
= C,= : (A.36)
o = cos 0 gn M+ sin 0 gn . 0 siné)
onde Hv§f)|| =1, gg)H =1le( gg)| gg) ) = d;;. A equacao fundamental da evolucao para

tras de Ginelli (A.18) para uma iteracao é

C, =R;.C,1Di,, (A.37)



APENDICE A. Esquemas numéricos 140

onde a matriz diagonal D,,, . esta composta dos fatores de crescimento local dos CLV, isto
é

Yo = (M0l [D1nl;; = bt (A.38)
Essas taxas definem os expoentes de Lyapunov locais como )\1,” = log 'ym Assim, nossa
tarefa sera encontrar as relagoes de recorréncias para Aﬂ, que vao depender de cos !, e

: /
sin @/ .

(X) Como ja obtivemos a matriz Ry ,, podemos calcular a sua inversa diretamente

Al el

Ry, = — (Ryn) ' = . (A39)
o 1/ o Y

(XI) Vamos assumir que encontramos o angulo ¢ certo através da iteracao da equagao de
Ginelli (A.18) por um tempo transiente suficientemente grande e substituindo as
matrizes (A.39) e (A.38)

C, (Dy,) " =RLCpii;

-1
1 cosb, 7{1,)1 0 1/7"(1) —7“83) 1 cos®]_,
0 sind), 0 ”yﬁb 0 7"&1,)1 0 sinf),
Urin costhfrin | [ 1/ costp /riy — iy sin e,'m
0 sind,/ yﬁi 0 r%l,)l sin@), .,
(A.40)
Para encontrar fyﬂ)l igualamos as normas das colunas
1
=,
—1/2 (A.41)

2 2
22 = [ (costia st = 25t ) 4 (r{sing, )

(XII) Encontremos as relagoes de recorréncias para o angulo 6,, Na equagio (A.40)
(2)

1. €em ambos lados e igualando obtemos

2) [ cost, 12
cos 0/ PA 7)1 (TT)H - 7’5 n) sin 0n+1> )

multiplicamos ~y

1,n (A42)
sinf) = 7@7‘% T)L sind;, ;.
(XII) Finalmente, podemos encontrar o menor dngulo local entre os CLVs, Z{’Un U )} =0,

(que estudamos em detalhe). Usando a relagao (A.10) e a ortonormalidade dos VGS

(w0l = o] o2l cos b, = (g1 1gl") cos 6. (A.43)

n n
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E portanto
0,, = arccos (|| cos )|]) . (A.44)

Resumindo, os FTLEs e os angulos médios para o mapa padrao podem ser obtidos através
das taxas de expansao local 'yfle, r%l,)l e do coeficiente de expansao cos#’. Que podem ser

calculadas através das relagoes de recorréncias encontradas

n + ki sin ¢y, cos
COS Pyl = cos ¢ +(1) Sin ¢ ) COsS 9; = 7%2% <(—17)1+1 - TSZ) sin ‘9;1+1> )
Tin Tin
. cos ¢, + (1 + k,,) sin ¢, . )
Sin gpyq = On + D ) sin ¢ , sinf), = 79%7"?% sin ;4.
Tl,n
(A.45)

e as seguintes igualdades

rilr)L = \/(cos @y, + knsin¢,)2 + (cos ¢, + (1 + ky) sin ¢,,)2,
rﬁ) = [(1 + 2k,) (cos® ¢, — sin® @) + (2k. + 2k,, — 1) cos ¢sin ¢ /7’51,)1,
>2:| —1/2 (A46)

Y

2
12 = (costhpafrlh = i singr ) (rsing

0., = arccos (|| cos b, ]|) .

As relagoes de recorréncia nos permitem reduzir o tempo de simulagoes e erros
computacionais. Isto por que, o calculo da Jacobiana, a ortonormalizacao e a inversa
de Matrizes sao transformadas em simples iteragoes. Além disso, os valores de varias

recorréncias nao precisam ser guardadas, economizando memoria computacional.
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