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RESUMO

Com a Analise IsoGeométrica (AlG), é possivel fazer o calculo de estruturas tipo
casca usando a geometria exata para todo tipo de malhas. Para isso, os polinbmios
de Lagrange sao substituidos pelas funcoes NURBS (Non-Uniform Rational B-Splines)
para desenvolver a analise, sendo as NURBS a tecnologia mais utilizada no ambiente
CAD (Computer Aided Design) para o desenho. Adicionalmente, as fungcdes NURBS
tém uma ordem de continuidade alta, o que leva a uma maior precisdo por grau
de liberdade em comparacgéao a solugcdo de casca com a classica AEF (Analise por
Elementos Finitos).

Nesta dissertacéo, o conceito isogeométrico € aplicado a analise de estruturas tipo
casca fina. E desenvolvido um elemento tipo casca livre de rotacdes, usando a teoria
de cascas de Kirchhoff-Love e NURBS como funcdes de base. A analise baseada em
NURBS fornece vantagens especiais para cascas, ja que o comportamento estrutural
de uma casca é principalmente determinada por sua geometria, e portanto, uma boa
descricao da geometria é essencial. Além disso, devido a descricao exata da geometria
com NURBS, curvaturas podem ser avaliadas diretamente na superficie sem graus de
liberdade rotacionais ou diretores nodais. Aspectos relativos as condicées de contorno
e ao tratamento de estruturas multipatch sao revisados.

Os resultados dos diferentes exemplos numéricos desenvolvidos nesta dissertacao
sugerem que a Al/G em geral apresenta uma maior precisao e razao de convergéncia
em comparacao a classica AEF. Um método de refinamento da malha, chamado
refinamento k, esta disponivel na AIG, mas nao existe na classica AEF, e prova ser
uma maneira eficiente de melhorar ainda mais o desempenho da A/G. Além disso,
vantagens em termos de economia de tempo devido a fluxos de trabalho mais eficientes
também sao mostradas. No enfoque atual ter que retornar ao modelo CAD toda vez
gue mudancas e refinamentos da malha sdo necessarios na classica AEF é uma tarefa
tediosa. Assim, a capacidade de fazer ajustes e refinamentos diretamente no modelo
da AIG é um ativo substancial.

Palavras-chaves: Andlise Isogeométrica. Método dos Elementos Finitos. NURBS.
Andlise de cascas finas. Teoria de Kirchhoff-Love.



ABSTRACT

With the IsoGeometric Analysis (IGA), the calculation of shell structures has become
possible using the exact geometry for all types of meshes. For this, the Lagrange
polynomials are replaced by the NURBS (Non-Uniform Rational B-Splines) functions
to develop the analysis, NURBS are the most commonly used technology in the CAD
(Computer Aided Design) environment for design. In addition, the NURBS functions
have a high continuity order, which leads to greater accuracy per degree of freedom
compared to shell solution with the classical FEA (Finite Element Analysis).

In this dissertation, the isogeometric concept is applied to the analysis of thin shell
structures. A rotation free shell element is developed, using Kirchhoff-Love shell theory
and NURBS as basis functions. NURBS based analysis provides advantages specially
for shells, since the structural behavior of a shell is mainly determined by its geometry
and therefore a good geometric description is essential. In addition, due to the exact
description of the geometry with NURBS, curvatures can be evaluated directly on the
surface without rotational degrees of freedom or nodal directors. Aspects related to the
boundary conditions and the treatment of multipatch structures are reviewed.

The results of the different numerical examples developed in this dissertation suggest
that /GA in general presents a greater precision and convergence rate in comparison to
the classic FEA. A mesh refinement method, called k-refinement, is available in IGA,
but does not exist in classic FEA, and proves to be an efficient way to improving the
performance of the IGA. Furthermore, advantages in terms of time savings due to more
efficient work flows are also shown. In the current focus having to return to the CAD
model every time changes and mesh refinement are required in classical FEA is a
tedious task. Thus, the ability to make adjustments and refinements directly on the IGA
model is a substantial asset.

Key-words: Isogeometric Analysis. Finite Element Method. NURBS. Analysis of thin
shell. Kirchhoff-Love shell theory.
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1 INTRODUCAO

As estruturas curvas de paredes finas representam um elemento de construcao
fundamental na natureza e na tecnologia. Os exemplos vao desde cascas de ovos,
paredes de células ou folhas de plantas a estruturas de casca em engenharia, como na
industria automotiva, construgao de aeronaves, tecnologia aeroespacial ou engenharia
civil. As estruturas de casca sao meios continuos tridimensionais, sendo uma dimensao
significativamente menor que as duas restantes. Devido a curvatura, as cascas sao
capazes de suportar as cargas transversais com agdes de membrana e, assim, otimizar
0 uso do material. Isso acaba gerando estruturas altamente otimizadas e eficientes, que
podem ser construidas com uma grande esbeltez e com uma excelente capacidade de
carga. O aproveitamento dessa propriedade, porém, traz sensibilidades significativas
as imperfeicdes em relacdo a geometria e ao carregamento. Pequenas mudancgas nos
parametros de entrada do projeto da casca e do tipo de carregamento podem resultar
em grandes mudangas na resposta do sistema.

A primeira teoria de cascas remonta-se a Gustav R. Kirchhoff, que em 1850
desenvolveu a primeira teoria de placas (ONATE, E., 2013). A teoria de placas de
Kirchhoff € designada por ‘“teoria classica de placas”. August E. H. Love desenvolveu
uma teoria de cascas que é baseada nas suposicoes de Kirchhoff e, portanto, é
conhecida como a teoria de cascas de Kirchhoff-Love. Uma segunda proeminente
teoria de cascas € a teoria de cascas de Reissner-Mindlin que, em contraste com a
teoria de Kirchhoff-Love, leva em conta as deformacdes de cisalhamento transversais
(ONATE, E., 2013). Estes sdo desprezaveis para as cascas finas, mas podem ser
importantes para cascas espessas. O limite entre o espesso e o fino é definido pela
esbeltez da casca, que é definida como a razao do raio de curvatura sobre a espessura
(KIENDL, 2011). Uma casca espessa é definida por uma esbeltez de R/t < 20. Embora
a maioria das cascas em aplicacdes praticas possam ser classificadas como cascas
finas, a teoria de Reissner-Mindlin desempenha um papel dominante na analise de
cascas usando o Método dos Elementos Finitos (MEF).

O Método dos Elementos Finitos (MEF) (ZIENKIEWICZ, O. C.; TAYLOR, 2000)
(BATHE, K. J., 2006) (ONATE, Eugenio, 2010) (HUGHES, 2012), é um procedimento
numérico para determinar solugdes aproximadas de problemas de valor de contorno de
equacoes diferenciais e é hoje em dia 0 método predominante na analise de estruturas.
O MEF subdivide o dominio em muitos pequenos elementos “finitos” com formas
simples. Esses elementos sdo definidos por um conjunto de pontos nodais, que sao
conectados por funcdes de base. Os polindbmios lineares sao as funcdes de base
mais utilizadas, devido a sua simplicidade e versatilidade dos elementos resultantes.
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O problema é que com tais elementos normalmente ndo ha continuidade maior que
C° entre os elementos. Mesmo com polindmios de alta ordem, ndo é possivel garantir
a continuidade C'! para elementos de forma arbitraria. Esta limitacdo impede o uso
direto da teoria de cascas de Kirchhoff-Love, ja que esta requer integrabilidade de
derivadas de segunda ordem e, portanto, pelo menos, continuidade C*. A teoria de
cascas de Reissner-Mindlin, onde rotacdes e deflexdes sdo tratadas como dois campos
independentes, requer somente continuidade C°. Portanto, a maioria das formulagdes
de elementos de casca é baseada nesta teoria, independente da distincao entre cascas
espessas e finas. O problema € que, especialmente para as cascas finas, esses
elementos sofrem de varios fenémenos de bloqueio, que séo principalmente atribuidos
ao uso de fungdes de base de baixa ordem. O bloqueio ou “locking” € um problema
tipico dos elementos de casca, e um grande esfor¢o foi dedicado e muitos métodos
diferentes foram desenvolvidos para evitar ou pelo menos reduzir os efeitos de locking
(ONATE, E., 2013).

E importante comentar também que o fluxo de trabalho entre o desenho e a
analise num software comum de CAE (Computer Aided Engineering) em geral usa dois
modelos separados para a definicdo da geometria. O processo de desenho geralmente
€ baseado numa técnica de descricdo CAD (Computer Aided Design) da geometria,
como NURBS (Non-Uniform Rational B-Spline). O modelo para AEF (Analise por
Elementos Finitos) geralmente usa funcdes de base lineares de Lagrange. Esses
dois conjuntos distintos para o modelo da geometria ndo sdo compativeis. Assim,
mudancas na geometria ou no refinamento da malha requerem interacao entre o CAD
e 0 modelo da AEF, incluindo uma custosa conversao da geometria a qual é somente
uma aproximacao da geometria original. De acordo com Hughes, Cottrell e Bazilevs
(2005), perto de 80% do tempo total da analise é dedicado a geracao de malhas em
industrias automotivas e similares. O uso de uma descricdo comum da geometria
poderia permitir uma vinculacdo mais préxima entre esses dois processos e reduzir
os tempos de andlise. Mas € importante mencionar que as geometrias criadas no
desenho industrial frequentemente nao sdo adequadas para a andlise, devido a uma
ma parametrizacdo ou a inclusdo de muitos detalhes. Assim, mesmo com um fluxo
de trabalho integrado, atingido por uma descricado da geometria comum, a geometria
pode ter que ser redefinida até certo ponto. Um estudo mais detalhado sobre custos de
tempo relativos para processos de CAE € dado em Hughes, Bazilevs e Cottrell (2009).
Aqui, os custos tipicos nos Sandia National Laboratories sao detalhados. Os custos de
tempo para a criagdo de um modelo sélido de anélise (representando 21%) e para o
malhado (representando 14%) poderiam ser reduzidos a quase zero. A decomposicao
da geometria (representando 32%) para remover detalhes ndo necessarios para a
andlise e todas as outras etapas ainda serdo necessarias. E importante mencionar que
0s custos relativos ao tempo de analise real representam apenas 4%. A criacdo de uma
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geometria adequada para a analise a partir da geometria CAD é hoje o gargalo para
grandes célculos em engenharia, e a criagdo da malha € uma parte dessa transferéncia
do modelo. Uma nova forma de anélise, chamada de Analise Isogeométrica (AlG), tenta
fechar essa lacuna entre o CAD e o mundo da CAE, de tal forma que ambas disciplinas
trabalhem sobre 0 mesmo modelo geométrico.

O artigo seminal de Hughes et al. sobre AIG (HUGHES; COTTRELL; BAZI-
LEVS, 2005) foi provavelmente o primeiro a lancar a ideia de integrar os métodos
populares de CAD e analise num conceito uniforme e consistente. A ideia basica é
evitar o processo da geragédo da malha adotando a descrigcdo da geometria do desenho
para a analise. As NURBS séao a tecnologia mais difundida em programas CAD e,
portanto, sdo usadas como fungdes de base para analise. Tem sido mostrado que
as NURBS cumprem as condigdes necessarias para fungdes de base e, portanto,
a analise pode ser realizada sobre o modelo NURBS sem conversao da geometria.
A aplicagédo das fungdes significativamente mais ricas do CAD para a AEF melhora
a precisao de solugdes discretas, em comparagéo as discretizagdes C° do continuo
que se faz na classica AEF. Com relacao ao analise de cascas, as NURBS oferecem
um potencial e recursos completamente novos. A propriedade de alta continuidade
das NURBS permite a formulacao direta de elementos de cascas de Kirchhoff-Love.
A AlG baseada em NURBS vem ganhando crescente interesse e tem sido aplicada
com grande sucesso ao estudo de solidos, cascas, fluidos, interagéo fluido-estrutura,
turbuléncia e otimizacao estrutural.

Nesta dissertacao, o conceito isogeométrico é aplicado para a analise de cas-
cas. Em primeiro lugar, NURBS como base para modelagem geométrica sdo estudados,
assim como seu uso para AlG. O elemento de casca proposto por J. Kiendl (KIENDL;
BLETZINGER et al., 2009) é desenvolvido. Este elemento de casca usa a teoria de
Kirchhoff-Love e NURBS como funcgdes de base. A formulacéo é feita para problemas
com linearidade geométrica de modo que é aplicavel para pequenas deformacoes.
Diferentes exemplos numéricos sao realizados para testar esta formulagédo. Aspectos
especiais sobre condicdes de contorno e a modelagem com multiplos patches NURBS
sao discutidos e as solugdes sao apresentadas e testadas.

1.1 OBJETIVO GERAL

O principal objetivo deste trabalho é desenvolver uma formulagéo de casca
baseada na teoria de Kirchhoff-Love e adaptada as possibilidades oferecidas pelo
conceito isogeométrico. A caracteristica das NURBS de ter uma alta continuidade
deverd ser explorada para atingir um nivel de eficiéncia que seja superior as formulacdes
de cascas padrao da AEF.
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1.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

* Revisar detalhadamente os fundamentos da A/G e sua aplicagéo no problema de
casca baseada na teoria de Kirchhoff-Love.

» Fazer uma revisdo sobre as possiveis solugdes para a A/G de cascas com varios
patches NURBS (multipatch).

» Fazer a implementacao num codigo da formulacédo da A/G de casca baseada na
teoria de Kirchhoff-Love.

1.3 JUSTIFICATIVA

Com base nas pesquisas atuais, a hipétese é que a AIG de cascas se mostrara
mais eficiente em termos de tempo e produzira resultados mais precisos que a classica
AEF. As principais razoes incluem a eliminagao da etapa de conversao da geometria
CAD para malhas classicas da AEF e, assim evitar o erro geométrico que, de outra
forma, é introduzido pelas classicas funcoes de base da AEF.

1.4 ESTRUTURA DO TRABALHO

O presente trabalho segue a seguinte estrutura:

» Capitulo 2: Apresenta-se uma revisao da literatura a respeito da Anadlise Isogeo-
métrica (AlG) de cascas.

» Capitulo 3: As nogdes sobre geometria computacional que sdo necessarias nesta
dissertagédo sao revisados. Para isso, sdo apresentados os fundamentos para a
modelagem geométrica de curvas e superficies, necessarios para entender as
NURBS.

» Capitulo 4: Os fundamentos da Analise Isogeométrica (AlG) sao revisados, e as
particularidades e diferencas com respeito ao tradicional Analise por Elementos
Finitos (AEF) séo discutidas.

» Capitulo 5: Neste capitulo, as férmulas da geometria diferencial de superficies
sao revisadas, as quais sao necessarias para as equacgdes cinematicas da teoria
de cascas. Os fundamentos da mecanica estrutural sdo revisados. As equacdes
gerais da mecanica do continuo séo apresentadas. Entdo, elas sdo especificadas
para a teoria de cascas de Kirchhoff-Love, empregando as respectivas supo-
sicoes cinematicas. A formulagdo isogeométrica da casca de kirchhoff-Love é
apresentada. As equagdes sado derivadas em detalhe, de modo que sejam facies
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de implementar. Fornece-se um procedimento geral para calcular os valores das
tensdes fisicas a partir da solugéo obtida por uma analise baseada em desloca-
mentos. Finalmente, o tratamento das condi¢gées de contorno rotacionais com
esta formulacao € discutido.

Capitulo 6: A formulacdo de casca apresentada € testada num conjunto de
exemplos numeéricos, isto € feito inicialmente para modelos constituidos sé por
um patch. O problema de estruturas formadas de multiplos patches de NURBS é
discutido e duas solugdes diferentes sdo apresentadas. Estas duas solugdes sao
testadas com um ultimo exemplo numérico.
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2 REVISAO DA LITERATURA

Desde o século XVIII, grandes esforcos foram feitos para descrever adequada-
mente o comportamento da transmissdo de cargas em estruturas tipo casca. Inicial-
mente, as consideragbes mecanica-descritivas foram substituidas cada vez mais por
uma analise teorica e matematica (BEER, 2015). Hoje em dia, em particular, os méto-
dos numéricos sdo aplicados para a analise de cascas. Um desses métodos numéricos,
€ 0 Método dos Elementos Finitos (MEF) que atualmente € o mais usado nas analises
de estruturas continuas. Um dos primeiros elementos finitos propostos para modelagem
de cascas baseado na teoria de Kirchhoff-Love foi o elemento SHEBA proposto por
Argyris e Scharpf (ARGYRIS; SCHARPF, 1968). Os requerimentos de continuidade
sobre os deslocamentos foram obtidos usando fun¢des de base polinomiais de quinta
ordem, o que consequentemente levou a uma formulagdo complexa do elemento. Outro
elemento finito do tipo Kirchhoff-Love é o Bogner-Fox-Schmit (BFS) que esta baseado
em fungdes de base Hermitianas de alta ordem (BOGNER; FOX; SCHMIT, 1960). Um
problema desses primeiros elementos, os quais estdo baseados em polindémios locais,
€ que para malhas nao estruturadas, as funcoes de base e suas derivadas precisam
ter pelo menos continuidade C! nos limites entre os elementos (ZIENKIEWICZ, O.;
TAYLOR, 2000). Devido a dificuldade de obter elementos com continuidade igual ou
maior a C*, que é o requisito indispensavel para elementos de casca baseados na
teoria de Kirchhoff-Love, nas formulagcées de novos elementos finitos para modela-
gem de cascas preferiu-se usar a teoria de Reissner-Mindlin que adiciona um campo
independente de deformacdes por cisalhamento & cinematica da casca (ONATE, E.,
2013). Assim, o requerimento de continuidade sobre as fungdes de base foi reduzido a
continuidade C°, e isto leva a teorias de primera ordem. Porém, a vantagem do uso
de fungbes de base de baixa ordem esta afetada pela existéncia de graves problemas
de blogueio ou travamento da solugdo. Com a finalidade de resolver os problemas de
blogueio se desenvolveram varias solucdes, uma delas é o uso da integragédo reduzida,
entre muitas outras (ONATE, E., 2013). Nesta dissertacdo, com a finalidade de fazer
comparagdes faz-se uso de um elemento finito baseado na teoria de Reissner-Mindlin
e que é implementado no software chamado SAPUNSA (GARCIA; FRISANCHO, 2010).
Neste caso, o elemento casca € obtido por meio de uma combinacao de um elemento
membrana com graus de liberdade de rotacédo (IBRAHIMBEGOVIC, 1990) e um ele-
mento placa que tem uma interpolacéo hierarquica do deslocamento e um campo de
deformacées por cisalhamento assumido (IBRAHIMBEGOVIC, 1993).

A ideia de mudar o uso de fung¢des polinomiais de baixa ordem e baixa conti-
nuidade na Anadlise de Elementos Finitos (AEF) nao é totalmente nova. Splines de alta
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ordem e de alta continuidade ja foram usadas como fun¢gdes de base de elementos
desde pelo menos a década de 1970. Em Swartz e Wendroff (1974), formulacées
de elementos baseados em Splines foram comparadas com métodos de diferencas
finitas para problemas dependentes do tempo. Prenter (1975) apresentou métodos
variacionais e esquemas numeéricos para os meétodos de elementos finitos e de coloca-
cao sobre a base de espacos de Splines. Estruturas elasticas de placas compostas
foram analisadas em Chung-Tze (1979) usando-se B-Splines cubicas como bases
para elementos finitos. O autor identificou uma precisdo melhorada em comparagao a
discretizagdes convencionais de elementos finitos e poupangas em requerimentos de
memoria e custos computacionais. Elementos finitos baseados em B-Splines para a
analise de cascas de revolucao foram desenvolvidos em Fan e Luah (1990). Embora
varias publicagdes sobre elementos finitos com Splines tenham sido publicadas ha
mais de 40 anos, o artigo de Hughes et al. (HUGHES; COTTRELL; BAZILEVS, 2005)
foi provavelmente o primeiro com o objetivo de juntar o desenho e analise num Unico
modelo usando uma representacao da geometria unificada. NURBS sao a tecnologia
mais difundida nas atuais ferramentas de modelagem CAD e, portanto, sdo adotadas
como funcdes de base para analise. A aplicacao de NURBS como funcdes de base
para a analise melhora a precisao da solugdo em comparacgao as funcoes de base
polinomiais de continuidade C°. Isto foi documentado pela primeira vez para problemas
de mecanica de estruturas e mecanica de fluidos em Hughes, Cottrell e Bazilevs (2005),
Cottrell, Reali et al. (2006) e Cottrell, Hughes e Reali (2007). Com relacao a analise
de cascas, as NURBS oferecem capacidades e potenciais completamente novos. A
propriedade de alta continuidade das NURBS ¢ usada nesta dissertagao, e permite a
formulacao direta de elementos de cascas baseados na teoria de Kirchhoff-Love.

Cirak, Ortiz e Schroder (2000) derivaram um elemento finito de casca com a
cinematica da teoria de Kirchhoff-Love baseado na subdivisdo de superficies em CAD
(exata continuidade C') para a andlise de estruturas de casca finas e moderadamente
espessas. A principal desvantagem das técnicas de subdivisao, as quais se originaram
na industria de animacao, é a falta de compatibilidade com NURBS que representam a
ferramenta padrdo no desenho de engenharia. Em Long, Burkhard Bornemann e Cirak
(2012), um esquema de discretizacao adicional por subdivisédo foi desenvolvido. A for-
mulagcado toma em conta as consideracdes cinematicas tanto de Reissner-Mindlin assim
como as de Kirchhoff-Love, introduzindo um vetor de cisalhamento que € sobreposto ao
vetor normal na configuracao deformada para modelar o comportamento estrutural de
cascas espessas. Uma parametrizacao independente dos deslocamentos da superficie
média e do vetor de cisalhamento evita incompatibilidades no modelo discreto a priori
e, portanto, o bloqueio por cisalhamento transversal. A remocédo completa do vetor de
cisalhamento recupera a cinematica de casca de Kirchhoff-Love.

O primeiro elemento de casca isogeométrico baseado em NURBS, com a
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cinematica de Kirchhoff-Love para problemas néao lineares, foi apresentado em Kiendl,
Bletzinger et al. (2009). A formulagcdo gera um elemento que esta livre de graus
de liberdade de rotagao e, portanto, baseado somente nos graus de liberdade de
deslocamento da superficie média. A modelagem de contornos engastados e condi¢des
de simetria é realizada restringindo os graus de liberdade de deslocamento das duas
primeiras filas de pontos de controle adjacentes ao contorno, que sdo necessarios para
fixar a tangente. Nenhum método do MEF é usado para evitar o bloqueio de membrana.
Em estruturas com varios patches, os autores sugerem a aplicacao de equacodes de
restricao para os pontos de controle ao longo das bordas comuns, a fim de preservar a
alta continuidade nas interfaces dos patches. Num artigo subsequente, Kiendl, Bazilevs
et al. (2010), alternativamente introduziram um método de penalizagdo denominado
como faixa de flexdo para acoplar varios patches de superficies NURBS num sentido
fraco para a andlise de cascas finas.

Uma casca isogeométrica baseada em NURBS e com a cinematica da teoria
de Reissner-Mindlin foi apresentada por Benson, Bazilevs et al. (2010), a qual, em
comparacao a formulacao de J. Kiendl, considera os efeitos de cisalhamento transversal
e, portanto, € mais adequada para a andlise de cascas espessas. A formulacéo é
baseada no conceito de degeneragdo. Novamente, esta € uma formulagédo que tem
somente graus de liberdade de deslocamento. Este elemento é propenso ao bloqueio
por cisalhamento transversal e ao bloqueio de membrana. Na cinematica da casca,
o vetor diretor ndo é construido exatamente a partir do espaco tangente a superficie,
senao é calculado aproximadamente pela projecao dos pontos mais préximos sobre a
superficie da casca. Portanto, o diretor pode desviar-se significativamente da orientacéo
da normal da casca. Outros desenvolvimentos baseados na teoria de Reissner-Mindlin
podem ser encontrados em Benson, Bazilevs et al. (2011), Veiga et al. (2012), Dornisch,
Klinkel e Simeon (2013), Benson, Hartmann et al. (2013), Du, Zhao e Wang (2015) e
Dornisch, Mller e Klinkel (2016).
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3 MODELAGEM GEOMETRICA USANDO NURBS

Neste capitulo, as fun¢des B-Splines e as NURBS sao apresentadas de um jeito
compacto para descrever a geometria. Este capitulo mostrara as razdes pelas quais
as B-Splines sdo uma base atraente, nao apenas para CAD, sendao também em uma
estrutura de analise. Para este fim, algumas observacdes ja séo feitas a luz da anélise
com B-Splines, como preliminar para o capitulo 4. O capitulo comeca com a definicao
do espaco paramétrico (Vetor de nos) e as fungdes basicas B-Spline. Posteriormente, a
construcao de curvas e superficies sera abordada, e as possibilidades de refinar a base
serao discutidas. Ao final do capitulo serédo revisados os conceitos de continuidade
geomeétrica e continuidade paramétrica.

Ha trés diferentes tipos de descricdes matematicas de curvas e superficies:
a explicita, a implicita e a descricao paramétrica. As curvas e superficies NURBS
pertencem a categoria de descricbes paramétricas. Este € o grupo mais relevante de
descricoes matematicas, quando se trata de geometrias de forma livre. As NURBS
como descricdes geométricas sao uma ferramenta poderosa que tornou-se padrao na
modelagem CAD devido a sua versatilidade na capacidade de representar formas livres
suaves assim como formas lineares, bordas afiadas, objetos geométricos tais como
esferas e muito mais. Ja que as NURBS constituem a base da analise isogeométrica, o
primeiro passo para entender o método de anadlise é entender as NURBS.

Neste capitulo, a notacdo de Hughes et al. (HUGHES; BAZILEVS; COTTRELL,
2009) combinado com Piegl e Tiller (PIEGL; TILLER, 1997) é usada. Outras referéncias
importantes para este capitulo sdo os trabalhos de Farin (2002), Rogers (2001) e
Hughes, Cottrell e Bazilevs (2005).

3.1 B-SPLINES

Curvas B-Spline sédo definidas pela combinagéo linear de pontos de controle e
funcdes de base sobre um espaco paramétrico. As funcdes de base sdo chamadas
B-Splines (forma curta de Basis-Spline). O espaco paramétrico é dividido em intervalos
e as B-Splines sao definidas por partes sobre esses intervalos, com certos requisitos
de continuidade entre os intervalos. Como o numero de intervalos é arbitrario, o grau
polinomial pode ser escolhido independentemente do numero de pontos de controle.
Portanto, um grande conjunto de pontos de dados pode ser aproximado ao usar um
baixo grau polinomial. Na FIGURA 1 mostram-se oito pontos de controle que séo
aproximados por uma curva B-Spline com p = 3. Como consequéncia do baixo grau
polinomial, a curva B-Spline consiste de cinco se¢des. Seus limites, chamados nés, séo
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indicados por pequenos circulos de cor azul na curva. As fung¢des de base B-Spline séo
definidas para ser diferentes de zero somente sobre uma faixa restrita de intervalos,
o que significa uma influéncia local dos pontos de controle na curva. Além disso, é
possivel reduzir a continuidade nas fungdes de base entre intervalos e, portanto, criar
dobras dentro de uma curva.

FIGURA 1 — Curva B-Spline.
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Fonte: O autor.
Nota: Para p = 3 e um vetor de nés aberto = =
[0,0,0,0,1/5,2/5,3/5,4/5,1,1,1,1].

3.1.1 Vetor de nés

O espago paramétrico € definido pelo chamado vetor de nés = = [£;, &, ..., §nipia]-

Este tem n + p + 1 entradas, sendo n 0 niumero de pontos de controle e p o grau polino-
mial das funcbes de base B-Spline. Este é um conjunto de coordenadas paramétricas
& € R numa ordem ndo decrescente, & < &1, 0 qual divide o espaco paramétrico
em secoes. Se todos os nds sao igualmente espacgados, o vetor de nés é chamado
uniforme. Uma funcédo de base B-Spline € C* continua dentro de um intervalo de
nas, isto é, entre dois nods distintos, e C?~! continua num sé né. Um valor de né pode
aparecer mais de uma vez e entdao é chamado de né mdaltiplo. Num n6 de multiplicidade
k a continuidade é C?~*, isto é, aumentando a multiplicidade de um né, a continuidade
pode ser diminuida.
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Se o primeiro e ultimo n6é tem a multiplicidade p + 1, o Vetor de N6s chama-se
aberto, fixado ou nao periédico (PIEGL; TILLER, 1997). Nesta dissertacao, o termo
“‘aberto” é usado. Numa B-Spline com um vetor de n6s aberto o primeiro e ultimo ponto
de controle séo interpolaveis e a curva é tangencial ao poligono de controle no inicio e
ao final da curva como se pode observar na FIGURA 1, o que sera explicado em mais
detalhe. J4 que para desenhar uma curva geralmente é necessario especificar seu
ponto inicial e final, os vetores de nds abertos sdo padrdao em CAD e sdo assumidos
para o restante desta dissertacdo, a menos que seja indicado de outra forma.

3.1.2 Funcbes de base B-Spline

FIGURA 2 — Funcdes de base B-Spline cubicas com vetor de nos aberto.
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Fonte: O autor.
Nota: Para »p = 3 e um vetor de nés aberto = =
0,0,0,0,1/5,2/5,3/5,4/5,1,1,1,1].

Baseado no vetor de nds e o grau polinomial, as fungées de base B-Spline
N, ,(€) séo calculadas pela formula recursiva de Cox-deBoor (PIEGL; TILLER, 1997).
Este inicia para p = 0 com:

Nig(g) = 4+ S SE<am Ly (3.1)

0 outro caso.

Parap > 1é:
Npl) = 25 Ny (©) + TS ) (3.2)
Sivp — i Sivpt1 — Git1
Desde esta formulacédo algumas importantes propriedades das fungdes de base B-
Splines podem ser deduzidas:
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Suporte local, isto é, uma fungéo de base N; ,(£) ndo é zero somente no intervalo

[51‘7 §i+p+1] .

Sobre um intervalo de nos [¢;, &;+1] hd p + 1 fungbes de base com valor diferente
de zero.

- Partigio da unidade, isto €, » ~ N;, (&) = 1.

i=1

» N&o negatividade, isto &, NV, ,(£) > 0.

Independéncia linear, isto &, > ~ a;N;,(§) = 0 <= a; =0,j =1,2,...n.
=1

Na FIGURA 2 mostra-se um exemplo de funcdes de base B-Spline cubicas com
um vetor de nds aberto. Estas sdo as funcdes de base correspondentes a curva na
FIGURA 1. As linhas verticais mais longas sobre o eixo ¢ indicam a localizagao dos
nds internos os quais dividem a curva em sec¢des.

3.1.3 Derivada da funcao base B-Spline

FIGURA 3 — Derivadas das Funcgdes de base B-Spline cubicas com vetor de nés aberto.
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Fonte: O autor.
Nota: Para p = 3 e um vetor de nés aberto = =
0,0,0,0,1/5,2/5,3/5,4/5,1,1,1,1].

A primeira derivada de uma funcao de base B-Spline é calculada pela seguinte férmula:

__ P
£i+p - 5@

Na FIGURA 3 mostram-se as primeiras derivadas das funcdes de base cubicas
da FIGURA 2.

Nip1(6) = ———— N1 1(8) (3.3)
§i+p+1 —&it1

Nip(§)
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O vetor de nds aberto tem os seguintes efeitos sobre as funcbes de base e
suas derivadas:

Em ¢ = 0 todas as fun¢des de base desaparecem exceto a primeira:

1
Nip(0) =0, i#1 (3.4)

Para as derivadas, somente as primeiras duas derivadas sao diferentes de zero
e N;,(0) = —N,,(0), logo:

/ p
Nl’p(O) N _f +2
D
/ p
N, (0) =
27p( ) £p+2
NL(0)=0, i>2 (3.5)

O mesmo aplica-se as funcdes basicas no final do espaco paramétrico, que
podem ser vistas nas FIGURA 2 e FIGURA 3.

As derivadas de maior ordem podem ser obtidas pela diferenciacao de ambos
lados da Equacéo (3.3):

dk dkfl dkfl
eNol®) = e (g ©) - e (G N ©) (36

Sirp — & Sivpr1 — Gir1

Das Equacgées (3.3) e (3.6), podemos expressar as derivadas de maior ordem
com Ni,pfka Cee NiJrk’p,k:

k
k p!
Ni,p(f) = m ; Oék,jNiJrj,pfk(é)a (3.7)
com
OZQ’O =1
Ak—1,0
Qo =

Sivp—tr1 — &
A1, — Ok—1,5-1

akv] =
Sitptrj—k+1 — Sitj

—Qk—1,k—1
Qpp = ———— (3.8)
£i+p+1 - gi-ﬁ-k
O denominador de varios dos coeficientes das Equacdes (3.8) podem ser zero
na presenca de nos repetidos. Quando isso acontece, o coeficiente é definido como
zero. Eficientes algoritmos para esses calculos podem ser encontrados em Piegl e Tiller
(1997).
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FIGURA 4 — Funcobes de base B-Spline cubicas com um né interno com multiplicidade.
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Fonte: O autor.
Nota: Para p = 3 e um vetor de nés aberto = =
0,0,0,0,1/3,2/3,2/3,2/3,1,1,1,1].

Como foi mencionado anteriormente, em ndés com multiplicidade as func¢des
de base sofrem uma redugéo da continuidade C*~*, com k& como a multiplicidade do
nd. Se k = p, as fungdes de base sdo C° continuas neste nd. Nesse caso, todas as
fungdes de base neste n6 desaparecem, exceto uma que assume o valor de 1. Na
FIGURA 4 mostram-se as funcdes de base cubicas para um vetor de nés com um né
interno de multiplicidade k = p = 3.

3.1.4 Curvas B-Spline

Uma curva B-Spline de grau p é calculada pela combinacao linear de pontos
de controle e as respetivas fungdes de base:

C@:ZMMW (3.9)

A primeira derivada da curva € obtida pela combinacgao linear dos pontos de
controle e as derivadas das funcdes de base:

C(6) = D Ni,(©P, (3.10)

Na FIGURA 1 uma curva B-Spline cubica com vetor de n6s aberto é dada.
Como pode ser visto, o primeiro e ultimo ponto de controle séo interpolaveis e a curva
é tangencial ao poligono de controle em seu inicio e final. Este é o efeito do vetor de
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nds aberto o qual pode ser entendido pela inser¢cdo das Equacgdes (3.4) e (3.5) nas
Equagdes (3.9) e (3.10):

C(0) = zn: N, (0)P, = P, (3.11)
C0) =Y N, 0P = L (P P) 312

A Equacéo (3.11) mostra que para um vetor de nés aberto, o primeiro ponto
de controle € interpolavel em ¢ = 0, enquanto a Equacéo (3.12) mostra que a curva é
tangencial a P, P, em ¢ = 0. O mesmo aplica-se para o outro extremo da curva, isto &,
para ¢ = 1 e os respectivos pontos de controle. O entendimento dessas propriedades
€ muito importante para definir as condi¢cdes de continuidade entre curvas B-Spline e
para superficies B-Spline, os quais seréo tratados na secao 3.4.

Se um no6 interno tem multiplicidade & = p, a continuidade neste ponto é
reduzida para C°, isto €, uma dobra pode ser inserida na curva. Como pode ser visto
na FIGURA 4, uma funcao de base assume o valor de 1 neste ponto, o que significa
que o ponto de controle correspondente é interpolavel pela curva. A FIGURA 5 mostra
uma curva B-Spline cubica com um no6 interno com multiplicidade de k& = p. Para esta
curva, as funcdes de base da FIGURA 4 foram aplicadas aos pontos de controle da
FIGURA 1.

FIGURA 5 — Curva B-Spline cubica com né interno com multiplicidade.
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Fonte: O autor.
Para p = 3 e um vetor de nés aberto = = [0,0,0,0,1/3,2/3,2/3,2/3,1,1, 1, 1].
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FIGURA 6 — Influéncia local dos pontos de controle sobre a curva B-Spline.
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Fonte: O autor.
Nota: Para p = 3 e um vetor de nés aberto = =[0,0,0,0,1/5,2/5,3/5,4/5,1,1, 1, 1].

A propriedade de suporte local de B-Splines ¢ ilustrada na FIGURA 6. Uma
curva B-Spline é modificada pela mudanca das coordenadas x e y do ultimo ponto de
controle. Como mostra a FIGURA 2, a correspondente funcao de base tem suporte
somente no ultimo intervalo de nés. Portanto, esta modificagéo tem efeito sobre a curva
somente na ultima se¢ao, o qual pode ser visto na FIGURA 6. Se um dos pontos de
controle internos for modificado, este terd influéncia sobre algumas sec¢des, no maximo
em p + 1 segoes.

Propriedades importantes de curvas B-Spline sao:

Propriedade da envolvente convexa: A curva € contida dentro da envolvente
convexa do poligono de controle.

« Em geral, os pontos de controle nao sao interpolaveis.

Os pontos de controle tem influéncia em maximo p + 1 se¢oes.

Para vetores de nés abertos, o primeiro e ultimo ponto de controle sao interpola-
veis e a curva é tangencial ao poligono de controle no inicio e final da curva.

A curva é C* continua entre dois nés e C?~* continua num né de multiplicidade
k.
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» Transformagdes afins das curvas B-Spline sdo desenvolvidas pela transformagéo
dos pontos de controle correspondentemente.

3.1.5 Superficies B-Spline

Uma superficie B-Spline é calculada pelo produto tensorial das fungdes de
base B-Spline em duas dire¢des paramétricas ¢ e n. Esta definido por uma malha de
n x m pontos de controle P, para: = 1,2...,n e j = 1,2...,m, dois Vetores de NoOs
E=[&,8, . &nipr1] € H = [, 12, ..., Mntq+1], dOIS graus polinomiais p e ¢ (Os quais
nao necessariamente sdo iguais), e as correspondentes funcdes de base N, () e
M, ,(n). E descrita como:

n m

SEm) =Y Nip(§)M;(n)P, (3.13)

i=1 j=1

Na FIGURA 7 mostra-se um exemplo de uma superficie B-Spline quadratica e
sua malha de controle (linhas pontilhadas). As iso-curvas na superficie marcam os nés
que dividem a superficie em elementos. Vetores de nds abertos sdo empregados em
ambas direcoes. Portanto, as bordas da superficie sdo definidas apenas pelos pontos
de controle na borda e os vértices da superficie sao interpolaveis. Analogamente as
curvas, as inclinagdes ao longo de uma borda séo definidas pelas duas primeiras filas
de pontos de controle a partir da borda.

FIGURA 7 — Superficie B-Spline.

(0)

Fonte: O autor.
Nota: Para p = ¢ = 2 e vetores de nés abertos = = H = [0,0,0,1/3,2/3,1,1, 1].
Legenda: (a) Com malha de controle e elementos. (b) S6 elementos.
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O suporte local das funcbées de base B-Spline bidimensionais Nf}q(f,n) =
N;»(§)M,; ,(n) € encontrado diretamente das fungdes de base B-Spline unidimensionais
das quais esta formada. Assim o suporte local fica definido como [&;, & pi1] X [, j4q+1]-
Na FIGURA 8 mostram-se todas as funcbdes de base B-Spline bidimensionais da
superficie B-Spline da FIGURA 7.

FIGURA 8 — Fungdes de base B-Spline bidimensionais.
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Fonte: O autor.
Nota: Para p = ¢ = 2 e vetores de nos abertos == H = [0,0,0,1/3,2/3,1,1, 1].

Com a finalidade de deixar mais clara a geracao das funcoes de base B-Spline
bidimensionais, apresenta-se um destaque da fungéo de base N;5(¢,7) da FIGURA 8,
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a mesma que é mostrada na FIGURA 9, que é resultado do produto tensorial das
funcdes de base B-Spline unidimensionais N5 (&) e M;1(n).

FIGURA 9 — Fung&o de base B-Spline bidimensional N3 (¢, ).

Fonte: O autor.

Nota: Para p = ¢ = 2 e vetores de nds abertos
E:H:[OO 1/3 2/3,1,1,1].
Legenda: Nj; (&, 1) = Naa(€)Msa(n)

3.1.6 Sélidos B-Spline

Similar a superficies B-Spline, os solidos B-Spline sao obtidos pelo produto
tensorial de fungdes de base B-Spline em trés dimensdes paramétricas &, 7 e (¢, dada
uma trelica de controle P, ;, parai = 1,2...,n, j = 1,2..,me k = 1,2...,[, trés graus
polinomiais p, ¢ e r (Os quais nao necessariamente sdo iguais) e os vetores de nos

E = [£1,8, o Cnrprrl, H = [01,M2, o, Mmtge1] € Z = [(1,Cor oy Gnggr]. Um solido B-
Spline é definido pela seguinte equacao:

n

m l
B(En,0) =Y Y > Nip(©)M;g(n) Lis(Q) Py (3.14)

i=1 j=1 k=1

Na FIGURA 10 mostra-se um exemplo de um sélido B-Spline e sua trelica de controle.
As iso-superficies no solido marcam os nos que dividem o so6lido em elementos. Como
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FIGURA 10 — Sdlido B-Spline.

Fonte: Adaptado de Hughes, Bazilevs e Cottrell
(2009).

esta dissertagdo se concentra em estruturas de superficie, os solidos de B-Spline ndo
séo considerados mais detalhadamente aqui.

3.2 NURBS

“NURBS” é uma abreviagdo para Non-Uniform Rational B-Spline. O termo “non
uniform (ndo uniforme)” refere-se ao vetor de nés o qual em geral é nao uniforme. O
termo “rational (racional)” refere-se as fung¢des de base. Enquanto para B-Splines, as
funcdes de base sdo polinémios por partes, para NURBS eles sé&o polinbmios racionais
por partes.

3.2.1 Transformacao projetiva

Do ponto de vista geométrico uma entidade NURBS em R¢ ¢ obtida por meio da
transformacao projetiva de uma entidade B-Spline em R¢*!. Isto permite, por exemplo,
que circulos e elipses sejam exatamente construidos a partir destas transformacées
projetivas.

Os pontos de controle no espago R? sdo obtidos pela projecdo dos pontos de
controle em R%*!, dado pelas Equagdes (3.15) e (3.16):
PY).
py, =By (3.15)

wi = (P"),,, (3.16)

(2

Sendo (Pi)]. a j-ésima componente do vetor P;, € w; 0 i-éSimo peso.
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Na FIGURA 11 mostra-se um exemplo da transformagéo projetiva, com a
transformagéo de uma curva B-Spline C¥(¢) em R? para uma curva NURBS C(¢) em
R2.

FIGURA 11 — Transformagéo projetiva de uma curva B-Spline em R?, numa curva NURBS
(circulo) em R2.

Curva B—Spline
Curva NURBS

Fonte: Adaptado de Hughes, Bazilevs e Cottrell (2009), Cadena
(2017) e GUO (2016).

3.2.2 Funcbes de base NURBS

Para manipular de um jeito mais direto a geracao de espagcos NURBS faz-se
uso de uma perspectiva algébrica, e para isso, &€ necessario definir uma funcéo de
ponderacédo, que € uma funcao polinomial escalar por partes:

W) =D Nip(€)w (3.17)

Agora emprega-se a Equagéao (3.17) para diretamente construir uma base para
o espaco NURBS. Entdo uma base NURBS unidimensional pode ser definida pela
funcéo racional dada pela expressao (3.18):

%@:%ﬁy

Substituindo-se a Equagéao (3.17) na equacao (3.18) ficam definidas as funcdes
de base NURBS unidimensionais como:

Re) = e 3.19)
> N Ow;

(3.18)
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Para o caso bidimensional as funcdes de base sao:

R;;t}q(éf? 77) = — ]\Tg’,p(f)Mj,q(n)wi,j (3.20)
SN N (OM; (nw;;

=1 =1

E para o caso tridimensional as fungbes de base séo:
Nip(&)Mjg (1) Lir (O)wijik

n m

SN ONOM; ()L, (w4

i=1 j=1 k=1

L SUNO RS (3.21)

3.2.3 Derivada da funcao base NURBS

Como as funcdes de base NURBS sao construidas a partir das funcdes de
base B-Spline, a derivada das fungdes racionais claramente também dependera das
derivadas de suas contrapartes nao racionais. Assim aplicando a regra do quociente
na Equacéao (3.19), tem-se:

d WIE)Ni,(§) = W'(E)Nip(§)
—RP = w; P ’ 3.22
Sendo N; (£) a representacgao de d%Ni,p(g), e W'(£) dado pela expressao:
W'(€) =Y N (3.23)

=1

Para derivadas de ordem superior das fungdes de base NURBS tem-se a
Equacéo (3.26), mas primeiramente simplifica-se a notacao definindo:

k
AZ(-k) (&) = wi%Ni7p(§), (nao soma em i) (3.24)
Onde nao se soma no indice repetido, assim também tem-se:
() d*
= — 2
W) = W (©) (3.25)

Assim as derivadas de alta ordem das fungdes racionais ficam expressadas
em termos de derivadas de baixa ordem:

® ok 0 A=
AD© =2 ) WO g RO

d" B j=1

k k!
@ = k=) (3:27)

(3.26)

Onde
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Para o caso da fungéo R’/ tem-se as derivadas parciais definidas da seguinte
maneira, primeiro para a diregéo &:

i D,q T W(gun)Nz/,p(é) - W(g»n),ﬁNz,p(g)
df Ri,j (57 77) - w’h]MJ»q (W<57 77))2 (328)
sendo N; (&) a representagéo de d%Ni,p(g), e W(¢,n),e dado pela expressao:
WEme=Y_ > N_(EM;, (nw;; (3.29)
=1 j=1
E a derivada para a diregao :
W& n)M: - W&, n),M;
d BP(E ) = wiyNy, (& ) Mj,(n) <§ )0 Mjq(€) (3.30)
dn (W(&n))
sendo M; (n) a representacdo de d%Mj,q(n), e W(¢,n),, dado pela expresséo:
W(En)y =D Y N, (OM (nuw;; (3.31)

i=1 j=1
3.2.4 Curva NURBS

Para uma curva NURBS, como se mostrou anteriormente na secdo 3.2.1,
cada ponto de controle tem adicionalmente as suas coordenadas um peso individual
w;. Tal ponto P;(z;, v, z;, w;) pode ser representado com coordenadas homogéneas
P (wims, wiys, wizi, w;) num espago projetado R*. Uma curva NURBS ¢é a projecdo de
uma B-Spline em R* com pontos de controle homogéneos em R3 (PIEGL; TILLER,
1997).

Pode-se escrever uma curva NURBS no modo comum como a soma dos pontos
de controle vezes as respectivas funcdes de base:

C(&) =D Rip(©)P, (3.32)

Se todos os pesos de controle forem iguais, as fungdes racionais na Equacéao
(3.19) serao reduzidas as funcdes normais de B-Spline. Isso significa que um B-Spline
€ um caso especial de NURBS com pesos de controle iguais, e todas as propriedades
de B-Splines listadas na secéo 3.1.4 também se aplicam a NURBS.

Na FIGURA 12, varias curvas NURBS cubicas sao definidas através dos
pontos de controle do exemplo da FIGURA 1, com uma ponderagéao variavel no ponto
de controle superior para os seguintes valores w; = 0.2, w; = 0.6, w; = 1.0, w; = 2.0 €
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wy; = 10. Pode-se ver que, devido a um valor de ordem mais alto no peso de controle, a
curva é “puxada” em diregao a este ponto de controle e um valor de peso de controle
de ordem mais baixo, “afasta” a curva do ponto de controle. Na FIGURA 13 pode-se
ver a influéncia da variagéo do peso de controle w; sobre as fun¢des de base NURBS.

FIGURA 12 — Curva NURBS com ponderacéo variavel no ponto de controle superior Ps.

3.0 T o T T T

2.5

2.0

1.0 % ]

0.5

0.2
0.6 1
1.0 (B—Spline)
2.0

10

Fonte: O autor.
Para p = 3 e um vetor de nés aberto = = [0,0,0,0,1/5,2/5,3/5,4/5,1,1, 1, 1].

Como ja se mencionou anteriormente a vantagem significativa das funcdes de
base racionais é que elas permitem uma representacdo exata das se¢des cbnicas, 0
que inclui circulos e elipses. A FIGURA 14 mostra um circulo representado por uma
curva NURBS. Portanto, as NURBS sao capazes de representar formas livres suaves,
formas lineares, bordas afiadas e dobras, também objetos geométricos importantes
como esferas, cilindros, etc. E por isso que as NURBS se estabeleceram como um
padrdao na modelagem CAD.

3.2.5 Superficie NURBS

Assim como as curvas, as superficies NURBS sao obtidas pela combinagao
linear das fungdes racionais da Equagéo (3.20) com os pontos de controle P, ; e sdo
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FIGURA 13 — Variacao das fungdes de base NURBS com uma ponderagao variavel no ponto
de controle P;.

0.9 0.9 (b) w,=0.6
R} R}
0.8 0.8( "1 8
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0.2} 0.2
0.1 0.1
0
0
1
0.9

0.7F

0.6 [

0.4F

03[

0.2F

0.1

Fonte: O autor.
Para p = 3 e um vetor de nés aberto = =[0,0,0,0,1/5,2/5,3/5,4/5,1,1, 1, 1].

FIGURA 14 — Circulo exato representado por uma curva NURBS.
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Fonte: O autor.
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obtidas pela seguinte Equacao (3.33):

R4 (3.33)

i=1 j=1

E importante notar que as fungdes de base NURBS bidimensionais, Equacéo
(3.20), ndo sao um produto tensorial de fungcdes de base NURBS unidimensionais
(3.19). Elas sao obtidas como a razao ponderada do produto tensorial de fungdes de
base B-Spline.

Na FIGURA 15(a) é representada uma esfera a qual é modelada por uma
superficie NURBS. E na FIGURA 15(b) mostra-se a geometria e pontos de controle da
esfera NURBS.

FIGURA 15 — Superficie NURBS de uma esfera.

(@ N

Fonte: O autor.
Nota: Representacéo exata de uma esfera mediante uma superficie NURBS.
(a) Superficie. (b) Superficie e malha de controle.

3.2.6 Solido NURBS

Um solido NURBS é obtido como a combinagéo linear das fungdes racionais
da Equacéo (3.21) com os pontos de controle P, ; ;, assim mesmo as fungoes racionais
sao entendidas como a razdo ponderada do triplo produto tensorial das funcdes de
base B-Spline. Um solido NURBS é definido pela Equagéo (3.34):

B(£.1.¢) = ZZZWHMZM (3.34)

=1 j=1 k=1
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3.3 REFINAMENTO DE B-SPLINES E NURBS

Uma propriedade interessante dos objetos B-Spline é que o refinamento da
base nao altera a geometria B-Spline correspondente e sua parametrizacao. Os trés
métodos tipicos de refinamento de B-Spline incluem: Insercdo de nds, elevacao de
ordem e o refinamento-k, neste ultimo preserva-se uma alta ordem e uma alta con-
tinuidade. O refinamento de uma base NURBS envolve o refinamento das funcées
B-Spline no espaco homogéneo R¢*! seguido pela projecéo para o espago racional R
A sequir, os trés tipos de técnicas de refinamento acima mencionadas séo introduzidas
brevemente e as propriedades basicas sao discutidas.

3.3.1 Insercao de nos

A insercao de nés, como seu nome sugere, € um procedimento que adiciona
um ou mais nds ao vetor de nds original = para gerar um vetor de nos refinado =. A
base B-Spline refinada é gerada com base no novo vetor de nés =. O novo conjunto de
pontos de controle € uma combinacao linear do conjunto original de pontos de controle.
Um algoritmo detalhado pode ser encontrado em Piegl e Tiller (1997).

Um exemplo de insercao de nés de uma curva B-Spline é ilustrado na Fl-
GURA 16. Primeiramente, dois nos & = 0.25,0.75 sao inseridos no vetor de nds original
==10,0,0,0,0.5,1,1,1,1], FIGURA 16(b) e (e). Neste caso, a continuidade da base nos
nos inseridos permanece em C?~!, onde p = 3 é o grau das funcdes de base B-Spline.
Em segundo lugar, repetimos o passo anterior duas vezes até que a multiplicidade dos
nds inseridos seja p, 0 que reduz a continuidade da base nas posi¢des inseridas a
continuidade C°. Com o aumento da multiplicidade dos nos inseridos, a continuidade
da base nesses nés diminui. Se a multiplicidade do né é ¢, entdo a continuidade é
CP~1, Existem algumas semelhancgas entre a inser¢cao de nés e o refinamento-h do
MEF, porém, o refinamento-h produz uma continuidade C° através dos contornos dos
elementos, o qual € um caso especial da insercéo de noés.

3.3.2 Elevacao de ordem

Em contraste com a insercao de nés, outra possibilidade para enriquecer as
funcdes de base é aumentar a ordem da base. Os procedimentos basicos para a
elevacao de ordem consistem em trés etapas. Primeiro, a multiplicidade de cada né
interior é elevada para a ordem de base p, que divide a curva B-Spline original em
segmentos de curvas de Bézier (PIEGL; TILLER, 1997). Segundo, a ordem de cada
curva de Bézier é elevada. Terceiro, a multiplicidade dos nés interiores repetidos é
removida ou reduzida para manter a continuidade através dos contornos dos elementos
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FIGURA 16 — Inser¢do de nés numa curva B-Spline.
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Fonte: Adaptado de GUO (2016).

Nota: (a) Geometria original e seu poligono de controle, (b)-(c) geometrias e
poligonos de controle refinados, (d) funcbes de base originais com ve-
tor de n6s = = [0,0,0,0,0.5,1,1,1,1], (e)-(f) fungcdes de base refina-
das com vetores de nés = = [0,0,0,0,0.25,0.5,0.75,1,1,1,1] e = =
0,0,0,0,0.25,0.25,0.25,0.5,0.75,0.75,0.75,1,1, 1, 1].

inalterada, de modo que a geometria final seja uma Unica curva de ordem elevada e
unificada. O algoritmo detalhado para a elevacao de ordem pode ser encontrado em
Piegl e Tiller (1997).

Um exemplo de elevacédo de ordem é mostrado na FIGURA 17, onde a base
quadratica original é elevada para cubica e o né interno € repetido uma vez para
manter a continuidade da base. A elevacao de ordem € até certo ponto semelhante
ao refinamento-p no MEF. A diferenca entre os dois esquemas é a continuidade entre
elementos no estado inicial antes do refinamento, o qual é de continuidade C° para o
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refinamento-p e para o caso da elevacédo de ordem € qualquer nivel de continuidade
menor que p — 1.

FIGURA 17 — Elevacao de ordem de uma curva NURBS.

07 : \ ‘ ‘ ] 07 ‘ H

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(c) (d)

Fonte: Adaptado de GUO (2016).

Nota: (a) Geometria original e seu poligono de controle, (b) geometria e poligono de
controle depois da elevagao de ordem, (c) fun¢des de base originais com vetor
denés = =10,0,0,0.5,1, 1, 1], (d) fungdes de base depois da elevagao de ordem

com vetores de n6s = = [0,0,0,0.5,0.5,1, 1, 1].

3.3.3 Refinamento k

A combinacao da insercao de nos e a elevacao da ordem resulta numa técnica
de refinamento Unica de uma alta ordem e de uma alta continuidade, chamada refina-
mento k. Usualmente, a ordem da malha grossa original € elevada a um grau mais alto,
seguida pela insergao de nos para criar varios intervalos de nés. Aqui, a multiplicidade
de cada né é configurada para ser 1 com a finalidade de manter a continuidade mais
alta, que é C?~1, através dos contornos do elemento. Pode-se também duplicar os nés
inseridos para diminuir a continuidade da base nas interfaces do elemento onde seja
necessario. Note que cada né inserido gerara mais uma fungé@o de base. Um exemplo
simples de refinamento k da base B-Spline € mostrado na FIGURA 18.
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FIGURA 18 — Refinamento k de fun¢des de base B-Spline.

1 T T T T 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(a) E=[0,0,1,1] (b) ==[0,0,0,0,0,1,1,1,1,1]
1
0 h h
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(¢) £=[0,0,0,0,0,0.2,0.4,0.6,0.8,1,1,1,1,1]

Fonte: Adaptado de GUO (2016).
Nota: (a) Funcdes de base lineares originais, (b) fungdes de base B-Spline de
grau p = 4, (c) Insercao de ndés em £ = 0.2,0.4,0.6,0.8.

Para superficies B-Spline, os procedimentos de refinamento mencionados
anteriormente podem ser aplicados independentemente a cada uma das dire¢des
paramétricas £ e n, € do mesmo jeito que em curvas B-Spline estes métodos de
refinamento ndo mudam a geometria ou a parametrizacdo. Para superficies NURBS
0s mesmos procedimentos podem ser usados, porém, eles tém que ser aplicados
as coordenadas de controle homogéneas P/, o que significa refinar as B-Splines
no espaco projetivo R*. Depois de obter os pontos de controle refinados no espacgo
projetivo, eles sdo projetados de novo ao espaco R3.

Na FIGURA 19(a), mostra-se a esfera da FIGURA 15 depois de um refinamento
por insercao de nds, entado sao refinadas a malha de nés e a malha de controle. Na
FIGURA 19(b) foi desenvolvido um refinamento por elevacdo de ordem. A malha
de controle é refinada, enquanto o numero de intervalos de nés permanece sem
modificacao.
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FIGURA 19 — Refinamento por insercao de nés e elevacao de ordem de uma superficie
NURBS.

Fonte: O autor.
Nota: (a) Insercao de nos, para & = 0.125,0.375,0.625,0.875 e para n; =
0.25,0.75, (b) Elevacado de ordemde p =2 ap = 3.

3.4 CONTINUIDADE

Para a formulacao Isogeométrica de cascas apresentada no Capitulo 5, a
continuidade entre elementos e patches desempenha um papel crucial. Portanto, nesta
sec¢ao, as condi¢des de continuidade para B-Splines e NURBS sao discutidas.

Para curvas e superficies paramétricas ha dois tipos de continuidade, a continui-
dade geométrica G* chamada também continuidade fisica, e a continuidade paramétrica
C* chamada também continuidade matematica (KIENDL, 2011)(ROGERS, 2001). Para
uma continuidade de ordem zero eles sdo iguais G° = C°, mas para um grau de
continuidade k > 1 eles precisam ser distinguidos. Geralmente a continuidade para-
métrica C* implica a continuidade geométrica G*, mas néo vice-versa. Para a Andlise
Isogeométrica de cascas, a continuidade geométrica G* entre superficies é necessaria,
entdo a diferenca entre G' e C' é discutida brevemente.

3.4.1 Continuidade paramétrica v.s. continuidade geométrica

Dadas duas curvas C'(¢) e C?(¢), 0 < € < 1, as quais juntam-se em seus
extremos:
C'(1) = C*(0) (3.35)

As curvas sdo C' continuas se suas primeiras derivadas na unido sao iguais:

aC'(1)  aC2(0)
o of

(3.36)
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Isto significa que seus vetores tangentes na unido sao paralelos e tem a mesma
magnitude. Para continuidade G*, os vetores tangentes somente tem que ser paralelos
mas nio necessariamente da mesma magnitude (ROGERS, 2001). Entédo para G' a
seguinte equacao deve ser mantida:

oC'(1)  9C*(0)
o€ =c- o€ (3.37)

Onde ¢ é um multiplicador escalar.

Na FIGURA 20 ilustra-se a diferenca entre continuidade paramétrica e geomé-
trica. Os vetores com linha pontilhada indicam a magnitude dos vetores tangentes ao
nd. O vetor tangente no final da curva da esquerda (verde) é igual em magnitude ao
vetor mais longo (azul) mostrado para o segmento de curva da direita. Entao, a curva
etiquetada com C'! tem continuidade paramétrica, devido a que tanto a inclinacdo e
magnitude dos vetores tangentes onde os segmentos de curva juntam-se sao iguais. A
magnitude do vetor tangente para a curva etiquetada com G (vermelho) é a metade
do vetor da curva etiquetada com C* (azul). Note a significativa diferenca na forma das
curvas, uma continuidade C'* da uma transicdo mais suave entre segmentos de curva
gue uma continuidade G'.

FIGURA 20 — Diferenca entre continuidade paramétrica C' e continuidade geométrica G'.

Fonte: Adaptado de Rogers (2001).

3.4.2 Continuidade G para curvas B-Spline

As primeiras derivadas no pontos extremos de uma curva B-Spline sdo dadas

R A —
(Pj! P]) (3.38)
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80(1)
P,—P,_ .39
Os fatores SL e L : sao multiplicadores escalares dos vetores tangentes e
p+2 RN )

portanto irrelevantes para a continuidade geométrica. O ultimo ponto de controle da
primeira curva é igual ao primeiro ponto de controle da segunda curva, P! = P?, entao
as curvas sdo G' continuas se a seguinte condicdo é mantida:

(Py—P))=c-(P,—P,_)) (3.40)

Isto significa que os pontos de controle P! |, P! e P} sao colineares, como
mostra-se na FIGURA 21.

3.4.3 Continuidade G*' para superficies B-Spline

Para que duas superficies sejam G* continuas ao longo de uma borda comum,
as derivadas com respeito a ambos parametros ¢ e n devem cumprir a condicao da
Equacgéo (3.37). As primeiras derivadas de uma superficie B-Spline nos contornos
£E=0e¢ =1sao:

as o
n) -, ZMM (Po; — Pyy) (3.41)
p
95(0, — OM,
—én U —g;(") Py (3.42)
08(1, P
) Y M) (P — Paos) (343

(3.44)

Dados dois patches' com uma borda comum e a mesma parametrizagdo ao
longo da borda comum:

S'(1,m) = S*(0,n) (3.45)
Pé,j = Pﬁj Mj{q(n) = ]\42 (n) j=1,...,m (3.46)

Entdo, a derivada com respeito a n ao longo da borda € igual em ambas
superficies para qualquer ponto sobre a borda:
0S'(1,m) _ 95%(0,n)
o Iy
1 Um patch NURBS é definido sobre um dominio paramétrico, o qual é dividido em intervalos pelos
vetores de nés.

(3.47)
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FIGURA 21 — Curva B-Spline com continuidade geometrica G".

Fonte: Adaptado de Kiend! (2011).
Nota: Os pontos de controle P! ,, P! e P} sao colineares, para
garantir G*.

A condicao:
0S'(1,n) _ = 08%0.n)
9 =c- o€ (3.48)

E cumprida se para todos os pontos de controle que atravessam a borda a
seguinte relacdo se mantém:

(P2 — P,

n7j

)=c- (Pij — Pnlfl’j) j=1..m (3.49)

3.4.4 Continuidade G* para superficies NURBS

Para a continuidade G' entre patches NURBS, as superficies devem ser G*
continuas na configuragdo homogénea, isto €, a Equacéo (3.49) deve ser aplicada aos
pontos de controle homogéneos (KIENDL, 2011):

(P2 =Py =c (P =P ) j=1,..,m (3.50)

n,J n—1,j
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4 ANALISE ISOGEOMETRICA

Neste capitulo sera apresentado o conceito da Analise Isogeométrica (AIG) e
suas diferencas do classico Método dos Elementos Finitos (MEF).

Tanto em desenho como em engenharia, a introducao de computadoras pesso-
ais teve um impacto enorme no jeito de planejar e projetar. O Desenho Assistido por
Computadora (CAD), especialmente em termos de arquitetura, e os softwares para
Engenharia Assistida por Computador (CAE) podem ser apontados como exemplos
conhecidos. Porém, em termos dos métodos computacionais subjacentes, em alguns
casos foram escolhidas abordagens completamente diferentes, como no contexto do
método matematico para descrever entidades geométricas.

A Analise Isogeometrica (AIG) é um enfoque recente que tem suas raizes
no trabalho de Hughes et al. (HUGHES; COTTRELL; BAZILEVS, 2005) antes de
ser detalhado e formalizado em Hughes, Bazilevs e Cottrell (2009), no contexto do
desenvolvimento de novas ferramentas para a analise numérica em engenharia. Isso
introduziu um novo paradigma. De fato, este enfoque esta rompendo com o que é feito
na classica Analise por Elementos Finitos (AEF). Na tradicional AEF, os polinbmios de
Lagrange de baixa ordem, geralmente lineares, séo utilizados como fungdes de base
para a analise, enquanto o modelado da geometria é baseado em técnicas tais como
funcdes B-Spline, NURBS (PIEGL; TILLER, 1997), T-Splines (SEDERBERG et al., 2003)
ou subdivisdo da superficie (PETERS; REIF, 2008). Como consequéncia, € necessaria
uma conversdo do modelo da geometria que é desenhada num programa CAD, para ser
analisada por AEF. Para a analise, a geometria se converte numa malha de elementos
finitos, pelo que este processo denomina-se Discretizacdo. E uma tarefa importante
na pratica diaria da engenharia, especialmente para casos ndao padronizados como
geometrias complexas e para pesquisas paramétricas de variacbes geométricas. Esta
conversao do modelo causa uma série de problemas. O problema mais ébvio é que
devido a conversdo do modelo, a informagdo geométrica é perdida. A geometria da
AEF é sé uma aproximacao da geometria original e a qualidade desta aproximacao
depende da densidade da malha. Porém, uma exata descricao da geometria é crucial se
pequenas imperfeicdes geométricas podem decidir sobre 0 comportamento estrutural
geral, como na flambagem de cascas finas (GEE; RAMM; WALL, 2005). Outro aspecto
€ o impacto do tempo de discretizacdo, o qual € um sério problema em aplicacdes
industriais, especialmente porque todo o processo se deve refazer cada vez que uma
malha precisa ser refinada ou modificada. Também os chamados erros de discretizagao
devem ser considerados. Além disso, a diferenca existente nas descricdes da geometria
causa uma violagéo no fluxo de trabalho do desenho, quando o desenho é pensado
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como um processo integrado e reciproco entre arquitetura e engenharia.

A ideia da Analise Isogeomeétrica é que as fungbes usadas para a descri¢cao da
geometria em CAD sdo adotadas pela analise para a geometria e o0 campo de solucao
(conceito Isoparamétrico). Com isso, todo o processo de discretizacdo pode ser omitido
e os dois modelos de desenho e andlise se fundem em um.

Entao AIG permite usar diretamente o modelo da geometria do CAD (desenho)
como modelo de andlise dentro de CAE (anélise). Portanto, as conversdes de modelo
tornam-se dispensaveis. A descricdo da geometria do modelo de anélise s6 difere em
termos de maior refinamento. Isto em contraste com um modelo de analise discretizado
com elementos finitos classicos, como é mostrado na FIGURA 22.

FIGURA 22 — Modelos de analise para o classico AEF e para AlG.

P Ponto de controle
= l

Poligono de controle ——— Curva NURBS
S CAD

Discretizagao

Grau de

Liberdade
L (Deslocamento)

Modelo geométrico

Restricdo — CAF

Modelo de andlise para o cldssico Modelo para a
Meétodo dos Elementos Finitos Andlise Isogeométrica

Fonte: O autor.

4.1 ANALISE ISOGEOMETRICA BASEADA EM NURBS

Nesta dissertacado sao utilizadas as fungdes B-Splines Racionais Nao Unifor-
mes (NURBS) (HUGHES; BAZILEVS; COTTRELL, 2009). A escolha destas func¢oes
€ devido a sua grande presenca nos programas CAD e facilidade de implementacao
(com algoritmos j& padronizados (PIEGL; TILLER, 1997)). Porém, todas as funcdes
usadas em CAD poderiam ser usadas como base para AlG. Algumas que ja foram
aplicadas para analise sao T-Splines (BAZILEVS; CALO et al., 2010) e subdivisao da
superficie (CIRAK; ORTIZ; SCHRODER, 2000) (CIRAK; ORTIZ, 2001) (CIRAK; SCOTT
et al., 2002). E importante provar que a AlG baseada em NURBS resulta em métodos
convergentes. As condi¢des suficientes para um teste basico de convergéncia para
uma ampla classe de problemas sao satisfeitas por uma base que é (BATHE, K. J.,
2006) (HUGHES, 2012):
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« (' continua no interior do elemento,
« (Y continua nos contornos dos elementos,

* e completa.

A facilidade com que a continuidade sobre os contornos do elemento pode ser
controlada foi discutida no capitulo 3. Além disso, pode ser mostrado que o conceito
isoparamétrico e a propriedade de particdo da unidade sao suficientes para assegurar a
terceira condigdo, uma base completa. Estas trés condi¢des sdo satisfeitas numa base
NURBS. As provas de varios outros teoremas sobre convergéncia da AlG baseada em
NURBS séo discutidos por Bazilevs, Beirdo da Veiga et al. (2006).

4.2 O CONCEITO ISOPARAMETRICO

Uma das ideias comuns a classica AEF e a AIG é o conceito isoparamétrico
(BATHE, K., 1982) (ZIENKIEWICZ, O. C.; TAYLOR, 2000) (ONATE, Eugenio, 2010).
Na classica AEF, comegamos construindo o espaco de aproximacao da solugcéo do
problema. Para isto, usam-se polinémios do tipo Lagrange que tém a peculiaridade
de serem interpolaveis nos nés da malha. Seguidamente o conceito isoparamétrico é
invocado para discretizar a geometria do problema. Pelo contrario, a AlG propde iniciar
da geometria e logo invocar o conceito isoparamétrico, isto é, usar as mesmas funcdes
de base para a analise que as que se utilizam para construir a geometria nos modelos
CAD. Em outras palavras, na classica AEF o campo de solugao é imposto na geometria
enquanto na AlG a geometria € imposta no campo de solucdo. Na FIGURA 23 ilustra-se
o conceito mencionado. Ao fazer isto, ja ndo somente ficamos focados no ponto de
vista da analise. O objetivo da abordagem é tentar preencher o vazio entre os modelos
CAD e AEF. Com AIG tem-se a oportunidade de processar o desenho e a analise com
exatamente os mesmos modelos geométricos. Os passos para construir geometrias
simplificadas e gerar malhas, muitas vezes tediosas na AEF, podem se tornar 6bvias
na AlG. Entdo na AlG a representacdo da geometria é exata, independentemente do
tipo de refinamento utilizado.

4.3 ELEMENTO ISOGEOMETRICO NURBS

Como foi mostrado no Capitulo 3, um patch NURBS é definido sobre um domi-
nio paramétrico, o qual € dividido em intervalos pelos vetores de nds. Esses intervalos
sao definidos como elementos. A razao para essa definicao € que dentro de um inter-
valo de nés, as fungdes de base B-Spline sdo polinbmios e, portanto, a quadratura de
Gauss pode ser usada para a integracao no nivel de elemento. As fungdes basicas
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FIGURA 23 — Conceito isoparamétrico no ambito da AEF e AIG.
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Fonte: O autor.

NURBS nao sao polinbmios regulares, mas sim polinbmios racionais. Portanto, a inte-
gracao com quadratura de Gauss € s6 uma aproximacgao para funcoes de base NURBS.
Mas é importante lembrar que nédo se integram as funcdes de base em si, sendo a
formulagcao do elemento, que em geral da como resultado a integracéo de polindbmios
racionais de todos modos. Por exemplo, a formulacao padrdo de um elemento sélido
inclui a integracao sobre a inversa do determinante do Jacobiano. Somente no caso de
elementos retangulares ou paralelogramos, o integrando € um polinémio nao racional.
O uso da quadratura de Gauss para os elementos NURBS tem sido pesquisado e
comprovado como confiavel na literatura (HUGHES; COTTRELL; BAZILEVS, 2005).
Hughes et al. descreveu uma nova regra de integracao para NURBS que faz uso das
maiores continuidades entre os elementos e, portanto, € mais eficiente que a quadratura
de Gauss (HUGHES; REALI; SANGALLI, 2010). Para os exemplos apresentados nesta
dissertacao € usada a integracao por quadratura de Gauss tradicional.

Equivalentemente a elementos finitos, um elemento NURBS é definido por um
conjunto de néds e suas correspondentes funcdes de base. Os nds sdo os pontos de
controle. Eles carregam os graus de liberdade para a analise e as condi¢cdes de contorno
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(restricdes) sao aplicadas a eles, como mostra a FIGURA 22. Como a formulagéo do
elemento nesta dissertacao é baseada em deslocamentos, os graus de liberdade séo
os deslocamentos dos pontos de controle. Para estruturas tridimensionais, isso significa
que cada ponto de controle possui trés graus de liberdade, ou seja, os deslocamentos
nas diregdes x,y € z.

E importante notar que com esta definicdo de elementos, as funcdes de base
B-Spline n&o estdo confinadas a um elemento, mas se estendem por uma série de
elementos, como mostram a FIGURA 24 para o caso unidimensional e a FIGURA 25
para caso bidimensional. Esta é uma diferenga muito importante com respeito a classica
AEF porque permite uma maior continuidade das fungdes de forma sobre os contornos
dos elementos. A natureza de ordem superior das fungdes de base B-Spline geralmente
resulta em uma maior precisdo em comparagao com os elementos de ordem inferior. Os
elementos NURBS também tem continuidade de alta ordem entre os elementos, que é
a base para a formulagéo do elemento que se apresenta no préximo capitulo. Por outro
lado, isso significa que os elementos estéo interconectados e ndo sao independentes
entre si. As fungdes de base dentro de um intervalo de nés estdo definidas pela
expressao recursiva de Cox-deBoor, Equacao (3.2), e dependem dos intervalos de
nés adjacentes. Portanto, ndo é possivel definir um anico elemento NURBS sem um
patch NURBS completo. Neste contexto, vale a pena discutir o termo elementos, ja
que eles n&o sao independentes, como partes elementares que podem ser montadas
arbitrariamente para formar um modelo maior. No entanto, para implementacao, esses
elementos podem ser tratados exatamente da mesma forma que os elementos finitos
classicos. A matriz de rigidez, por exemplo, é avaliada no nivel do elemento e montada
na matriz de rigidez global. A Unica diferenca € o uso de diferentes func¢des de forma. O
fato de que os nds, isto é, os pontos de controle, geralmente estao fora do elemento, é
apenas uma consequéncia das funcdes de base utilizadas e nao faz nenhuma diferenca
no tratamento desses elementos num cdédigo de elementos finitos.

Muitos fenédmenos de travamento em analise estrutural, e especialmente na
analise de cascas e placas, sdo uma consequéncia das funcdes de base de baixa ordem
que nao podem representar corretamente o comportamento fisico (ZIENKIEWICZ, O.;
TAYLOR, 2000) (CHAPELLE; BATHE, 2003) (ONATE, E., 2013). Como NURBS séo
funcdes de ordem superior, esses efeitos de travamento podem ser evitados desde o
inicio (KIENDL, 2011) (SAFARI; ALMSTEDT, 2017). Assim mesmo, no recente trabalho
de Adam et al. (ADAM, Cédric et al., 2014) foram propostos esquemas de integracéao
reduzida/seletiva para problemas unidimensionais de vigas no contexto de AIG, que
evitam os problemas de travamento de membrana e de cisalhamento, e num segundo
trabalho de C. Adam et al. (2015) esses esquemas de integracdo sdo estendidos para
problemas de placas e cascas também no contexto de AlG que produzem elementos
livres de algum tipo de travamento.



FIGURA 24 — Elemento isogeométrico unidimensional.
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FIGURA 25 — Elemento isogeométrico bidimensional.

T L
=
L3
=
g
----------- ~
[\
=
gl
——————————— ~
™
=
=
" o
i o)
1 N T T T : T N. T : T T N’52
L 1 1 B
1,2 N2’2 ! 3,2 ! 1\]4’2
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
0 - ) 1 1
0 1/3 2/3 1

Fonte: O autor.



62

As seguintes propriedades importantes de NURBS como base para analise
estdo resumidas:

* As funcdes de base cumprem os requisitos de independéncia linear e particao da
unidade. Elas tém um suporte local, dependendo do grau do polinémio.

+ As funcdes de base tém continuidade de ordem superior sobre 0os contornos dos
elementos.

» Graus de liberdade sao definidos nos pontos de controle.
» O conceito isoparamétrico é usado.

* Movimentos de corpo rigido sdo tratados corretamente (zero deformacgéo) devido
a propriedade de covariancia afim de NURBS (HUGHES; BAZILEVS; COTTRELL,
2009).

 Efeitos de travamento decorrentes de fungcdes de base de baixa ordem podem
ser excluidos ao inicio.

4.4 ESPACOS DE ANALISE

Na AIG, ha trés espacos de andlise relevantes: o espaco fisico, o espaco
paramétrico/indices e 0 espaco de integracdo de Gauss. Na FIGURA 26 os espacos
sao visualizados para uma superficie NURBS 3D.

441 Malha fisica e malha de controle

Na AlG tem-se dois conceitos de malhas, a malha fisica e a malha de controle. A
malha fisica é a representacao da geometria, com a qual se esta trabalhando, no espaco
fisico, decomposta em elementos, sejam eles, pathes ou elementos isogeomeétricos
NURBS. A malha de controle é formada a partir dos pontos de controle, e sdo nestes
pontos que estdo localizados os graus de liberdade ou variaveis de controle como se
pode observar na FIGURA 22. A malha de controle consiste de elementos multilineares,
e, em duas dimensdes, eles sdo elementos quadrilateros bilineares. A malha de controle
ndo se ajusta a geometria real. Em vez disso, € como uma armagao que controla a
geometria. Na parte superior da FIGURA 26 podem ser observadas as duas malhas.
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FIGURA 26 — Espacos de analises em AIG.
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Fonte: O autor.

4.4.2 Espaco fisico

O espaco fisico € onde a geometria real é representada por uma combina-
cao linear das funcdes de base e os pontos de controle. O espaco fisico tem suas
coordenadas definidas no espago cartesiano z, y € z. Também é no espaco fisico
onde se visualizam os campos de deslocamentos, deformacgdes, tensdes, entre outros
(CADENA, 2017). Um exemplo do espaco fisico é apresentado na parte superior da
FIGURA 26.
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4.4.3 Espaco de indices

No espaco de indices de um patch, cada né pode ser identificado de forma
Unica, que inclui os nés com multiplicidade maior que um. O espaco de indices considera
um comprimento de [£1,&,4,+1] Na direcdo paramétrica & € (11, m+q+1] NA direcdo
parameétrica n. Portanto, tem um area de [€1, i pi1] X [0, Mimsqr1]- ASSIM, 0 espaco de
indices esta formado pela interseccao dos nés, pertencentes aos vetores de nos, = e
H, que juntos geram uma grade retangular (CADENA, 2017). Um exemplo do espago
de indices pode ser visto na FIGURA 26. Os retangulos pertencentes a esta grade
representam todos os elementos gerados pelos nds existentes, tanto os elementos de
area nula quanto os elementos de area néo nula.

4.4.4 Espaco paramétrico

O espaco paramétrico é onde as fungdes de base NURBS séao definidas, Equa-
¢ao (8.20). Este espago pode ser entendido como um espacgo de indices compacto,
onde apenas os elementos com areas néo nulas sdo observados. E um espaco retan-
gular orientado no sistema de coordenadas ¢ e 7. Nele pode-se observar os elementos
que sdo mapeados no espaco fisico, os quais efetivamente contribuem para a analise
numérica (CADENA, 2017). O espaco paramétrico € um sistema local para os patches.
Cada elemento no espaco fisico €, portanto, uma imagem do elemento correspondente
no espago paramétrico (HUGHES; BAZILEVS; COTTRELL, 2009). Um exemplo de um
espaco paramétrico também pode ser visto na FIGURA 26.

4.4.5 Espaco de integracdo de Gauss

O espaco de integracdo é um dominio quadrado de coordenadas ¢ e 7, e é deli-
mitado pelos intervalos [—1, 1] x [—1, 1], respectivamente. Neste espaco séo escolhidas
as posicoes dos pontos de Gauss para a realizacao das integragdes numéricas das
matrizes de rigidez e dos vetores de forca. A integracao é executada em um elemento
por vez no espaco de integracdo. O elemento € entdo associado de volta para o espacgo
paramétrico onde a maioria da analise ocorre, como por exemplo, o calculo das fungdes
de base, suas derivadas e o determinante do Jacobiano de retorno. Um exemplo de
espaco de integracao pode ser visto na FIGURA 26.

E assim, que o patch inteiro é entdo trazido de volta para o espaco fisico. Depois
de resolver o sistema de equagdes, um pés-processamento é necessario para obter
resultados na propria geometria. Raramente os coeficientes dos pontos de controle
coincidem com o que é procurado, especialmente porque os pontos de controle diferem
dos nés da classica AEF, pois nao estao na prépria geometria (HUGHES; BAZILEVS;
COTTRELL, 2009).



65

4.5 MAPEAMENTO

Durante o calculo da matriz de rigidez e vetor de forca, as integrais séo avalia-
das utilizando a quadratura de Gauss no elemento mestre. Para fazer isso, é necessario
passar do espaco fisico para o espacgo de integracao, onde a integracao é pré-formada.
Isso é feito “mapeando através do” espago paramétrico. Veja a FIGURA 27.

FIGURA 27 — Mapeamento entre espacos.

Espaco fisico Espaco paramétrico Elemento mestre

(1,1)

Fonte: O autor.

Primeiramente, tem-se o mapeamento geomeétrico entre o espago parameétrico
e 0 espaco fisico, simbolizado por x : Q! — Q, o qual é invertido, z~* : Q — ), para que
ocorra 0 mapeamento de um elemento pertencente ao espago fisico, €2¢, para o espago
paramétrico, (2¢. Entdo o Jacobiano da transformagdo é:

ax@

_ | og o
Joe = | 02 oy (4.1)

an o

Na sequéncia, com base no mapeamento afim, que ocorre entre o0 espaco de
integragdo e o espago paramétrico, simbolizado por £ : Q2 — ©, que também é invertido,
¢1:Q — Q, de tal maneira que se possa mapear um elemento do espaco paramétrico,
()¢, para o espaco de integracdo, Q¢, esta relagdo é dada por:

(Civ1 — &)E+ (G + &)

(Nig1 — M) + (N1 + 15)
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Neste caso, a matriz Jacobiana da transformacao é:

g_g g_i -6
(£ ) = _ 2
Jﬁé(gm) ~ | On On| 0 (it1 — i) (4-3)

o¢ 00 2

Dessa maneira, como é apresentado na FIGURA 27, o mapeamento de um
elemento do espaco fisico Q¢, para um elemento no espaco de integracao, (¢, exige
a composicdo dos mapeamentos, z =1 : Q — Qe €71 : O — , cuja matriz Jacobiana
combinada é:

Ox 3_56 Oor Oz % %
~|oe o o on| |0 on
T |9 Oyl |9y Oyl |9n O
oc 0n o6 on] Lag on

=Joedeg (4.4)

4.6 COMPARACAO DA AIG COM A CLASSICA AEF

Enquanto a AIG e a classica AEF tem muitos termos em comum, seus signifi-
cados diferem entre os dois métodos. Os termos utilizados na AlG podem ser confusos
para o leitor habituado em AEF. Algumas das coisas que parecem semelhantes, mas
levam a suposi¢des erradas, se forem usadas de forma intercambiavel. Assim, as
diferengas sao apresentadas por Hughes et al., e mostradas na seguinte TABELA 1.

TABELA 1 - Diferengas entre a AlG e a AEF.

Analise isogeométrica Analise por elementos finitos

Geometria exata Geometria aproximada

Pontos de controle Nés

Variaveis de controle Variaveis nodais

Funcdes nédo interpolaveis Funcdes interpolaveis

Baseado em NURBS Baseado em polindbmios

Alta continuidade (controlavel) Continuidade C" fixa

Funcdes de base sempre positivas | Fungdes de base nao obrigatoriamente positivas
Propriedade de envolvente convexa | Sem propriedade

Variagdes geométricas suaves VariacOes abruptas

Fonte: Hughes, Bazilevs e Cottrell (2009)

Das diferengcas mencionadas na TABELA 1 a que mais relevancia tem &,
sem duvida, a exatidao com que se representa a geometria. Em seguida destaca-se
o refinamento das malhas. Aqui o mesmo fator que proporciona uma exatidao da
geometria, também tem implicacdes ao nivel do refinamento da geometria que, no
caso da AlG, é independente de um modelo original, pois a informacao é a mesma.
Finalmente, destaca-se o fato de que nem os pontos de controle nem as variaveis de
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controle serem, no caso da AlG, interpolaveis, ao contrario do que sucede na AEF com
os nés e as variaveis nodais.

4.7 REFINAMENTO NA AIG

Os métodos de refinamento mostrados na sec¢ao 3.3, sdo usados para o
refinamento da malha na analise. Com a insercdo de nds, o numero de elementos é
incrementado e com a elevacao de ordem aumenta o grau do polindmio das funcoes
de base. Uma importante diferenca com respeito a classica AEF, é que o refinamento
para a AlG ndo muda a geometria. Isto significa que em cada passo de refinamento,
a geometria é representada exatamente e, portanto, uma malha refinada pode ser
refinada sem a necessidade de retornar ao modelo original.

FIGURA 28 — Refinamento “local” de um elemento NURBS.
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Fonte: Adaptado de Kiend! (2011).

Nota: (a) Espaco paramétrico sem refinamento. (b) Espaco fisico
sem refinamento. (c) Espago paramétrico com refinamento.
(d) Espaco fisico com refinamento.
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Uma curva NURBS pode ser refinada por inser¢éo de nds, onde os n6s podem
ser inseridos arbitrariamente. Isto significa que refinamentos locais para curvas NURBS
sao possiveis. Porém, para superficies NURBS, um n6 inserido na direcao £ se estende
sobre todo o patch na diregao n e vice-versa, ver a FIGURA 28. Em (a), o espaco
paramétrico sem refinamento € mostrado. O primeiro elemento, o qual é destacado,
sera refinado. Em (b), mostra-se o correspondente espaco fisico. Em (c), o espaco
paramétrico com refinamento é representado e em (d) o correspondente espago fisico.
Portanto, um refinamento local puro nao é possivel para patches NURBS (COTTRELL;
HUGHES; REALI, 2007). A razédo para isso é a estrutura de produto tensorial das
superficies NURBS. Uma alternativa poderia ser o uso de T-Splines, os quais nao
estdo confinados a uma estrutura de produto tensorial. Como foi mostrado na secao
3.3, a insercdo de nés e elevacdo de ordem podem ser combinados, para obter
o chamado refinamento k (HUGHES; COTTRELL; BAZILEVS, 2005) (COTTRELL;
HUGHES; REALI, 2007) (HUGHES; BAZILEVS; COTTRELL, 2009), mas é importante
saber que a sequéncia de aplicacao nao é intercambiavel. Enquanto a elevagao de
ordem preserva todas as continuidades, a insercao de nds diminui a continuidade nesta
localizacao. Isto significa que desenvolvendo a elevagao de ordem antes que insercao
de nos produz uma continuidade de alta ordem na geometria refinada do que vice-versa.
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5 CASCAS DE KIRCHHOFF - LOVE BASEADAS EM NURBS

As cascas sao estruturas onde uma dimensao (espessura) € significativamente
menor que as outras duas. Elas sdo estruturas de paredes finas, resultantes de uma
otimizacao natural que reduz as cargas mortas e minimiza o material utilizado. Assim,
elas sao caracterizadas por sua curvatura e pequena espessura. Uma placa € um caso
especial de cascas sem curvatura. Exemplos de cascas na natureza sdo ovos, conchas
do mar, cascas de nozes ou partes de organismos vivos como cranios humanos,
escudos de tartarugas, etc. Seu primeiro uso pela humanidade como estruturas de
construcéo foi, ja em 126 DC, na forma da cupula de concreto do Pantheon (FIGURA 29).
Muitas das estruturas mais famosas do mundo, como o Taj Mahal na india (FIGURA 30),
a Hagia Sophia na Grécia (FIGURA 31), a igreja de St. Paul na Inglaterra (FIGURA 32),
tém cupulas de cascas desde séculos e ainda estao fortes. Sua versatilidade é evidente
pelo seu uso em diferentes campos das ciéncias, como na engenharia civil, automotor,
naval e aeroespacial. Mesmo na vida cotidiana, as cascas sao encontradas na forma
de latas, garrafas, bolas, corpo de eletrodomeésticos e muito mais. Os beneficios do
uso de cascas sao sua eficiéncia de custo, pois sdo ocas e economizam material. Elas
também sao estruturas finas e leves, que podem ser manipuladas ou transportadas
facilmente. Sdo visualmente agradaveis e boas para acustica, como ocorre em varios
auditérios, teatros, igrejas que tém telhados de casca. Finalmente, elas também séo
computacionalmente eficientes, ja que a reducao de dimensao pode ser feita e, portanto,
grandes poupancas nos graus de liberdade e tempos de computacdo podem ser
observadas.

Quando projetadas adequadamente, as cascas estdo sujeitas exclusivamente
as forcas de membrana, que sao paralelas a superficie média ou a linha central.
O estado de membrana é desejavel porque otimiza o uso do material, mantendo
aproximadamente constante a distribuicao de tensdes através da espessura. Durante
a flexdo, as cascas sao muito mais flexiveis devido a que as fibras do material na
direcdo da espessura sao mais solicitadas. As forcas de membrana esticam ou retraem
a linha central da casca, enquanto que as forcas de flexao preservam a extensao (ou
compressao) da linha central. Na pratica, geralmente ambas acdes de membrana e
flexdo estao envolvidas, mas um bom projeto garante que a acdo de membrana seja
predominante.
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FIGURA 29 — Cupula de concreto do Pantheon.
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Fonte: Zhou (2019).




FIGURA 31 — Cupula da catedral Hagia Sophia.

Fonte: Zhou (2019).

FIGURA 32 — Cupula da igreja de St. Paul.
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Nesta dissertacao, o foco € no estudo de cascas finas. Em funcédo de sua
esbeltez as cascas s&o pouco ou nada dependentes da flexao. Isso leva a estruturas
menos redundantes e mais suscetiveis a imperfeicdes geométricas. Um requisito de
maior precisdo geométrica € uma das razdes pelas quais a AlG é especialmente
adequada para analise de cascas finas. Neste capitulo, é introduzida a formulagao de
cascas baseadas na teoria de Kirchhoff-Love no contexto da AlG, seguindo de perto os
trabalhos publicados por Kiendl, Bletzinger et al. (2009), Kiendl (2011), Beer (2015) e
Safari e Almstedt (2017). Para isso seréo revisados os seguintes conceitos: geometria
diferencial de superficies, fundamentos da mecéanica do continuo, teoria de cascas de
Kirchhoff-Love, formulacdo de elemento com NURBS e imposicédo das condicdes de
contorno.

5.1 GEOMETRIA DIFERENCIAL DE SUPERFICIES

Neste item, apresenta-se uma breve revisdo da geometria diferencial de super-
ficies. Bathe et al. (CHAPELLE: BATHE, 2003) e do Carmo (PERDIGAO DO CARMO,
2016) fornecem uma completa descrigcdo sobre geometria diferencial.

FIGURA 33 — Superficie no espago tridimensional R3.

93

Fonte: O autor.
Com coordenadas curvilineas (azul), base local (vermelho) e base ortonormal de
referéncia (preto).
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Notacdes e variaveis sédo descritas a medida que aparecem, mas ao longo do
capitulo aplica-se o seguinte:

» A convencéo usual para indices latinos e gregos, isto €,i =1,2,3 e a =1, 2.

» As regras de soma de Einstein.

» A virgula para diferenciacao parcial, por exemplo f,; = %

Subscritos para componentes covariantes.

Sobrescritos para componentes contravariantes.

Cada ponto no espaco tridimensional pode ser identificado por seu vetor posi-
¢do x, que esta composto por suas coordenadas (x!, 22, 2®) e pelos vetores unitarios
de uma base ortonormal de referéncia, como (e;, es, e3), logo:

x = zrle; + 2ley + e = 2le; (5.1)

Neste exemplo a base e; denota a base cartesiana global, mas para descrever
superficies de forma livre é Gtil usar coordenadas curvilineas e uma base local. A
FIGURA 33 mostra um exemplo de uma superficie no espaco tridimensional com
essas coordenadas e base. Duas bases importantes s&o a base covariante g; e a
base contravariante' g'. Com as correspondentes coordenadas contravariantes 6’ e
coordenadas covariantes 6;, 0 vetor posi¢ao « pode ser expressado como:

x=0g =09 (5.2)

Os vetores da base covariante sdo definidos como:

'_833_
9= 59

Os vetores de base covariantes e contravariantes s&o relacionados pela seguinte
condicao (funcao Delta de Kronecker):

(0
g g=0=1 "7 (5.4
1i=j

Uma superficie € uma geometria bidimensional definida parametricamente e
cada ponto na superficie é descrita por duas coordenadas curvilineas (6!, 6?). Isto

1

Covariancia e contravariancia sao conceitos frequentemente usados nas areas de matematica e
fisica tedrica. Como regra geral, eles se referem ao fato de que certos objetos matematicos, que
podem representar alguma quantidade fisica, tém alguma forma de invariancia de forma, ou seja, a
propriedade de permanecer inalterado num determinado conjunto de transformagoes.
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significa que os dois primeiros vetores de base covariante g, podem ser calculados
como na Equacao (5.3), enquanto que o terceiro vetor de base covariante g; € definido
como o vetor ortogonal normalizado a g; € g»:
X
gs = g1 g2 (55)
g1 x gal|
Como pode ser deduzido da Equacao (5.4), os vetores de base contravariantes
g® encontram-se no plano tangencial definido pelos vetores de base covariantes g,.

Portanto, o terceiro vetor de base contravariante g* ¢ igual a gs:
g’ =gs (5.6)

Os vetores de base g, e g, também podem ser utilizados para definir uma
base cartesiana local. Esta € uma base ortogonal e normalizada com uma orientagao
arbitraria. Aqui, é definido de tal forma que seu primeiro vetor base e; € paralelo a g;,
e e, € ortogonal a ele, que encontra-se no plano de gi, g». O terceiro vetor base e3 é
igual a gs:

e, = L (5.7)
gl

ey = -2~ (g2- er)er (5.8)
ng - (92 : el)elH

€3 = g3 (5-9)

Uma quantidade importante para a descri¢cao de superficies é o tensor métrico
g, também chamado tensor identidade. Este pode ser expressado na base covariante
e contravariante:

9=9"9.®gs=0gapg" ®g° (5.10)

Os coeficientes métricos covariantes g,z s&0 calculados pelo produto escalar
dos vetores de base covariantes (PERDIGAO DO CARMO, 2016):

Gap = Go " gp (511)

A Equacéo (5.11) é conhecida como a primeira forma fundamental da superficie
(PERDIGAO DO CARMO, 2016). Esta contém propriedades importantes da superficie
como o comprimento dos vetores base e os angulos entre eles. Os coeficientes me-
tricos contravariantes ¢°* sao obtidos pela inversa da matriz de coeficientes métricos
covariantes:

[9%°] = [9as) ™" (5.12)

Com a matriz de coeficientes métricos contravariantes ¢*°, os vetores base
contravariantes podem ser calculados dos vetores base covariantes:

g* = 9"’ g (5.13)
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E vice-versa:
gdo = Jap ga (514)
A segunda forma fundamental da superficie, Equagao (5.15), descreve as

propriedades das curvaturas de uma superficie. Os coeficientes do tensor de curvaturas
b.s s80 definidos como em Perdigdo do Carmo (2016):

bag = —Go " 938 = —953 G360 = 9,3 * 93 (5.15)

Nas secdes seguintes, transformacdes dos coeficientes tensoriais entre dife-
rentes bases sdo necessarias varias vezes. Aqui, uma abordagem geral para essas
transformagdes é explicada num exemplo geral:

Duas bases diferentes a; ® a; e b; ® b;, assim como suas contrapartes con-
travariantes a’ ® a’ e b° ® b/, sdo dadas. Um tensor M pode ser expressado usando
estas bases como:

A modo de exemplo, os coeficientes covariantes a;; serdo transformados nos
coeficientes covariantes b;;:

aijai ® Clj = szbl ® b‘7 (51 7)

O artificio € multiplicar os vetores base covariantes b, e b, por dois lados,
usando o fato de que os vetores base covariantes e contravariantes sao relacionados
porb; - b = §’:

aijbk(ai & Cl,j)bl = szbk(bz X bj)bl
aij(bk . ai)(aj . bl) = bl](bk . bz)(bj . bl)
aij(by, - a')(a’ - by) = ;6,67 (5.18)
aij(bk . ai)(aj . bl) = bk:l

O mesmo pode ser feito para coeficientes contravariantes para ambas bases.
Portanto, existem quatro transformacdes possiveis:

b = a;;(by - a')(a’ - by) (5.19)
V' = a;;(b" - a')(a’ - b) (5.20)
b = a” (by - a;)(a; - by) (5.21)
V' =a(b" - a;)(a; - b) (5.22)

As Equacdes (5.19) a (5.22) fornecem as regras de transformacéao de coefici-
entes necessarias nas se¢des seguintes.
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5.2 FUNDAMENTOS DA MECANICA DO CONTINUO

Nesta secdo, séo revisados os fundamentos da Mecanica do Continuo. Assim,
com base nas quantidades basicas da geometria diferencial que foram introduzidas
na Sec¢ao 5.1, sdo derivadas as equacdes cinematicas mais importantes. Pequenos
deslocamentos e pequenas deformacdes sdo assumidos e a descricdo Lagrangiana é
usada.

Considera-se que uma casca é um meio sélido definido geometricamente
por uma superficie média imersa no espaco fisico, e um parametro que representa a
espessura do meio ao redor desta superficie (CHAPELLE; BATHE, 2003). Seguindo as
notagdes na FIGURA 34, a superficie média € designada por €2, na configuracao de
referéncia, também conhecido por estado indeformado. A espessura é denotada ¢t. O
mapeamento denotado X é o mapeamento entre o espago paramétrico da superficie
média, definida como Q) ¢ R?, e a configuracéo de referéncia. Além disso, o vetor
unitario de campo normal a superficie média € denotado por A;. Um elemento de area
da superficie média pode ser calculado como dQy = Jydf'dh* onde Jy = || X,1 x X 2 |-

FIGURA 34 — Definicdo de uma casca como corpo solido.

A

3

]

Fonte: Adaptado de Safari e Almstedt (2017).
Nota: Mapeamento entre a configuragao de referéncia €2, configuragao atual 2 e o
espaco paramétrico
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O corpo da casca, aqui denotado ¢, encontra-se num dominio de referéncia
tridimensional tal que ¢ c R3. Se uma configuracdo X, é definida como o mapeamento
do dominio paramétrico Q x [—t/2,t/2] em R?® pode ser expresso por:

Xo (0',6%,6°) = X (0',6%) +6°A;5 (6", 6%) (5.23)
O corpo pode ser entdo definido geometricamente como:

¢ = {Xo € BN, (61,6, 0%) = X (61.6%) + 0%, (.6°) .~ <67 < L (6.0%) Q}

DO | o+

5.2.1 Cinematica

A cinematica descreve a deformacao de um corpo. Para um ponto material
no corpo, se deve distinguir entre a configuragao de referéncia (indeformada) e a
configuracdo atual (deformada). Todas as quantidades na configuracao de referéncia
sao denotadas por letras maiusculas, e aqueles referentes a configuragao atual por
letras minusculas. De acordo com a FIGURA 34, o mapeamento entre 0 espaco
paramétrico e a configuracéo atual é dado por x, e um elemento de area na superficie
média na configuragdo atual é calculado como d2 = Jd#'d6* com J = ||z,; Xx,2 ||.

Na FIGURA 35, o deslocamento u de um ponto material € definido por seus
vetores de posi¢ao na configuracao atual e de referéncia (HOLZAPFEL, 2001):

u=x—X (5.25)

FIGURA 35 — Campo de deslocamento u de um ponto material.

Configuracao de referéncia Configuracao atual

Fonte: O autor.
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O mapeamento de um elemento de linha diferencial na configuragéo de referén-
cia dX num elemento de linha na configuragéo deformada dx é descrito pelo gradiente
de deformacgédo F (HOLZAPFEL, 2001):

de = F - dX (5.26)

O gradiente de deformacao é definido pelos vetores base nas configuracées
de referéncia e atual (BASAR; WEICHERT, 2000):

F=g3G FT=G'®g, (5.27)
F'=G;,®g' FT=¢g'®G, (5.28)

e pode ser usado para o mapeamento entre os vetores base da configuracao
atual e os vetores base da configuracao de referéncia:

gi=F - G; G, =F'.g (5.29)
g=FT1.G' G =F".g (5.30)

O gradiente de deformacao descreve a deformagao de um corpo, incluindo
movimentos de corpo rigido. Portanto, ele ndo pode ser usado diretamente como uma
medida para as deformacdes. Diferentes medidas de deformacgao existem, e a usada
nesta dissertacao é relacionada ao tensor de deformacdo de Green-Lagrange E. Ele
descreve uma relacao linear entre deslocamentos e deformacgdes e, portanto, € uma
medida apropriada para deformagdes sob deslocamentos pequenos. Ele é definido
através do gradiente de deformacéo e do tensor de identidade I (BASAR; WEICHERT,
2000):

E=_(F' ' F-1)=E,G'®G (5.31)

DN | —

Substituindo a Equacao (5.27) em (5.31) e lembrando que o tensor identidade
é idéntico ao tensor métrico I = G;; G' @ G' = G; ® G*, produz:

(G'®g) (g,0G) -G, G ®G)

(gij — Gij) G' G’ (5.32)

Assim, os coeficientes de deformagdo de Green-Lagrange E;; sao calculados
a partir dos coeficientes métricos na configuragdo atual e de referéncia:

1
Eij =5 (9 = Gij) (5.33)

e se referem a base contravariante G* ® G’ da configuragdo de referéncia.
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5.2.2 Equagbes constitutivas

As equacdes constitutivas descrevem a relagédo entre as tensdes e as deforma-
¢Oes através de uma lei de material. Semelhante ao tensor de deformagéo, existem
diferentes definicdes de tensor de tensdo. Mas, para andlise de tensdes de corpos
submetidos a pequenas deformagdes, € usado o tensor de tensdo de Cauchy o. Para
grandes deslocamentos, outras medidas de tensdo sdo necessarias, tais como o pri-
meiro e segundo tensor de tenséo de Piola-Kirchhoff (BASAR; WEICHERT, 2000). O
tensor de tensdo de Cauchy é definido na configuracéo atual como:

o=07g,®g, (5.34)

Os tensores de tenséo e deformagéao séo relacionados pelo tensor de elastici-
dade C, também chamado de tensor do material. Ele € um tensor de quarta ordem, e
para um material tipo Hook é definido como (BASAR; WEICHERT, 2000):

C=\I&®T+2ull (5.35)

Onde os parametros I e IT sdo denotados como tensor identidade de segundo
ordem e o tensor identidade de quarta ordem respectivamente, e sdo definidos como:

I=G®G (5.36)
N=G;®G G G =G"G"G;?G;2G, G, (5.37

Nesta dissertacao, é utilizado o modelo de material de St. Venant-Kirchhoff, o
que significa que uma relacao linear entre deformacdes e tensdes € assumida:

c=C. E (5.38)

ol = Cz]klEkl

Como se pode ver na Equacéao (5.35), para a descricao de um material elastico
isotropico, dois parametros independentes sao suficientes. Ha diferentes parametros
usados na literatura matematica e na literatura de engenharia. Usualmente, na literatura
de engenharia sao utilizados o0 mdédulo de Young E e a razdo de Poisson v, enquanto
que na literatura matematica, as constantes de Lamé \ e ;. podem ser encontradas.
Eles estdo conectados pelas seguintes relacdes:

Ev E
A= T =) h=

(5.40)

5.2.3 Equilibrio

De acordo com o principio da conservacao do momento linear, as equacoes
de equilibrio (equag¢des de movimento de Cauchy para aceleragdo nula) descrevem
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o equilibrio entre forgas internas e externas. Se essas equacgdes forem satisfeitas, o
sistema estd em equilibrio. Na configuracao de referéncia, o equilibrio é formulado
como (BASAR; WEICHERT, 2000):

dive + pyB = 0 (5.41)

Onde p, € a densidade e B o vetor de forgas de corpo, ambos na configuragao
de referéncia.

As Equacgdes (5.31), (5.38) e (5.41), juntamente com as condi¢des de con-
torno apropriadas, representam a forma forte do problema de valor de contorno. Para
problemas tridimensionais gerais, a forma forte do problema n&o pode ser resolvida
exatamente e métodos de discretizagdo sdo empregados, como o Método dos Elemen-
tos Finitos (MEF), que também é usado nesta dissertacdo. No MEF, as equacdes de
campo e as condi¢cdes de contorno nao sao satisfeitas pontualmente, senao somente
num sentido integral. A equagéo de equilibrio resultante € chamada de forma fraca do
problema. A formulacao do elemento desenvolvido nesta dissertacao é baseada no
Principio dos Trabalhos Virtuais, para ser mais preciso, no Principio dos Deslocamen-
tos Virtuais, o qual considera que um deslocamento virtual pequeno infinitesimal ju é
aplicado a um sistema, a soma do trabalho virtual interno e externo, feito pelas forcas
internas e externas sobre o deslocamento virtual, desaparece se o sistema esta em
equilibrio (WUNDERLICH; PILKEY, 2002):

SW = 6Wing + 6Wogy = 0 (5.42)

Os trabalhos virtuais interno e externo sao definidos como:

SWine = / o: SEdQ (5.43)
Q

SWegs = / T - Sudl + / poB - Su d (5.44)
r Q

Onde (2 é o dominio e I' 0 contorno do dominio na configuracéo de referéncia
e T é o vetor de forcas de contorno.

5.3 TEORIA DE CASCAS DE KIRCHHOFF-LOVE

A moderna teoria de placas remonta-se a 1850 e é creditada a Gustav Kirchhoff
(1824-1887). Ele fez as seguintes suposicdes para seu modelo (ONATE, E., 2013):

» A espessura da placa permanece constante.

» Secles transversais retas permanecem retas apos da deformacao.
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» Secdes transversais perpendiculares a superficie média permanecem perpendi-
culares apés da deformagéo.

Isto foi estendido para a teoria de cascas finas em 1888 por August E. H. Love
(1863-1940). Esta é chamada a classica teoria de cascas. Ja que esta é baseada nas
suposicoes de Kirchhoff, 0 modelo tornou-se popular como o modelo de Kirchhoff-Love.
As vezes, também é referido na literatura como a casca de Koiter, em homenagem a
Warner T. Koiter, que prop0s a teoria ndo-linear de cascas finas novamente com base
nas mesmas suposicoes.

Nesta dissertacao, apresenta-se a teoria de cascas de Kirchhoff-Love baseada
numa “abordagem direta’. Isso significa que a formulacao da casca nao é derivada da
mecanica do continuo tridimensional, mas a casca é considerada desde o inicio como
uma superficie bidimensional onde se postulam suposi¢cdes cinematicas apropriadas,
gue representam o comportamento tridimensional. O diretor, que € um vetor de campo
sobre a superficie média, descreve a extensdo da espessura da casca.

FIGURA 36 — Deformagéao do vetor diretor.

AA,
a 3
Diretor
/ inicial
Superficie
média
A,

Deformacao real
do diretor

—

Deformagao assumida
do diretor

Fonte: O autor.

Como consequéncia da abordagem direta, deformagdes normais e tensdes na
direcéo da espessura nao sao consideradas. E de acordo as ja mencionadas suposi-
¢bes de Kirchhoff, as segdes transversais permanecem retas durante a deformagao,
0 que corresponde a uma distribuicao linear da deformacéao através da espessura.
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Além disso, assume-se que as secoes transversais que sdo normais a superficie meé-
dia, continuam sendo normais a superficie média na configuracao deformada. Isso
significa que o diretor € sempre normal a superficie média, ver FIGURA 36, e como
consequéncia a definicao de um diretor independente é redundante, e a casca pode ser
completamente representada por sua superficie média. Mecanicamente, a suposi¢ao
de sec¢des transversais permanecendo normais a superficie média significa que as
deformacgdes transversais de cisalhamento sdo omitidas. Essa € uma suposicao razoa-
vel para estruturas finas. O intervalo em que essa suposicao € valida, é definido pela
esbeltez da casca R/t > 20, com R como o raio de curvatura e ¢ como a espessura da
casca. Portanto, a maioria das cascas em aplica¢des praticas pode ser classificadas
como cascas finas.

Porém, a teoria de Kirchhoff-Love é demasiada restritiva para placas ou cascas
mais espessas, onde também é importante considerar as deformacodes transversais
de cisalhamento, que podem ser entendidas como o deslizamento das superficies
paralelas a linha central umas sobre as outras. Tais efeitos foram estudados pela
primeira vez quase um século apés do advento da teoria de placas, por Eric Reissner
em 1945 e Raymond Mindlin em 1951 para seus modelos de placas. A ideia era ter
as rotagdes independentes da deformacgao da linha central. Em outras palavras, a
suposicao de Kirchhoff das sec¢des transversais permanecendo perpendiculares foi
descartada. Mais tarde foi estendido a cascas, que sdo conhecidas como cascas
deformaveis por cisalhamento de primeira ordem ou as cascas de Reissner-Mindlin.
Trabalhos recentes de Analise Isogeométrica de cascas baseada na teoria de Reissner-
Mindlin podem ser encontrados em Benson, Bazilevs et al. (2010), Veiga et al. (2012),
Du, Zhao e Wang (2015) e Dornisch, Miller e Klinkel (2016).

Ja que tanto as deformacdes transversais normais e as deformagdes de cisa-
Ihamento transversais s&o desprezadas, somente os coeficientes de deformacao no
plano sao considerados e a Equacéao (5.31) reduz para:

E=E,;G"®G" (5.45)

De acordo com a Equacéo (5.33), os coeficientes de deformagao E,s sdo definidos
por:
1

Eaﬁ = 5(9&/5 — Gaﬁ), o = 1, 2; ﬂ = 1, 2 (546)

Devido a suposicao de secdes transversais retas, cada ponto na casca pode
ser descrito pela superficie média e seu vetor normal, ver FIGURA 35 e FIGURA 36.
Com t como a espessura da casca e 62 como a coordenada da espessura variando de
(—0.5t < 6% < 0.5t), a superficie média é definida por x (62 = 0). Os vetores base sobre
a superficie média sdo denotados por a; e obtidos por:

Ay = T, («93 = 0) (5.47)
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a| X a

(5.48)

as = ———
P flar x ]

Correspondentes as Equacoes (5.11) e (5.15), os coeficientes métricos e os
coeficientes de curvaturas da superficie média sédo definidos por:

Uap = Qg - Qg (549)
bap = —Qa - G353 = —Qp - Q30 = Qap - a3
O vetor posicao = de um ponto na casca € entao definido por:

x = 0'a; + 0%as + B3as = 6%a, + 0a; (5.51)

Assim derivando a Equacao (5.51) com respeito a 6* de acordo a Equacgao
(5.3), produz os vetores base g,:

_ Oz _
Go = Hga =

go = a, + asz, (5.53)

Qo + 025 (5.52)

e para os coeficientes métricos g¢,3, substituindo a Equacéo (5.53) na Equagéo (5.11):

Gap = (aa + 930,3,&) . (ag - (930,3,5) (5.54)
Jop = Qo - a5+ Pay - azg + Pag - as, + (93)2 as,-asg (5.55)
Jop = Qo ap + 0 (an - azp+ ag - as,) + (93)2 as. - asgs (5.56)

Substituindo as Equacdes (5.49) e (5.50) na equacgao (5.56):

Gop = g — 20°bap + (07)” @30 @35 (5.57)

Para cascas finas e moderadamente grossas, o termo quadratico com relacao
a #* é omitido (KIENDL, 2011), o que produz tanto para a configuracéo atual e para a
configuracao referéncia:

Gap = Aap — 2631)@5 (558)
Gap = Aap — 20° Bag (5.59)

Substituindo as Equacdes (5.58) e (5.59) na Equacgéao (5.46) produz:
(aaﬁ — 293(7@5 - Aag + 293Ba5) (560)

(aap — Aap) + 0° (Bag — bagp) (5.61)

Com a ultima expresséo, as deformacdes na casca sao representadas pelos
coeficientes métricos e os coeficientes de curvaturas da superficie média. Pode-se
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mostrar que as deformagdes consistem de uma parte constante e uma parte linear. A
parte constante descreve as deformacdes na superficie média e corresponde a acao
de membrana. Correspondentemente, as deformagdes de membrana ¢, sdo definidas
como:

1

€a5 = 5 (aag — Aaﬁ) (562)

A parte linear (simétrica em relagdo a superficie média) representa a mudanca
na curvatura e é o efeito da flexdo. A mudanca na curvatura € denotada por rs:

Rap = Baﬁ - baﬁ (563)
Com ¢, € ka5, @ Equacéo (5.61) pode ser reescrita como:

Eag = Eap + Gg%aﬁ (564)

A separacao em acoes de membrana e flexao é também aplicado as tensoes,
e uma integracao através da espessura € desenvolvida, o que produz as tensdes
resultantes n para forcas normais e m para momentos de flexao. Ja que a distribuicéo
de tens@es atraves da espessura € definida como linear, uma pre-integragéo pode ser
realizada analiticamente:

0 = OBV, (5.65)
t/2
naﬁ = / O_aﬁd93 = Caﬁ’ytsé"y(; -t (566)
—t/2
t/2 t3
meP = / 0 -G = O ns - (5.67)
—t/2

Como os tensores de deformacéao e tensdo sdo ambos simétricos, existem
apenas trés coeficientes de deformacéo independentes Ey;, Ey € Ej5, assim como
trés coeficientes de tensao independentes o1, 092 € 012. Eles podem ser reunidos em
vetores, e a equacao constitutiva pode ser escrita em notagdo de Voigt:

0.11 Ell
02| =D | Ey (5.68)
0.12 E12

Onde D é a matriz do material. Usualmente, a matriz do material é construida
usando parametros fisicos do material como o modulo de Young E e o coeficiente
de Poisson v. Como essas quantidades se referem a unidades normalizadas (como
m ou mm), as deformacgdes e tensdes na Equacao (5.68) precisam ser expressadas
num sistema cartesiano de coordenadas locais. A Equacéao (5.19) pode ser usada para
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transformar os coeficientes de deformacéo de E,; para E,3, onde a barra superior
significa que esses coeficientes se referem a uma base cartesiana local:

Eys = Eag (B, - G*) (G” - E) (5.69)

Os vetores base cartesianos locais E,, E; s&o obtidos pelas Equagbdes (5.7)-
(5.9) e sao indicados aqui por letras maiusculas, para deixar claro que se referem
a configuracao de referéncia. Agora, uma matriz de material D usando componen-
tes fisicas pode ser usada para calcular os coeficientes de tensdo *#. Como para
deformagdes , a notagédo de barra superior refere-se a uma base cartesiana local:

5'11 Ell
5’22 - D . EQQ (570)
12 2F5

Para um material isotrépico (ONATE, E., 2013), a matriz do material é definida como:

1 v 0
pe—_E v o (5.71)
1—v? 0 0 1—v
2

Com E como o moédulo de Young e v como a razao de Poisson.

Como o tensor de tensédo o, 0s tensores n e m sao simétricos e seus co-
eficientes podem ser calculados usando a matriz de material e a notacao de Voigt,
analogamente a Equacéo (5.70). A barra sobre os coeficientes (7) novamente se refere
a uma base cartesiana local:

n €11
n?2| =t-C - | &9 (5.72)
_12 %1
mll p Rt
m??| = 19 C.| R (5.73)
ml? 2K19

A matriz do material C é dada por:

(a11)2 valla?? + (1 B V) (a12)2 allql?
C — : E - (a22)2 a22q12
symm 3 [(1 —v)a'ta® + (1+v) (a12)2]

(5.74)

Com as forcas normais (ver FIGURA 37) e momentos de flexdo (ver Fl-
GURA 38), o trabalho virtual interno pode agora ser formulado como:

IWint = —/ (o: 0E)dQ) = —/ (n: de+m: dk)dA (5.75)
Q A



86
Onde dA é a area diferencial da superficie média na configuracdo de referéncia.
A Equacao (5.75) € a forma fraca das equagdes diferenciais parciais para a casca de

Kirchhoff-Love.

FIGURA 37 — Tensoes e forgas devido a agdo de membrana numa casca fina.

Fonte: O autor.
Nota: As forcas também sado conhecidas por tensées de membrana generalizadas no
plano.

FIGURA 38 — Tensoes e momentos devido ao efeito de flexao numa casca fina.

Fonte: O autor.
Nota: Os momentos também s&o conhecidos por tensées de flexdo generalizadas no
plano.
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5.4 FORMULAGAO DE ELEMENTO COM NURBS

Na secao 5.3, a teoria de cascas de Kirchhoff-Love foi apresentada e as
correspondentes equacdes diferenciais foram formuladas na forma fraca. Agora, essas
equacodes sao derivadas para um sistema discretizado. As variaveis variacionais sao
as variaveis de deslocamento nodal (deslocamento dos pontos de controle). Esta
formulacao é geralmente valida para uma formulacdo da teoria de Kirchhoff-Love
baseada em deslocamentos e ndo é especifica para NURBS (KIENDL, 2011). Porém,
a vantagem da discretizacdo com NURBS é que uma descricéo exata da superficie é
fornecida e, portanto, todas as quantidades geométricas que aparecem nas equacgoes
cinematicas podem ser avaliadas sem suposicoes adicionais (KIENDL; BLETZINGER
et al., 2009). Isto é importante em particular para o célculo das curvaturas.

A condigao de equilibrio do trabalho virtual deve ser cumprida para qualquer
variacao arbitraria das variaveis de deslocamento du,.:

oW = a—Wéur =0 (5.76)
ou,
o =0 (5.77)
ou,

A Equacao (5.77) representa um sistema de equacoes lineares. O trabalho
virtual é definido como a soma do trabalho virtual interno e o trabalho virtual externo,
Equacao (5.42). O trabalho virtual interno foi formulado na Equacao (5.75) e é repetido
aqui para uma melhor compreensao das seguintes formulas:

OWipt = —/(n: de+m: oK) dA
A

Para problemas onde sé pequenas deformagdes aparecem, € apropriado
realizar uma analise geometricamente linear. No caso linear, a configuracao atual é
igual a configuracado de referéncia. J&4 que a deformagéo e a mudancga de curvatura séo
calculadas pela diferenca entre a configuragdo atual e a configuragéo de referéncia,
elas se tornam zero.

A primeira derivada do trabalho virtual externo com respeito a variavel de
deslocamento produz o vetor de forgas externas nodais F<**
OW e

ou,
A segunda derivada do trabalho virtual interno com respeito as variaveis de desloca-
mento gera a matriz de rigidez:

Fea:t —

(5.78)

, O*Wins
Kznt — m
e Ou, Oug

(5.79)
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Kint = / (8": Oe | om. a“)dA (5.80)

ous, Ou, Ous Ou,
A

As Equacbes (5.78) e (5.80) levam ao sistema de equacgdes tipico de um problema
linear:
Ky = Fe*! (5.81)

Na Equacao (5.80), pode-se ver que as derivadas de deformagdes e curvaturas
com respeito as variaveis de deslocamento du, e du, S0 necessarias. As derivadas
das forcas normais e momentos podem entao ser obtidas através da lei do material.
Portanto, todas as quantidades cinematicas que levam ao calculo das deformacdes e
curvaturas, como se apresentam na sec¢ao 5.3, se devem derivar com respeito a du,. e
Ju,. Isso € mostrado na sequéncia.

Seja o vetor posicédo, que num sistema discretizado é definido como uma
combinacéo linear de funcdes de forma e valores nodais discretos que sdo denotados

por ("):
z =Y Ra = B (X' +a) (5.82)
7 (2
Onde &' e X' sd0 as coordenadas nodais na configuracao atual e de referéncia,
respectivamente, e @‘ sdo os deslocamentos nodais. Aqui, todos os parametros se
referem a superficie média da casca.

As derivadas - serdo indicadas como (...) ,, para uma notagao mais curta.
Obviamente, todas as quantidades na configuracao de referéncia sao invariantes as
variagdes du,. e, portanto, as derivadas desaparecem:

gi —x,= ;Ri()i'i +af), =) R ZRZ . (5.83)

7

Primeiro, todas as quantidades necessarias para as deformacdes de membrana

séo derivadas. Com a primeira derivada dos vetores de base, das Equacbes (5.47) e
(5.82):

Qo = Too v = Y R 0@, (5.84)

Obtém-se a derivada dos coeficientes métricos, da Equagéo (5.49):
Aapyr = (@a Q) r = Qoyr A + Aaags,, (5.85)

e finalmente a derivada dos coeficientes de deformagéo, da Equacgéo (5.62):

L i (5.86)

1
Capfr = 5((1043 - Aaﬂ)?T: 9
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E mais eficiente calcular e armazenar os resultados das Equagées (5.83)-(5.85)
ao invés de inserir essas equacoes na Equacéao (5.86), porque elas sao necessarias
novamente para outras varidveis derivadas na sequéncia.

Para as deformacoes de flexdo, as curvaturas tém que ser derivadas com
respeito as variaveis de deslocamento du,. Estes sdo mais complicados que as deri-
vadas das deformacdes de membrana e passos intermédios sao introduzidos. Esses
passos intermédios também sao usados na implementacao, isto é, sao calculadas e
armazenadas como variaveis temporais. Isso aumenta significativamente a eficiéncia
porque essas variaveis aparecem varias vezes nas formulas seguintes.

Lembrando as Equacgdes (5.50) e (5.63), a primeira derivada da mudanca na
curvatura com respeito du,. é:

Ragyr = (Baﬁ - baﬁ)ar - _baﬁar - _(a'omﬁ a3)ar (587)

De acordo com a Equagéo (5.87), as derivadas de a,,s € a; S840 necessarias.
Adicionalmente o vetor unitario normal a3, o vetor normal ndo normalizado as e seu
comprimento az sao introduzidos:

6,3 =a; X ay (588)
ds = /@3 G (5.89)

E, portanto, a3 pode ser escrito como:

az = 23 (5.90)

as

Esses valores sao agora derivados com respeito a du,.:

Az, = A1, XQ2 + A1 X Q2 (5.91)
1. . - - Y o~ 1
ag,r = §(a3a3,r +asas,, )(asa;) > (5.92)
1
Az, = 520303, (5.93)
2@3
Gy, = 203 (5.94)
as

Assim derivando a Equacéo (5.90) com respeito a du, temos:

s, = 28708~ Al (5.95)

Como pode ser visto, o resultado de (5.91) pode ser inserido em (5.94), e estes
resultados, juntamente com (5.88) e (5.89), sdo usados para calcular a derivada de



90

as,, na Equagéo (5.95). A derivada de a,,3 € a seguinte:

ao =Y R, @ (5.96)
Qog =Y Ras @’ (5.97)
Ay, 5r = Z Riaaﬁ ﬂiar‘ (598)

Com as Equacgdes (5.95) e (5.98) as derivadas dos coeficientes das curvaturas
podem ser calculados da Equacéo (5.87):

baﬁar = Qq,8,r A3 + Qq,p A3,y (599)

E finalmente:
/ﬂa/g,r = _ba/jw (5100)

As equacoes (5.86) e (5.100) contém as primeiras derivadas de € e k com
respeito a uma varidvel de deslocamento. As derivadas das forgas normais 5’7“3 e
momentos de flexdo g—ums séo obtidos através da lei do material:

on Oe

=t-C: .101
0. t-C u (5.101)
om 3 Ok

oe. 12 ¢ 7 (5.102)

Finalmente, com as Equacdes (5.86), (5.100), (5.101) e (5.102), sao fornecidas
todas as quantidades necessarias para calcular a matriz de rigidez como na Equacéao

(5.80):
, on 0Oe Om Ok
mt . .
K= / (81@5' ou, + Oug 8ur> a4

A

Com a finalidade de mostrar uma forma mais classica de obter a matriz de
rigidez, desenvolve-se a expressdo da Equacao (5.80). Assim, obtém-se a matriz
que relaciona as deformagdes com os deslocamentos, tanto para a contribuicao de
membrana como de flexdo, denotados como M e B respectivamente. As fungdes
de forma sdo denotadas R’ onde i é o indice da fungéo de forma que varia de 1 até
0 numero de pontos de controle do elemento. As contribuicbes de deformacao sao
expressas em notacao tensorial como:

M, =R/ a, (5.103)
M3 = R,ZQ a; + R,Zl as (51 04)
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. 1 . .
B,=—-R' as+ — [(aoé7CY Xag)R,| +(a1 X agyyq )R,’z}

fe7e% JO
1 . .
+ 7(0’3 : alona) [(0,2 X a’3)Rall +(a’3 X al)RalQ} (5105)
0
, 2 , ,
B;=—-2Rj,a3+ A [(am xas)R,+(a; X a0 )sz]
0
2 . .
+ 7(03 “ay) [(a2 X ag)R,j +(as X ar)R | (5.106)
0
Onde Jy = || a1 x asl. Introduzindo a notagéo de Voigt da a forma final da

matriz de rigidez do elemento:
3
Kﬁ’;t:/[tMT-C’-MJr%BT-C-B} dA (5.107)
A

A matriz de rigidez de cada elemento, Equacgéo (5.107), expressada no espaco
paramétrico é:

+1+1
. 3
Kﬁzt:// [t-MT-C-M+E-BT-C-B]-Jo-detJ&g-dg-dn (5.108)
—1-1

Agora a integragcdo numerica para a matriz de rigidez de cada elemento € dada
por:

M N ;
: t .
Ki?t = } E |:t ! MT(fm nm) -C- M(&n nm) + E ! BT(fna 7]m) -C- B(§7u 77m> ’ J0(§m 77771) ' d@tjg_g(fn, 77m) ’ I/VTL ’ V[/m

o (5.109)
Onde M e N sao o numero de pontos de Gauss, Jy(&,, nm) € 0 determinante do
Jacobiano, W,, e W,, sdo os pesos de Gauss e detJéyg(gn,nm) € o determinante do
Jacobiano, Equacao (4.3), que permite que os pontos de Gauss sejam mapeados do
espaco de integracdao de Gauss para 0 espaco paramétrico.

E importante destacar que todas as férmulas anteriores sdo geralmente va-
lidas para uma formulagéo de casca de Kirchhoff-Love baseada em deslocamentos
e nao € especifica para a discretizacdo com NURBS. Como as curvaturas x contém
as segundas derivadas da descricao geométrica, o indice variacional é dois, e, por-
tanto, continuidade C! entre os elementos é necessario para cumprir as condigcbes
de compatibilidade. Isso geralmente néo é possivel usando polinbmios de Lagrange
como fungdes de base. Para elementos bilineares, que sao os elementos de casca
mais comuns, é obvio que a continuidade C! entre elementos ndo é possivel. Com
elementos de Lagrange de ordem superior, a continuidade C'! entre todos os elementos
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s6 pode ser obtida para formas regulares, mas nao para superficies arbitrarias de forma
livre. Esta € a razao porque as formulagdes baseadas em Kirchhoff-Love sdo menos
difundidas em elementos finitos do que os elementos de Reissner-Mindlin. Na formula-
cao de casca de Reissner-Mindlin, onde a deformacéao de cisalhamento transversal é
levada em consideracao, o indice variacional € um e, portanto, a continuidade C° entre
os elementos é suficiente. Como foi mostrado nos capitulos anteriores, as funcdes de
base NURBS oferecem continuidade C' e maiores continuidades entre os elementos e,
portanto, a formulag@o de cascas de Kirchhoff-Love, como foi apresentada acima, pode
ser implementada sem modificacdes adicionais.

5.5 RECUPERACAO DE TENSOES

A formulacéo desenvolvida na secéo 5.4 € uma formulacdo baseada em des-
locamentos, onde os resultados sdo os deslocamentos dos pontos de controle. Isso
significa que a analise gera como resultado a configuracdo deformada da geometria.
Outras importantes quantidades de interesse na anadlise estrutural sdo as tensées e as
tensées resultantes (forcas e momentos), ver FIGURA 37 e FIGURA 38. O calculo das
tensbes a partir dos deslocamentos obtidos é chamado de recuperacéao de tensées.

Para o modelo de casca de Kirchhoff-Love apresentado nesta dissertacéo, as
quantidades de interesse sédo as tensdes o e as deformacdes e no plano. Os coefici-
entes de tensé@o ¢ da Equagao (5.34), referem-se a base atual g; ® g; (coordenadas
curvilineas) que em geral ndo sdo normalizados e, portanto, estes valores nao séao
expressados em unidades normalizadas (por exemplo N/mm?). Assim, eles sdo trans-
formados num sistema de coordenadas cartesianas locais na configuragao atual e, ® e;,
de acordo ao seguinte procedimento:

Primeiramente, tensdes o e deformagdes € sdo expressados inicialmente em
coordenadas curvilineas (como resultado da analise estrutural) por:

o = oV (a; ® ay) (5.110)
e=¢g;(a'®d) (5.111)

Em segundo lugar, os vetores base do sistema de coordenadas cartesianas
locais sdo obtidos com as Equacdes (5.7)-(5.9), eles séo repetidos aqui para melhor
compreensao:

ey = 2L (5.112)
|a.|]

as — (CLQ . 61)61

|as — (az - er)e||

€3 — as (5114)

(5.113)

€y =
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Adicionalmente, sdo necessarios os vetores base contravariantes para isso
relembramos as Equacgées (5.6) e (5.13), as quais sdo repetidas aqui:

a® = a"’a, (5.115)
a® = as (5.116)

Onde das Equagées (5.11) e (5.12), temos que a.s = a, - as € [a*’] = [aag] .

Entéo, as tensbes e deformagdes em coordenadas cartesianas locais podem
se expressadas por:

o=5"(e;®e) (5.117)
e=¢;(e®e) (5.118)

lgualando-se as Equacgdes (5.110) e (5.111) com (5.117) e (5.118) respectiva-
mente:

O'ij (ai®aj) :6'ij (€i®€j> (5119)
gij (@ ®al) =¢; (e ®e) (5.120)

Agora a Equacao (5.119) é multiplicada pelos vetores base contravariantes e*
e e! por ambos lados, também a Equacéo (5.120) é multiplicada pelos vetores base
covariantes e, € e;:

ocler (a; @ a;) el = 57e" (e;® e;) € (5.121)

Eij€rk (a,i ® aj) e = é;je; (ei ® ej) e (5.122)

Fazendo uso de propriedades tensoriais e usando o fato que vetores base co-
variantes e contravariantes sao relacionados por e; - €/ = 5{ , as tensdes e deformacdes
num sistema de coordenadas cartesianas locais ficam definidas por:

M =0 (e" - a;) (a; - € (5.123)
Epl = €ij (ek . ai) (aj . el) (5.124)

Para um bom entendimento se desenvolveu todo o procedimento para obter as
tensdes e deformacdes num sistema de coordenadas cartesianas locais, mas também
foi possivel usar as Equagdes (5.19) para as deformacdes e (5.22) para as tensées
e assim obter os mesmos resultados. Este procedimento de transformacdes para
as tensoes pode ser aplicado de forma equivalente as tensdes resultantes (forcas
e momentos). Isto significa que n*® e m*® podem ser calculados de acordo com
as Equacdes (5.72) e (5.73), e depois transformados ao sistema de coordenadas
cartesianas locais como 72’ e m*” pelo procedimento mostrado acima, assim temos:

A=Th e  1=Tm (5.125)
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Onde
(el ai)(a;-e') (e ay)(ay-e') 2(e! - ai)(ay - e')
T=|(e a))(a;-€e?) (e ay)(ay-e?) 2(e? - ay)(ay - €%)
(e'-a;)(a;-€?) (e'-ay)(ay-€?) (e'-a;)(ay-€e?)+ (e'-ay)(a;-e?)

(5.126)

Com as forgas normais e momentos de flexao, as tensdes no plano 6 podem
ser determinadas em qualquer ponto na casca com as seguintes expressoes:

~11 12 ~ 11

w:%_ggm (5.127)
~22 12 A~ 22

W:T—;Zw (5.128)
~12 ~ 12

512=:f?-—-1?g‘ 63 (5.129)

Onde t é a espessura da casca e 62 como a coordenada da espessura variando
de (—0.5t < 6 < 0.5¢).

Assim mesmo, pode-se calcular as tensées principais fazendo uso da seguinte
expressao:

min

Gmaz _ % |:(a_11 + 6_22) + \/(5.11 _ 6-22)2 +4 (5-12)2 (5130)

5.6 CONDICOES DE CONTORNO EM MODELOS DE CASCAS COM AIG

Considerando a formulagao do Método dos Elementos Finitos (MEF), a apli-
cacao das condicbes de contorno é realmente direta. Se for necessario definir algum
valor para um deslocamento ou rotagao de um né, é apenas uma questao de definir
o respectivo grau de liberdade para o valor desejado. Considerando a AlG, os graus
de liberdade estao localizados nos pontos de controle. A natureza n&o interpolatéria
das fungdes NURBS pode criar algumas dificuldades na imposi¢cédo das condigdes de
contorno. Porém, é conhecido que, para os vetores de nés abertos, os nés dos extremos
sdo interpolaveis, o que é muito importante, dado que a aplicagéo de restricoes nesse
dominio pode ser tao trivial como no MEF para condi¢des de contorno homogéneas.

E uma vantagem da casca de Kirchhoff-Love baseada em NURBS, que esta néo
precisa de graus de liberdade de rotagdo. Porém, ha casos em que as rotagbes devem
ser prescritas no contorno da casca, por exemplo, no caso de bordas engastadas,
condicdes de simetria e o acoplamento de patches. Em todos esses casos, além
do deslocamento, também a inclinagdo da superficie deve ser prescrita ao longo
do contorno. Como foi explicado na Subsecao 3.4.2, as inclinagées no contorno de
uma superficie NURBS sédo determinadas pelas duas primeiras filas de pontos de
controle desse contorno. Para uma borda engastada, isso significa que os graus de
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liberdade das duas primeiras filas de pontos de controle dessa borda devem ser fixados
(deslocamento igual a zero). E importante observar que isso nao introduz um suporte
dentro da casca, sendo que somente concerne as condigdes de suporte no contorno.
E para uma borda simplesmente apoiada so precisa-se fixar os graus de liberdade dos
pontos de controle do contorno. Esses dois casos podem ser vistos na FIGURA 39.

Para condigdes de simetria, as duas primeiras filas de pontos de controle devem
ser acopladas de modo que a inclinagdo permaneca constante. Em outras palavras as
vezes € necessario impor uma rotacao igual zero junto com um deslocamento diferente
de zero num contorno. Nesse caso, os graus de liberdade ndo podem ser fixados
(deslocamento igual a zero), sendo eles devem ser forcados a se mover da mesma
maneira. Por exemplo, pode ser necessario garantir que os graus de liberdade = e
z de cada ponto de controle na segunda fila se movam da mesma maneira que o
vizinho na primeira fila. Além disso, a questao de como aplicar condicdées em bordas
arbitrariamente curvas que nao estdo num mesmo plano, também deve ser abordada.
Nestes casos, simplesmente fixar os graus de liberdade ndo é suficiente. Ambos
problemas podem ser resolvidos com os métodos tipicos de imposi¢ao de restricées do
classico MEF. Estes incluem, por exemplo, 0 método de multiplicadores de Lagrange
ou o método de penalizacdo (FELIPPA, 2004), este ultimo é aplicado nos exemplos
do préximo capitulo. A mesma ideia vale para o acoplamento de patches NURBS para
estruturas multipatch.

FIGURA 39 — Placa modelada com NURBS para condi¢des de contorno engastado e simples-
mente apoiado.

(a) (b)

Fonte: O autor.

(a) Placa com contornos engastados, onde as duas primeiras filas de pontos de
controle sao fixadas (deslocamento vertical igual a zero). (b) Placa com contornos
simplesmente apoiados, onde somente os pontos de controle do contorno séo fixados.
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6 EXEMPLOS NUMERICOS

Neste capitulo, a formulacao de casca apresentada é testada com uma série
de exemplos de referéncia bem conhecidos, com comportamento geométrico e do
material linear, com a finalidade de avaliar a robustez e precisdo de cascas sob
estados de deformacgédo complexos. Estes exemplos séo: a cobertura de Scordelis-Lo,
o cilindro comprimido com diafragmas, a casca hemisférica e a casca cilindrica com
presséo interna. A descricao desses problemas se encontra em Belytschko et al. (1985),
Macneal e Harder (1985) e Hughes, Bazilevs e Cottrell (2009).

A convergéncia é determinada comparando-se o deslocamento de certos pon-
tos nas cascas com solugdes do classico MEF e solugdes de referéncia apresentadas
em Belytschko et al. (1985), Macneal e Harder (1985) e Hughes, Bazilevs e Cottrell
(2009). O estudo de convergéncia € realizado fazendo uso de diferentes refinamentos
da malha (1,2,4,8, 16,32 e 64 elementos por borda) e diferentes ordens polinomiais
(p=q=2,3,4,5,6,7). Além disso, a convergéncia do erro também é avaliada com a
energia de deformacao. Nos trés primeiros exemplos sdo apresentados os resultados
para um unico Patch e para o ultimo exemplo sdo apresentados os resultados do uso
de Multipatch de acordo com o enfoque de J. Kiend| et al. (KIENDL; BAZILEVS et al.,
2010) (KIENDL, 2011).

6.1 COBERTURA DE SCORDELIS-LO

6.1.1 Configuracdo do problema

A cobertura de Scordelis-Lo € uma secédo de uma casca cilindrica de concreto
com peso proprio, onde suas duas bordas curvas estdo apoiadas em diafragmas rigidos
(restringindo os deslocamentos verticais em z e horizontais em z) e as outras duas
bordas estéo livres. A cobertura estd submetida a uma carga gravitacional uniforme. A
configuracao do problema esta representada na FIGURA 40. O deslocamento vertical
no ponto médio da borda lateral livre & dado como a solugéo de referéncia u,.; =
0.3024 m de acordo com Macneal e Harder (1985) e Belytschko et al. (1985). Devido a
simetria, apenas um quarto da geometria € modelada. A resposta do sistema deste
exemplo numérico é dominada pela agdo de membrana e flexdo. Nos apoios, a estrutura
permite um movimento na diregcao longitudinal e todas as rotacdes.

Os parametros para o problema sao dados na TABELA 2.
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FIGURA 40 — Cobertura de Scordelis-Lo.

Fonte: O autor.
Nota: A cobertura esta sujeita a um peso préprio de 90.0 por unidade de area. Os
extremos sdo apoiados mediante diafragmas rigidos.

TABELA 2 — Cobertura de Scordelis-Lo. Pardmetros para o modelo.

Variavel Valor Unidade
Modulo de Young, E 4.32-10° [kN/m?]
Razé&o de Poisson, v 0.00 [—]
Espessura da casca, t 0.25 [m]
Angulo, ¢ 80 N
Raio, R 25.0 [m]
Comprimento, L 50.0 [m]
Carga gravitacional, @ 90  [kN/m?

Fonte: O autor.

6.1.2 Verificagdo de resultados

Na FIGURA 41(a) mostra-se a geometria inicial completa da cobertura (configu-
racao indeformada) gerada com NURBS de grau p = ¢ = 3, e na FIGURA 41(b) pode se
ver a configuragdo deformada da cobertura com um fator de escala dos deslocamentos
de 15.

A FIGURA 42 mostra a convergéncia do deslocamento vertical no ponto médio
da borda livre para diferentes ordens polinomiais e a solugéo de referéncia. A solucao
de convergéncia obtida é aproximadamente v = 0.3006 m, que é ligeiramente inferior
ao valor de referéncia u,.; = 0.3024 m dado em Macneal e Harder (1985) em torno de
0.6%. A razéo para os diferentes resultados é o tratamento diferente das deformagdes
de cisalhamento nas respetivas formulacoes: na solucao de referéncia, foi considerada
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FIGURA 41 — Cobertura de Scordelis-Lo.Configura¢des indeformada e deformada.

Fonte: O autor.
Nota:(a) Modelagem da cobertura com NURBS. (b) Configuracdo deformada com fator
de escala dos deslocamentos de 15.

uma teoria com deformacdo por cisalhamento enquanto a presente formulagao é
baseada na teoria de Kirchhoff-Love que despreza as deformacdes de cisalhamento
transversais. Para todas as ordens polinomiais, a convergéncia € bastante rapida. Para
funcdes NURBS de ordem quartica, no segundo passo de refinamento ja produz a
solucao convergente.

Assim mesmo, com a finalidade de fazer a comparagcao com modelos de AEF
se faz uso do programa de calculo estrutural SAPUNSA o qual é baseado no classico
MEF. Este foi desenvolvido pelo autor da presente dissertagdo em Garcia e Frisancho
(2010). O programa SAPUNSA usa um elemento casca quadrilatero de quatro nés que
é construido como a combinagéo dos elementos de membrana e placa. O elemento
membrana apresenta graus de liberdade de rotagcédo Ibrahimbegovic (1990), o qual
faz uma interpolacao tipo Allman para o campo de deslocamentos juntamente com
uma interpolacéo independente do campo de rotagéo, fazendo uso também de uma
formulacéo de penalizacao tipo deslocamento com integracao seletiva. E o elemento
placa com modos incompativeis proposto em Ibrahimbegovi¢ (1993), esta baseado
na teoria Reissner-Mindlin, com uma interpolacao hierarquica do deslocamento e um
campo de deformagao por cisalhamento assumida. Assim este elemento placa pode
ser usado como um equivalente ao elemento placa de Kirchhoff-Love numa analise de
placas finas.

Os graficos dos deslocamentos nas direcoes =, y e z respectivamente sdo
dados na FIGURA 43-45. A solucao da AlG é dada a esquerda e a solucédo da AEF a
direita. Os graficos dos deslocamentos se correlacionam bem. Com os deslocamentos
corroborados, as tensdées de membrana e flexao generalizadas no plano sdo compara-
das. Os resultados do modelo da AlIG para as tensdes de membrana generalizada sao
mostrados a esquerda da FIGURA 46-48. Os gréaficos correspondentes para o0 modelo
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de casca com AEF s&o representados a direita. A correlagao entre os modelos é boa.
Gréficos equivalentes, mas para tensoes de flexdo generalizada no plano séo dados
na FIGURA 49-51. Novamente, a correlacao € forte e os valores correspondem bem a
solugéo obtida com AEF. Aqui, a solugdo com AEF ¢ obtida com o software SAP2000™.
Observe que os mapas de cores nao correspondem exatamente. Diferengas em valores
extremos sao resultado do mapeamento de cores.

FIGURA 42 — Cobertura de Scordelis-Lo. Convergéncia do deslocamento vertical no ponto
medio da borda livre.
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Fonte: O autor.
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FIGURA 43 — Cobertura de Scordelis-Lo. Deslocamento na diregao global 2, modelo de casca
da AIG na esquerda e solucao pela AEF na direita.
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FIGURA 44 — Cobertura de Scordelis-Lo. Deslocamento na diregao global y, modelo de casca
da AIG na esquerda e solucao pela AEF na direita.
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FIGURA 45 — Cobertura de Scordelis-Lo. Deslocamento na dire¢ao global z, modelo de casca
da AIG na esquerda e solugao pela AEF na direita.

4.5¢-02

0.0z
a

- o2
-0.04
-0.06
-0.08
0.1
-0.12
-0.14
-0.16
-0.18
0.2
-0.22
-0.24
-0.26
-0.28
B.0e01

Fonte: O autor.




101

FIGURA 46 — Cobertura de Scordelis-Lo. Forga resultante local, componente 7!'. Modelo de
casca da AlG na esquerda e solucao pela AEF na direita.
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FIGURA 47 — Cobertura de Scordelis-Lo. Forga resultante local, componente 722. Modelo de
casca da AlG na esquerda e solugao pela AEF na direita.
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FIGURA 48 — Cobertura de Scordelis-Lo. Forga resultante local, componente 7.'2. Modelo de
casca da AlG na esquerda e solugéo pela AEF na direita.
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FIGURA 49 — Cobertura de Scordelis-Lo. Momento resultante local, componente 7!'. Modelo
de casca da AlIG na esquerda e solugao pela AEF na direita.
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FIGURA 50 — Cobertura de Scordelis-Lo. Momento resultante local, componente /22. Modelo
de casca da AlIG na esquerda e solugao pela AEF na direita.
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FIGURA 51 — Cobertura de Scordelis-Lo. Momento resultante local, componente /'2. Modelo
de casca da AIG na esquerda e solugao pela AEF na direita.
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6.1.3 Comparagéao de precisédo e razao de convergéncia

A base para a comparacao € dada pelo erro relativo na energia de deformacao
versus 0 numero de graus de liberdade. Para o modelo de AEF é usado o programa
SAPUNSA fazendo uso de uma malha quadrilateral. Para o0 modelo da AIG, seis
resultados sao produzidos. Os graus polinomiais variamdep =2ap=7eq¢=2a
q="T.

FIGURA 52 — Cobertura de Scordelis-Lo. Comparagao entre os modelos de AEF e AlG.
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Fonte: O autor.

Para a comparacao quantitativa, considera-se a energia de deformacdo da
solucéo:
1
b= §||u||2 (6.1)

- =+a(,) (6.2)

Onde a (-, -) pertence a “energia” produto do equilibrio mecéanico. Para uma
aproximacgao discreta, tem-se:
1

E), = %a(uh, up) = EaTKa (6.3)
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Com h denotando a solugao aproximada e ref a solugao de referéncia analitica,
o0 erro relativo pode ser expresso como:

Eref - Eh

eref - ‘ Eref (64)

Na FIGURA 52, pode-se observar que para graus polinomiais maiores a 2
(p,q > 2) as solugdes da AlG superam a solugédo da AEF em termos de precisao e
razao de convergéncia. Agora no caso da solucédo da AlG com p = ¢ = 2 se observa
que inicialmente tem uma precisédo e razao de convergéncia muito similar a solucéao
da AEF. Isto acontece porque o modelo apresenta problemas substanciais de bloqueio
devido ao baixo grau dos polindbmios. Mas mesmo assim, os resultados conforme se
vao fazendo o refinamento ndo sdo nada desprezaveis. Em termos gerais, pode-se
afirmar que o modelo com AlG mostra preciséo e razao de convergéncia crescentes a
medida que o refinamento k é realizado e graus polinomiais maiores sao obtidos.

6.2 CILINDRO COMPRIMIDO

6.2.1 Configuracao do problema

O segundo exemplo numérico é um cilindro apoiado em diafragmas rigidos
nos extremos e submetido a duas cargas pontuais opostas no meio, como € mostrado
na FIGURA 53. A solucédo de referéncia u,.; = 1.8248 - 10~° c¢m é dada como o
deslocamento radial nos pontos de aplicagdo das cargas pontuais (BELYTSCHKO et al.,
1985). Este € um teste severo tanto para os modos de flexao inextensiveis e estados
de membrana complexos (BELYTSCHKO et al., 1985). Devido a simetria, apenas um
oitavo da geometria € modelada.

Os parametros para o problema sao dados na TABELA 3.

TABELA 3 - Cilindro comprimido. Parametros para o modelo.

Variavel Valor Unidade
Modulo de Young, £ 3.0-10° [kN/cm?]
Raz&o de Poisson, v 0.30 [—]
Espessura da casca, ¢ 3.0 [em]
Raio, R 300 [em]
Comprimento, L 600 [em]
Carga pontual, P +1.0 [EN]

Fonte: O autor.

6.2.2 Verificagao de resultados

Na FIGURA 54(a) mostra-se a geometria inicial completa do cilindro (configura-
¢ao indeformada) gerada com NURBS de grau p = ¢ = 3, e na FIGURA 54(b) pode se
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FIGURA 53 — Cilindro comprimido.

Fonte: O autor.
Nota: O cilindro é submetido a forcas concentradas iguais e opostas no meio. Os
extremos sao restringidos por diafragmas rigidos.

ver a configuragdo deformada do cilindro com um fator de escala dos deslocamentos
de 3 - 10°.

FIGURA 54 — Cilindro comprimido.Configuracées indeformada e deformada.

Fonte: O autor.

Nota:(a) Modelagem do cilindro com NURBS. (b) Configuracdo deformada com fator de
escala dos deslocamentos de 3 - 106.



106

A FIGURA 55 mostra as curvas de convergéncia do deslocamento vertical
no ponto de aplicagdo das cargas pontuais, para diferentes ordens polinomiais e
a solucao de referéncia. A solucao de convergéncia obtida é aproximadamente v =
1.8255-107° ¢m, que € ligeiramente superior ao valor de referéncia u,.; = 1.8248-107° em
dado em Belytschko et al. (1985) em torno de 0.04%. O comportamento em geral é
semelhante ao exemplo numérico anterior, e de fato, a melhor razao de convergéncia
€ obtida com a continuidade maxima. Estes resultados séo surpreendentes até certo
ponto, dado que a estrutura é submetida a uma carga pontual, produzindo assim uma
singularidade.

FIGURA 55 — Cilindro comprimido. Convergéncia do deslocamento vertical no ponto de aplica-
cao das cargas pontuais.

5

10~

1.86 - ('J T
1.84

£ 1.82

=

Q

S

S

= 1.80

Q

-~

I

Q

:

S L78

=

% = = = - Solugao de referéncia

Q| ——p=2,¢=2 ‘
1.76 | —o b= |

L —E—p:4, q=4 |
L p=6, g=6 |

174 F —k— SAPUNSA ]

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000
Numero de graus de liberdade [—]

Fonte: O autor.

Do mesmo jeito que para a cobertura de Scordelis-Lo, os graficos dos desloca-
mentos nas diregdes x, y € z sdo dados na FIGURA 56-58. A solugéo da AIG é dada
a esquerda e a solucao da AEF a direita. Os graficos dos deslocamentos novamente
se correlacionam bem. Também as tensdes de membrana e flexdo generalizadas no
plano sdo comparadas. Os resultados do modelo da AlG para tensdées de membrana
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generalizada sao mostrados na coluna esquerda da FIGURA 59-61. Os gréficos corres-
pondentes para 0 modelo de casca com AEF sao representados na coluna a direita. A
correlacao entre os modelos também é boa. Graficos equivalentes, mas para tensdes
de flexdo generalizada no plano sao dados na FIGURA 62-64. Novamente, a correlagdo
¢é forte e os valores correspondem bem a solucao obtida com AEF. Aqui também a
solugéo com AEF é obtida com o software SAP2000™. Assim, mesmo neste exemplo
também os mapas de cores ndo correspondem exatamente. Diferengas em valores
extremos sao resultado do mapeamento de cores

FIGURA 56 — Cilindro comprimido. Deslocamento na dire¢cao global x, modelo de casca da
AIG na esquerda e solucao pela AEF na direita.
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FIGURA 57 — Cilindro comprimido. Deslocamento na direcao global y, modelo de casca da
AIG na esquerda e solucao pela AEF na direita.
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FIGURA 58 — Cilindro comprimido. Deslocamento na dire¢ao global z, modelo de casca da
AlG na esquerda e solucao pela AEF na direita.
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FIGURA 59 — Cilindro comprimido. Forca resultante local, componente 7''. Modelo de casca
da AIG na esquerda e solucao pela AEF na direita.
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FIGURA 60 — Cilindro comprimido. Forca resultante local, componente 7%2. Modelo de casca
da AIG na esquerda e solugao pela AEF na direita.
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FIGURA 61 — Cilindro comprimido. Forga resultante local, componente 7'2. Modelo de casca
da AIG na esquerda e solucao pela AEF na direita.
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FIGURA 62 — Cilindro comprimido. Momento resultante local, componente '!. Modelo de
casca da AlG na esquerda e solugao pela AEF na direita.
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FIGURA 63 — Cilindro comprimido. Momento resultante local, componente %2, Modelo de
casca da AlG na esquerda e solucao pela AEF na direita.
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FIGURA 64 — Cilindro comprimido. Momento resultante local, componente /'2. Modelo de
casca da AlG na esquerda e solugao pela AEF na direita.
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6.2.3 Comparacao de precisao e razao de convergéncia

FIGURA 65 — Cilindro comprimido. Comparagao entre os modelos de AEF e AlG.
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Tanto para o Cilindro comprimido, como para o primeiro exemplo numérico
investigado nesta dissertacao, o erro relativo que é dado na Equacéo (6.4) € investigado.
Novamente, o software de elementos finitos SAPUNSA é usado para comparacao. As
caracteristicas deste software ja foram descritas na secdo 6.1.2. Para o modelo da AlG,
seis resultados sao produzidos. Os graus polinomiais variamde p=2ap=7eq¢=2a
q="T.

Na FIGURA 65, pode-se ver que a precisao € semelhante tanto para a AlG
quanto para a AEF. Os problemas de bloqueio no modelo da AIG com p = ¢ = 2 sé@o
claramente visiveis aqui, esta é a solugdo menos adequada. A solugéo de elementos
finitos com SAPUNSA tem um bom desempenho, porém a convergéncia nao € tao
suave quanto como o modelo da AlIG. A configuracao de analise mais precisa com a
maior razao de convergéncia é dada pela AIG com p = ¢ = 7. Em geral, se pode ver
que as solucdes da AlG com p, ¢ > 3 tém melhor razdo de convergéncia que a solucao
da AEF.

6.3 HEMISFERIO COMPRIMIDO

6.3.1 Configuracdo do problema

Neste problema, uma casca hemisférica é submetida a quatro cargas pontuais
diametralmente opostas. A borda circunferencial inferior do hemisfério esta livre. De
acordo com Macneal e Harder (1985) existem duas versdes para este problema, uma
onde o hemisfério esta completo e outra onde o hemisfério apresenta um buraco na
parte superior. Neste Ultimo caso, o buraco é introduzido com a finalidade de usar
somente elementos quadrilateros numa AEF. A FIGURA 66 mostra as configuracoes
para os dois tipos do problema. A solucao de referéncia é dada como o deslocamento
radial no ponto de aplicacao das cargas pontuais. De acordo com Macneal e Harder
(1985), o deslocamento de referéncia para o hemisfério completo € u,.; = 0.0924 m e
para o hemisfério que apresenta um buraco na parte superior € u,.; = 0.0940 m. Devido
a simetria, apenas um quarto da geometria € modelada.

Os parametros para os dois tipos de problema sdo dados na TABELA 4.

TABELA 4 — Hemisfério comprimido. Parametros para os modelos.

Variavel Valor Unidade
Modulo de Young, £ 6.825-107  [N/m?]
Raz&o de Poisson, v 0.30 [—]
Espessura da casca, t 0.04 [m]
Angulo, ¢ 72 [°]
Raio, R 10.0 [m]
Cargas pontuais, P +2 [EN/]

Fonte: O autor.
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FIGURA 66 — Hemisfério comprimido.

Fonte: O autor.
Nota: (a) Hemisfério completo. (b) Hemisfério com buraco.

6.3.2 Verificacao de resultados

De um jeito similar aos exemplos anteriores, na FIGURA 67 se mostram as
geometrias iniciais completas para os dois tipos de hemisférios (configuracdes indefor-
madas) geradas com NURBS p = ¢ = 3, e na FIGURA 68 pode se ver as configuragées
deformadas para os dois tipos de hemisférios, com um fator de escala para os desloca-
mentos de 30.

FIGURA 67 — Hemisfério comprimido. Configuragdes indeformadas.

Fonte: O autor.
Nota:(a) Hemisfério completo. (b) Hemisfério com buraco.
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FIGURA 68 — Hemisfério comprimido. Configuracées deformadas.

Fonte: O autor.
Nota:(a) Hemisfério completo, (b) Hemisfério com buraco. Para ambos casos tém-se
um fator de escala dos deslocamentos de 30 .

Na FIGURA 69 e FIGURA 70, mostram-se as curvas de convergéncia do
deslocamento radial nos pontos de aplicagao das cargas pontuais, para cada tipo de
hemisfério, isto é feito para diferentes ordens polinomiais e a solug¢édo de referéncia. A
solucé@o de convergéncia obtida para o hemisfério completo é u = 0.0924 m que é igual
ao valor de referéncia dado em Macneal e Harder (1985). Assim mesmo a solucao de
convergéncia obtida para o hemisfério com buraco € u = 0.0940 m que também ¢é igual
a solugao de referéncia dada em Macneal e Harder (1985). Como pode ser visto, os
modelos com os graus polinomiais mais altos fornecem uma melhor aproximagéo inicial
e maior razao de convergéncia para ambos tipos de hemisférios.

Do mesmo jeito que para os outros exemplos numéricos, apresentam-se 0s
graficos dos deslocamentos nas diregdes x, y e z que sdo dados na FIGURA 71-73.
A solugédo da AIG é dada a esquerda e a solugcédo da AEF a direita. Os gréaficos dos
deslocamentos novamente se correlacionam bem. Também as tensdées de membrana e
flexdo generalizadas no plano sdo comparadas. Os resultados do modelo da AIG para
tensdes de membrana generalizada séo mostrados na coluna esquerda da FIGURA 74-
76. Os graficos correspondentes para o modelo de casca com AEF sao representados
na coluna direita. A correlagédo entre os modelos também é boa. Gréficos equivalentes,
mas para tensdes de flexdo generalizada no plano sao dados na FIGURA 77-79. Nova-
mente, a correlacao é forte e os valores correspondem bem a solucéo obtida com AEF.
Aqui também a solu¢cdo com AEF é obtida com o software SAP2000™. Neste exemplo
também os mapas de cores nao correspondem exatamente. Diferencas em valores
extremos sdo resultado do mapeamento de cores. Todos os graficos mencionados
neste paragrafo s6 corresponderam ao problema do hemisfério completo.



115

FIGURA 69 — Hemisfério comprimido completo. Convergéncia do deslocamento radial no ponto
de aplicagao das cargas pontuais.
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FIGURA 70 — Hemisfério comprimido com buraco. Convergéncia do deslocamento radial no
ponto de aplicacao das cargas pontuais.
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FIGURA 71 — Hemisfério comprimido. Deslocamento na direcao global 2, modelo de casca da
AlG na esquerda e solugéo pela AEF na direita.
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FIGURA 72 — Hemisfério comprimido. Deslocamento na dire¢éo global y, modelo de casca da
AlG na esquerda e solugao pela AEF na direita.

Fonte: O autor.
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FIGURA 73 — Hemisfério comprimido. Deslocamento na dire¢cao global z, modelo de casca da
AlG na esquerda e solugao pela AEF na direita.

4.5¢-02
.04
0.035
0.03
0.025
.02
0.015
.01
0.005

a
-0.005
-0.01
Q015
-0.02
-0.025
-0.03
~0.035
0,04
-4.5e-02

Fonte: O autor.

FIGURA 74 — Hemisfério comprimido. Forca resultante local, componente »!''. Modelo de
casca da AlG na esquerda e solugéo pela AEF na direita.
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FIGURA 75 — Hemisfério comprimido. Forga resultante local, componente 722. Modelo de
casca da AlG na esquerda e solucao pela AEF na direita.
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FIGURA 76 — Hemisfério comprimido. Forga resultante local, componente 7!2. Modelo de
casca da AlG na esquerda e solucao pela AEF na direita.
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FIGURA 77 — Hemisfério comprimido. Momento resultante local, componente 7''. Modelo de
casca da AlG na esquerda e solugéo pela AEF na direita.
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FIGURA 78 — Hemisfério comprimido. Momento resultante local, componente 122. Modelo de
casca da AlG na esquerda e solugao pela AEF na direita.
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FIGURA 79 — Hemisfério comprimido. Momento resultante local, componente 7'2. Modelo de
casca da AlG na esquerda e solugao pela AEF na direita.
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6.3.3 Comparacao de precisao e razao de convergéncia

Para os dois tipos de hemisférios comprimidos, como para o0s outros exemplos
numéricos investigados nesta dissertagéo, o erro relativo que é dado na Equacéo (6.4)
é investigado. Novamente, o software de elementos finitos SAPUNSA é usado para
comparagao, mas s6 para o exemplo do hemisfério com buraco, isto devido a que
o software SAPUNSA trabalha somente como elementos quadriladteros e para gerar
a geometria do hemisfério completo precisa-se de elementos triangulares. Mas os
resultados do hemisfério com buraco sao equivalentes para o hemisfério completo.
Para os modelos da AlG, seis resultados sao produzidos. Os graus polinomiais variam
dep=2ap=T7eq=2aq=".

Na FIGURA 80 e FIGURA 81, pode-se ver que para ambos tipos de hemisférios
os problemas de travamento para o modelo da AIG com p = ¢ = 2 sdo novamente
visiveis, sendo esta solucdo a menos adequada. A solucao de elementos finitos com
SAPUNSA tem um bom desempenho, porém a convergéncia nao € tao suave quanto
como o modelo da AlG. Novamente a configuragdo de analise mais precisa e com a
maior razao de convergéncia é dada pela AIG com p = ¢ = 7. Em geral, se pode ver
que as solucdes da AlG com p, ¢ > 3 tém melhor razdo de convergéncia que a solugao
da AEF. Também pode-se observar uma boa capacidade dos modelos da AlG para
modelar corretamente a quase pura deformagao por flexao.
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FIGURA 80 — Hemisfério completo comprimido. Comparacao entre os modelos de AEF e AIG.
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FIGURA 81 — Hemisfério com buraco comprimido. Comparagao entre os modelos de AEF e
AlG.
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Aproveitaremos 0 modelo do hemisfério completo para mencionar um aspecto
importante sobre a modelagem de superficies NURBS e suas implicagdes na AlG. Da
FIGURA 26, pode-se ver que o espaco paramétrico de cada patch de superficie NURBS
€ construido pelo produto tensorial de dois vetores de nds unidimensionais. Portanto,
um patch de superficie NURBS é sempre de topologia quadrilateral. Na FIGURA 67(a),
mostra-se a modelagem com NURBS do hemisfério completo e sua parametrizacao,
gue consiste de 85 pontos de controle, onde 17 pontos de controle coincidem no centro
do topo do hemisfério. Obviamente, isto produz uma singularidade no centro do topo do
hemisfério. A FIGURA 82 mostra esta parametrizacao apds algum refinamento. Todos
os elementos no centro do topo s&o topologicamente quadrilateros degenerados em
triangulos, e com o0 aumento do refinamento eles chegam a ser muito pequenos. Devido
a singularidade no centro do topo o Jacobiano chega a ser zero neste ponto. Mas foi
demonstrado por Kiendl (2011) que este tipo de singularidade produzido pelo tipo de
parametrizagdo usada para gerar a geometria com NURBS nao apresenta problemas
severos para a analise, ja que este ponto de singularidade ndo se encontra sobre os
pontos de integragédo. Assim, outra importante observacao é que a formulacao baseada
em NURBS ¢é bastante insensivel as distor¢cdes de malha (LIPTON et al., 2010).

FIGURA 82 — Hemisfério completo. Parametrizacao usada para gerar a geometria com NURBS.

Fonte: O autor.

Adicionalmente, nos meridianos dos quatro quadrantes do hemisfério, FI-
GURA 82, tém apenas continuidade C° devido a definigdo rotacional com que foi
gerada a geometria. Como se mencionou na subsecao 3.4, para a AlG de cascas é
necessaria pelo menos a continuidade G*, o que significa que restricées de continui-
dade devem ser aplicadas para utilizar este modelo geométrico para a andlise, estas
restricées de continuidade serao apresentadas na seguinte secao.



123

6.4 CASCA CILINDRICA FINA COM EXTREMOS ENGASTADOS SUBMETIDA A
PRESSAO INTERNA CONSTANTE

A analise de estruturas de paredes finas apresenta varios desafios. Elas sao
notoriamente sensiveis as imperfeicdes na geometria, ja que uma pequena amolgadela
na superficie reduz muito a carga de flambagem. Como se mencionou no capitulo
5, ao realizar a andlise de tais estruturas, representacées geométricas precisas sao
absolutamente vitais para a obtencao de resultados precisos. Além disso, eles séo
propensos a fenbmenos de camada limite, bloqueio e uma série de outros obstaculos
para a obtencao de solucdes numéricas precisas. Até agora vimos que as NURBS nao
somente representam com precisdo a geometria, mas também resolvem muito bem
caracteristicas da solugdo, mesmo em discretizagdes surpreendentemente grossas.
Entao o objetivo do presente exemplo numérico é mostrar a precisdo da formulacédo de
cascas com NURBS ante o fen6meno de camada limite e o tratamento de problemas
com multipatches.

6.4.1 Configuracdo do problema

Neste ultimo exemplo numérico, um cilindro com extremos engastados € sub-
metido a uma pressao interna constante, como € mostrado na FIGURA 83. Os extremos
engastados criam o fendbmeno chamado camada limite que é dificil de ser capturado
com precisdo com a classica AEF de baixa ordem. A solucdo exata da teoria de cascas
finas é dada em Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1959), esta é obtida sob a hipbtese
de tensao no plano. Para o tratamento totalmente tridimensional do problema com
extremos engastados, esta solugao foi modificada por Hughes et al. em (HUGHES;
BAZILEVS; COTTRELL, 2009).

FIGURA 83 — Casca cilindrica fina. Geometria e pressao interna
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Fonte: O autor.
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Assim a solugéo exata para o deslocamento radial «(z) do cilindro engastado e
com pressao interna constante é:
PR?
u(z) = — 7 (1 — Cysen(px) senh(fx) — Cy cos(fx) cosh(px)) (6.5)
x €(—L/2,L/2)

o = sen « cosh o — cos o senh o (6.6)

senh o cosh av + sen o cos o

cos awsenh o + sen «v cosh av

C2 = senh a cosh o + sen v cos (6.7)
B\ BL bt
()T e e e
Onde ) 5 ,
E:1—V2 e Dzl_y (6.9)

Os parametros para este problema sao dados na TABELA 5.

TABELA 5 — Casca cilindrica fina. Parametros para o modelo.

Variavel Valor Unidade
Modulo de Young, £ 3.0-10° [kN/m?]
Raz&o de Poisson, v 0.30 [—]
Espessura da casca, ¢ 0.01 [m)]
Raio, R 1.0 [m)]
Comprimento, L 5.0 [m]
Pressao interna, P 10 [EN/m?]

Fonte: O autor.

No exemplo numérico anterior mencionou-se que um patch de superficie
NURBS é sempre de topologia quadrilateral. A geometria do cilindro neste problema
€ gerada como uma superficie de revolucao, a partir de uma linha vertical geratriz
que é rotacionada ao redor de um eixo de revolucao (PIEGL; TILLER, 1997). Este
procedimento para gerar a geometria produz as continuidades que sdo mostradas
numa vista superior do cilindro na FIGURA 84.

O cilindro aparece como uma superficie suave e fechada. Porém, na represen-
tacdo NURBS do cilindro, existe uma localizacao onde o inicio e o final do patch NURBS
se juntam (localizacdo onde os pontos de controle iniciais e finais estao sobrepostos),
gue é uma localizagdo onde os nés tem continuidade C~! devido ao uso de vetores de
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FIGURA 84 — Casca cilindrica fina. Vista superior das Continuidades no modelo.
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nés abertos. Além disso, existem trés localizagdes onde os nés tém continuidade C°
devido a nés internos com multiplicidade no vetor de nés aberto. Entdo, é importante
que as condicdes de continuidade necessarias para a analise sejam asseguradas. Para
iss0, restricoes adicionais sdo necessarias com a finalidade de impor as condi¢cées de
continuidade necessarias para a andlise. A continuidade C° é necessaria para garantir
uma superficie fechada, independente do tipo de elemento usado na analise, e é obtida
pelo acoplamento dos pontos de controle do patch nos extremos que se juntam. Para
a formulagao de cascas de Kirchhoff-Love apresentada, pelo menos a continuidade
G' é necessaria em todos os lugares do patch. Isso significa que as localizagdes de
continuidade C° precisam ser identificadas e corrigidas.

Da FIGURA 84, observamos que o cilindro esta conformado por um s6 patch
de superficie NURBS com continuidade C° em trés quadrantes e continuidade C' ! num
qguadrante, esta configuracdo é equivalente a ter quatro patches de superficies NURBS
que geram a geometria do cilindro. Entdo o tratamento para garantir a continuidade
entre varios patches é valido para corrigir a continuidade de nosso exemplo numérico,
na seguinte subsec¢ao revisaremos o enfoque proposto por J. Kiendl para o tratamento
de multipatches.

6.4.2 Cascas multipatch

Nos capitulos anteriores, foi mostrado que as NURBS sao ideais como funcdes
base para cascas baseadas na teoria de Kirchhoff-Love, ja que fornecem continui-
dade C"! entre os elementos para superficies arbitrariamente curvas. Se a estrutura
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€ composta de varios patches NURBS, a questdo € como essa continuidade pode
ser estabelecida entre os patches. Se os patches estiverem conectados apenas com
a continuidade C°, isso significa que apenas os deslocamentos na interface estao
acoplados, mas nédo as inclinagdes. Em um sentido mecénico, isso representa uma
conexao de articulacao onde os respectivos momentos de flexdo ndo podem ser trans-
feridos. O mesmo se aplica se uma continuidade C° acontece dentro de um patch,
devido a multiplicidade de nds, que € o caso do problema de casca cilindrica fina
que estamos analisando. Na continuacéo, as solugdes propostas por J. Kiendl para
cascas multipatch sao apresentadas. Estas solugdes também podem ser aplicadas a
patches que apresentam continuidade C° no interior. Para a conex&o de dois patches,
dois casos basicos precisam ser distinguidos. Ha patches suaves, isto é, patches com
continuidade G, por um lado, e patches formando uma dobra, por outro lado. Para
interfaces de patch com continuidade G, essa continuidade deve ser mantida durante
a analise, enquanto que para patches que envolvem uma dobra, o dngulo entre os
patches deve ser mantido.

6.4.2.1 Multipatch suaves

Na secéao 3.4, a diferencga entre continuidade paramétrica e continuidade ge-
omeétrica foi discutida. A continuidade entre dois patches para analise deve ser inde-
pendente da parametrizagdo dos patches individualmente e, portanto, a continuidade
geométrica € a Unica de interesse. Para superficies paramétricas, a continuidade G*
significa que duas superficies que se unem numa borda comum tém um plano tan-
gente comum em cada ponto ao longo dessa borda, ver FIGURA 85. Para superficies
B-Spline, isso resulta na condi¢cdo apresentada na Equacao (3.49), que é repetida aqui
para maior clareza:

FIGURA 85 — Casca cilindrica fina. Multipatch suaves.

Fonte: O autor.
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Para NURBS, a mesma condigéo deve ser aplicada as coordenadas homogé-
neas dos pontos de controle, Equagéo (3.50):

(B =P =c- (P —PM,)  j=1lem
Como na AIG somente as coordenadas fisicas sao graus de liberdade, en-
quanto os pesos de controle s&o invariantes, a condigcdo de continuidade para as
B-Splines (3.49) € empregada. Esta € uma aproximacgéo para NURBS e a continuidade
pode nao ser satisfeita exatamente em qualquer ponto se os pesos dos pontos de
controle envolvidos fossem diferentes. Porém, como por refinamento as diferencas nos
pesos dos pontos de controle vizinhos se tornam minimas, o erro € insignificante.

Para preservar a continuidade G' na configuracdo deformada, a Equacao (3.49)
deve ser mantida para os pontos de controle na configuracdo deformada (denotada
como P):

(13223 - P,},j) = (13717]- - Py}_l’j)
cP,  —(1+ C)PnlJ + P227j =0 (6.10)

E, portanto, a mesma relagdo se aplica aos deslocamentos:

cuy_q;— (1+c)u, ;+uj,; =0 (6.11)

A Equacéo (6.11) representa restricdes lineares entre os graus de liberdade
do sistema que podem ser aplicados por diferentes métodos, mas nesta dissertacao
usaremos um enfoque de penalizagcao (FELIPPA, 2004), para isso rescrevemos a
Equacéo (6.11) em forma matricial:

u’}t—l,j
¢ ~(+e 1] [l | =0 (6.12)

2
U3,

E multiplicamos ambos lados pela transposta do vetor de coeficientes:

c Uy, 0
~(1+o)| e ~(+e) 1] | i, | = o (6.13)
1 u%j 0
c? —c(1+c¢) c U, 0
—c(l4+¢) (1+4+¢)?* —(1+¢) u,; | = Kpup = |0 (6.14)
c —(1+¢) 1 uj 0

Aqui K, é a matriz de rigidez sem escala do elemento de penalizacdo. Isto
agora é multiplicado pelo peso de penalizagao w, Equacao (6.15), e montado na matriz
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de rigidez global da estrutura seguindo as regras usuais:

? —c(1+c¢) c Uy,
w- |—c(l+¢) (I1+c¢)? —(1+¢) u, ;| =10 (6.15)
¢ —(1+¢) 1 uj

6.4.2.2 Método da faixa de flexao

Enguanto que para a conexao de patches suaves a continuidade G' tem que
ser mantida, para patches que se juntam numa dobra com um certo angulo, o angulo
entre os dois patches tem que ser mantido na configuragao deformada. Semelhante ao
caso suave, isto é conseguido acoplando os graus de liberdade que definem o angulo.
Estes sé&o os pontos de controle na borda comum e seus pontos de controle vizinhos em
cada lado. Para cada triplo de pontos de controle P;;, P, ;e P, , ; ao longo da borda,
0 angulo coberto por esses pontos de controle deve permanecer constante durante a
deformacgéo. Aqui apresentamos um método que satisfaz as restricdes lineares entre os
pontos de controle num sentido fraco, o que significa que o angulo é mantido constante
aproximadamente. O método também pode ser aplicado a multipatch suaves, o que
pode ser considerado como uma dobra de 180°. Assim, 0 método pode ser usado como

um método geral para lidar com estruturas multipach.

A restricdo do angulo é imposta por um patch NURBS adicional com propri-
edades especiais. Os triplos de pontos de controle na borda comum dos patches,
consistindo dos pontos de controle compartilhados na borda e um em cada lado, sao
extraidos e usados como malha de controle para o patch adicional, ver FIGURA 86.
O dominio paramétrico deste patch consiste num elemento quadratico na direcao
transversal a borda comum e, por simplicidade e eficiéncia computacional, de n — 1
elementos lineares ao longo da borda comum onde n é o niumero de pontos de controle
nessa direcao. Este patch adicional, € chamado de faixa de flexao (KIENDL; BAZILEVS
et al., 2010), possui propriedades especiais para 0 material: ndo possui rigidez de
membrana e rigidez de flexdo somente na direcao transversal a borda comum. Com
isso, é assegurado que apenas o0s trés pontos de controle PQ({]., Pn{j e P;_Lj estejam
num triplo acoplamento um com outro através da borda, mas nenhum acoplamento
entre os pontos de controle ao longo da borda é feito. Esta é uma caracteristica muito
importante porque garante que nenhuma rigidez adicional é adicionada a estrutura.

E importante notar que, embora as faixas de flexao sdo implementadas como
patches estruturais adicionais, o que torna a implementacéo facil e eficiente, elas
nao representam partes estruturais, sendo somente restricbes no angulo entre os
patches. As faixas de flexao também tém massa zero para o caso de analise dinamica.
Matematicamente, o0 método consiste em aumentar o principio do trabalho virtual com
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FIGURA 86 — Casca cilindrica fina. Faixa de flexao.

Conezxao C° com pontos 1 Base
quadratica
de controle comuns
= SR, |
S
8
Patch 1 g
Patch 2 SK-oq S
92
Faixa de ~
flexao
0,
(Dominzo fisico) (Dominio parameétrico)
g 0 0 O €11 E, 0 0 K11
c2| =10 0 0| [Ea2 | +63|0 0 0] | Koo
512 0 0 0f 2619 0 0 0] |[2F2
Rigidez de membrana f Rigidez de flexao f
tgual zero direcional
Fonte: O autor.
termos adicionais da forma:
B3
Wint = — EFLTC’S&E dA (6.16)

A

Para cada faixa de flexao. A matriz constitutiva do material da faixa de flexao
C, ¢é dada por:

E, 00
C.=10 00 (6.17)
0 00

Onde E; € arigidez por flexdo direcional. O ponto crucial € a escolha correta
para E,. Este deve ser suficientemente alto para que a mudanca no angulo esteja dentro
de uma tolerancia aceitavel. Porém, se FE, for escolhido muito alto, a matriz de rigidez
global pode tornar-se mal condicionada e a solucdo instavel. A rigidez da faixa de
flexdao E, é escolhida como uma poténcia decimal do médulo de Young da estrutura F,
de acordo com J. Kiendl, todos os valores de rigidez no intervalo de 10° < E,/E < 10°
fornecem resultados confiaveis e estaveis.
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6.4.3 Verificacao de resultados

Na FIGURA 87(a) mostra-se a geometria inicial do cilindro (configurac&o in-
deformada) gerada com NURBS de grau p = ¢ = 3, e na FIGURA 87(b) pode se ver
a configuracao deformada do cilindro com um fator de escala dos deslocamentos de
1000.

FIGURA 87 — Casca cilindrica fina.Configuragdes indeformada e deformada.

(a) (0)

Fonte: O autor.
Nota:(a) Modelagem do cilindro com NURBS. (b) Configuracdo deformada com fator de
escala dos deslocamentos de 1000.

Neste exemplo numérico fazemos uso da malha mostrada na FIGURA 88,
sendo que esta malha € obtida através de um refinamento k para diferentes ordens
polinomiais (p = ¢ = 2, 3,4, 5). Observe que geramos uma malha mais densa perto dos
extremos engastados, com a finalidade de capturar o fenbmeno de camada limite, mas
criando uma malha mais grossa na parte central do cilindro. O refinamento uniforme
subsequente resultara numa alta porcentagem do total de elementos na regiao que
contém o fenémeno de camada limite que desejamos capturar.

Na FIGURA 89 sao apresentados os contornos do deslocamento radial: Fl-
GURA 89(a) correspondente a solucao do deslocamento radial usando o enfoque de
penalizacao de multipatch suaves, FIGURA 89(b) € o deslocamento radial usando o
método da faixa de flexao e finalmente com fins de comparacgao a solucao da AEF é
mostrado na FIGURA 89(c). Esta ultima solugéo é obtida usando o software SAP2000™.
Como se pode ver a correlacéo € forte e os valores correspondem bem a solugéo
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obtida da AEF. Do mesmo jeito que para os outros exemplos, os mapas de cores nao

correspondem exatamente.

FIGURA 88 — Casca cilindrica fina. Malha usada na AlG.

Fonte: O autor.

FIGURA 89 — Casca cilindrica fina. Contornos do deslocamento radial.
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FIGURA 90 — Casca cilindrica fina. Perfil do deslocamento radial com Multipatch suaves.
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Fonte: O autor.

FIGURA 91 — Casca cilindrica fina. Perfil do deslocamento radial com Faixa de flexao.
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Na FIGURA 90 e FIGURA 91 a esquerda, mostra-se a convergéncia do perfil
de deslocamento radial para as solucdes de multipach suaves e faixa de flexao res-
pectivamente. Para fins de comparacgao, a solugdo da AEF é obtida usando o software
SAP2000™. Com a finalidade de ter uma melhor visdo da convergéncia se faz um
destaque da area onde acontece o fendmeno de camada limite, este destaque se
encontra a direita de cada figura. Fazendo uma comparacao entre as solucdes da
AEF e as solugbes da AlG, vemos que a AlG fornece uma melhor convergéncia para
todas as ordens polinomiais, com um ndmero menor de graus de liberdade, mostrando
a superioridade da AlG sobre a classica AEF. A solucao de convergéncia obtida é
ligeiramente maior a solugcédo exata, dada em Hughes, Bazilevs e Cottrell (2009). A
razao para os diferentes resultados é o tratamento diferente das deformagdes de cisa-
lhamento nas respectivas formulagdes: na solugao exata, foi considera uma teoria com
deformacao por cisalhamento enquanto a presente formulacdo é baseada na teoria de
Kirchhoff-Love que despreza as deformagdes de cisalhamento transversais. Para todas
as ordens polinomiais, a convergéncia é suave e bastante rapida.
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7 CONCLUSOES

O objetivo abordado no inicio desta dissertacédo € se a AIG é mais eficiente
e produz resultados mais precisos que a classica AEF por grau de liberdade. Para
pesquisar isso, foi implementado um modelo de casca baseado na teoria de Kirchhoff-
Love e com NURBS como fungbes base. O modelo foi testado em relacéo a solucdes
analiticas de referéncia. Além disso, solucdes classicas da AEF foram obtidas através
do software SAPUNSA que é uma implementacao prépria do autor desta dissertacao,
assim como, também do software de analise estrutural SAP2000™. Entao, estes foram
usados como base para comparar as vantagens de eficiéncia e precisao da AIG em
comparagao com a classica AEF. Finalmente, no ultimo exemplo numérico testamos
algumas solugdes para o tratamento de estruturas que estdo conformadas de varios
patches NURBS (multipatch). Com base em tudo isso, as seguintes conclusdes séo
obtidas:

* NURBS provaram ser as fungdes de base ideais para cascas baseadas na
teoria de Kirchhoff-Love, ja que fornecem a continuidade C! necessaria entre
os elementos. As NURBS permitem uma implementacéo direta da teoria de
Kirchhoff-Love sem modificages adicionais, o que néo é possivel de fazer usando
polinémios de baixa ordem da classica AEF. Devido a exclusdo das deformacdes
de cisalhamento transversais e devido a natureza de ordem superior das NURBS,
esta formulacgao fica livre dos tipicos fenbmenos de travamento em cascas.

» Dos resultados dos exemplos numéricos, pode-se concluir que a AlG oferece
resultados superiores em termos de precisdo e razdo de convergéncia por grau
de liberdade. Como se mencionou acima, o fator chave é a capacidade de utilizar
continuidades de alta ordem sobre os limites do elemento em comparagédo com a
classica AEF.

» Durante a implementacao dos cédigos e o estudo dos exemplos numéricos foi
notado que, a medida que se aumenta a continuidade a analise resulta computaci-
onalmente mais cara. Isto devido a que para cada incremento do grau polinomial,
cada elemento é suporte de mais funcdes de base NURBS aumentando assim o
tempo computacional. Porém, antes de tirar conclusdes com respeito a eficiéncia
computacional é necessario pesquisar a influéncia de diferentes métodos numéri-
cos e o tipo de integracdo numérica, ja que o método de quadratura de Gauss
nao € a mais étimo para a AlG.

» Como se mencionou anteriormente perto do 80% de todo o tempo da analise é
gasto na geracao de malhas adequadas para a AEF. Perto do 20% desses 80%
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séao imediatamente omitidos porque a geometria e a malha estdo inerentemente
conectadas na AIG. Isto foi notado durante o estudo dos exemplos numéricos.
Configurar o modelo da analise para a AIG foi direto em comparagcdao com o
processo de exportacao de geometrias e geracao de malhas para a AEF.

Nesta dissertagéo, para a aplicagdo de condi¢des de simetria e acoplamento de
patches foi usado um enfoque de penalizacao. Da analise dos exemplos numéricos
chegou-se a observar uma dificuldade com o valor do peso de penalizacéao, ja
que este valor ndo pode ser tomado como um valor fixo em geral. Além disso,
se o valor do peso de penalizagdo € muito grande o sistema de equacgdes tende
a ficar mal condicionado. Entéo, € necessario pesquisar a possibilidade de usar
outras técnicas como o método mestre-escravo ou método de multiplicadores de
Lagrange.

A fim de assegurar a continuidade necessaria sobre as bordas comuns entre
varios patches foram apresentados os métodos de multipatch suaves e faixa de
flexdo. O primeiro método € somente (til para patches que tém continuidade
G' na borda comum, esta continuidade pode ser mantida por um acoplamento
direto dos respectivos graus de liberdade através de um enfoque de penalizagéo.
Para patches que se unem num determinado angulo, isto € uma dobra na borda
comum, o método de multipatch suaves nao pode ser usado porque as equacdes
de restricdo descrevem uma relagdo nao linear entre os graus de liberdade e,
portanto, uma conformidade exata por acoplamento direto ndo é possivel. O
meétodo da faixa de flexdo cumpre a restricdo do angulo num sentido aproximado.
No ultimo exemplo numérico foi testado e provou ser confiavel, e é aplicavel
a multipatch suaves e para patches formando uma dobra. As vantagens deste
método séo a flexibilidade e simplicidade na implementagéo e aplicagao.

A Analise IsoGeomeétrica (AlG) habilita uma plataforma comum para a analise e
o desenho e, portanto, um processo de desenho unificado. Pode-se descrever
uma maior complexidade geométrica ja que a descricdo da geometria é mantida
durante todo o processo.

SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Com base nas conclusdes deste projeto de tese, as seguintes sugestoes para

trabalhos adicionais sao concluidas:

» Fazer a formulacéo e implementacédo da A/G para casca baseada na teoria de

Reissner - Mindlin.
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Fazer a formulacdo e implementacao de bases T-Spline em vez das bases NURBS,
para a analise de cascas.

Fazer a formulacao e implementacao do método da subdivisdo da superficie na
AlG para a analise de cascas.

Pesquisar métodos para refinamento local e refinamento adaptativo na AlG.

Pesquisar a influencia de diferentes métodos de solu¢cao numérica, na eficiéncia
da AIG, por exemplo Colocacgao, Petrov - Galerkin e elementos de contorno.

Fazer a formulagéo e implementacao de problemas de andlise fluido - estrutura.

Fazer a formulacéao e implementacéo para grandes deformacdes e grandes deslo-
camentos no enfoque da AI/G para modelos de cascas.

Fazer a formulagao e implementacédo da néo linearidade do material no enfoque
da AlG.

Fazer a formulacao e implementacéao da A/G no contexto da analise dinamica de
estruturas, tanto para problemas de estruturas com autovalores e autovetores
(modal), como para es métodos de integracao direta.
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