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RESUMO

A dinamica estrutural estuda a resposta dos meios sélidos decorrentes de excitacdes
transientes. Muitos problemas reais de dinamica estrutural ndo possuem resposta
analitica, sendo o uso de solugdes numéricas uma alternativa largamente utilizada.
Dentre tais métodos destaca-se o Método dos Elementos Finitos (MEF) por sua ro-
bustez e uso consolidado na resolucao de problemas estruturais e suas versoes en-
riquecidas baseadas no Método da Particdo da Unidade (MPU), como o Método dos
Elementos Finito Generalizados (MEFG). A Analise Isogeométrica (AlG) surgiu com
a vantagem de efetuar mapeamentos de malha diretamente de uma geometria mo-
delada via CAD e, como em outras areas, também apresentou bons resultados na
dindmica estrutural. Entretanto as formulagdes e experimentos numéricos da juncao
entre a AlG e os métodos enriquecidos ainda ndo é bem explorada na literatura. Este
trabalho apresenta uma formulacao da AIG com enriquecimento, denominada PUAIG,
para a dindmica estrutural de elementos unidimensionais e bidimensionais. Os con-
ceitos basicos de andlise dinamica e dos métodos numéricos, bem como da AIG pura
sédo abordados. As formulacbes variacionais para os problemas dinamicos séo de-
senvolvidas e detalhes sobre a formulagdo da PUAIG sao apresentados. Através de
exemplos numéricos para barras, vigas, trelicas, estado plano de tensées e membra-
nas, a PUAIG é validada e seus resultados sdo comparados com o MEF, a AlIG e o
MEFG. Conclui-se que a PUAIG melhora os resultados numéricos da AlG em termos
de acuracia e taxa de convergéncia nos problemas testados, e mostra-se muito com-

petitiva com as formulacées do MEFG para a dinamica estrutural.

Palavras-chave: Dindmica Linear, Método dos Elementos Finitos, Método dos Elemen-

tos Finitos Generalizados, Analise Isogeométrica, Analise Isogeométrica Enriquecida



ABSTRACT

Structural dynamics studies the motion in solid media from time excitations. Several
real problems generally does not present analytical solution. The use of numerical so-
lutions is a widely used alternative. Among such methods the finite element method
(FEM) stands out by its robustness, and also its enriched versions based in Partition
of Unity Method (PUM), as the Generalized Finite Element Method (GFEM), which
obtained promising results in terms of accuracy and convergence in structural dyna-
mics problems. Isogeometric Analysis (IGA) appeared with the advantage to create
mesh mapping directly from a CAD model and also presented good results in struc-
tural dynamics, however formulations and experiments involving IGA and the enriched
procedures are not yet explored in literature. This work presents a formulation of IGA
with enrichment strategies, referred here as PUIGA, for structural dynamics of unidi-
mensional and bidimensional elements. The basic concepts of structural dynamics
and numerical methods, as well as IGA concepts are addressed. The variational for-
mulations for dynamic problems are developed and details about PUIGA formulation
are presented. Through numerical examples for bars, beams, trusses, plane state
and membranes, PUIGA is validated and its results are compared with FEM, IGA and
GFEM. It concludes that PUIGA can improve the numerical results of pure IGA and

shows very competitive with GFEM formulation to structural dynamics problems.

Keywords: Linear Dynamics, Finite Element Method,
Generalized Finite Element Method, Isogeometric Analysis, Enriched Isogeometric

Analysis
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1 INTRODUCAO

A dinamica estrutural € uma area de conhecimento das engenharias e da ma-
tematica aplicada que estuda o movimento oscilatério dos meios solidos devido a di-
versos tipos de excitagdes transientes. Este campo de estudo tem sido motivado a
resolver varios problemas de engenharia como analises de vibracdes, propagacao de

onda, efeitos de ressonancia, respostas a terremotos, dentre outros (CHOPRA, 1995).

No campo dos projetos de engenharia e concepcdes de novas tecnologias, a
descrigao concisa de um fenbmeno de vibracdo € uma informacao importante para a
andlise e planejamento das estruturas e mecanismos, de forma a garantir uma perfor-
mance segura e eficiente do que esta sendo projetado. O comportamento dinamico de
alguns elementos isolados com caracteristicas simplificadas possuem solugédo anali-
tica conhecida, contudo a medida que a estrutura se torna complexa as dificuldades na
determinacao de solucbes analiticas para o seu comportamento dinamico aumentam
consideravelmente, sendo o desenvolvimento e aplicagdo de um método aproximado

uma alternativa recomendavel.

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é largamente utilizado na resolucao
de problemas de engenharia (BATHE, 1996; COOK; MALKUS; PLESHA, 1989) e tem
sido uma alternativa bem sucedida na determinagcao dos modos e frequéncias naturais
de vibracao de uma estrutura. Porém os resultados para as frequéncias mais elevadas
sdo imprecisos e 0 aumento no numero de graus de liberdade melhora o resultado da
amostragem anterior, mas gera novas frequéncias elevadas com valores discrepantes

(HUGHES, 2012).

Diversos estudos de aprimoramento do MEF foram feitos com o intuito de au-
mentar a precisdo do método e reduzir os esforcos computacionais. Os métodos de
enriqguecimento das fungdes de forma do MEF com a adicao de func¢des relacionadas

as solucdes analiticas da equacéao diferencial governante trouxeram melhores resul-
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tados e menores esforgcos computacionais se comparados com o MEF convencional
(ARNDT, 2009). Sao considerados os métodos enriquecidos mais conhecidos: o Mé-
todo dos Modos Admissiveis (MMA) (ENGELS, 1992; GANESAN; ENGELS, 1992),
o Método Composto (MC) (ZENG, 1998 a, b e c) e o Método dos Elementos Finitos
p-Fourier (MEFF) (LEUNG; CHAN, 1998).

Com o surgimento do Método da Particdo da Unidade (MPU) (MELENK; BA-
BUSKA, 1996) os procedimentos de enriquecimento das fun¢des de forma foram oti-
mizados. O Método dos Elementos Finitos Generalizado (MEFG) (STROUBOULIS;
COPPS; BABUSKA,2001), formulado a partir do MPU, obteve resultados superiores
aos demais métodos enriquecidos para o problema de estruturas em vibracao livre. Os
trabalhos desenvolvidos por Arndt (2009), Arndt, Machado e Scremin (2007 e 2009)
para a andlise da vibragéo livre de estruturas reticuladas e por Torii (2012) para estru-
turas reticuladas e estruturas bidimensionais comprovam a eficiéncia do MEFG com-

parado com os métodos enriquecidos e com o refinamento hierarquico do MEF.

Em analises de objetos com geometria complexa, o desenvolvimento de um
modelo com MEF pode encontrar alguns obstaculos relacionados com a geracéo e
refinamento da malha. Os algoritmos classicos de geracao de malha sdo construidos
a partir de um preliminar desenvolvimento em CAD (Computer Aided Design), que é,
em geral, utilizado como referéncia. A partir deste modelo a malha é definida por um
conjunto finito de pontos. Atualmente os softwares padrdes de analise FEA (Finite
Elements Analysis) ndo apresentam uma conexao eficiente entre o desenvolvimento
CAD e FEA, gerando desvantagens relacionadas a criagao e ao refinamento da malha
(HUGHES; COTTRELL; BAZILEVS, 2005). Segundo Rogers (2001), o motivo prova-
vel pelo qual os estudos entre o desenvolvimento CAD e o Método dos Elementos
Finitos ndo obtiveram uma relacéo direta se deve ao fato de que a industria de FEA
e CAD se desenvolveram em épocas diferentes, sendo que os softwares de FEA se
tornaram consolidados no tempo em que os primeiros ambientes CAD estavam em

desenvolvimento.

A Andlise Isogeométrica (HUGHES; COTTRELL; BAZILEVS, 2005) € um mé-
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todo de resolugdo numérica de equacgdes diferenciais de aplicagdo similar ao MEF,
mas, ao contrario desse, propde a utilizacao das funcdes desenvolvidas no ambiente
CAD como fungdes de aproximacao para a geometria do elemento e para a solugéo da
equacéo diferencial governante do problema analisado. Estas fun¢cées sdo denomina-
das NURBS (Non Uniform Rational B-Splines) e trazem vantagens sobre a descricao
geométrica de um problema no ambiente FEA, visto que, com este procedimento, as
funcdes utilizadas no desenvolvimento CAD e FEA agora sdo comuns: o objeto im-
portado de um ambiente CAD tem sua geometria descrita de maneira exata e nao
ha necessidade de remalhamento, ou seja, de reacessar e reprocessar informacoes

sobre o objeto para se realizar refinamento de malha.

A unido entre a AIG com os processos de enriquecimento abre uma alternativa
promissora, visto que as extensdes dos espagos enriquecidos trouxeram 6tima acura-
cia e convergéncia para muitos modelos dindmicos, e os aspectos de implementacao
da AlG trazem vantagens relacionadas ao mapeamento exato e construgdo de malha.
Os primeiros passos da Analise Isogeométrica Enriquecida, neste trabalho referenci-
ada como PUAIG, foram desenvolvidos por Luycker et al. (2011) em aplicacdes para
mecanica da fratura e Ghorashi, Valizadeh e Mohammadi (2011) que demonstrou as-
pectos vantajosos da PUAIG aplicada ao problema de propagacao de trincas. O traba-
lho recente de Dinachandra e Sethuraman (2018) aplicou a PUAIG para o problema da
equacao de Helmholtz bidimensional, obtendo resultados vantajosos quando compa-
rados com o MEF e com o0 MEFG. Contudo as exploragées da PUAIG, até o momento,

na dinamica estrutural permanecem nao discutidas ainda na literatura.

Neste trabalho desenvolve-se a PUAIG na aplicacao de problemas da dina-
mica das estruturas, envolvendo problemas lineares unidimensionais e bidimensio-
nais. As discussdes tedricas e definicdes da literatura sdo abordadas no capitulo 2. A
AlIG pura em seu contexto e aspectos de implementacao é discutida no capitulo 3, e
as formulagdes numéricas para a dindmica com mapeamento CAD s&o apresentadas
no capitulo 4. A extensao e detalhes das estratégias de enriquecimento da PUAIG séo

discutidas no capitulo 5 e exemplos numeéricos unidimensionais e bidimensionais sao
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desenvolvidos e discutidos no capitulo 6 deste trabalho.

Esta tese teve como principais resultados os trabalhos de
(RAUEN; MACHADO; ARNDT, 2017a) e (RAUEN; MACHADO; ARNDT, 2020) que
tratam da PUAIG em aplicagbes para elementos de barra e trelica plana, bem como
(RAUEN; MACHADO; ARNDT, 2017b) e (RAUEN, 2014) que aplicam a AIG pura em

problemas da dindmica estrutural unidimensional.

1.1 OBJETIVO GERAL

O objetivo deste trabalho é de propor, desenvolver e testar numericamente

estratégias de enriqguecimento da PUAIG para problemas da dindmica das estruturas.

1.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

Desenvolver uma técnica adaptativa para a AlG;

Testar o acoplamento de estruturas de barras;

Testar diferentes formas de enriquecimento na AlG;

Comparar os resultados com o MEF, a AIG e o MEFG.

1.3 PRINCIPAIS CONTRIBUICOES

As principais contribuigdes deste trabalho séo:
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Formulagdes de dindmica estrutural com mapeamento CAD: barras, vigas, es-

tado plano e membranas;

Formulacédo e Metodologia de Acoplamento para Trelicas;

Técnicas de enriquecimento para a dinamica estrutural;

Estratégias adaptativas para Analise Modal e Transiente.

1.4 JUSTIFICATIVA

As solucdes de engenharia sdo elaboradas, cada vez mais, visando a perfor-
mance 6tima com relacdo aos processos e economia de materiais. Sob este enfoque
os projetos elaborados com maior precisdao sob os fenbmenos que o norteiam permi-
tem a concepgao de estruturas mais enxutas e eficientes. Desta forma o aprimora-
mento nos métodos relacionados a analise dinamica, sob o ponto de vista da acuracia
e eficiéncia na implementacéao, permitem avaliar as estruturas com maior certeza do

seu comportamento real, permitindo solugdes mais arrojadas e econémicas.



32

2 REVISAO TEORICA

Neste capitulo sdo abordadas as definicoes tedricas mais importantes no de-

senvolvimento deste trabalho.

2.1 FENOMENOS DE VIBRACAO EM SOLIDOS

A dinamica das estruturas estuda a resposta transiente dos sistemas estrutu-
rais devido a acéo de forgas ou excitagdées dindmicas. A investigacdo dos fenébmenos
de vibracao tem sido motivada por muitas aplicagbes de engenharia como o desenvol-
vimento de maquinas, fundagdes, estruturas, motores, turbinas e controle de sistemas
(RAO, 1995). Nas estruturas civis ressalta-se importantes aplicagdes sobre a resposta
dos sélidos a forcas randémicas provenientes das acdes de intempéries do ambiente,
que podem ser ocasionadas, por exemplo, por agdes de terremotos, fenémenos de
ressonancia, desgaste por fadiga ou estar em faixas de frequéncias que incitam o

desconforto humano (INMAN, 2001).

As duas maiores areas de interesse da dinamica das estruturas sédo os fené-
menos do tipo estaciondrios, onde avaliam-se modos e frequéncias naturais de vibra-
cao dos meios solidos, e os fendmenos transientes que determinam os efeitos de des-
locamentos, velocidades e acelera¢des da estrutura em qualquer instante de tempo
devido a acao de forcas dindmicas. Para ambas analises a resposta de um sistema
estrutural se da através de combinacgdes de oscilagbes harménicas em torno da sua
posicao de equilibrio estatico (CHOPRA, 1995). Matematicamente as solugbes gerais
destes sistemas oscilatérios sdo provenientes da imposicdo de equilibrio dinamico,

com adi¢ao de termos inerciais, delineada pelo principio de d’Alembert.

O principio basico de equilibrio dindmico para um grau de liberdade é exem-
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k

f(t)
AW ]
superficie sem atrito/

Diagrama de corpo livre:

mX <€«—— -kX =< m > f(t)

FIGURA 1 — SISTEMA MASSA-MOLA COM UM GRAU DE LIBERDADE

plificado pelo sistema massa-mola, ilustrado na Figura 1 onde uma massa m é sujeita
a uma forga externa f(t) em funcdo do tempo ¢t e a uma forga elastica proveniente da
mola com constante k. O respectivo diagrama de corpo livre é esbocado levando em
conta a forga inercial, necessaria para a imposi¢ao do equilibrio dinamico (CHOPRA,
1995; INMAN, 2001). Segundo o principio de d’Alembert a equacao governante do

problema é escrita, desprezando os efeitos de amortecimento, como:

mi + kx = f(t), (1)

onde o campo de deslocamentos z(¢) descreve um comportamento oscilatorio.

A resposta modal para o problema é determinada através da equacéao diferen-
cial 1 sendo desprezado o efeito da for¢a externa f(t). Neste caso o sistema produz
um movimento do harménico simples e uma frequéncia de vibracao natural bem de-
finida (RAO, 1995). Segundo Chopra (1995) a resposta do sistema para uma for¢a
transiente f(t) pode ser determinada através dos métodos de integracdo no tempo

como a Integral de Duhamel e os métodos de transformacéo de Laplace e Fourier.

2.1.1 Sistemas com Multiplos Graus de Liberdade

A maioria das aplicagdes na dindmica das estruturas consiste em sistemas

continuos e formados por diversos graus de liberdade. Na grande maioria dos proble-
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Modelo continuo F— f(x,t)

Modelo discreto Wwwwv—ww_wwwwﬂ»—» f(t)

¢ contribuigbes de massa
—W-—contribui¢cbes de rigidez axial

FIGURA 2 — EXEMPLO DE DISCRETIZAGAO PARA UM MODELO DE BARRA

mas praticos, principalmente aqueles formados pelo acoplamento de diversos elemen-
tos, uma solucao analitica escrita para um dominio continuo pode ser dificultosa de se
obter. Uma alternativa importante e largamente praticavel nos problemas de dindmica
das estruturas é dividir o dominio do problema em subdominios finitos os quais apre-
sentam contribuigdes discretas de rigidez, massa e forca (CHENG, 2001). A figura
2 mostra um exemplo no qual a simplificagdo de uma estrutura com varias camadas
é discretizada em multiplos graus de liberdade. O mesmo processo de simplificacao
pode ser realizado para um corpo continuo, onde o dominio é dividido através de fini-
tas contribuigdes, conforme mostra a figura 2 para um elemento de barra com vibracao

axial.

A resolucao dos métodos discretos em dinamica das estruturas leva em conta
o equilibrio dindmico em cada grau de liberdade da sua divisdo. Isso permite que
multiplas equacdes na forma da equacao 1 possam ser escritas no sistema com varios

graus de liberdade, sob a forma (CHOPRA, 1995):

Ku + Mii = f, 2)

onde K representa a matriz que carrega as contribuicées discretas de rigidez, M a
matriz que carrega as contribuicdes de massa, f 0 vetor que leva as contribui¢oes dis-
cretas de forga e u € o vetor que carrega as contribuicées de deslocamentos e ii sua
aceleracao. Além de respeitar a lei do equilibrio dindmico, os termos de rigidez do sis-
tema discreto sdo obtidos de forma a respeitar as relacdées impostas através da teoria

da elasticidade, que consistem nas condi¢coes de compatibilidade entre deformacoes
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e deslocamentos e nas relagdes constitutivas entre tensdes e deformacdes.

Em sistemas com varios graus de liberdade o problema de vibragéo livre pode
ser resolvido através do sistema de equagdes indicado em (2) considerando a ausén-
cia de excitacoes externas (f = 0). O movimento de vibracao livre para casos gerais é
do tipo harmédnico simples e pode ser escrito através de uma expressao geral para os

deslocamentos u((2,t) na forma (BECKER; CAREY; ODEN, 1983; HUGHES, 2012):

u(z,t) = e“u(z), (3)

onde x representa um dominio de espaco, t o tempo, w a frequéncia natural de vibra-
¢éo, u um vetor de deslocamentos e i a unidade imaginaria. Ao substituir a expressao
geral 3 na equagéo 2 os problemas de vibragao livre em mdltiplos graus de liberdade

recaem em problemas de autovalores generalizados na forma:

Ku = \Mu, (4)

onde \ = w? é o autovalor relacionado com a frequéncia natural de vibragdo, u o auto-
vetor relacionado com o modo natural de vibragéo, K e M sdo as matrizes de rigidez e
massa, respectivamente. Um modo de vibracao, associado a uma frequéncia natural
de vibragao pode ser entendido como uma configuracao particular do campo de deslo-
camentos que se apresenta com caracteristicas harménicas. Em geral uma estrutura
possui infinitos modos e frequéncias naturais de vibragéo, contudo , por conta da dis-
cretizacdo, apenas um numero limitado de modos é determinado, que corresponde ao

numero de graus de liberdade do sistema (CHOPRA, 1995).

A frequéncia natural de vibragdo pode ser também determinada através do

quociente de Rayleigh para um dado modo u por (MEIROVITCH, 1975):

2
A=w = TMu’ (5)

O quociente de Rayleigh que é uma propriedade matematicamente natural dos pro-
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blemas de autovalores, adquire na dinamica estrutural um significado fisico. Segundo
Clough e Penzien (1993) um autovalor \ relacionado com um modo u corresponde a
razao entre as energias de deformacéo e cinética decorrente do modo. A propriedade
do quociente de Rayleigh possui varias utilidades para a dinamica das estruturas como
o auxilio na demonstracao de teoremas que tangem os fen6menos de vibracao (BEC-
KER; CAREY; ODEN, 1983), no desenvolvimento de estimadores de erro (WIBERG;
BAUSYS; HAGER, 1999) e métodos adaptativos para a dindamica estrutural (ARNDT;
MACHADO; SCREMIN, 2010).

Uma importante propriedade que decorre dos modos naturais de vibragao é a

ortogonalidade em relagdo a matriz de massa e rigidez que pode ser expressa por:

u'Mu, =0 m#n (6)

u'Ku,=0 m#n, (7)

onde u,, € u, sao dois modos de vibracao diferentes. Detalhes de demonstracao
desta propriedade sao dados por Chopra (1995) e Clough e Penzien (1993). A princi-
pal consequéncia da ortogonalidade dos modos € que estes formam uma base para
fendmenos de vibracao forcada na mesma estrutura, uma vez que sao linearmente
independentes. Um campo de deslocamentos transiente para a solugao da equacao 2
pode ser escrito como uma combinacao linear dos vetores que expressam 0s modos

u e amplitudes A na forma (CLOUGH; PENZIEN, 1993):

n

u(z,t) =Y Ai(r, b, (8)

=1
onde u; € o i-ésimo modo natural da estrutura e A; € o i-ésimo termo de amplitude.
A participagdo dos modos de vibragdo nos fendmenos transientes depende das ca-
racteristicas da estrutura e do tipo de excitacao externa atuante. Em geral cargas de

impacto, por exemplo, que transmitem forcas de curto intervalo de tempo tendem a
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excitar os modos mais altos, enquanto cargas lentas tendem a excitar os modos mais

baixos das estruturas (TORII, 2012; KREYSZIG, 2010).

2.2 METODOS NUMERICOS

Os métodos numéricos consistem em um conjunto de ferramentas, teorias e
técnicas matematicas para a solucdo de equagdes algébricas e diferenciais através
de técnicas de aproximacéao, e sdo implementaveis e automatizaveis através da com-
putacédo (STOER et al., 2013). A principal area de aplicacdo numérica nas situacoes
praticas de engenharia esta na resolucao dos problemas de valor de contorno, descri-

tos por sistemas de equacgdes diferenciais com valores prescritos em sua fronteira.

Grande maioria dos métodos de resolucado de PVCs utiliza processos de dis-
cretizacao, ao subdividir o dominio do problema em contribuicdes nodais aproximadas.
Para que um método numérico possua eficiéncia em sua implementagédo deve-se as-
segurar que um aumento no numero de subdivisdes no processo discreto impacte no
aprimoramento da solucao e atenuacao dos erros de truncamento, o que caracteriza
o critério de convergéncia. Ainda se espera que este aprimoramento dos erros seja
gradual, de modo que para um numero infinito de subdominios a solu¢do numérica
nao apresente erros, coincidindo com a solugao ideal, o que caracteriza o chamado
critério de completude. Discussdes detalhadas sobre as questdes de completude e
convergéncia sao feitas por (TYRTYSHNIKOV, 2012) e uma abordagem algébrica é
desenvolvida por (REDDY, 2013). A figura 3 ilustra um esquema de refinamento de
malha similar o Método dos Elementos Finitos (MEF) e outros métodos derivados, que
consiste em efetuar um aumento no numero de pontos discretos do modelo com o

intuito de melhorar o resultado da aproximacéao.

Na dinamica das estruturas a aplicacado dos métodos numéricos consiste em

obter respostas aproximadas para os deslocamentos, velocidades e acelerag¢des, no
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FIGURA 3 — REFINAMENTO DE MALHA EM UM PROBLEMA DISCRETO

regime transiente, e frequéncias e modos aproximados, no estado estacionario. Tais
respostas levam a um campo aproximado o qual geralmente carrega desvios em rela-

cao a uma solucao ideal.

As principais formulagdes do MEF e seus métodos derivados sdo baseados na
forma fraca do problema da equacéo diferencial governante. A seguir é apresentado
o Método dos Residuos Ponderados, a principal técnica que da origem aos métodos

de aproximacao utilizados no escopo deste trabalho.

2.3 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

O Método dos Elementos Finitos (MEF) (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000; RAO,
2005) é uma derivagdo do método dos residuos ponderados, onde o método de Ga-
lerkin é aplicado em subdivisdes finitas de um dominio. Um conjunto de fungées poli-
nomiais base € aplicado a um elemento particular, escritos para o método de Galerkin

na forma:

n

u(z) = P, (9)

=1
onde P;(z) sdo fungdes base polinomiais e u; sdo contribuicées nodais do processo
de discretizacdo. A figura 4 mostra um esquema de discretizacdo do MEF, onde as
funcbes sao definidas em um espaco paramétrico, € mapeadas para o espaco fisico
do problema, elemento a elemento. A matriz de contribuicdes nodais do problema

global é definida através de acoplamentos de matrizes locais (BATHE, 1996).
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FIGURA 4 — ESQUEMA DE FORMACAO DE MALHA DO MEF

O MEF se tornou um dos métodos numéricos mais utilizados na Engenharia,
principalmente por apresentar robustez numérica em diversos problemas classicos
que tangem aplicacdes em varios setores da fisica e matematica aplicada (QUEK;
LIU, 2003). O MEF foi idealizado pioneiramente por Turner et al. (1956) e Argyris e
Kelsey (1960), e uma grande gama de aplicacdes para problemas lineares e néo line-
ares foi desenvolvida no final dos anos 60 e as bases matematicas do método foram
apresentadas nos anos 70 (CHANDRUPATLA, 2004). O MEF tornou-se rapidamente
consolidado, sendo que softwares padrdes de analise, como o Nastran, surgiram ja no

final dos anos 60 (HUGHES; COTTRELL; BAZILEVS, 2005).

Com relagcédo ao tempo de processamento computacional, o MEF apresenta
caracteristicas vantajosas. As matrizes decorrentes das formulacées dos problemas
no método sdo simétricas e esparsas. Atualmente os algoritmos de resolucao de sis-
temas formados por matrizes esparsas sdo consolidados e existem diversos pacotes
e rotinas otimizadas para este célculo. Um detalhamento sobre a I6gica do desenvol-

vimento destes algoritmos € feito por Gould, Hu e Scott (2005).

Os resultados obtidos por uma solugcéo via MEF podem ser melhorados por
procedimentos de reformulacao do problema, denominados refinamentos, os quais po-

dem proceder sob trés maneiras diferentes. O primeiro e mais simples procedimento,
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denominado refinamento h, consiste em aumentar o numero de elementos na malha
do problema. O segundo tipo de refinamento, denominado refinamento p, consiste
em manter o numero de elementos e aumentar a ordem do polindmio interpolador
definido no elemento base. E a terceira maneira, designada como refinamento hp,
consiste em aumentar o numero de elementos e também a ordem polinomial p. Ape-
sar do refinamento p apresentar uma maior dificuldade de implementacéo, sua taxa
de convergéncia € maior do que o refinamento h, ou seja, o refinamento p se aproxima

mais rapidamente da solucao ideal do problema (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000).

Com relagéo a geracéo e o refinamento de malha, a formulagdo mais utilizada
no MEF utiliza é o elemento isoparamétrico, que basicamente consiste na utilizacado da
propria base polinomial interpoladora do problema para equacionar o mapeamento do
elemento local (ONATE, 2010). O equacionamento para 0 mapeamento utiliza as co-
ordenadas dos nés no dominio global, que devem ser conhecidas a priori. Quando se
trata de dominios complexos, geralmente uma geometria de referéncia é utilizada para
captar tais coordenadas e ha necessidade de reacessar a geometria no refinamento

de malha (HUGHES; COTTRELL; BAZILEVS, 2005).

As aplica¢des do MEF na resolucao de problemas de dinamica das estruturas
séo largamente discutidas na literatura. O MEF como alternativa para a resolucao de
tais problemas apresenta eficiéncia aceitavel, porém sua formulagao polinomial clas-
sica e seus procedimentos de refinamento geram erros elevados para as frequéncias
de vibracao mais altas (HUGHES, 2012). Os refinamentos h e p melhoram os resul-
tados das frequéncias e modos existentes anteriores ao refinamento, contudo com o
aumento do numero de graus de liberdade, novas frequéncias mais altas sao geradas
na amostragem, atribuindo erros semelhantes para o refinamento h e erros maiores
para o refinamento p no espectro de frequéncias (COTTRELL et al., 2006). Contudo
os resultados desenvolvidos por Arndt (2009) para o refinamento p do MEF mostram
elevada taxa de convergéncia para as frequéncias naturais de vibracdo em problemas

unidimensionais.
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2.4 METODOS ENRIQUECIDOS

Os métodos enriquecidos na dinamica das estruturas surgiram como um apri-
moramento do MEF, sobretudo para os fendmenos de vibracao livre, na tentativa de
sanar alguns problemas de acuracia e convergéncia apresentados pela formulacao
classica do MEF. A ideia principal dos métodos enriquecidos consiste em estender
0 espaco de fungdes interpoladoras para os deslocamentos na forma (ARNDT; MA-

CHADO; SCREMIN, 2010):

h
u’ =uygr+ U Enriquecidos (1 0)

onde uyer € 0 campo de deslocamentos normal do MEF, dado pela equagéo 9, e
Ugnriquecido © @ CONtribuicdo de deslocamentos proveniente da insergdo de fungdes

adicionais de enriquecimento do campo, dada por:

n
UEnriquecido — E -Ficb (1 1)
=1

onde F; representam fung¢des de enriquecimento e ¢; os graus de liberdade de campo.
Em geral a escolha de diferentes fun¢des define os diferentes métodos que surgiram
na literatura. Dentre estes métodos se destacam: o Método dos Modos Admissiveis

(MMA), o Método Composto (MC) e o Método dos Elementos Finitos p-Fourier (MEFF).

O Método dos Modos Admissiveis (MMA) foi apresentado por Engels (1992)
e Ganesan e Engels (1992), partindo da ideia de que o campo de deslocamento pode
ser escrito como uma combinacéo linear de fungdes que expressam modos admis-
siveis de vibrar. O campo de deslocamento deste método é formado pela soma de
uma parcela de deslocamentos estaticos e uma parcela de deslocamentos dindmicos,
onde a parte estatica pode ser tomada pelo préprio campo de deslocamentos do MEF.
Para o problema de vibracao livre da viga de Euler-Bernoulli, o MMA utilizando fun-

cOes trigonométricas e fungdes que representam os modos de uma viga engastada,



42

apresentou taxas de convergéncia superiores comparadas com as desenvolvidas com

o MEF.

O Método dos Elementos Compostos ou Método Composto (MC) proposto por
Zeng (1998a) e Zeng (1998c) consiste em adicionar ao campo de deslocamentos do
MEF termos relacionados a solugéo analitica do problema em questao. Estes termos
adicionais decorrem da solugdo de um elemento isolado que garante a nulidade de
deslocamentos nos limites do elemento, permitindo assim a imposi¢cao das condi¢cdes
de contorno diretamente na sentenca do MEF. Os resultados obtidos por Zeng (1998a)
para elementos de barra, Zeng (1998) para elemento de viga de Euler-Bernoulli e
Arndt, Machado e Hecke (2003) para trelicas e vigas mostraram precisdo e taxas
de convergéncia superiores as desenvolvidas pelo MEF. Arndt (2009) classificou o
MC como uma versao do MMA, visto que as solugdes analiticas dos problemas de

vibracao sao, na realidade, modos admissiveis.

Outro método considerado enriquecido é o Método dos Elementos Finitos p-
Fourier (MEFF), apresentado por Leung e Chan (1998). Este método consiste na adi-
cao de termos trigopnométricos ao campo de deslocamentos do MEF. Para que estes
termos trigonométricos nao interfiram na imposi¢ao das condi¢cdes de contorno pelos
procedimentos padrées do MEF, estas fun¢des devem ser nulas nas interfaces do ele-
mento para a formulagdo de barra. Para o elemento de viga além da nulidade das
funcbes nos pontos de extremidade, as derivadas primeiras das fungbes nestes pon-
tos devem também ser nulas. O MEFF apresentou bons resultados para elementos de
barras e vigas de Euler-Bernoulli (LEUNG; CHAN, 1998) e uma formulacao para vigas
espessas com curvatura sdo apresentadas por Leung e Zhu (2004) com resultados

superiores do MEF classico.
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2.5 METODO DA PARTICAO DA UNIDADE

O Método da Particido da Unidade (MPU) (BABUSKA; MELENK, 1997; ME-
LENK; BABUSKA, 1996) é um método numérico que permitiu a generalizacdo dos
métodos enriquecidos, onde fungdes quaisquer podem ser adicionadas ao campo de
solucdo. Esta formulacdo a insercdo de comportamentos locais da solu¢cdo que sao
conhecidos a priori, ou funcbdes que expressam solugcdes analiticas do problema (BA-

BUSKA; MELENK, 1997).

Seja um PVC definido em um dominio €2, que é dividido em subdominios {€2;},
uma particdo da unidade é um conjunto de funcdes r; sobrepostas em Q2 de forma que

(DUARTE; ODEN, 1996):

Y m=lemq. (12)

Com o objetivo de garantir existéncia e unicidade na solucao, além de estabili-
dade e convergéncia numérica, as funcdes de particdo da unidade devem ainda apre-
sentar comportamento limitado, que é uma condicdo para estarem contidas em um
espaco de Hilbert H (), e suporte compacto. Defini¢des formais, detalhes e teoremas
de estabilidade para a utilizacao das fungdes de particdo da unidade sao desenvolvi-

dos por (BABUSKA: MELENK, 1997).

As fungdes de particdo da unidade permitem estender o espaco de solucéo
aproximada com funcdes adicionais de enriquecimento S; € H(; N Q) que repre-
sentem localmente bem a solucéo u, conhecidas a priori, podendo serem escritas na

forma:

Si={sI}7,. (13)

As fungbes enriquecedoras sao multiplicadas pelas fun¢des de particao da unidade,

de forma a criar um campo numericamente estavel. O espacgo de enriquecimento a
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ser usado na extensdo do campo da solugao aproximada € definido por:

S = sti = {Z 771‘5?} C Hy(Q). (14)

E a solugéo aproximada u"(z) € escrita na forma:

u(z) =D > mi(x)s!(z)ay, (15)

i SZGSi
onde a;; denota as contribuicdes nodais e de campo do problema, expressa sob a

forma de graus de liberdade.

O MPU deu origem a diversos métodos de enriquecimento baseados na par-
ticdo da unidade, como o Método dos Elementos Finitos Particdo da Unidade (BA-
BUSKA; MELENK, 1997), o Método dos Elementos Finitos Estendido (DAUX et al.,
2000; ABDELAZIZ; HAMOUINE, 2008), o Método das Nuvens hp (DUARTE; ODEN,
1996; ODEN, 1998; LISZKA; DUARTE; TWORZYDLO, 1996) o Método dos Elemen-
tos Finitos Generalizados (MEFG) (STROUBOULIS; COPPS; BABUSKA, 2001; BA-
BUSKA; BANERJEE; OSBORN, 2004), entre outros. Ressalta-se que apesar dos
diferentes nomes dados aos métodos, a formulacdo e o contexto de implementacao
sé&o muito similares. No escopo deste trabalho € abordado o MEFG como método de-
rivado do MPU, por ter sido esse o principal método enriquecido utilizado na dinamica

das estruturas.

2.6 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS GENERALIZADO

O Método dos Elementos Finitos Generalizado (MEFG) é um método enri-
quecido que consiste na unidao dos espagos de aproximacao do MEF e do MPU. Foi
proposto primeiramente por Strouboulis, Copps e BabuSka (2001) e BABUSKA, BA-

NERJEE e OSBORN (2004), caracterizado por apresentar alta eficiéncia numérica se
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comparado com a formulagéo classica do MEF. Devido a possibilidade de inserir com-
portamentos conhecidos a priori, 0 MEFG se destacou na resolucao de varios proble-
mas, dentre eles o problema de analise de trincas (DUARTE et al., 2001; DUARTE;
KIM, 2008; DAUX et al., 2000), o problema da equacao de Helmholtz (STROUBOULIS;
BABUSKA; HIDAJAT, 2006), analise néo linear de estruturas (BARROS; PROENGCA;
BARCELLQOS, 2004), dentre outros.

O processo de enriquecimento através do MEFG apresentou um empecilho
numérico relacionado ao alto condicionamento matricial para alguns problemas, po-
dendo levar a perda de acurécia e matrizes singulares (LABORDE et al., 2005; BE-
CHET et al., 2005). Algumas modificagbes do MEFG tém sido desenvolvidas nos
ultimos anos com o objetivo de atenuar ou eliminar o efeito do mal condicionamento
matricial proveniente do enriquecimento. O MEFG Estabilizado (MEFGE), desenvol-
vido inicialmente por BabuSka e Banerjee (2012), apresentou melhor acuracia e con-
dicionamento do que o MEFG classico em problemas da estatica. Gupta et al. (2015)
e Malekan e Barros (2016) aplicaram o MEFGE em problemas de mecanica da fra-
tura, obtendo resultados superiores em termos de acurécia e condicionamento quando
comparados com o MEFG. Na dindmica das estruturas um método de estabilizagao
Heuristico foi desenvolvido por Weinhardt et al. (2018), para sanar o problema de con-
dicionamento devido a inser¢cao de varios niveis de enriquecimento. Os resultados
obtidos por Weinhardt et al. (2018) mostraram que alteragdes brandas nos parame-
tros de frequéncia das fun¢des de enriquecimento dindmico alteram substancialmente
o condicionamento, permitindo resultados superiores em termos de acuracia. Outro
método interessante de estabilizagdo é o MEFG Ortonormalizado (MEFGO) (SILLEM;
SIMONE; SLUYS, 2015), que consiste em aplicar processos de ortonormalizacdo nas
funcbes de particdo da unidade. Os resultados do MEFGO levaram a 6timos condi-
cionamentos, contudo uma desvantagem apresentada pelo MEFGO ¢é a degeneracao
da solucédo de forma direta, sendo necessarios pos processamentos para obter os

resultados da solu¢do aproximada.

Aplicacdes do MEFG e dos métodos baseados no MPU para anaélise dina-
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mica foram inicialmente desenvolvidas por De-Bel, Villon e Bouillard (2005), Hazard e
Bouillard (2007) e Arndt, Machado e Scremin (2010). Arndt (2009) aplicou o MEFG
para andlise de barras, vigas de Euler-Bernoulli, trelicas e pérticos planos em vibragéo
livre adquirindo resultados superiores ao MEF e o MC, além de apresentar a versao
adaptativa do MEFG, obtendo altas taxas de convergéncia para frequéncias especifi-
cas. Torii (2012) estendeu o trabalho de Arndt (2009), aplicando o MEFG em estru-
turas reticuladas, bidimensionais e andlises transientes, obtendo melhores resultados
quando comparados com o MEF. Aplicagées do GFEM para vigas de Euler-Bernoulli
(SHANG; MACHADO; FILHO, 2016) e vigas de Timoshenko (HSU, 2016a) mostraram
melhor eficiéncia numérica quando comparados com o MEF e sua formulagéo hierar-
quica. O trabalho desenvolvido por Freisleben (2019) reforca a eficiéncia do MEFG
nos problemas de viga de Timoshenko para vibracéo livre e andlise transiente. De-
bella (2018) efetuou varios testes com analise transiente para elementos de barras e
vigas utilizando o MEFG, verificando quais sdo os modos mais influentes na acura-
cia dos modelos. Estudos do condicionamento matricial para dindmica das estruturas
foram feitos por Petroli (2016), verificando relacées do numero de condicdo com 0s
digitos significativos utilizados na programacao dos modelos para diversos problemas

de vibragao livre.
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3 ANALISE ISOGEOMETRICA

Neste capitulo a Andlise Isogeométrica (AIG) é detalhada no seu contexto
teorico e de implementacdo. Os equacionamentos basicos da formacdo geométrica

sao abordados, bem como aspectos de mapeamento e implementacao do método.

A Andlise Isogeométrica (AIG) (HUGHES; COTTRELL; BAZILEVS, 2005) foi
idealizada com o intuito de unificar o conceito geométrico proveniente do CAD com
os ambientes de andlise de problemas de valor de contorno. A ideia principal esta na
utilizacdo das mesmas funcdes de construcao geométrica do CAD, as quais também
séo utilizadas para a aproximacao do problema matematico na analise (COTTRELL,;

BAZILEVS; HUGHES, 2009).

A principal motivagédo da AlG esta na automatizagéo da criagéo e refinamento
de malha. Segundo Hughes, Cottrell e Bazilevs (2005) os algoritmos de malha do
MEF utilizam o CAD como referéncia apenas para coletar os pontos de locagao dos
nés, ndo levando necessariamente a uma malha com geometria exata, além do proce-
dimento automatico de refinamento de malha ser limitado. Por outro lado a formulacéo
do CAD apresenta algoritmos eficientes de refinamento automatico de malha (PIEGL;

TILLER, 1997), sem a necessidade de utilizar uma geometria de referéncia.

Outra vantagem apresentada pela AIG é o controle da continuidade das fun-
cbes base, que esta relacionada com o grau polinomial e parametros de divisdo da
malha que serao discutidos na proxima secdo. O aumento na continuidade é com-
provadamente uma vantagem para os métodos numéricos, visto que grande maioria
das solugbes possuem elevada regularidade e suavidade, em especial os problemas
da dindmica das estruturas, que apresentam solugcées harménicas de alta regulari-
dade. A vantagem da suavidade das funcdes também impacta positivamente a forma-
cao da malha, principalmente nos problemas transientes ou iterativos que dependem

diretamente da geometria. A influéncia da geometria na precisdo do problema de
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flambagem de estruturas de casca foi demonstrada por Stanley (1985), onde cascas
cilindricas com imperfeicoes de 1% apresentaram resultados com erros de até 20%
na carga de flambagem final. Problemas numéricos de aerodindmica e camada limite
(BARTH, 1998) e de superficie de atrito entre corpos (LAURSEN, 2002) foram solucio-
nados com uma melhor aproximacao da geometria do elemento, utilizando polinémios
quadraticos e cubicos. O problema de atrito por contato com aproximacao isogeomé-
trica apresentou resultados precisos quando comparados com o MEF devido a melhor
regularidade da malha (LORENZIS et al., 2011; TEMIZER; WRIGGERS; HUGHES,
2011).

Na dinamica das estruturas, especialmente na analise de vibracao livre de
elementos unidimensionais, a AlG se destacou por apresentar espectros de frequén-
cia bem comportados, se comparados com o MEF (COTTRELL et al., 2006), ou seja,
uma faixa mais representativa de frequéncias naturais ficou mais préoxima do compor-
tamento analitico. A AIG, quando comparada com o0 MEFG e com os métodos enri-
quecidos, também apresentou espectros de frequéncia mais vantajosos, competindo
com o MEFG em termos de taxa de convergéncia e precisdo para problemas de bar-
ras e vigas em vibracao livre (RAUEN; MACHADO; ARNDT, 2017b). Uma discussao

mais detalhada sobre 0 assunto sera apresentada no final deste capitulo.

As secbes a seguir descrevem o0s principais aspectos de aplicacao da AlG,

bem como as func¢des base e os detalhes de implementacao do método.

3.1 AIG x MEF

A principal diferenca entre a AIG e o MEF esta no processo de discretizagao
e formacao de malha. O MEF utiliza o conceito de mapeamento isoparamétrico, par-
tindo de um elemento local no espaco paramétrico aonde sao definidas as fungdes de

forma. A malha do problema de MEF é formada por finitos acoplamentos de elementos
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locais mapeados, onde a discretizagdo do método se da no espaco fisico do problema.
As mesmas fungbes de forma definidas no elemento local s&o utilizadas para o ma-
peamento do elemento global. A figura 4 ilustra o esquema basico de formacao da

malha de MEF a partir do conceito isoparamétrico.

Ja a AIG consiste em efetuar a discretizagdo da malha no espacgo paramétrico,
definindo todas as func¢des de forma neste espaco e efetuando um mapeamento global
para a malha que representa o dominio fisico. Esta estratégia foi inicialmente utilizada
nas construcoes geométricas do CAD. A figura 5 ilustra 0 esquema de formacao de

malha da AIG através da estratégia de mapeamento global.

Espago Paramétrico

issimo €lemento Z
i Pontos de
Malha dM controle
controle
i.. elemento

ésimo

FIGURA 5 — ESQUEMA DE FORMAGAO DE MALHA DA AIG

Na solucao de um problema matematico os valores nodais da resolucao via
MEF sao atribuidos diretamente nos nés globais, o que nao ocorre na AlG. As con-
tribuicbes nodais da resolucéo via AlG séo atribuidas nos pontos de controle, sendo
necessaria a interpolacao com as fungdes base para se escrever o campo do problema

em questado (COTTRELL; BAZILEVS; HUGHES, 2009).
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3.2 B-SPLINES

As fungdes B-Splines sao polinbmios paramétricos que sao utilizados como
base da interpolacdo para uma geometria representativa. A divisdo do espaco para-
métrico para o mapeamento global e definicdo das fungdes B-Splines ¢é feita através
dos chamados knots que consistem em coordenadas no espaco paramétrico onde a
divisdo da malha é realizada. A literatura classica de CAD usualmente divide o espaco

paramétrico sob o dominio padréo &[0, 1], onde na AlG este padrao também é adotado.

A formacédo de uma base de fung¢des B-Splines depende essencialmente da
distribuicdo dos knots e suas multiplicidades e do grau polinomial das mesmas. O
vetor de knots = consiste na disposi¢cao ascendente de cada knot considerando suas
multiplicidades. Para um numero n de funcdes B-Splines de grau p o vetor de knots é

definido pela expresséao:

E={&,%, ... &, &y CcOME > Gy (16)

A multiplicidade de um knot controla a continuidade das fungbes neste ponto.
A propriedade da continuidade das B-Splines é demonstrada por Piegl e Tiller (1997),
onde o numero de derivadas continuas em &; € p — m;, onde p € o grau polinomial da
funcdo e m; a multiplicidade do knot &,. Com o objetivo de que os pontos de controle
das extremidades da geometria coincidam com ela mesma, a literatura CAD e também
a AlG utilizam a notagéo padrédo de vetor knots aberto, onde os knots da extremidade

séo repetidos p + 1 vezes (FARIN, 2002).

Dado um vetor de knots =, as fungdes B-Splines sao construidas de maneira
recursiva, iniciando com um grau polinomial p = 0 até o grau polinomial p desejado. A

iteracdo inicial para o polinbmio p = 0 é dada por (COX, 1972; DE-BOOR, 1972):
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1 i < i+,
Ngle) = d | SeEEEs (17)

0 caso contrario.

e para as proximas interagbes parap = 1,2,3, .. .

Np(©) = 25N (O) + S N (e). (18)
£i+p - gl §i+p+1 - £i+1

As equacbes 17 e 18 sado conhecidas como férmula recursiva de Cox-de Boor.
A notacdo N, , indica a i-ésima fungéo de ordem p. Para ilustrar a influéncia das multi-
plicidades dos knots na continuidade das fungdes, a figura 6 representa uma base de
fungdes B-Splines de grau p = 2 com vetor de knots = = {0,0,0,0.25,0.5,0.75,1,1,1}
onde as fungdes da extremidade apresentam continuidade C~! nas bordas, e as fun-
coes internas C'! nos knots. Ja a figura 7 mostra a base B-Splines para p = 2 e
= ={0,0,0,0.5,0.5,1,1,1} é forgada uma continuidade do tipo C° em ¢ = 0.5, fazendo
que com que este ponto seja repetido no vetor de knots para que esta propriedade

ocorra.

»Niﬁp@):

£

FIGURA 6 — FUNCOES BASE B-SPLINES COM P = 2 E E = {0,0,0,0.25,0.5,0.75,1, 1,1}
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Nl€)

£

FIGURA 7 — FUNGOES BASE B-SPLINES COM P =2 E = = {0,0,0,0.5,0.5,1,1,1}

Duas propriedades importantes das B-Splines para a aplicagdo nos problemas

matematicos sdo a Particdo da Unidade e o suporte compacto. Desse modo,

supp(Nip) = {€ € (&, Sigps1] | Nip # 0} (20)

a fungdo N, , € ndo nula no dominio [§;, &+,+1]. Ambas as propriedades de particdo da
unidade e dominio do suporte sdo demonstradas por (PIEGL; TILLER, 1997). A propri-
edade do suporte ainda possui uma interessante vantagem que esta relacionada com
a integracao seletiva na implementacdo de um método numérico. Como o dominio
nao nulo é previsivel, pode-se determinar com facilidade quais sao as posicées ma-
triciais as quais a integracao dard um resultado nulo, evitando esforco computacional

indevido.

As relacdes analiticas para as derivadas das funcdes B-Splines sdo também
recursivas para dado vetor de knots = e ordem polinomial p. A derivada primeira da

i-ésima funcdo B-Spline € dada pela expressao (COTTRELL; BAZILEVS; HUGHES,
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2009; PIEGL; TILLER, 1997):

d P

N S p
d_fNi’p(é) 7

Nip-1(§) = §i+p+1—_§i+1

Nit1p-1(8)- (21)

Uma expressao generalizada para a k-ésima derivada da i-ésima funcao B-
Spline é definida pela equacédo (COTTRELL; BAZILEVS; HUGHES, 2009; PIEGL; TIL-
LER, 1997):

dk dk—l dk—l
Nl = L (N ©) Lo (V@) @@

Sitpt1 — Gin

Algoritmos eficientes para a determinagéo das derivadas B-Splines sdo desenvolvidos
por Farin (1999), com o objetivo de carregar um campo de derivadas com baixo custo

computacional.

O desenvolvimento de geometrias bidimensionais no CAD requer a interpola-
cao através de superficies base B-Splines (FARIN, 1999). A geracao destas funcdes
requer divisdo do espaco através dos knots em duas direcdes. No espago paramétrico
define-se vetor de knots na diregdo £ com = = {1, &, ..., nipr1 ) € NA diregdo n com
H = {m,m,....Mm+q+1}, ONde p € ¢ S@0 respectivamente as ordens polinomiais das
B-Splines na direcéo ¢ e na direcao n, para n fungdes em £ e m fungées em . Um

conjunto de superficies base B-Splines é entao determinado pelo produto:

Niijpﬂ(ga 77) = Ni,p(g)Mjﬂ(n)? (23)

onde as funcdes N, , (&) e M; ,(n) sdo determinadas através das expressoes 17 e 18.

Para as superficies base B-Splines as propriedades basicas que tangem as
curvas unidimensionais sao estendidas para duas dimensdes. A particdo da uni-
dade € mantida e o dominio do suporte de uma superficie base N; ;,, € o intervalo
(&), Eivpt1], 0y mj+q+1])- A figura 8 mostra um exemplo de superficies base B-Spline

para os parametros p = ¢ =2, £ = {0,0,0,1,1,1} e H = {0,0,0,0.5,1,1, 1}.
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FIGURA 8 — EXEMPLO DE SUPERFICIES BASE B-SPLINES

3.3 NURBS

As fungbes NURBS (Non uniform rational B-Splines) sdo extensdes das B-
Splines com insercao do parametro de peso w; (PIEGL; TILLER, 1997), o que confere
uma maior flexibilidade nas construcdes geométricas (ROGERS, 2001). Cada funcéao
N, , carrega um parametro de peso w; que interfere diretamente na constru¢cdo geomé-
trica. No caso unidimensional uma funcdo NURBS é definida como (PIEGL; TILLER,

1997):
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No caso das superficies NURBS, as fungbes N, ;,, carregam parametros de

peso w; ; € sdo calculadas pelas expressio:

(&) Mjq(n)wis

R €m = ZZAM5 )

(25)

As funcbes NURBS utilizam as expressdes 21 e 22 e a regra basica da dife-
renciacao do quociente para computar um campo de derivadas. Algoritmos eficien-
tes para a computacao das derivadas NURBS foram desenvolvidas por Piegl e Tiller

(1997).

3.4 CONSTRUCAO GEOMETRICA

A construcao de uma geometria representativa no CAD utiliza a interpolacao
das fungdes NURBS com os pontos de controle definidos no espago. Para uma base
de n funcoées NURBS e um numero n de pontos de controle B, uma curva NURBS é

definida no espaco como (FARIN, 2002; COTTRELL; BAZILEVS; HUGHES, 2009):

C(¢) =) RI(B;, (26)

onde B, representa o i-ésimo ponto de controle, atrelado a i-ésima funcdo NURBS
R?. Quando os pontos de controle sdo definidos no espago bidimensional, o procedi-
mento leva um par ordenado de coordenadas (X,Y). Sob o ponto de vista vetorial a

expressao 26 pode ser reescrita como:

X©)| _ S mox| @7)
YO | SR

onde X; e Y; representam as coordenadas do i-ésimo ponto de controle, e X (£), Y (§)

sao as funcdes independentes em (X,Y) que representam a geometria do objeto
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representativo. A figura 9 representa um circulo obtido através das curvas NURBS

com os respectivos pontos e a malha de controle.

1.0

0.5}F

15  —10 —05 00 0.5 1.0 15
FIGURA 9 — EXEMPLO DE CURVA NURBS

A malha de controle possui a propriedade importante de delimitar a envolto-
ria convexa da geometria em questdo. Ha garantia de que as curvas paramétricas
representadas pelas NURBS estédo contidas na envoltoria convexa (COTTRELL; BA-
ZILEVS; HUGHES, 2009; PIEGL; TILLER, 1997). Com a satisfacdo desta propriedade
alguns aspectos de estabilidade da AlG para refinamento h sdo demonstrados por Ba-
zilevs et al. (2011), além da construcao de algoritmos para adaptacao de curvas com

B-Splines utilizando esta propriedade (ZHANG et al., 2010).

No caso das superficies NURBS, a construcdo de uma geometria representa-
tiva é realizada através da interpolacado das superficies base NURBS com pontos de

controle no espaco. Uma superficie € definida pela seguinte expressao:

n m

S(&.n)=>_ ) RM(E 0By, (28)

i=1 j=1

onde S representa uma funcao de duas variaveis no caso bidimensional e uma funcao
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de trés variaveis no caso tridimensional, e B, ; representa o ponto de controle atre-
lado a fungé@o R}/. A figura 10 ilustra uma superficie NURBS em formato de anel,
mostrando também os pontos e a malha de controle, bem como as divisées da malha
geomeétrica nos knots. As propriedades da envoltoria convexa sdo mantidas nas malha

de dimensodes superiores (COTTRELL; BAZILEVS; HUGHES, 2009).

1.0+

0.5}

—0.5}

—1.0f

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15

FIGURA 10 — EXEMPLO DE SUPERFICIE NURBS

3.5 REFINAMENTOS

Os procedimentos naturais de refinamento na AIG consistem em modificar
0s parametros de subdivisdo e a ordem polinomial a fim de construir malhas mais
densas ou fungdes mais suaves para melhorar a acuracia dos resultados numéricos
(COTTRELL; HUGHES; REALI, 2007). Os principais tipos de refinamento na AlG
séo o refinamento h que consiste em aumentar 0 numero de subdivisées mantendo
a ordem polinomial, o refinamento p que consiste no aumento da ordem polinomial

mantendo a continuidade das fun¢des nos knots e o refinamento k que consiste em
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aumentar a ordem polinomial incrementando a continuidade das fun¢des nos knots.

O refinamento h consiste no incremento da quantidade de knots sem modificar
a ordem polinomial. A partir de um vetor de knots = = {1, &, ..., {uipi1 ), PArA T kNOtS
adicionais o vetor de knots é estendido na forma = = {&, &, ..., &tript1 ), SENDO qUE
0S knots adicionais devem ser locados de forma a respeitar a ordem ascendente no
vetor =. As funcdes sdo entao reconstruidas, o que significa que os procedimentos
de refinamento na AlG ndo s&o naturalmente hierarquicos, contudo metodologias de
refinamento adaptativo sdo desenvolvidas por Dittmann (2017) e Chen, Lingen e Borst
(2017) através de modificacdes nos processos naturais de construcao das NURBS. A
figura 11 apresenta um exemplo de refinamento h sob o ponto de vista das funcdes
base, onde a partir de uma base com p =2e = = {0,0,0,0.5,1,1,1} sdo adicionados

0s knots 0.25,0.75 para a base refinada com = = {0,0,0,0.25,0.5,0.75,1, 1, 1}.

= Refinamento h o ‘

; .

0.0 0.5 1.0 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
3 13

FIGURA 11 — EXEMPLO DE FUNGOES BASE NO REFINAMENTO H

Ja o refinamento p consiste em aumentar o grau polinomial da base a fim
de manter a continuidade das fung¢des nos knots. Tal procedimento muitas vezes €
necessario para manter um padrao geométrico que necessite de continuidades es-
pecificas em certos pontos. Para que a continuidade seja mantida, além aumentar o
grau polinomial, a multiplicidade dos knots é incrementada na mesma quantidade do
numero de incrementos do grau polinomial. A figura 12 mostra um procedimento de
refinamento p a partir de uma base comp =2 e = = {0,0,0,0.25,0.5,0.5,0.75,1,1, 1}
para uma base com p =3 e = = {0,0,0,0,0.25,0.25,0.5,0.5,0.5,0.75,0.75,1, 1,1, 1}. E

possivel notar que todos os knots ganharam incrementos na sua multiplicidade a fim
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de manter a continuidade nestes pontos. As fun¢des na figura 12 mostram claramente

a continuidade C° no knot 0.5, a qual € mantida apds o refinamento.

) Refinamento p <

. .(
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

FIGURA 12 — EXEMPLO DE FUNGOES BASE NO REFINAMENTO P

O refinamento k consiste em incrementar a ordem polinomial p sem se pre-
ocupar em manter a continuidade nos knots. Como o procedimento nao incrementa
a multiplicidade dos knots, a continuidade das fungdes nos knots € aumentada. Se-
gundo Hughes, Cottrell e Bazilevs (2005) e Cottrell, Hughes e Reali (2007) este pro-
cedimento é mais vantajoso devido ao fato das fun¢des de interpolagdo na AlIG com
o refinamento k terem sua suavidade aumentada, o que aprimora a acuracia de so-
lucdes regulares. Na dindmica das estruturas a vantagem do refinamento k foi mos-
trada por Rauen, Machado e Arndt (2017b) para problemas de barras e vigas, onde
o refinamento k para frequéncias naturais de vibragdo obteve taxas de convergén-
cia similares ao refinamento p, mas com menor numero de graus de liberdade. A
figura 13 mostra um exemplo de refinamento k a partir de um conjunto com p = 2 e
==1{0,0,0,0.25,0.5,0.75,1,1, 1} para uma base comp =3 e
= =1{0,0,0,0,0.25,0.5,0.75,1,1,1, 1}.

Uma vantagem das malhas formadas a partir das NURBS é que a malha de
controle e 0s pesos para uma geometria de referéncia sdo automaticamente definidos
em um refinamento. Algoritmos eficientes para o calculo dos novos pesos e pontos
de controle de uma geometria sdo desenvolvidos por Piegl e Tiller (1997) a partir de

simplificac6es da equacao geral das curvas e superficies, assumindo que:
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© Refinamento k ©
3 =

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

FIGURA 13 — EXEMPLO DE FUNGOES BASE NO REFINAMENTO K

(C<§))antes do refinamento — (C(g))apés o refinamento (29)

para curvas e:

(S(&, 77))antes do refinamento — (S(&,n), )apés o refinamento > (30)

para superficies. Ainda segundo Piegl e Tiller (1997) a resolucao direta das equa-
cbes 29 e 30 pode levar a rotinas ineficientes do ponto de vista computacional. Os
algoritmos especificos para o refinamento h e p de curvas e superficies sdo dados
em detalhes por Piegl e Tiller (1997) sendo o refinamento k procedido através de um
refinamento p seguido de um refinamento h. A figura 14 apresenta um exemplo de re-
finamento h de uma curva circular e a figura 15 apresenta um exemplo de refinamento

p para uma superficie anelar.

1.0+ 1.0+

—0.5F

—1.0p

15 15 10 =05 00 05 10 5
X

FIGURA 14 - EXEMPLO DE UM REFINAMENTO PARA CURVAS NURBS
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FIGURA 15 — EXEMPLO DE UM REFINAMENTO PARA SUPERFICIES NURBS

As expressoes para as derivadas das curvas e superficies NURBS dependem
diretamente das derivadas das fun¢gdes NURBS. Visto que as curvas e superficies sdo
escritas como combinacao linear das funcdes e pontos de controle, as expressdes

para as derivadas podem ser escritas como:

dC "L dRP
TP
para as curvas e
08 I n OV
08 sy iy (32
9¢ i=1 j=1 23
n m aR_’,g

0S i
3_77:22 377]

i=1 j=1

B, ;, (33)

para as superficies.

3.6 IMPLEMENTAGAO DA AIG EM PROBLEMAS LINEARES

A formulagédo para a implementagdo da AlG se da a partir do Método dos

Residuos Ponderados. A implementagdo mais usual da AlG utiliza a formulagao de
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Bubnov-Galerkin para a formagéo das sentengas numéricas (COTTRELL; BAZILEVS;
HUGHES, 2009), contudo métodos de colocacao foram formulados e testados por
Auricchio et al. (2010) obtendo resultados precisos, especialmente para o refinamento
k. A extensao do método da colocacgao para AlG foi desenvolvida por Auricchio et al.

(2012) em problemas de elasticidade linear.

As funcées NURBS satisfazem os requisitos basicos para a particao da uni-
dade, garantindo, portanto, existéncia e unicidade de uma solugdo aproximada u”,
além de aspectos de convergéncia. Estudos sobre a estabilidade numérica e conver-
géncia para refinamento h na AlG foram feitos por Bazilevs et al. (2006) que provaram
condigdes de ndo extrapolacdo do erro para aproximagdes com fungdes NURBS. Para
um PVC aplicado em um dominio €2 uma solucao de interesse u pode ser aproximada

pelas NURBS através de uma combinagéo linear na forma:

n

u"(X,Y) =) Rl(Ou, (34)

i=1

para problemas unidimensionais e

V) =35 RORE s, (35)
J=1

i=1
par problemas bidimensionais, onde u;, u; ; representam as contribuigdes nodais para

os casos 1D e 2D respectivamente.

O processo de discretizagao através das expressoes 34, 35 aplicado nas sen-
tencas de residuos ponderados que conduzem as matrizes necessarias para a obten-
cdo de u". Em uma gama de problemas lineares estas matrizes podem ser represen-

tadas pela expressao:

K = /Q (Du) - (Dw) dQ, (36)

onde D representa um operador diferencial caracteristico do problema. Ao
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aplicar o método de Bubnov-Galerkin, os espacos de func¢des de interpolacéo para u
e w sao idénticos e para uma base R? de funcées NURBS a equacao 36 pode ser

reescrita como:

K — / (DR?) - (DR?) d. (37)

A obtengéo das contribuigbes nodais u; ; se da através da resolucdo de siste-
mas lineares para o caso das equacdes elipticas e algumas equacgdes transientes, na

forma:

Ku' = f (38)

onde u" é o vetor contendo as contribuicbes nodais e f € o vetor contendo

contribui¢cdes do termo independente.
3.6.1 Mapeamento

As funcdes NURBS sao definidas no espaco paramétrico que nao representa
diretamente o dominio fisico 2. Mesmo que as expressdes de interpolagdo nas formas
das equagdes 34 e 35 sejam escritas no espago paramétrico, as contribuicées nodais
para a combinacgéo linear do campo sao obtidas no espacgo fisico. Ao comparar as
equacdes 34 35, que representam as interpolagées do campo u” com as equagdes de
mapeamento 26 e 28, é possivel observar que ambos os campos da solugéo e geome-
tria sdo combinacgdes lineares compativeis que utilizam o mesmo espaco de funcdes
RP?, 0 que € uma caracteristica notavel no conceito da AIG (HUGHES; COTTRELL,;
BAZILEVS, 2005).

As equacgdes do CAD asseguram mapeamento um a um, com continuidade

regulada pelas funcées R?. O que € uma importante propriedade para a AlG, visto que
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a regularidade do mapeamento e a existéncia do mapeamento inverso sao garantidas.
Importantes consequéncias para 0 mapeamento geométrico sao discutidas por Piegl

e Tiller (1997) e um aspecto variacional é abordado por Bezhaev e Vasilenko (2001).

Com as expressdes de mapeamento provenientes do CAD as matrizes carac-

teristicas do problema séo escritas na forma local por:

K — /0 (U DIRY) - (7 DIR?) de di det(]). (39)

onde J representa a funcao de mapeamento contendo operadores de mu-

danca de variaveis. Para o caso geral bidimensional tém-se:

oX oY
€ O
J(&,n) = ;{ aj (40)
8_77 on
9 0
| _ g |ox (41)
9 0
on Y

sendo a matriz J obtida através da construgdo CAD.

Para o caso unidimensional a constru¢cdo de uma malha em AIG se da através

de uma integral de linha, com:

S ERE)

Segundo Farin (2002) a escolha dos pontos de colocagcado no espacgo para-

métrico podem levar a expressoes diferentes na funcdo de mapeamento. Os pontos
de colocacao classicos sdo equidistantes no espaco paramétrico, que levam a uma
expressao nao linear da funcao de mapeamento (COTTRELL; BAZILEVS; HUGHES,
2009). Uma opcéao largamente utilizada é a colocagdo dos pontos nas chamadas Ab-
cissas de Greville, que gera fungdes de mapeamento do tipo lineares, sendo os pontos

de colocacéao determinados por (FARIN, 1999):
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>:§i+1+~'+§i+p'

fz‘(i D

(43)

O trabalho de Kolman, PleSek e Okrouhlik (2014) mostra que a escolha dos
pontos de colocagéo pode interferir nos resultados numéricos, sendo que a formulagéo
Isogeométrica com Abcissas de Greville obteve resultados superiores em termos de
erro de dispersao de ondas, quando comparado com o MEF e a AlG com pontos de

colocacgao equidistantes.
3.6.2 Integracéao

Na AIG os pontos de integracdo para a obtengcdo das sentencas numéricas
sao definidos no espacgo paramétrico. Devido as caracteristicas paramétricas dos po-
linbmios que formam as B-Splines e pelo mapeamento ponto a ponto, ha a necessi-
dade de distribuir pontos de integracdo em todos os intervalos entre knots (HUGHES;
COTTRELL; BAZILEVS, 2005). A solucao padrao no caso do problema de integra-
céo consiste em efetuar quadratura Gaussiana com p + 1 pontos em cada subdominio
contido no suporte. Contudo segundo Hughes, Reali e Sangalli (2010) o processo
de integragdo por quadratura gaussiana separada por subdominios, apesar de levar
ao valor exato da integral leva a um desempenho computacional ineficiente. Hughes,
Reali e Sangalli (2010) concluiram que espagos com continuidade maior requerem
um menor numero de pontos de integracao e desenvolveram algoritmos para obten-
cao de quadraturas otimizadas, com base nas préprias funcdes B-Splines através das
técnicas de quadratura generalizada. Os resultados obtidos por Hughes, Reali e San-
galli (2010) mostraram uma reducao de pontos necessarios para a integral analitica,
quando comparados com a quadratura de Gauss. Contudo o préprio algoritmo de
obtencao da quadratura demanda um alto esforco computacional para polinbmios de
alta ordem e para uma quantidade grande de subintervalos, além da necessidade dos

pontos e pesos serem recomputados para cada novo numero de subdivisdes.
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Outro algoritmo para a determinacao dos pontos e pesos eficientes para a in-
tegracdo das NURBS foi proposto por Auricchio et al. (2012). Este algoritmo utiliza
como artificio a homogeneidade das NURBS no interior do dominio e utiliza a trans-
lacdo destas fungdes para obter um conjunto de pontos de pesos para a integragao
exata. A principal vantagem deste algoritmo é que os pontos e pesos nao precisam
ser recomputados para uma variacdo na quantidade de subdivisées. Contudo este
algoritmo exige um tratamento especial nas fronteiras do dominio e é valido apenas
para malhas uniformes. Os resultados obtidos por Auricchio et al. (2012) em termos
de eficiéncia da quadratura sao muito proximos dos desenvolvidos por Hughes, Reali e
Sangalli (2010), sendo os resultados de Hughes, Reali e Sangalli (2010) ligeiramente

mais eficientes.

Hillman, Chen e Bazilevs (2015) desenvolveram um método de integracao efi-
ciente com base na penalizacao da forma fraca da equacéo diferencial em questao.
Esta metodologia inicialmente proposta por Chen, Hillman e Riter (2013) para os mé-
todos sem malha, foi desenvolvida para melhorar o desempenho computacional de
integracdes polinomiais de alta ordem. A adaptacao deste método, obteve resultados

similares aos propostos por Hughes, Reali e Sangalli (2010).

Outras metodologias de integracao especificas foram desenvolvidas.
Destacam-se os estudos sobre métodos de integracdo para curvas bidimensionais
NURBS (SEVILLA; FERNANDEZ-MENDEZ, 2011) e a metodologia de integracéo uti-
lizando interpolacdo B-Splines (MANTZAFLARIS; JUTTLER, 2015).

3.7 AIG NA DINAMICA DAS ESTRUTURAS

Os primeiros resultados obtidos pela AlG na dinamica das estruturas foram
desenvolvidos por Cottrell et al. (2006) que mostraram espectros de frequéncia bem

comportados quando comparados com o MEF, especialmente para o problema unidi-
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mensional de barras e vigas. Uma extensdo destes resultados foi desenvolvida por
Rauen, Machado e Arndt (2017b) para problemas de barras, vigas e trelicas com a
AlG sendo comparada com o MEF e os métodos enriquecidos. Os resultados obtidos
por Rauen, Machado e Arndt (2017b) mostraram espectros de frequéncia mais bem
comportados se comparados com o MEF e com o0 GFEM. As figuras 16 e 17 mostram
respectivamente os resultados apresentados pelo MEF e pela AlG para os espectros
de frequéncia até grau polinomial p = 10. E possivel observar que o MEF apresenta
saltos nos espectros que levam a maiores erros, a partir da metade da amostra de
frequéncias conforme ja visto na figura 16. Ja a AlG apresenta saltos apenas no final
do espectro, mantendo em torno de 90% da regido em faixa mais precisa tal como ilus-
trado na Figura 17. O mesmo problema foi desenvolvido por Arndt e Machado (2013)
para MEF com polinbmios de Lobatto e o MEFG, também apresentando saltos de
acuracia a partir da metade da amostra. Note-se que o MEFG apresentou resultados
iguais ao MEF com polinémios de grau 5, reforcando a vantagem da AlG com relagéao
aos espectros de frequéncia.
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—p=2
2.4 +
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3 2 | —
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FIGURA 16 — ESPECTRO DE FREQUENCIAS DO MEF PARA O PROBLEMA DE BARRA
FONTE: Rauen, Machado e Arndt (2017b)

Com relacao as taxas de convergéncia das frequéncias naturais de vibracao
para o problema de barras, a AlG apresentou resultados superiores ao MEF h e aos
métodos enriquecidos sendo competitivo com o MEFG e o MEF p. A figura 19 mostra

os erros relativos do MEF, MMA, MC e MEFG desenvolvidos por Arndt (2009) e da AIG

desenvolvidos por (RAUEN, 2014). E possivel observar uma alta taxa de convergéncia
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FIGURA 17 — ESPECTRO DE FREQUENCIAS DO AIG PARA O PROBLEMA DE BARRA
FONTE: Rauen, Machado e Arndt (2017b)
para o MEFG, MEF p e a AIG k e também a vantagem da AlIG k sobre a AlIG p em

termos de acuracia.

A AIG foi utilizada na modelagem de placas finas (SHOJAEE et al., 2012)
com o elemento de rotagéo livre, obtendo resultados precisos se comparados com
outros métodos numéricos e solugdes analiticas. O problema de vibracao de placas
foi desenvolvido por Thai et al. (2012) obtendo melhores resultados do que o MEF
e outros métodos numéricos quando comparados com solugcdes analiticas. Wang,
Liu e Zhang (2015) aplicaram uma metodologia para obtencdo de matrizes com alta
ordem polinomial utilizando AlG para problemas de viga e placa fina apresentando
alta convergéncia. Ja Luu, Kim e Lee (2015) desenvolveram e testaram a formulacao
da AlG para vigas de Timoshenko com forma livre, obtendo resultados satisfatérios,
sendo o efeito do travamento por cisalhamento atenuado com o aumento do grau

polinomial.
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FIGURA 18 — ESPECTRO DE FREQUENCIAS DO MEFG PARA O PROBLEMA DE BARRA

FONTE: Arndt e Machado (2013)
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FIGURA 19 — ERROS RELATIVOS DOS DOIS PRIMEIROS AUTOVALORES DO PROBLEMA DE
BARRA

FONTE: Rauen, Machado e Arndt (2017b)
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4 FORMULAGCAO VARIACIONAL DOS PROBLEMAS DINAMICOS

Neste capitulo detalhes das formulacdes tedricas dos problemas de barra,
viga, estado plano e propagacao de ondas sao desenvolvidos. O enfoque abordado
nestas formulacdes aborda o mapeamento CAD, para ser aplicado na AlG pura e suas

formulacdes enriquecidas.

4.1 BARRA AXIAL

O primeiro problema a ser tratado € o de uma barra axial sujeita a deforma-
¢cOes axiais. Trata-se de um elemento estrutural muito simples, mas muito aplicado em
problemas de Engenharia. A simplicidade deste modelo é reforcada pela existéncia de
solucdes analiticas, especialmente em problemas de vibracoes livres. Gracas a tais
solucdes , este elemento € muito recomendavel para testes computacionais. Sendo
assim, uma barra € composta de uma haste retilinea com deformagéo axial. A for-
mulacao classica de barras admite que o material seja elastico linear e homogéneo e
ainda que uma sec¢dao plana e normal da barra antes do carregamento permanece nor-
mal e plana depois do carregamento (PETYT, 2010; ARNDT, 2009). Espera-se que
acao da excitacao externa p(C,t) e da forga inercial f;(C,t) gerem respostas de des-
locamentos «(C, t) e forcas normais N(C,t) ao longo do comprimento C' do elemento
de forma a respeitar os principios de equilibrio e também as condigdes de compatibili-
dade do problema. A figura 20 representa o diagrama de for¢as e deslocamentos em
um segmento diferencial representativo do elemento de barra. O elemento de barra

ainda admite campo de deformagdes ¢- na forma:

du

€c=—= (44)
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= X
Forcgas Atuantes
f‘(gc’t) Deslocamentos
neyl_PCH [ N+dne Ul
dC dc

FIGURA 20 — DIAGRAMA DE CORPO LIVRE E GRAUS DE LIBERDADE DINAMICOS EM UM
ELEMENTO DE BARRA

onde C' representa o dominio retilineo, sendo a deformagéo determinada no

sentido do eixo principal.

A equacéo diferencial que rege o problema dindmico das barras na auséncia
de efeitos dissipativos pode ser obtida através do equilibrio das forcas mostrado na

figura 20 ou pelo principio de Hamilton e é dada por (PETYT, 2010; HUGHES, 2012):

0%*u 0 ou

onde p é a massa especifica do material, A é a area da secao transversal, £ 0 médulo

de elasticidade.

As condigdes de contorno do problema de barra sdo estabelecidas pelos vin-
culos de apoio que dependem da caracteristica do problema. Para um apoio fixo, as

condi¢des de contorno sao do tipo essenciais na forma:

u(0,t) =0 elou wu(L,t) =0, (46)
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onde L denota o comprimento da barra, sendo, portanto, as condi¢des aplicadas nas
duas extremidades da barra. Para um apoio livre, as condicdes de contorno séo do

tipo naturais na forma:

ou ou
Sl elou Zul._, (47)

sendo possivel a combinacédo entre as condigdes de contorno fixa e livre. Formas
mistas de condicbes de contorno para barras sdao abordadas por Becker, Carey e

Oden (1983) para condicdes de apoio elastico e com massa concentrada.

A formulacéao variacional do problema é desenvolvida através da projecao de
um espago de func¢des independentes do tempo, w(C'), a fim de descrever um campo
espacial com os graus de liberdade sendo escritos em funcédo do tempo ¢. Esta for-
mulacao é denominada semi-discreta e é largamente utilizada nos problemas de di-
namica (CAREY; ODEN, 1984; ARNDT, 2009). Aplicando-se o Método dos Residuos

Ponderados na equacao 45, tem-se:

0%u 0 ou
/CpAﬁwdC—/C% (EA%> wdC—/prdC. (48)

Integrando o segundo termo da equacao 48 por partes, a sentencga se trans-

forma em:

0%u oult ou\ Ow
A—r — |lwEFA—| — FA— | —dC = . 4
/Cp 8t2wdc [w axlo /C< 80) 6C’dc /prdC (49)

Para quaisquer combinagdes de condi¢gbes de contorno, o segundo termo da
equacéao 49 se anula, desde que as funcdes de ponderacao satisfacam as condicdes
de contorno do problema. Segundo Cheng (2001) problemas de vibracao podem ser
escritos através de um produto de fungdes escritas no espago e no tempo separa-

damente, um campo de deslocamentos u pode ser escrito através da separacédo de
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variaveis como:

u(Ct) = u(C).T(t) (50)

sendo u(C') e T'(t) fungdes escritas no espago e no tempo, respectivamente. A equa-

cao 49 pode entao ser reescrita na forma:

Mii — Ku = f, (91)

onde M e K representam formas bilineares carregando respectivamente a contribui-
céo de massa e de rigidez do problema. O vetor f representa as contribuicées de for¢a

atuantes. As formas bilineares para massa e rigidez e o vetor de forgas sdo dados por:

M(u,w):/pAuwdC (52)

c

K(u,w):/cEAg—gg—gdC (53)

B(w, O, 1) = / p(C, wdC (54)
c

A resolucdo numérica para o sistema esta em escrever expressoes aproxima-
das para os espacos u e w. Através do método de Galerkin, admite-se que as fun-
cbes que interpolam a solucdo u sdo as mesmas que ponderam o residuo w. Desta
maneira, para a AlG, uma combinacao linear do campo de deslocamentos € escrito
na forma (COTTRELL; BAZILEVS; HUGHES, 2009; RAUEN; MACHADO; ARNDT,
2017b):

n

u(€) = Rip(Qus, (55)

=1
onde " é o campo de deslocamentos aproximado de .

Ao aplicar a equacgao 55 nas equagbes 52, 53 e 54 obtém-se as sentencas

numéricas para as matrizes de massa, rigidez e o vetor de forgas dados por:
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i = | PAR;,R;,dC (56)
C
OR; , OR,
J— EA 1,p 5P 7
K /C e e (57)
fi = / p(C. )Ry pdC (58)
C

4.1.1 Problema de Vibracéo Livre

O fenbmeno de vibragao livre ocorre na auséncia de excitacdes externas tran-
sientes, nos quais f = 0. Segundo Carey e Oden (1984) problemas de vibracao

admitem solucao geral na forma:

u(C,t) = e“'u(C) = ((cos(wt) + i.sen(wt)) u(C), (59)

onde w € a frequéncia natural de vibracdo da estrutura e u(C'), nos casos de vibra-
cao livre, corresponde ao formato do modo vibracdo. Ao substituir a solugao geral
na equacao 51 e derivar duas vezes em relagdo a equacao 59 no termo de massa,
apos algumas simplificacées, o problema de vibracao livre recai em um problema de

autovalores generalizados:

Ku = AMu, (60)

onde \ = w? é o autovalor obtido do problema, relacionado com a frequéncia natural
de vibracdo e u € o autovetor, relacionado com o modo de vibragdo da estrutura. Ao
atribuir um método numérico para o problema, as frequéncias e os modos naturais e
vibracdo sdo aproximados, cuja acuracia depende do espaco de funcdes de aproxi-
macgao empregado. O problema de autovalores utiliza as equacgdes 56 e 57 a fim de

encontrar solu¢des aproximadas na forma:



76

Ku" = \"Mu", (61)

onde o par (), ") corresponde ao autovalor e autovetor aproximado para o problema,

relacionado respectivamente a frequéncia e ao modo de vibracao aproximado.
4.1.2 Forma Local

Usualmente as integragdes das matrizes de massa, e de rigidez e o vetor
de forcas sao feitas no espaco paramétrico. Na AlIG as integrais podem ser feitas
ponto a ponto de maneira global, visto que ha uma relacdo direta um-a-um entre o
espaco paramétrico e o fisico. No caso unidimensional a relagdo entre os dois espacos

denota-se por J, isto é, o Jacobiano do problema, dado por:

aC 0X? oy?
J(g):a—£:,/8—§ +a_§' (62)

Visto que as derivadas das curvas NURBS sao feitas no espaco paramétrico,
o numero de mapeamento J € escrito em funcao de &, logo as equacoes 56, 57 e 58

podem ser reescritas na forma local:

1
M, = /0 pAR;, R, ,J(€)dE, (63)
! OR,  OR:, 1
ij= | BA—F—F e, 64
K /0 o o 0™ (64)
1
fi— / PRy (€)dE. (65)

Uma vantagem decorrente desta formulacao local com mapeamento CAD esta
na possibilidade de se inserir em parametros de material p(¢), E(&), area A(&) ou
forca p(¢,t) no espago paramétrico, o que leva a integragdes diretas sem necessidade

de acoplamento. Apesar do dominio de integracao local estar definido no intervalo
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[0, 1] € importante para um melhor desempenho computacional delimitar o suporte da
integracao, através da propriedade descrita na equacao 20, a fim de que operacdes

nulas sejam evitadas.

4.2 VIGA DE EULER-BERNOULLI

O elemento de viga de Euler-Bernoulli € aplicado para o caso de vigas finas,
pois despreza em sua formulagao o efeito do cisalhamento na rotacdo das faces. As
secodes planas e perpendiculares ao eixo da viga antes do carregamento permane-
cem planas e perpendiculares ao eixo da viga depois do carregamento. Além desta
simplificacdo tém-se que o material € elastico, linear e homogéneo e a inércia rotaci-
onal da viga é desprezada (TIMOSHENKO, 1937). Neste caso, a rotacao ¢ depende

diretamente do deslocamento, ou seja:

_dv

9—%.

(66)

A figura 21 ilustra o esquema de distribuicdo de for¢as e graus de liberdade em um
elemento de viga de Euler-Bernoulli. Sob tais hipéteses a equacéao diferencial que

rege o problema é dada por (PETYT, 2010):

0? 9*v

onde E € o modulo de elasticidade do material, I 0 momento de inércia da segéo, A

a area da secao transversal, p a massa especifica do material e v 0 deslocamento

transversal.

As condicbes de contorno classicas do problema representam os diferentes

tipos de apoio. Para extremidades engastadas tém-se:
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FIGURA 21 — ELEMENTO DE VIGA DE EULER-BERNOULLI

ov

v(0,t) =0 elou FTel . =0, (68)
ov

’U(L,t) =0 e/ou % - =0, (69)

onde £ = 0 e £ = 1 representam as extremidades esquerda e direita, respectivamente.

Para extremidade simplesmente apoiada as condigdes de contorno podem ser escritas

na forma:
(0,£) =0 elou M(0,t) = 170 g (70)
VU, — 5 — 802 o — Y
o(L,t) =0 elou M(L,t) = o) Sl N (71)
9 - 9 - 802 5:1 - )

onde M € o momento fletor atuante no ponto considerado. Para extremidades livres

as condi¢oes de contorno podem ser escritas como:

0%v ) 0%v
M(L,t) = 2% Zoe v P g0 g (73)
H=\Mace) T Ve \Mace) T

onde V' é a forgca cortante que atua na extremidade considerada. Nos casos praticos
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sdo admitidas diferentes combinacgdes entre as condicdes de contorno descritas. As
condicdes de contorno envolvendo valores prescritos de v € de sua derivada primeira
sdo as chamadas condi¢des de contorno essenciais ou de Dirichlet, j& as condi¢des
envolvendo derivadas segundas e terceiras sao as condi¢des naturais ou de Neumann

(BECKER; CAREY; ODEN, 1983).

No desenvolvimento das sentencas numéricas para a viga de Euler-Bernoulli
considera-se primeiramente a aplicagdo do Método dos Residuos Ponderados na
equacao 67, com a formulacdo semi discreta, considerando funcdes escritas em no

espaco w(C). A sentenga de residuos ponderados € dada por:

/82 g0 d0+/ A2 ac - /(Ot) dC (74)
acz \"acz )" P DN Wek

Integrando o primeiro termo da equacao 74 por partes duas vezes, tém-se:

B} v\ " ow v
Y5 (Ef%) ac (EIW)

0%\ ow? 82
/p(C’,t)wdC.
C
(75)

Os dois primeiros termos da equacao 75, oriundos da integracao por partes,
sao termos de contorno e se anulam na aplicacédo de quaisquer condi¢cdoes de contorno
classicas, desde que as funcdes de ponderacao satisfacam as condicoes de contorno
requeridas. Portanto a equacgéo 75 conduz a formas bilineares de massa e rigidez e

vetor de forcas dadas por:
M(v,w) = / pAvwdC (76)
C

0%v Ow?
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fw,C,t) :/p(C,t)wdC. (78)
c

Ao buscar solugdo numérica através do método de Galerkin utilizando espa-
cos de fungées NURBS para a solugéo v e para as fungdes de ponderacao, o campo

de deslocamentos € escrito como combinagéo linear na forma:

V(&) =) Riyui, (79)
=1

onde v; sd0 as contribuicdes nodais para os deslocamentos transversais e v" é o
campo aproximado de deslocamentos. Obtém-se as sentengas discretas paras as

matrizes de massa, rigidez e vetor de for¢as na forma:

MZ'J:/pARZ"pRdidC (80)
C
82Ri,p aRJQ',p
KZ-J-_/CEI 2 4C (81)
fi= / p(C 1) R, ,dC. (82)
C

Para os problemas de vibracao livre considera-se a auséncia de forgas exter-

nas atuantes e uma solucéo geral na forma:

v(C,t) = e“'v(C) = ((cos(wt) + i.sen(wt)) v(C), (83)

e o0 problema de vibracéo se transforma em um problema de autovalores generalizados

na forma:

Ko = \N'Mu" (84)
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onde \" = w? representa o autovalor aproximado, relacionado a frequéncia de vibragéo

e v" o autovetor aproximado relacionado ao modo de vibragéo natural.

A forma local para as matrizes caracteristicas do problema é obtida ao efetuar
a transformacao de operadores diferenciais nas equacdes 80, 81 e 82 pelo numero de

mapeamento da equacao 62. As expressoes locais sdo escritas por:

1
M, = / AR, R, ) (€)dE (85)
K, = / PO, 1 (86)
W= ) H e ae ey

fi= /0 1 pRipJ(€)dE. (87)

As fungdes do tipo NURBS sao incapazes de impor graus de liberdade de ro-
tacdo para os nés de um elemento de viga (COTTRELL et al., 2006). A aproximacao
do elemento de viga de Euler-Bernoulli via AIG é realizada com rotagéo livre, sendo
que apenas os deslocamentos transversais sao graus de liberdade. Formulagdes do
MEF para elementos de flexdo com rotacéo livre foram desenvolvidos por Phaal e Cal-
ladine (1992a) para viga de Euler-Bernoulli e placa fina, e Phaal e Calladine (1992b) e
Onate e Zarate (2000) desenvolveram a extensao para cascas finas. Uma abordagem
variacional utilizando o elemento de viga com rotacao livre para o método Galerkin
descontinuo é feita por Engel et al. (2002). Zhou e Sze (2013) utilizaram o elemento
de viga com rotacao livre na aplicagdo para analise de cabos, abordando a possibi-
lidade de descrever grandes deslocamentos sem perda substancial na qualidade da
solucdo. A principal desvantagem da formulagdo com rotacéo livre é a imposicéao de
engaste. Cottrell et al. (2006) sugerem a aplicagdo de métodos de penalizacao da
forma fraca da equagéao diferencial para a aplicagdo das condi¢cdes de contorno de
rotacdo. Uma aproximacéao da condicao de engaste é feita por (RAUEN, 2014) através

da restricao de dois deslocamentos consecutivos, obtendo bons resultados.
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4.3 DECOMPOSICAO GLOBAL PARA OS PROBLEMAS UNIDIMENSIONAIS

Em alguns problemas € necessario efetuar transformagéo de coordenadas lo-
cais para coordenadas globais, geralmente visando a imposi¢ao especifica de condi-
cbes de contorno ou acoplamento entre elementos. Este procedimento se da através
da decomposicao trigopnométrica, exemplificada pela figura 22, onde pelas derivadas
das curvas NURBS se da de maneira direta. Para um i.,;,,, grau de liberdade que se

deseja transformar em coordenadas globais tem-se:

FIGURA 22 — TRANSFORMACAO PARA COORDENADAS GLOBAIS DE UM GRAU DE LIBERDADE

u; = cos(a) uy,; +sin(a) u,,; = g_)(j(u“ + g—guy,i, (88)
oY 0X

(89)

V; = — Sil’l(a) Vg, + COS(O&) Vyi = —

onde u; e v; sdo, respectivamente, graus de liberdade axiais e transversais, sendo u, ;,
wy i, Ugiy Uy, SUAS formas globais, e o € o angulo tangente a curva em um dado ponto

o qual depende das derivadas primeiras, podendo ser localmente escrito como:

_ dy/de
o = arctan (dX/d{) . (90)
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Para os novos graus de liberdade globais as matrizes de rigidez, massa e

vetor de forgas sao reescritas na forma:

K=T' KT,
M=T"MT,
f=T7f,

(91)

(93)

onde K, M e f sdo as matrizes de massa, rigidez e vetor de forcas com graus de

liberdade globais e T € uma transformacéo linear carregando os termos de decompo-

sicao trigopnométrica para os graus de liberdade selecionados. Para a construgdo da

transformacéo T, seja r um conjunto de nimeros inteiros que representam os indices

i de todos os graus de liberdade para serem transformados em coordenadas globais.

A matriz T é uma matriz de nulidade dominante, possuindo dimenséo (n + 7) x (n)

onde 7 = card(r). Os valores ndo nulos de T sao dados por:

X

0 .
T = %(5) e Tiy1: = %(5) para: em r,

para deslocamentos axiais,

)% 0X
Ti=—=(¢) e Ty, = — arai em r,
, oC (g) +1, oC (6) p ? r
for para deslocamentos transversais, e
T’i,i = 17

(96)

para graus de liberdade de rotacéo e para todos os graus de liberdade que ndo foram
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selecionados para a decomposicéo global.

4.4 ESTADO PLANO DE TENSOES

A teoria do estado plano de tensées (BATHE, 1996; REDDY, 1993) provém de
uma simplificacédo da elasticidade 3D para o estado bidimensional onde as dimensdes
do dominio plano sdo muito maiores do que a sua espessura h. Para excitacoes
externas atuando apenas no plano X, Y, a teoria dos estados planos de tenséo leva

em conta que:

0, =0 7, =0 7,,=0. (97)

A relacao que rege o movimento de um elemento em estado plano de tensdes

€ governada por um sistema de equacdes diferenciais, definidas por:

0o, OT, J%u

5.+ ay‘” — gz = Pa(Ci1) (98)
OTpy OC 0%*v

axy + 3—; —Pea = py(C, 1) (99)

onde o,, 0, s80 as tensdes normais nas diregoes x e y, respectivamente, 7, € a tensdo
cisalhante no plano, p a massa especifica do material e u e v sdo os deslocamentos

horizontal e vertical, respectivamente.

Para materiais elasticos lineares, homogéneos e isotropicos, a relacéo entre

tensdes e deformagdes € dada por (BATHE, 1996):

o = De (100)
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onde a matriz D é designada por matriz de relagbes constitutivas do estado plano de
tensdes, F é o mddulo de elasticidade do material e v, o coeficiente de Poisson do
material. As relacdes tensdo-deformacdo podem ser escritas na forma aberta dada

por:

Ox 1 v O €x

E
oy (T 1.2 |V 1 0 €y (101)
Tay 0 0 I—Ty 27ay

onde as componentes de deformagdes sdo escritas em funcao dos deslocamentos u

e v.

o %. (102)
6 = gz (103)
8u ov

2y = 50 F (104)

Com o termo de relagbes constitutivas e as deformagdes dadas nas equagdes
102, 103 e 104, o sistema de equacdes diferenciais governante do problema de estado

plano de tensdes é reescrito na forma (REDDY, 1993):

0 E ot 0v 0 ou  0v 0%
5 | - — Z o 1
O L—ﬂ (c%c ay)} dy |21~ < 095)} TG = (1), (109)

(1-—
2(1-v?)
B ) (B o

A forma fraca das equagdes 105 e 106 € obtida pela multiplicagéo das funcdes

de ponderacdo w(S), definidas no espago de uma superficie plana S. Através da
formulacao semi-discreta e integracéao por partes a forma variacional do problema é

dada por:
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ow ou ov ow ou Ov .
h/s [8m (dua + duﬁy) + a—ydgg (a—y + %> +puwu} S = /Spw(C’, HwdS, (107)

ow ou Ov ow ou ov .
h/s |:8_$d33 (8 + 6$> + = oy (d120 +d228y) +,0MUU] dudy = /Spy<c7 t)wds,

(108)
onde dy1, dy2 € d33 &0 elementos da matriz D, definidos por:
E
d11 — m, (109)
vE
dia = 77— (110)
(1-v)E
= 111
ds = 57— (1)

A sentenga numérica através do método de Galerkin se da ao efetuar equi-
valéncia dos espacos de aproximacao para os deslocamentos u, v, € para a funcéao
de ponderacéao do residuo w. Na AlG os campos sao escritos como uma combinacao

linear entre as funcbes NURBS e os parametros interpolatorios:

ZZR (& )i, (112)

21]1

ZZRP%MU (113)

=1 j5=1

Ao substituir as equacgdes 112 e 113 nas expressdes 107 e 108 a sentenca

pode ser expressa na forma da equacao do equilibrio dinamico:

Ku" + Mii" = f, (114)

onde

u = f|u; v Uy Vg ... U, U (115)
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e as matrizes de rigidez e massa podem ser escritas na forma matricial dada por

(REDDY, 1993; ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000):

K= /hBTDB ds (116)
S
M_/thTH ds (117)
S
f:/HTpdS (118)
S

onde a matriz H contém as fungdes de forma NURBS e a matriz B as suas derivadas

primeiras. As matrizes H e B s&o definidas como:

R0 RN 0O ... RP 0
HT _ 1,1 2,1 n,m (1 1 9)
o RrRPY 0 Ry ... 0O RPY
B=TH (120)

onde a matriz T é uma matriz de operadores derivada dada por:

o)
3z 0
T=10 8% (121)
9 9
oy Oz
O vetor de forcas p é escrito na forma:
(St
o= &I (122)
py(S;1)

A formulagéo para o problema de vibragao livre esta em impor solugéo geral

para os campos de deslocamento, na forma:
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u(z,y,t) = e“'u(z,y) = (cos(wt) + i sen(wt))u(z,y) (123)

v(x,y,t) = e“v(z,y) = (cos(wt) + i sen(wt))v(x,y) (124)

o problema dindmico do estado plano de tensdes se transforma em um problema de

autovalores, dado por:

h/ 8w1 011%‘1‘ 128U +% C33 @+@ dxdy—p)\/wludxdyzo,ﬁza
; Ay dy dy Oz 0

h/ 87“02 au + ov + % C126u + 6228 dxdy — p)\/ wyv dx dy = 0.(126)

Ao aplicar o método de Galerkin e impor o campo de deslocamentos aproxi-
mados na forma das equagdes 112 e 113 nas equacgdes 125 e 126, o problema de

vibracado pode ser expresso na forma classica dada por:

Ku" = \"Mu" (127)

onde é o autovetor u" escrito sob o mesmo formato da equagdo 115 e K e M escritas

nas formas das expressdes 116 e 117, respectivamente.

A forma local para as matrizes de massa, e de rigidez e o vetor de forca pode

ser escrita através da substituicao pelos parametros de mapeamento CAD:

1 1
K = / / hBTDB det(J) d¢ dn, (128)
0 0
1 1
M = / / phH™H det(J) d¢ dn, (129)
0 0

1 ,r1
f= o d d€ d 1
/O/OHp et(J) de dn, (130)
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onde J é a matriz Jacobiana com os termos de mapeamento CAD, dada pela equacao

40 e B é a matriz com as derivadas locais escritas na forma:

B=JYT)H, (131)
com
0 0¢ o 0
o€or T onon 0
—1py D9 . 90
J(T) 0 Sy o, (132)
0 0¢ o 0 0 0¢ 0 0
dgoy T oy ogos T onoe

o qual denota o operador para o uso das derivadas locais.

4.5 EQUACAO DA ONDA BIDIMENSIONAL

A equacéo da onda bidimensional descreve o comportamento de varios siste-
mas oscilatérios como a propagacao de ondas de pressao e deslocamentos em mem-
branas (BELTRAN; MONTERDE, 2004). Para efeitos de simplificacdo matematica
assume-se que a membrana é perfeitamente flexivel e infinitamente fina com material
e espessura homogéneos. Assume-se ainda que a membrana € uniformemente esti-
cada em todas as dire¢des por uma tensao tao grande que pequenas flutuacdes nesta
tensao, devido a pequenos deslocamentos, podem ser desprezados (TIMOSHENKO,
1937). A equacao diferencial que rege o problema € dada por (DUFFY, 2010; BEL-
TRAN; MONTERDE, 2004):

Pu  0*u 1 0%
v2u = 81’2 + 8y2 - g 8t2 - f(ZE,y,t), (133)

onde u representa o deslocamento transversal, ¢ a velocidade de propagacao da onda
e f(z,y,t) € um termo de excitacdo externa, que neste caso € matematicamente se-

melhante ao termo de forga.



90

A sentenca variacional para a equagao da onda bidimensional se d4 de ma-
neira semelhante aos métodos anteriormente descritos, onde uma fungéo de ponde-
racao w(x,y) € aplicada na equagédo 133 e uma minimizagdo do residuo € imposta na

forma:

/S(VQu)wdS:/ (g;)wds /f z, 1y, t)wdS (134)

onde S € a superficie que representa o dominio do problema. Ao aplicar integracao
por partes no primeiro termo da expressdo 134 a forma fraca do problema é obtida,

na forma (DUFFY, 2010):

/Vu deS—i—/c2 (g;>wd8 /w(Vu-n)dF—i—/f(x,y,t)wdS (135)
s r s

onde I' representa o contorno da superficie e n um vetor normal ao contorno. Para
quaisquer aplicacdes das condicdes de contorno essenciais ou naturais, o termo de
contorno se anula. Ao aplicar o método de Galerkin para a construgdo da sentenca
numeérica, os espacos do deslocamento u e da ponderagao do erro w sao aproximados
pelas funcdes NURBS através de uma combinacéao linear na forma da equacgéao 112.
O problema da equacgao da onda bidimensional pode ser escrito na forma da equacao

do equilibrio dinamico:
Ku" + Mii" = f, (136)
com as matrizes de rigidez, massa e vetor de for¢cas dadas por:

K= / B”BdS, (137)
S

M = ! / H"HadS, (138)
S

CQ
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£ /HTf(x,y,t)dS, (139)
S

onde H é um vetor contendo as fungées NURBS e B suas derivadas primeiras, na

forma:

T _ | ppa  ppa ,

B Ry R, (140)
ORPY  ORPY ]
oxr oy
ORy1  ORGY
0 9]

BT = * Yol (141)

ORLS,  ORDS,
ox dy

A forma paramétrica para a integracdo dos termos de rigidez, massa e forca
se da ao aplicar os termos de mapeamento nas equacgdes 137, 138 e 139, sendo

entao reescritos na forma:

_ ! ! —1 T 7—1
K_/O /O JY BT I (B) det(J) d¢ dn (142)
1 1 1
M:C—Q/O /0 H™H det(J) d¢ dn, (143)
f:/o /0 H” f(x,y,t) det(J) d¢ dn, (144)

onde J é a matriz Jacobiana derivada do mapeamento CAD, dada pela equacao 40.

O operador para derivadas locais é dado por:

8R7f”§1 o I 8R11’:(1’ an BRZI)HI ¢ 4 8R71);(1’ an
o Ox on Oz o 0Oy on Oy

J—1<B>T 357 %+ 5771 oz 35, 3_y+ on Oy _ (145)

P,q

AR, 9E + IR, dn  ORPIn 9¢ + IR, an
| 0¢ Ox on Oz o8 Oy on 0Oy

Para captar os modos e frequéncias naturais de vibracdo do elemento de

membrana considera-se a auséncia de excitacdes externas e uma solucéo geral é
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imposta para o campo de deslocamentos na forma:

u(z,y,t) = e“'u(x,y) = (cos(wt) + i sen(wt))u(z,y), (146)

e 0 problema dindmico para o caso estacionario recai no problema de autovalores
na forma da equacgdo 127, onde " sdo os modos de vibragio relacionado com os
autovetores do problema e \ o autovalor, relacionado com as frequéncias naturais de

vibragéao.
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5 ANALISE ISOGEOMETRICA COM ENRIQUECIMENTO

Neste capitulo sdo abordados os principais aspectos de implementacao e te6-
ricos da Analise Isogeométrica com enriquecimento (PUAIG). As formulagdes tedricas,
aspectos de implementacao e os métodos adaptativos apresentados nesse capitulo

consistem nas principais contribui¢cdes tedricas deste trabalho.

A Andlise Isogeométrica enriquecida, neste trabalho referenciada como PU-
AIG, consiste em efetuar estratégias de enriquecimento de forma a utilizar o conceito
de mapeamento global, proveniente do CAD. Neste contexto as funcdes de enriqueci-
mento sé&o aplicadas no espaco paramétrico e mapeadas para o espaco fisico através

do mesmo procedimento de mapeamento da AIG pura.

O processo de enriquecimento aqui proposto para a AlG estéd inspirado no
MEFG. Entende-se que este método utiliza uma estratégia de enriquecimento local,
onde o MEF puro e os niveis de enriquecimento sdo definidos no espago paramétrico
e mapeados localmente para o espaco fisico. A figura 23 mostra o esquema basico

de mapeamento do MEFG, que toma uma caracteristica analoga ao MEF.

A PUAIG, por sua vez, consiste em estender o espaco da AlG pura inserindo
0s niveis de enriquecimento no espaco paramétrico, sendo estes, portanto, definidos
de forma global e mapeados para o espaco fisico através do mesmo procedimento de
mapeamento CAD. A figura 24 ilustra o esquema de mapeamento da PUAIG, com a

estratégia de implementacao similar da AIG pura.

Desta maneira a solugao aproximada através da PUAIG é escrita na forma:

h
u’ =uyg+ UEnriquecido; (1 47)

onde uy;; € 0 campo aproximado pela AlIG pura definido através das equacoes 34

e 35, e umuriquecido © @ parcela enriquecida, delineada através da equacdo 15. Nesta
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FIGURA 24 — ESTRATEG

IA DE IMPLEMENTAGAO DA PUAIG

formulacao ressalta-se que outras fun¢des de particdo da unidade podem ser utiliza-

das na parcela enriquecida, dando a PUAIG uma caracteristica de método hibrido que

mistura a AIG com outra estratégias e

enriquecimento e o mapeamento CAD.

A parcela enriquecida na equacao 147 possui unicamente a funcéao de esten-

der o0 espaco de interpolagdo da solug

dos modelos apresentados sao escol

ao aproximada. As fungdes de enriquecimento

hidas de tal forma a se anular nas fronteiras,

fazendo com que as condigdes de contorno da PUAIG sejam impostas apenas na

parcela de AIG pura.
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5.1 FORMULAGCAO PARA OS PROBLEMAS UNIDIMENSIONAIS

Sob o ponto de vista de implementacdo as mesmas estratégias de mapea-
mento da AlIG sao utilizadas na PUAIG para a integracdo das matrizes de massa,
rigidez e vetor de forgas. As formulagdes variacionais dos problemas dindmicos séo
mantidas, variando-se apenas o espaco de funcdes utilizado para a obtencao das ma-
trizes do problema. Portanto, para os problemas unidimensionais, um vetor de fung¢des

estendido H pode ser escrito na forma:

H" = Ry RY ... RP msy mSa ... MaSp|> (148)

onde RY,..., RE sdo fungdbes NURBS de grau p, ni,...,n, s@o fungdes particdo da
unidade e si,...,s, s@o funcdes de enriquecimento. Logo as matrizes de massa,
rigidez e o vetor de for¢cas dos problemas unidimensionais podem ser reescritos. Para

o problema de barras, primeiramente:

M = / pAHTHAC, (149)
C

K — / BAB'BAC, (150)

f = / H™p(C,t)d (151)

onde B é o vetor de derivadas primeiras, dado por:

BT — |9R] ORj ORE  9(mis1)  O(nis2) 9(Mase) | (152)
oC oC oC oC oC oC

Para o problema da viga de Euler-Bernoulli as matrizes de massa, rigidez e

vetor de forcas para a formulacéo enriquecida podem ser reescritos na forma matricial:

M = / pAH"HAIC (153)
C
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K= / EIB"BdC (154)
C

£ / Hp(C, 4)dC, (155)
C

onde B é a matriz de derivadas segundas das fungdes da PUAIG, definida como:

BT = |9°RY  9’R) PPRL 9*(ms1)  9*(ms2) 9 (nase) | (156)
0C? 0C? o oC? oC? 0C? o 0C?

5.2 FORMULACAO PARA OS PROBLEMAS BIDIMENSIONAIS

Nos casos bidimensionais as formulagdes dos problemas dindmicos sao man-
tidas no mesmo formato das formas apresentadas para AlIG pura. Para o estado plano
de tensdes as matrizes de rigidez e de massa e vetor de forcas tomam as formas das
equacodes 116, 117 e 118, respectivamente, sendo o vetor de fungdes H expresso na

forma estendida:

RPY RP4. 0 S 0 ... 148 0
g | 7 " b (157)
0 BT ... 0 Ry, 0 msi .. 0 nas

A matriz estendida B de derivadas para o estado plano é determinada ao se aplicar a

equacao 120 com a mesma matriz de operadores da equacao 121.

A formulagéo enriquecida para o problema da equag&o da onda bidimensional
se mantém na forma das equacdes 137, 138 e 139 para as matrizes de rigidez, massa
e o vetor de forgas, respectivamente. As matrizes de fungbes e derivadas primeiras

para a versao estendida sdo dadas pelas expressdes:
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H" = RV REY ... REY sy misa ... NaSp (158)

oryy  ony
ox dy

RV, OR

B'=| % (159)
O(ms1) O(msi1)
ox dy
d(nis2)  I(ms2)
ox y

3(%517) 3(%817)
L Oz oy

Tanto nos problemas bidimensionais como nos problemas unidimensionais os proce-

dimentos de mapeamento para a forma local na PUAIG s&o idénticos aos da AlG pura.

5.3 ESTRATEGIAS DE ENRIQUECIMENTO

Com o objetivo de testar os diferentes meios de enriquecimento na PUAIG,
dividem-se as formas de enriquecimento em local e global. O enriquecimento global
consiste em se definir funcdes de enriquecimento e particdo da unidade na parcela
enriquecida de modo que um conjunto de fungdes cubra todo o dominio, independente
da divisdo ou do esquema de discretizagdo. Ao se realizar um refinamento de malha,
aumentando o numero de knots as fungdes de enriquecimento na estratégia global
ndo sao modificadas. Esta estratégia de enriquecimento é exclusiva de PUAIG, por

utilizar o espaco paramétrico nos para o enriquecimento.

Ja a estratégia local se assemelha ao contexto de enriquecimento do MEFG,
e consiste em definir funcdes de enriquecimento entre dois knots. Neste caso, ao se

realizar um refinamento de malha com o aumento de knots, novas func¢des de enrique-
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cimento séo inseridas. Como a parcela enriquecida na estratégia global mantém-se
inalterada em um refinamento, o enriquecimento global da PUAIG confere um menor
nuamero de graus de liberdade se comparado com a estratégia local. As figuras 25
e 26 mostram, o caso de discretizacao para a estratégia global e local, respectiva-
mente. Neste exemplo a particdo da unidade na parcela enriquecida é formada de
fungcdes NURBS com mesmo grau das funcdes da AlG pura. Em ambas as figuras
€ utilizado como exemplo uma base B-Splines com grau p = 2 e um vetor de knots

==1{0,0,0,1/3,1/3,2/3,2/3,1,1,1}.

AlG Pura

0.000 0.333 R ) 0.667 1.000
Particdo da Unidade

— 0.6}

=04}

0.2F

667 1.000

%00 0333 ) 0
Funcgdes de Enriquecimento

1.0

05
0.0

& 05
® 1o}
“15)

~2%00 0333 0.067 1.000

FIGURA 25 — EXEMPLO DE ESTRATEGIA DE ENRIQUECIMENTO GLOBAL PARA UMA MALHA
UNIDIMENSIONAL
Neste trabalho a PUAIG é testada com a utilizacao de outras particoes da
unidade na parcela enriquecida, além das B-Splines. A presente formulacao da PU-
AIG consiste na utilizacdo de B-Splines ou NURBS na parte relativa a AlG Pura, e
na parcela enriquecida uma multiplicacao das fungdes de enriquecimento por uma PU
polinomial, gerando uma espécie de método hibrido com relacdo as PUs (RAUEN;

MACHADO; ARNDT, 2020). Trés familias de fungbes PU sdo consideradas neste tra-
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AlG Pura

0[)9000 0.33:

3 R ) 0.667 1.000
Particao da Unidade

ni(§)

0.2f

00(.)()(][)

1.0
0.5¢
0.0

& g5} \
S 10f

—1.5}

0333 _ ) 0.667 1.000
Funcdes de Enriguecimento

-2
0(.]0(]0 0.333 0.667 1.000

FIGURA 26 — EXEMPLO DE ESTRATEGIA DE ENRIQUECIMENTO LOCAL PARA UMA MALHA
UNIDIMENSIONAL
balho: a PU NURBS ou B-Splines, as funcdes lineares utilizadas no MEF e em alguns
problemas do MEFG, e fun¢des polinomiais de grau 4 (MENDONCA; BARCELLOS;
DUARTE, 2000).

Para a construcao das fungbes PU no espago paramétrico na forma local,
define-se como = o vetor de knots sem repeti¢édo, apenas ordenados em ordem as-

cendente, na forma:

B = {&, &, Gnyy COM &y > &, (160)

onde n.; € 0 numero de elementos locais. Para as construgdes das PUs que ndo sao
B-Splines, é necessario definir um vetor com os knots nao repetidos. As funcdes PU
nas fronteiras do elemento precisam de um ponto fora do dominio para serem cons-
truidas coerentemente com esta formulagéo. Logo define-se o vetor =, que carrega a

sequéncia de knots sem repeticdo com um ponto, fora do dominio em cada extremi-
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dade. Este vetor pode ser escrito na forma:

(1]

i ={—62,81,8, - §ngr1, 2 — En y COM &y > & (161)

A PU Linear é definida no espaco paramétrico na forma local como na Equa-
céo 169; por outro lado, a PU Polinomial é definda como na Equacgao 170, a seguir

apresentadas.

o 55%: para € [&_1,&;] (162)
S parad € [6,64]

R T 163

() {1 T & — &1 ! §i+1 — & e

Comj:2737"'7n€l+1’ (é-j*lugj?g]”rl) Eéj!i:1727"'7nel_1e£€ [071]

As fungdes de enriquecimento utilizadas nos experimentos deste trabalho ex-
pressam solugdes analiticas gerais para o campo de deslocamentos ou modos ad-
missiveis de vibracdo para os problemas estacionarios. Um conjunto flexivel e efici-
ente de funcdes de enriquecimento foi inicialmente proposto por Arndt (2009) e Arndt,
Machado e Scremin (2010) para o MEFG em problemas de vibragéo livre. Além de
expressarem muito bem os modos de vibrar (ARNDT; MACHADO; SCREMIN, 2010;
TORII, 2012), estas fungdes trigonométricas apresentaram bons resultados em fené-
menos de vibracdo forcada (WEINHARDT, 2016; FREISLEBEN, 2019). As funcdes

'Arndts’ foram inicialmente propostas para o MEFG na forma:

Y1 = sin(B;Le£) (164)
Yo; = sin(B;Le(§ — 1)) (1695)
¢1j = COS(ﬂjLef) —1 (166)

¢oj = cos(f;Le(€§ — 1)) — 1, (167)
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onde L. é o comprimento do elemento finito, sendo as fungdes de enriquecimento
para o MEFG sao definidas no dominio do0 elemento paramétrico. Na formulagéo do
MEFG as fungbes v,; e ¢;; sdo multiplicadas pela primeira fungdo PU, e as fungbes

725 € ¢2; 880 multiplicadas pela segunda fungéo PU. O parametro (3;, dado por:

Bj = wj, (168)

depende de uma frequéncia de referéncia para o enriquecimento. O indice j indica
neste caso o nivel de enriquecimento. E possivel inserir tantos niveis quanto se queira
com variados valores de w; que expressem modos diferentes de vibrar. Ressalta-se
que as expressoes algébricas das equacdes 164-167 desenvolvidas por Arndt (2009)
dependem do tipo de elemento e dominio utilizado. Ligeiras adaptacdes destas ex-
pressdes foram feitas por Torii (2012) e Weinhardt et al. (2018) a fim de adequar as
funcbes de enriquecimento as respectivas formulagées. Contudo a forma destas fun-

cOes de enriquecimento manteve-se inalterada.

Na PUAIG as funcbes Arndts sdo adaptadas para o espaco paramétrico. Para
escrever tais fungdes em cada elemento, seja o vetor de knots distintos =, definido

como:

E: {517527"'7€nel+1}7 (169)

com & > & parai = 1,2,...,ny + 1, onde n,; denota o numero de elementos na

discretizacédo. As funcdes Arndt sdo definidas para a PUAIG como:

Y1 = sin (@ 5 __5_‘) (170)

& =&
=m0 (55 1)) (7
b1 = oS (@%) —1 (172)
o5 1))

onde i sdo os indices em = e j os niveis de enriquecimento. As fungdes de enrique-
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cimento ilustradas nas figuras 25 e 26 s&o fungdes Arndt sob a forma global e local,
respectivamente. A I6gica de multiplicacao pelas funcées PU neste caso é a mesma

do MEFG.

Para os casos bidimensionais no estado plano de tensdes e equacao da onda
bidimensional sdo consideradas as fungdes de enriqguecimento Arndts aplicadas nas
duas direcdes. Sao definidas as mesmas fung¢des dadas pelas equacdes 170 - 173 em
¢ e n. As funcgbes bidimensionais de enriquecimento sdo dadas através do produto das
funcdes em cada direcao. Tém-se, portanto, um conjunto de 16 funcdes, resultado do
produto de 4 funcdes em cada direcdo. Para a primeira fungéo, por exemplo, tém-se a

seguinte expressao:

V11,56 m) = 715§ 115 (0)- (174)

As fungdes enriguecedoras para um elemento sdo mostradas através da figura 27.

™ 06
02 - 04
[ 02

FIGURA 27 — FUNGOES ENRIQUECEDORAS ARNDTS BIDIMENSIONAIS
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5.4 PROCEDIMENTOS ADAPTATIVOS

Neste trabalho as versdes adaptativas da PUAIG também sao desenvolvidas
e testadas. Este procedimento é levado em conta devido aos excelentes resultados
em termos de precisdo e taxas de convergéncia para problemas de vibracao livre.
Ainda como contribuicdo inédita, este trabalho apresenta uma versdo adaptativa para

problemas de vibracao for¢ada.

O procedimento de adaptacéao para o MEFG foi inicialmente desenvolvido por
Arndt (2009) e Arndt, Machado e Scremin (2010) para problemas de vibragao livre de
estruturas reticuladas. Consiste em inicialmente escolher uma frequéncia de vibracao
livre que deve ser melhor aproximada, chamada de frequéncia alvo, e extrair o seu va-
lor inicial proveniente de uma aproximacao via MEF. O valor obtido desta aproximagao
é utilizado no enriquecimento através do MEFG. Este processo é repetido quantas
vezes for necessario até obter uma acuracia aceitavel (ARNDT, 2009). Mais recen-
temente o MEFG adaptativo foi aplicado ao problema de vibracao livre para vigas de
Euler-Bernoulli, obtendo altas taxas de convergéncia para a frequéncia alvo (ARNDT;

MACHADO; SCREMIN, 2016).

Um procedimento analogo ao método adaptativo proposto por Arndt (2009) é
desenvolvido no ambito da PUAIG, sendo que o passo inicial consiste em obter uma
frequéncia alvo através da AlIG pura, e em seguida efetuar enriquecimentos com o
modo da frequéncia alvo para melhorar a solugéo. A figura 28 mostra o fluxograma de

implementacao da PUAIG adaptativa, baseada na metodologia de Arndt (2009).
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Entrada: ordem da
frequéncia alvo

1

Solugé&o com AlG Pura
Saida: W,oac

Solugdo com PUAIG (n, = 1)
(.U1 = walvo,i-1
Saida: w,,,punc

; l

Valores iniciais do processo adaptativo
i=0 Waivoi = Waopunic
walvo,i 5 walvo,AIG ‘

Enquanto a tolerancia ndo é satisfeita

Teste de
Convergéncia

( FIM )

FIGURA 28 — FLUXOGRAMA DE IMPLEMENTAGAO DA PUAIG ADAPTATIVA PARA VIBRACAO
LIVRE

Um detalhe importante na PUAIG adaptativa que a diferencia do MEFG adap-
tativo, é a necessidade de rearranjar a frequéncia alvo para o espago paramétrico,
conforme ilustrado na Figura 29. A frequéncia de vibracdo no enriquecimento deve
ser rearranjada para o espago paramétrico na forma de frequéncia adimensional, a

fim de efetuar um enriquecimento correto.

Espago Parameétrico Espaco Fisico

Sl AN

|\J\./\./\J§

FIGURA 29 — REINSERGAO DO MODO DE VIBRAR NO ESPACO PARAMETRICO

Varios procedimentos para obter a frequéncia adimensional podem ser reali-

zados. Para os casos onde as propriedades de material sdo homogéneas é possivel
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utilizar os processos de adimensionalizacao diretos como, por exemplo, para o pro-

blema de vigas (HSU, 2016b; LEE; PARK, 2013):

A
Wl = N e (175)

onde w, é a frequéncia adimensional e [ é o vo tedrico da viga. Para casos mais
gerais € possivel obter as frequéncias adimensionais a partir do modo u pelo quociente
de Rayleigh, neste caso dado pela expresséao:

, u'Ku

= ——= 176

onde K e M sao respectivamente as matrizes de rigidez e massa adimensionais, ou
seja, sem mapeamento. Portanto para a obtencdo das matrizes de rigidez e massa
adimensionais o nimero de mapeamento J({) = 1 ou, para o caso bidimensional,
det(J) = 1. Como no processo de obtencdo das matrizes sdo conhecidas as fung¢des
de aproximacéo e suas derivadas, um procedimento de obtencao da frequéncia natural
adimensional pode ser obtido de forma direta sem a necessidade de obter as matrizes
adimensionais, que consiste na aplicacdo do quociente de Rayleigh sob o ponto de

vista energético, podendo ser escrito na forma (WIBERG; ABDULWAHAB; LI, 1997):

2 (V0D (Vu)d
T T p(u)ds

onde D é a matriz relacdes constitutivas do problema. Ressalta-se que as integracdes

(177)

sdo realizadas diretamente no dominio do espaco parameétrico &.

Com base no procedimento adaptativo para a vibracao livre, neste trabalho
€ proposto um procedimento adaptativo para o fenédmeno de vibracao forcada. Esta

implementacao adaptativa consiste em:

1. Fazer uma analise prévia com AIG pura, obtendo um campo de deslocamentos

inicial;



106

2. Passar o campo de deslocamentos obtido no item 1 para o dominio da frequén-

cia;
3. Verificar os modos dominantes obtidos no item 2;
4. Fazer uma anadlise enriquecida com os modos dominantes obtidos;
5. Passar o campo obtido no modelo enriquecido para o dominio da frequéncia;

6. Repetir ositens 4 e 5 quantas vezes for necessario, até que nao haja mais modos

dominantes adicionais.

A verificagcdo dos modos dominantes se da ao escrever a oscilagdo no dominio
da frequéncia, através de uma transformada rapida de Fourier. Neste trabalho utiliza-
se o algoritmo de Cooley-Tukey (RAO; KIM; HWANG, 2011; BRIGHAM, 1988). Os
modos dominantes sao captados e inseridos como fungdes de enriquecimento em
uma proxima iteracao do processo. A figura 30 mostra o fluxograma de implementagao

do procedimento adaptativo para a vibragao forcada.

Solugdo com PUAIG (n, = m)

(Entrada: tempo de anélis? —-| W) = (W, W, ..., W,) |
Saida: u(Q,t)

1 |

Solugéo com AIG Pura 5 tor w@D ——
: onverter u(Q,t) para o dominio da
Saida: u(Q.t) frequéncia g

! l

Converter u(Q,t) para o dominio da Verificar modos adicionais dominantes
frequéncia . u "
a’r by cy m

Verificar os modos dominantes:
Teste de
Convergéncia

uai ub’ ucs um
( FIM )

FIGURA 30 — FLUXOGRAMA DE IMPLEMENTAGAO DA PUAIG ADAPTATIVA PARA VIBRACAO
FORGCADA

tisfeita

ancia ndo é sa

Enquanto a toler:




107

Com os detalhes da formulagdo da PUAIG e seus procedimentos adaptativos,
uma gama de experimentos numéricos é desenvolvida e mostrada a seguir, a fim de

validar a PUAIG e testar sua eficacia.
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6 PROBLEMAS UNIDIMENSIONAIS

Neste capitulo sdo apresentadas verificagdes numéricas a fim de validar e
comparar a eficiéncia da PUAIG com a AIG pura, o MEF e o MEFG. Os métodos sao
comparados em termos de erro relativo, medido através de uma solugao analitica ou
uma solucao de referéncia com alto refinamento. O erro relativo para as frequéncias é

dado por:

o= (178)

onde w" é a solugdo aproximada e w a solugdo de referéncia. A aproximagéo para toda
a amostra de frequéncias € medida através do espectro de frequéncias normalizado,
onde as frequéncias sao normalizadas com a sua solucao de referéncia e o numero do
modo normalizado com o numero total de modos da amostra. Esta medida foi utilizada
inicialmente Hughes (2012) para o MEF e posteriormente por Cottrell et al. (2006)
para a AlG. Detalhes algébricos desenvolvidos por Cottrell et al. (2006) mostram que
o espectro de frequéncias de um determinado método néo se altera para refinamento

h.

Nos problemas de vibracdo forcada o erro numérico acumulado é avaliado
em funcdo de uma solugdo analitica ou de referéncia. Uma medida para o erro em
problemas transientes foi utilizada por Torii e Machado (2010), que utilizaram a area
da diferenca entre os deslocamentos aproximado e de referéncia. Esta area é medida

de maneira discreta, pela forma (TORII; MACHADO, 2012):

o= [ luste) = (o)t 3" Atfus ), (179
i=1

onde n; é o nimero de passos de tempo, u; € u sdo os deslocamentos analitico e

numerico, respectivamente, em cada ponto. Para a obtencéo da resposta transiente é
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utilizado o método de Newmark com aceleragéo linear, sendo os parametros e algo-

ritmo apresentados por Chopra (1995) e Torii (2012).

Sé&o avaliados também os numeros de condi¢do matricial dado por (CHENEY;

KINCAID, 2007; TREFETHEN; BAU, 1997):

k(A) = A[IAI, (180)

onde ||A|| denota a norma euclidiana da matriz para célculo do numero de condigéo
e ||[A7Y| a norma da matriz inversa. Neste trabalho é avaliado o condicionamento da
matriz de massa dos problemas dinamicos. O trabalho de Petroli (2016) mostrou que
o condicionamento da matriz massa é dominante no problema de autovalores para o
caso do GFEM convencional. Os experimentos feitos por Petroli (2016) indicaram que
a matriz de massa deixa de ser definida positiva quando o seu niumero de condicao

matricial ultrapassa o numero de digitos significativos utilizado.

A titulo de identificacdo dos resultados nos graficos e tabelas, a tabela 1 mos-

tra um resumo da referéncia de identificacao e a formulacao testada.

TABELA 1 — IDENTIFICAGAO DAS FORMULAGOES DA PUAIG

Referéncia AIG Pura Particao da Unidade | Enriquecimento Tipo
PUAIG BS | NURBS Grau p B-Splines Grau p Global
PUAIG Lin | NURBS Grau p Linear Global
PUAIG L NURBS Grau p B-Splines Grau p Local

PUAIG Pol | NURBS Grau p Polinomial Global
PUAIG 1 | B-Splines Grau 1 Linear Local
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6.1 EXEMPLO 1 - BARRA UNITARIA

O primeiro exemplo de verificagdo numérica consiste em uma barra fixa nas
duas extremidades, conforme mostra a figura 31. As propriedades de material utiliza-
das sdo £ = 1N/m? A = 1m?, p = 1kg/m? e L = 1m. O modelo de vibragao livre de
uma barra reta fixa nas duas extremidades tem solucao analitica conhecida, dada por

(PETYT, 2010):

w="1E i=1,23,... (181)

b L

L=1m

FIGURA 31 — BARRA UNITARIA FIXA NAS DUAS EXTREMIDADES

Para este problema, serdo estudados os casos de refinamento h, refinamento
p, refinamento k e refinamento adaptativo, para o MEF convencional, o MEFG, o AIG

puro e o método aqui proposto, PUAIG.

6.1.1 Refinamento h

O modelo de barra para o refinamento h foi desenvolvido para o MEF, com
elementos lineares e para a AIG com grau polinomial p = 2. Ja a PUAIG é desen-
volvida com base polinomial p = 2 e refinamentos do tipo C°. O enriguecimento local
utilizado no refinamento h se da com fungdes Arndts e PU B-Splines. As figuras 32
- 37 mostram os erros relativos para as 6 primeiras frequéncias naturais de vibracao,
com enriquecimento correspondente ao primeiro modo (8; = w). Comparativamente

s&o mostrados os resultados do MEFG para barra com refinamento h apresentados



por (ARNDT, 2009), que utilizou 1 nivel de enriquecimento com parametro g; = .
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FIGURA 32 — ERRO RELATIVO DA 14 FREQUENCIA DE VIBRACAO DA BARRA UNITARIA
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FIGURA 33 — ERRO RELATIVO DA 2* FREQUENCIA DE VIBRAGAO DA BARRA UNITARIA
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FIGURA 34 — ERRO RELATIVO DA 34 FREQUENCIA DE VIBRAGAO DA BARRA UNITARIA PARA

REFINAMENTO H
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FIGURA 35 — ERRO RELATIVO DA 4* FREQUENCIA DE VIBRAGAO DA BARRA UNITARIA PARA

REFINAMENTO H
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FIGURA 36 — ERRO RELATIVO DA 54 FREQUENCIA DE VIBRAGAO DA BARRA UNITARIA PARA
REFINAMENTO H
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FIGURA 37 — ERRO RELATIVO DA 6* FREQUENCIA DE VIBRAGAO DA BARRA UNITARIA PARA
REFINAMENTO H

As frequéncias correspondentes ao primeiro modo com a PUAIG, mostradas
na figura 32 possuem acurdcia elevada, correspondente ao erro de maquina em 16
digitos significativos. Pequenas perturbagbes ocorrem devido a erros de arredonda-
mento. Apesar de menos preciso, o resultado do MEFG desenvolvido por (ARNDT,

2009) apresenta a maior taxa de convergéncia para a primeira frequéncia. Ressalta-
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se que devido ao fato de se adotar um modo de enriquecimento correspondente ao
primeiro modo natural analitico (8; = ), resulta em excelentes convergéncias em

praticamente todos os modelos enriquecidos.

Para de demais frequéncias analisadas a PUAIG com enriquecimento local
(PUAIG L) apresentou os resultados com maior acuracia e maior taxa de convergén-
cia. A PUAIG 1 apresentou resultados muito proximos aos do MEFG nas frequéncias
mais elevadas, o que ¢€ justificavel devido a base de fungdes, tanto PU quanto enri-
quecimento, serem as mesmas. E possivel notar nas figuras 33 - 37 que os enriqueci-
mentos do tipo global (PUAIG BS, PUAIG Lin e PUAIG Pol) vao perdendo sua precisao
em fungao do aumento das frequéncias, sendo menos precisos do que a propria AlG
pura. Dentre estas 3 formas de enriquecimento global, a PUAIG Pol manteve melhor

precisdo do que as demais formas globais.

O espectro de frequéncias pode ser analisado através da figura 38 onde as
frequéncias aproximadas sdo normalizadas com o resultado analitico e os modos nor-
malizados com o0 numero total de graus de liberdade do modelo. Os espectros do
MEF, da AIG e da PUAIG sado comparados com o do MEFG obtido por Arndt e Ma-
chado (2013).

I

MEF
2.4 AlG
MEFG
PUAIG 1
PUAIG BS b
PUAIG Lin &
PUAIG L d
PUAIG Pol

11111

Frequéncia normalizada (wy,/w)
5 b S
o]
o

—_
'S

Numeré do modo normalizado (i/N)

FIGURA 38 — ESPECTROS DE FREQUENCIA DA BARRA UNITARIA



115

A figura 38 mostra a ocorréncia de saltos abruptos na regiao proxima a 80% da
amostra para as formulacdes da PUAIG com enriquecimento local, o MEFG, e também
na PUAIG Polinomial, onde os erros das frequéncias mais altas tornam-se acentuados.
A AIG pura apresenta o espectro mais bem comportado, fato ja observado por Cottrell
et al. (2006) e Rauen, Machado e Arndt (2017b). Neste trabalho acentua-se tal efeito
vantajoso da AlG pura ao comparar também com a PUAIG Local. J& as formas de
enriguecimento global apresentam saltos mais suaves na regiao préxima a 50% da
amostra, e um espectro muito proximo do MEF, sendo mais bem comportado do que
a PUAIG local. E possivel observar que os espectros da PUAIG 1 e do MEFG séo

idénticos.

Os numeros de condicdo para o problema da barra sao apresentados nas
figuras 39 e 40, respectivamente para a matriz de massa e rigidez. E possivel no-
tar o elevado numero de condigcdo dos modelos com a PUAIG, especialmente os de
enriquecimento local, que apresentam avangos mais acentuados no decorrer do refi-
namento. A PU com B-Splines apresenta condicionamento mais elevado. Compara-
tivamente o numero de condicdo da matriz de massa € superior em dois digitos de
precisdo, aproximadamente. Enquanto os valores mais altos do numero de condigéo
da matriz de rigidez chegam préximos de 10'3, o condicionamento da matriz de massa

se aproxima da casa de 10'5.
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FIGURA 39 — NUMEROS DE CONDIGAO DA MATRIZ DE MASSA PARA A BARRA UNITARIA PARA
REFINAMENTO H
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FIGURA 40 — NUMEROS DE CONDICAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ PARA A BARRA UNITARIA PARA
REFINAMENTO H

6.1.2 Refinamento k

O refino k € um caso particular de refinamento, exclusivo do método AIG,

tal como comentado no item 3.5. Por este motivo aqui s&o comparados apenas 0s
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resultados desenvolvidos com a PUAIG e a AIG pura. Para o refinamento do tipo k
sao realizados testes com um unico elemento, variando, portanto, apenas a ordem
polinomial da AlG pura e da PU na formulacdo da PUAIG BS, partindo do grau p = 2.
Os enriguecimentos realizados consideram apenas um nivel e 5, = w. As figuras 41
- 44 mostram os erros relativos das 4 primeiras frequéncias em funcéo do nimero de

graus de liberdade do sistema restrito.
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AIG
101 .
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FIGURA 41 — ERRO RELATIVO DA 14 FREQUENCIA DE VIBRAGAO DA BARRA UNITARIA PARA
REFINAMENTO K
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FIGURA 42 — ERRO RELATIVO DA 24 FREQUENCIA DE VIBRAGAO DA BARRA UNITARIA PARA
REFINAMENTO K
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FIGURA 43 — ERRO RELATIVO DA 34 FREQUENCIA DE VIBRAGAO DA BARRA UNITARIA PARA
REFINAMENTO K
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FIGURA 44 — ERRO RELATIVO DA 4* FREQUENCIA DE VIBRAGAO DA BARRA UNITARIA PARA
REFINAMENTO K

A figura 41 mostra a mesma caracteristica da PUAIG para a primeira frequén-
cia ja observada no refinamento h onde a PUAIG, com excegado da PU Polinomial,
alcangca uma excelente aproximag¢ao com erros praticamente de maquina. A PUAIG
com PU Polinomial apresenta um ganho consideravel de acuracia a partir do grau po-

linomial p = 6 na primeira frequéncia, e todos 0os modelos sdo mais precisos do que
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a AIG pura. Para as frequéncias mais elevadas € possivel notar uma perda da acu-
racia na PUAIG B-Splines e linear, onde na quarta frequéncia assumem praticamente
0os mesmos erros da AlG pura. Entretanto a PUAIG com PU Polinomial mantém uma

taxa de convergéncia superior as demais e um notavel ganho de precisao.

Os numeros de condicdo das matrizes de massa e rigidez do refinamento k
sao mostrados através das figuras 45 e 46. Pode-se notar um aspecto vantajoso da
PU polinomial no refinamento k onde os numeros de condicdo mantiveram-se meno-
res do que a PUAIG linear e B-Spline. Nota-se também que os numeros de condicéo
da matriz de massa e da rigidez sdo muito préximos e ultrapassam a casa dos 16
digitos significativos. Neste modelo foram encontrados modos espurios nos modelos
de barra com refinamento k quando utilizados 76 digitos de precisdo. Estes foram
identificados como valores de frequéncias que néo correspondem ao modelo real, au-
tovalores negativos ou com parcela imaginaria. A eliminacao completa destes modos

espurios se deu com a utilizagéo de 32 digitos de precisao.

AlG
V-V PUAIG Lin
@@ PUAIG BS
OO PUAIG Pol

Numero de condigao (logiy(~x))

8 9 10 11 12 13
Numero de graus de liberdade

FIGURA 45 — NUMEROS DE CONDIGAO DA MATRIZ DE MASSA PARA A BARRA UNITARIA PARA
REFINAMENTO K
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AIG
V-V PUAIG Lin a

@@ PUAIG BS
sl|@© PUAIG Pol

Numero de condigao (logio(x))

711 6 7 8 9 10 11 12 13
NUmero de graus de liberdade

FIGURA 46 — NUMEROS DE CONDICAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ PARA A BARRA UNITARIA PARA
REFINAMENTO K

6.1.3 Niveis de Enriquecimento

Neste experimento também sao testados os erros relativos em fung&o do au-
mento no numero de niveis de enriquecimento. Os experimentos sao modelados atra-
vés de um unico elemento com B-Splines de grau p = 2, € um aumento gradativo no
numero de niveis de enriquecimento com B; = jx. Os resultados em termos de con-
vergéncia sdo mostrados atraves das figuras 47 - 52, onde as formula¢des da PUAIG

sdo comparadas com os resultados para o MEFG obtidos por Arndt (2009).
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FIGURA 47 — ERRO RELATIVO DA 14 FREQUENCIA DE VIBRAGAO DA BARRA UNITARIA PARA

NiVEIS DE ENRIQUECIMENTO
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FIGURA 48 — ERRO RELATIVO DA 24 FREQUENCIA DE VIBRAGAO DA BARRA UNITARIA PARA

NIVEIS DE ENRIQUECIMENTO
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FIGURA 49 — ERRO RELATIVO DA 34 FREQUENCIA DE VIBRAGAO DA BARRA UNITARIA PARA

NiVEIS DE ENRIQUECIMENTO
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FIGURA 50 — ERRO RELATIVO DA 4* FREQUENCIA DE VIBRAGAO DA BARRA UNITARIA PARA

NIVEIS DE ENRIQUECIMENTO
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5° Frequéncia
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. V-V PUAIG Lin
9@ PUAIGBS
104 OO PUAIG Pol
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NuUmero de graus de liberdade

FIGURA 51 — ERRO RELATIVO DA 54 FR]EQUENCIA DE VIBRACAO DA BARRA UNITARIA PARA
NIVEIS DE ENRIQUECIMENTO
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FIGURA 52 — ERRO RELATIVO DA 64 FREQUENCIA DE VIBRACAO DA BARRA UNITARIA PARA
NIVEIS DE ENRIQUECIMENTO

A figura 47 mostra a primeira frequéncia aproximada pela PUAIG atingir valo-
res com erros ndo superiores a 1071, A PUAIG com PU polinomial mostra um com-
portamento muito préximo ao MEFG, sendo a PUAIG Polinomial ligeiramente mais
precisa que o MEFG. Na segunda frequéncia, mostrada na figura 48 é notavel a alta

convergéncia a partir do segundo nivel de enriquecimento, onde a solucdo analitica
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deste modo é inserida. Com excecado do MEFG e da PUAIG Polinomial, as demais for-
mulacdes da PUAIG levam para resultados muito préximos do erro nulo da maquina
em 16 digitos significativos. Com o avancar das frequéncias a PUAIG BS vai perdendo
em termos de acuracia para as demais formulacdes, e o MEFG destaca-se por man-
ter boa convergéncia no avanco dos modos mais altos, concorrendo significativamente
com a PUAIG Polinomial, no sexto modo (Figura 52), e com a PUAIG 1 e Linear até o

quinto modo (Figura 51).

Os numeros de condicdo das matrizes de massa e rigidez sao respectiva-
mente apresentados nas figuras 53 e 54 as quais mostram um avango dos numeros de
condicao das matrizes em fungao dos niveis de enriqguecimento, onde, para 0s niveis
mais altos, os condicionamentos oscilam na faixa de 10'%. Os modelos desenvolvidos
neste tipo de refinamento utilizaram 32 digitos significativos para contornar qualquer
problema de mal condicionamento matricial. Observa-se na PUAIG 1 condicionamen-
tos muito préximos do MEFG, que foram apresentados no trabalho de Weinhardt et al.

(2018).

B-E PUAIG 1
V-V PUAIG Lin
* - PUAIG BS
© O PUAIG Pol

>

Numero de condig¢ao (logiy(~))

»

0 5 10 15 20 25
Numero de graus de liberdade

FIGURA 53 — NUMEROS DE CONDIGAO DA MATRIZ DE MASSA PARA A BARRA UNITARIA PARA
NIVEIS DE ENRIQUECIMENTO
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FIGURA 54 — NUMEROS DE CONDICAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ PARA A BARRA UNITARIA PARA

NIVEIS DE ENRIQUECIMENTO

O espectro de frequéncias para 2 niveis de enriquecimento € mostrado na

figura 55, onde observa-se saltos de precisao a partir de 30% da amostra de frequén-

cias. Os resultados sofrem uma degradacao mais alta na regidao de 60% da amostra e

apresentam comportamentos similares. O método mais estavel em termos do espec-

tro de frequéncias é a PUAIG BS, seguida da PUAIG Linear, a PUAIG Polinomial e,

por ultimo a PUAIG 1.

B8 PUAIG 1

140} | ¥ PUAIG Lin
¢ PUAIG BS
L% e o PUAIG Pol

Frequéncia normalizada (w;,/w)

LB 0.2 0.4 0.6
Numero do modo normalizado (i/N)

FIGURA 55 — ESPECTRO DE FREQUENCIAS PARA A PUAIG COM 2 NIVEIS DE

ENRIQUECIMENTO

0.8
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6.1.4 Refinamento Adaptativo

O refinamento adaptativo, conforme o procedimento descrito na figura 28, é
testado com a PUAIG e comparado com os resultados obtidos por Arndt, Machado e
Scremin (2010) para o MEFG, que utilizou um Unico elemento com funcdes lineares
do MEF classico e 1 nivel de enriquecimento. Estes resultados foram previamente
desenvolvidos por Rauen, Machado e Arndt (2017a) e aqui sao estendidos para um
maior numero de frequéncias. Os erros relativos em fungcdo do numero de iteracoes
no processo adaptativo para as primeiras 6 frequéncias sao mostrados nas figuras 56-
61. Ressalta-se que a iteracdo 0 mostrada nos graficos corresponde a AlG pura nos
modelos da PUAIG e ao MEF puro no resultado do MEFG. Os experimentos com a

PUAIG sé&o realizados com 1 Unico elemento e fun¢des B-Splines de grau p = 2.

1¢ Frequéncia

o MEFG
V-V PUAIG Lin
1077 9@ PUAIG BS

Erro relativo

10716 g

0 1 2
Numero de iteragoes

o

FIGURA 56 — ERRO RELATIVO DA 14 FREQUENCIA DE VIBRAGAO DA BARRA UNITARIA PARA
NIVEIS DE ENRIQUECIMENTO
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FIGURA 57 — ERRO RELATIVO DA 24 FREQUENCIA DE VIBRACAO DA BARRA UNITARIA PARA
NIVEIS DE ENRIQUECIMENTO
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FIGURA 58 — ERRO RELATIVO DA 34 FR]EQUENCIA DE VIBRACAO DA BARRA UNITARIA PARA
NIVEIS DE ENRIQUECIMENTO
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FIGURA 59 — ERRO RELATIVO DA 44 FREQUENCIA DE VIBRACAO DA BARRA UNITARIA PARA
NIVEIS DE ENRIQUECIMENTO
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FIGURA 60 — ERRO RELATIVO DA 54 FR]EQUENCIA DE VIBRACAO DA BARRA UNITARIA PARA
NIVEIS DE ENRIQUECIMENTO



129

10-2 6 Frequéncia
10 ¢ MEFG
» V-V PUAIG Lin
10 9@ PUAIGBS
1077
1076
B v
107
S
k]
o 107
o
=100
510
10°1
107%
10719
1071
1071
—16 %
10755 1 2 3 4

NUmero de iteragdes

FIGURA 61 — ERRO RELATIVO DA 64 FR]EQUENCIA DE VIBRAGAO DA BARRA UNITARIA PARA
NIVEIS DE ENRIQUECIMENTO

Os resultados mostram que para as duas primeiras frequéncias 0 processo
adaptativo convergiu para o erro de maquina ja na primeira iteracdo em todas as
formulagbes. Na terceira e quarta frequéncia (Figuras 58 e 59) a PUAIG com PU
B-Splines conseguiu manter essa caracteristica de alta precisédo ja na primeira itera-
cao, diferente do MEFG e da PUAIG Linear, que levaram ao erro de maquina somente
na segunda iteragdo. A PUAIG BS mantém melhor acuracia no decorrer das demais
frequéncias, e a PUAIG Linear apresenta resultados similares ao MEFG, com ganhos

de precisdo da PUAIG Linear na 3“ e 4* frequéncia.

6.2 EXEMPLO 2 - TRELICA DE SETE BARRAS

Neste exemplo é desenvolvido o modelo para a trelica de sete barras, ilus-
trada através da figura 62, inicialmente testada por (ZENG, 1998a) para o MC. Os
parametros de material sdo A = 0.001m?, p = 8000kg/m> e E = 2.1 x 10'1Pa. No
desenvolvimento da PUAIG é utilizado mapeamento CAD para dois elementos sepa-

rados, que sdo acoplados nos pontos de juncao mostrados através da figura 63. Os
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pontos de controle do acoplamento sdo decompostos em coordenadas globais atra-
vés do procedimento descrito na secao 4.4. Ressalta-se que este método de construir

trelicas constitui uma colaboracao inédita, também apresentada neste trabalho.

Os resultados da trelica de sete barras sdo mostrados através 6 primeiras
frequéncias naturais de vibracdo, discriminados na tabela 2. Os resultados para a
AlG foram desenvolvidos por Rauen, Machado e Arndt (2017b) que utilizaram um
esquema de acoplamento similar ao MEF para o desenvolvimento da trelica. Os resul-
tados para o MEFG adaptativo foram desenvolvidos por Arndt (2009) que comparou
com os resultados para o MEF e o MC, obtendo melhores resultados para o MEFG.
As frequéncias obtidas para o MEF foram desenvolvidas por Cittadin (2017) para MEF
com refinamentos h e p, sendo que o MEF p obteve melhores resultados. S&do mostra-
das as frequéncias para PUAIG PU B-Splines e a versao adaptativa , utilizando grau

polinomial p = 2.

2m

ot

2m ) 2m

FIGURA 62 — TRELICA DE SETE BARRAS

B, B,
Elemento 1 O Acoplamento
81 EBS 85 B4
+ =
B, B,
Elemento 2

B,

FIGURA 63 — ESQUEMA DE ACOPLAMENTO PARA TRELICA DE SETE BARRAS COM A PUAIG



AlGlp =14 MEFG Adap? | PUAIG BS | MEF p Grau 103 | PUAIG Adap.
41 gdl 34 gdl 40 gdl 69 gdl 40 gdl
w; (rad/s) w; (rad/s) w; (rad/s) w; (rad/s) w; (rad/s)

1647.78444024
1740.83980941
3111.32273903
4561.81738862
4823.24880036

7379.48405189

1647.784428
1740.839797
3111.322715
4561.817307
4823.248678

7379.482322

1647.784428
1740.839797
3111.322759
4561.819122
4823.248970
7379.499794

1647.784432
1740.839798
3111.322714
4561.817309
4823.248677

7379.482327

1647.78442818
1740.83979667
3111.32271490
4561.81731070
4823.24867831

7379.48232780
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TABELA 2 — FREQUENCIAS NATURAIS DE VIBRAGAO PARA A TRELICA DE SETE BARRAS

! Rauen, Machado e Arndt (2017b)
2 Arndt (2009)
3 Cittadin (2017)

Como o problema nao dispde de solugéo analitica, utiliza-se o fendmeno abor-
dado por Arndt (2009), Becker, Carey e Oden (1983) que mostram a caracteristica dos
erros nas frequéncias de vibracao serem incrementais ao seu valor, ou seja, a conver-
géncia para uma solugao ideal se da por valores superiores. Dada esta caracteristica,
observa-se na PUAIG Adaptativa valores mais precisos nas trés primeiras frequén-
cias, sendo que o MEFG adaptativo e 0 MEF p superam ligeiramente a PUAIG nas

trés ultimas frequéncias.

6.3 EXEMPLO 3 - BARRA SUBMETIDA A FORGCA HARMONICA

O exemplo 4 trata de uma barra fixa em uma extremidade e submetida a uma
forga harménica f(t) = fsin(wt), onde f € a intensidade da forga, w representa uma
frequéncia de excitacao da forca e t o tempo. O fendmeno € ilustrado através da figura

64 e possui solugéo analitica desenvolvida por Torii (2012), dada por:



u(z,t) = frsin(wt) + f Z{sin(knx)[cn sin(knct) + By, (t)]},

i=1

onde

By () = A, w? sin(wt) B A,w?sin(kyct)

212 _ 2 313 _ 2
2k —w ck? — ckyw

2[ky, cos(ky,) — sin(ky,)

Ay = -

§> E=A=p=1 — (1)

L

FIGURA 64 — BARRA SUBMETIDA A FORGA HARMONICA
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(182)

(183)

(184)

(185)

(186)

As derivadas no tempo para as velocidades e aceleragdes sdo aqui desenvol-

vidas analiticamente e dadas por:

v(x,t) = frwcos(wt) + f Z{sin(knx)[annc cos(knct) + B, (1))},

i=1

a(z,t) = — frw? sin(wt) + f Z{sin(knx)[—Cn(knc)2 sin(knct) + B (1)},

com:
Bo(t) = Apw? cos(wt)  Aywiknccos(kyct)
Ok e Ak3 — ckpw?
Bn(t) _ —Apwt sin(wt) Anw?)(knc)z Sin(k;nct).

k2 — w? A3k3 — ckyw?

(187)

(188)

(189)

(190)

O modelo é desenvolvido com parametros E = 1N/m?, p = 1kg/m?, A = 1m?
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, [ = 1N/m? e duas diferentes frequéncias excitadoras: w = 20rad/s e w = 25.13rad/s.
A solucéao analitica é desenvolvida com 500 termos no somatério da equacao 182. O
método de Newmark € desenvolvido para um tempo total de ¢ = 20s, com passo de

tempo At = 1.25 x 107 3s.

6.3.1 Frequéncia Excitadora w = 20rad/s

Para a frequéncia excitadora w = 20rad/s, inicialmente desenvolve-se uma
analise para o MEF, a AlIG e as formula¢des da PUAIG com (3, = 7 e grau polinomial
p = 2. A figura 65 mostra os deslocamentos no ponto = = 0.5m nos 2 primeiros
segundos de analise para os métodos desenvolvidos, em compara¢ao com a solucao
analitica. E possivel observar graficamente que a PUAIG BS e a PUAIG Polinomial
ja se mostram muito proximas da solugcao analitica em termos de deslocamentos.
As figuras 66 e 67 mostram os resultados de velocidades e aceleracbées no mesmo
periodo de 2s. A tabela 3 mostra os erros acumulados ao longo do tempo total, dos
deslocamentos, velocidades e aceleracdes para os experimentos desenvolvidos com
o MEF, a AIG e as versdes da PUAIG, em comparagdo com os resultados para o

MEFG desenvolvidos por Torii, Machado e Arndt (2015).
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FIGURA 65 — DESLOCAMENTOS TRANSIENTES PARA A BARRA SUBMETIDA A FORCA
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FIGURA 66 — VELOCIDADES PARA A BARRA SUBMETIDA A FORGCA HARMONICA PARA A

PRIMEIRA ITERACAO
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FIGURA 67 — ACELERACOES PARA A BARRA SUBMETIDA A FORCA HARMONICA PARA A
PRIMEIRA ITERACAO

TABELA 3 — ERRO ACUMULADO PARA A BARRA SUBMETIDA A FORGA HARMONICA

AlG | MEF | MEFG! | PUAIG BS | PUAIG Pol | PUAIG 1
20 gdl | 21 gdl | 21 gdI 12 gdl 12 gdl 10 gdl
u| 1.17 1.2 0.0258 0.0126 0.0126 1.32
v | 226 24.15 — 0.208 0.105 25.67
a| 490 450 - 105 96 528

! Torii, Machado e Arndt (2015)

Os erros acumulados para o MEFG e para a PUAIG sao muito superiores

ao MEF e a AlIG com uma quantidade muito proxima de graus de liberdade. Con-

tudo a PUAIG BS e a PUAIG Pol superam o MEFG com uma quantidade reduzida de

graus de liberdade, o que mostra-se um aspecto muito vantajoso. A figura 68 mostra

os campos de deslocamento transformados para o dominio da frequéncia através da

transformada de Fourier. As linhas em cinza indicam a posicao dos modos de vibracao

natural.
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FIGURA 68 — FREQUENCIAS DOMINANTES NA BARRA SUBMETIDA A FORCA HARMONICA
PARA A PRIMEIRA ITERACAO

E possivel notar através da figura 68 que o modo preponderante na oscila-
¢ao € o mais préximo a frequéncia da fonte excitadora. Com base nessa informagéo,
0 processo adaptativo € executado adicionando este modo dominante no espaco de
enriguecimento da PUAIG. Logo, as figuras 69, 70 e 71 mostram os campos de deslo-
camentos, velocidades e aceleragcbes, com a inser¢do do modo preponderante neste

processo adaptativo.
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FIGURA 69 — DESLOCAMENTOS TRANSIENTES PARA A BARRA SUBMETIDA A FORGA
HARMONICA, COM w = 20RAD/S PARA O PROCESSO ADAPTATIVO
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FIGURA 70 — VELOCIDADES PARA A BARRA SUBMETIDA A FORGA HARMONICA, COM

w=20RAD/S PARA O PROCESSO ADAPTATIVO
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Ao inserir um nivel de enriquecimento adicional correspondente ao modo do-

minante, os deslocamentos apresentam um ganho de precisédo. A tabela 4 mostra os

erros acumulados dos modelos desenvolvidos na PUAIG com o uso de adaptatividade.

Nota-se que o melhor desempenho no processo adaptativo € da PUAIG Polinomial,

seguido da PUAIG BS, que obtiveram ganhos consideraveis para poucos graus de

liberdade. O desempenho da PUAIG 1 nao foi satisfatério mesmo no processo adap-

tativo, ndo obtendo melhorias consideraveis. Ao analisar novamente o espectro da

oscilacao através da figura 72 é possivel observar que as frequéncias concentram-se

mais proximas do modo dominante e as amplitudes ficam mais proximas da solugéao

analitica.
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TABELA 4 — ERRO ACUMULADO PARA A BARRA SUBMETIDA A FORGA HARMONICA COM O

PROCESSO ADAPTATIVO
PUAIG BS | PUAIG Pol | PUAIG 1
16 gdI 16 gdl 14 gdl
u 0.0078 0.0055 1.32
v 0.055 0.053 12.67
a 87.5 52 423
100
. i
. M»_J\,//\ N

1.57 4.71 7.85 11.00 14.14 17.28 20.42 23.56 26.70 29.85 32.99
Frequéncia (rad/s)

FIGURA 72 — FREQUENCIAS DOMINANTES NA BARRA SUBMETIDA A FORCA HARMONICA
PARA A SEGUNDA ITERACAO

6.3.2 Frequéncia Excitadora w = 25.13rad/s

O mesmo procedimento é repetido neste experimento apenas com a PUAIG,
variando-se apenas a frequéncia da fonte excitadora. Esta frequéncia foi escolhida por
estar exatamente entre o0 8° e 0 9° modo de vibrar, correspondentes as frequéncias na-
turais 23, 56rad/s e 26, Trad/s, a fim de observar quais modos sdo excitados por uma
frequéncia o mais distante possivel entre eles. As propriedades da barra e dos espa-

cos de aproximacao sao mantidas. As figuras 73, 74 e 75 mostram respectivamente



os campos de deslocamento, velocidades e aceleragdes.
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FIGURA 73 — DESLOCAMENTOS TRANSIENTES PARA A BARRA SUBMETIDA A FORGA
HARMONICA, COM w = 25.13RAD/S
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FIGURA 74 — VELOCIDADES PARA A BARRA SUBMETIDA A FORGA HARMONICA, , COM

w=25.13RAD/S
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FIGURA 75 — ACELERAGOES PARA A BARRA SUBMETIDA A FORGA HARMONICA, COM
w = 25.13RAD/S

Neste experimento é possivel observar graficamente que a PUAIG Polinomial

aproxima-se muito bem da solug¢éo analitica no campo de deslocamentos e velocida-

des. A tabela

TABELA 5 — ERRO ACUMULADO PARA A BARRA SUBMETIDA A FORGA HARMONICA COM O

PROCESSO ADAPTATIVO
PUAIG BS | PUAIG Pol | PUAIG 1
12 gdl 12 gdl 10 gdl
u 2.63 0.022 2.75
% 43.7 0.33 57.6
a 10018 237.8 8457

A tabela 5 mostra um prévio aspecto vantajoso da PUAIG Polinomial sobre

as demais formulacdes, mesmo que o campo de aceleracdes e velocidades mostra-

se com erros mais elevados. Os erros da PUAIG BS e PUAIG 1 sao similares com

pequenas vantagens da PUAIG BS. O espectro da oscilacdo, mostrado através da

figura 76 aponta que os modos dominantes do sistema s&o os modos 1 e 2, além dos
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dois modos vizinhos da frequéncia de excitagédo, ou seja, 0 8° e 0 9° modo.
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FIGURA 76 — FREQUENCIAS DOMINANTES NA BARRA SUBMETIDA A FORGA HARMONICA,
COM w = 25.13RAD/S PARA O PROCESSO ADAPTATIVO

Efetua-se, portanto uma nova andlise considerando os enriquecimentos com
0s 4 modos selecionados anteriormente, cujos resultados em termos de deslocamen-

tos, velocidades e aceleragbes sao mostrados nas figuras 77, 78 e 79.
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FIGURA 77 — DESLOCAMENTOS TRANSIENTES PARA A BARRA SUBMETIDA A FORGA
HARMONICA, COM w = 25.13RAD/S PARA O PROCESSO ADAPTATIVO
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FIGURA 78 — VELOCIDADES PARA A BARRA SUBMETIDA A FORGA HARMONICA, COM
w = 25.13RAD/S PARA O PROCESSO ADAPTATIVO
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FIGURA 79 — ACELERAGCOES PARA A BARRA SUBMETIDA A FORCA HARMONICA, COM
w=25.13RAD/S PARA O PROCESSO ADAPTATIVO

A tabela 6 mostra os erros acumulados dos deslocamentos, aceleracoes e ve-
locidades. A PUAIG Polinomial novamente apresenta um desempenho notavelmente
superior as demais formulacdes para os problemas de oscilacao forcada. A figura 80
mostra 0 espectro da oscilagcdo, onde os modos dominantes ficam mais proximos dos

modos analiticos, especialmente na PUAIG com PU Polinomial.
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TABELA 6 — ERRO ACUMULADO PARA A BARRA SUBMETIDA A FORGA HARMONICA COM O

PROCESSO ADAPTATIVO
PUAIG BS | PUAIG Pol | PUAIG 1
12 gdl 12 gdl 10 gdI
u 1.27 0.0065 0.41
v 26.84 0.37 6.48
a 3109 131.76 201.35
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FIGURA 80 — FREQUENCIAS DOMINANTES NA BARRA SUBMETIDA A FORGA HARMONICA,
COMw = 25.13RAD/S PARA O PROCESSO ADAPTATIVO

6.4 EXEMPLO 4 - VIGA SIMPLESMENTE APOIADA

A viga simplesmente apoiada, ilustrada através da figura 81, possui solucao
analitica para as frequéncias naturais de vibracao dadas por (CHOPRA, 1995; PETYT,
2010):
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. 2
T El
i — (f) Z (191)

Os parametros de material e dimensdes utilizadas neste experimento sédo £ =

IN/m?, p = 1lkg/m?, L = 1m, I = 1m™.

L=1m

FIGURA 81 — VIGA SIMPLESMENTE APOIADA

6.4.1 Niveis de Enriquecimento

Com relagdo ao aumento no numero de niveis de enriquecimento, a presente
formulagdo da PUAIG consiste em utilizar fun¢des do tipo Arndt com PU B-Splines,
onde os parametros de enriquecimento sdo B; = jw. Os resultados sdo mostrados
nas figuras 82 - 87 para a PUAIG em comparagcdo com os resultados obtidos por
(ARNDT, 2009) para o MEFG utilizando as fun¢des trigonométricas do MMA (MEFG
MMA) e do CEM (MEFG Trig).
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FIGURA 82 — ERRO RELATIVO DA 1“4 FREQUENCIA DE VIBRAGAO DA VIGA PARA NIVEIS DE

ENRIQUECIMENTO
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FIGURA 83 — ERRO RELATIVO DA 2* FREQUENCIA DE VIBRAGAO DA VIGA PARA NIVEIS DE

ENRIQUECIMENTO
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FIGURA 84 — ERRO RELATIVO DA 3“4 FREQUENCIA DE VIBRAGAO DA VIGA PARA NIVEIS DE

ENRIQUECIMENTO
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FIGURA 85 — ERRO RELATIVO DA 4* FREQUENCIA DE VIBRAGAO DA VIGA PARA NIVEIS DE

ENRIQUECIMENTO
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FIGURA 86 — ERRO RELATIVO DA 5 FREQUENCIA DE VIBRAGAO DA VIGA PARA NIVEIS DE
ENRIQUECIMENTO
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FIGURA 87 — ERRO RELATIVO DA 6* FREQUENCIA DE VIBRAGAO DA VIGA PARA NIVEIS DE
ENRIQUECIMENTO

Observam-se taxas de convergéncia vantajosas para a PUAIG nas primeiras
frequéncias, mesmo considerando que todos os métodos levaram rapidamente para
valores muito precisos. Para as frequéncias mais altas o MEFG Trig. se destaca com
melhores taxas de convergéncia, contudo € possivel observar elevada acuracia para

a PUAIG nos modos mais altos. As figuras 88 e 89 mostram os numeros de condicao
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da matriz massa e rigidez, onde os condicionamentos crescem substancialmente em
funcdo do aumento do numero de niveis, ultrapassando a casa de 10'¢ a partir do
terceiro nivel. No caso da viga os numeros de condicdo da matriz de rigidez séo
maiores do que os da matriz de massa, ao contrario dos problemas de barra. Os
experimentos com a PUAIG para a viga sao desenvolvidos com a utilizagdo de 32

casas decimais.
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Numero de condigao (logiy(~))
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FIGURA 88 — NUMERO DE CONDIGAO DA MATRIZ DE MASSA DA VIGA PARA NIVEIS DE
ENRIQUECIMENTO
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FIGURA 89 — NUMERO DE CONDIGAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ DA VIGA PARA NIVEIS DE
ENRIQUECIMENTO
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6.5 EXEMPLO 5 - VIGA SIMPLESMENTE APOIADA SUBMETIDA A
CARREGAMENTO CONSTANTE

A viga apoiada submetida a carregamento constante € ilustrada na figura 90.
Neste exemplo uma forga constante f(t) = f é aplicada no meio do vao durante todo
o tempo de analise. A solucédo analitica deste problema é desenvolvida por Chopra

(1995), dada por:

L . 2fL% (1 —cos(wit) 1—cos(wst) 1— cos(wst)
u(§’t)_7r4EI( 1 + o + o +...], (192)
L 2fL% (wisin(wit) wssin(wst)  wssin(wst)
—., 1) = e
(5. 1) W4E1< e R BN (L)
Lo 2fL7 [(wicos(wit)  wjcos(wst) — wi cos(wst)
50 =TT < o T T om e ) (194)

onde w,ws, ... sdo as frequéncias naturais da viga bi apoiada, dada pela equacao

wt)

L=1m

191.

FIGURA 90 — VIGA SIMPLESMENTE APOIADA COM CARREGAMENTO CONSTANTE

Para este experimento sdo utilizados os parametros L = 1m, E = 1kN/m?, p =
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lkg/m?, I = 1m* e A = 1m?. E utilizado o Método de Newmark com aceleragéo linear,
para tempo total t = 20s e passo no tempo At = 2.5 x 10~3s. O MEF é desenvolvido
com elementos cubicos de Hermite e 4 elementos. A AlG utiliza grau polinomial p = 2
e 8 fungbes B-Splines. A PUAIG é testada com um Unico elemento, grau polinomial
p = 2 e um nivel de enriquecimento com parametro g; = w. As figuras 91, 92 e 93
mostram os deslocamentos, velocidades e aceleragdes no intervalo de ¢ = 2s no ponto

central.
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FIGURA 91 — DESLOCAMENTOS TRANSIENTES PARA A VIGA SUBMETIDA A FORCA
CONSTANTE
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FIGURA 92 — VELOCIDADES PARA A VIGA SUBMETIDA A FORCA CONSTANTE
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FIGURA 93 — ACELERAGOES PARA A VIGA SUBMETIDA A FORCA CONSTANTE

A figura 91 mostra que praticamente todas as solugdes ficam prdoximas da
solucado analitica para os deslocamentos, com excecao da PUAIG BS que apresenta
uma defasagem na sua amplitude. O modelo de PUAIG Polinomial e o MEF ficaram
0s mais proximos da solugéo analitica e a AIG comeca de apresentar uma gradativa
diferenca de fase a partir do segundo ciclo. A tabela 7 mostra os erros acumulados
para os campos de deslocamentos, aceleracdes e velocidades, em comparagcdo com
os erros acumulados obtidos por Debella (2018) para o MEFG, com 4 elementos e 1

nivel de enriquecimento.

TABELA 7 — ERRO ACUMULADO PARA A BARRA SUBMETIDA A FORGA HARMONICA

AIG | MEF | MEFG! | PUAIG BS | PUAIG Pol
7gdl | 7gdl | 16 gdl 6 gdl 6 gdl

ul 9.7 |2598 | 0.0003 26.8 0.7

vV | 260 102 — 169.7 29.6

a | 4159 | 3898 — 3623 3243

! Debella (2018)

A tabela 7 mostra um desempenho superior da PUAIG Polinomial em relacéo
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as demais formulacdes testadas, contudo os resultados obtidos por Debella (2018)
para o MEFG sdo consideravelmente superiores em termos de deslocamentos. O
campo de velocidades com a PUAIG Polinomial mostra-se muito mais comportado do
que as demais formulacdes e as aceleracdes aparecem muito defasadas em todos
0s casos, sendo que ainda a PUAIG Polinomial obteve os menores erros. A figura
94 mostra os espectros da oscilacdo, apontando o que apenas o primeiro modo &
dominante neste problema, o que também é apontado por Debella (2018). Desta forma
executa-se uma nova andlise com a PUAIG modificando o parametro para 3, = w2,
correspondente a frequéncia analitica do primeiro modo da viga. As figuras 95, 96 e

97 mostram os deslocamentos, velocidades e acelera¢des deste modelo adaptativo.
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FIGURA 94 — FREQUENCIAS DOMINANTES PARA A VIGA SUBMETIDA A FORCA CONSTANTE
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FIGURA 96 — VELOCIDADES PARA A VIGA SUBMETIDA A FORCA CONSTANTE PARA A PUAIG

ADAPTATIVA
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FIGURA 97 — ACELERAGOES PARA A VIGA SUBMETIDA A FORCA CONSTANTE PARA A PUAIG
ADAPTATIVA

Ao inserir o parametro 3, = 7% as formas da PUAIG caracterizam-se por um
ganho de precisao, além da amplitude da PUAIG BS se adequar melhor a solugédo. Os
graficos da PUAIG Polinomial e BS praticamente coincidem, obtendo pequenas vari-
ac6es no campo de aceleracdes. A tabela 8 mostra os erros acumulados, apontando
para ganhos mais substanciais na PUAIG BS em fung¢édo da adequacao de amplitude.
O deslocamento da PUAIG Polinomial obteve um pequeno aprimoramento, mesmo
que os resultados do MEFG sejam mais vantajosos para os deslocamentos do que os
da PUAIG.

TABELA 8 - ERRO ACUMULADO PARA A BARRA SUBMETIDA A FORGA HARMONICA COM O
PROCESSO ADAPTATIVO

PUAIG BS | PUAIG Pol

6 gdl 6 gdl
u 0.6 0.54
\ 15.3 14.4

a 3223 3105
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7 PROBLEMAS BIDIMENSIONAIS

7.1 EXEMPLO 6 - CHAPA RETANGULAR FINA

Para o Estado Plano de Tensées com a PUAIG, é considerado o exemplo da
vibracao livre de uma chapa fina retangular, fixa em uma extremidade, conforme mos-
tra a figura 98, cujas vibracdes se dao no plano. Considera-se parametros geométricos

L, =L, =1m, E =210GPa, p = 8000kg/m?, espessura h = 0.05m, v = 0.3.

L

X

FIGURA 98 — CHAPA RETANGULAR FINA FIXA EM UMA EXTREMIDADE

Neste modelo a PUAIG é testada parametros 5; = «, grau polinomial p = 2 e
1 elemento. Os resultados sdo apresentados em forma de espectros de erro relativo,
e comparados com a AlG pura, com os mesmos parametros polinomiais da PUAIG e
com os resultados do MEFG obtidos por Torii (2012), que utilizou malha com 2 x 2 ele-
mentos. A figura 99 mostra os erros relativos para as 20 primeiras frequéncias naturais
obtidas com a AIG e a PUAIG. Os erros relativos séo calculados com o resultado de
referéncia utilizado por Torii (2012) para o MEF Hierarquico com grau polinomial p =9

e 16 elementos.

No caso dos enriqguecimentos com parametro 5, = w, mostrado pela figura

99, é possivel observar um comportamento preciso de todos os métodos até o sexto
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modo, onde comegam a obter comportamentos menos precisos, com exce¢ao do
MEFG que mantém-se muito estavel em todo o espectro. A PUAIG apresenta erro

maximo na casa 8% e com resultados mais precisos que a AlG pura.

AIG
99 PUAIG BS
0.10 o— MEFG

0.08

Erro Relativo

0.04

0 5 10 15 20
NUmero do modo

FIGURA 99 — ERROS RELATIVOS PARA AS 20 PRIMEIRAS FREQUENCIAS DE VIBRAGAO DA
CHAPA FINA COM ENRIQUECIMENTO gy =«

7.2 EXEMPLO 7 - CHAPA RETANGULAR COM CARREGAMENTO DE IMPACTO

Para testar a PUAIG com problemas de vibracao forcada no estado plano de
tensGes, uma chapa fina quadrada com L, = L, = 2m e engastada na borda es-
querda é submetida a um carregamento de impacto na metade da extremidade livre,
conforme mostra a figura 100. Os parametros de material sdo £ = 2.1 x 10! Pa,
rho = 8000kg/m?, h = 0.0lm e v = 0.3. Este exemplo ndo possui uma solugéo ana-
litica conhecida, portanto uma solugcéao de referéncia utilizando o MEF com funcées
hierarquicas de grau 9 e malha 4 x 4 elementos foi modelada por Torii (2012) e a
mesma referéncia é utilizada neste trabalho. Para obtencao dos deslocamentos é uti-
lizado o Método de Newmark com tempo total de ¢ = 0.005s e passo no tempo de

At =5 x 1077s. A duragéo da forga de impacto é de 2 x 10~*s.
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L/2 f(t)
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FIGURA 100 — CHAPA RETANGULAR SUBMETIDA A CARREGAMENTO DE IMPACTO

A PUAIG é modelada com 2 x 2 elementos do tipo C° com grau p = 2 e
inicialmente 1 nivel de enriquecimento 5, = = é utilizado na analise. A AlG pura utiliza
4 x 4 elementos com continuidade C! no interior dominio e grau polinomial p = 2. Os
deslocamentos encontrados no centro da chapa em comparacao com a solucéo de

referéncia sdo mostrados na figura 101.
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FIGURA 101 — DESLOCAMENTOS DA PLACA FINA SUBMETIDA A CARGA DE IMPACTO

A figura 101 mostra uma boa adequacdo da PUAIG a solucéo de referéncia
no inicio da oscilagdo, e ao decorrer do tempo o desvio da solugdo de referéncia é
aumentado. Dentre os métodos testados, a PUAIG BS é capaz de manter-se mais

proxima da solucdo analitica do que a AlG e PUAIG Pol. A tabela 9 mostra os erros
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acumulados da PUAIG e da AIG, em comparagdo com o MEFG desenvolvido por Torii
(2012), que utilizou malha com 2 x 2 elementos e um nivel de enriquecimento com
£ = 2m.

TABELA 9 — ERRO ACUMULADO PARA A CHAPA FINA SUBMETIDA A FORCA DE IMPACTO

AIG MEFG! PUAIG BS | PUAIG Pol
60 gdl 146 gdl 168 gdl 168 gdl

w | 6.65x 1073 | 5.28 x 107% | 1.38 x 107* | 2.99 x 10~

! Torii (2012)

A tabela 9 mostra erros mais baixos para a PUAIG BS, Polinomial e o MEFG,
onde se sobressai a PUAIG BS com os resultados mais bem comportados. O espectro
da oscilagéo é mostrado na figura 102 onde a amplitude dominante mostra estar mais
proxima do segundo modo de vibrar. Desta maneira a andlise da PUAIG ¢ repetida
com a modificagdo do parametro 5; = 2, a fim de enriquecer o modelo com o segundo
modo de vibrar. A figura mostra os deslocamentos com a PUAIG adaptativa para este

problema.
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FIGURA 102 — FREQUENCIAS DOMINANTES PARA A CHAPA FINA SUBMETIDA A
CARREGAMENTO DE IMPACTO
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FIGURA 103 — DESLOCAMENTOS DA PLACA FINA SUBMETIDA A CARGA DE IMPACTO

Os resultados mostram uma melhor adequacgéao da PUAIG sob a solucéo de

referéncia, com menores perdas de precisdo na regiao final da oscilagdo. Logo os

erros da PUAIG s&o atualizados e mostrados na tabela 10, indicando avangos consi-

deraveis na precisao do modelo.

TABELA 10 — ERRO ACUMULADO PARA A CHAPA FINA SUBMETIDA A FORCA DE IMPACTO

PUAIG BS | PUAIG Pol
168 gdll 168 gdl
u | 1.37 x 1076 | 2.91 x 1076

7.3 EXEMPLO 8 - MEMBRANA RETANGULAR FIXA NAS EXTREMIDADES

Neste exemplo a equacao da onda bidimensional € modelada sob o contexto

da analise modal. E considerada uma membrana fixa em sua borda externa, cujo

esquema é apresentado na figura 104. Utiliza-se pardmetros L, = L, = Ilm e ¢ =
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Im/s. O problema possui solugdo analitica conhecida para as frequéncias, que €

desenvolvida por Kreyszig (2010) e Duffy (2010), dada por:

Im?  n?
Wmn = TC ﬁ+ﬁ7 (195)
x Y

param,n=1,2,3,....

L

X

FIGURA 104 — MEMBRANA FIXA NAS FRONTEIRAS

O problema foi modelado com PUAIG com base polinomial p = 3 en = 4
funcbes em cada direcao e enriquecimento com um anico nivel com parametro 5, = .
Os erros relativos das 10 primeiras frequéncias sdao mostrados na tabela 11, onde
os resultados sdo comparados com os obtidos por (TORII, 2012) para o MEFG, que

utilizou malhas 8 x 8 com 1 nivel de enriquecimento 5, = .



TABELA 11 — ERROS RELATIVOS DA MEMBRANA FIXA

i AIG MEFG! PUAIG BS PUAIG Lin
36 gdI 1088 gdI 32 gdl 32 gdl

1 | 2.9467 x 107> | 8.0566 x 1078 | 1.7063 x 107 | 1.9991 x 1076
2 | 3.5052 x 107% | 2.2612 x 1077 | 8.3554 x 107> | 2.2540 x 1077
3 11.9192 x 1073 | 2.2612 x 1077 | 1.8932 x 1073 | 1.0921 x 10~°
4 | 7.3561 x 1073 | 2.6251 x 1077 | 3.5815 x 1072 | 4.3986 x 1073
5 123377 x 1072 | 3.7725 x 1077 | 2.9536 x 1072 | 3.7341 x 1074
6 | 2.3683 x 1072 | 3.7725 x 1077 | 1.1597 x 1072 | 1.5138 x 1072
7 | 74532 x 1073 | 3.6477 x 1077 | 5.2735 x 1072 | 8.2887 x 1073
8 |3.3597 x 1072 | 3.6477 x 1077 | 3.5768 x 1072 | 2.9261 x 1072
9 | 5.6671 x 1073 | 3.9379 x 1077 | 4.7417 x 1072 | 1.1278 x 1072
10 | 2.0399 x 1072 | 3.9379 x 1077 | 2.5994 x 1072 | 1.1481 x 1072

! Torii (2012)
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A tabela mostra que os erros para as duas primeiras frequéncias com a PUAIG

foram precisos, especialmente para a PUAIG Linear que atinge a solugcao analitica na

primeira frequéncia. Contudo a partir da terceira posi¢do os erros comegam de ficar

mais acentuados, sendo que o MEFG consegue manter a estabilidade dos resultados

na casa de 10~7, apesar de ter sido modelado com um nimero muito maior de graus

de liberdade.

7.4 EXEMPLO 9 - MEMBRANA RETANGULAR SUJEITA A CARREGAMENTO
HARMONICO

O problema transiente para a equacado da onda bidimensional consiste em

uma placa quadrada, com uma extremidade fixa e uma excitagdao na extremidade di-
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reita, que é escrita em forma de uma for¢ga com modulo sin(wt), onde w é a frequéncia
de excitacdo. O problema é ilustrado através da equacédo 105. A solucao analitica
utilizada neste problema € a mesma do exemplo 4, dada pela equacéo 182. Utiliza-se

a velocidade daonda ¢ = 1m/s, L, = L, = 1m e w = 30rad/s.

L, ag)((t) = sen(wt)

L

X

FIGURA 105 — MEMBRANA RETANGULAR SUJEITA A CARREGAMENTO HARMONICO

O problema é modelado através da AlG pura, com grau p = 3 € n = 4 fungdes
em cada direcdo. A mesma base é utilizada para a aproximagao através da PUAIG. E
utilizado o método de Newmark, com tempo total t = 2s e At = 5 x 10~*. Na primeira
analise a PUAIG utiliza parametro 5, = = para as investigacdes iniciais dos modos
dominantes. A figura 106 mostra os deslocamentos no centro da membrana da AlG e

da PUAIG com fungdes Arndt para o intervalo de tempo considerado.
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FIGURA 106 — DESLOCAMENTOS TRANSIENTES DA MEMBRANA COM EXCITACAO
HARMONICA PARA AIG E PUAIG

A figura 106 mostra que as oscilagdes resultantes ficam discrepantes da so-
lucdo analitica em praticamente todo o dominio, gerando ainda uma notavel diferenca
de fase na PUAIG que é visivel a partir do segundo ciclo. Os erros acumulados destes
deslocamentos sdo mostrados na tabela 12. A analise no dominio da frequéncia é
mostrada através da figura 107, onde é possivel observar que, assim como no pro-
blema da barra com excitacao harménica, os modos dominantes de oscilagao sao os
proximos a frequéncia de excitagao (30rad/s). Efetua-se, portanto, uma nova analise
com a PUAIG utilizando novos niveis, com parametros [ correspondentes as frequén-
cias mais dominantes na andlise. Para este caso utiliza-se os parametros 5 com o
segundo, terceiro, quarto e quinto modo, totalizando 4 niveis de enriquecimento. Os
deslocamentos apresentados pela PUAIG adaptativa sdo mostrados na figura 108, em

comparagao com a solucao analitica.
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FIGURA 107 — ANALISE DOS DESLOCAMENTOS NO DOMINIO DA FREQUENCIA
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FIGURA 108 — DESLOCAMENTOS TRANSIENTES DA MEMBRANA COM EXCITAGAO
HARMONICA PARA A PUAIG COM ENRIQUECIMENTO ADAPTATIVO

Nota-se uma melhoria no campo de oscilagbes, que ficam muito proximos a
solucdo analitica. A figura 109 mostra a analise no dominio da frequéncia, onde os
espectros da PUAIG e da solucao analitica ficam muito proximos. O erro acumulado é
medido para as duas analises e comparado com os resultados obtidos para o MEFG
por Torii (2012), que utilizou um nivel de enriquecimento e malha 6 x 2. E possivel

observar que a PUAIG aprimorou consideravelmente os resultados através do proce-
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dimento adaptativo e apresenta erro acumulado inferior ao MEFG, com menor numero

de graus de liberdade.

80

— Sol. Analit
0 — PUAIG BS

Amplitude

m \/ \/
0 9.55 15.79 21.82 28.32 34.59 41.83

Frequéncia (rad/s)

FIGURA 109 — ANALISE DO DESLOCAMENTO DA PUAIG ADAPTATIVA NO DOMINIO DA
FREQUENCIA

TABELA 12 — ERROS ACUMULADOS PARA MEMBRANA SUBMETIDA A EXCITAGAO HARMONICA

AIG | PUAIG 3, = 7 | PUAIG Adap | MEFG!
12 gdl 28 gd| 76 gd| 204 gd|

0.039 0.081 0.0025 0.0044

! Torii (2012)
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8 CONCLUSAO

Este trabalho apresentou uma formulagéo enriquecida com a Andlise Isogeo-
métrica aplicada aos problemas da dindmica das estruturas, que consistiram em anali-
ses modais e transientes de elementos lineares unidimensionais e bidimensionais. As
formulacdes variacionais dos problemas dindmicos foram abordadas sob o contexto
do mapeamento CAD, caracteristico da AlG e os detalhes de implementacao da PU-
AlG foram apresentados. Sob o contexto de validacao do método, € possivel observar
que os resultados se aproximam das solucdes analiticas ou de referéncia para todos
0s problemas analisados, e possuem também estabilidade numérica, indicando que

os resultados melhoram para as variadas formas de refinamento apresentadas.

No caso do problema de barra é possivel observar uma alta acuracia da PU-
AlIG nas frequéncias de enriquecimento, sendo que os resultados melhoraram consi-
deravelmente para o refinamento h, sobressaindo-se as formas com enriquecimento
local. A PUAIG para os problemas de barra mostra-se eficiente com relacdo ao au-
mento no numero de niveis de enriquecimento, onde os resultados alcangam acura-
cias elevadas para toda a amostra de frequéncias. Ja com relagdo aos espectros de
erro das amostras totais, a PUAIG, assim como o MEFG apresentaram espectros me-
nos precisos quando comparados com a AlG, caracteristica ja observada por Cottrell
et al. (2006) e Rauen, Machado e Arndt (2017b), onde é neste trabalho reforcada. O
processo adaptativo para os problemas de barra mostrou-se muito preciso e altamente
competitivo com o MEFG, sendo que a PUAIG apresentou resultados melhores para
a barra unitaria e menos precisos para a barra heterogénea quando comparados com
o MEFG. O processo adaptativo para a andlise de vibragao forcada do elemento de
barra mostra-se muito eficiente, onde o enriquecimento com os modos dominantes de
fato melhoram significativamente o problema, visto que a transformada no dominio na

frequéncia aponta com precisdo quais modos podem ser utilizados como enriqueci-
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mento.

Uma desvantagem apresentada pela PUAIG, que também é observada nos
demais métodos enriquecidos, € o elevado numero de condicdo quando comparado
aos métodos puros. A solucao geralmente adotada para se contornar quaisquer resul-
tados indesejados ou espurios esta em aumentar o numero de digitos significativos em
toda a analise, o que afeta o tempo computacional de processamento. Neste trabalho
foram utilizados 32 digitos significativos, que foram suficientes para que nao houvesse
ocorréncia de modos espurios. Técnicas de estabilizacdo que estdo sendo testadas

no MEFG também poderao ser incorporadas no contexto da PUAIG.

Os experimentos da barra heterogénea e da trelica de sete barras indicam que
o efeito do mapeamento CAD é valido também nas parcelas enriquecidas, sendo que
um enriguecimento no espaco unitario pode ser mapeado para o espaco fisico, apri-
morando os resultados. O mapeamento das trelicas com a metodologia apresentada
neste trabalho foi realizado com éxito, levando a valores competitivos com o MEFG
e menores graus de liberdade. Na totalidade dos experimentos realizados, a PUAIG
obteve resultados mais precisos que a AlG pura, o0 que era esperado, e 0 que contribui
para a validagdo do método. Os resultados desenvolvidos para o elemento de viga de
Euler-Bernoulli em vibragao livre foram competitivos com o MEFG com relagédo ao au-
mento de niveis de enriquecimento, e alguns resultados de vibracao forcada perderam
em precisdo para o MEFG, mesmo que a PUAIG tenha aprimorado com sucesso 0s

resultados da AIG pura.

No problema do estado plano de tensdes observa-se que a PUAIG efetua um
aprimoramento nos resultados da AIG, contudo apresentou resultados inferiores do
que o MEFG em termos de acuracia para os problemas modais. Os procedimentos
adaptativos na analise transiente bidimensional obtiveram éxito, visto que melhoraram
0s erros acumulados das oscilagbes e suas derivadas temporais. O problema da onda
circular mostrou a capacidade da PUAIG em mapear expressdes analiticas também
para geometrias mais complexas, o0 que caracteriza um aspecto muito vantajoso desta

formulacgao.
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De maneira geral, através dos modelos testados, verificou-se que a PUAIG
apresentou vantagens relacionadas a acuracia e alta convergéncia, melhorando os
resultados da AIG e trazendo a vantagem de implementacgéo relacionada ao malha-
mento CAD. Neste trabalho ndo foram modelados problemas com geometrias mais
complexas do que os dominios circulares, bem como se¢des heterogéneas e vazadas,
principalmente para os casos bidimensionais. Para trabalhos futuros e aprimoramen-
tos da PUAIG, sugere-se a extensao deste método para mapeamentos complexos e
heterogéneos, bem como investigacdes mais detalhadas sobre os métodos adaptati-
vos para analise transiente. Para os problemas de vigas, a PUAIG pode ser aprimo-
rada no sentido de testar novas estratégias de enriquecimento no que tange outras

particbes da unidade, bem como outras fungdes enriquecedoras.

Este trabalho apresentou uma formulagéo enriquecida com a Analise Isogeo-
métrica aplicada aos problemas da dindmica das estruturas, que consistiram em anali-
ses modais e transientes de elementos lineares unidimensionais e bidimensionais. As
formulagbes variacionais dos problemas dinamicos foram abordadas sob o contexto
do mapeamento CAD, caracteristico da AlG e os detalhes de implementacédo da PU-
AIG foram apresentados. Sob o contexto de validacdo do método, é possivel observar
que os resultados se aproximam das solugcdes analiticas ou de referéncia para todos
0s problemas analisados, e possuem também estabilidade numérica, indicando que

os resultados melhoram para as variadas formas de refinamento apresentadas.

No caso do problema de barra é possivel observar uma alta acuracia da PU-
AlIG nas frequéncias de enriquecimento, sendo que os resultados melhoraram consi-
deravelmente para o refinamento h, sobressaindo-se as formas com enriquecimento
local. A PUAIG para os problemas de barra mostra-se eficiente com relagdo ao au-
mento no numero de niveis de enriquecimento, onde os resultados alcangam acura-
cias elevadas para toda a amostra de frequéncias. Ja com relacao aos espectros de
erro das amostras totais, a PUAIG, assim como o MEFG apresentaram espectros me-
nos precisos quando comparados com a AlG, caracteristica ja observada por Cottrell

et al. (2006) e Rauen, Machado e Arndt (2017b), onde é neste trabalho reforcada. O
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processo adaptativo para os problemas de barra mostrou-se muito preciso e altamente
competitivo com o MEFG, sendo que a PUAIG apresentou resultados melhores para
a barra unitaria e menos precisos para a barra heterogénea quando comparados com
o MEFG. O processo adaptativo para a andlise de vibracao forcada do elemento de
barra mostra-se muito eficiente, onde o enriquecimento com os modos dominantes de
fato melhoram significativamente o problema, visto que a transformada no dominio na
frequéncia aponta com precisdo quais modos podem ser utilizados como enriqueci-

mento.

Uma desvantagem apresentada pela PUAIG, que também é observada nos
demais métodos enriquecidos, € o elevado numero de condicdo quando comparado
aos métodos puros. A solucao geralmente adotada para se contornar quaisquer resul-
tados indesejados ou espurios esta em aumentar o niumero de digitos significativos em
toda a analise, o que afeta o tempo computacional de processamento. Neste trabalho
foram utilizados 32 digitos significativos, que foram suficientes para que nao houvesse
ocorréncia de modos espurios. Técnicas de estabilizacdo que estdo sendo testadas

no MEFG também poderao ser incorporadas no contexto da PUAIG.

Os experimentos da barra heterogénea e da trelica de sete barras indicam que
o efeito do mapeamento CAD é valido também nas parcelas enriquecidas, sendo que
um enriguecimento no espaco unitario pode ser mapeado para o espaco fisico, apri-
morando os resultados. O mapeamento das trelicas com a metodologia apresentada
neste trabalho foi realizado com éxito, levando a valores competitivos com o MEFG
e menores graus de liberdade. Na totalidade dos experimentos realizados, a PUAIG
obteve resultados mais precisos que a AlG pura, 0 que era esperado, e 0 que contribui
para a validagao do método. Os resultados desenvolvidos para o elemento de viga de
Euler-Bernoulli em vibragao livre foram competitivos com o MEFG com relacéo ao au-
mento de niveis de enriquecimento, e alguns resultados de vibracao forcada perderam
em precisao para o MEFG, mesmo que a PUAIG tenha aprimorado com sucesso 0s

resultados da AIG pura.

No problema do estado plano de tensdes observa-se que a PUAIG efetua um
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aprimoramento nos resultados da AlG, contudo apresentou resultados inferiores do
que o MEFG em termos de acuracia para os problemas modais. Os procedimentos
adaptativos na analise transiente bidimensional obtiveram éxito, visto que melhoraram
os erros acumulados das oscilagdes e suas derivadas temporais. O problema da onda
circular mostrou a capacidade da PUAIG em mapear expressdes analiticas também
para geometrias mais complexas, o que caracteriza um aspecto muito vantajoso desta

formulagao.

De maneira geral, através dos modelos testados, verificou-se que a PUAIG
apresentou vantagens relacionadas a acuracia e alta convergéncia, melhorando os
resultados da AIG e trazendo a vantagem de implementacao relacionada ao malha-
mento CAD. Neste trabalho ndo foram modelados problemas com geometrias mais
complexas do que os dominios circulares, bem como se¢des heterogéneas e vazadas,
principalmente para os casos bidimensionais. Para trabalhos futuros e aprimoramen-
tos da PUAIG, sugere-se a extensdo deste método para mapeamentos complexos e
heterogéneos, bem como investigacdes mais detalhadas sobre os métodos adaptati-
vos para analise transiente. Para os problemas de vigas, a PUAIG pode ser aprimo-
rada no sentido de testar novas estratégias de enriqguecimento no que tange outras

particdes da unidade, bem como outras fungdes enriquecedoras.
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ANEXO - EXEMPLOS ADICIONAIS

Este anexo apresenta exemplos adicionais da PUAIG, em comparacao com o
MEF, a AIG e o MEFG. Os resultados bem como as discussdes destes exemplos séo

apresentados nas secdes a seguir.
EXEMPLO 10 - BARRA HETEROGENEA

Nesta secdo sdo desenvolvidos os resultados para a barra heterogénea fixa
em uma extremidade, com variacdo abrupta de secdo e material, cujo esquema é
mostrado na figura 110. A solucdo analitica para este problema foi desenvolvida inici-

almente por Arndt (2009), dada por:

EyAikq cos(kiLy) cos(aki Ly) — aByAgky sin(ky L) sin(aky Ly) = 0, (196)

onde, £, A; e p; sdo respectivamente o modulo de elasticidade, a area da secao
transversal e a massa especifica da secao esquerda, e F,, A; e p, as propriedades

reciprocas para a secao direita. Os parametros «, k; € ks sd80 dados por:

a= ,/Zig:, (197)
P

R = W E, (198)
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Ko = Wy [ —. (199)

As frequéncias naturais de vibragdo sao obtidas pela equacao 196 através de
um algoritmo numeérico para obtengéo de raizes de equacdes nao lineares. Neste tra-
balho utiliza-se 0 método de Newton-Raphson com 50 iteracbes, que geraram erros
nulos para 16 digitos significativos. Os parametros de material utilizados nos expe-
rimentos sdo £, = IN/m? Ey = 2N/m?, L1 = Ly, = 1m, Ay = 1m?, Ay = 2m?,
p1 = 1kg/m?3 e py = 8kg/m3. A tabela 13 mostra os resultados analiticos para a barra

Heterogénea com os parametros de material considerados.
Material 2

Material 1} e
ME g

N
\\ \\\\

L, L,

FIGURA 110 — BARRA HETEROGENEA FIXA EM UMA EXTREMIDADE
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TABELA 13 — PRIMEIRAS 10 FREQUENCIAS DE VIBRAGAO ANALITICAS PARA A BARRA
HETEROGENEA

i | Frequéncia (rad/s)

—

0.23794112483
1.57079632679
2.90365152876
3.37953377842
4.71238898038
6.04524418235
6.52112643201
7.85398163397
9.18683683594
9.6627190856

© 00 N o o0 B~ N

—_
o

Os parametros de material no modelo numérico sao inseridos no espaco pa-
ramétrico, 0 que consiste uma interessante facilidade para a implementacéo de pro-
blemas que envolvem materiais heterogéneos. As fungbes de material sdo definidas

no espago paramétrico na forma:

1 para0<&<0.5
E(&) = A(§) = ; (200)
2 para05<¢<1

1 para0<¢<0.5
p(§) = : (201)
8 para0.5<¢<1

Refinamento h

Os modelos desenvolvidos na AIG e PUAIG para refinamento h da barra he-

terogénea consistem inicialmente em 2 elementos do tipo C°, sendo uma fungao B-
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Spline C° aplicada na interface entre os materiais. O refinamento é realizado de modo
que em cada grau, um novo elemento é inserido em cada lado da bi secgao, ou seja,
a cada grau de refinamento o acréscimo de elementos é duplicado. As fun¢des B-
Splines aplicadas possuem grau p = 2 e 0s enriquecimentos sdo realizados com pa-
rametro 5; = 7. As figuras 111 - 116 mostram os erros relativos para o refinamento h

em funcédo do numero de graus de liberdade do problema restringido.

10-2 1 Frequéncia

s
w 1078
°
o 1077
'-E —10 0]
O T er
101 AIG
Lo-| [E- PUAIG 1
@@ PUAIGL

10741 V- PUAIG Lin
@9 PUAIGBS | ¢

v
10-1 L 4 @
[|@ @ PUAIG Pol \. AW - ol
i}

0 10 20 40 50 60

Numero de gréus de liberdade

FIGURA 111 — ERRO RELATIVO DA 14 FREQUENCIA DE VIBRACAO DA BARRA HETEROGENEA
PARA REFINAMENTO H
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FIGURA 112 — ERRO RELATIVO DA 2* FREQUENCIA DE VIBRAGAO DA BARRA HETEROGENEA
PARA REFINAMENTO H
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FIGURA 113 — ERRO RELATIVO DA 3“4 FREQUENCIA DE VIBRACAO DA BARRA HETEROGENEA
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FIGURA 114 — ERRO RELATIVO DA 4* FREQUENCIA DE VIBRACAO DA BARRA HETEROGENEA

PARA REFINAMENTO H
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FIGURA 115 — ERRO RELATIVO DA 54 FREQUENCIA DE VIBRAGAO DA BARRA HETEROGENEA
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FIGURA 116 — ERRO RELATIVO DA 6* FREQUENCIA DE VIBRACAO DA BARRA HETEROGENEA
PARA REFINAMENTO H

Os resultados para a primeira frequéncia mostram que a PUAIG obteve valores
muito préximos da analitica com poucos graus de refinamento, sendo os mais precisos
obtidos pela PUAIG 1 e a PUAIG BS. Com o avango das frequéncias mais altas, as
formulacdes locais conseguem manter a convergéncia e a alta acuracia, ao ponto que

a PUAIG com enriquecimento global vai degenerando sua precisdo a ponto de perder
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ligeiramente para a propria AlG pura.

O espectro de frequéncia é também analisado e mostrado através da figura

117.

3.0

MEF

AlIG
PUAIG 1
PUAIG L
PUAIG Lin
PUAIG BS
PUAIG Pol

13l

D¢

Frequéncia normalizada (wy,/w)
(53

1. o e K ik Vol R U
() 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Numero do modo normalizado (i/N)

FIGURA 117 — ESPECTRO DE FREQUENCIAS DA BARRA HETEROGENEA PARA REFINAMENTO
H

Os espectros de frequéncia mostram que, diferente da barra homogénea, nao
houve regides de salto abrupto bem definidas, onde um avango gradativo no erro das
frequéncia € observado em praticamente todos os modelos. Novamente € possivel
observar um avango mais acentuado nas formas de enriquecimento locais onde o erro
ultrapassa a margem de 50% a partir de 80% da amostra na PUAIG Local. A AIG pura
obtém o espectro mais comportado, seguida do MEF e da PUAIG com enriquecimento

global.

Em termos de condicionamento matricial, as figuras 118 e 119 mostram os
nuameros de condicdo das matrizes de massa e rigidez, respectivamente. Os modelos
com enriguecimento local apresentam acentuado mal condicionamento, com numeros
préximos do patamar de 10?° para os graus mais elevados na matriz de massa. Os ou-
tros modelos apresentam niimeros de condigdo menores que 106, E também possivel
visualizar que o condicionamento da matriz de rigidez € menor do que a de massa em

aproximadamente 102.
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FIGURA 118 — NUMERO DE CONDICAO DA MATRIZ DE MASSA DA BARRA HETEROGENEA
PARA REFINAMENTO H
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FIGURA 119 — NUMERO DE CONDICAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ DA BARRA HETEROGENEA
PARA REFINAMENTO H

Niveis de Enriquecimento

A barra heterogénea também ¢é testada em fungédo do aumento no numero

de niveis de enriquecimento. Foram empregados neste caso os parametros g; = jr.
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De maneira analoga ao refinamento h, a barra é testada com 2 elementos e grau
polinomial p = 2. As figuras 120 - 123 mostram os erros relativos em funcao do
numero de graus de liberdade das 4 primeiras frequéncias, onde as formulagbes da

PUAIG sao comparadas entre si.
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FIGURA 120 — ERRO RELATIVO DA 14 FREQUENCIA DE VIBRAGAO DA BARRA HETEROGENEA
PARA NIVEIS DE ENRIQUECIMENTO
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FIGURA 121 — ERRO RELATIVO DA 24 FREQUENCIA DE VIBRACAO DA BARRA HETEROGENEA
PARA NIVEIS DE ENRIQUECIMENTO
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FIGURA 122 — ERRO RELATIVO DA 34 FREQUENCIA DE VIBRACAO DA BARRA HETEROGENEA
PARA NIVEIS DE ENRIQUECIMENTO
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FIGURA 123 — ERRO RELATIVO DA 44 FREQUENCIA DE VIBRACAO DA BARRA HETEROGENEA
PARA NIVEIS DE ENRIQUECIMENTO

As figuras 120 e 121 mostram uma convergéncia mais rapida da PUAIG 1

para o erro zero da maquina na precisao de 16 digitos significativos. Com o avanco

das frequéncias, a PUAIG Polinomial comega de obter ganhos maiores em termos

de precisdo e convergéncia ao ponto que as demais formulacdées perdem forca em

termos de preciséo.
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Os numeros de condigdo, mostrados nas figuras 124 e 125 mostram-se acen-
tuados em funcao do aumento de niveis de enriquecimento e ultrapassam a casa de
10'® para os niveis mais altos, com excecdo da PU Polinomial que mantém condici-
onamento mais baixo. Neste caso ambos condicionamentos, tanto de massa quanto

rigidez apresentam-se na mesma magnitude.
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FIGURA 124 — NUMERO DE CONDICAO DA MATRIZ DE MASSA DA BARRA HETEROGENEA
PARA NIVEIS DE ENRIQUECIMENTO
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FIGURA 125 — NUMERO DE CONDIGAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ DA BARRA HETEROGENEA
PARA NIVEIS DE ENRIQUECIMENTO



192

Refinamento Adaptativo

Para o refinamento adaptativo a PUAIG com PU B-Splines é comparada com
os resultados obtidos por Arndt, Machado e Scremin (2010) para o MEFG. Neste
exemplo a performance da PUAIG mostrou-se limitada, sendo competitivo com o
MEFG apenas a PUAIG com PU B-Splines e grau polinomial p = 5. As figuras 126 -
131 mostram os erros relativos no processo adaptativo da PUAIG para as 6 primeiras

frequéncias, em funcao do numero de iteragdes do processo adaptativo.

1¢ Frequéncia

" ¢ MEFG
4 PUAIG BS

Erro relativo
=

NUmero de iteragdes

FIGURA 126 — ERRO RELATIVO DA 14 FREQUENCIA DE VIBRAGAO DA BARRA HETEROGENEA
PARA REFINAMENTO ADAPTATIVO
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FIGURA 127 — ERRO RELATIVO DA 2* FREQUENCIA DE VIBRAGAO DA BARRA HETEROGENEA
PARA REFINAMENTO ADAPTATIVO
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FIGURA 128 — ERRO RELATIVO DA 3* FREQUENCIA DE VIBRACAO DA BARRA HETEROGENEA
PARA REFINAMENTO ADAPTATIVO
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FIGURA 129 — ERRO RELATIVO DA 4* FREQUENCIA DE VIBRAGCAO DA BARRA HETEROGENEA
PARA REFINAMENTO ADAPTATIVO
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FIGURA 130 — ERRO RELATIVO DA 54 FREQUENCIA DE VIBRACAO DA BARRA HETEROGENEA
PARA REFINAMENTO ADAPTATIVO



195

6 Frequéncia

¢ MEFG
9@ PUAIGBS

Erro relativo

4
SR 4

NUmero de iteragdes

FIGURA 131 — ERRO RELATIVO DA 6* FREQUENCIA DE VIBRACAO DA BARRA HETEROGENEA
PARA REFINAMENTO ADAPTATIVO

Na primeira frequéncia o refinamento adaptativo do MEFG ganha em termos
de acuracia da PUAIG, sendo que os resultados ficam proximos apenas a partir da
3 iteracdao. Nas duas primeiras frequéncias € possivel observar uma degeneracao
do resultado numérico da PUAIG entre a iteracdo 1 e 2. Contudo ao avangar para as
frequéncias mais altas a PUAIG mostra-se estavel e com convergéncia mais rapida a

valores préoximos da solucao analitica quando comparada com o MEFG.

EXEMPLO 11 - TRELIGCA DE 15 BARRAS

A trelica de 15 barras, cujas dimensdes e condi¢coes de apoio sdo mostradas
na figura 132, € modelada através da PUAIG com sistema de construcao analogo ao
da trelica de 7 barras. O esquema de construcéo e acoplamento utilizado é mostrado
em detalhes na figura 133. Os parametros de material da trelica de 15 barras sdo os
mesmos utilizados na treliga de 7 barras, no exemplo anterior. Os resultados das seis

primeiras frequéncias de vibragcado sdo mostrados atraves da tabela 14 para a PUAIG
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com PU B-Splines e adaptativa. Comparativamente utiliza-se o MEF p desenvolvido

por Cittadin (2017) e o MEFG adaptativo (ARNDT, 2009).

2m
2m 2m 2m
FIGURA 132 — TRELICA DE 15 BARRAS
B, B, B,
O Acoplamento
ELEMENTO1 g B B
2 /\3 4
B,= B, B, B, B,
+ =
B, B, B,
B,=B, 5 B B,
ELEMENTO 2
B, B,

FIGURA 133 - ESQUEMA DE ACOPLAMENTO PARA TRELICA DE 15 BARRAS COM A PUAIG

TABELA 14 — FREQUENCIAS NATURAIS DE VIBRAGAO PARA A TRELICA DE 15 BARRAS

i | MEFG Adap! | MEF p Grau 10?2 | PUAIG BS | PUAIG Adap.
162 gdI 149 gdI 88 gdl 88 gdl
w; (rad/s) w; (rad/s) w; (rad/s) w; (rad/s)
1 679.786383 679.786398 679.786383 679.786383

1139.200586
1581.771367
2408.911573
2600.405466

2813.617278

1139.200577
1581.771368
2408.911558
2600.405465

2813.617278

1139.200592
1581.771368
2408.911637
2600.405784

2813.617381

1139.200585
1581.771366
2408.911573
2600.405468

2813.617278

1 Arndt (2009)
2 Gittadin (2017)
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Os resultados da PUAIG adaptativa sdo melhores do que os apresentados
pela PUAIG BS, onde a PUAIG Adaptativa, com apenas 88 graus de liberdade, com-
pete muito bem com o MEFG adaptativo (162 graus de liberdade) e o MEF p (149
graus de liberdade), apresentando resultados idénticos ao MEFG em 3 frequéncias.
As frequéncias do segundo e terceiro modo séo ligeiramente mais precisas pela PU-
AIG Adaptativa. Contudo a PUAIG BS e adaptativa apresentam um numero muito me-
nor de graus de liberdade no problema da trelica de 15 barras, sendo, portanto mais

eficiente por apresentar resultados muito similares com menor esforgo computacional.

EXEMPLO 12 - BARRA SUBMETIDA A FORCA CONSTANTE

Neste exemplo, a barra com as mesmas propriedades do experimento anterior
€ submetida a uma forga constante, aplicada na extremidade livre, conforme a figura

64. Este problema possui solu¢ao analitica, dada por (NOWACKI, 1963):

o~ S (B507) (e (5]

o UG (B0 (2] e

= 25 [ (250 (o (2 25))] e

Neste exemplo a barra é dividida em dois elementos do tipo C°, com grau
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polinomial p = 2 e inicialmente um unico nivel de enriquecimento 3, = 7. O mé-
todo de Newmark é executado com tempo de analise ¢ = 20s e passo de tempo
At = 1.25 x 1073, As figuras 134, 135 e 136 mostram respectivamente o campo
de deslocamentos, velocidades e aceleracdes com modelos desenvolvidos pelo MEF,
a AIG e as versoes da PUAIG, em comparacao com a solugao analitica. O ponto de

analise é a extremidade livre a direita.
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FIGURA 134 — DESLOCAMENTOS TRANSIENTES PARA A BARRA SUBMETIDA A FORGA
CONSTANTE
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FIGURA 135 — VELOCIDADES PARA A BARRA SUBMETIDA A FORCA CONSTANTE
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FIGURA 136 — ACELERACOES PARA A BARRA SUBMETIDA A FORGCA CONSTANTE

E possivel observar que praticamente todas as formas da PUAIG se ade-

quam bem a solucdo analitica. Contudo as respostas de velocidades e aceleracoes

mostram-se instaveis, ocorrendo oscilagdes acentuadas em torno da solugao analitica.

A tabela 15 mostra os erros acumulados para deslocamentos, velocidades e acelera-

coes. Os resultados do MEFG foram obtidos por Debella (2018), com 4 elementos e 4

niveis de enriquecimento.

TABELA 15 — ERRO ACUMULADO PARA A BARRA SUBMETIDA A FORGA HARMONICA

AlIG | MEF | MEFG! | PUAIG BS | PUAIG Pol | PUAIG 1
20 gdl | 21 gdl | 69 gdI 12 gdl 12 gdl 10 gdl
ul| 0.19 0.29 0.036 0.029 0.027 3.67
v | 7.36 4.56 0.009 5.14 4.93 10.12
a| 362 176 0.604 1134 1245 170

! Debella (2018)

Os resultados mostrados na tabela 15 mostram que a PUAIG consegue ob-

ter melhores resultados que o MEFG, a AIG e o MEF no campo de deslocamen-

tos com menos graus de liberdade, o que caracteriza um aspecto vantajoso neste
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ponto. Contudo as velocidades e acelera¢des apresentadas pela PUAIG neste pro-
blema mostram-se mais instaveis do que os demais métodos testados. Os resultados
MEFG para aceleracdes e velocidades sao superiores a todos os métodos. O espec-
tro da oscilagdo é mostrado na figura 137 onde ha predominancia do primeiro modo e

pouca influéncia do segundo e terceiro modo.
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FIGURA 137 — FREQUENCIAS DOMINANTES NA BARRA SUBMETIDA A FORCA CONSTANTE

Com base na informagdo dos modos dominantes um novo modelo de PU-
AIG é testado com um enriquecimento correspondente aos 3 modos dominantes do
problema. As figuras 138, 139, 140 mostram os deslocamentos, velocidades e acele-

racoes da PUAIG com o enriquecimento adaptativo.
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FIGURA 138 — DESLOCAMENTOS TRANSIENTES PARA A BARRA SUBMETIDA A FORCA

CONSTANTE PARA A SEGUNDA ITERACAO
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FIGURA 139 — VELOCIDADES PARA A BARRA SUBMETIDA A FORCA CONSTANTE PARA A

SEGUNDA ITERAGAO
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FIGURA 140 — ACELERAGOES PARA A BARRA SUBMETIDA A FORGCA CONSTANTE PARA A
SEGUNDA ITERACAO

A figura 138 mostra uma atenuacéao no erro da PUAIG BS e PUAIG Polino-
mial, devido ao efeito da insercao de niveis de enriquecimento. Uma atenuacao nas
oscilacoes de velocidade e aceleracdo também é perceptivel, mesmo que haja uma
oscilagao acentuada em torno da solucao analitica nestes campos. A tabela 16 mostra
os erros acumulados para deslocamentos, velocidades e aceleragdes. Neste processo
adaptativo o aprimoramento no campo de velocidades e aceleracdes é mais notavel,
sendo que os deslocamentos obtiveram um ganho pequeno no erro. Novamente a PU-
AlG com PU Polinomial mostra-se a melhor formulagéo dentre das PUAIGs, contudo
os resultados para o MEFG para velocidades e aceleragdes neste problema mostram-

se superiores.



203

TABELA 16 — ERRO ACUMULADO PARA A BARRA SUBMETIDA A FORGA HARMONICA COM O

PROCESSO ADAPTATIVO
PUAIG BS | PUAIG Pol | PUAIG 1
28 gdl 28 gdl 18 gdI
u 0.03 0.019 3.66
v 5.32 2.09 9.97
a 408.9 104.92 153.2

EXEMPLO 13 - VIGA SIMPLESMENTE APOIADA SUBMETIDA A
CARREGAMENTO HARMONICO

Este experimento consiste em uma viga biapoiada, submetida a uma forca
harménica localizada no meio do vao, com esquema similar ao da figura 90, com a
forca f(t) = fosin(wt), onde w é a frequéncia de excitacdo da forga. Este problema

possui solugdo analitica, desenvolvida por KozieN (2013):

w2 Wh,

2f0 ! X |sin(wt) — ud sin(w,t) sin(@) sin(nmz), (205)
2

onde w, s@o as frequéncias naturais de vibracao da viga simplesmente apoiada, dada
pela equacdo 191. As expressdes para velocidades e aceleracées deste problema

s&o obtidas neste trabalho por:

2f0 Z ! [w cos(wt) — w cos(wpt)] sin(?) sin(nmzx), (206)

<'()2_(102
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i(x,t) = 2o Y L X [—w?sin(wt) 4+ wwy, sin(w,t)] Sin(?) sin(nmzx).  (207)

O modelo é executado com parametros £ = 2.1 x 10'*Pa, p = 7800kg/m?,
A = 0.001m? e frequéncia de excitacdo w = 60rad/s. O MEF é testado com 2 ele-
mentos cubicos de Hermite, a AIG com grau p = 2 e 8 fungbes B-Splines. A PUAIG é
inicialmente testada com grau p = 2 e um Unico elemento, com um nivel de enriqueci-
mento 5, = 7. Os resultados das oscilagées sao obtidos com o Método de Newmark,
com t = 2s e passo de tempo At = 1.25 x 10~*s. A figura 141 mostra o campo de

deslocamentos no ponto central, em comparag¢do com a solugao analitica.
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FIGURA 141 — DESLOCAMENTOS TRANSIENTES PARA A VIGA SUBMETIDA A FORCA
HARMONICA

Os resultados mostram que uma melhor aproximacédo da PUAIG a solucao
analitica do que a AlG, neste primeiro passo. A tabela 17 mostra os erros acumulados

para o campo de deslocamentos no intervalo considerado.
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TABELA 17 — ERRO ACUMULADO PARA A BARRA SUBMETIDA A FORGA HARMONICA

AlG | MEF | PUAIG BS | PUAIG Pol

7gdl | 7qgdl 6 gdl

6 gdl

0.0001 | 0.0003 | 0.00026

0.00049

Os resultados mostram erros menores para a PUAIG BS. A figura 142 mostra

o espectro de frequéncias da oscilacdo, sendo que

a correspondente ao primeiro modo e a propria fre

as frequéncias dominantes sédo

quéncia da fonte excitadora. O

experimento com a PUAIG é repetido com a inser¢do dos parametros 5, = 60rad/s

e By = 148rad/s. As figuras 143, 144 e 145 mostram os campos de deslocamentos,

velocidades e aceleracbes com a PUAIG adaptativa.
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FIGURA 142 — FREQUENCIAS DOMINANTES PARA A VIGA
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FIGURA 143 — DESLOCAMENTOS TRANSIENTES PARA A VIGA SUBMETIDA A FORCA
HARMONICA NA PUAIG ADAPTATIVA
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FIGURA 144 — VELOCIDADES PARA A VIGA SUBMETIDA A FORGA HARMONICA NA PUAIG
ADAPTATIVA
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FIGURA 145 — ACELERACOES PARA A VIGA SUBMETIDA A FORGA HARMONICA NA PUAIG
ADAPTATIVA

E possivel visualizar uma melhor adequacéo da PUAIG com a solugdo anali-

tica no periodo considerado. Os graficos de velocidades e aceleragcbes mostram uma

boa aproximacao a solucao analitica, em especial a PUAIG. Os erros mostrados na ta-

bela 18 confirmam a boa adequacéao da PUAIG com a metodologia de adaptatividade

considerada. Neste modelo a PUAIG Polinomial ganha ligeiramente da BS em termos

de deslocamento mas apresenta velocidades e aceleragbes com erros maiores, sendo

portanto a PUAIG BS mais vantajosa neste caso.

TABELA 18 — ERRO ACUMULADO PARA A BARRA SUBMETIDA A FORGA HARMONICA

MEF AlIG PUAIG BS | PUAIG Pol
7 gdl 7 gdl 10 gdl 10 gdlI
1x107* | 3x107*| 3.7x107* | 3.3x 1075
0.3 0.84 0.057 0.066
49 122 16 36
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EXEMPLO 14 - MEMBRANA CIRCULAR FIXA NAS EXTREMIDADES

A fim de testar o efeito do mapeamento da PUAIG em geometrias mais dis-
torcidas este experimento consiste em uma membrana perfeitamente circular ilustrada
através da figura 146, com raio R = 1m, fixa em toda sua borda externa. Este pro-

blema possui solucao analitica, dada por (TIMOSHENKO, 1937):

Wpn = a]’jé” ¢, (208)

onde «,,, € a n-ésima raiz ndo trivial da fungéo de Bessel de grau p, Réoraioe ca
velocidade da onda. Estas raizes das funcdes de Bessel sdo extraidas nesse trabalho
pelo pacote Scipy, da linguagem Python, que utiliza os algoritmos desenvolvidos por
Zhang e Jin (1996). A formagao da malha em AIG e PUAIG para este problema segue
o modelo inicial detalhado em Cottrell, Bazilevs e Hughes (2009), e esquemas de
refinamento para os pontos de controle dados por (PIEGL; TILLER, 1997). Utiliza-se
grau polinomial p = 2, com 4 elementos C° em ¢ e 2 elementos C° em 7. Para o
enriquecimento da PUAIG é utilizado 1 nivel de enriquecimento local com parametro
p1 = 7. A tabela 19 mostra as 20 primeiras frequéncias apresentadas pela AlG e

PUAIG com diferentes PUs, em comparacédo com a solucao analitica.

FIGURA 146 — MEMBRANA CIRCULAR FIXA NAS EXTREMIDADES



TABELA 19 — FREQUENCIAS NATURAIS DE VIBRACAO DA ONDA CIRCULAR

Sol. Analitica AlG PUAIG BS | PUAIG Lin
- 118 gd| 105 gd 121 gd|
2.40482556 | 2.40482548 | 2.40482556 | 2.40482556
3.83170597 | 3.83173364 | 3.83171069 | 3.8317112
51356223 | 5.13615635 | 5.13614281 | 5.1361075
552007811 | 5.52155709 | 5.52026101 | 5.52023081
6.3801619 | 6.38165941 | 6.38160252 | 6.38110851
7.01558667 | 7.01972339 | 7.01600688 | 7.01617744
7.58834243 | 7.61414412 | 7.61358846 | 7.60359942
8.41724414 | 8.44267922 | 8.44371184 | 8.4422314
8.65372791 | 8.68763322 | 8.65994957 | 8.65939001
8.77148382 | 8.86924425 | 8.86898142 | 8.83011209
9.76102313 | 9.5444248 | 9.54698439 | 9.52858346
9.93610952 | 9.9635505 | 9.96280233 | 9.9668218
10.17346814 | 10.10866298 | 10.11198463 | 10.11306397
11.06470949 | 11.20096201 | 11.01327406 | 11.04187921
11.08637002 | 11.52915039 | 11.20536013 | 11.15595182
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A tabela 19 mostra uma caracteristica vantajosa da PUAIG e uma importante
conclusao sobre 0 seu processo de mapeamento: como a primeira frequéncia dos
problemas com a PUAIG sé&o iguais a solucdo analitica, demonstra-se experimental-
mente que um mapeamento a partir de um dominio quadrado no espaco paramétrico
com uma fungéo de enriquecimento analitica leva para a solugéo analitica no espaco
fisico com 8 digitos significativos, mesmo este sendo uma geometria mais complexa.
E possivel observar que a segunda frequéncia também apresenta valores préximos
da solugdo analitica. A solu¢cdo comega de apresentar erros mais acentuados a partir

da 7* frequéncia onde estes erros comegam a se propagar no segundo digito decimal.



