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RESUMO

Sistemas quanticos integraveis unidimensionais, como redes de spin e gases quanti-
cos, sao bem descritos por uma superposicao finita de ondas planas, denominada Ansatz
de Bethe. Tais sistemas com muitas particulas compartilham a caracteristica de suas
interagoes serem fatoraveis em varias interacoes de dois corpos, possuirem simetria de
grupos de reflexao e serem formados, em sua maioria, por particulas de massas iguais. Os
sistemas com massas diferentes soliveis por Ansatz de Bethe encontrados na literatura
sao restritos a particulas impenetraveis para preservar a estrutura de grupo de reflexao.
Como essa justificativa nao é suficientemente explorada, desenvolvemos uma descricao
semiclassica para o sistema de duas particulas em uma caixa unidimensional (1D) para
entender melhor as restricoes a aplicabilidade do Ansatz de Bethe para massas diferentes.
Essa descrigao semiclassica consiste em construir uma fun¢ao de onda do tipo Ansatz de
Bethe estendida para razoes de massas v geradoras de conjuntos finitos de momentos nas
sucessivas colisoes cldssicas das particulas. Essa funcao de onda estendida foi aplicada
para o caso classicamente integravel v = 3 e foi observado que ela satisfaz as condicoes de
contorno apenas no limite de potencial infinito. Como isso nao foi suficiente para inferir se
esse caso é, ou nao, quanticamente integravel, propomos um modelo para calcular o genus
do bilhar correspondente (retangulo com parede permedvel em sua diagonal), que permi-
tiu mostrar que ele é pseudointegravel. Isso vale para todos os bilhares correspondentes
as demais razoes de massas 7 # 1. Com a expressao do genus, foi possivel representar
a funcao de onda do tipo Ansatz de Bethe como uma soma infinita de ondas planas no
limite do genus infinito, concordando com a Conjectura de Berry.

Palavras-chave: Ansatz de Bethe, Duas particulas, Bilhar.



ABSTRACT

One-dimensional integrable quantum systems, such as spin networks and quantum ga-
ses, are well described by a finite superposition of plane waves, the so-called Bethe Ansatz.
Such many-particle systems share a number of characteristics, such as: their interactions
being factorable into two-body interactions, displaying reflection symmetries, and, for the
most part, consisting of particles of equal masses. Systems with different masses found to
be soluble by the Bethe Ansatz are restricted to impenetrable particles, in order to pre-
serve the reflection group structure. The extent to which this requirement is necessary or
sufficient is not sufficiently explored, we developed a semiclassical description for the two-
particle system in one-dimensional box (1D) in order to better understand the restrictions
on the applicability of Bethe Ansatz for systems with different masses. This semiclassical
description consists in applying a wave function of the type Bethe Ansatz to mass ratios
~ that generate finite sets of momenta in the successive classical collisions of particles.
We find that this extended wave function, when applied to the classically integrable case
~v = 3, satisfies the boundary conditions only at the limit of infinite potential. As this
result is inconclusive with respect to the system’s quantum integrability, we proceeded
to calculate the genus of the corresponding billiards (rectangles with permeable diagonal
walls), which allowed us to demonstrate the system to be pseudointegrable. This is true
for all billiards corresponding to any v # 1 mass ratios. Using the genus expression, we
could write the Bethe Ansatz wave function as an infinite sum of plane waves in the limit
of infinite genus, in agreement with Berry Conjecture.

Keywords: Bethe Ansatz, Two particles, Billiard.
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Capitulo

Introducao

O desenvolvimento da Mecanica Quantica no inicio do século XX promoveu avancos no
entendimento de varios fenomenos fisicos onde a teoria cldssica falhou no aporte tedrico.
Um exemplo disso é o ferromagnetismo que, assim como o magnetismo, é um fenomeno
fisico essencialmente quantico, por ter a sua origem no spin do elétron e pela proibicao
de elétrons com o mesmo spin compartilharem o mesmo estado de energia (Principio de
Exclusao de Pauli). Isso significa que, se elétrons tiverem spin paralelos ou antiparalelos,
a sua localizacao no orbital atomico sera afetada, mudando a intensidade de interagao
eletrostatica entre eles e, por conseguinte, na diferenca de energia nos dois estados eletro-

nicos.

Um dos primeiros estudos sobre ferromagnetismo nesse contexto quantico foi realizado
por Hans A. Bethe (1906-2005) em 1931 [1], através de um modelo unidimensional (1D)
de metal, consistindo em um arranjo (ou cadeia) linear, finito, periédico e isotrépico de N
particulas de spin—%, fixamente posicionadas, que interagem apenas entre os seus vizinhos

! Para se determinar os autoestados e autovalores desse problema, H.

muito préximos
Bethe desenvolveu um método consistindo em se supor que a funcao de onda exata do
sistema seja uma superposicao finita de ondas planas. Isso faz sentido fisicamente, uma
vez que a interagao das particulas é apenas entre seus vizinhos proximos, de maneira que
a onda de spin (mégnon) entre elas se comporte como uma “particula livre”, que é bem
descrita quanticamente como uma onda plana. Este método foi posteriormente denomi-
nado de Ansatz de Bethe por C. N. Yang. Ansatz é uma palavra de origem germanica

significando suposicao, hipétese ou palpite. Entdao, o Ansatz de Bethe? é um palpite de

IEsse modelo é denominado de modelo de Heisenberg isotrépico ou modelo de Heisenberg XXX.

2Além disso, o Ansatz de Bethe é denominado, em inglés, como Coordinate Bethe Ansatz, cuja traducio
seria como Ansatz de Bethe em coordenadas ou coordenada. Essa diferenciacao de nomenclatura é
importante, pois hd uma versao para segunda quantizagao do Ansatz de Bethe original denominada de

10
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solugao a ser verificado posteriormente.

No entanto, esse problema poderia ser resolvido diagonalizando-se a matriz represen-
tando o hamiltoniano, como usualmente ¢ feito. Nesse sentido, qual teria sido a motivagao
de H. Bethe a propor o seu Ansatz para resolver o problema? O préprio H. Bethe nao
justificou claramente o motivo [2], mas M. Karbach e G. Muller explicam qualitativamente

o porqué em [3]. Esbocemos a explicacao deles.

Antes de se diagonalizar efetivamente o hamiltoniano, por razoes de eficiéncia compu-
tacional, é interessante expressa-lo como uma matriz em blocos (subespagos invariantes)
ao longo da sua diagonal principal. A base conveniente é aquela formada por N vetores
ortogonais representando spin up e spin down. Para o primeiro bloco, escolhe-se como
base desse subespaco o vetor cujos componentes® sao os N spin up, ou seja, esse subes-
paco é 1D e corresponde ao estado de referéncia ou fundamental do sistema. Para o bloco
seguinte, a base de vetores conveniente ¢ aquela onde componentes desses vetores tém um
tnico spin down, |j), em que j € {1,..., N}. Entdo, esse subespago tera dimensao N. Para

diagonaliza-lo, usa-se a simetria translacional do sistema, para obtermos vetores da base,

1
=75 ;e’ i), (1.1)

translacionalmente invariantes, em que k é o nimero de onda e ¢ é a unidade imaginaria.
Para os demais blocos, acrescenta-se, em cada um deles, um componente de spin down até
se exaurir os /N componentes. Entretanto, a simetria translacional, mesmo quando com-
binadas com as simetrias rotacional de spin e de reflexao na cadeia, nao é mais suficiente

para se diagonalizar completamente o hamiltoniano [3].

Lembrando-se que apenas particulas muito préximas interagem entre si, a Eq. (1.1)

pode ter sido o vislumbre que H. Bethe teve para propor a sua generalizacao [4, 5]

Wy =" > alis, . id)lins o), (1.2)

1<1<.<ir <N

em que |jq,...,jr) é um estado correspondente a r spin down,

ai, i) = Y Apexp [ 1) kpiji | |
=1

PeS,

Algebraic Bethe Ansatz. Nao trataremos dele aqui.

3Conforme o Grande Diciondrio da Lingua Portuguesa, de Antonio Houaiss, esse vocdbulo é um
substantivo masculino quando significa parte de um todo, apesar do uso frequente como substantivo
feminino por vérios autores.
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¢ uma superposicao finita de ondas planas, P ¢ um elemento do grupo de permutacao
S,, Ap é a amplitude das ondas planas e kp; é o numero de onda, que é essencialmente
o seu Ansatz. Com o auxilio da equacao de Schrodinger e as condig¢oes de contorno do
problema, determinam-se os coeficientes Ap e, por fim, os autovetores e autovalores exatos
do sistema. Como os spin vizinhos interagem entre si, as respectivas amplitudes Ap e Aps,
com P # P’ adquirem uma diferenca de fase devido ao espalhamento de ondas de spin,
analogo a um espalhamento de duas particulas. Isso significa, entao, que o Ansatz de
Bethe fatora um problema de muitos corpos interagentes em varios problemas de dois
corpos interagentes. Esse resultado pode ser considerado como a ideia basica para definir
integrabilidade quantica no presente contexto [5,6]. Para algumas definigbes mais gerais

de integrabilidade em Mecanica Quantica, considere as seguintes referéncias [7-9].

Perceba que o Ansatz de Bethe é, efetivamente, uma mudanca de base conveniente,
que conduz a diagonalizacao exata do problema. Os detalhes referentes aos calculos da

Eq. (1.2) podem ser encontrados nos livros de M. Gaudin [4,5] e M. Takahashi [10].

Apesar do Ansatz de Bethe na forma como fora publicado em [1] ndo ter uma fun-
damentacao rigorosa, ele tornou-se seminal, pois ofereceu um novo olhar na revisitagao
tanto de problemas com solugoes pouco acuradas, ou sem solucgoes, quanto na formula-
¢ao de novos problemas. Em vista disso, é comum em publicagoes sobre o tema que o
Ansatz de Bethe esteja adaptado de acordo com as particularidades do problema, mas
mantendo intacta a ideia original de alguma maneira, como as suas extensoes termodina-
mica e de segunda quantizacao. Ha também um esforco concomitante de fundamenté-lo
rigorosamente, como a identificacao da sua estrutura com Algebras de Lie [11] e Gru-
pos Quanticos [12,13]. A seguir, daremos um panorama dos problemas mais relevantes

abordados pelo Ansatz de Bethe.

Apés a sua publicagao em 1931, Lamek Hulthén (1909-1995) estudou a versao anti-
ferromagnética do modelo de Heisenberg em seu doutorado [14], no qual ele determinou,
via Ansatz de Bethe, a energia do estado fudamental por sitio de ocupacao de spin e os

nimeros de onda no limite de comprimento infinito dessa cadeia.

Em 1963, Elliot H. Lieb e Werner Liniger (1927-2017) usaram o Ansatz de Bethe para
encontrar a funcao de onda e os autovalores de energia exatos para um sistema de N
bosons sem spin, interagentes por um potencial repulsivo delta de Dirac, de intensidade
finita e confinadas em uma regiao 1D sujeita a condi¢oes de contorno periédicas [15,16]. Ao
contrario do modelo de Heisenberg, esse sistema é um arranjo de particulas em movimento,
que podem tanto ser transmitidas, quanto colididas elasticamente entre si. Esse sistema é

conhecido como modelo de Lieb-Liniger. Além disso, no limite termodinamico (nimero de
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particulas e extensao da regiao 1D infinitos, mas mantendo a densidade finita), esse modelo
recupera resultados previstos pela teoria pertubativa de Bogoliubov para intensidades
fracas de potencial de interacao. Esse resultado foi muito importante a época, pois se
careciam de modelos satisfatérios de muitas particulas para se entender, por exemplo,

gases e liquidos, constituidos por particulas interagentes por potenciais de dois corpos.

Em 1960, Marvin D. Girardeau (1930-2015) [17] mostrou que o espectro de autovalores
de energia para boésons interagentes sem spin coincide com o espectro de autovalores para
férmions sem spin nao interagentes a medida que se aumenta a intensidade de interagao
dos bodsons, pois eles tendem a evitar a ocupacao do mesmo estado quantico de energia
nessas circunstancias. Esse resultado se mantém valido também para o caso de bdsons e
férmions de spin—% impenetraveis [18]. Dualidade andloga foi demonstrada mais de 30 anos
depois em [19], no qual férmions fortemente (fracamente) interagentes correspondem a
bésons fracamente (fortemente) interagentes, enquanto J. B. McGuire resolveu o problema
semelhante para um gas formado por N — 1 férmions com spin up e um férmion com spin

down para interagao de contato repulsiva [20] e atrativa [21].

Percebendo que todos os problemas de muitos corpos até entao resolvidos por Ansatz
de Bethe sao espacialmente periddicos e as interagoes locais entre as particulas sao per-
mutacoes de spin ou de momento, Chen Ning Yang conseguiu reinterpretar esses modelos
como um problema matricial de autovalores, utilizando-se uma representacao irredutivel
do grupo de permutacao [22,23]. As colunas dessas matrizes correspondem a autovetores
antes e depois da interagao local das particulas; além disso, cada coluna é expressivel em
termos de qualquer outra coluna dessa matriz. Teremos, entao, uma sequéncia de matrizes
de espalhamento para relacionar esses dois autovetores, obtendo-se uma sequéncia tempo-
ral dessas interagoes. Isso mostra a fatoragao do problema de N corpos interagentes como
varios problemas de dois corpos, como esperado. As matrizes que conectam esses auto-
vetores satisfazem uma relacao conhecida atualmente como equagao de Yang-Baxter [24],
pois foi obtida também por Rodney J. Baxter [25,26] na determinagao da funcao partigdo
do modelo de 8-vértices®. Essa equacao mostra que o resultado final de um espalhamento
independe da sequéncia de colisoes ou transmissoes bindrias que o originou. Em [28], C.
N. Yang mostrou que a matriz de espalhamento para esse problema de N corpos é unitario

e simétrico, tanto para o caso de interacao repulsiva, quanto para a atrativa.

Com essa generalizacao, C. N. Yang e C. P. Yang desenvolveram uma descricao ter-

modinamica de equilibrio para o modelo de Lieb-Liniger [29], permitindo, através de uma

4Esse foi o primeiro modelo de rede bidimensional resolvido exatamente. A origem da equacio de Yang-
Baxter remonta da relagao tridngulo estrela mencionada no modelo Ising em 1944 por L. Onsanger [27].
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generalizagao da equacao de Fredholm, o calculo do espectro excitado de energia para
qualquer temperatura, inaugurando o que é denominado hoje de Ansatz de Bethe Termo-
dinamico. Além disso, foi possivel determinar, por exemplo, o espectro de energia de um
gas 1D com férmions e bésons misturados interagindo por potencial delta de Dirac [30,31]
e, recentemente, as fungoes correlacao de equilibrio e fora de equilibrio para o gas de
bésons 1D [32].

Michel Gaudin, em 1971, resolveu o problema de N bdsons interangindo por um
potencial delta de Dirac confinados em um intervalo I = [0, L] [33]. Excluindo a condicao
de contorno periddica, ele definiu as fun¢oes de onda do modelo de Lieb-Liniger como sendo
solugoes elementares, validas em todo o intervalo real. Em seguida, ele superpos todas
as funcoes de onda elementares e impos o anulamento da funcao de onda resultante na
extremidade 0 do intervalo [0, 00), obtendo uma solugao Ansatz de Bethe para a semirreta.
A condigao de anulamento imposta na extremidade em L do intervalo I conduz a solucao
Ansatz de Bethe para a caixa e a quantizacao sobre os momentos das particulas. Gaudin
percebeu também que a solucao Ansatz de Bethe para a reta real e a semirreta possuem
a simetria de um grupo de reflexao e mostrou que essa superposicao de ondas planas
é, na realidade, uma soma sobre elementos desse grupo. Desse modo, a superposicao
de elementos de um grupo de reflexao qualquer é uma solugao do tipo Ansatz de Bethe
estendida, mas, como apontado por M. Gaudin, seria dificil interpreta-la fisicamente. Essa
conclusao de Gaudin indica que apenas sistemas fisicos com alguma simetria de reflexao
atrelada a superposicao finita de ondas planas, implica na integrabilidade do sistema fisico,
como demonstrado por Bill Sutherland e Eugene Gutkin [34,35]. Entretanto, sistemas
fisicos integraveis nao implicam em uma solucao por Ansatz de Bethe, como é o caso do
Oscilador Harmonico Quantico e alguns sistemas com potenciais de interacao de longo
alcance® [11,36], ou mesmo o modelo de Rabi [9]. A relacio entre grupos de reflexao,
Ansatz de Bethe e integrabilidade também tem sido estendido para particulas interagindo
por potenciais de contato generalizados [37-39], em uma semirreta [40] e em pogos de

potenciais finitos com bésons [41] e férmions de spin-3 [42].

A fim de confirmar previsoes tedricas dos modelos por Ansatz de Bethe, realizagoes
experimentais foram possiveis apenas apos o desenvolvimento de técnicas que levaram a
reprodugao experimental dos Condensados de Bose-Einstein em 1995 [43]. Mais especifi-
camente, para se reproduzir um gas de Bose 1D, cria-se um gés atomico ultrafrio, cujas
particulas interagem por um potencial de curto alcance, através de um aprisionamento

6ptico tridimensional. Ajustando-se devidamente esse aprisionamento por ressonancia, é

5Apesar de serem de longo alcance, decaem rapidamente para distancias crescentes [24].
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possivel “congelar” o movimento das particulas apenas em duas dire¢oes (radial), reprodu-
zindo, assim, um gas de bdsons confinado em uma caixa 1D (diregao axial) [44-46]. Dois
casos limites puderam ser confirmados: no acoplamento fraco, os bésons interagem fraca-
mente entre si, comportando-se semelhantemente a um condensado de Bose-Einstein [47]
(quase-Condensado de Bose-Einstein); e no acoplamento forte (gas de Tonks-Girardeau),
os bosons interagem quase como particulas rigidas, comportando-se como férmions pouco
interagentes [48]. Além disso, foi observado acordo satisfatério entre os resultados expe-

rimentais e as expansoes assintéticas nesses dois tipos de acoplamentos [44].

Para citar mais alguns exemplos sobre o uso do Ansatz de Bethe em problemas de
muitos corpos, temos a cadeia de spin anisotrépica [49-51], aprofundando o entendimento
do ferromagnetismo, o modelo de Hubbard [52-55], que descreve a correlagao de elétrons
fortemente interagentes e o modelo BCS (Bardeen-Cooper-Schrieffer), que descreve pro-

priedades supercondutoras [56,57].

Os sistemas fisicos resolviveis por Ansatz de Bethe mencionados até aqui comparti-
lham o fato de serem formados, em geral, por particulas indistinguiveis (mesma massa e
mesmo spin). Apenas para alguns casos especiais de particulas impenetraveis com massas
diferentes que o Ansatz de Bethe é aplicavel [58-60], pois essa restri¢ao preserva a simetria
de reflexao nas interacoes. Uma maneira para se entender as restricoes de aplicabilidade
do Ansatz de Bethe seria em termos semiclassicos, mas nao foi encontrada uma teoria
geral para isso no estudo bibliografico pertinente a esse trabalho. Note que esse método,
expresso pela Eq. (1.2), esta relacionado com processos de espalhamento de miiltiplas par-
ticulas, inclusive tunelamento, mas sem nenhuma associacao com fenémenos puramente
classicos. Mas isso nao significa que analises semicldssicas em tal contexto nao possam
ser feitas, como comprovam diferentes trabalhos abordando sistemas especificos [61-64].
Isto posto, torna-se relevante uma abordagem semiclassica que expusesse as limitagoes do

método.

Em vista disso, a motivacao desta tese é compreender mais profundamente as restri-
¢oes da aplicabilidade do Ansatz de Bethe em sistemas formados por particulas de massas
diferentes e, consequentemente, também a integrabilidade em sistemas quanticos. Para
tanto, escolhemos o sistema de duas particulas de massas diferentes, interagindo por um
potencial delta de Dirac em uma caixa 1D. Esse sistema é interessante para o nosso ob-
jetivo porque, classicamente, ele gera uma quantidade finita de momentos para certos
valores de razao de massas das particulas [65,66] e, a associagdo de cada par de momen-
tos a uma onda plana, possibilita-nos construir uma funcao de onda do tipo Ansatz de

Bethe estendida. Aqui estendida significa que temos uma regra extra para selecionar os
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componentes da expansao em ondas planas. Esses componentes devem ser selecionados
seguindo certas simetrias que aparecem no sistema classico. Portanto, por construcao,
temos um Ansatz de Bethe incorporando explicitamente ideias comuns de aproximacoes
semiclassicas, o que nos permite, enfim, fazer uma interpretacao semiclassica dos resul-
tados obtidos. Para investigar a compatibilidade da funcao de onda estendida com as

condicoes de contorno do nosso sistema, estendemos a metodologia usada no modelo de

Gaudin [33].

Vale citar também que sistemas fisicos 1D com N particulas confinadas, com intera-
coes como aquelas consideradas por Gaudin, sao interessantes por serem equivalentes a
um sistema /N dimensional confinando uma tnica particula, ou seja, um bilhar. Assim,
a solucao de um problema 1D leva a solucao de um problema N dimensional. No caso
particular de duas particulas impenetraveis quaisquer, confinadas e interagindo elastica-
mente entre si, o bilhar correspondente é um triangulo retangulo [67]. Agora, se essas
duas particulas puderem tunelar entre si, o bilhar correspondente ¢ um retangulo com
uma parede diagonal permeavel. Essa equivaléncia é discutida no Capitulo 3 e norteara a
abordagem do nosso problema. Esse ponto de vista tem a vantagem de se usar varias fer-
ramentas normalmente consideradas para se discutir a correspondéncia classica-quantica
entre bilhares, de acordo com o Ansatz de Bethe em sua forma original, mas discutindo

aqui os problemas surgidos quando consideramos sistemas de massas distintas.

A tese esta organizada da seguinte maneira:

e No Capitulo 2, comecamos abordando bilhares poligonais classicos e quanticos para
uma discussao apropriada de integrabilidade classica e como definir adequadamente inte-
grabilidade quantica. Em seguida, explicamos o Ansatz de Bethe através do modelo de
Lieb-Liniger por ser mais simples que o modelo de Heisenberg e também por ser a base
para o modelo de M. Gaudin, explicado subsequentemente.

e No Capitulo 3, apresentamos a descricao classica geral de como sao gerados os momen-
tos pelas duas particulas interagindo elasticamente na caixa 1D [66]. Essa informagao é
essencial na construcao da funcao de onda na versao quantica do sistema. Os resultados
obtidos neste trabalho encontram-se nos capitulos 4 e 5.

e No Capitulo 4, resolvemos a equacao de Schrédinger conforme a separabilidade do
problema de dois corpos, obtendo-se uma solucao base para compor a funcao de onda es-
tendida do tipo Ansatz de Bethe. Analisamos, entao, dois casos classicamente integraveis
quando as particulas tém razoes de massas v =1 e v = 3, e um caso classicamente pseu-

dointegravel, v = gi O caso v = 1 serve para verificar a consisténcia da nossa anélise

com resultados ja conhecidos [33]. O segundo caso, embora classicamente integravel, nao
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admite uma funcao de onda do tipo Ansatz de Bethe, pois nao é possivel satisfazer as
condigoes de contorno do sistema, exceto no limite de particulas impenetraveis. Usando a
reflexdo do dominio da fungao de onda, obtemos um bilhar pipa (kite), que é um contra-
exemplo da suficiéncia da simetria de reflexao para se ter uma solucao do tipo Ansatz de
Bethe. J4 o terceiro caso é previsivel que nao haja uma solucao por Ansatz de Bethe, pois
o bilhar triangular, que forma o bilhar retangular com parede permeavel em sua diagonal,
nem mesmo € integravel nas acepcoes cldssica e quantica. Assim, a aplicacao da funcao
de onda estendida mostra inconsisténcias com as condicoes de contorno semelhantes ao
caso v = 3. Além disso, mostramos que nao é possivel obter analiticamente uma condigao
de quantizacao para bilhares pseudointegraveis como esse.

e No Capitulo 5, mostramos a auséncia de espalhamento difrativo para cunhas de angulos
de abertura com numerador igual a um, que ¢ uma das condigoes para que o sistema
seja quanticamente integravel. Em seguida, simplificamos a equacao para o cédlculo do
genus para bilhares triangulo retangulo, explicitando que as propriedades dinamicas e
topologicas dependem fundamentalmente de apenas um dos seus angulos internos agu-
dos. Consequentemente, isso estabelece uma hierarquia de complexidade na expansao da
funcao de onda estendida em termos do valor do genus. E, por fim, apresentamos um
modelo inspirado nas ideias de P. J. Richens e M. V. Berry em [68] para determinar o
genus de bilhares quanticos com parede permeavel, que explica o insucesso do caso v = 3
de admitir uma solucao do tipo Ansatz de Bethe. Esse resultado é inédito na literatura,
sendo uma das principais contribuicoes desta tese.

e Finalmente, no Capitulo 6 tecemos as consideracoes finais da presente tese.



Capitulo

Conceltos Basicos

2.1 Bilhares

Bilhar é um sistema dinamico formado por uma regiao geométrica euclidiana fechada,
que confina uma tnica particula em movimento uniforme até ser refletida pela fronteira

geométrica.

A ideia de bilhar teve papel fundamental na investigacao da Hipétese Ergédica' para
o gas de Lorentz, no qual elétrons nao interagentes entre si colidem repetidamente com
ntcleos atomicos (veja a Fig. 2.1(a)). Em vista disso, como os elétrons sdo muito menores
que esses nucleos, Yakov G. Sinai propos o modelo de um bilhar quadrado com uma regiao
circular removido do seu centro; na regiao interna do quadrado e externa a circunferéncia,
uma Unica particula realiza um movimento uniforme até ser refletida nas fronteiras geo-
métricas. A regiao circular representa um ntcleo atomico e a particula, o elétron (veja a
Fig. 2.1(b)). Sinai mostrou que esse bilhar ¢ ergddico [69,70] e, consequentemente, o gas

de elétrons também.

Os bilhares tém sido modelos simples e eficientes no estudo de ergocidade, integrabi-
lidade, caos [71,72], limite cldssico-quantico [68], aprisionamento atomico [73], retificagao
de condutancia térmica em materiais [74], efeito da geometria de bilhares semicondutores

sobre a magnetoresisténcia [75], etc.

A definicao de bilhar mencionada inicialmente, por conta de sua simplicidade, é pre-

ferida em estudos com teor mais abstrato e é a usual. Além disso, ela tem o intuito de

!Essencialmente, a Hipdtese Ergédica afirma que todos os pontos acessiveis do espaco de fase sao
acessados pela dinamica do sistema no limite do tempo infinito, de tal maneira que o valor médio de uma
grandeza fisica qualquer seja igual ao valor médio temporal dessa mesma grandeza.

18
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(a) (b)

Figura 2.1: (a) Géas de Lorentz: um elétron colide sucessivamente com os nticleos atomicos.
(b) Bilhar de Sinai: as sucessivas colisoes do elétron podem ser representadas em um
bilhar.

simplificar a analise de um sistema de muitos corpos em uma dimensao para um problema
de um corpo em uma regiao geométrica multidimensional (pois, em principio, é mais facil
tratar um sistema com uma tnica particula), de modo que a sua forma geométrica cor-
responda a natureza do potencial de interagao das particulas. No entanto, encontram-se
na literatura outras defini¢oes diferentes de bilhares, podendo ser de geometria nao eu-
clidiana (bilhar de Hadamard?* [76], o bilhar de Artin [77]), ser aberto [78-80], ter mais
de uma particula [81-84], ter obstdculos, barreiras [85-87] e barreiras permedveis [88],
com reflexdes nao especulares [89] e relativisticos [90-92]. Esses exemplos mostram que o
estudo de bilhares é uma area de pesquisa em pleno desenvolvimento. A menos de mencao

explicita, nos restringimos a definicao usual de bilhar.

Agora, tratemos a respeito de bilhares no contexto da Mecanica Classica. Como
mencionamos, bilhares sao modelos usados no estudo do comportamento dinamico de re-
gularidade e caos e podem ser classificados em trés tipos basicos [93]:

Bilhares hiperbdlicos: caracterizados pela dispersao exponencial de 6rbitas vizinhas e,
por isso, apresentam expoente de Lyapunov positivo [71]. Esse é o caso do Bilhar de Sinai
e o Bilhar de Bunimovich ou Estadio;

Bilhares elipticos: caracterizados por (quase) nao haver dispersao de érbitas vizinhas
(dispersoes de o6rbitas, quando houver, é mais lenta que uma dispersao polinomial). Bi-

lhares elipticos é um exemplo;

20 primeiro a ser provado que é cadtico, em 1898.
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Bilhares parabdlicos: caracterizados por apresentar uma dispersao polinomial de orbi-
tas vizinhas, pois sua origem se deve essencialmente a presenca de vértices. Desse modo,

o seu expoente de Lyapunov também é nulo. Como exemplo, temos os bilhares poligonais.

Como o nosso sistema de interesse aqui esté relacionado a um bilhar triangulo retan-

gulo, nos limitemos apenas aos bilhares poligonais.

2.1.1 Bilhares Poligonais Classicos

Um bilhar poligonal de h lados consiste de uma tunica particula confinada em uma
regiao poligonal plana, movendo-se com velocidade constante até ela colidir elasticamente
em um dos seus lados. Como a colisao é perfeitamente elastica, a reflexdo é especular, de

maneira que a velocidade refletida v/ em funcao da velocidade incidente v é
vi=v —2(v-n)n, (2.1)

em que n € o vetor unitario perpendicular em relagao ao lado de incidéncia da particula. A
reflexao especular, sendo uma consequéncia da conservagao da energia, preserva o volume
do espaco de fase; isso nao ocorre mais se a reflexao nao for mais especular em nenhum

sistema de coordenadas®, levando o bilhar poligonal a exibir uma dindmica hiperbélica [89)].

Uma vez garantido que a energia é conservada, temos uma constante de movimento.
Como bilhares poligonais nao apresentam instabilidade exponencial em sua dinamica,
pode-se pensar que sempre serao integraveis, mas esse nao ¢ o caso. Recordemos, antes, a
defini¢ao de integrabilidade, segundo Arnold-Liouville (veja o Apéndice A para detalhes

sobre integrabilidade em sistemas cléssicos).

Integrabilidade Classica (Liouville-Arnold): Um sistema classico dado por um
hamiltoniano® H(q, p), com f graus de liberdade, sera integrdvel se houver f constantes

de movimento Cj(q, p)° tal que:

3Essa ressalva é importante, pois o espaco de configuracdo do sistema de duas particulas cldssicas na
caixa 1D pode ser interpretado como um bilhar triangulo retangulo isésceles nas coordenadas ¢; e g2 das
particulas na caixa 1D. Nessas coordenadas, a reflexao especular na hipotenusa ocorre apenas para massas
iguais, sendo necessario uma mudanca conveniente de coordenadas para recuperar a reflexao especular
na hipotenusa para quaisquer massas (veja o Apéndice D).

4% (q,p) é um funcional, ou seja, uma funcao que associa elementos de um espaco vetorial de fungoes
a um corpo de escalares, usualmente de nimeros reais. Como funcional é um substantivo masculino,
nos referimos a H(q,p) como hamiltoniano. Essa nomenclatura é preferida aqui por se manter a mesma
nas referéncias a sua versao quantica de operador, um substantivo masculino: o operador hamiltoniano.
Outros autores pressupoe o termo “fungao”, um substantivo feminino para H(q, p), justificando o uso do
termo hamiltoniana [94].

Conforme [95], estd implicito que as constantes de movimento de C;(q, p) devem ser univaloradas, ou
univocas, para se garantir a integrabilidade do sistema.
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1. para todo 0 < ¢ < f, {Ci(q,p),H(q,p)} = 0, em que {,} sdo os parénteses de

Poisson;

2. paratodo 0 <1 < f,0<j < f,i# j,{Ci(q,p),C;(¢g,p)} = 0, ou seja, as constantes

de movimento estao em involugao;

3. para todo 0 < i < f, VC;(q,p) sao linearmente independentes.

Como consequéncia, as érbitas do sistema permanecerao confinadas em um toro [94].
Toro é um espaco topoldgico gerado pelo produto cartesiano finito de circunferéncias. Em
particular, no caso de duas circunferéncias, o toro tem a aparéncia de uma camara de

pneu.

Um conceito topologico importante em sistemas dinamicos é o genus, ou género em
portugues. O genus de uma superficie é o nimero maximo de cortes ao longo de uma curva
fechada simples, sem intersecgao, que nao divide a superficie [96,97]. Intuitivamente, o
genus é o nimero de “buracos” dessa superficie®. Assim, como a esfera nao tem “buraco”,
seu genus é zero; o toro tem um “buraco”, entao o seu genus € igual a um; um bitoro ou

2-toro (dois toros colados) tem dois “buracos”, entao o seu genus é dois, etc.

Para o caso particular de bilhares poligonais, o genus é determinado pela natureza

dos seus angulos internos, conforme a seguinte classificagao:

e Bilhares irracionais: possuem, ao menos, um angulo interno que nao é multiplo
racional de 7, ou seja 0; # mn#f Nesse caso, ha apenas uma constante de movi-
mento, a energia total do sistema, e as érbitas nao estao limitadas topologicamente
a um toro. Ferran Valdez demonstrou que bilhares poligonais irracionais tem ge-
nus infinito, com uma superficie invariante constituido por infinitos toros [98], como
pode-se observar na Fig. 2.2 (devido a sua aparéncia, essa superficie recebeu o nome

de “Monstro do Lago Ness”).

e Bilhares racionais: todos os seus angulos internos sao multiplos racionais de 7, ou
. m ;7 ~ . . . . 7 ,
seja 0; = == (m; e n; sdo inteiros positivos coprimos’); nesse caso, hd apenas duas
J
constantes de movimento: a energia total do sistema e a quantidade C(z,y, ps, py),

que depende do angulo de incidéncia nos lados do poligono [93,99,100]. No entanto,

6Essa ideia de buracos em uma superficie para o genus é restrito a superficies orientdveis, que sdo
aquelas que preservam a orientacao de um dado vetor sobre a superficie em uma volta completa. A esfera
e o toro é um exemplo de superficie orientavel, enquanto que a faixa de Mobius e a garrafa de Klein sao
superficies nao orientaveis.

"Coprimos sdo nimeros inteiros primos entre si.
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: “@“ﬁﬁﬁ:‘

Figura 2.2: “Monstro do Lago Ness”: superficie invariante para bilhares poligonais irraci-
onais.

isso ainda nao conduz a integrabilidade, pois os parénteses de Poisson entre o ha-
miltoniano e essa constante de movimento sao nulos apenas quando m; = 1. Para
m; > 1, a constante de movimento exibe singularidades nos vértices, gerando pontos
de sela na superficie topologicamente invariante [93,101], e 0 genus mantém um va-
lor finito maior que um. Tais bilhares sao definidos como pseudointegraveis [68,93],
pois ainda preservam a regularidade dindmica de um bilhar integravel®. O valor
do genus pode ser calculado para cada bilhar em fun¢ao dos seus angulos internos
por meio do Método de Desdobramento de Superficies, ou unfolding, a ser expli-

cado na préxima subsecao (o unfolding também é denominado de Construcao de
Zemlyakov-Katok [102,103]).

Assim, as caracteristicas geométricas dos bilhares poligonais permitem inferir a res-

peito da integrabilidade do sistema, sem apelo direto as equagoes de movimento.

2.1.2 O Método Unfolding

O unfolding é um método topoldgico para gerar superficies topologicamente invarian-
tes, permitindo, assim, o célculo do genus correspondente. No caso de bilhares racionais,
as sucessivas colisoes da particula com as paredes geram um numero finito de diregoes
possiveis, pois o numero de reflexoes também ¢ finito, e cada colisao é uma reflexao por
um certo angulo, como mostra a Eq. (2.1). Entao, podemos interpretar a colisao como a
geragao de um elemento do Grupo Diedral (veja Apéndice B). Esse grupo tem 2\ ele-
mentos, em que N é o minimo multiplo comum dos denominadores dos angulos internos
do bilhar poligonal. Assim, a superficie invariante é formada pela sucessao de reflexoes
do bilhar poligonal em vez da trajetéria da particula, de tal maneira a se ter um poligono
regular inscrito. Esse poligono define uma superficie topologicamente invariante S, com

seus lados opostos identificados como sendo os mesmos. Essa identificacao, entao, permite

8114 também os bilhares quase-integriveis, que sao bilhares racionais, cujos lados sio comensuraveis
[93].
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(@ (b)

A=D B=C

Figura 2.3: Unfolding para um bilhar quadrado. A presenga da circunferéncia pontilhada
¢ apenas para se ter uma referéncia visual. (a) Bilhar quadrado mostrando quatro colisées
com as paredes do bilhar. (b) Representacdo do desdobramento das cépias do quadrado.
Note na terceira colisdo que a cépia do quadrado sai da inscrigdo da circunferéncia. (c)
O quadrado, entao, é transladado a fim de se manter inscrito na circunferéncia. (d) A
superficie invariante resultante é um quadrado maior, na qual os pares de lados AB e DC
sao identificados, assim como os pares de lados AD e BC. Logo, topologicamente, essa
superficie invariante é a representacao plana de um toro. (e) A unido dos pontos D em A
e C em B gera uma superficie cilindrica; (f) e a uniao do ponto A em B forma o toro.

a colagem desses lados, formando uma superficie com um certo nimero de buracos.

A Fig. 2.3 ilustra o unfolding para um bilhar quadrado. Nesse caso particular,
coincidentemente, a superficie S é também um quadrado, com lados paralelos idénticos.
Colando-se esses lados, obtemos um toro [104]. Consequentemente, a dinamica gerada
por esse bilhar é integravel. Note na Fig. 2.3(d) que os lados paralelos tém setas para

indicar que possuem a mesma orientacao’, que devem ser mantidas na construcao do toro

9Caso os lados, ou segmentos de reta, AD e BC fossem de orientacdo contréria, essa superficie nao
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(a) (b) (©)

Ponto de sela

Figura 2.4: (a) Unfolding para um bilhar triangulo retangulo com angulos § e %”. (b)

A superficie invariante S é um octégono contendo algumas trajetérias cldssicas. (c) O
bitoro, correspondente ao octégono, apresenta um ponto de sela entre os dois toros, ge-
rando instabilidade nas trajetorias e, consequentemente, levando a pseudointegrabilidade
caracteristica de bilhares racionais com ¢(S) > 1.

(veja as Figs. 2.3(e) e (f)).

Ja a Fig. 2.4 ilustra o unfolding para um bilhar triangulo retangulo com angulos

internos 3 e ‘%r, que gera um bitoro. Nesse caso, aparece um ponto de sela na regiao de
uniao dos dois toros, Fig. 2.4(c), uma regiao de instabilidade das trajetdrias classicas,
na qual podem passar de um toro para o outro. A Fig. 2.5 mostra a correspondéncia
da representacao plana da superficie invariante (octégono) e o bitoro, com a identificagao
dos lados opostos (veja a Fig. 2.5(a)); os vértices originam singularidades conicas (veja
as Figs. 2.5(b) e (f)), de tal maneira que, em suas vizinhangas, a superficie de Riemann
é da forma f(Z) = Z '"%, em que Z ¢é uma variavel complexa e m; é o numerador dos
angulos internos do bilhar [93]. Como os lados opostos sao idénticos, os vértices se unem,
originando um tnico ponto, denominado ponto de sela (veja as Figs. 2.5(c) e (e)), que é

a caracteristica local das singularidades conicas [105].

As singularidades conicas estao associadas a um angulo conico multiplo inteiro de 27:
27m;. Assim, no bilhar da Fig. 2.4(a), em que o tinico numerador maior que um é aquele

igual a trés, segue-se que o angulo conico é 67. Agora, para triangulos retangulos com

angulos agudos iguais a 7, 7 (triangulo retangulo isdsceles) e %, & (triangulo hemiequi-
ldtero!?), respectivamente, todos os numeradores sao iguais a um; entao, o angulo conico
é 2, as singularidades representadas pelos vértices sao removiveis [106] e, por isso, nao
ha ponto de sela, indicando que esses bilhares devem ser integraveis. De fato, aplicando
o unfolding para o bilhar triangulo retangulo isésceles, a superficie invariante S é um

quadrado, semelhante ao da Fig. 2.3, que é topologicamente equivalente a um toro e,

seria mais um toro, mas sim uma garrafa de Klein [104].
19A denominacdo hemiequildtero se refere ao fato de ser a metade de um triAngulo equildtero.
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(a) (b) (c)

(H)

s

Figura 2.5: (a) Superficie invariante para o bilhar triangulo retangulo com angulos § e

3%, identificando-se com uma mesma cor e letra os lados a serem colados. (b) Os pontos

nos vértices representam as singularidades conicas da superficie invariante. (c) Como
consequencia da identificacao dos lados opostos do octdégono, os seis vértices correspondem
a um unico ponto no bitoro: o ponto de sela. (d) Separatrizes, em vermelho, representadas
na superficie invariante. (e) Separatrizes, em vermelho, representadas no bitoro. (f)
Representacao do angulo conico de 67 associado ao octégono (consulte [105] para uma
ilustracao alternativa).

portanto, é integravel. O unfolding aplicado ao bilhar triangulo hemiequildtero gera uma
superficie S hexagonal, que também é a representacao plana de um toro, como ilustrado

na Fig. 2.6.

Pode-se interpretar essa situacao também pela perspectiva da superficie de Riemann
f(2)=2 "‘%7 que é uma funcao complexa plurivoca, ou multivalorada, para todo inteiro
m; > 1. Esse inteiro representa o nimero de ramificagoes da solugao de f(Z2) e, a cada uma
delas, estd associado um plano, ou uma superficie menor, denominada de folha [107,108]
(a Fig. 2.7 mostra dois casos particulares). O ponto de ramificagdo é em Z = 0. Assim,
para o bilhar da Fig. 2.4(a), vimos que m; = 3, o que significa que a superficie de Riemann
f(Z) = Z3 tem trés folhas (veja a Fig. 2.7(b)), cada qual correspondendo a uma possivel

direcao que a trajetoria classica pode ter no bitoro na vizinhanca do ponto de sela. Para
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Figura 2.6: Descricao da construcao de um toro a partir de um hexdgono: os lados
opostos do hexagono sao identificados como sendo os mesmos. Assim, os lados A sao
colados formando um cilindro; como os lados B e C estao diametralmente opostos, nao
é possivel cola-los. Para que isso seja possivel, aplica-se uma torcao de 180° no cilindro
para termos, enfim, um toro.

(a) (b)

Figura 2.7: Representagao das superficies de Riemann com ponto de ramificacao em Z = 0
para (a) f(2) = Z2 com duas folhas e (b) f(Z) = Z3 com trés folhas (as duas figuras
foram copiadas de https://en.wikipedia.org/wiki/Riemman_surface sob a licenca de
Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported e autoria de Leonid 2).

os dois bilhares triangulo retangulo integraveis, ha apenas uma unica folha, pois m; = 1,

e a superficie de Riemann é f(Z) = Z.

A nao integrabilidade em bilhares poligonais classicos para numeradores de angulos in-
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ternos m; > 1, seja pelas singularidades conicas, seja pela existéncia de folhas da superficie
de Riemann, repercute também na nao integrabilidade no analogo quantico desses bilha-
res pela observagao de espalhamento difrativo nas proximidades dos vértices [109](veja a
Secao 2.1.4).

O método unfolding permite obter analiticamente uma equacao para o calculo do genus
g(S) de uma superficie invariante S poligonal em fungao dos seus angulos internos, em
vez de seguir o procedimento descrito anteriormente para cada bilhar poligonal racional

a ser analisado.

O genus de uma superficie orientéavel depende do nimero de faces F, de arestas (lados)

E e de vértices V, segundo a equagao caracteristica de Euler x [97],
x=2-29(S), x=F—-E+V. (2.2)
Entao, o genus em funcao de F, E e V fica
1
q(S) :1+§(—F+E—V). (2.3)

Sendo S formada por reflexoes de um poligono de h lados, com angulos internos racionais

irredutiveis ™~ (1 < j < h) e N/ = mmc(ny, ..., ny)"", decorre do unfolding [101,106] que

nj

F=2N,E=NheV = NZ?:1 ni (veja o Apéndice C para o célculo do genus para

alguns bilhares citados aqui). Logo,

N "1
g(S):1+7<h—2—Zn—j).

J=1

Mas, lembrando que a soma dos angulos internos de um h-poligono S, = (h—2)7, em que

Sh = 22:1 T—jﬁ, obtemos
h

m; — 1
g(S):1+?Z —. (2.4)
=1 7

A Eq. (2.4) mostra claramente que g(S) = 1 apenas para poligonos com angulos internos

0; = nij, que sao o triangulo equildtero (angulos %, ¥, %), triangulo retangulo isésceles,
triangulo hemiequilatero e o retangulo. Isso significa que a maioria dos bilhares poligonais

nao sao integraveis.

A Eq. (2.4) pode ser simplificada para bilhares triangulo retangulo, conforme serd

mostrado no Capitulo 5.

Ymme(nyg, ..., np): minimo miltiplo comum de ny, ..., ny.
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(a) (b)

~

D C

Figura 2.8: (a) Bilhar quadrado com condiges de contorno periédico contendo um qua-
drado menor concéntrico. (b) A identifica¢ao dos lados opostos origina um toro com uma
barreira quadrada em sua superficie. A linha orientada representa uma trajetoria de uma
particula refletida pela barreira. Esse sistema é um bilhar pseudointegravel, pois seu genus
é igual a 5.

2.1.3 Bilhares Poligonais com Barreiras

Podemos construir bilhares poligonais pseudointegraveis a partir de bilhares integra-
veis pelo acréscimo de uma barreira em seu interior. Um sistema bem simples para
entender a transicao de integrabilidade para a pseudointegrabilidade é o bilhar quadrado.
Como explicado na segao 2.1.2, a aplicagao do unfolding gera uma superficie invariante
que também é uma quadrado, mas agora, peridédico. Essa é a representacao plana de um
toro (veja a Fig. 2.3). Equivalentemente, podemos interpretar essa superficie invariante
como sendo um bilhar quadrado periédico. Em qualquer caso, o genus ¢é igual a um e a

dinamica cléassica do sistema fica restrita a um unico toro.

P. J. Richens e M. V. Berry modificaram o bilhar quadrado periédico, incluindo em
seu interior um quadrado menor e concéntrico [68], assemelhando-se ao bilhar de Sinai,
como se vé na Fig. 2.8(a). Como esse bilhar permanece periddico, a identificagao dos seus
lados opostos ainda gera um toro, mas com uma barreira quadrada em seu interior (veja a
Fig. 2.8(b)). Os vértices da barreira quadrada introduzem singularidades ao sistema, de
maneira que o quadrado do momento vetorial, que é uma constante de movimento longe
dessas singularidades, passa a ser singular ai; desse modo, o campo vetorial decorrente
dessas constantes de movimento [110] precisa ser determinado nas vizinhangas dos vértices.
Richens e Berry conseguiram determinar a topologia dessas singularidades (as folheagoes
de uma superficie Riemann), de maneira a entender o comportamento do campo vetorial
14 e, consequentemente, calcular o genus desse sistema como sendo igual a 5 [68]. Esse

resultado pode ser obtido também pela Eq. (2.4), notando que os angulos desse bilhar
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(2) (b)

A B A B A
T E N E ~
|, R
FID._ > . F|D P
G C cl”
A B A

Figura 2.9: (a) Bilhar retangular com um segmento de reta como barreira. As setas indi-
cam a trajetéria refletida por uma particula quando ela incide nas paredes e na barreira.
(b) Por unfolding, a superficie invariante é um retangulo com dois segmentos internos
como barreiras, o que nao acontece nas superficies invariantes dos bilhares sem barreiras.

3
5

sao aqueles externos da barreira quadrada, isto é, todos iguais a

Outra modificagao em um bilhar quadrado, ou retangular, que o torna pseudointegra-
vel, é a insercao de um segmento de reta como uma barreira rigida, como mostra a Fig.
2.9(a). Para calcular o genus, precisamos perceber que o retangulo com barreira é um
no vértice em E é 27 e os demais s@o retos; logo, a Eq. (2.4) nos d& um genus igual a 2
para esse bilhar, ou seja, a dinamica classica do sistema esta confinada em um bitoro e a
Fig. 2.9(b) é a sua representacao planar, na qual a particula permanece em um dos toros
enquanto ela for refletida pela barreira. O bitoro também pode ser representado por uma
superficie filamentada da Fig. 2.10(a) sob condigbes de contorno periddicas [111,112],
uma forma alternativa para descrever a dinamica de transigao entre toros, Fig. 2.10(b).
Esse bilhar tem o mesmo comportamento dinamico dos bilhares das Figs. 2.10(c) e (d)
que possuem a barreira de segmento deslocado. Uma maneira alternativa para perceber

essa equivaléncia é notar que se estendéssemos a superficie invariante da Fig. 2.9(b) para

todo o espago, ela sera semelhante a superficie da Fig. 2.10(e).

2.1.4 Bilhares Poligonais Quanticos

A descrig¢ao quantica de bilhares permite compreender a relacao entre sistemas quanti-
cos e seus analogos cldssicos a respeito da integrabilidade. Esse interesse remonta ao inicio

do desenvolvimento da teoria quantica. A questao importante se refere a identificacao de
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(a) (b)

(d)

/\/
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Figura 2.10: (a) Superficie filamentada sob condigoes de contorno periédica representando
um bitoro. (b) Um bitoro representando um bilhar contendo uma barreira de segmento.
(c) Bilhar com duas barreiras de segmento. Perceba a semelhanga entre a representacao
desse bilhar, se incluissemos condic¢oes de contorno peridédicas, com a superficie filamen-
tada, na qual o espago vazio de transicao de um filamento ao outro corresponde ao espaco
vazio no bilhar no qual a trajetéria passa da regido inferior para a superior. (d) Bilhar
com uma barreira de segmento, que é equivalente ao do item (c), contanto que o com-
primento das barreiras sejam as mesmas. (e) Estendendo-se esses bilhares para todo o
espago, obtemos uma sequéncia periédica de barreiras de segmentos [112].

integrabilidade/caos de sistemas cldssicos nos sistemas quanticos andlogos. H4 uma dife-
renca fundamental quanto a isso: enquanto na Mecanica Classica, um sistema cadtico é
caracterizado por uma instabilidade exponencial na evolucao de trajetorias originarias de
condicoes iniciais muito préximas, no ambito quantico, isso nao é possivel, pois trajeto-
rias nao sao definidas'? e a descricao quantica baseia-se na evolucao temporal unitéria de

estados quanticos. Isso significa que dois estados quanticos diferindo-se por uma pequena

2Restringimo-nos aqui as teorias quanticas usuais de Schrodinger e Heisenberg.
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Figura 2.11: (a) Bilhar retangular (integrével): Distribuicao de Poisson (figura extraida
de [113]); (b) Bilhar de Sinai (nao integravel): Distribuigao GOE (figura extraida de [114]).

quantidade, tem preservada essa diferenga no decorrer da sua evolugao temporal [113].

Essa relacao de integrabilidade/caos foi “resolvida” através da Conjectura de Bohigas-
Giannoni-Schmit em 1984 [114], propondo, como critério universal, dois perfis estatisticos
caracteristicos de sistemas integréveis e cadticos, dado pela probabilidade P(s) de encon-
trar dois niveis de energia com espacamento s entre eles:

Distribuicao Estatistica de Poisson: P(s) = e *. O sistema quantico é integravel,
cujo analogo classico ¢ integravel, mostrando que os niveis de energia vizinhos nao sao
correlacionados. Esse é o caso, com algumas ressalvas [115-117], do bilhar retangular
(veja a Fig. 2.11(a)).

Distribuicao Estatistica GOE (Gaussian Orthogonal Ensemble): P(s) = %e’wiz :

O sistema quantico é cadtico, cujo analogo classico é cadtico. Esse é o caso do bilhar de
Sinai (veja a Fig. 2.11(b)). Essa distribui¢do mostra que os niveis de energia repelem-se
entre si, pois os autoestados do sistema se devem a superposicao de muitos estados nao

pertubados que interagem entre si.

A distribuicao GOE foi proposta primeiramente por Eugene P. Wigner em 1956 para
se entender o crescimento exponencial da densidade de niveis de energia de excitacao para
nucleos atomicos compostos. Apenas mais tarde se percebeu a sua relacdo com a nao
integrabilidade de sistemas quanticos. Além disso, GOE aplica-se apenas para hamilto-
nianos invariantes sob reversao temporal. Na auséncia dessa simetria, usa-se a funcao
distribuigao GUE (Gaussian Unitary Ensemble) e na auséncia de simetria rotacional, mas

com simetria de reversao temporal, usa-se o GSE (Gaussian Symplectic Ensemble) [118].

Embora nao haja uma prova analitica, a Conjectura de Bohigas-Giannoni-Schmit
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tem sido verificada numericamente para muitos sistemas fisicos, estabelecendo-se como
um método confidvel para sistemas quanticos tipicos. Acredita-se que ela se mantenha
valida com a elevacao dos niveis de energia a fim de preservar a consisténcia com o limite

classico (esse é um problema em aberto ainda).

Uma (possivel) excecao a Conjectura de Bohigas-Giannoni-Schmit é o caso do bilhar
de Sinai quando o raio da sua circunferéncia interna se aproxima de zero, de maneira que o
espalhador se torne pontual. Classicamente, o sistema nao é cadtico, pois as trajetérias que
sao afetadas pelo espalhador pontual sdo irrelevantes (constituem um conjunto de medida
nula); no entanto, por conta do Principio da Incerteza de Heisenberg, quanticamente o
espalhador pontual influencia os autoestados de forma que o espectro de energia passa a ser
GOE, ou seja, o sistema quantico é cadtico. Tais sistemas quanticos cadticos com analogo

cldssico nao cadtico manifestam a propriedade denominada “caos ondulatério” [119-122].

Bilhares poligonais pseudointegraveis caracterizam-se por apresentarem uma distri-
buigao espectral intermedidria entre Poisson e GOE, uma distribui¢ao semipoisson (semi-
Poisson em inglés),

Psp(s) = 4se™ >, (2.5)

com um aumento linear nos espacamentos de niveis de energia pequenos (GOE) e uma
queda exponencial nos espagamentos grandes (Poisson) [68,123], como encontrada em
sistemas desordenados em transi¢oes metal-isolante [124,125]. Além disso, apesar das
autofuncoes serem irregulares, o que nao acontece nos casos integraveis, elas se distribuem

no espago de maneira praticamente uniforme [126].

Os bilhares poligonais quanticamente integraveis sao aqueles cujo andlogo cléssico
¢ integravel e, como j& vimos anteriormente, hé apenas quatro (o retangulo, o triangulo
equilatero, o triangulo retangulo isésceles e o triangulo hemiequildtero) e possuem solugoes
exatas conhecidas. G. B. Shaw investigou o bilhar quadrado (caso particular de um
retangulo), um problema separdavel nas coordenadas = e y, obtendo duas solugbes além
daquelas esperadas pelo grupo de simetria do poligono [127]. Ele o fez estendendo o
dominio para os nimeros complexos e incluindo uma estrutura de anel’®>. Wai-Kee Li
também explorou as degenerescéncias nesse bilhar via Teoria dos Nimeros [130], além de
obter as solucoes para os problemas nao separaveis do bilhar triangulo retangulo isésceles
[131], a partir da solugao do quadrado, e do bilhar triangulo equilatero, pela identificagao

de todos os seus grupos de simetria [132], algo que ainda nao havia sido realizado. Wajdi A.

13 Anel é um conjunto munido de duas operacoes binarias, adicao e multiplicacdo. Quanto a adicdo, esse
conjunto é um grupo comutativo. Quanto a multiplicacao, esse conjunto é associativo, possui elemento
neutro multiplicativo e é distributivo em relagao & adigao [128,129].
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Gaddah generalizou essas solugoes aplicando Grupos de Lie [133]. A solugao para o bilhar
triangulo hemiequilatero é obtida pela quantizagao EBK (Einstein-Brillouin-Keller) [134],
mas obtemos também a mesma solucao como resultado limite da nossa proposta de Ansatz
de Bethe.

Apesar de ja termos comentado na Introducao desta tese sobre conceitos gerais de
integrabilidade quantica [7-9], no presente contexto estamos discutindo integrabilidade
(no sentido de regularidade) em estreita associacdo com a dicotomia cldssica-quantica.
Portanto, de forma nao tao geral, mas suficiente para certos propdsitos, alguns autores
se referem a integrabilidade no ambito quantico (ou integrabilidade quantica) através dos
conceitos apresentados acima. Por outro lado, os mesmos sao baseados em um critério
estatistico de distribuicao de niveis de energia proximos, pressupondo que integrabilidade
ou nao integrabilidade seja preservada na transicao classica-quantica e seja, também, uma
caracterizacao precisa o suficiente para ser usada como uma definicao. No entanto, como
vimos anteriormente, sistemas fisicos contendo alguma singularidade, apresentam “caos
ondulatoério”. Além disso, ha sistemas integraveis que nao obedecem rigorosamente a dis-
tribuicao de Poisson. Este é o caso, por exemplo, de sistemas conservativos de um grau
de liberdade, como o oscilador harmonico simples [135], no qual ha um tipo de repulsao
dos niveis de energia proximos, devido aos espacamentos serem iguais a frequéncia do mo-
vimento cldssico [115]. Outro exemplo simples é o bilhar retangular: como a distribui¢ao
Poisson denota aleatoriedade, é preciso que haja incomensurabilidade entre os niveis

de energia, que ¢é conseguido se os lados desse bilhar forem incomensuraveis, ou seja,
2, .2
Eyuw = cu” + 07, (2.6)

com ¢ uma constante irracional e u e v os nimeros quanticos. Giulio Casati [115], com
uma analise estatistica minunciosa, observou que a distribuicao dos niveis de energia para
espacamentos pequenos apresenta flutuagoes significativas que afastam do perfil esperado,

embora o aspecto geral dessa distribuicao se assemelhe a de Poisson.

Em vista disso, seria interessante uma definicao para a integrabilidade quantica mais
precisa. Uma possibilidade seria adaptar a definicao de integrabilidade de Liouville-Arnold
via prescricao de Dirac, substituindo os parénteses de Poisson por comutadores e as fun-
¢oes por operadores. De acordo com Jarmo Hietarinta [136], esse procedimento aplica-se
facilmente para operadores comutantes entre si, pois a equagao de Schrodinger do sistema
pode ser resolvida por quadraturas'®. No caso de operadores quanticos nao comutantes,

uma solugao possivel é a obtencao de uma quantidade de operadores quanticos associa-

HMResolver por quadraturas significa expressar as solugoes por integrais de fungoes conhecidas [94].
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dos as constantes de movimento maior que o nimero de graus de liberdade do sistema.
Dessa forma, os operadores nao sao mais funcionalmente independentes, mas isso permite
a recuperacao da comutatividade dos operadores quanticos e a solucao da equacao de
Schrédinger por quadraturas. Entretanto, esse método de solucao funciona apenas para
potenciais de interagao especificos. Stefan Weigert também usou a versao quantica adap-
tada da definicao de integrabilidade classica de Liouville-Arnold, mas excluindo a condicao
3 correspondente a independéncia linear das constantes de movimento, por carecer de uma

definigao satisfatéria para operadores [95]:

Integrabilidade Quéantica (versao adaptada da defini¢ao de Liouville-Arnold):
um sistema quantico dado por um operador hamiltoniano H sera integravel se houver f

constantes quanticas de movimento C; tal que:

1. para todo 0 <7 < f, [C;,H] = O'°, em que [,] sdao os comutadores;

2. paratodo 0 <i < f,0<j<f, i#7,[C,C;]=0.

S. Weigert mostrou que essa definigao de integrabilidade quantica conduz a ambigui-
dades de classifica¢do no seguinte sentido [95]:
e um sistema quantico analogo a um sistema classico nao integravel nao implica que seja
nao integravel, pois é possivel exibir constantes de movimento suficientes para satisfazer
a definicao de integrabilidade quantica acima;
e um sistema quantico andlogo a um sistema classico integravel nao é necessariamente in-
tegravel, pois as constantes de movimento quanticas podem ser representadas como uma

unica quantidade conservada, ou seja, o sistema quantico é nao integravel.

Além de nao haver o correspondente quantico do item 3 a respeito da independéncia
funcional das constantes de movimento, a ambiguidade de classificacao também decorre
do fato das condicoes 1 e 2 da definicao de integrabilidade quantica serem satisfeitas
para qualquer operador como constante de movimento, ao contrario do que acontece na
definicao classica, na qual as constantes de movimento devem ser fungoes univocas e
suaves. E importante lembrar também que sistemas quanticos com spin nao tém um
analogo classico. Isso mostra, entao, que é necessaria uma definicao de integrabilidade
genuinamente quantica. Bill Sutherland, quem também percebeu essa inadequabilidade,

propos a seguinte definicao [24]:

Um sistema quantico é integravel se o espalhamento de uma particula nao

for difrativo.

50 denota o operador nulo.
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Recordemos, por um momento, o que é difracao. A Optica Geométrica limita-se a
fenomenos eletromagnéticos que obedecem ao principio de propagacao retilinea em meios
isotrépicos e muda a sua direcao conforme as leis de reflexao e refracao, desde que o
comprimento de onda seja desprezivel em relagao as dimensoes de obstaculos ao seu redor.
No entanto, quando o comprimento de onda nao puder ser mais desprezado, a propagacao
da onda eletromagnética no encontro com algum obstaculo, sofrera desvios nao previstos
pelos principios basicos da Optica Geométrica. Na pratica, por exemplo, aparecera luz
e/ou sobra em regioes nao previstas pela interpretacao da luz como um feixe de raios [137].

Assim, no ambito quantico, o espalhamento difrativo tem essa mesma conotacao.

Esta proposta de definicao para a integrabilidade quantica é motivada pelo seguinte
problema de espalhamento: seja um sistema 1D de N particulas com massas iguais a m,
sem spin, interagindo por um potencial de dois corpos V' (z; — ;) com hamiltoniano dado

por [24]
s N

h i

H=—-— — + V(x; — x;)I1°

2m £~ Ox? Z (i = 2™

= 1=i<y

em que m = 1 e a constante de Planck reduzida h = 1, de tal maneira que:

1) O potencial é simétrico: V(z; — z;) = V(x; — x;);

2) A interagao entre as particulas decai suficientemente réapida para distancias grandes
(condigao assintética): limg, o, 400 V(|25 — 25]) = 0;

3) O potencial é repulsivo: a derivada do potencial em relacdo a posicao relativa é
Diayeay V([ — ,]) < 0

4) As particulas sao impenetrdveis: limg, ., 0V (|2; — 7;]) = oo, de maneira que —oo <
x; < xj < 00, ou seja, a ordem das particulas ¢ preservada apds a interagao. Nesse caso,
nao importa se as particulas sao bosons ou férmions;

7

5) O sistema apresenta invariancia galileana'”, conservacao de energia e de momento.

Analisemos dois casos particulares do hamiltoniano acima:
I) N=2
Considere as duas particulas se aproximando entre si, com momentos (classicos) p; e ps €
longe o suficiente para serem consideradas livres; nessa condicao assintética, a funcao de
onda do sistema é o produto de duas ondas planas, ¥ (1, zy) — e'F171+k222) (k. = ), pois
h =1). Quando as particulas sao espalhadas, os momentos e as energias mudam conforme

as respectivas leis de conservacao, e elas se afastam entre si. Para um afastamento grande

6] ¢ o operador identidade. Escrevemos V(z; — x;)| para manter a coeréncia com o fato de o ha-
miltoniano quéntico ser um operador, mas adotamos V(z; — ;) por uma questao de simplicidade de
notagao.

17A invariancia galileana estabelece que as leis da Mecanica Cldssica sio as mesmas em qualquer
referencial inercial.
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o suficiente, as duas particulas se comportam novamente como particulas livres, mas agora
com momentos piP = p, e PP = ;. visto que elas tém massas iguais. Isso significa
que a amplitude da funcao de onda espalhada vs(x,z5) é apenas um deslocamento de
fase dependente apenas do momento relativo, ¥ = 9J(k; — ko)'®, por causa da invariancia
galileana, ou seja, 1y (z1, 9) — —eWerF2mithiz2) T 600 a funcio de onda assintética do
sistema ¢é

(w1, m9) — erFrmathem) g erlkamithaea) g gy (2.7)

A funcao de onda 1 (z1, x2) pode ser expressa como uma superposigao de ondas planas,

(21, ) —> Zw(’p)el(/ﬂmxl+kml‘2) = ¢(12)€z(k1z1+k2x2) + w(zl)el(kzxﬁrsz)’ T < o,
P

(2.8)
em que P sao permutagoes dos inteiros do conjunto {1,2}. Comparando as Eqs. (2.8)
com a (2.7), obtemos que

vl) _ —e W, (2.9)

(12)
Este é um exemplo particular de um espalhamento nao difrativo, no qual as particulas
comportam-se como particulas livres na regiao assintotica apds a interagao; consequente-
mente, a funcdo de onda espalhada se mantém como uma onda plana. A Eq. (2.8) é o
prototipo de solugoes Ansatz de Bethe para problemas de espalhamento.

II) N=3

No caso N = 2, os momentos apds o espalhamento sao unicamente determinados pela

conservagao de momento e de energia,

___depois depois 2 2 depoisy 2 depoisy\ 2

D1+ Dp2 =Dy +p0, P = )T+ ()
pois temos um sistema de duas equagoes a duas varidaveis. Entretanto, os casos com
N > 2 sao diferentes, pois temos duas equacoes a N variaveis, ou seja, nao é mais possivel
determinar, em geral, todos os momentos assintoticos apés o espalhamento das particulas

de forma tnica. Para o nosso exemplo com N = 3, temos

___depois depois depois 2 2 2 depoisy 2 depois\ 2 depoisy 2
prtpetps=pr A0 AT, pi ey = (1) ()T + (05T)7
Assim, seria necessario mais uma lei de conservacao para fixar os momentos para um dos

3! = 6 arranjos possiveis. Desse modo, a fungao de onda assintética geral do sistema é a

soma de uma fung¢ao de onda de Bethe ¢p(z1, 29, x3) e uma funcéo de onda de difragao

80 deslocamento de fase como funcao apenas do momento relativo é uma consequéncia da invariancia
galileana. Por conseguinte, revertendo a sequéncia de espalhamentos, muda-se o sinal do deslocamento
de fase, ou seja, ¥(k1 — ko) = —9(ka — k1)
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1/)dif<x17 X2, 953),

Y(21, T2, x3) —> Y21, T2, T3) + Yair(21, T2, T3). (2.10)

A funcao de onda de Bethe para N = 3 é a superposicao de 3! = 6 ondas planas,
¢B<=’E17 T, x3) — Z w(P)el(kplml+k792ﬂ72+k773$3)7 (2.11)
P
sendo P as permutacoes dos inteiros do conjunto {1,2,3}:

(123), (231), (312),
(132), (213), (321).

Cada par de permutagoes corresponde a um possivel espalhamento de dois corpos (troca
dos nimeros de onda) e, assim, podemos determinar o desvio de fase correspondente. Por
exemplo, identificando as particulas nas posicoes x; < xo < x3 como 1, 2 e 3, respecti-
vamente, o desvio de fase para a permutacao (123) — (213) descreve o espalhamento de

dois corpos entre as particulas 1 e 2,

w(zlg) _ —6_“912.

¥(123)

Espalhamentos sem difragao possuem a propriedade de gerar o mesmo resultado final
de uma sequéncia de espalhamentos na regiao assintética; para ilustrar esta propriedade,
basta considerarmos as amplitudes da func¢ao de onda que mudam em cada espalha-
mento. Tomemos, por exemplo, o arranjo inicial (123), cuja amplitude é 1(123). H4 duas
sequéncias diferentes de espalhamentos que termina com a amplitude 1(321), ou seja, o
arranjo final dos nimeros de onda das particulas é (321), mas mantendo a ordem espacial
r1 < 9 < x3 das particulas 1, 2 e 3. De fato, indicando o espalhamento pela seta = e
identificando sobre elas as particulas espalhadas, temos:

le2 2e3 le2
P(123) = 1h(213) = 0(231) = (321),

2e3 le2 2e3

P(123) =2 1h(132) = (312) = 1h(321).

Consequentemente, a diferenca de fase final deve ser a mesma nas duas sequéncias:

$(821) _ $(820) V3D YI3) | iy i) _ i
$(123) ~ (231) 9(213) $(123) )
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(a) (b) (c)

Ris 3 2 1 3 2 1
(123) — (213)

R R empo
2% \ 13 23 ’ Ryo

(132) (231) Rys Eﬁ Ris

R R
Rl?\ / Ros 12 23

(312) — (321)
R12

=

1 2 3 1 2 3

Figura 2.12: (a) Representacao da equacao de Yang-Baxter: sendo (123) o arranjo inicial
dos nimeros de onda das particulas, ha dois caminhos que levam ao mesmo arranjo final
(321): o horario com a acao dos operadores Ris, R13 € Ro3 e o anti-horédrio com a ac¢ao dos
operadores Ry3, Ri3 e Ris. Em (b) e (¢) estao representados os diagramas espago-tempo
para as duas sequéncias de espalhamentos de (a) horario e anti-horario, respectivamente.
Esses diagramas sao uma forma alternativa para a visualizacao da equivaléncia entre as
duas sequéncias: basta transladar simetricamente o eixo 2.

¥(321)  (321) ¥ (312) ¥ (132) (D124 023+ 013)

= = —e .

$(123)  ¥(312) ¥ (132) ¥ (123)

Esse resultado ilustra uma condicao de consisténcia para a integrabilidade quantica

representada pela equacao de Yang-Baxter,
Ri2R13Ro3 = RazRi3 Ry,

em que [?;; sao os operadores de espalhamento entre as particulas i e j. A Fig. 2.12 sao
duas visualizagoes da equagao de Yang-Baxter e, consequentemente, da integrabilidade
quantica. Na Fig. 2.12(a), a equivaléncia das duas sequéncias de espalhamentos aparece
pela simetria do poligono (hexdgono). Ja na Fig. 2.12(b), essa equivaléncia é manifestada
pela simples translacao simétrica do eixo 2, que é suficiente para a troca na sequéncia de

espalhamentos.

A fungao de onda de difragao gir(x1, 2, z3) corresponde ao espalhamento de trés
particulas em uma regiao r; &~ xy & x3, na qual emerge uma onda esférica na regiao

assintotica. Fixando o momento e energia totais, os momentos das particulas como k; <
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/%2 < /;:3 e r; < 9 < x3, a funcao de onda de difracao é
Qﬂdif(xl,.%g,.Tg) — ///S(/%l,l~€2,%3)€Z(k1x1+%1x2+k3x3)d/;’ldiﬁdi%g,, (212)

em que S(kq, ko, k3) é a amplitude associada ao espalhamento difrativo. Se houver alguma
outra relacao dependente dos momentos das particulas que fixe de forma tinica os mo-
mentos assintéticos apds o espalhamento, a integral sera nula e, nesse caso particular, a

funcao de onda assintotica para as trés particulas sera apenas a funcao de onda de Bethe.

O problema de trés particulas interagentes em 1D, como mostrado acima, é o sistema
mais simples que nao ¢ integravel em geral e, por isso tem sido bastante analisado na
literatura. J. B. McGuire, por exemplo, mostrou explicitamente a conexao entre o pro-
blema de trés particulas interagentes por um potencial delta de Dirac (nesse caso, como
o alcance da interacao do potencial é zero, qualquer distancia ja caracteriza uma regiao
assintdtica, de maneira que a fungao de onda dada pela Eq. (2.10) pode ser expressa com
um sinal de igualdade) e o problema de difragao de ondas eletromagnéticas em cunhas e
cantos (dois segmentos de reta com um certo angulo de abertura) [138]: considerando o

hamiltoniano do sistema

2 2 2 2
H:_h_<18 L& 10

— =+ — ==+ —== | +A0(r1 — z2) + Ad(x2 — x3) + Asd (1 — x3),
2 \my 022  mydx3  my 8x§> 19(1 2) 20(22 3) 30 (21 3)
em que m; sao as massas das particulas e A; sao as intensidades dos potenciais delta de

Dirac, com i € {1,2,3}, a mudanga de varidveis para as coordenadas relativas X e Y e

para a coordenada de centro de massa Z,

mims mg(my + mq) [(Mmix1 + Moty
X = —(l’l—xg), Y = — T3],
my + Mo my + Mo + M3 my + Mo
M1x1 + Moo + M3T3

Vmy + mg +mg

resulta em um hamiltoniano com os movimentos relativos separados do movimento do

Z:

)

centro de massa, ou seja, H = H, + H.,,, em que

n* [ o? 0? X Xcos p1 + Ysenpl) (Xcos P2 — Ysenpz)
Ho— (L P a2 ) A +As0
2 (8X2 3Y2> ' <M12) ’ ( i3 ’ fi13
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e os demais parametros dados por

1 1 1
R — 4+ —, M123:m1+m2+m3a
fij m; - mj

M M | M
mM11Mo MoMMs3 myms

Como os potenciais delta de Dirac dependem apenas das posicoes relativas, o centro de
massa do sistema tem movimento livre. Entao, a andlise do problema pode ser realizado
no referencial do centro de massa e o sistema é descrito completamente pela equacao de

Schrodinger nas coordenadas relativas,
Hﬂ,b(X, Y) - Eﬂ/’(X,Y%

a qual pode ser interpretada como o movimento livre de uma tunica particula em um
espago bidimensional (2D) limitada pelas paredes em X = 0, X = Ytgps e X = =Ytgp;
estabelecidas pelos potenciais delta de Dirac (veja a Fig. 2.13(a)).

Y Y
X X =Ytgp, T1 X =Ytgp,
T2 .‘
P1 P2 P1
P3
X X

Figura 2.13: (a) Espago de configuracao no referencial do centro de massa de um sistema
1D de trés particulas interagentes. As paredes em X = —Ytgp;, X = 0 e X = Ytgps
correspondem aos potenciais delta de Dirac de interacao das particulas. Essas paredes
formam seis cunhas, ou trés pares de cunhas de angulo p;. Para coeficientes A; finitos, uma
particula pode ser refletida ou transmitida pelas paredes, transitando pelas cunhas. (b)
Quando os coeficientes A; sao infinitos, a particula ficara confinada em uma das cunhas.
Nesta figura, é mostrada a direcao de uma particula ou de uma onda eletromagnética pela
cunha de angulo de abertura p;, em que 71 é o angulo de chegada e 7, é o0 angulo de saida.
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H4 dois casos possiveis em relagao aos coeficientes A;: eles podem ser infinitos, o que
significa que a funcao de onda é nula nas paredes ou, equivalentemente, as particulas
em 1D sao impenetraveis; e podem ser finitos, significando que a particula podera ser
refletida ou transmitida pelas paredes. Em 1D, isso corresponde a colisao ou tunelamento

das particulas entre si.

No limite de A; infinito, o problema de trés particulas interagentes em 1D é equivalente
ao problema de uma onda eletromagnética incidindo em cunhas e cantos (veja a Fig.
2.13(b)). A. Sommerfeld estudou este problema em 1896 [139] para qualquer angulo ™=
no qual ele aplicou a teoria de func¢oes multivaloradas para obter as solucoes da equacao
da onda, correspondendo as folhas de uma superficie de Riemann [140], um ponto em
comum com a versao classica do sistema. Desde entao, o problema da difragao em cunhas
tem sido abordado tanto em problemas eletromagnéticos [141-146] quanto em andlises
semiclassicas de bilhares quanticos [147-151]. A Fig. 2.13(b) mostra a situacdo de uma
onda incidindo em um angulo 77 e refletida em um angulo 7 em uma cunha com um

angulo de abertura p;. A sua solucao assintética é formada por uma onda incidente,

acrescida das solugdes de reflexao de dois corpos e da solugao difrativa [138],

elch‘ 3
w = 7~pincidente + wQ corpos + f(Tla T2, pl)? +0 (T g) s (214)
em que
VAcsen (ﬁ) sen (m) sen (m)
F(ri, 72, 01) = = & o
1,712, P1) —

2 29
4 (sen <ﬂ> sen <@)> — (cos (m) oS <m> — cos (“—2>>
p1 p1 p1 p1 p1
(2.15)
k. ¢ o modulo do vetor de onda, r é a posicao radial em relagao ao vértice da cunha e

Ae é 0 comprimento de onda. Como a Eq. (2.15) esta relacionada ao problema de trés

particulas impenetraveis em 1D, a comparagao com a Eq. (2.10) permite concluir que a

ezkcr

fungao de onda difrativa g (21, o, x3) é proporcional ao termo difrativo f(r, 7o, ,01)7,

ou seja, obtemos indiretamente a integral da Eq. (2.12).

A Eq. (2.15) possui o termo sen <’;—f) que se anula para todo angulo de abertura
p1 = T; consequentemente, o termo difrativo (71,72, p1) = 0. Isso significa que difracao
em cunhas ocorre apenas para angulos de abertura p; # 7. Como esse problema equivale
ao de trés particulas impenetraveis em 1D, concluimos que esse sistema € integravel apenas

quando elas tiverem massas iguais.

Para coeficientes A; finito, um caso particular interessante é aquele em que todos eles
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sao numericamente iguais e as trés particulas tém a mesma massa; consequentemente,
pela Eq. (2.13), os angulos p; = %, para i € {1,2,3}. Logo, o espaco 2D da Fig.
2.13(a) ¢ dividido em seis camaras iguais (camaras de Weyl) [152], gerando a Fig. 2.14.
Como os angulos de abertura sao da forma 7, esse caso também nao apresenta difracao;
consequentemente, o sistema de trés particulas com massas iguais tunelaveis em 1D ¢é

integravel.

X =Ytgps

(231) | (213)

(812) | (182) 5 _ iy,

Figura 2.14: Espago de configuracao no referencial do centro de massa de um sistema 1D
de trés particulas interagentes de massas iguais e que podem tunelar entre si. A linhas
continuas representam os potenciais delta de Dirac com intensidades finitas e iguais. O
hexagono nao representa uma limitagao espacial, mas sim uma referéncia visual. Cada
camara representa um arranjo espacial das trés particulas.

O espago de configuragao do sistema no referencial do centro de massa das trés parti-
culas da Fig. 2.14 mostra seis cunhas ou camaras idénticas. Cada camara representa uma
disposigao espacial dessas trés particulas. Por exemplo, a camara com o arranjo (123)
significa que as posicoes das trés particulas sao r; < zs < x3; caso a particula 1 tunele
com a 2, o arranjo espacial passa a ser o < x1 < 3, e a particula nesse espaco 2D passa
para a camara identificada pelo arranjo (213), e assim por diante. Como as camaras sao
todas iguais, as paredes representadas pelas linhas continuas funcionam como espelhos,
refletindo perfeitamente a fun¢ao de onda de uma camara para outra (pelo menos para
o caso onde a fungao de onda é simétrica, como é o caso de bésons), ou seja, a fungao
de onda neste espaco de configuragao terd um aspecto caleidoscépico [153]. Se houver

espalhamento difrativo, cada camara deve ter uma solucao especifica.

Se o sistema nao for quanticamente integravel, a funcao de onda por Ansatz de Bethe

¢ insuficiente para descrever o sistema quantico. Entao, J. B. McGuire e C. A. Hurst
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determinaram a funcao de onda de difragao para trés particulas impenetraveis em 1D,
por meio do Ansatz de Sommerfeld [154, 155], consistindo na suposi¢ao que a Eq. (2.12)

seja dada pela integral de Sommerfeld,

V(s &) = /@ (6, w)etereosugy, (2.16)

em que Ygie(r, @) estd em coordenadas cilindricas, ¢ é um angulo limitado pela abertura
angular da cunha, k. é o ntimero de onda, u € C, f(¢,u) é a amplitude da onda e cosv
e € é um caminho no plano complexo. A integral de Sommerfeld satisfaz a equacao
de Helmholtz, que é a equagao de Schrodinger estacionaria desse sistema. Dessa forma,
embora nao trivial, é possivel determinar a funcao de onda de difragao e, juntamente com

a funcao de onda de Bethe, ter a solu¢ao completa do problema.

A. Lamacraft também usou o Ansatz de Sommerfeld para o caso acima, mas com
particulas penetraveis, mostrando que o espalhamento difrativo ocorre mesmo quando
as trés particulas tém massas iguais, bastando que a intensidade dos potenciais delta de

Dirac sejam diferentes [156].

Nas proximas duas segoes, expomos o modelo de Lieb-Liniger e de M. Gaudin conforme

as referéncias [5, 15,33], pois serdo a base para o nosso problema.

2.2 O Modelo de Lieb-Liniger

O modelo de Lieb-Liniger consiste de N bdsons de massa m, sem spin, dispostos em
uma regiao 1D finita sob condicao de contorno peridédica e interagindo por um potencial
repulsivo V(z;,z;) = A(z; — z;), com i # j. Inicialmente, escrevemos a equacao de

Schrodinger Hy = E1) para esse sistema em uma regiao 1D qualquer,
N g2 N
—Z@HAZ&%—%) U = B, (2.17)
i=1 i i<j
em que h =2m =1e v :=¢(xy,...,xN).

Como o potencial de interagao é um delta de Dirac, o problema representado pela Eq.
(2.17) pode ser substituido por um problema quantico de particula livre nas regides onde

x; # xj, de tal maneira que a funcao de onda seja continua em x; = x; e a sua primeira
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derivada seja descontinua em uma vizinhanca infinitesimal de z; = x;,

o 0 9 9
(8_:m a a_:cj) Ylai—a,=0+ = (a_xl- - a_xj) V]ai—a,=0- = 229

I (2.18)

Confinando os bdésons em uma regiao finita D : 0 < z; < ... < xy < L, o problema
acima pode ser expresso como a de particulas livres com o acréscimo da condicao de
contorno da interacao delta de Dirac. Além disso, como as particulas sao bésons, a funcao
de onda deve ser simétrica, o que significa que as primeiras derivadas em z; — z; = 07 e

x; —x; = 07 sao iguais. Dessa forma, temos

2 gy, (2.19)

0 0
(a—‘a—)w

Devemos impor agora a condi¢ao de contorno periédica. Definindo (L, zo, ..., xy) =

om0t = M, (2.20)

(g, ..., xy, L), obtemos a condi¢ao de contorno periddica sobre a func¢ao de onda e sobre

a sua primeira derivada,

lp(O,xz,...,xN) :’(/J(LEQ,...,I‘N,L), (221)
0 0
G (21,2, ooy TN) 120 = a—xl?ﬁ(lﬂz, oy TN 1) |2y =L (2.22)

Assim, as Eqs. (2.19-2.22) determinam completamente o nosso problema no dominio D.

Agora, podemos considerar qualitativamente o nosso problema. Os bésons comportam-
se como particulas livres nas regioes x; # x;,1; entao, a funcao de onda é expressa em
termos de ondas planas. Como a intensidade A do potencial de interacao ¢ finita, os bdsons
podem colidir elasticamente ou tunelar entre si. Se colidirem, a transferéncia de momento
linear é apenas uma permutacao desses momentos; se tunelarem, ainda podemos consi-
derar a ocorréncia de permutacao de momentos, pois os bdsons sao indistinguiveis. Essas
observagoes justificam, entao, a suposi¢ao de que a funcao de onda do modelo de Lieb-
Liniger seja uma soma sobre todas a permutacoes de N momentos, ou de N particulas no
dominio D,

N
@D(l‘l,...,l‘N) = Z CL(P) exp ZZk’ijEj s (223)
PeSN Jj=1
em que P sao permutacoes de inteiros 1,..., N, ou seja, N! permutagoes e kp; sao os

nimeros de onda (por abuso de linguagem, vamos nos referir aos niimeros de onda como
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momentos). Temos, entdo, o Ansatz de Bethe do problema.

Para se determinar os coeficientes a(P), usamos a Eq. (2.23) para escrever duas
funcoes de onda em termos de dois conjuntos de permutacoes de momentos na posicao de

encontro de duas particulas quaisquer,

Pe{p7q7kps7“'7kpzv}7 p:kpl7 q:klﬂza

Q € {qapa kp37 ce kpN}'

Substituindo as duas fungdes de onda na Eq. (2.20), obtemos
a(Q) = a(P)———F—= = a(P)e% . (2.24)

A Eq. (2.24) mostra que a interagao entre dois bésons implica em uma diferenga de fase.
Podemos escolher a fase de tal maneira a se ter uma forma racional para o coeficiente

a(P>7

a(P) =11 (1 + %) . (2.25)

ke
i<j Pi Pj

Pela condicao de contorno dada pela Eq. (2.21) e C é uma permutagao ciclica de
1,..., N, obtemos
a(PC)e*ril = o(P), (2.26)

e com o auxilio da Eq. (2.25), a condigao de quantizagao do sistema é

2mn; 2 A
ki = - t : 2.27
i —l—L;arcgki_kj ( )

em que n; sao inteiros positivos.

Portanto, como determinamos os coeficientes a(P) e os momentos k;, a Eq. (2.19) d4

os autovalores de energia exatos do sistema,

A propriedade de completeza, ou fechamento, que garante que o conjunto de auto-

funcoes formem uma base para qualquer funcao de onda, foi demonstrada por M. Gau-
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din [157,158] para o dominio —oo0 < 1 < ... < xx < 00, com o fator de normalizagao
)\2
G= 1+ ——+—.
H < e k?j)z)
1<)

Devido a superposicao de ondas planas, a integral de normalizacao nao é trivial, pois é

preciso se apelar para a Teoria de Distribuigoes em um espago N dimensional.

2.3 O Modelo de Michel Gaudin

O modelo de Lieb-Liniger usa a condi¢ao de contorno periédica pela conveniéncia de
nao considerar o comportamento da fungao de onda nas bordas de uma regiao 1D finita.
Pode-se pensar também que o modelo de Lieb-Liniger se refere a um gas de Bose de

particulas interagentes dispostos em uma circunferéncia.

M. Gaudin substituiu a condi¢ao de contorno periédica por duas condi¢oes de contorno
que impoe o anulamento da funcao de onda nas extremidades da regiao finita que coincide

com o intervalo [0, L] (caixa 1D),
QZJ(O,ZEQ,...,ZL‘N) :O, (228)

w<l’1,ﬁl§'2,...,L) = O, (229)
correspondendo a condigoes de contorno de Dirichlet [159].

Gaudin resolveu primeiro o problema para uma caixa semi-infinita, impondo a condi-

¢ao dada pela Eq. (2.28) e assumindo, como Ansatz, as solugdes-base dadas por

N

(1, o Tn) = Z a(P) exp (zz k:pjxj> . (2.30)
PeSN j=1

Precisamos considerar todas as possibilidades de combinag¢oes de momentos, com valores

positivos e negativos, pois devemos levar em conta a reflexao das particulas na parede em

0 do intervalo [0, L]. Assim, o conjunto de momentos K = {ky, ..., kx}, em que k; = €|k,

¢; = 1. Entao, é necessario realizar um segundo Ansatz

Vi (@1, ..y TN) = Z Aley...en)i(z, ..., xN), (2.31)

€1...€N

em que |[K| = {|k1|,...,|kn|}. Determinamos os novos coeficientes A(e;...ey) através da
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Eq. (2.28) e a Eq. (2.30),

€1...€N PeSN

Esse anulamento deve ser satisfeito com os pares de ondas planas com momentos simétri-

(et |kpi|ritez|kpo|ra+...tealk il i(—er1|kpi|x1+ex|kpa|rat...4e2|k ilen). :
COos, €(1| 731‘ 1 2‘ 7’2' 2 2| 'PNJ| N) e 6( 1| 'Pll 1 2| 7’2‘ 2 2‘ PN]‘ N)’ assim, ﬁxando_se

um momento k, = €5|k|, de modo que a equagao acima possa ser reescrita como

1A I\

w#P1 w#P1

para todo momento possivel. Entao, essa relacao é satisfeita escolhendo

1A
Aley...ey) = | | (1 i /{:) €1...€N.
i TR

i<j

Portanto, substituindo na Eq. (2.31), obtemos

N
(2
) ( + kpi — kpj) exXp (2 €p; p]$]>

e

o = X Y acer ] (1- 52

€1...ey PESN 1<j

Para termos uma funcao de onda valida na caixa 1D, procedemos de maneira analoga
ao realizado acima, mas usando a condigdo de contorno dada pela Eq. (2.29). Como

resultado, obtemos a seguinte condicao,

kg — Ky — 1\ g + Ky + 2)
2kp L _ q p q p ) 2.33
‘ gkq—kp+z)\kq+kp—z>\ (2:33)

Calculando-se o logaritmo da Eq. (2.33), obtemos a condi¢ao de quantizacao

™m 1 A A
ky = —F+ = t t 2.34
0 7 +L%(arcgkp_kq+arcgkp+kq>, (2.34)

em que p € [1, N].

Portanto, substituindo a Eq. (2.32) na Eq. (2.19), temos os autovalores de energia

exatos,
N
E=> "k,
p=1

que é mesma do modelo de Lieb-Liniger.
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Ansatz de Bethe e Grupos de Reflexao

Michel Gaudin [33] percebeu que solucoes do tipo Ansatz de Bethe possuem uma
estrutura intrinseca de Grupos de Reflexao G, de maneira que uma solucao Ansatz de

Bethe generalizada para qualquer elemento de g € G é

Yi(x) =Y ag)e’ @, (2.35)

geC

em que x e k sao vetores N dimensionais e (,) denota o produto escalar. Os coeficientes
a(g) sdo determinados pelas condigdes de contorno na regiao D e devem satisfazer as
propriedades do grupo G. A propriedade de simetria de reflexdo, juntamente com a
integrabilidade das solugoes Ansatz de Bethe, levam ao espalhamento nao difrativo das

particulas, como demonstrado por E. Gutkin e B. Sutherland [34, 35].

H. S. M. Coxeter (1907-2003) demonstrou que ha apenas 11 grupos de reflexao [33,
160-163]:
1) An_1, correspondendo a simplexos'® regulares em R 1 e estao associados ao grupo de
permutacoes Sy (as posicoes de encontro das particulas z; = x; definem um hiperplano
em relagao ao qual se realiza a reflexao);
2) By e Cy, correspondendo a simetria de hipercubo;
3) Dy, associado a permutagoes com troca de um nimero par de sinais, sendo um sub-
grupo de indice 2 de By, ou seja, a metade dos elementos de Dy pertencem a By;
4) I5(N), é o grupo diedral o grupo diedral de ordem 2N, associado ao grupo de simetria
de poligonos regulares;

5) grupos de reflexdo excepcionais Eg, Fr, Fg, Fy, Go, Hy e Hy.

AN ’—O—I—EBO—Q
o — —0- -0 —90

F,
B,=C, 4 E, 6 N
o G, I,(N)
Eg 5 5
.—.**Q—O—O<: o—o —©o o—o—0—9o
Hy Hy

Figura 2.15: Grupos de Coxeter finitos sao uma generalizacao de grupos de reflexao.

Esses grupos constituem os Grupos de Coxeter Finitos e sao comumente representados

pelos diagramas de Coxeter-Dynkin, Fig. 2.15, e definidos da seguinte maneira:

19Simplexos é uma generalizacao N dimensional de tridngulos. Por exemplo, 2-simplexo é um triangulo;
3-simplexo é um tetraedro.
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4 By :: F,
—eo —

R A IR

Figura 2.16: Grupos de Coxeter Afins: cada grupo de Coxeter pode ser estendido acres-
centando um no.

0

(a) os nos sao os hiperplanos® em relagao aos quais ocorrem as reflexoes, funcionando

como “espelhos”;

(b) as arestas representam os angulos diedrais %00 entre os hiperplanos, em que t > 1,
como se fossem angulos de abertura entre os “espelhos”;

(c) o angulos diedrais entre os hiperplanos sao indicados explicitamente sobre a aresta
sempre que t > 3.

(d) para t = 3 (60°), fica subentendido pela sua auséncia sobre as arestas;

(e) para t = 2 (90°), ndo ha aresta e os nés sao representados isoladamente.

Para cada Grupo de Coxeter, hd uma versao estendida, os Grupos de Coxeter Afins,
consistindo na inclusao de um né para descrever tesselagoes, ou ladrilhamentos, no es-
paco, apropriados para descrever contornos fechados, como os bilhares. Esses grupos sao

denotados sobrescrevendo neles um til, conforme se vé na Fig. 2.16.

Desse modo, como o modelo de Lieb-Liniger é formado por bdsons dispostos em uma,
reta, cujos momentos sao trocados por permutagoes, a simetria correspondente é de Ay _1
e, consequentemente, o seu diagrama de Coxeter-Dynkin é uma cadeia linear de nés ligados
por arestas simples, sem indicacao de t; isso é condizente com o espago de configuracao
da Fig. 2.14 para o caso particular de trés particulas de massas iguais em uma reta,
pois a disposicao entre os hiperplanos é de 60°. J& a solugao por Ansatz de Bethe para a
semirreta, a simetria correspondente é de By e de C'y, os quais possuem um dos “espelhos”
com t = 4, concordando com o fato de o espaco de configuracao ser uma cunha com um

angulo de abertura de 45°. Esses exemplos mostram que o angulo entre os “espelhos”

20Hiperplanos sao planos N-dimensionais.
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esta relacionado com as massas das particulas do sistema, contanto que levemos em conta
a relagao entre bilhares e sistemas 1D com varias particulas. Entao, é possivel obter o
sistema de particulas a partir de um desses grupos de reflexao. Isso foi realizado para o
grupo de reflexao afim ]:;4 em [58] para estudar o problema quantico de quatro particulas
impenetraveis confinadas em uma caixa 1D. Para isso, inicialmente consideramos seis
particulas de massas m; quaisquer em uma regiao 1D, em que i € {0,1,2,3,4,5}, e
impomos os limites my — 0o e ms — oo. A relacao entre os angulos definidos pelos

hiperplanos e as massas de trés particulas consecutivas,

9i(i+1)(i+2) = arctg\/ 1 mm: +2)a (2.36)

vai nos fornecer as razoes de massas das quatro particulas de duas em duas. Pelo diagrama

de Coxeter-Dynkin da Fig. 2.16, os angulos entre os hiperplanos sao 7, 7, 3 € 3, 0s quais
identificamos com 6yio, 0123, Oa34 € Os45, respectivamente. A substituigdo na Eq. (2.36),

resultam nas seguintes relagoes de massas
my =3m, mo=m, mz=2m, my=06m, (2.37)

cuja disposigao espacial denotamos por [[3126], em que ;3 < 23 < x3 < m4. Logo,
para G = ﬁ4, a Eq. (2.35) fornece a fungado de onda por Ansatz de Bethe de quatro
particulas impenetrdveis com as massas dadas pela Eq. (2.37). Essa simetria corresponde
a tesselacao do espago euclidiano 4-dimensional por 24 células, de modo que cada vértice

¢ a fronteira de um 4-cubo [164].

No entanto, foi usada em [58] a disposi¢ao [[6213]], a versao “espelhada” de [[3126]].
Logo, o diagrama de Dynkin também é “espelhada” e a relacao entre as posicoes das
particulas aqui é x4 < x3 < 2 < T, ou seja, a disposicao das massas estd atrelada
as camaras que dividem o espaco de configuracao do sistema. Assim, [[6213] também
corresponde ao grupo de reflexao F e, por isso, admite uma solugao por Ansatz de Bethe
quando as particulas sao impenetraveis. A sua simetria leva a tesselacao do espago por
um octaedro 4-dimensional (ou octacubo), no qual cada vértice é a fronteira de um espago
de 24-células [164], uma simetria diferente da disposicao [3126]]. Essa distin¢ao viola a
propriedade caleidoscopica necessaria para se ter uma solucao por Ansatz de Bethe se
as particulas tunelassem entre si. Essas duas simetrias possiveis de E ja sao previstas
pela dualidade de poliedros, uma propriedade geométrica necessaria para a preservagao

de simetrias [165]*.

2L A dualidade de poliedros estabelece que qualquer um deles estd associado um dual, tal que os vértices
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(a)

~

b)

(1] 100 200
Energy [hw]

Figura 2.17: (a) Espago de configuragao para quatro particulas interagentes impenetréveis
em uma armadilha harmonica. {21234, etc., s@o as camaras para uma disposicao espacial
especifica das particulas e wya34 80 os angulos entre os “espelhos”, o mesmo da Eq. (2.36).
(b) Estatistica de niveis de energia vizinhos P(s) em func¢ao de s para cada uma das seis
disposigoes possiveis associadas a simetria Hs. Apenas a disposigao [[1234] é Poisson,
enquanto as demais disposi¢oes, a estatistica é Wigner-Dyson (GOE). O grafico logo
abaixo mostra 6timo acordo com a lei de Weyl para os seis casos. Figuras extraidas de
Integrable Families of Hard-Core Particles with Unequal Masses in a One-Dimensional
Harmonic Trap, N. L. Harshman, Maxim Olshanii, A.S. Dehkharghani, A. G. Volosniev,
Steven Glenn Jackson, and N.T. Zinner Phys. Rev. X 7, 041001 — 4 de outubro de 2017
(https ://doi.org/10.1103/PhysRevX.7. 041001).

Alids, qualquer outra disposicao diferente de [[3126] e [[6213], independentemente de
como for gerada, nao haverd nenhum grupo de reflexao possivel e, consequentemente,
nenhuma propriedade caleidoscépica; portanto, nenhuma funcao de onda por Ansatz de
Bethe é possivel. Tais disposi¢oes correspondem, possivelmente, a situagoes nao integra-
veis. Esse resultado foi observado em um outro sistema, formado por muitas particulas
interagentes por potenciais delta de Dirac, impenetraveis e confinadas em um potencial

harmonico, cujo hamiltoniano [60] é

H—i L +1mwx +/\Z(5 , — (2.38)
_z‘:1 szax ) '

de um, corresponda as faces do outro e as arestas entre dois pares de vértices de um, corresponda as arestas
entre dois pares de faces do outro.
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Nesse caso, as camaras que especificam as disposi¢oes das particulas estao em um espago
de configuragao esférico (veja a Fig. 2.17(a)), e ndo mais em um espaco euclidiano, por
causa da presenca do potencial harmonico. Por conseguinte, funcoes de onda por Ansatz
de Bethe como uma superposicao finita de ondas planas nao faz mais sentido, mas sim uma
superposicao finita de harmonicos esféricos. Procedendo-se de maneira analoga ao caso
ﬁ4, obteve-se varias familias integraveis de massas. Por exemplo, para quatro particulas,
hé trés simetrias possives, Aj (tetraédrica), C5 (cibica) e Hj (icosaédrica) e, assim, ha
trés familias de massas integraveis em algumas camaras do espago de configuracao. Para o
caso particular da simetria Hs, as massas sao m; = my = 0,44279, ms = 0,03381 e m3 =
0,08061, com apenas seis setores diferentes e somente um deles é integravel, a disposicao
[1234]. As demais disposigoes sdo quanticamente nao integraveis, como verificado pelo
espectro dos niveis de energias préximos, sendo do tipo Wigner-Dyson (GOE), e nao

Poisson (veja a Fig. 2.17(b)) [60].

Portanto, na perspectiva de Grupos de Reflexao, o Ansatz de Bethe para sistemas de

particulas de massas diferentes somente é possivel quando elas forem impenetraveis.



Capitulo

Aspectos Essenciais da Dinamica Classica

Para o estudo do nosso problema quantico, partimos da analise classica do sistema para
determinarmos como os momentos lineares das particulas sao gerados; isso é importante
porque saberemos sob quais condigdes um conjunto finito de pares de momentos lineares
é gerado para, em seguida, associarmos cada um deles a uma onda plana. A superposicao
desse conjunto finito de ondas planas vai nos conduzir a uma expressao para a funcao de
onda desejada. Parte dos resultados presentes foram obtidos da dissertacao de mestrado

[66].

3.1 O Sistema Classico de Duas Particulas em uma

Caixa 1D Finita

O nosso sistema classico consiste de duas particulas pontuais, de massas quaisquer,
confinadas em um intervalo 1D finito de comprimento L (caixa 1D), colidindo elastica-
mente entre si e com as paredes (veja a Fig. 3.1(a)). Entre duas colisdes consecutivas

quaisquer, as particulas tém movimento uniforme.

Denotemos a particula a esquerda por 1 e a particula a direita, por 2. Para a i—ésima
particula, com i € {1,2}, considere ¢; a posigao, p; o momento linear, m; a massa e A a in-
tensidade do potencial de interacao V' (¢i, ¢2). Dessa forma, o hamiltoniano H(q1, g2, p1, p2)
desse sistema é [1606]

i P

H(q1, g2, p1,p2) = 2—ml+2—mQ+)\[5(91)+5(Q1—612)+5(Q2—L)]a com A\ — oo. (3.1)

Observe que o potencial de interacao V(q1,q2) = N[0(q1) + (g1 — g2) + 0(q2 — L)] tem trés

53
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() a2 (b)

.-) (-. q O L G

0 q1 q2 L

Figura 3.1: (a) Sistema de duas particulas quaisquer confinadas em uma regiao de com-
primento L. (b) Espago de configuracio C? correspondente.

partes:
Vilgr,q2) = Ao(q1),  Valaqr, q2) = Ao(q2 — L),

que descrevem as colisoes particula-parede (p-w) da particula 1 em ¢; = 0 e da particula

2 em ¢y = L, respectivamente, e

‘/:3(611,612) = >\5(Q1 - QQ),

que descreve a colisao particula-particula (p-p) entre a 1 e a 2. Além disso, a intensidade
A do potencial de interacao deve ser infinita, a fim de garantir a impenetrabilidade das

particulas classicas nas colisdes p-p e p-w.

O hamiltoniano H(q1, g2, p1,p2) se reduz a energia puramente cinética sempre que

@ #0,0#Leq # q, ) )
B — ) 3.2
5t (3:2)

em que p; = m;v;, ou seja, as particulas tém movimento livre entre colisoes subsequentes.
Nas colisoes p-w, as velocidades trocam apenas de sinal; ja nas colisoes p-p, ha uma troca
de velocidades de acordo com a conservacao de energia e de momento das duas particulas.
Como resultado, se obtém uma equacao matricial das velocidades depois, v;q, em fungao

das velocidades antes [167], v;q,

1—v 2y
V1d — | 1y 14y Ula (3 3)
v 2 gl Vou | '
2d Ity 1ty 2a
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em que y = % é a razao das massas das particulas e M(y) é a matriz que transforma

as velocidades iniciais nas finais. A Eq. (3.2) mostra que as velocidades, ou momentos,
gerados nas colisoes p-w e p-p pertencem a uma elipse. Em vista disso, denominamos
esses pares de velocidades e de momentos lineares de estados e o espaco correspondente,

a elipse, de espago de estados [168].

3.2 A Correspondéncia entre o Sistema de Duas Par-
ticulas na Caixa 1D e o Bilhar Triangulo Retan-

gulo

O sistema de duas particulas interagentes confinadas em uma caixa 1D equivale a
um sistema 2D em forma de um triangulo retangulo, que confina uma tunica particula
colidindo especularmente em sua fronteira (bilhar triangulo retangulo). Para mostrar

ivalénci i determi imei t d fi a0 C? d
essa equivaléncia, precisamos determinar primeiramente o espago de configuragao 0

sistema original. Observe que:

e as posigoes ¢; das particulas estao restritas ao intervalo de comprimento L, ¢; € [0, L];
e as particulas sao impenetraveis, 0 < ¢; < ¢ < L
e as colisoes p-p ocorrem em ¢, = (o;

e as colisoes p-w das particulas 1 e 2 ocorrem nos intervalos [0, ¢2) e (g1, L], respecti-

vamente.

Dessa forma, o espaco de configuracio C? é a regiao triangular destacada na Fig.
3.1(b). No entanto, ndo podemos interpretar essa regiao triangular como o nosso bilhar,
pois uma particula incidindo na hipotenusa, nao é refletida especularmente em geral, de
acordo com a Eq. (3.3) (veja o Apéndice D para essa demonstracao). A reflexao espe-
cular na hipotenusa, para quaisquer valores de massas, é possivel apenas com a aplicagao

da transformacao canonica'

Ty = qi\/ T P = Di ) (3-4)

ITransformacoes candnicas sdo transformacdes de coordendas e momentos de tal maneira que as equa-
¢oes de Hamilton sao preservadas (veja o Apéndice A).
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no hamiltoniano da Eq. (3.1) [94,166], dando

H(wy, w2, P, Po) = PP+ P+ Al/mad(a:) +/mzd (y/3y —x2) +y/mzd(wa—/mzL)]. (3.5)

Temos, entao, um novo espaco de configuracao C? em forma de triangulo retangulo, cujos
lados sao tais que 0 < z; < /m L, 0 < x5 < /maol e 1 < \‘% Desse modo, a forma
do triangulo retangulo fica associada diretamente as massas das particulas, como mostra
a Fig. 3.2(a). Isso é importante por explicitar quais bilhares sao integraveis e quais nao

sao [66].

(a) (b)

X2

,/mQL o]

O ‘/mlL T

Figura 3.2: (a) Espaco de configuragao C? correspondente ao hamiltoniano

~

H(x1, 29, P1, P2); (b) Bilhar tridngulo retangulo correspondente ao espaco de configuragao
C2: em seu interior, uma particula de massa unitaria, movendo-se com velocidade de
médulo VE, é refletida sempre que ela colidir com um dos lados do bilhar. O angulo &
estabelece a dire¢ao de movimento da particula e o angulo ¢ esta relacionado as massas

das duas particulas, tg¢ = /7.

A transformacao canonica que define o momento linear P; leva a uma indistin¢ao

Vi

entre momento linear e velocidade da particula: sendo p; = m;v;, obtemos P; = T
m;

Por outro lado, podemos definir na Eq. (3.2) a velocidade w; = —*= normalizada a

1
2my;

VE. Portanto, P, = w;, justificando a denominacio de “estado” tanto para os pares de
momentos, quanto para os pares de velocidades das particulas. Consequentemente, a Eq.
(3.2) torna-se

E = w] + w3, (3.6)

ou seja, o espaco de estados é uma circunferéncia de raio v E.
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Usando v; = \/2m; 'w; na Eq. (3.3), o estado depois de uma colisdo p-p é a reflexao

por um angulo ¢ do estado antes dessa colisao,

Wi | _ cosf) senf Wi, | (3.7)
Wayg senf) —cosf Wagq
Ry (6)
em que
cost =0 ge (0 (3.8)
=T, yT0), :
1+~

e R(A) é a matriz de reflexdao. Essa matriz tem a propriedade desejada de reflexdo es-
pecular na hipotenusa, conforme a demonstracao no Apéndice D. A reflexao especular
também é preservada nas colisoes p-w, pois os sinais das velocidades w; sao apenas tro-
cadas. Além de garantir a reflexdo especular, precisamos estabelecer uma relagao entre
o angulo # e o angulo ¢ das Figs. 3.2. Para isso, usamos as relagoes trigonométricas

260 __ l—=cosf 20 __ 14cosé
sen” § = ~=95% e cos” § = ~T52% na Eq. (3.8), dando

v = tg? g (3.9)

Pela Fig. 3.2(a), vemos que v = tg?(. Logo, segue-se da comparacio com a Eq. (3.9)
que ¢ = g. Dessa forma, conseguimos estabelecer todos os vinculos para interpretarmos a
Eq. (3.5) como o hamiltoniano de uma tnica particula, com massa unitaria, movendo-se

com velocidade de médulo v'E e confinada em um bilhar triangulo retangulo, Fig. 3.2(b).

A reflexao de um estado por um angulo 6 dada pela Eq. (3.7) pode ser reinterpretada.
Considere, por exemplo, o estado (wi,, ws,) antes da colisdo p-p no 42 quadrante, em que
wi, > 0 e wy, < 0; entdo, o estado (wig, waq) depois da colisao p-p pode ser obtido pela
reflex@o do estado (w4, wy,) em relagdo ao eixo wy, seguida por uma rotagao anti-horaria
por um angulo 6, conforme ilustrada nas Figs. 3.3(a)-(c). Isso significa que, efetivamente,

o estado final é a rotagdo R;(6) do estado (wiq, —wa,),

Wi | _ cosf —send Wi, ' (3.10)
Wag senf)  cosd —Waq

R:(0)

Essa interpretacao se mantém para quaisquer outros estados no 12 e 3° quadrantes que

conduzam a uma colisao p-p.
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(a) (b) (c)

Wy Wy W
(wlm _w2a) (wlaa _w2a)
27’ (w1d7w2d) 0
— O 7 0 ON v — O 7
_ (W1q, Waq) = (Wiq, Waq) _ (W1q, Waq)

Figura 3.3: Etapas para a geragao de um estado: (a) estado inicial (w4, wa,); (b) reflex@o
do estado (wy,, wa,) em relagdo ao eixo wq, que é equivalente a uma rota¢ao por um angulo
27, em que 7 é o angulo em relagao a w; do vetor associado a (wy,, W, ); (¢) rotacao anti-
horédria do estado (w14, —ws,) por um angulo 0, gerando o estado final (wyg, waq).

3.3 Estados Interpretados como Numeros Complexos

Lembrando que o plano real e o conjunto dos niimeros complexos sao espacos vetoriais
isomorfos [169], podemos associar cada estado antes e depois de uma colisdo p-p a um
nimero complexo z, = Wi, + 1Wa, € zg = Wig + 1wog de mdédulo vV E e a matriz R,(0), a

e = cosf + 1 senf; assim, a equacao complexa equivalente a Eq. (3.10) é
zq = 7, (3.11)

em que a barra sobre o nimero complexo denota a conjugacao complexa. As colisdes p-w
também podem ser descritas com a notagao complexa:

(i) Colisao da 1 com a parede em ¢; = 0:
2= —Zg = —Wig + MWayq. (3.12)
(ii) Colisao da 2 com a parede em gy = L:
24 = Zg = Wig — MWag. (3.13)

(iii) Colisao da 1 e da 2 com as paredes em ¢; = 0 e g3 = L (ndo necessariamente ao

mesmo tempo), respectivamente:

20 = —Zg = —Wig — Wag. (3.14)
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Perceba que a notacao dos estados por ntmeros complexos ¢ mais simples que a
matricial. Além disso, esta notacao é vantajosa em relacao a matricial na determinacao
analitica dos estados possiveis gerados em uma sucessao de colisdes p-p e p-w, pois é
mais facil multiplicar ntimeros complexos na forma polar do que multiplicar matrizes,
conforme mostrada para uma sequéncia particular de colisoes no Apéndice E. Em vista
disso, adotaremos daqui em diante a notagao complexa para os estados gerados pelo

sistema sempre que for conveniente.

Como visto acima, os estados devido as colisdes p-w sao gerados por conjugacao
complexa e por rotacao de um angulo 7. Isso mostra que nao é possivel obté-los pela
rotacao de um estado z, imediatamente antes de uma colisao p-p. Entao, precisamos
inclui-los também como estados zz a serem rotacionados por um angulo 6 para se ter
todos os estados possiveis do nosso sistema: sendo Z; = €7, a equacdo andloga & Eq.
(3.11), e Z, = z4 o estado antes da colisao p-p, com z,; dado pelas Eqgs. (3.12)-(3.14),

obtemos para:

(D) Z, = —Za,

Zg=—e"2,; (3.15)
(1) Za = Za,

Zg=e"2,; (3.16)
(1) Zy = —2,

Zy=—e"%,. (3.17)

Observando as semelhangas entre as Eqs. (3.15) e (3.16) e das Egs. (3.11) e (3.17),

podemos reuni-las como

zq = +ez,, (3.18a)
Zy = +e'z,. (3.18b)

A sucessao de colisoes p-p e p-w leva a iteracao de rotacoes como descritas pelas Egs.

(3.18a) e (3.18b), de modo que, para alguma [-ésima iteracao, se tenha

z = %%, (3.19a)
7 = +e'z, (3.19b)

com [ > 0 inteiro. Assim, temos quatro equacoes geradoras dos estados possiveis do

sistema por meio de rotacoes por #. Quando esse angulo for tal que:

° % ¢ irracional, o sistema seria ergodico se nos restringissemos simplesmente ao fato de
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serem rotacoes por angulos % irracionais [170-174]. No entanto, essa condi¢ao é apenas
necessaria, e nao suficiente, pois a dinamica do sistema permanece acessando as mesmas
classes de trajetérias do espago de fases, como mostrado em [66]. Uma demonstragao da

ergodicidade desse sistema classico ainda ¢ um problema em aberto;
0

e = ¢ racional. Isso significa que o angulo § = ™ para m > 0 e n > 1 inteiros coprimos.

K n

Esse caso é importante na investigacao da versao quantica do sistema. Ha duas situacoes:
*m = 1: pelas Egs. (3.192a) e (3.19b), temos +en, com [ € [1,2n]; assim, para

S
n

s . . . , . .
cada l > n, temos €"n = —e”n, com j € [1,n] inteiro. Logo, é suficiente considerar apenas

o sinal positivo nas Egs. (3.19a) e (3.19b),

2 = vz, (3.20a)

Z, = e 2, (3.20b)

pois sao gerados os mesmos estados para o sinal negativo. Consequentemente, cada uma
dessas rotagoes distribuem os estados por um angulo 6 = = no espaco de estados.
/ m7m
* m # 1: nesse caso, m pode ser par ou fmpar. Sendo par, +e'’» corresponde a

rotagoes sucessivas por angulos pares, gerando-se apenas a metade dos estados possiveis.
m z(—l—l—l%)w

1T

A outra metade é gerada por —e" n = e , com e~ = —1, ou seja, sao rotagoes
sucessivas por angulos fmpares. Restringindo os angulos (77 ¢ ( -1+ l%)ﬂ ao intervalo
(0,27], obtemos uma sequéncia de rotagoes por angulos pares e outra de rotagoes por

angulos fmpares a partir de um angulo =, pertencente ao 1% quadrante,

AT 125 e — e'leT" _ 62(2]'71)%7

+e =e
com j € [1,n] inteiro.

N A N . ~ m7m mm .
Reunindo essas duas sequéncias, de maneira que as rotacoes 4+en e —e'’n sejam

. ~ us . . o~
simplesmente [-rotagoes por =, e'~, com [ € [1,2n], obtemos novamente uma distribuicdo
s

de estados por um angulo = (veja a Fig. 3.4(a)). O mesmo resultado é obtido para m

impar.

Portanto, para § = ™% arbitrario, qualquer estado possivel do nosso sistema fisico é
) n )

gerado por reflexdes ou rotagoes sucessivas de um estado zg, conforme as Eqgs. (3.20a) e
(3.20b). Essas sucessoes de reflexoes e de rota¢oes nao correspondem a sequéncia temporal
de colisoes das particulas, pois ela depende das condicoes iniciais de posicao e momento

escolhidas.

Os pares de estados z; e Z; também estao igualmente distribuidos no espago de estados

(veja a Fig. 3.4(a)). Para se mostrar isso, note que a relagdo entre zy e seu complexo
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(a) (b)
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Figura 3.4: Ilustracao do espaco de estados unitario para o caso v = 3 (0 = %’r) gerado
pela Eq. (3.20a), indicado por B, e pela Eq. (3.20b), indicado por OJ. Como n = 3, o
nimero total de estados é Ny = 12. (a) Distribuigao dos estados B, [J, assim como seus
pares defasados por fi(l) =~ 0, segundo o angulo %. (b) Hexdgonos regulares destacam a
estrutura de Grupo Diedral dos conjuntos de estados.

conjugado é

Zo = €% 2, (3.21)

em que 27 € (0,7) é o angulo entre Zy e zy (veja a Fig. 3.5(a)), ou seja, é um angulo

constante; substituindo na Eq. (3.20a), a razao de z; em relagao a Z; também é constante,

<l 127

— = ,

Z
ou seja, os pares de estados z; e Z; possuem uma defasagem constante entre eles de 27
(veja as Figs. 3.5(a)-(b) ilustrando o caso | = 1) e, assim, uma distribui¢ao geralmente
distinta daquela de ~ € (0, %] dos estados z; e Z;. Por conseguinte, surge outro angulo
de defasagem fi(l) = [T — 27 entre Z; e Z, como podemos obter pela relagao entre a Eq.

(3.20b) e a Eq. (3.21),
Z P
__l _ el(lF_gT).
<0

H& dois resultados possiveis: se a defasagem fi(l) ~ 0 para algum inteiro [ = r fixo,
entao os estados Z; e Zp estarao proximos entre si; caso contrario, esses estados estarao
distantes; no entanto, como a versao continua do angulo de defasagem, f(r) = 2% — 27,
sempre tem uma raiz, isso significa que, variando-se os valores de [, garante-se que exista
um [ # r no qual fi(l) ~ 0. Como isso fora feito para um estado inicial zy, repetimos esse

procedimento para os demais estados z;, usando-o para se definir um novo estado inicial
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(a) (b)
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Figura 3.5: Defasagem entre os estados z; e Z; para o caso particular [ = 1: (a) dado um
estado inicial zy, o estado z; é obtido pela reflexao em relagao ao eixo w;, ou uma rotagao
por um angulo 27, seguido de uma rotagao por um angulo =; (b) rotacionando z, por um
angulo 7, obtemos o estado Z;. Esse estado estd defasado de 27 do estado z;. Além disso,
os estados Zy e Z; estao defasados de ( T 27).

2p. Ao final, teremos pares de estados z e Zy, com [,I' € [1,2n], distribuidos no espago
de estados segundo um angulo médio 7, uma vez que os estados consecutivos z; e Zy ja

estao assim distribuidos.

As Egs. (3.20a) e (3.20b) sdo rotagoes €= de z e Zp, em que [ € [1,2n]. Isso significa
que cada uma dessas equacgoes gera um conjunto de 2n estados, ou seja, o nimero total
de estados que o sistema pode gerar é N.s = 4n. Esses estados possuem a estrutura do
Grupo Diedral [128] (veja a Fig. 3.4(b)), um grupo multiplicativo ciclico (Apéndice B).

Como a distribuigao dos estados z; e Z; ¢ uniforme e por angulos =, o niumero médio de

estados por quadrante é N, = % =n. A Fig. 3.6 mostra os espacos de estados obtidos
numericamente [66] para cada valor de 7, corroborando tanto a distribuicdo quanto o
numero de estados. Podemos atribuir um significado fisico a esse resultado: como o
4% quadrante corresponde as velocidades das particulas com sinais opostos, em que a
1 tem velocidade positiva e a 2 tem velocidade negativa, isso significa que o inteiro n,
determinada pela razao de massas 7, ¢ o numero de pares de velocidades opostos que

sempre levam a uma colisao p-p.

A quantidade de pontos no espaco de estados gerados por um certo niimero de colisoes
p-p € insuficiente para se concluir algo sobre a integrabilidade do sistema. Isso esta ilu-

trado nos espacos de estados das Figs. 3.6(h) e (i): realizando numericamente 1 milhao de



3.3. Estados Interpretados como Niumeros Complexos 63
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Figura 3.6: Espacos de estados para: (a) v = 1, 8 = Z (90°), N, = 8; (b) v = 3,

0 =2 (60°), Noy = 12; (c) v = 3, 0 = &= (120°), N,, = 12; (dw:%,e:g(%o),

N, = 16; (e) v = 2+g, 0 =7 (30°), New = 24; (f) y = 420822 9 = 7 (15°), N, = 48;

(g) v = Y2 9 = (750), Neg=48; (h)y v =1, 0 = 1,2309594... (70, 528779...°),
1—cos 5 o o .

N, =128; (i) v = HCOS-@%, 0 == (2°), N,y = 360.

colisoes p-p, gerou-se 128 estados para a razao de massas v = %, que é o caso “ergddico™ e

de genus infinito [98] (veja a Fig. 3.6(i)), enquanto para v = ;CT,
90

que é um caso pseu-
dointegravel de genus igual a 45, gerou-se 360 estados. Para se observar qualitativamente
a diferenga entre um caso “ergédico” e um caso integravel /pseudointegravel, usamos, por

exemplo, o espaco de fases do momento p; e da posi¢ao x; da particula 1 sempre que ela

2Usou-se “ergédico” e nao ergédico, pois esses casos carecem de uma prova rigorosa quanto a essa
propriedade [66, 175].
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Figura 3.7: Espacos de fases para: (a) v = 1; (b) v = 3; (¢) v = 3 (ergddico); (d)
v = ;zzz% Enquanto os casos nao ergodicos apresentam um acumulo de pontos em

linhas bem definidas, o caso “ergddico” exibe uma “difusao” pelo espaco de fases.

colidir com a parede em x; = 0 ou com a particula 2. Assim, fazendo um experimento

numérico com 2 milhoes de colisoes p-p e p-w para quatro razoes de massas, vy =1, v = %,

1—cos & . .
v = % € Y = Tree# Obtemos o espago de fases da Fig. 3.7. Observe que os casos inte-
90

gravel /pseudointegravel, Figs. 3.7(a), (b) e (d), acumulam pontos (x1,p;) em linhas bem
definidas, indicando que a particula no bilhar visita apenas regices especificas; por outro
lado, o caso “ergddico” v = % nao exibe esse acimulo de pontos, mas uma “difusao” de

(x1,p1) pelo espaco de fases, Fig. 3.7(c).

3.4 O Conjunto de Estados e suas Propriedades

A geracao de estados pelo sistema fisico é bastante simples, pois depende apenas de

duas equagoes, Egs. (3.20a) e (3.20b), constituindo um conjunto E com 4n elementos,

[E = {Zl, sy RNy Al cee5 22n5 Zl, ---aszn—i-ly ...,Zgn} = {Zlazl}1§l§2n‘
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Dessa forma, possiveis aplicagoes que exigem conhecer explicitamente todos os estados
possiveis seria dificultoso para valores crescentes de n. No entanto, lembrando que esses
estados formam um Grupo Diedral, a sua estrutura provém propriedades que simplificam

a representacao dos estados, que sera importante para a analise quantica. Sao elas:

l

. . . /o (s . . .
1. Simetria: Sejam zy = €' vZy e Zy = e’ v 2. Se I’ > n, existe um inteiro [ tal que

2y = —2z e Zy = — 7). Tais relagoes sao tinicas no intervalo (0, 27].

us
ano.

2. Relacgao entre os estados “2” e “Z”: Sejam z; = eInZy e Z) = e
(a) Se 7+ 1 =n, temos Z; = —Z,_;.

(b) Se j 4+ 1 = 2n, temos Z; = Zoy_;.

3. Relacao entre os estados antes e depois de uma colisao p-p:

l

(a) Seja z = "2z, um estado imediatamente antes de uma colisdo p-p. Entdo, o

estado depois dessa colisao é
e 2 = Zontm-1- (3.22)

A Eq. (3.22) permanece valida se o estado “Z” for o estado imediatamente antes
e “z” for o imediatamente depois de uma colisao p-p. Para se mostrar isso, basta
multiplicar o complexo conjugado da Eq. (3.22) por e*'n e definir 2n +m — 1 = I/,
dando

mmT —

elTZl’ = Z2n4-m—1’-

Isso acontece porque esses estados constituem um grupo ciclico, como manifestado

pela soma constante dos seus indices,
[+ @2n+m—1)=2n+m.

Em vista disso, chamamos o par de estados z; € Zon1m—; de par de estados antes-
depois de uma colisao p-p, sem a necessidade de se identificar qual estado é o antes
ou qual é o depois de uma colisao p-p.

(b) Seja o par de estados z e Zoym—;. Pela propriedade (a) do item 2, o par de

estados antes-depois de uma colisao p-p pode ser escrito como C(z) = —Zn_mas-

E conveniente definirmos o estado inicial zy tal que z; = oM 4960 = o +18, em que
0<pB<a,
v 7 0 T
29 = acos — + [Fsen — +@(asen— — [ cos —),
n n n n
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e juntamente com as propriedades acima, podemos escrever uma lista dos estados possiveis

;

2= a® +480, l€[l,n—1]
- —a® O] =
2= —a") 80, [=n
! b (3.23)
\ Zl’ — EO — a(l) I Z/B(l), l, — 2[‘]
(
Zl = —Oé(n_l) + Zﬁ(n_l) = —Zn—1, le [17 n-— 1]
Z; = —a® — 80 = —z, [l=n
! b 0 (3.24)
Zy = —Z; = =D — 80D, I'en+1,2n—1]
Zy = 29 = o 4460, I'"=2n

\

0 que nao representa nenhuma restrigao, pois esses estados constituem um grupo ciclico
e, por isso, uma defini¢ao diferente do estado inicial implicard em uma lista dos mesmos

estados em uma ordem diferente.

As Egs. (3.23) e (3.24) mostram que basta o conhecimento de n estados para deter-
minarmos os demais possiveis. Note também que o estado z; = z, tem a sua parte real

com sinal oposto ao dos estados que o antecedem. Por isso, temos uma analise a parte:

e O casol € [l,n—1]. Para o par de estados antes-depois de uma colisao p-p C(z) =
—Zn_mus1, temos n —m+1 < n, o que da [ < m, ou seja, o inteiro m limita os valores
de [ a estados —Zp_my = —am) 4 p0-m+D) - Por conseguinte, quando [ > m,
temos n — m + [ > n. Logo, é preciso restringir n — m + [ ao inteiro n, que é o
mesmo que multiplicar as equacoes geradoras de estados por e™r = —1, resultando
em C(2) = Zj_pm = =™ 4 ,50=m),

e O caso [ = n. Considere z, = —a + 18" = —Z;: como n = [ > m, segue-se que

C(zn) = Z1om = a"™™ —3(0—m),

Desse modo, uma vez determinado os pares antes-depois de uma colisao p-p, temos 2n

estados ao todo. Os demais estados restantes sao obtidos considerando os seus negativos.

Em suma, temos:

1) m estados:
C(2) = —Zn-mst = C[(aD, 30)] = (—an=mH) gl=m+Dy = | < m,
2) n — m estados:

C(z) =Z1—m <= C[(Oz(”,ﬁ(l))] = (a(l_m), —ﬁ(l_m)), m<l<n-—1,
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C(2n) = Znem <= C[(—a™, M)] = (a"=™) —p0=my [ =n.

Assim, o inteiro m pode ser interpretado como sendo o nimero a ser acrescentado ao
indice dos estados na lista, a fim de se obter o seu complexo conjugado: seja C(z) =
—Zn_m1 € C(z1) = Zj_m; trocando [ por [+m, obtemos C(2jym) = —Zn = Z1 € C(214m) =

Zi, pois n+ 1 > n. Ainda, se [ + m = n, temos C(z,) = Zn_m.

Os 4n estados também podem ser obtidos pela seguinte funcao

;

_Enfm+l = —a(n—m+l) + Z/B(n_m+l) l <m
Z — Al=m) _ , 2(-m) I
Fl-m = @ v >m
Cl =y~ ’ , (3.25)
_zn—m-f—l - Qé(n) -+ ZB(") l=m
| Ziem = all=m) — ,3=m) [=n
em que 2, = —a™ +28M 25 = o 4480 2 = —%;. Isto nos permite definir uma fungao

para os indices dos estados, o = f5(l), dada por

(n—m+l, [<m
[ —m, [>m

o= . (3.26)
n, l=m
n—m, [=n

Para a analise do caso quantico no capitulo seguinte, a funcao de onda sera construida
associando-se cada par de estados antes-depois de uma colisao p-p a um par de ondas

planas,

O pO 1(aWx1+60zs)
(¥, ) = e , (3.27a)
(), B0 1y a1z (3.27h)

em uma solugao basica (solucao base), com a qual obteremos uma funcao de onda esten-
dida para qualquer triangulo retangulo racional em func¢ao do indice [ no intervalo [1, n].
Como os estados sao gerados por colisoes cléssicas e as ondas planas correspondentes sao
no ambito quantico, as Eqs. (3.27) sdo a esséncia da nossa andlise semicldssica aplicada

no Capitulo 4. Dessa forma, podemos analisar alguns casos particulares de interesse.



Capitulo

O Sistema Quantico e um Ansatz de Bethe

Esstendido

Sistemas classicos integraveis sao sistemas fisicos que possuem solucao analitica exata
das equacoes de movimento ou, pelo menos, podem ser representadas por meio de simples
quadraturas [176] (apesar desta possibilidade nao ser tratada no presente trabalho) gragas
ao fato de possuirem todas as integrais de movimento determinadas. Por outro lado,
sistemas quanticos integraveis, conforme a definicao de B. Sutherland apresentada no
Capitulo 2, sao sistemas fisicos que nao exibem espalhamento difrativo; nesse caso, a
funcao de onda pode ser determinada de forma exata pela suposicao, ou Ansatz, de ela
ser uma superposicao finita de ondas planas. Esta suposicao é denominada de Ansatz de

Bethe.

O Ansatz de Bethe é aplicavel a sistemas de particulas idénticas, como um gas de
bésons ou férmions em uma regido 1D, sistemas de spin 1D, etc. M. Gaudin [33], por
exemplo, obteve a funcao de onda exata para um sistema de N bdsons idénticos confi-
nados em uma caixa 1D, ou seja, o sistema é quanticamente integravel e, claramente,
também o caso N = 2. Como as particulas podem tunelar, esse caso particular equivale
ao confinamento de uma particula em um bilhar quadrado com uma parede permeédvel em
sua diagonal, por causa do potencial de interagao das particulas ser um delta de Dirac no
modelo 1D. Quando as duas particulas sao impenetraveis, o bilhar torna-se um triangulo

retangulo isdsceles, que também é quanticamente integravel [134].

Vimos no Capitulo 2 que, do ponto de vista da teoria de grupos, alguns sistemas de
particulas de massas diferentes admitem funcgoes de onda do tipo Ansatz de Bethe apenas
para particulas impenetraveis com valores de massas especificos, ou seja, sao quantica-

mente integraveis. No entanto, propomos uma abordagem diferente para entender esse

68
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problema, usando resultados classicos do Capitulo 3 no problema quantico, que denomi-
namos de andlise semicldssica. Em particular, o sistema de interesse imediato é aquele
formado por duas particulas de razao de massas v = 3 em uma caixa 1D, pois ¢é clas-
sicamente integravel, mas é desconhecida pela literatura se a sua versao quantica, com
tunelamento entre as duas particulas, ¢ integravel. O bilhar correspondente a esse caso é
um retangulo, com uma parede permeavel em sua diagonal, formado por dois triangulos
hemiequilateros. Quando as particulas quanticas sao impenetraveis, o bilhar correspon-

dente é o triangulo hemiequilatero, que também é quanticamente integravel [134].

Para analisar esse sistema fisico, iremos discutir inicialmente a equacao de Schro-
dinger para duas particulas de massas quaisquer em uma dimensao. No caso confinado,
proporemos formas especificas para a funcao de onda, baseadas no Ansatz de Bethe e em
consideracgoes semiclassicas. As solugoes puramente de espalhamento, ou seja, no caso
onde nao ha confinamento espacial, serao os componentes basicos para compor a funcao
de onda estendida. E importante notar que tais componentes dependem de um dos an-
gulos internos do bilhar triangular. Impondo as condicoes de contorno de anulamento da
funcao de onda em z; = 0 e em x5 = 0 (veja a subsegao 4.2.1), obteremos a relagao entre
as amplitudes das ondas planas dessa expansao. Aplicamos, entao, esse resultado geral
para os casos classicamente integraveis v = 1 e v = 3, e o pseudointegravel v = % no
fim da subsecgao 4.2.6.

4.1 Equacao de Schrodinger para Duas Particulas em

Coordenadas e Numeros de Onda Normalizados

Inicialmente, resolvemos a Equacao de Schrédinger para duas particulas movendo-
se sobre uma reta e interagindo por um potencial de curto alcance. Quando elas se
encontram, podera ocorrer colisao ou transmissao dessas particulas. Em qualquer caso, a
solucao obtida serd a base para a construcao da solucao para particulas confinadas, pois,
por ser de curto alcance, a interacao das particulas independe da presenca das bordas
do potencial confinante da caixa 1D. Em seguida, na subsecao seguinte, analisaremos o
caso das particulas confinadas. Para se construir a solucao quantica exata, partiremos
do resultado classico conhecido, que é a inducao de um numero finito de velocidades pelo

sistema fisico para determinadas razoes de massas quando se inclui as bordas da caixa

1D.
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4.1.1 Analise da Solucao para o Caso de Duas Particulas nao

Confinadas

Considere duas particulas de massas m; e mo quaisquer. FElas interagem por um
potencial de curto alcance V(q1,q2) = Ad(q1 — ¢2) na reta, em que A é a intensidade do

potencial e 0(q; — ¢q2) é o delta de Dirac. A equagao de Schrédinger correspondente é

fJ2)

B2 0% (g, n 0w
(91, ¢2) _ G(Z +A0(q1 — @)V (g1, ¢2) = EV(q1, g2)- (4.1)

1,
2 2
2my  Oq; 2ma 5
Como posteriormente as particulas serao confinadas em uma caixa 1D, elas interagirao

repetidamente entre si, gerando um conjunto de pares de velocidades, que denominamos

de estados.

Da analise classica do Capitulo 3, sabemos que cada interacao corresponde a uma
reflexao por um angulo 6 dado por 6 = 2arctg,/y no espaco de estados, o qual ¢ uma
circunferéncia de raio vE. Quando % for racional, o nimero de estados é finito. Entao,
temos uma maneira direta para determinar a funcao de onda em cada interacao entre
as particulas de forma recursiva, associando cada estado normalizado a uma onda plana,
conforme as Egs. (3.27). Em vista disso, devemos aplicar a mudanca de coordenadas de

posicao x; = /m;q; das particulas,

B 02U (21, 1) B O (z1, o)

o2 912 + 20 (2)V (21, 22) = EV (21, 22), (4.2)
em que
B 0 0 (43)
l’—.TlSGIlz l’gCOS2 .
é a coordenada relativa decorrente de ¢ = q1 — qo, M = mq + mo, cosg =/ seng =

Y )‘\//7« 2F
ma . mimo — —
Mo K= A= G e =5

Da definicao de coordenada do centro de massa, () = %, também obtemos o
centro de massa em termos de z;,
0 0
X = x; cos 3 + x98€en 7 (4.4)

. ~ . ‘s 0 .
Perceba que as Egs. (4.3) e (4.4) constituem uma rotacao anti-hordria de § — 3, ou seja, o
espago de configuracao z-X ¢é o espaco de configuragao C? rotacionado (veja o Apéndice

F).

Admtindo-se que V(z1,z9) = ¢(X)p(x), obtemos duas equagoes diferenciais ordina-
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D2p(z) — 206 (x)p(x) + K*p(x) = 0, (4.5)

D3 o(X) 4+ K*¢(X) =0, (4.6)

emque k2 =€ —K?, k= \’7/7, K= I\;CM“‘, k. é o numero de onda relativo e K., é o nimero

de onda do centro de massa.

A solugao de cada uma dessas equacoes diferenciais sao analisadas a seguir.

Solucao da Eq. (4.5):

Por ser um potencial delta de Dirac, a fungao ¢(z) é continua em x = 0 (¢(0+) =
©(0—) = ¢(0)), mas a sua derivada nao o é: integrando a Eq. (4.5) entre —e e € e fazendo

o limite € — 0, a descontinuidade da derivada de ¢(z) em z =0 é

D,p(0+) — Dyp(0—) = 2Xp(0). (4.7)

O potencial delta de Dirac divide a reta em duas regioes:

Regiao de incidéncia de = < 0 para x > 0:

- 4.8
Cetne, x>0 (48)

e 4+ Be " x <0
pi(z) =

Escrevemos z < 0 (xz > 0) em vez de x < 0 (x > 0) porque ja estabelecemos a continuidade
da fungao de onda. Substituindo a Eq. (4.8) em (4.7) e sendo € = A + B (decorrente da
continuidade de ¢(x) em z = 0), temos
D) K
B=RA R=-— ~ e C=TA, T= =,
K+ 1A K+ 1A

em que R e T sao os coeficientes de reflexao e transmissao tais que 1 + R =1T.

Regiao de incidéncia de = > 0 para x < 0:

Q:/e—mar7 T S 0
w@:{ : (4.9)

Ql/e—lﬁit _"_ ;:B/elﬁl‘7 T 2 O

Procedendo-se de maneira anédloga ao caso ¢1(x), obtemos de ps(x),

b\
e =T, T=-—"_
K =+ 1A K4 1A

B =RA, R=-—



4.1. Equacao de Schrodinger para Duas Particulas em Coordenadas e Numeros de Onda
Normalizados 72

Como as particulas serao confinadas em uma caixa 1D, precisaremos das duas solugoes
v1(z) e po(x). Pelo principio da superposigao, ¢(z) = ¢1(x) + po(x) também é uma
solugdo. Em principio, deverfamos ter escrito ¢(x) = c1¢1(x) + capa(z), com ¢; sendo
coeficientes complexos quaisquer, por parecer mais geral que uma simples soma de ¢ ()
e po(x). Este nao é o caso, pois a arbitrariedade requerida para ¢(z) ja estd implicita nos

coeficientes A e A,

(emx + Refmx)gl_'_ (Tefmx)gl/, T S 0
p(r) = { (4.10)

(Telﬁx)gl+ (efmz _|_ Remz)m/j T Z 0

Podemos reexpressar a Eq. (4.10), a fim de evidenciar as ondas planas conforme o movi-

mento seja no sentido positivo (para a direita) ou negativo (para a esquerda),

Ae™* + (RA+TA e ™ 2 <0
olx) = { (L11)

We o 4 (RA + TA)™, 2> 0

Como 1+ R =T, as segundas parcelas da Eq. (4.11) podem ser escritas como

R A’ Royr

By B 491

ITX pyiTa=I-"7
& 1

RA+TA =2

O coeficiente 2 é arbitrario, entao podemos escolher, por conveniéncia, 2 = 1 —% =1+ %,
e usando —2 = Q — 1, obtemos

K

p(z) =

IRT o _ A\ ik
{Qle —i—(Ql 1—1—2()6 , J?SO’ (412)

We 1 [F@—1)+1] e, 2> 0

a qual permanece continua e com a sua derivada primeira descontinua em x = 0, pois é a
soma de duas outras fungoes com essas propriedades no mesmo ponto. Por isso, manteve-
sex <0ex>0nakEq. (4.12), como estd demonstrado abaixo:

Continuidade: ¢~ (0) = ¢ (0).

Como A + A = 2, segue-se que

2
“(0) =1+ —
2
T0) =1+ —

ou seja, a fungdo () é continua em = = 0.
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Descontinuidade: Determinando a derivada primeira da Eq. (4.12), obtemos

Doo(0+) — Dap(0—) = k(A + A) (1 + %) : (4.13)

e da continuidade de p(x) em x = 0, obtemos
Dyp(0+) = Dyp(0—) = 24p(0), (4.14)

que ¢ a condigao de contorno representando a interacao delta de Dirac.

Ql/

o arbitraria. No entanto,

A fungao de onda da Eq. (4.12) ndo apresenta simetria para

/ , . , .
quando % =1, ¢o(x) é simétrica,

Yee 4 ﬁe—mz7 <0
ps(x) = I : (4.15)
Qe " + Ae™®, x>0
e quando %, = —1, ¢(x) é antissimétrica,
Ql(emx _ efm:r)’ T S 0
PalT) = B . (4.16)
91(—6 1KT + emzp)’ T Z 0

Para a funcao de onda simétrica, a Eq. (4.13) é ndo nula; consequentemente, usando as
Egs. (4.14) e (4.15), conclui-se que o coeficiente 2 depende da intensidade X do potencial:

logo a funcao de onda p(z) = ¢4(x) é

a (k)" +a (—kr)e ™ <0
plr) = B , (4.17)
at(—kr)e ™ +at(k)e"™™, x>0
em que N N
A A
a (k) =1 Ca at(—k), a (—r)=1 AR at(k),
K —K

ou seja, a fungao de onda tem um valor nao nulo em z = 0.

Para a funcdo de onda antissimétrica, a Eq. (4.13) é nula; consequentemente, o

coeficiente 2 nao depende de Aea funcao de onda é nula em z = 0.

Assim, como o interesse aqui ¢ a investigacao do caso em que o perfil da funcao de onda
dependa da intensidade de interacao do potencial, nao usaremos a solugao antissimétrica.
A solucao antissimétrica sera importante apenas para se obter a solucao conhecida do

bilhar quadrado, conforme a discussao na subsecao 4.2.2.
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Solugao da Eq. (4.6):

O movimento do centro de massa dada pela Eq. (4.6) equivale ao movimento livre
de uma particula no intervalo (—oo,00) ou, com as condigoes de contorno apropriadas,
de uma particula confinada em um pogo de potencial infinito de extensao X € [0, vV M L],

com numeros de onda K e —/C,

P(X) = Ae™¥ 4 Bem X, (4.18)

Solucao Base para o Caso com ¢(z) Simétrica

O produto das fungoes dada pelas Eqs. (4.17) e (4.18), juntamente com a imposigao
das condigoes de contorno (continuidade, descontinuidade da derivada primeira e anula-
mento da fun¢ao de onda nas extremidades de [\/mjL, /msL]), consistird na solugao do

nosso problema. Assim, de W(xy,z5) = ¢(X)p(x), temos

(

Aaf(,{)el(lCX+m:) —f-ACLi(—/{)Gz(’CXiKI)ﬁ-
+Ba—(/€)ez(—lCX+nm) + Ba—(_ﬁ)ez(—KX—nz)’ r <0
Aa-‘r(_l%)ez(lCX—mc) —|—ACL+(KJ)€Z(’CX+M:)—|—

_{_Ba-&-(_K)ez(—KX—mr) 4 Ba+</€)€l(_’CX+Hx), x>0

U(xy,29) = (4.19)

Para expressar a fungao de onda W(x;,z5) em termos dos nimeros de onda das par-
ticulas imediatamente antes e depois da interacao, determinamos antes K and k. Da
—miks

- . K2 k2 k2 k3
conservacgao da energia, £ = =+ = m—ll + m—z, emque Ko, =k1+koek, = %

Além disso, como € = K? + k? = k% + k3, temos

6
K=r cos§ + @seni,
7 0
K= Kisen o — Kz €08 o, (4.20)

ou seja, os numeros de onda de centro de massa e relativo normalizados correspondem

9

5, @ mesma regra de troca de momentos em colisoes p-p.

a uma reflexao por um angulo

Logo, juntamente com as Eqgs. (4.3) e (4.4), obtemos
KX + kx = K121 + Koo,

KX — kx = (k1 cos + kasenf)zy + (kysenf — kg cos0)xy = ka1 + KoTa, (4.21)
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de modo que a funcao de onda fica

Aa™ (g, Rg)e!PE) 4 Aa (i, e eds)

Y Ba(—#), _Ké)eﬂ(mgxﬁngm) + Ba~(—kq, _Hz)e*l(ﬁlxﬁrngxﬂ’ x, <

ACLJF(I{/Q, H/I)ez(ngx2+n’1$1) + A(L+(/{2, Iil)el(”2$2+”1x1)—{—

+Bat(—kg, —ky et R2m2tman) 4 Bat (gl i) mraie) g > \’%
(4.22)

A Eq. (4.22) fornece a fungao de onda tanto para o movimento do centro de massa asso-

SE

\I/(xl, LL’Q) =

ciado ao numero de onda K (ondas planas com coeficiente A), quanto para o movimento
do centro de massa associado ao nimero de onda —/C (ondas planas com coeficiente B).
Note também que cada onda plana estd acompanhada por um coeficiente que depende do
namero de onda relativo e da intensidade do potencial. No entanto, podemos expressar

esses coeficientes em funcao de apenas um deles. Considere a fun¢ao de onda para x; < %

e

A
a (ki ko) = 1+ ! = q, (4.23)

K1 seng — Ko COS g

o coeficiente da onda plana e'("1#1+%222). e ¢la for a onda plana incidente, o nimero de
onda relativo k = f3(ky, k2), dado pela Eq. (4.20), é positiva; logo, sendo e!(*171+#2e2)
a onda plana espalhada, o nimero de onda x' = f3(k], k}) é tal que K = —k, pois as
particulas se afastam entre si. Entdao, isso significa que f3(—k], —k}) = —k', ou seja,
f3(—~K], —kKb) = k; analogamente, temos f3(—k1, —k2) = k’. Portanto, os coeficientes das

ondas planas correspondentes sao

a” (=K}, —kY) = a” (ky, ko) = a, (4.24)
a” (K, k) = a~ (=K1, —k2) = a (K1, k) = @. (4.25)
Para a funcao de onda em x; > \“}—%, as particulas estao em posicoes trocadas, de

maneira que a razao de massas, entendida como a razao da massa da particula da esquerda
em relacao a da direita, também estd trocada, ou seja, v/ = y~!. Consequentemente, pela
Eq. (3.8), o parametro §' = m — 6 e o coeficiente a™(k}, k) é

1A
% 0"

/ !
Ro Sen5 — K7 COS 5

at (K, KY) =1+

Usando as definigoes de x| e k) em termos de ki, ko e ), mostra-se que a™(k), K})) =
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a~ (K1, Ky). Consequentemente,

at(ky, Kky) =a" (=Ko, —kK1) =a, a*(

e a Eq. (4.22) fica

Aaez(nllerngmz) +Aaez(n’1$1+n’2x2) _f_Bae*Z(“llleF”/Qx?) +Baefl(fi1x1+1€2x2)7 )
Aaez(n’212+n’1m) +Aa€l(ﬂzwz+/€1x1) _‘_Baefz(nngrmm) +Ba€71(n’2w2+n’lx1)7 1 Z
(4.26)

IA
Sk Sk

\Il(l’l, $2) =

A Eq. (4.26) mostra que as ondas planas com coeficiente B,

. i ! - . — ! !
ae (Kl z1+KrYT2) + de (k1z1+K2T2) e ae 1(koxo+K121) + Te W(khTo+KiT1)

Y

sao obtidas das ondas planas com coeficiente A,

_ / / / ’ _
aez(nlzlJrngocg) + ael(n1x1+n2x2) e ael(n2x2+n1x1) + aez(ngmfrﬁlxl)’

por conjugacao complexa. Dessa forma, a parte da funcao de onda associada a cada um
desses movimentos do centro de massa sao semelhantes, podendo ser usada para evitar a
repeticao dos célculos para os dois movimentos do centro de massa contidos na Eq. (4.22).
Por isso, basta escolhermos uma delas para a definicao de solugao base. Escolhemos aquela

com coeficiente A,

Auez(H1I1+H2$2)_"_Aae’b(filll‘1+ﬁl2$2)’ T

Aaet(rhzatri) +Aaez(mzmz+mx1)7 T >

A
Sk Sk

U(zy,29) = (4.27)

Como as fungoes de onda ¢(X) e ¢(x) sdo continuas, satisfazem a Equagao de Schrodinger
e a derivada primeira de ¢(x) tem a descontinuidade do delta de Dirac, entdao o mesmo

vale para U(zy, z5) = ¢(X)p(z), como estd demonstrado no Apéndice G.

A funcado de onda da Eq. (4.27) fornece a solugao bésica do problema, pois ela exauri

todos os resultados possiveis no encontro das particulas em z; = \%: estando as particulas

na regiao r; < %, com numeros de onda ki e Ko, 0 centro de massa move-se em um
determinado sentido; apds o encontro em x; = %, duas coisas podem acontecer: colisao

das particulas, resultando em ntmeros de onda &) e x5, com a permanéncia delas na regiao
1 < ”—?y; ou transmissao das particulas para a regiao x; > %, mantendo os numeros de
onda ki e kg. Situacao semelhante a essa também ocorre se as particulas estivessem

inicialmente na regiao x; > %
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4.1.2 A Simetria de Reflexao Espacial Contida na Solucao Base
da Funcao de Onda

No caso classico, vimos que a troca de momentos nas colisoes entre as particulas é
uma reflexao por um angulo # no espaco de configuracao normalizado. Essa propriedade

estd presente na solugao base, Eq. (4.27). Primeiramente, reescrevemos essa equagao,

_(5131,$2) —A (aez(nlml—l—ngmg) _i_aez(ﬁ/l:pl—&—né:rg)) -

+($’1,$2) — A (uez(n'212+n’1m1) +a€z(52x2+nlzl)) . x>

I
Sk Sk

(4.28)

Considerando a fungao de onda W~ (xy,z5), observa-se que uma mudanca da onda

/ / N
plana e’("121+%5222) para a onda plana e (*1%1+%272) e deve & troca dos momentos em (K1, ko)
para os momentos em (K7, k5) via reflexdo por um angulo 6, mantendo o mesmo dominio

espacial r7 < % Interpretagao semelhante se aplica & fungao de onda W (xy, z5).

A funcao de onda W (xy,z5) pode ser também obtida refletindo o dominio espacial

de U~ (21, x9) em relagdo a 1 = “£ a partir da reflexdo dos momentos das particulas:

\/,T/
considere o argumento da onda plana ¢(*1#1¥5222) da funcdo de onda ¥~ (1, x5),

K1T1 + KoXa. (429)

Lembremos que uma transformacao de reflexao, em notacao complexa, é
R = Gwﬁo 4 RO = e’eﬁ,
de maneira que
(K1, Kky) = (K1 cos @ + Kasen®, kysenl — ko cosf) <

& (K1, ko) = (K] cos + kysend, k) senf — k; cos ).

Assim,

K1T1 + KoTo = (K] cos @ + rhsenf)xy + (k) senf — K, cos 0)w,,

e reunindo os termos em um mesmo x| e K5,

1 !
K1T1 + Koo = Ky + Koxh, (4.30)
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em que 7 e x5, sdo as coordenadas refletidas por um angulo 6,
(2], xh) = (w1 cos 0 + xosenb, z1sen b — x5 cosb),

em que ou seja, a reflexao dos momentos implica em reflexao espacial.

/
> T2
- ﬁ’

. . / /

Com o mesmo procedimento aplicado ao argumento da onda plana e!"1#1+5272) de

U~ (24, xg), obtemos

K1T1 + KoZe = KT + Koy, (4.31)

Entao, a fun¢ao de onda & (2], z}) devido a reflexao espacial é
(2!, ah) = A (aezwwaxa) n aemmgmxa)) 7

que é justamente a fun¢ao de onda U (zy, x9), contanto que x;, = x;.

4.2 Proposta de Funcao de Onda: Ansatz de Bethe
Estendido

Propomos aqui uma funcao de onda do tipo Ansatz de Bethe estendido para descrever
o sistema de duas particulas de massas quaisquer e que interagem por um potencial
delta de Dirac em uma caixa 1D (veja a Fig. 4.1(a)). Se 7y for tal que ¢ é racional,
esse sistema equivale a um bilhar retangular, contendo uma parede permeavel em sua
diagonal, formado por dois triangulos retangulos racionais (veja a Fig. 4.1(b)). Essa versao
estendida é construida superpondo solugoes base conforme o niimero de estados classicos
de pares de estados antes-depois de uma colisao p-p. Por meio das condi¢oes de contorno,
investigamos as restricoes que impedem uma solugao por Ansatz de Bethe quando os
triangulos retangulos sao classicamente integraveis (v = 3). Analisamos também o caso

mais simples envolvendo bilhares triangulo retangulo pseudointegraveis (7 = gi)

Considere a solucao base, Eq. (4.27), para um par de estados cldssicos antes-depois

de uma colisao p-p, de acordo com as Eqgs. (3.26) e (3.27),

AygereVmple) o Azalel(a(g)xﬁﬁ(g)m), x <

qu(lj,l‘g) = s (432)

Alalel(a(a)ml‘i'ﬁ(a)IQ) -+ Alalel(a(”xl“ﬁg(l)lﬁ)? €1 Z

Sk Sk
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() (b)

o)
w/mng]
A A \D_(Qil,ﬂfg)
‘If+($1,l'2)
Bn
- o | o,
0 q1 g2 L ! © mL '

Figura 4.1: (a) Sistema quantico de duas particulas quaisquer confinadas em uma caixa
1D de comprimento L. Essas particulas interagem por um potencial V (g1, q2) = A\o(q1 —
¢2), colidindo elasticamente ou tunelando entre si em ¢; = ¢2. (b) Bilhar retangular
correspondente ao sistema do item (a). A diagonal é uma parede permeével descrita pelo

potencial V' (z) = 2N (x), correspondendo ao potencial de interagao V' (qi, q2). ¥~ (z1,x2) €

Ut (24, x9) sao as fungoes de onda para z; < % ex > %, respectivamente. O parametro
m

2% ¢ um dos angulos agudos dos triangulos retangulos.

0

para — racional, [ € [1,n] e

I\

alsen? — B0 cos &

Nesse caso, a expansao da funcao de onda tem 2n ondas planas; as 2n ondas planas restan-

- . () ) — ez — B _
tes sdo obtidas trocando-se A; por By, q;e!®”'#1+8722) por g er-oVe1=8w2) o 7 o

por qet—aVz1=822) oy que j € {l,0}.
Definindo
U™ (21, 22)
\I](l’l, l’g) =
\If+($1,l'2)
para

VA
Sk Sk

U™ (x1,22), 21

W (xy,x0) =
(1 2) \Iﬁ(%,%), T

oDz +80) )
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a Eq. (4.32) expandida em [ € [1,n] fica

n ez(a(l)au—i-ﬁ(l)acz) ez(a(o)a:l-‘rﬁ(")xg)
\Il(x17 xZ) = Z |:Alal 61(04(0>$1+6(0>x2) + Alal . Oé(l>.l’1+ﬁ(l>x2)

(
=1 €

ez(—a(“)m—ﬂ(")zz) ez(—a(l)$1—5<l)m2)
B Bja 4.34
+ Dy pi(—ala1—pWay) + Dy (=21 —B()ay) }7 (4.34)

cuja expansao explicita é

m—1 el(a(l)x1+6(l>x2) ez(_a(nfmjtl)xl+/B(n7m+l)xz)
\Il(xly xQ) = Z |:Alal 674(*01("_"1_”)11+ﬁ("_m+l).r2) + Alal —|—

ez(a(l)lerﬁ(l)mg)
=1
ez(a(n7m+l)m1—,3<n7m+l)a:2) 61(—(1([)1‘1—5(”132)
Ba Bia
+ 14 el(foc(l):mfﬁ(l)xg) + 1 ez(a<"7m+l)x17,3("7m+l)xz) +
. etV 1+80s) p(al=m e —pU=m gy
E Aja Aja,
" { o e(a =Mz gl z,) A etlaWa1+50zs) -
l=m+1
ez(—a(l*m>x1+,3(l*m):c2) ez(—a(l>x1—6(l)x2)
Ba Ba
Tha ez(foc(l);mfﬁ(l)xg) T B ez(fa(l_"‘)x1+ﬁ(l_’“)xg) *
ez(a(m)xl—i-B(m)xg) 61(a<">x1+6<">x2)
Ama Ana
T Amm el(a("):p1+,3(“)x2) T Amlm 6z(a(m)m1+5(m)x2) +

ez(—a(">x1—ﬂ(“)x2) €Z(,Ol<v71)961,,3(m)962)
+Bmanm i(a™ay g ay) + Bmam a1 fM zy) +

et
ez(fa<")11+,8<")xg) ez(a(”’"‘)xlfﬁ(”’m)zg)
At el(a(”—"‘)mfﬁ(”_"‘)m) - AAnn 62(*0(")11+5(")$2) +
ez(fa(”_m)x1+,8(”_m)zg) ez(a("):mfﬁ(")azg)
+ Bha, - 500z2) + Baay, RS IPTR & (4.35)

que é uma representacao adequada para se verificar a continuidade da funcao de onda em

T = \% na analise de casos particulares de valores de m e n.

No entanto, para se aplicar as condi¢oes de contorno de anulamento da funcao de
onda nas paredes, reorganizamos as ondas planas da Eq. (4.34), expressando-a como uma

superposicao de ondas planas em um mesmo indice [, diferindo apenas em relacao aos
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sinais dos momentos das particulas,

X a Qltm
U(zy,20) = Z [Al { _l }6l(a(l)x1+ﬁ(l)z2) + Aiim { . } el(a(l)xlfﬁ(l)”)—l—

=1 aj Al+m

+B ay ez(*a(”xlfﬁ(l)aﬂ) + Biim Qitm el(a(l)x1+5(l>52)1 +
a; al—‘,—m

n—1 =
+ [Az U paOa+p0ag) | Ai—nim Uomtm L pa®a4p0as) |
+1 a

l=n—m Al —n+m

1B a ez(fa(”aslfﬁ(l)m) + B, @l—n+m ez(a(l>xlﬁ(l)x2)1+
ap al—n—i—m
Qn w(—aMz+8Mzy) Qm W™y +8M1y)
+A, e + An e +
Gn am

a/m n n aI’] n n
+ B, { " } ez(,a( Va1 —BMzy) 1B, { } ez(a( aq—f( ):m). (4.36)
Am Qn

Os coeficientes “A” e “B” devem ser determinados em termos dos coeficientes “a” a
partir das condigoes de contorno W~ (0,z5) = 0 e U (xy,0) = 0, como feito por M.

Gaudin (consulte a se¢ao 2.3). As condigoes U™ (z1,/moLl) = 0 e U (/miL,x3) = 0

serao analisadas para os valores de 7y ja citados.

4.2.1 Anadlise das Condigoes ¥ (0,29) =0 e ¥*(x1,0) =0

A condigao de contorno W~ (0, z5) = 0 leva-nos aos seguintes sistemas de equagoes:

A + Biomttysm = 0
g1 = “HT Prem Jleln—ml, (4.37)
Alymliym + Biag =0
A + A —ntm—ntm = 0
gp — { 1T Almnmiznd Jleln—m+1,n—1], (4.38)
Bia; + Bl—n+mal—n+m =0
Anan + Anam =0
S3 = , L€ {m,n}, (4.39)
Bnam + Bha, =0

assim como UT(xy,0) = 0 leva-nos aos sistemas de equagoes:
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Ay + Appm@iam =0
§q —  “HT Abrmdiy  le[l,n—m] (4.40)
Bia; + BiymGiym =0
A +B—n m@{—n m:O
S5 = T Plonmlions le-m+1,n-1], (4.41)
Al—n+mal—n+m + Bia; =0
An_n + Bm_m =0
se=J ¢ ,le{mn}. (4.42)
Anam + Bra, =0
As equagoes acima sao do tipo
Aa+ Bb =0, (4.43)

cuja solu¢ao mais simples é A = +a e B = Fb (poderia ser também A = Fa e B = +b;

porém, o importante é que A e B tenham sinais opostos). Essa solugao é consistente,

pois os coeficientes indeterminados devem ser escritos em termos dos coeficientes a;, a;4m

e seus complexos conjugados. Sendo assim, as respectivas solugoes sao:

Solucao da S1:

A= *a4m, Biim = Fa
{ l I+ I+ :Fl,le[l,n—m],

Ajym = *a;, By = Faiym

Solugao da S2:

A::l:afn ms Afn m — 1@
{ l l—n+ l-n+ :Fl,le[n—m—i—l,n—l],

B, = :l:al—n+m7 Bl—n+m = Fa

Solucao da S3:

An:i_my Am: n
{ ¢ T , Le{m,n}

Bm = j:ana Bn = Fam
e, de forma independente dessas trés solugoes, temos:

Solucao da S4:

A= *aiim, Alm = Fa
{ l I+ I+ Fa le(ln—m

)
B = Fa;1m, Biim = *aq

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)
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Solugao da S5:

A:iafn m> Bi_nim = Fa
: mmy - Blonm =G m - 1], (4.48)
Al—n+m - ZlICLl, Bl = FQ;—n4+m
Solucao da S6:
An - iamu Bm = Fan
+ , Le{m,n}. (4.49)
Am - :l:a/n, Bn - :Fam

Comparando as solucoes vélidas em um mesmo intervalo, ou seja, S1 e S4, S2 e
S5, S3 e S6, observamos que elas sao iguais, concordando com a simetria de reflexao
contida na solu¢ao do tipo Ansatz de Bethe W(zy,x5), como discutido anteriormente.
Por conseguinte, basta determinar os coeficientes apenas em um dos dominios x; < *=

Nal
ou r; > 2. Escolhemos o primeiro e, em vista disso, nos limitemos as solucoes S1,

Nal
S2 ¢ S3. E importante esclarecer que a ordem dos sinais mostradas nos coeficientes de
mesmo indice, como A; e B;, nao precisam ser necessariamente opostas. Por exemplo,
na solucao S1, os coeficientes sao A; = +a; m € B; = Fa;.m; isto nao significa que
Ay = +a;m = B = Fa;1m, podendo ser possivel que B; = +a;,. Por isso, mencionamos
anteriormente que os coeficientes “B” sao, a menos de um sinal, o complexo conjugado de

“A”. Portanto, ¢ suficiente a analise dos “A” para se determinar todos os coeficientes da

funcao de onda.

A Analise dos Coeficientes “A” da Eq. (4.36)

Analisamos os coeficientes “A” das Eqgs. (4.44)-(4.46), dispondo esses coeficientes em

uma lista, na qual cada uma das solucoes S1, S2 e S3 sao separadas por uma linha vertical

A = +arem A= +Gem | Ay = tan
Apim = £ Al nim = T A, = +a,
l€l,n—m] l€n—m+1,n—1] [=n (4.50)
l[+me[l+mn]|l—n+me[l,m—1]| [=m
S1 S2 S3

Como m < n, temos duas possibilidades: ou m < n—m, ou m > n — m, ou seja,
m e [I,n—m]oum € [n—m+1,n—1], o que significa que os resultados diferem conforme

o dominio que o inteiro m estiver.
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1) me[l,n—m]

Neste caso, m estd no dominio das solucoes S1 sempre que 2m < n. A listal explicita

dos coeficientes é

Al = G14m Am = (2m Am—i—l = A2m41 .- An—m = Gn
A1+m =a A2m = Qm A2m+1 =0mt1 - An = Qn-m
Apemyr =a A1 =1, A, =a
—m-+1 I n—1 m—1 n m
(4.51)
Al = On—m+1 - Am—l = Gpn-1 Am = Qn

Os sinais dos coeficientes estao omitidos por uma questao de simplicidade de notacao.

A lista acima revela que ha coeficientes “A” de mesmo indice nas duas linhas, mas
iguais a coeficientes “a” diferentes. Isso compromete a solucao base dada pela Eq. (4.32),
no qual o “A” é o mesmo para o par de ondas planas incidente e espalhada, uma consequén-
cia da suposigao de separabilidade da fungao de onda W(z1, z5) = ¢(X)p(z). Para resolver

esse problema, supomos que “A” seja o produto desses dois coeficientes “a” diferentes.

No caso S1, ha m coeficientes da primeira linha que correspondem a m coeficientes
da segunda linha em S2 e S3: conforme (4.50), os coeficientes da primeira linha sao
A; = a;.m e da segunda linha, em S2, é Ay . = ay. Para que A; = Ay_,m, devemos
ter que I’ =1+ n—m; assim, Ay_nim = Giin_m- Ora, cOMo a;1m # Ajin_m, redefinimos
Al = @4 mQiin—m, com [ € [1,m—1]. O coeficiente da primeira linha A,, = ag, corresponde

ao A, = a, da segunda linha em S3. Logo, A, = doman.

Resta, entao, n — m coeficientes da primeira e segunda linha em S1: seja A; = a;4m
o coeficiente da primeira linha e Ay, = ap o coeficiente da segunda linha; para que
A = Apym, devemos ter I = [ — m, de modo que Ay = a;_m. Como a;_m # arim,

redefinimos A; = a1 ma;_m-

Com raciocinio andalogo, no qual toma-se dois coeficientes quaisquer de linhas diferen-
b
tes, impondo a igualdade dos seus indices, obtemos os coeficientes A; da primeira linha

em S2 e S3. O resultado geral, com os sinais explicitos, sao

;

:i:aleralJrnfma l e [17 m]
+a) 4 mA—m, lem+1,n—m
A = Frm | b (4.52)
+a1 i mnl_m, le [n —m+1,n— 1]
| Elmn—m, l € {n}

1Como ndo hé espaco suficiente, foi necessirio dividir a lista em duas partes, uma superior e outra
inferior.
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De maneira analoga, obtemos os coeficientes da segunda linha procurando os coefici-

entes correspondentes da primeira linha,

A +a;omay, [ e [1, n— 2m] (4 53)
l+m — .
’ +a1om-naz, [ €[n—2m+1,n—m]

Al—n—i—m = +a;0;_niom, L€ [1 +n—m, n]. (454)

2)meh—m+1,n—1]U{n}

Neste intervalo, o inteiro m estd no dominio das solu¢oes S2 sempre que 2m > n. A

lista explicita dos coeficientes é

Al = A14m An—m = Qn

A1+m - a1 An - an—m
Anferl =ay .. Am = dom-n - Anfl = Um-1 An = am
Al = On—m+1 --- AQm—n = O0m ... Am—l = Qn—-1 Am = Qn

Com o mesmo raciocinio do item 1), obtemos

:tal+mal+n_m, l € []., n— m]
Ar=1¢ +0@ nimUinm [EN—m+1 m—-1]U{m} , (4.55)
+0 i mG—m, lem+1,n—1]U{n}

A :I:alal_n+2m, [—n+4+me [1, n— m] (4 56)
l—n+m — ) .
" +a@-on-m)y, —n+mehn—m+1m—1]
Al+m = :talal+2m_n, l e [1, n— m]. (457)

Esses coeficientes possuem uma arbitrariedade de sinais. Em principio, para fixa-los,

usamos o seguinte critério:

Critério do Limite (CL): A funcdo de onda de um bilhar retangular com parede per-
meavel em sua diagonal se reduz a funcao de onda de um bilhar triangulo retangulo no

limite infinito da intensidade do potencial.

Para se aplicar esse critério, é necessario conhecer analiticamente a funcao de onda

para bilhares triangulo retangulo, o que nao representa dificuldade para aqueles que sao
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integraveis. No entanto, esse nao é o caso para bilhares triangulo retangulo pseudointe-
graveis, pois nao ha uma funcao de onda do tipo Ansatz de Bethe para eles, impedindo
a aplicabilidade do CL. Na secao 4.2.6, discutimos os detalhes dessas restrigoes, relacio-
nadas com a arbitrariedade dos sinais dos coeficientes e a impossibilidade de se ter uma

condicao de quantizagao consistente.

Uma vez que os sinais dos coeficientes estao estabelecidos, é preciso verificar se o
anulamento da funcao de onda nas paredes esta mantido, pois os coeficientes A; foram
modificados. Caso nao seja, os coeficientes “A” e “B” devem ser reexpressos em termos de
outros coeficientes “a” na tentativa da fungao de onda se anular nas paredes. A continui-

x2

dade da funcao de onda é garantida em x; = 2, contanto que os A; modificados estejam

—y’
de acordo com a Eq. (4.35).

Nas préximas secoes, aplicamos esses resultados para dois casos integraveis, v =1 e

v = 3, e para o caso pseudointegravel, v = gi, no qual mostramos como deveria ser a

funcao de onda se ignorassemos as restrigoes mencionadas acima.

4.2.2 Funcao de Onda para v =1

Este caso corresponde ao bilhar quadrado com uma parede permeavel em sua diagonal,
ou seja, ¢ formado por dois triangulos retangulos isésceles classicamente integraveis. Como
v =1, segue-se que m = 1 e n = 2. Substituindo esses valores na Eq. (3.23), obtemos os

momentos normalizados das particulas,
oV =a, V=B o®=p §=a,

em que 0 < < «a. Substituindo esses inteiros na Eq. (4.36), a fungao de onda corres-

pondente é

a a
\I](xth) _ Al{ _1 }ez(alerﬁxz) +A2{ 2 }ez(ax1512)+

ay a2

+Bl al ez(fazlfﬁmg) + B2 az ez(faxlﬁﬁxz)_i_
ay Qs

a a
—|—A2 2 ez(—,ﬁ:p1+ax2) + Al 1 ez(ﬁx1+ax2)+
52 a1
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a a
aq Q2

em que Z?:_nl—m—i-l["‘] =Y 1..] = 0. Esse resultado é coerente com o fato de o conjunto

l=n
de solugoes S2 nao existir, pois o dominio de [ é [n,n — 1] = &, ou seja, para todos os

casos em que m = 1, a expansao da funcao de onda é mais simples.

Como mencionado anteriormente, o coeficiente “A” é igual a dois coeficientes “a” di-
ferentes no minimo, um de cada linha da lista e os coeficientes podem ser determinados
(parcialmente) pelas Eqgs. (4.52)-(4.54); no entanto, isso nao acontece para n = 2: con-

forme o critério 2m < n, a lista adequada é a (4.51), de modo que

Al = :I:a2 AQ = :I:El

(4.59)
Ag = :I:dl Al = :I:a2

[P

ou seja, um dado “A” é igual a um mesmo “a”, nao importando a linha da lista que ele
esteja. Consequentemente, a solu¢ao base da func¢ao de onda, Eq. (4.32), é preservada,

como deveria ser.

Pelos coeficientes Ay = day e Ay = +a;, obtemos By = *a, e By = +a;. Em vista
da ambiguidade de sinais, usamos o CL para fixa-los: para A\ — oo, a funcao de onda

acima deve se reduzir aquela de um bilhar tridangulo retangulo isésceles (tri) [134],

Uyi(21, 0) = —4<sen(ozx1)sen (Bxy) — sen(fxy)sen (oz@)),

rm

— — ST
emquea—mLeﬂ—m,r#s.

Colocando em evidéncia o fator A;a; na Eq. (4.58), temos que limy , % =
Uiyi(21, o), contanto que

. AQEZ . Bgag
lim = lim =—1, 4.60
Ao A101 300 A1y ( )

. By

lim =1, 4.61
Ao A1aq ( )

. Asay . DBy
lim = lim =—1, 4.62
Ao A101 3oee A1y ( )

B _

Tim =L = lim &= 1. (4.63)

A—o00 411 A—oo A1
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Logo,
S —4(sen(ax1)sen (Bxy) — sen (ﬁxﬂsen(am))

(@, ) "= 4(sen(a:c1)sen (B2) — sen(Bzy)sen mh))

Considerando A; = ag, para que os limites das Eqgs. (4.60)-(4.63) sejam satisfeitos,
deve-se ter Ay = —ay, By = @y ¢ By = —a,. Assim, temos a seguinte expressao para a

funcao de onda,

U(zy,aa) = L elomtan) 4 T2 i) |
a0 —a1az

+ (1o ez(—am—ﬁm) + —az el(—a$1+ﬂ$2)+
62@1 _alaQ

+ —a10 ez(—ﬁxl—i—am) + a0y 61(51’1+aa&2)+
—6162 20

i (16 ez(—ﬁxl—aazz) + — 010y ez(ﬁxl—aaﬂz)‘ (464)
Q90 —a10a2

Perceba que, de fato, ¥~ (0,x5) = ¥*(z1,0) = 0. Além disso, verificamos a preservacao
da continuidade da funcao de onda, com a substituicao dos coeficientes A; e B; na Eq.
(4.35),

(w1 +Pra) = o(Br1+oxs)
aoay )€ o1 )€
U (2, 22) _—{ (aza1) } { (a2a1) }

<a2a1)ez(ﬁx1+am) <a251)61(ax1+,8x2)
N (a2a1)ez(—ﬁx1—ax2) N <6261)ez(—a:¢1—ﬁx2) .
(aQal)ez(*agnfﬁxQ) <6261>61(7ﬁx1 —ax2)
N (_ala2)ez(_5a€1+ax2) N (_6162)62(04:01—,3:1:2) .
(_ala2)ez(ax1*512) (_6162)61(76x1+ax2)
N (_alaz)ez(—axﬁ-ﬁxQ) N (_alaz)ez(,@xl—aggz)
(—alag)el(ﬁxhazz) (_ala2)61(fax1+ﬂx2) ’

na qual os termos entre parénteses sao iguais para cada onda plana de U~ (z1,x2) €

\I’+(.T1,£L'2), ou Sejaa \Ij_<xlax1) = \I’+($1,£L'l).
Aplicando as condigoes de contorno ¥~ (z1,/mL) = 0 e U (y/mL,z3) = 0 na Eq.

(4.64), obtemos as equagoes de Bethe

a1z a1as
eZQa\/TT’LL == 7 6125\/ML _ ) (465)
a1a a1a2
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l 1 l . . —
Sendo e28vVmL — 280 vmL=2rm) " om ) um inteiro, e arctg (T) = +In hg, resolve-

mos as equacoes de Bethe, para termos a quantizacao sobre os 0,

A A
ﬁ(l)m[/ = ’[“(l)ﬂ' + arctg <m> + arctg (m) , (466)

em que N = X\/ﬁ, r) =ser® =r Essa equacdo é compativel com a Eq. (2.34) e, por
conseguinte, com os autovalores de energia. Por ser uma equacao transcendental, esses

autovalores sao determinados apenas numericamente.

De posse agora da funcao de onda e das condicoes de quantizacao para o bilhar
quadrado com parede permeavel em sua diagonal, podemos recuperar a funcao de onda
para o bilhar triangulo retangulo isésceles, como um tipo de “prova real”: aplicando o

limite A — oo nas Egs. (4.65) ¢ na Eq. (4.64), temos

e

(4.67)

U (z1,22) =

Araq (:E17 x2) finito.

em que limyg_,
A substituigao da Eq. (4.67) na equacao de Schrodinger,

B 82‘1/(1‘1,{23'2) o 82\11(1‘1,1'2)
ox? 03

= 5@(%1,1’2), (468)

fornece os autovalores de energia

7.{.2

ml?

Es = (r* +57). (4.69)
As Eqgs. (4.67) e (4.69) concordam com a funcao de onda e os autovalores de energia
determinados por H. C. Schachner e G. M. Obermair em [134]. Além disso, a Eq. (4.69)
mostra que o quadrado dos nimeros quanticos sao comensuraveis entre si, ou seja, temos
explicitamente um caso demonstrando a inexisténcia da constante ¢ irracional da Eq.
(2.6), ou seja, é previsivel que a distribuigao dos niveis de energia préximos nao siga uma

distribuicao Poisson, como discutido na subsegao 2.1.4.

2Remete-se aqui & prova real usada em operacdes aritméticas, nas quais usa-se uma operacao aritmética
contraria para verificar o resultado da operagao original.



4.2. Proposta de Fungao de Onda: Ansatz de Bethe Estendido 90

Tendo em vista a Eq. (4.67), podemos expressar a Eq. (4.64) em termos de fungoes

seno; para isso, basta inserir as Eqs. (4.65) em (4.64),

( )

(a1@2)e V™ sen (axy) sen [B(zy — /mL)]+

+(@yas)e ™™ sen (B ) sen [o(xy — /mL)]
(a1@2)e V™ sen [B(zy — /mL)]sen (oxy)+

+(@ay)e V™ sen [a(x; — /mL)]sen (Sx;) )

\If(l‘l, CL’Q) = —4

\

a qual preserva a simetria da fungao de onda, Ut (xq, 1) = U™ (21, 22), da Eq. (4.64) (os
termos deslocados a direita pertencem a mesma linha do termo posicionado a esquerda).
Essa forma alternativa é interessante por ser mais compacta e apresentar uma semelhanca

visual com a funcao de onda do bilhar triangulo retangulo isésceles.

Outra situacao importante ocorre quando nao ha mais a parede permeavel na diagonal
do quadrado, no qual A = 0; consequentemente, de acordo com a Eq. (4.33), todos os

coeficientes das ondas planas reduzem-se a 1 e a fungao de onda da Eq. (4.64) torna-se
U (zy,x9) = —4<sen(am1)sen(ﬂx2) + sen (Ba:l)sen(ozxg)>, (4.70)

em que o = ﬁ e f= %, com r # s, conforme a Eq. (4.66). Também notamos que
a solugao tipica de um bilhar retangular tem a forma sen (axq)sen(fSz3), ao passo que,
na Eq. (4.70), temos dois termos nesta forma. Isto se d& porque temos maior interesse
em A\ # 0 e, por isso, ndo usamos os termos de base que sao antissimétricos (veja a Eq.
(4.16)). Ao inclui-los, recuperamos corretamente a solugao tradicional (veja a discussao

no final da segao 4.2.2).

A Fig. 4.2 ilustra o perfil da densidade de probabilidade |¥(zy,x5)|* para seis valores
diferentes de \ e para um par especifico de nimeros quanticos (r,s) = (2,3). Quanto mais
clara estiver uma regiao no bilhar, mais provavel sera encontrar a particula nessa regiao.
A Fig. 4.2(a) exemplifica a |¥(xy,15)|* obtida da Eq. (4.70), na qual observamos que ¢
mais provavel encontrar a particula nas proximidades dos vértices opostos da diagonal do
quadrado, onde havia a parede permeavel. A esses maximos, chamamos de méaximos prin-
cipais. H4 também as regioes menos claras, que chamamos aqui de maximos secundarios.
A medida que se aumenta a intensidade do potencial, as Figs. 4.2(a)-(f) mostram que os
maximos principais separam-se simetricamente e esmaecem; ao mesmo tempo, as regioes
menos claras tornam-se mais claras, ou seja, a densidade de probabilidade aumenta nes-
sas regioes dos maximos secundarios. No entanto, os maximos secundarios nao se tornam

méaximos principais e os principais, em secundarios. O que se observa na Fig. 4.2(f) é
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Figura 4.2: Graficos das densidades de probabilidade |¥(z1, z2)|* ndo normalizadas para
um bilhar quadrado de lados unitarios e com uma parede permeavel na diagonal em
Ty = x1. Para um par de ntimeros quanticos (r,s) = (2,3), ilustramos |¥(z1,z2)|* em
fungao do valor da intensidade do potencial: (a) X =0; (b) X=0,1; (c) X =1; (d) X = 10;

-~ ~

(e) A =100; (f) A =1000; (g) A =0 (veja texto).

uma tendeéncia dos maximos de probabilidade terem a mesma amplitude. A regiao escura
nesses graficos, principalmente ao longo da diagonal do quadrado, nao é necessariamente
nula, pois a permeabilidade da parede é finita. Isso acontece porque a amplitude da fun-

¢ao de onda na diagonal é muito menor que a amplitude dos méximos visiveis (regides

0.0 02 04 0.6 0.8 1.0 . 0.0 0.2 04 0.6 0.8 L0 0,0 02 04 0.6 08 1.0
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claras). Apenas no limite A= oo a amplitude na diagonal serd nula e a morfologia da

funcao de onda sera de dois bilhares triangulo retangulo isésceles.

A Fig. 4.2(g) mostra a densidade de probabilidade da fun¢ao de onda para o qua-
drado, com os mesmos nimeros quanticos (r,s) = (2,3). Ora, a Fig. 4.2(a) também ¢é
a representacao de uma funcao de onda para o quadrado, pois X\ = 0. Para entender
essa diferenca, lembremos que a Eq. (4.70) é o resultado da descrigao do problema de
duas particulas interagentes por um potencial delta de Dirac; sendo assim, o problema
¢ nao separavel, no sentido que V(zy,x2) # Wi(x1)Wa(x2); em vez disso, supomos que
U(x1,25) é o produto entre uma fun¢ao de onda na coordenada do centro de massa e uma
na coordenada relativa. A funcao de onda completa, entao, é a superposicao de todas
as ondas planas associadas aos momentos gerados pela interacao. No caso de massas
iguais, ha apenas duas possibilidades de troca de momentos, correspondendo a uma sim-
ples permutacao, levando a uma funcao de onda simétrica. Para o caso de particulas nao
interagentes, a fun¢ao de onda continua sendo simétrica, como dada pela Eq. (4.70). Isso
concorda com a indistinguibilidade de bésons idénticos [177]. Por outro lado, a fungao de
onda da Fig. 4.2(g) é obtida do problema quantico de uma particula confinada em uma
caixa 2D quadrada, que é um problema separavel ¢(xy, z2) = ¥y (z1)12(22) [178], 0 qual,

para o nosso caso especifico, é
(1, 29) = C'sen (2z1) sen (3xq), (4.71)

em que C' é uma constante de normalizacao. Desse modo, interpretando esse problema
como equivalente a de duas particulas nao interagentes em 1D, essa solucao esta descon-
siderando a indistinguibilidade de particulas quanticas. Ainda assim, a Eq. (4.71) pode

ser obtida da Eq. (4.70) acrescentando-se a solu¢ao antissimétrica
U, (1, 29) = —4(sen(ax1)sen (Bzy) — sen (6m1)sen(ax2)),

em que V,(x1,22) = @ (2)p(X), com ¢,(z) e ¢(X) dada pelas Egs. (4.16) e (4.18).

Portanto, como obtemos a funcao de onda continua e anulando-se nas paredes em
ambos os dominios, temos a solucao completa por Ansatz de Bethe para o bilhar quadrado

com parede permeavel.
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4.2.3 Funcao de Onda para v =3

O bilhar correspondente é um retangulo com parede permeavel, com 0 < x; < 1L e

0 < 29 < V3L (veja a Fig. 4.1(b)). Para este caso, m =2 e n = 3, e a funcio de onda é

\If .1'1;1'2 { } 1(aMz1+8Mxs) _|_A { as }el(a(l)mlﬁmxz)_'_
as

(—aMgy— 5(1)”)+B as e(—aWer+5Was) |
as

+Az{ - } (Bt 4 4, { . }el(a%l*ﬂ(%w
) ay

+B2{ . } e By { M a1 —pPas) |
a2 a1

a a . .

+A3{ . } —aPatp@e2) g 8 T eaPmtsPen) |

as a2

LB, as e’(’aw)xl’ﬁ(g)”)—i—Bg as el(aw)m,g(:s)m)’
ao as

em que, pela Eq. (3.23),
o =a, pW=8,

a - T 5 /8 - T 5
2 2
e

(4.72)

(4.73)

(4.74)

(4.75)

Como os inteiros m = 2 e n = 3 satisfazem o critério 2m > n, os coeficientes “A” sao

determinados pelas Eqgs. (4.55)-(4.57), dando

Ay = fazaz, A; = xaia3, Az = Faa,

e consequentemente,

Bl = :i:agag, BQ = :l:alag, Bg = :i:alag.

Observagao: Note que alguns intervalos de [ das Eqgs. (4.55) e (4.56) sao vazios para o

nosso caso particular, pois [n—m+1, m—1] = [2,1], [m+1,n—1] = [3,2] e [n—m+1,m—1] =
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[2,1]. Logo, n—m+1,m—1U{m}={m}e[m+1,n—1]U{n} ={n}.

Pelo CL, removemos a ambiguidade dos sinais desses coeficientes requerendo que
s U~ (z1,22) __ . ~ . . . o,
lim;_,  —— % = Ui (21, x2) seja a fungdo de onda para o bilhar tridngulo hemiequild-

tero (th) [134], em que

Ui (zq, 29) = —4<sen (aWzy)sen (B zy)+sen (P ) sen (6P xy)—sen (a2 ) sen (6(3)x2)> :

(4.76)
com oV == g0 = 752;73 a® == 50 = f};jw, o) = =g B0 = %W; os inteiros
r e s sao tais que r # 2s, s # 2r, r # *s.

Assim sendo, temos
. Agag . Bga3
lim = lim =—1, 4.77
Aooo Ara1 3o Arag ( )
. By
lim =1, 4.78
Moo A1a1 ( )
. Asay . Bay
lim = lim =1, 4.79
Aooo Ara1 Aoeo Aray ( )
B _
lim =t = lim &= 1. (4.80)
A—o0 411 A—o0 A1
Bsa A
lim =22 = lim =22 = 1. (4.81)
dooo Ara1 3o Aran
Asa B
lim 222 = fim =222 = 1. (4.82)

Ao A101 Ao Aran
Fixando A; = asag, os limites dados pelas Egs. (4.77)-(4.82) conduzem a Ay = —azay,

A3 = asay, By = —aqas, By = ajas, B3 = —ajas. Logo, a fungao de onda explicita é

(21, 22) = { o }el(a(l)x”ﬁmm) + { o, }el(a(l)xl‘ﬁm“M

(agas)a; (asar)as

N { (—6253)51 } el(—a(”xl—ﬁmxz) +

(—G1CL2)G3 }el(_a<1)x1+5(1>x2)+

(—agas)a; (—ajaqz)as
—a3a1)as G203 )a1

+

n (azar)as (-0 @1+ 2z) (—azay)as ez(a(3)x1+,3<3>x2)+

+

(a1a3)ay }ez(a@)mg(mm) { (—a2a3)ay }e’<a(2)x15(2)x2)—|-
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+ { (ar@s3)as }el(a(3)x15(3)w2) + { e } rlem=pez), (4.83)

(a1a3)as (—araz)as

A funcao de onda U™~ (xy, x9) satisfaz a condigao W~ (0, x2) = 0, pois os coeficientes das
ondas planas correspondentes aos estados (—e;a), e,50) e (e,alV), €,80) sdo simétricos,

ou seja, eles tém o mesmo modulo, mas sinais diferentes.

Ja a funcao de onda W' (xy,x9) nao satisfaz a condi¢ao de contorno ¥ (zy,0) = 0,
pois as ondas planas correspondentes aos estados (e;a®), e,80) e (e;aV), —€;,81) nao se
anulam quando x5 = 0, pois resultam na soma de coeficientes complexos a; +@; que nunca

é nula; logo, a fungao de onda W(xy, z5) acima nao descreve o nosso sistema.

Embora a Eq. (4.83) ndo satisfaca a condicao U*(x1,0) = 0, ela é continua em

Ty = /321, conforme pode-se ver da funcio de onda obtida da Eq. (4.35),

(asas)a, e’ -a®e1+5Fzs)
_|_
(agagz)ae’ ez 480

alez( aMg— 6(1)x2)
a1ez(°‘(2 2163 z) +

_ Z(Oé(3>$1+,8(3)r2
- z(oz<2 x1+ﬁ(2)m2
— Z a(2)$1 5(2)352
— z a(g)xl -6 3>w2 +

(asas)ae@Vzith M)

1(— Oc(2)$1+,3<2)x2)

U(zy,x9) = {

(CLQCL:;)OJ (&

+

(mmaeen-a
- z( aWgy— ,B<1)ac2)

—d CL3) }
erlaP a1 +53)xs)
7,(04(3)1114—,3(3)302)
z( a®z—BG)z,)
z( a@ gz — ,3<2 z2) +

{ (@t Jage -~ +89w2)

+

_|_

Jageream—p0n)

+ +

ez(a<1 T1— ﬁ(ng o¢<3)x1+6 3>x2

Ed a CL3€

B W(—aWz14+8MWa) N — z(a<3)x1—6(3>x2
aiag)ase a1a9)ase
+{( 2) }+{( 102)0 } (4.84)

(3),.. _4(3) _ —_a (1)
—ayay)aze’® T Yw2) (—ayag)agel— T tB w2
Essa verificagao é importante porque os coeficientes “A” foram redefinidos pelo CL.

Consideremos, agora, as condicdes de contorno W~ (z1,v/3L) = 0 e U (1L, z,5) = 0.
A fungio de onda W (z1,25) nao satisfaz U (z1,v/3L) = 0 para valores finitos de A:
considerando pares de estados (e;a®, €,80) e (e;a®, —e,81), quando x5 = /3L, obtemos

as seguintes equacoes de Bethe

(1) a1a2a3 2) a102a3 3) 10203
G28IVEL _ _ , ePveL . _TURT8 L 2pVaL . T1TRT (4.85)
a10a2as3 10203 a10a2as3
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Pelas definicoes de ol e 1) das Eqs. (4.73)-(4.75) em funcdo de o e 3, notamos, por

exemplo, que
o que significa que
e2BWVBL _ 2B —P)VEL _ 128R)V3L —26%)V3L (4.86)

Substituindo as Egs. (4.85) na Eq. (4.86), obtemos

a1a2a3

— = —1, (4.87)
aiasas
que é verdadeiro apenas para X — oo. Isso significa que a condi¢cao de quantizagao

estabelecida pelas equagoes de Bethe,

® b X X
® 1T AN A A
BOV3L = 5 + arctg (5(”) arctg <\/§a(l>ﬂ(l>> + arctg (ﬁa(l>+5(l>) ., (4.88)
2

2

com ¢V um inteiro, néo é consistente. Além disso, ao contrario da condicao de quantizacio
para v = 1, na qual as duas equagoes transcendentais estao acopladas, as Eqs. (4.88),
com [ € {1,2,3}, tem oY) como um termo livre. A condicdo de quantizacio de a) é

determinada apenas pela condi¢ao de contorno U (1L, x5) = 0, conduzindo as equagoes

de Bethe,
& aias (@) a1a3 ®3) 203
ez2a L _ - 7 elQa L _ =172 612a L _ = (489)
ayaz 102 (203

Aplicando as definicoes de o) e B dada pelas Eqs. (4.73)-(4.75), constata-se, por

exemplo, que

L 6)) @) ©)
oM =a® £ o implica que e?*F = 2 g2

De fato, a substituicao das equacoes de Bethe da o resultado desejado,

2001 _ a1az G2a3 Q103

61&2 ao0s3 61 as ’

Conclusao andloga se tem para o® = o) — a® e a® = o) — @ Isso significa que
existe uma condicao de quantizacio consistente para a¥), formalmente semelhante aquela

para 7y = 1; contudo, como nem sequer U+ (zy,0) = 0, ndo hé sentido explicitd-la aqui.

Assim como feito para v = 1, realizamos também a “prova real” para v = 3: aplicando

o limite A — oo nas Eqgs. (4.85), as equagoes de Bethe reduzem-se a 28 0VBL — 1, para



4.2. Proposta de Fungao de Onda: Ansatz de Bethe Estendido 97

todo | € {1,2,3}; usando as defini¢des das Eqgs. (4.73)-(4.75), obtemos os mesmos a'!

e f¥ da Eq. (4.76). Substituindo-os na funcdo de onda dada por lims_, % =

U~ (21, 25) finito, obtemos

¥ (arsa) = 4 [sen () sen (22000 e () sem (22900 ) -

_sen <(r _LS)”%) sen ((r\%sL)%)] . (4.90)

Aplicando a Eq. (4.90) na equacao de Schrodinger, Eq. (4.68), determinamos os autova-

lores de energia do bilhar triangulo hemiequilétero,

Es = 3—22(8 —rs+s%). (4.91)
Ambas as Egs. (4.90) e (4.91) sdo equivalentes a fun¢ao de onda e os autovalores de energia
calculados por H. C. Schachner e G. M. Obermair em [134]. A Eq. (4.91) mostra que as
trés parcelas contendo os numeros quanticos sao quantidades inteiras, ou seja, os niveis
de energia sdo comensurdveis entre si, apesar dos catetos, V3L e 1L, do bilhar triangulo
hemiequilatero serem incomensuraveis; assim, também nao existe uma constante irracional

¢ semelhante a da Eq. (2.6); portanto, a distribuigao dos niveis de energia vizinhos nao

sera Poisson, como o primeiro grafico da primeira linha da Fig. 5.8 demonstra.

A inconsisténcia da funcao de onda para \ finito também permanece para A= 0, pois
a Eq. (4.83) se reduz a

(xy, 20) = 4o[sen (aWay) cos(BWMas) — sen (8P z1) cos(aP ;) — sen (a® ) cos(fPx,)],

diferente do esperado de uma generalizacao ingénua da fungao de onda para v = 1, Eq.

(4.70), que seria uma superposicao de trés produtos de fungoes senos,
(xy, 2) = 4[sen (aWzy)sen (aVzy) + sen (aPzy) sen (8P z5) + sen (a®zy) sen (8®)x,)].

Além disso, as equacoes de Bethe dadas pelas Eqs. (4.85) e (4.89) tornam-se ¢28"/V3L —

—1e echx(l)L

= 1, respectivamente. No entanto, o resultado 2P V3L — —1, para todo
[ € {1,2,3} contraria a Eq. (4.86), pois temos a contradigao —1 = 1. Isso significa que a

condi¢ao de quantizagao dada pela Eq. (4.88) nem mesmo vale para A =0.

Portanto, a construcao acima de uma solucao do tipo Ansatz de Bethe é consistente
com as condigoes de contorno apenas para a ¥~ (x1,22) no limite infinito de intensidade

do potencial de interacao.
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H4 outras abordagens analiticas possiveis para resolver o problema original que tam-
bém falharam; ainda assim, elas foram importantes para um entendimento profundo das
limitagoes da aplicabilidade de funcoes de onda do tipo Ansatz de Bethe. Essas abordagens

sao tratadas na subsecao 4.2.5.

4.2.4 Breve Descricao do Calculo Numérico do Caso v = 3 e

Algumas Solucoes Especificas

Como nao ¢é possivel uma solucao analitica do tipo Ansatz de Bethe, com a colaboracao
do Prof. Dr. Fébio M. Zanetti, geramos a fungdo de onda numericamente para v = 3 (e
também para v = gi, mostrada no fim da subsegao 4.2.6) em funcao da intensidade
A do potencial pelo Método de Contorno de Parede (MCP), ou Boundary Wall Method.

Esse método foi desenvolvido por M. G. E. da Luz, A. S. Lupu-Sax e E. J. Heller [179]

para resolver o problema de espalhamento quantico por contornos arbitrarios, abertos ou
fechados, e aprimorado posteriormente para a obtencao da fun¢ao de onda em bilhares por
F. M. Zanetti, E. Vicentini e M. G. E. da Luz [180]. Especificamente falando, o problema
que o MCP resolve é o de espalhamento de uma funcao de onda de particula livre @y (r)
por um obstaculo Cgp,, com uma forma geométrica qualquer. Para se obter a fungao de
onda espalhada, usamos a equagao integral de espalhamento [177], que é uma solugao da
equagao de Schrodinger, juntamente com o potencial V (r) = fCob V) (I‘ — r(s))ds, em que
A é a intensidade do potencial sobre o obstéaculo e r(s) é o vetor posi¢ao em um ponto s de
Cop- Esse potencial garante que a interagao da funcao de onda da particula seja apenas nos
pontos pertencentes ao obstéaculo e compativel com a condicao de contorno de Dirichlet?.
Além disso, sendo Ty ' (sp,84) = §(sy —54) — AGo(r, (), em que Go(r, r(sy)) é a fungao de
Green da particula livre, e considerando o limite T(sp,8,) = — limy oo ATx(Sp,8,) para se
garantir a condi¢ao de contorno de Dirichlet, a funcao de onda espalhada pelo obstaculo

em qualquer ponto do espago é [181]

Vimtiaaa(®) = Onelt) = 07 (x), 676 = [ [ G o () Tl 52)6 (0 (5) i
r e (4.92)

ou seja, essa fungao de onda fornece os estados de espalhamento (regido externa ao

obstdculo impenetrdvel) e os autoestados do obstdculo (regido interna). A fungio ¢'(r)
pode ser interpretada como sendo o resultado de “fontes pontuais” ao longo do obstaculo

Cop, agindo como uma “frente de onda”. Assim, cada posicao s, propaga-se livremente até

3Condicao de Contorno de Dirichlet estabelece que a funcio de onda deve ser nula na superficie do
obstaculo.
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(a) (b)
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Figura 4.3: Interpretacao do processo de espalhamento na regiao (a) interna e (b) externa
de um bilhar. A funcio ¢'(r) é o resultado da soma de todas as contribuigoes s, para
gerar uma “fonte pontual” em s, via acao da fungao de Green Gy := Gy(r,r(sp)) e, por
sua vez, a soma de cada “fonte pontual” s,, propagada por T := T(sy,s,), determina uma
contribuicao pontual em r para compor a funcao de onda espalhada.

a posigao r por meio da func¢ao de Green Gy(r, r(sy)). Mas, cada posicao s, é origindria de
uma onda incidente @y (r) espalhada por todo o obstdculo; entao, para uma posicao s,,
T (85, 84) propaga ¢(r(s,)) & posigao s, de maneira que as somas das posigoes s, contribuem
para cada s, funcionando como uma fonte pontual. Se o obstaculo for um contorno
fechado, temos um bilhar, cuja funcao de onda existird, contanto que o formato e a
energia da fungao de onda incidente ¢y;0(r) seja compativel com o bilhar; do contrério, a
fungao de onda serd nula na regiao interna. A Fig. 4.3 ilustra essa interpretacao para as
regioes interna e externa do bilhar. Assim, para determinar a fungao de onda espalhada,
basta calcular T(s;,s,) sobre o contorno C,p, do bilhar. A discretizagao do contorno Cgy,
e da Eq. (4.92) permite a implementacao numérica para o cdlculo da fungdo de onda
de qualquer bilhar. Essa é uma descricao simplificada e qualitativa do MCP usado para
gerar os graficos de densidades de probabilidade das Figs. 4.4 e 4.10. Para detalhes,
consulte [180, 181].

A Fig. 4.4 mostra as densidades de probabilidades obtidas numericamente por MCP.
Como o bilhar é um retangulo, a funcao de onda incidente deve ter uma energia E con-
dizente com as autoenergias de um bilhar retangular e, para isso, deve ser também, uma
superposicao de funcoes sen (kéil)xl)sen(kgxg) pois, do contrario, nao terfamos uma so-
lucdo no interior do bilhar. Por isso, na Fig. 4.4(a), temos para N = 0,01 uma funcao de
onda com a morfologia predominantemente de um bilhar retangular. Isso condiz com a
interpretacao do problema como um sistema 1D de duas particulas confinadas distingui-
veis. A medida que se aumenta X, diminui-se a permeabilidade da parede, granulando-se

o perfil da funcao de onda, Fig. 4.4(b), até que a fungao de onda adquira uma morfologia
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(a) (b) (¢) (d)

A= 0.01 h=0.1

Figura 4.4: Graficos das densidades de probabilidade |¥(z1, z2)|* normalizadas, via MCP,
para um bilhar retangular com uma parede permedvel em z, = v/3z;. Para o par de
nimeros quanticos (r,s) = (13,5), ilustramos |¥(x1, z9)|* em fungao dos valores de )\, em
que =2\ predomina-se o perfil de autoestados de um bilhar retangular para valores
relativamente pequenos de A, (a) e (b); & medida que se aumenta A, a morfologia muda
para autoestados de dois bilhares hemiequilateros. Esta figura é uma contribuicao do
Prof. Dr. Fabio M. Zanetti.

predominantemente de dois tridngulos hemiequilateros, Figs. 4.4(c) e (d). Para A = 10,
ja é possivel observar a diagonal separando as duas partes triangulares, significando que

a amplitude da funcao de onda la é relativamente muito pequena, mas ainda nao nula.

4.2.5 Abordagens Analiticas Alternativas na Tentativa de Ob-
tencao da Funcao de Onda para v =3

Apresentamos aqui trés abordagens alternativas para se obter a funcao de onda para
v =3
» O completamento de coeficientes das ondas planas: embora a funcao de onda preserve a
continuidade sobre a diagonal do bilhar retangular e a condi¢ao de contorno do potencial
delta de Dirac, a fungao de onda pode nao se anular nas paredes. Entao, na tentativa de
recuperar esta propriedade, redefinimos recursivamente os coeficientes “A” em termos dos
Ha/ﬂ;
» A construgao da funcao de onda via simetria de reflexao invertida: o bilhar retangular

¢ formado por dois triangulos hemiequilateros, sendo que um deles deve ser refletido

especularmente em relacao a hipotenusa, seguida de uma segunda reflexao em relacao a
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um eixo perpendicular a hipotenusa que passa pelo seu ponto médio; assim, aplicamos
essa transformacao nas coordenadas da funcao de onda ja valida em um dos dominios;

» A construgao da funcao de onda via simetria especular: a reflexdao especular de um
triangulo retangulo em relacao a hipotenusa gera um quadrilatero em forma de pipa
(kite). Aplicamos, entdao, essa transformacao na fun¢ao de onda previamente conhecida,

para se ter a funcao de onda no dominio refletido.

Estas abordagens serao aplicadas para se obter a fun¢ao de onda W' (xy,z5), pois a
U~ (xq,72) ja se anula nas paredes, mesmo sabendo que nao é possivel estabelecer uma

condicao de quantizacao para valores finitos de intensidade do potencial de interacao.

1) O completamento de coeficientes das ondas planas

Considere a fungao de onda W (xq,xs) expandida em pares de ondas planas antes-

depois de uma colisao p-p, como na Eq. (4.84),
U (2, 29) = (...6352)(a2a3)Cllel(_a@)“Jrﬁ(Z)“) + (...62)(a2a3)5162(a(1)x1+5<1)x2)—l—

+( )(_5263)alez(_auul—ﬂ(l)mg) +( )(—6253)6161(0‘(2)“_5(2)‘”2)_|_
O ) (—as@m)aze @ TR 4 () (—aya; et @A) 4
+(...a5t2) (arTs)aze’ ™ P =PYR) 1 (L7 a58) (1@ )ape T =AY 4
+("'a1a352a2)(5251)a362(a(1)xl_ﬁ(l)w2) + (...azul(’:)ﬁz)(5251)5362(_a(3)w1+5(3)12)+
(0 )(—mag)ase @I (0 (—agap)aget e (4.03)

Os espagos vazios entre os parénteses correspondem as ondas planas que nao foram ne-
cessarias para a analise aqui, de maneira que a conjugacao complexa é suficiente para

preenché-las ocasionalmente.

No presente caso, a fungao de onda ja apresenta uma expansao finita utilizando-se com-
binagoes de 6 coeficientes “a” disponiveis, mas ainda insuficientes para se ter U (x1,0) = 0.
Devemos lembrar que essas combinagoes foram obtidas através de duas condigoes:
Condicao I (CI): o anulamento de duas ondas planas apropriadas de mesmo indice [,
conforme Eq. (4.43);

Condigao II (CII): a preservagao da solucao base dada pela Eq. (4.27).

O objetivo aqui é aplicar recursivamente as duas condigoes acima na Eq. (4.93), a fim

de concilid-las, como ocorreu para v = 1 e, parcialmente, para W~ (x, z3), por causa da
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inconsisténcia da condicao de quantizacao.

Para a nossa analise, estabelecemos trés convencoes:
1) Quando nos referirmos ao anulamento das fungoes de onda, fica subentendido que ela
ocorre em x, = (0, como explicado na secao 4.2.1.
2) As mengoes “destaque em (cor)” remete sempre a Eq. (4.93).
3) Apds a Eq. (4.94), omitimos os sinais dos coeficientes gerados por CI na andlise por
uma questao de simplicidade de notacao, nao sendo relevantes, por ora, para o nosso

objetivo aqui. Subentende-se, entao, que eles tém sinais diferentes.

Escolhamos o par de ondas planas e(@Ve1=80a2) ¢ grla@ai+5Wa) qq Fq. (4.93); a
imposi¢ao do anulamento delas resulta em as+as = 0, que é falso. Para que elas realmente

se anulem, recorremos a CI, de modo que

A(aga;ﬁl) + 8(62616@,) =0= A == :l:ag, B = Faq, (494)

a(l)ml—l—ﬁ(l):pg)

ou seja, devemos incluir @ nos coeficientes de e e as nos coeficientes de

e(@Wa1—pM ) (destaque em vermelho).

aWay +8Was) o

—a® @) ~ :
As ondas planas e el—ePetBYe) g50 um par antes-depois de uma

colis@o p-p e, pela condigao CII, incluimos @, (destaque em vermelho) em seus coeficientes;

— a3 gy)

por sua vez, esta onda plana deve se anular com a e ; para isso, é insuficiente

a inclusao do fator @, em seus coeficientes, pois o anulamento delas resulta em ag+as = 0.

: . - . —a® (2)
Por CI, precisamos inserir @3 (destaque em azul) nos coeficientes de eX(—@"#1+8%22) o g,

. (2) . _3(2)
(destaque em azul) aos coeficientes de e/(—o@m =@ z2)

(—a® a1 — @)z,

Como seu par antes-depois de uma,

colisao p-p ¢ a onda plana e’ ), incluimos nela asa, por CII.

—a®) g, —53) N ¢:] 3 . .
Agora, para que e a®e1-F%22) g0 anule com a e~V zi+B >””2), por CI, inserimos

Bz -G zq)

@, (destaque em verde) nos coeficientes de e~ e ajazay (destaque em verde)

z(fa(3)xl+ﬁ(3)z2). a(l)mlfﬁ(l)xg)
)

nos coeficientes de e sendo e o seu par antes-depois de uma

colisao p-p, por CII, completamos os coeficientes com ay (destaque em vermelho) e a;a3as

(destaque em azul), respectivamente.

Desse modo, a anélise acima ¢é a descrigao do seguinte ciclo,

6z(a(1>x1—6(1)x2) — ez(a(l)x1+ﬁ(l>x2) N ez(—a<2>z1+ﬁ(2)m2) — ez(—a<2>z1—ﬁ(2)x2) —

e~ ®m=pa) _y i(-a@mit80m) _ gaWar—pUe) (4 g5

gerado pela alternancia de CI e CII.
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(@Mz1—WMas) om amplitude (aya;)as e

O ciclo (4.95) iniciou com a onda plana e’
terminou com amplitude (aja3asa2)(@ea;)as = |a|?|az|?@a3; além disso, para iniciar o
segundo ciclo, deve ocorrer a inclusao de a3, em decorréncia de CI e CII, indicando que
essas duas condigoes nunca serao conciliadas e, consequentemente, o ciclo (4.95) é infinito.
Observando as amplitudes da onda plana er(@Ma1-p (1)"’02), por exemplo, percebe-se um efeito
acumulativo de poténcias de q; e @;, levando a geragao de expressoes polinomiais (1+12X)9,
cujo grau g ¢é proporcional ao ntimero de recursoes do processo de completamento. A
expansao dessas formas polinomiais levam a uma grande variedade de superposi¢oes das
12 ondas planas de ¥ (x1,z5). Como o grau g pode ser qualquer quantidade finita, temos
um comportamento similar ao definido pela Conjectura de Berry [182,183], que afirma
que em sistemas quanticamente caodticos, a funcao de onda do sistema é bem descrita por
uma superposicao aleatéria de ondas planas. Apesar da superposicao recorrente ser para
um conjunto finito de ondas planas nao aleatérias, acreditamos que esse é um indicio da
nao integrabilidade da funcao de onda analisada aqui. Devemos lembrar que a funcao
de onda Ut (xy,z9) é parte da fungdo de onda W (zy,z5) da Eq. (4.84), ou seja, todas as
operagoes realizadas aqui devem ser feitas também para W~ (x1, z3), a fim de se preservar
a continuidade e as condigoes de contorno que definem a interagao delta de Dirac e o

anulamento da fun¢ao de onda nas paredes do bilhar retangular.

2) Construgao da funcao de onda via simetria de reflexao invertida

O bilhar retangular para v = 3 estd representado na Fig. 4.5(a). Ela mostra que
a regiao triangular para /yr1 > 2 nao ¢ imagem especular da regiao /yr; < 1o e,
assim, nao possui a simetria da solugao base discutida na secao 4.1.2. Em vez disso, a
simetria presente é de uma reflexao invertida: em relacao ao centro do bilhar retangular,
os pontos (x1,xs) e (), x4) posicionados a 180° entre si sao equivalentes, de maneira que a
fungao de onda tenha o mesmo valor nesses pontos (veja a Fig. 4.5(b)), por uma questao
de acomodacao geométrica no bilhar (o Apéndice F apresenta alternativamente esta
situac@o no referencial de centro de massa e relativa). Essa caracteristica é corroborada

pelos resultados numéricos obtidos por M. Vessen [184].

Em vista dessa simetria de reflexdo invertida, cada onda plana e("1#175222) de W~ (z, 75)
Li—, Lo—z!
deve corresponder a uma onda plana ez(’“( RORE) de UT(a),a}), em que Ly =

V1L e Ly = v/3L. Podemos separar os termos relacionados a L e Ly dos termos 2 e z,

/ /
K1Z1 + Koo = Kiy/Ma L + Koy/moL — K12 — Koy,
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(a) (b)

) T2
V3L 3 V3L
U~ (xy, x2) (21, 22)
qﬁ_(fﬂl, 33'2)
- (x, 25)

Figura 4.5: (a) Espaco de configuracao do bilhar retangular com parede permeével para

v=3(0= %’r), em que ¥~ (zq,x9) é a fungao de onda em z; < % e Ut (xy,zy) é a fungao

de onda em z; > % (b) Demonstracao da simetria de reflexao invertida: cada ponto
/
(x1,22) em x1 < % corresponde a um ponto (27, x}) em que x| < % a 180° entre si.
Nesses pontos, |V~ (x1, x2)| = |UT (2], 25)|.
p ’ IV +K24/
Como o nimero de onda do centro de massa é K = L\/ﬁmm, temos

K1%1 + Koo = KV ML — k12 — ko).

Consequentemente, a relacao entre as ondas planas em x; < £ e 1 > *2 fica
’ * Vel VA

ez(mx1+f€2$2) — eleLe*1(51x3+“2xé)' (496)

Aplicando essa transformagao na fungao de onda ¥~ (z1,25) da Eq. (4.83), obtemos a

fungao de onda ®* (2], x}),

) VL a(—a@at —8Mal)  — — = (D —vBEOVL o(—aMa! +80
Ot (2], 2)) = (azas)a e +VBEUNL gu(—atVay =6 22) 4 (Gya, )ase!® VBSIL r(—aMay+May)

(—at)—VBED)L (0l + 8D o) oW +VEED)L t(aWaf —50a}) _

—(Eg&g)&le’ — (alag)age’(_

a®+VEED)L u(~al)at —pPDab) + —a® /3L (ot~ Pab) |

—(asa ’ 2a3)a€’
(asay )age” agas)a et

2 _a<2>_\/5/3(2>)Lel(a<2)x/1+/3(2>x/2) . ( 01(2)—\/5/5(2))Lel(—a(2>ﬂf'1+ﬂ(2)x'2)+

+(a163)626 ( agag)al 61(

+(a2al)agez(—a(3>+\/§B(3>)Lez(a<3)z’1 —8@ah) (a3al)5261(a<3)+\/§ﬁ(3))Lez(—a(3>z’1—6(3)a:’2)+
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(~a® —VBED)L (@D +5z) (e ®—VBBI)L (0@ +8%0) (g g7y

+ (alag)agez — (alag)age

Verifiquemos se @ (2, %) satisfaz @ (2},0) =0e ®T(1L,25) = 0.
e Condigao de contorno ®*(z,0) = 0: considerando a primeira linha da Eq. (4.97),

temos:

1) (1) —aM ! — — \= 1 (1) —aM !

da qual obtemos a equacao de Bethe

c28V3L _ _@’
aaza;3
que é um resultado esperado, uma vez que ®T(x),x}) foi construida diretamente de
U~ (24, x9); aplicando este procedimento para as demais ondas planas, as Eqs. (4.85)
sao obtidas.
e Condicao de contorno ®*(v/1L, ) = 0: considere as duas primeiras ondas planas

das duas primeiras linhas da ®* (2, 25) acima, na qual se fez 2/ = \/1L,

,(a<1)+\/§5(1>)Lez(_a(l>\/ﬁ_3(l)mf2) . ( z(—a(1)+\/§6(1))Lez(a(l)ﬁL—ﬁ(l)mg)
)

(agasz)ase ajas)ase

MHyL e €Z(

_BWgry o~ ~
e como (V38 B23) sdao fatores comuns nao nulos, obtemos

z(a(l))Lez(—a(l)\/TL) . ( z(—a(l))Lez(a(UﬁL) —0.

= (agaz)aje ajas)aze

Igual conclusao se tem para os demais termos. Isso acontece pela mesma razao mencionada

para o caso T (z7,0) = 0.

Portanto, a fungao de onda ®* (2}, z)) anula-se nas paredes. No entanto, isso nao
significa que seja uma uma solucao valida, pois ja sabemos que as equacoes de Bethe

geradas pela condigao ®*(z/,0) = 0 s@o inconsistentes!

Ainda que nao houvesse essa inconsisténcia, as fungoes de onda W~ (1, x2) e @1 (2], z5)
nao sio continuas em x5 = v/3x;. Para verificar essa afirmacio, reescrevemos a ®* (2, x)

em pares de ondas planas antes-depois de uma colisao p-p,

(oD —VBEL (—a @ +62)a)

& (2}, ) = —(@as)are =)= VBIN L rlaaf 10 zh)

6263 )61 (&

+(agag)a, e @V HVIINLe ol =00at) 1 (4,0, )g, e~ HVIIDL rlaPlat—pFay)

_ (3) (3) —a®) ! 183) 41 —_a (1) (1) g/ —3(1) 4t
_(a1a2)a361(a V33 )Lez( oz 48 xh) (a1a2)a3€z( oM /38 )Lez(cx i —p 932)_'_
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(@0 —VBIL a8 Way) | ( (—a®+V3EO)L (@@ af —6C)at) |

—1—(5261)636 Eg&l)agez

—a® ,\/55(3))Lez(a(S)x/1+g(3)x/2) 4 ( z(704(2),\/55(2))Lel(a@)ggflJr5(2)96/2) B

"‘(0463)&262( aldg)dge

a2el(a(2)+\/§5(2>)L€z(—o¢(2>x’1—/B(Q)xé) a®+V3EL 1(—a®z)—pB)at) (4.98)

- (a?)al) - (agdl)agez(

Uma condigao necesséria para que ¥~ (1, z3) e &1 (2], z}) sejam continuas em 5 =
V/3z, é a primeira linha de W~ (21, 25) da Eq. (4.84) ser continua com a primeira linha da
Eq. (4.98),

_ W g +8M _ —a®@z1482)
w (33'1, 1'2) = (Clg&g)&lel(a 2148 22) + (agag)alez( a Pt IQ),
_ (2)_ (2) —a@ g 482 ! — — \— —aM_ (1) W)t 481 41
%—l—(gjll7 1’,2) (a2a3)alez(a V33 )Lez( a Pzl 442 al) (a2a3)alez( @ V33 )Lez(a xy+B\Mal) )

Assim, notando que a(V++/381) = —a@ /333 aimposicao v~ (21, v3z1) = ¢+ (21, V321)

conduz a

BICCENCE O A (303
Cl20l3'

Para verificar a veracidade desse resultado, elevamos ao quadrado ambos os lados e usamos

ez2(a(1>+\/§ﬁ(1))L _ ez?a(l)LBZQ\/gﬁ(l)L

para, em seguida, substituir pelas equacoes de Bethe correspondentes, Eqs. (4.85) e (4.89).

O resultado é
que é falso para todo Py finito, pois as =1 — %

Portanto, como as fungoes de onda ¥~ (1, x5) e DT (21, x2) sdo descontinuas em xy =
V/3z1, 0 uso da simetria de reflexdo invertida é insuficiente para se ter uma solucao por

Ansatz de Bethe.

Essa descontinuidade ao longo da diagonal do retangulo é observada qualitativamente
nos graficos das partes real e imaginéria das fungoes de onda U™ (1, x5) e @7 (2], 25) nas

Figs. 4.6(a) e 4.6(b), respectivamente. Consequentemente, a fungao de onda

Uy ) = { U™ (21, 22) },

(o
O (2, 25)
também serd descontinua na diagonal.

Por uma questdo de comparacao, as Figs. 4.7(a) e 4.7(b), ilustram as partes real e
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(2) (b)

Figura 4.6: (a) Parte real da funcdo de onda. (b) Parte imaginaria da func¢ao de onda. A
funcao de onda para 7 = 3 ¢é descontinua na diagonal, o que inviabiliza uma solucao do
tipo Ansatz de Bethe.

(a) (b)

Figura 4.7: (a) Parte real da fungao de onda. (b) Parte imaginaria da funcao de onda. A
fungao de onda v = 1 é continua na diagonal.

imagindaria da funcao de onda para v = 1, no qual se observa a continuidade da funcao de

onda na diagonal do bilhar quadrado.

’

E importante enfatizar que os “momentos” nao estao quantizados, o que nao é um

problema, uma vez que a continuidade da funcao deve ser garantida antes disso.

3) Construgao da funcao de onda via simetria especular

A solucao Ansatz de Bethe para 7 = 1 tem, naturalmente, a simetria especular e
a simetria de reflexao invertida para a sua funcao de onda (confira a Fig. 4.2). Como
mencionado anteriormente, no Capitulo 2 e na secao 4.1.2, solucoes do tipo Ansatz tém a

simetria de reflexao em sua estrutura matematica. Em vista disso, revisitamos a solugao
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T2
Lo = \/gxl
A B
V3L o]
(z1,®2)
Az, 2h)
D
[

O V1L 1

Figura 4.8: O espaco de configuracao para o bilhar pipa com parede permeavel é obtido
refletindo-se em relagao a hipotenusa o AOAB, originando o AOBD. Nesse caso, cada
ponto (z1,zs) em x; < % corresponde a um ponto (2], 25) em zq > Z.

para a funcao de onda U™ (zy,xs) para verificar se ela satisfaz as condigoes de contorno
com o dominio refletido em relacio a zo = v/3z1, gerando o bilhar pipa ou kite com parede

permeavel.

Considere a Fig. 4.8. A funcao de onda ¥~ (x1,x) é valida no AOAB e desejamos
determinar a func¢ao de onda ¥+ (z1,z5) no AOBD. Entao, calculamos as equagoes das
bordas OD e DB, refletindo os segmentos OA e AB em relacio ao segmento OB. Definindo
R=2a+w), Ry =x1+wwsel = %’r, pela equacao de reflexdo por um angulo 6, R = e?R,?,

temos

,_ 1 V3

¥ = 50 + 5 T2, (4.99a)
3 1
xh = —\/7_231 + 5. (4.99b)

Eliminando z; da Eq. (4.99a), obtemos
zh = —/32 + 2,. (4.100)

A equacdo da reta que passa pelo segmento AB é 2, = v/3L. Entdo, pela Eq. (4.100), o

4Nao ha conflito com o uso na secéo 4.1.2, pois essa equacao de reflexdio néo estd associada a nenhuma
grandeza fisica especifica.
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segmento refletido BD em relacao a hipotenusa tem como equacao

xh = —V/3x) + 2V/3L. (4.101)

Para se determinar o segmento refletido de OA em relacio & hipotenusa, notemos que
sua equagao é x; = 0; logo, pela Eq. (4.99a), obtemos

V3

/
Ty = —9,
1 2 2
com a qual eliminamos xs na equagao Eq. (4.99b). Consequentemente, a equagao da reta
que passa pelo segmento OD é

Ty = —1}. (4.102)

A fungdo U~ (1, 72) é nula no segmento OA (¥~ (0, x5) = 0); assim, U (a2}, 2) deve

ser nula também no segmento OD. Para se verificar isso, basta fazer zf, = \%x’l na

Eq. (4.84), agora nas coordenadas (2, x%); reunindo as ondas planas com os mesmos

coeficientes,
Ut (x’l, %x’l) =
= (aaay)anfe! o)t () (g o () (e
(agaganle o) — (0O gy e () ey
"‘(5251)%[el(a(l)_ijg)w/1 - el(a(2>+%)$a] + (a1a2)53[el(_a<2)_%)xi — @Z(—a“”r%)x’l]

e notando que

£ o2 283 _ G

— ®3)
- — R PR — + o ,
V3 YERRVE
56 ®) B
— taV = —+aq,
V3 V3
(2
/8_+a — _ﬁ +a)

os trés termos entre colchetes sao nulos, ou seja, ¥ <az’1, \%xﬁ) = 0.

De maneira andloga, como W~ (1, 5) é nula no segmento AB (¥~ (21,v/3L) = 0), a
funcio de onda W (x},z5) deve ser nula no segmento BD; para verificar esse resultado,

consideramos x5, = —v/32 + 2v/3L e as equacdes de Bethe em U+ (2!, 25), resultando em
Ut (2], =32 +2v/3L) = 0.
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Portanto, temos as condigoes necessarias para a Eq. (4.84) ser a fungdo de onda
vélida no AOBD da Fig. 4.8. No entanto, como ¥* (2}, —/3z) + 2¢/3L) = 0 porque
U (24, \/gL) = 0, e lembrando que esta condicao gera equacgoes de Bethe inconsistentes,
comprometendo a quantizacao da solucao, isso significa também que nao é possivel es-
tabelecer a quantizagao para W (x},x}). Portanto, o bilhar pipa com parede permedvel
nao pode ser descrito por uma solucao do tipo Ansatz de Bethe, apesar da simetria de
reflexao. Essa conclusao é condizente com resultados da literatura: quando a particula
¢é transmitida através da parede permeavel, momentaneamente esse bilhar comporta-se
como um bilhar pipa sem parede em sua diagonal, o qual é pseudointegréavel [185] e, por
isso, também nao admite uma solucao do tipo Ansatz de Bethe. No final da subsecao

5.4.1, esbocamos uma interpretacao topoldgica para o bilhar pipa com parede permeavel.

4.2.6 E as Solugoes para Outros Bilhares Triangulo Retangulo

Racionais?

A maioria dos bilhares triangulo retangulo racionais sao pseudointegraveis, pois o seu
genus € maior do que 1. Em vista disso, é natural supor que bilhares retangulares, com
parede permedvel em sua diagonal, formados por esses bilhares triangulares (veja a Fig.
4.1(b)), nao admitam solugao do tipo Ansatz de Bethe. Justificamos esse resultado usando
o CL, uma das condigoes necessarias para se determinar os coeficientes “A” da funcao de
onda estendida da secao 4.2, estabelecendo que a funcao de onda de um bilhar retangular
se reduza a de um bilhar triangulo retangulo no limite infinito da intensidade do potencial.
Nos casos classicamente integraveis, v = 1 e 7 = 3, as fungoes de onda nesse limite sao,

respectivamente,
Uyi(21, 0) = —4(sen(ax1)sen (Bx2) — sen(fxy)sen (a@)),

Vin(w1, 22) =
= —4(sen(a(1)x1)sen (BWz,) + sen (o) sen (6P xy) — sen (a®z;)sen (ﬁ(3)x2)>.

Entao, é razoavel supor que a funcao de onda para os demais bilhares triangulo re-
tangulo racionais, W, (x1,22), seja uma superposicao de n produtos de fungoes seno,

sen (aWx;)sen (3Vx,). Esta suposicio origina dois problemas.

O primeiro deles, é a arbitrariedade dos sinais entre as parcelas de sen (a2 )sen (8Vx,).
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+—+++++

I s e e

-t =+ =
nN=2 n=3 n=4 n=>5 n==~6 n="17

Figura 4.9: Arranjo de sinais para a expansao da fun¢ao de onda em uma superposicao
finita de sen (a(z;)sen (3Vx,) em funcdo de n. Observe que nio estdo presentes todas as
combinacoes possiveis de sinais + e —, pois as que faltam sao o negativo das combinacoes
apresentadas. Por exemplo, para n = 5, a combinacao + — — + — estd ausente por ser o
negativo de (— 4+ + — +)=(+ —+ — +).

Por exemplo, para n = 4, temos trés possibilidades a principio,

\Ijtr(xb 33'2) -

[ sen(aWz;)sen (BW,) + sen (a®z1)sen (8@ x,) + sen (a® ;) sen (B z4)+

+sen (aWz)sen (W xy)

sen (aMx;)sen (BMay) + sen (aP ;) sen (8@ x,) + sen (a®x;)sen (33 ay)—
—sen (aWxy)sen (BWay)

sen (aWz;)sen (BMxy) + sen (aPx;)sen (8@ x,) — sen (a®ay)sen (3 ay)—

—sen (o)) sen (BWx,)

(4.103)

Como o sistema é um bilhar triangular, a primeira possibilidade na equagao acima tem
que ser descartada, pois todas as parcelas tem o mesmo sinal, impedindo que a funcao de
onda se anule na hipotenusa. Entao, a arbitrariedade de sinais limita-se as duas outras

possibilidades.

Uma possivel saida para esse exemplo é considerar as duas possibilidades para deter-
minar os sinais dos coeficientes das ondas planas. No entanto, se assim for, a medida que
se aumenta n, o numero de possibilidades de func¢oes de onda correspondentes ao limite
N — o0 pode aumentar, como exemplificado no arranjo de sinais em funcao de n na Fig.
4.9, no qual o nimero de possibilidades aumenta de 1 para 3 quando n varia de 2 para 7,

dificultando a determinacao dos sinais dos coeficientes “A”.

Ainda que se tenha um apoio computacional para encontrar todas as combinagoes
de sinais relevantes e, por conseguinte, a relacao entre os coeficientes das expansoes da
funcao de onda, ha um segundo problema: a impossibilidade de se obter a quantizagao

da funcao de onda, devido a incomensurabilidade entre niimeros racionais e irracionais.
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Para mostrar esse resultado, precisamos do seguinte teorema [186]:

Teorema: Se 6 é racional em graus, entao os unicos valores racionais possiveis das

funcoes trigonométricas sao:

S 1
senf, cosf = O,:l:§,:|:1.

Assumindo que as fungoes de onda em bilhares triangulo retangulo racionais sejam

uma combinacao finita de produtos de senos,
Uy (21, x2) Z sen ( SL’l sen (ﬁ( Ta),

para um [ fixo, como [ = 1 (e comprimento L = 1), temos,

M

sen (aWzy) = sen (aVy/my) = 0= oV =

)

g

N
Vi

sen (BW/mg) = 0 = W

com M e N inteiros.

Ora, sendo a® e B® os momentos depois de uma colisdo entre as particulas com
momentos iniciais o) e 1) (sempre é possivel encontrar um par de momentos antes e
depois de uma colisao p-p, e os indices sao arbitrarios), temos, da nossa anélise classica
do Capitulo 2,

a® = qcosf — Bsend,
B? = qsenf + [ cos,
em que oV = e g = 3.

E suficiente analisarmos a primeira equacao. Como devemos ter a condicao de quan-
tizacao

sen (a'?\/my) = 0,

segue-se que

sen {(9)?0030 — 2861’16)#] =0
Nai

M cos O — 2sen& = R, (4.104)
val

se, e soO se,
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em que R é uma contante inteira. Isso significa que o lado esquerdo dessa equacao precisa
ser inteiro. Entao, lembrando que
L

cos = ——, senf = ——,
I+~ 1+~

os Unicos valores de v que tornam cosf e senf racionais para haver inteiros 2 e N
satisfazendo a Eq. (4.104) sao, pelo Teorema acima, v = 1 (bilhar tridngulo retangulo

isésceles), v = 3 ¢ v = 3 (bilhares hemiequildteros).

Este resultado concorda com uma demonstracao mais rigorosa dada por Brian J.
McCartin [187], estabelecendo que apenas o retangulo, o triangulo retangulo isésceles, o
triangulo hemiequilatero e o triangulo equilatero admitem, como solugoes, uma superposi-
¢ao finita de fungoes trigonométricas e, por conseguinte, por superposicao finita de ondas

planas.

Na segao seguinte, ignoramos, por ora, as restricoes discutidas aqui e aplicamos a
analise desenvolvida nas secoes anteriores para o caso mais simples de um bilhar trian-
gulo retangulo classicamente pseudointegravel, no intuito de identificar as semelhancas e

diferencas em relacao ao caso v = 3.

Funcao de Onda para v = Y21

V2-1
O bilhar retangular com parede permedvel em sua diagonal para v = ﬁ*} é formado
por dois triangulos retangulos com angulos internos agudos iguais a = e ==. Nesse caso,
0 _ 3

Z ouseja, m = 3 en = 4. De acordo com a Eq. (4.36), a funcao de onda ¢ a expansao

T 4
(D gy 480D ay (D80
za r1+3 x2)+A ez(a x1—0 x2)+
Q4

{ } et + By { . }el(_a(l)mlw(l)”)—l—
ay

de 16 ondas planas

\I/(ZL'I, 5(72

+A,

——
QA
RN

204(2)2?14-5(2)332 +A { a1 }61(—a(2>11+ﬂ(2)9¢2)+
ay

(—a@z1— 5@ z,) + B { ai }ez("‘(w“_ﬁ(z)“)%—
ay

Qs
+ B,
a2
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+A59 }6““(3)“1”(3)”) +A2{ . }el(a(?’)xﬁﬂ(g)”w

a2

as —a® g, —53) ) (3) gy —303)
+B3 ez( al¥z—p mg)+B2 B ez(a z1— $2)+

as a2

a4 (—a @z +8@ z,) as (0@ 148D )
+Ay B e + As e +

Qy as

(4.105)

+ Bs s e’(_a(4)zl_5(4)x2)+B4 @ er@Wz1=pWaz)
as ay

Como 2m > n, os coeficientes “A” e “B” sao determinados pelas Eqs. (4.55)-(4.57),

Al = j:&4(lg, A2 = j:ﬁlag,, A3 = :I:Eza4, A4 = ﬂ:alag, (4106)

Bl = :|:6462, BQ = :i:alag, Bg = :|:E4a2, B4 = :I:alag. (4107)

O CL aplicado a funcao de onda W~ (z1,x2) deve reduzi-la a qualquer uma das se-

guintes fungoes de onda
Ui (21, 29) = —4(sen(a(1)x1)sen (B(l)xg) + sen(a(2)x1)sen(ﬁ(2)x2)

+ sen (a®z;)sen (B® ;) — sen (M) sen (5(4)332)), (4.108)

U1, 29) = —4(sen(a(1)x1)sen (ﬁ(l)xg) + sen (oz(Q)xl)sen(ﬁ(Q)xg)
— sen (a®z;)sen (B®z,) — sen (¥ x) sen (5(4)372)). (4.109)

O limite A — oo da Eq. (4.105) é qualquer uma das Eqs. (4.108) ou (4.109) desde

que

i L S (k10
Jim G = 20— ol el el )
i T = ool et G )
i e < Jm g mnT n
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Os sinais superiores referem-se a Eq. (4.108) e os inferiores, a Eq. (4.109). No entanto,

substituindo os coeficientes “A” e “B” das Eqs. (4.106), nem todos vao satisfazer os limites

acima, pois é necessario completa-los com os coeficientes “a”. Por exemplo, temos
. Agay 10304
lim = lim # —1.
Ao A0 A—oo (4207

Para se ter o resultado desejado, uma possibilidade é redefinir os coeficientes: A, = aqazas

(§ A4 = —615263.
Para completar os coeficientes, fixamos inicialmente A; = a4as e substituimos os
demais na Eq. (4.105) para determinar quais “a” devem ser incluidos, respeitando as

condigoes CI (anulamento de ondas planas de mesmo indice), CII (preservacao da solugao
base) e os limites calculados acima. Para ilustrar esse procedimento, considere uma parte
da funcdo de onda W(xy,xs) formada pelas ondas planas com | = 1 e suas respectivas

ondas planas do par antes-depois de uma colisao p-p escritas a direita,

Y1(1,29) =

:Al{ . }e““%+ﬁ%> +A1{ G loa®arra®a) |

ai

Bl ™ e“a“"”“ﬁ“)“”Bl{ . }el(a@)“lﬁ‘z’ww

+A4 Qg 62(04(1)951,3(1);,32 Z (—a®z14+8® zy)
Qy

a
Qy

_ (asaz)aq oV +8Waz) | (faqas)a; (a4 Da) |
(:i:a4a2)51 (ﬂ:a4a2)a1

+{ (Fayaz)a }ez(_a(l)xl_g(l)m) (£asaz)as @z —pPws) |

(faias)ay aWz1—p0es) (faiaz)ay (a1 +80)
a (:I:alag)a4

+ <i(,l([:§)” 1 (’/(: aWz4+Mz0) + (ia1a3)a4 ez(a(“)zl—ﬁ“)fﬂz).
(£ajasz)ay (*ajas)ay
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A anélise partird da fungao de onda 9] (z1, z3), e todas as mudangas nela feitas, também
serdo feitas paralelamente na 1] (z1,22), a fim de garantir a continuidade da funcao de

onda na diagonal do bilhar.

Considerando a onda plana em vermelho, ela deve se anular com a onda plana em la-
ranja em x; = 0. Por CI, a onda plana em vermelho deve ser completada com o coeficiente
az e a onda plana em laranja, deve ser completada com ay em vermelho mantendo apenas
o sinal negativo. Consequentemente, por CII, os pares antes-depois de uma colisao p-p
das ondas planas vermelho e laranja devem ter seus coeficientes também completados por
az € as. O mesmo procedimento é aplicado aos complexos conjugados das ondas planas

com [ = 1. Indicando por cores os coeficientes incluidos ou modificados na funcao de

onda, temos

wl(mlaxQ) :{ (a4a2a3>a1 }ez(a(l)erﬁ(l)m)_'_{ (a4a2a3)61 }ez(a(2)x1+ﬁ(2)m)+

(agasa3)ay (asazas)a,

N { E@@z”:z)al }ez(aumﬁmm) { 25452”-‘%)611 }el(a@)ﬂnﬁ(?)aﬂ)_'_
{ (—51537-_))54 (aWz1— W zy) (_516372)614 (—a®W a1 +8®Bxy)
+ elatVa To + el—aPa To
( 2) )

(—aiaszaz)ay oW 180 (—araszaz)ay @) g,
_'_{ 61( alzi+8 m2)+ ez(a 13 xz),

(—arazas)ay (—arasas)ay

ou seja, os coeficientes Aq, By, Ay e By sao redefinidos como
Ay = asazay, By = 4a3a:, Ay = —wGeas, Bi= —aiaas,

e concordam com os limites acima calculados. Assim, a partir deles, calculamos os coefi-

cientes restantes, usando a condigao de contorno ¥~ (0, z5) = 0:
Ay = —ayazay, DBy = —a4a3a;, Az =a1Ga4, B3 = ajasay.

Com essas definigoes, os limites das Eqs. (4.110)-(4.113) sao satisfeitas e, em especial,

aqueles limites com sinais superiores,

Asas . DBsas . Ay . Bsas
= lim =1, lim = lim =—1, 4.114
A—o0 Alal A—00 Alal Aoo A1aq oo Aray ( )

correspondendo a funcdo de onda da Eq. (4.108), com um tnico sinal negativo. Este
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resultado é decorrente de o coeficiente B; = A, satisfazendo o limite da Eq. (4.110).
Poderfamos definir também B; = A; condizente com a Eq. (4.110), como By = —a4asag
com o intuito de obter a Eq. (4.109), mas isso implicaria que B; # +A;, uma das condicdes
necessarias estabelecida na secao 4.2.1. Logo, pelo menos neste exemplo particular, foi

possivel remover a ambiguidade de sinais para a aplicagao do CL.

A funcao de onda explicita é,

U (21, 22) :{ (asasaz)ay }ez(a<1)x1+ﬁ(1)x2) +{ (—?1?2?2)64 }ez(a“>r1—/3<1>x2)+

(agazas)ay (—aiazas)ay

. { Ea45352;51 } eZ(—a“)wl—ﬁ(l)mz) L { (—a1a2a3)a4 } 61(—a(1)x1+ﬁ(1>z2)+

(—ajasas)ay

(—asazar)as ez(a(2>xl+ﬁ(2)x2)+ (asaszas)a e’(_a<2)“+ﬁ(2)“)+
(a4a3a2)a1

(—asasay )as el(—Oé(Q)CEl—/B(Z)Z'Q) N (@gazaz)ay el(a<2>w1—ﬂ(2>xz)+
(A4a302)a

(aya9ay)as }ez(—a<3)x1—,8(3>a:2) n { §—5463a1)a2 el(amxl_ﬁ@)“)—i—

(ayasa4)as

—I—{ Eal?aﬂx)as }el(a(%ﬁg(s)m) +{ (—asasa )as }62(_a<3>m+ﬁ(3>x2)+

(—a1Gzas)ay el(,a<4>xl+g<4)x2)+ (@1a2a4)as el(a<4)xl+5(4)m)+
a1a2a4)a3

(—alagag)a4

n { (a1a264)a3 } el(*a(4)1'1*,8(4)932) n { (—a1a2a3)54 } ez(a(4)z176<4>x2)' <4'115)

Nesta func¢ao de onda, a condigao de contorno W~ (0,z,) = 0 é satisfeita, mas nao a
condigao W' (x1,0) = 0, uma estrutura semelhante aquela do caso v = 3. Assim, se a
funcao de onda da Eq. (4.108) realmente fosse a fungao de onda do bilhar triangulo re-

tangulo para v = gﬂ, ainda assim terfamos as mesmas inconsisténcias com as condigoes

de contorno e as falhas das abordagens alternativas discutidas para v = 3. Portanto, este
caso, assim como os demais bilhares semelhantes, a funcao de onda é determinada apenas

pOr recursos numMeEricos.
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(a) (b) (©) (d) (e) ®

Figura 4.10: Graficos das densidades de probabilidade |¥(xy, 25)|? normalizadas, via MCP,

para um bilhar retangular com uma parede permeédvel em x, = ﬁJ“ 121. Para o par de

o
niimeros quénticos (r,s) = (13,5), ilustramos |U (1, 22)[? em funcio dos valores de A, em
que N = 2;):: predomina-se o perfil de autoestados de um bilhar retangular para valores
baixos de A, (a) e (b), passando por um perfil de mistura de autoestados de um retangulo
e de um triangulo, (c) e (d), até o predominio de autoestados de bilhares triangulares, (e)
e (f). A linha pontilhada branca nao é gerada pelo solugado numérica do problema, sendo
apenas uma referéncia visual para a parede permedavel. Esta figura é uma contribuicao do
Prof. Dr. Fabio M. Zanetti.

A Fig. 4.10 mostra os gréaficos das densidades de probabilidade |V (1, z2)|* geradas
numericamente por MCP para valores crescentes da intensidade \. Pelos motivos seme-
lhantes as fungoes de onda para v = 3, observa-se o predominio de autoestados de um bi-
Ihar retangular para valores relativamente baixos de A, Figs. 4.10(a) e (b); aumentando-se
/):, a permeabilidade da parede diminui, mudando a morfologia da fun¢ao de onda. Ob-
serve que a Fig. 4.10(c) mostra, em sua morfologia, a presenca de autoestados do bilhar
retangular, mas de maneira granulada. Ja as Figs. 4.10(d)-(f), nao se reconhece mais os

autoestados do retangulo, mas sim de dois triangulos retangulos progressivamente.

Neste capitulo, mostramos que solugoes do tipo Ansatz de Bethe nao sao possiveis
para v # 1, pois os coeficientes “A” e “B” das Eqs. (4.34) e (4.36) sao satisfeitas si-
multaneamente apenas quando v = 1. Esse problema pode ser visto pela dificuldade de

satisfazer as condicoes CI e CII juntas.



Capitulo

Ditracao, Genus e Bilhares com Paredes

Permeaveis

Neste capitulo, demonstramos que o espalhamento em uma cunha serd nao difrativa
apenas quando o denominador do angulo de abertura da cunha for igual a um. Esse
resultado ja é conhecido na literatura: quantitativamente, ele é obtido da teoria de difracao
por ondas eletromagnéticas [144,188], mas é complicada e indireta; e, qualitativamente,
¢ obtido no contexto de espalhamento quantico [24,189]. A nossa demonstragao é mais
simples e direta. Apresentamos também uma simplificagdo da Eq. (2.4) para o célculo do
genus de bilhares triangulo retangulo racionais e as consequentes relagoes com o nimero de
estados N, e o denominador do angulo €, associados ao nosso sistema de duas particulas

em uma caixa 1D.

Essas andlises sao importantes para a proposta do seguinte modelo: um bilhar re-
tangular com parede permeével corresponde ao espalhamento de uma particula no toro
por uma barreira permeéavel, com o qual determinamos o genus do sistema, um resultado
inédito. Esse modelo complementa a explicacao do Capitulo 4 sobre a nao aplicabilidade

do Ansatz de Bethe para o sistema discutido nesta tese.

Concluimos este capitulo discutindo brevemente a nao integrabilidade do bilhar pipa,
que é um contra-exemplo de um sistema com simetria de reflexao que nao admite uma
funcao de onda do tipo Ansatz de Bethe, e apresentamos os resultados numéricos de
estatistica de niveis de energia vizinhos que corroboram, ao menos qualitativamente, o

modelo proposto.

119
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5.1 Auséncia de Difracio em Cunhas com Angulo de

Abertura n—”1

Analisemos aqui as condi¢oes sobre o angulo de abertura @ de uma cunha para que
uma trajetoria incidente em um de seus lados seja refletida, por fim, na mesma direcao
inicial daquela de incidéncia (veja as Figs. 5.1(d) e (e)). Caso isso nao ocorra, a trajetoria
refletida saird em uma diregao diferente da inicial (veja a Fig. 5.1(f)), isto é, temos uma
divergéncia de trajetérias. Entao, ird difratar qualquer onda que possua o mesmo
nimero de onda que siga a mesma trajetéria. Por causa desse vinculo, por abuso de
linguagem, nos referimos como “difracao” de trajetérias. Em vista disso, quando mencio-
narmos difracao, sem as aspas, estara implicito essa conexao entre trajetoria e propagacao

de uma onda.

Considere uma cunha com um angulo de abertura a e vértice V (veja a Fig. 5.1(a)).
Incidamos uma trajetéria no ponto A paralela a bissetriz da cunha. Consequentemente,
o angulo de incidéncia é a; = g Assumindo a ocorréncia de reflexdes especulares, a
trajetoria é refletida com o mesmo angulo @; para o outro lado da cunha em um ponto
B. Isso define um triangulo AABV. Agora, precisamos determinar qual é o angulo de
incidéncia em B, o angulo interno Ez =7 — 3% ou o externo /b\e = 3% no AABV. Tomemos

o angulo b, como referéncia. Ha trés casos possiveis:

. Desse

o)

(i) Para b, < 7, o angulo de incidéncia é @y = b, em que @y = @ +a; = 3

modo, a trajetéria refletida aproxima-se do vértice da cunha.

(ii) Para b, = 7, o angulo de incidéncia é @y = b.. Isso significa que a trajetdria
refletida serd sobreposta a incidente; por conseguinte, a trajetéria de saida é paralela a

de entrada (veja a indicacdo em azul na Fig. 5.1(e)).

o angulo de incidéncia é a; = b;, em que 4y = 7™ — 3%; assim, a

(iii) Para b, > T 55

bR
trajetéria se afasta do vértice da cunha (veja a Fig. 5.1(c) e (d)).

No caso (i), é possivel que ocorram outras colisdes com as paredes da cunha. Por
exemplo, a trajetéria que parte de B atingird o outro lado da cunha em um ponto C
(veja a Fig. 5.1(b)). Novamente, isso define um triangulo ABCV, com angulo interno
G =m— 5% e externo ¢, = 5%. Como antes, é preciso verificar quais desses angulos sera

o angulo de incidéncia. Supomos que ocorram £ colisoes, em que o angulo de incidéncia é



5.1. Auséncia de Difracao em Cunhas com Angulo de Abertura o 121

() (b)

g

A F
E B
C\=</D
% v

Figura 5.1: Algumas situagoes especificas envolvendo incidéncia e reflexao de trajetérias
em cunhas de angulo de abertura @ para o caso m; = 1, exceto o item (f). (a) A incidéncia
de uma trajetéria paralela a bissetriz de uma cunha em um ponto A se dd por um angulo
%. Essa trajetéria é refletida especularmente em direcao a um ponto B do outro lado da
cunha, originando AABV. (b) O angulo @, ¢ inferior a ; por isso, a trajetéria refletida
incide em um ponto C, aproximando-se do vértice V e originando o ACBV (c) Para um
ny par, a trajetoria refletida de C para D origina um ACDV isdsceles; consequentemente,
a trajetéria nao se aproxima mais de V. (d) Em seguida, a trajetéria é refletida em E
e em F, afastando-se do vértice V em uma trajetéria simétrica em relacao a bissetriz da
cunha. (e) Para um valor particular de n; impar, se uma trajetéria saindo de B incidir
perpendicularmente em C, a trajetoria refletida vai se sobrepor a trajetoria durante a
aproximacao de V. Para valores gerais de ny, ocorrem varias reflexdes das trajetorias no
interior da cunha até resultar em algumas das situagoes semelhantes mostradas aqui. (f)

Exemplo de divergéncia de trajetoria em uma cunha contendo um angulo de abertura

~ 3w _ o
a—10—54.



5.1. Auséncia de Difracao em Cunhas com Angulo de Abertura o 122

o angulo externo. O resultado desse processo iterativo sao angulos de incidéncia

G = (20— 1)2, (5.1)

| Q)

pois corresponde ao angulo externo do triangulo formado pelos lados da cunha e a ultima
trajetéria refletida. Por ser uma funcao crescente, em cada colisao, o angulo de incidéncia
aproxima-se de 7. Se esse angulo de incidéncia se igualar a 7, estaremos no caso (ii), e se

for maior que 7, estaremos no caso (iii). Portanto, @, < 7.

Definindo ¢ = /¢, como sendo o maior inteiro em que @, < 7, o préximo angulo

incidente ag,41 é aquele que muda o sentido da trajetéria. Assim, de acordo com (iii),

Apg41 =T — Q — Qgy = Qg1 = 7 — (200 + 1)

)

| Q)

e os angulos de incidéncia seguintes sao

Aggr1 =T —a— (T = Qpg1-1) = Ao =7 — 26+ 1) +1]5, 1> 1.

| Q)

Para que o ultimo angulo de incidéncia coincida com a primeira, devemos ter —a; =
EgOH. Consequentemente,

l'a =,

3|9

com ¢ = ly + [ inteiro positivo. Para ¢ = ’:—11 um racional com m; e ny; coprimos, temos

p— M

)
my
que € inteiro se, e somente se, m; = 1.

Portanto, o angulo de abertura da cunha para que nao haja “difracao” de trajetorias

[eN

™
a=—. 5.2
a=1 (5:2)

Pela Eq. (5.2), sdo necessarias n; colisoes com as paredes da cunha desde a entrada
até a saida paralela da trajetoria. Além disso, o comportamento da trajetéria se distingue

conforme ny for impar ou par.

e n; fmpar: substituindo a Eq. (5.2) na Eq. (5.1), obtemos

™

G = (20 = 1)5—
1
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Como o denominador é fmpar, para algum valor de £, temos a, = 7. De fato, basta
considerarmos ¢ = ”1—;1 Isso significa que, para qualquer valor de n; impar, temos a

ocorréncia do caso (ii) (veja a Fig. 5.1(e)).

ni+1
2

e Ny par: nesse caso, nao ¢ inteiro, o que significa que nao ha reflexao de 90° pela

trajetéria (veja a Fig. 5.1(c)). Sabendo que o numero necessario de colisdes para uma

saida paralela em relacao a trajetéria de entrada ¢ ni, hd £ = %+ colisoes até a inversao
do sentido da trajetéria (veja a Fig. 5.1(d)). Entao, o tltimo angulo incidente que se

aproxima do vértice V é

fni =7 —Q—an

Q)
+
—

I
—~
]

—
|
—
~—

|
vl
|

Logo,

ou seja, ha um triangulo isdsceles na regiao de inversao do sentido da trajetoria.

Uma outra maneira para se obter a Eq. (5.2) é pelo angulo subentendido entre a

trajetéria incidente e a refletida subsequentes,
Op=m— (2 — 1)a.

Os angulos de abertura 6, diminuem, aproximando-se de zero até a inversao do sentido da

trajetéria. Em seguida, o mddulo dos angulos de abertura ¢, aumentam novamente em

cada colisao, de tal maneira que 6, = —6,. Entao, o angulo de abertura @ da cunha tal
qued, =—n+ael,=n—a==06,¢
. T n
a=—=0=—,
gl mq

para que a trajetéria de saida seja paralela a de entrada. Como ¢’ deve ser um inteiro,

temos que my; = 1.

Portanto, mostramos aqui uma maneira alternativa simples que justifica a auséncia de
difracao para angulos com numeradores iguais a um, conforme mencionado no Capitulo 2

a respeito do espalhamento de ondas eletromagnéticas e de funcoes de onda.

No caso de m; > 1, ndo vale mais a igualdade ¢, = —6,, o que significa que a trajetéria
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de saida nao sera mais paralela a de entrada, ou seja, temos a ocorréncia de difracao pela

cunha, como ilustrada na Fig. 5.1(f).

Com relacao ao espalhamento de funcoes de onda, C. Jung estudou o problema quan-
tico de trés particulas interagindo por um potencial degrau [190], em vez de um potencial
delta de Dirac, e demonstrou a sua equivaléncia com o problema de um bilhar triangular.
Para particulas de massas iguais, o bilhar triangular torna-se um triangulo equilatero, com
angulos internos § e, portanto, sem apresentar difragao. A funcao de onda do problema,
entao, pode ser obtida através da identificacao dos grupos de simetria desse triangulo.
Variando-se uma das massas das particulas, muda-se um dos angulos internos desse bi-
lhar. Para uma mudanca arbitraria, o angulo interno correspondente tera numerador
maior do que 1, manifestando espalhamento difrativo, e as fun¢oes de onda nao sao mais
passiveis de uma representacao por fungoes elementares. As solugoes integraveis sao ob-
tidas apenas quando se faz a massa de uma das trés particulas infinita e, para as outras
duas particulas, ou se iguala suas massas, gerando o bilhar triangulo retangulo isésceles
(o nosso caso v = 1), ou torna a relagdo entre as duas massas igual a trés, gerando o
bilhar triangulo hemiequildtero (o nosso caso v = 3). Essa é uma maneira alternativa

encontrada na literatura para estudar um sistema semelhante ao tratado aqui.

5.2 O Genus para Bilhares Triangulo Retangulo

No Capitulo 2, apresentamos a Eq. (2.4) para o cédlculo do genus de um bilhar poli-

gonal racional a partir dos valores dos seus angulos internos,

(3)—1+/thjmi_1 N = mme( )
g9(S) = 5 — = mmec(ny, ..., Ny),

i=1

e prever a integrabilidade do bilhar poligonal sem a necessidade de recorrer ao unfolding,

que podera ser impraticavel para alguns poligonos.

No caso de bilhares triangulo retangulo, apesar do calculo nao oferecer dificuldades,
procuramos uma maneira de reduzir o maximo possivel essa tarefa e, ao mesmo tempo,

tentar obter alguma informagao fisicamente importante.

Considere um triangulo retangulo racional, com angulos internos divididos por ,

my

ny

3| Q)
RS

1 Mo /C\ ms
27 No ' ™ ng '
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em que ™ sao fragoes irredutiveis. Substituindo na Eq. (2.4), temos

g(S) =1+

mmc(2, ny, n3) (m2 —1 1 ms — 1> . (5.3)

2 No ns

O objetivo aqui é escrever ¢(S) apenas em funcao de uma dessas quantidades racionais.
A complementariedade dos angulos b e ¢ permite expressar o racional r:—; em fungao do
racional T2,

n2

ms n2——2nu

ns 2n2
Em geral, o lado direito nao é uma fracao irredutivel; para garantir a irredutibilidade,

dividimos o numerador e o denominador por mdc(ny — 2ms, 2n,), dando

mmc(2, ny, n3)

g(8) =1+ ™

[ng — 2 — mdc(ngy — 2my, 2ny)]. (5.4)

Os resultados da Teoria dos Numeros [191]

mdc(a, b) = mdc (%, b) :

para a par e b impar, e
mdc(p.a, p.b) = p.mdc(a,b), p>0 inteiro,
aplicados na Eq. (5.4), geram os seguintes casos para cada k inteiro:

1. ny =4k e my fmpar: g(S) = k;

2. ny =4k + 2 e my fmpar: g(S) = k;

3. ng =4k + 1 e my par ou impar: g(S) = 2k;

4. ny =4k + 3 e my par ou impar: ¢g(S) = 2k + 1.

Como o inteiro k estd relacionado ao denominador ny do angulo /b\, o genus g(S) depende

apenas do numerador de um dos angulos internos do triangulo retangulo racional,

n
'f, n2::4k

9(8) =1 ==t np=4k+1 ou ny=4k+3 . (5.5)

m=2ny =4k 42

Dessa forma, para determinar o genus de um bilhar triangulo retangulo, procedemos
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30

25— ]

20 — —

9(S) 15+ .

N

b

Figura 5.2: Genus em funcao do angulo b para denominadores multiplos inteiros de 4:
observa-se que o valor do genus g(S) diminui (aumenta), & medida que o angulo b aumenta
(diminui).

da seguinte maneira:

(i) Escolha um dos angulos agudos do bilhar;

(ii) Se o angulo estiver em grau, divida-o por 180 para obter a sua forma racional irredu-
tivel;

(iii) Identifique o denominador em um dos trés casos da Eq. (5.5).

Para cada uma das trés categorias, a Eq. (5.5) mostra que o genus é uma fungao
crescente em relacao ao denominador ny, ou seja, quanto menor for um dos angulos agudos
do bilhar triangulo retangulo, maior serd o valor do seu genus. Exemplifiquemos isso para
o denominador ny = 4k; fixando my = 1, o aumento (a diminui¢ao) de ny implica na

diminuigdo (aumento) do angulo b; de fato, expressando esse angulo em graus, temos

b= %. Consequentemente, o genus em fungao de b para esse caso particular serd
45°
9(8) = ’b\ ) (56)

cuja representacao grafica estd na Fig. 5.2. E claro que, pela complementaridade dos
angulos, a diminuicao do angulo b implica no aumento do angulo complementar ¢ e, nesse

caso, nao sera observado o decaimento mostrado na Fig. 5.2, mas uma curva crescente.

Outra consequéncia interessante da Eq. (5.5) é que uma pequena varia¢ao de um dos
angulos agudos ocasiona uma grande variacao do genus. Uma implicacao direta disso é a

facil transicao de um bilhar integravel para um pseudointegravel. Por exemplo, o bilhar
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triangulo retangulo isésceles tem angulos agudos iguais 45° ou 7, e tem genus igual a um;
se variassemos um dos angulos por 1 milésimo, mas mantendo o bilhar como triangulo

retangulo, os angulos agudos passam a ser iguais a 44, 999° e 45,001°. Pelo procedimento

45001
180000 *

acima, encontramos a fragao irredutivel Entao, ny = 180000, que ¢ um multiplo
de 4 e, pela Eq. (5.5), o genus é 45000, ou seja, para uma pequena variacao do angulo, a

dinamica cléassica passa de um tnico toro para 45 mil toros!

A independéncia da Eq. (5.5) do numerador my significa que h&d um conjunto finito
de bilhares triangulo retangulo diferentes com o mesmo valor de genus. Esse é o caso, por

exemplo, de ny = 7: apds o calculo dos angulos complementares, o conjunto de angulos

™ 2 g
7T

ou seja, o inteiro my assume os valores 1, 2 e 3. Logo, ha trés bilhares triangulo retangulo,

moml f2m Sml [smom
ZARR TS I G U5 B VAR T B

com genus igual a 3. Ha bilhares triangulo retangulo com denominadores diferentes pos-

agudos possiveis, sao:

com angulos agudos

T

15, cujo genus também

suindo o mesmo genus. Um exemplo é o bilhar com angulo agudo
/ A . 57 . /o

¢ 3. Note que o seu angulo complementar é 75. Assim, ao contrario do que aconteceu para
ny = 7, o angulo complementar pertence ao conjunto de angulos agudos possiveis. Isso
sempre acontece quando n, nao for um ntmero primo. Em vista disso, podemos estimar

o numero de bilhares triangulo retangulo com o mesmo genus. Lembrando que
~ T
0<b< 5

segue-se que

ou seja, o numero maximo de bilhares com o mesmo genus é inferior a metade do deno-

minador.

5.3 Numero de Estados Classicos em Funcao do Ge-

nus

Na secao anterior, obtemos uma conexao direta entre o genus e o denominador de um

dos angulos agudos do bilhar triangulo retangulo. Esse angulo é justamente a metade do
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m7

angulo § = ™ associado a razao de massas v, Eq. (3.9). Como o nimero de estados
possiveis gerados em uma sucessao de colisées p-p e p-w é Nz = 4n (Capitulo 3), entao

podemos também associa-lo ao valor do genus.
Considere o angulo § = =% e o angulo agudo b = mn—22” do bilhar,

m my
— =2—.

n N9

e as propriedades [191]

1. mdc(a, b) = mde (%, b), para quaisquer inteiros a e b.
2. Para duas fragoes irredutiveis quaisquer { e §, temos § = $ se, e somente se, a = ¢
eb=d.

Pela Eq. (5.5), ha trés possibilidades para a Eq. (5.7):

® Ny = 4k.
Neste caso, pela Eq. (5.7), temos

m myo

— = . 5.8

n 2k (5:8)
Como mdc(mg, ny) = 1 = mdc(may, 4k), segue-se que my é um inteiro impar diferente

de 4k. Pela propriedade 1, temos que mdc(my,4k) = 1 = mdc(msy, 2k), ou seja,

a fragao 2 ainda ¢ irredutivel. Pela propriedade 2, concluimos que m = m; e
— 9k — M2
n=2k="%.

Desse modo, como o nimero de estados Nes = 4n, pela Eq. (5.5), obtemos N5 =

8¢(S).

e no, =4k + 1 ou ny = 4k + 3.
Considere ny = 4k 4+ 1. Como mdc(ma, ny) = 1 = mde(mg, 4k + 1), o inteiro my ou é

par, ou é um inteiro impar diferente de 4k + 1. Assim,

(5.9)

Pela propriedade 1, temos mdc(2my, 4k +1) = 1 = mdc(ms, 4k + 1), ou seja, a fracao

2 4rk“j1 permanece irredutivel; entao, pela propriedade 2, temos m = 2my e n = 4k+1.

Como ny = 4k + 1, segue-se que n = ny, de modo que n = 2¢(S) + 1, de acordo com

a Eq. (5.5). Portanto, sendo N5 = 4n, temos N.; = 4(2¢g(S) + 1).

O mesmo resultado é obtido para ny, = 4k + 3.
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® n2:4k+2

Pela Eq. (5.7), temos
m myo

N 2k+ 1
Como mdc(mg, ng) = 1 = mde(mg, 4k + 2) = mdc(my, 2k + 1) (propriedade 1), a

(5.10)

mo
2k+1

fracao permanece irredutivel, em que my # 2k + 1. Assim, pela propriedade 2,

temos m=myen=2k+1=".

Pela Eq. (5.5), segue-se que n = 2¢(S)+1, e o nimero de estados é N5 = 4(2¢9(S) +

).

Portanto, o ntimero de estados em funcao do genus é

_{ 89(S5), N par (5.11)

“ 4(2g(S)+1), n impar

ou seja, para cada valor do genus, hd sempre dois nimeros de estados diferentes (veja a

Fig. 5.3). A Eq. (5.11) pode ser escrito como
Nes =8¢ (S)+2(1—(—1)"). (5.12)

Ainda assim, é uma funcao mondtona crescente!, como se observa na Fig. 5.3. Como
em cada um desses casos, N, ¢ uma funcao afim?, entdo é mondétona também. Isso nao
é suficiente para a Eq. (5.12) ser mondtona. Considere dois valores diferentes de genus,
Gpar(S) para Ny, par € Gumpar(S) Para Nuypay impar. Nao é possivel haver o mesmo nimero
de estados, pois isto implicaria que gpar(S) — gimpar(S) = %, que é uma contradicao, pois
o genus é sempre inteiro. Também nao é possivel se ter Negpar) > Nes(impar), quando
Gpar(S) < Gimpar(S), pois isto nos leva a 4 < Negiimpar) — Nes(par), OU s€ja, Negpar) <
Neg(impar)- A Fig. 5.3 ilustra a monotocidade da Eq. (5.12).

Substituindo, agora, o nimero de estados N5 = 4n nas Eqgs. (5.11) e (5.12), obtemos

o genus em funcao de n,

9(S) :{ > P (5.13)
5, h impar
) (-1)
n 1—(=1)"
o) = 2 - 120 (5.14)

respectivamente. O grafico em azul da Fig. 5.4 mostra também que hé sempre dois valores

'Uma funcdo monétona crescente é aquela na qual & < § = F(¥) < F(§) para qualquer & e j
reais [192].
2Uma fungao é afim se for da forma F(Z) = az + b [193].
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Figura 5.3: Namero de estados N5 em fungao do genus g(S) é uma fungao mondtona
crescente.
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Figura 5.4: Em azul: O ¢(S) em fun¢ao do denominador n do angulo 6 = apresenta
patamares de dois inteiros consecutivos, o que significa que ha, pelo menos, dois bilhares
triangulo retangulo com o mesmo valor de genus (ndo se esta considerando aqui a familia
de bilhares com o mesmo genus determinado pelo numerador my e, por conseguinte,
pelo numerador m). Em vermelho: O G(S) em funcéo do denominador n nao apresenta
patamares, ou seja, bilhares retangulares com parede permeavel diferentes sempre terao
valores de genus diferentes (a menos da familia de bilhares definida pelo numerador m).
Além disso, exceto o caso n = 2, temos G(S) > ¢(S).

distintos de n para o mesmo valor do ¢g(S), como acontece, por exemplo, para os bilhares

integréveis triangulo retangulo isésceles (n = 2) e o triangulo hemiequilatero (n = 3).
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5.4 Uma Proposta para o Calculo do Genus para Bi-

lhares com Paredes Permeaveis

No Capitulo 4, desenvolvemos um método semiclassico que mostrou que o sistema de
duas particulas de razao de massas v = 3, que é classicamente integravel, nao satisfaz as
condicoes de contorno quando a intensidade do potencial de interacao é finita, inviabili-
zando uma solucao do tipo Ansatz de Bethe. Mas isso nao é suficiente para concluirmos

se v = 3 tornou-se quanticamente nao integravel. A principio, como todos os angulos

internos do bilhar retangular tem numerador igual a um, ou seja, 7, 3 e g, nao ha espa-
lhamento difrativo. No entanto, notamos que paredes permedaveis em bilhares quanticos
funcionam como uma barreira e, de acordo com a subsecao 2.1.3, elevam o genus do sis-
tema, como Richens e Berry observaram no bilhar quadrado periédico com uma barreira
quadrada em seu interior. Assim, propomos aqui uma possivel forma de definir genus
para bilhares com uma parede permeavel. A vantagem dessa proposta é possibilitar uma
explicacao semiclassica, devido ao seu vinculo com a ideia de trajetorias classicas, para a

nao aplicabilidade do Ansatz de Bethe quando as particulas téem massas diferentes.

5.4.1 O Genus de Bilhares Retangulares com Parede Permeavel

Considere um bilhar retangular possuindo uma parede permeavel em sua diagonal
e tendo £ como um dos angulos internos (veja a Fig. 5.5(a)). Aplicando o método
de unfolding, obtemos uma superficie invariante gerando uma representacao planar de
um toro com uma barreira, como pode-se ver nas Figs. 5.5(b) e 5.5(c), as quais sao

equivalentes, pois distinguem-se apenas por uma translagao de coordenadas.

A Fig. 5.5(b) mostra uma particula refletida na diagonal (parede permeédvel) em dois
instantes, que nada mais é do que o espalhamento de uma particula por um obstaculo de
angulo 0, situacao andloga ao de Richens e Berry mencionada anteriormente. Conforme
for o valor de 6, o espalhamento é difrativo ou nao, como demonstrado na secao 5.1 e
em [137,194]. Dessa forma, se o bilhar retangular for um quadrado, temos que % =1=5
dando 6 = 7 = p, ou seja, os numeradores dos angulos sao iguais a um, e o espalhamento

¢ nao difrativo em qualquer uma das situacoes das Figs. 5.5(b) ou (c¢). Entao, o valor do

genus é igual a um, como ja sabido pelo fato de ser um sistema quanticamente integravel.

2w

A situagao muda se 5 = %, pois = 5F, ou seja, o numerador ¢ maior que um e o

0
2

espalhamento da Fig. 5.5(b) é difrativo. Como o obstaculo no toro tem uma forma de
)

losango (veja a Fig. 5.5(c)), com dois angulos 6 = %’r e dois angulos p = %, 0 genus corres-
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(a) (b) (c)
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Figura 5.5: (a) Bilhar retangular com uma parede permedvel, em que g é um dos seus

angulos internos. O circulo no topo é uma referéncia visual. (b) Superficie invariante S
gerado pelo método de unfolding. O angulo p é o suplementar do angulo 6, p = © — 6.
(c) Superficie invariante S gerado pelo método de unfolding equivalente ao do item (b),
distinguindo-se por uma translacao em dos seus lados. A linha pontilhada orientada é
uma trajetéria de uma particula incidindo na parede permeavel. Os lados AB e CD,
assim como os lados AC e BD, sdo identificados como sendo os mesmos. Assim, essas
superficies invariantes sao representagoes planares de toros.

pondente é dois. Esse resultado é interessante, pois a presenca da parede permeavel torna
o bilhar triangulo hemiequilatero, que tem genus igual a um, em um bilhar retangular
pseudointegravel.

Outra situacao interessante é a do bilhar retangular com g = 3% ou 67, 5° (”y = %) ,
dando um genus igual a dois. Esse caso também corresponde a um espalhamento difrativo,

pois o numerador do angulo ¢ é maior que um, embora a do angulo p seja igual a um (é

uma situacao semelhante ao caso 0 = %’T) Assim, o obstaculo em forma de losango com

3
1

™

dois angulos 6 = e dois angulos p = 7, conduz a um genus igual a trés, e o bilhar ¢

pseudointegravel também.

Em vista disso, o cdlculo do genus do bilhar da Fig. 5.5(a) é realizado usando os

m7

angulos de um losango, com dois angulos § = =% e dois angulos p = 7

T Como

N = mmc(n,n,n,n) = n, segue-se da Eq. (2.4) que o genus da superficie invariante S das
Figs. 5.5(b) ou (c) é
G(S)=n—1, (5.15)

com a representagao grafica em vermelho na Fig. 5.4. Assim, n = 2 é o Unico caso em

que o genus é um, ou seja, v = 1. Em todos os demais casos, o bilhar da Fig. 5.5(a) é
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Figura 5.6: Representagao grafica de ¢(S) em fungao de G(.S) mostrando que dois valores
diferentes de G(S) estao associados a um mesmo valor de g(S) (patamares) de modo que
g9(S) < G(S5), exceto o caso associado a 7 =1

pseudointegravel, mesmo se um dos angulos, € ou p, tiver o numerador igual a um, pois o
seu suplementar® terd um numerador maior que um, ou seja, é inevitavel o espalhamento

difrativo para n > 2. Comparando com as Eqgs. (5.13) e (5.14), temos, respectivamente,

G G(S)  fmpar
9(S) = { ol , (5.16)
5 G(S) par
ou, equivalentemente,
G(S) 1—(-1)EW
g9(S) = <2 )+ <4 ) , (5.17)

o que mostra que o genus de um bilhar retangular com parede permeavel é sempre maior
que o genus de bilhares triangulo retangulo, exceto o caso do quadrado, no qual ¢g(S) =

G(S5) (veja as Figs. 5.4 e 5.6).

A Eq. (5.15) mostra uma relacao direta entre o inteiro n do angulo 6 e o genus G(S5),

0 que permite expressar a Eq. (4.36) como uma expansao de ondas planas em termos do

G(5),

G(S)+1-m B
a .
U(zy,29) = Z |:Al{ 1 }ez(a(l)x1+/5(l)x2) +Al+m{ I+ }el(a(”wl—ﬁ(”xz)_'_

=1 a A1 4m

3Dois angulos sdo suplementares se a sua soma for 180° ou 7.
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+B a ez(*a(l)xlfﬁ(l)m) + Biim i+m el(a(l)x1+ﬂ(l)x2)1 +
a; al—‘,—m

G(S) _
Qa ap— m
Z { ]l { l } ez(a<z)m1+5<z)x2) ql—G(S)+1+m { —-G(S)+1+ }ez(—a<l)x1+ﬁ<”w2)

1=G(S)+2—m ay A1—G(S)+1+m
4B a; 61(_a(z>x1_5<l)x2) + B, gl—G(S)-s-l-s-m eZ(Oé”)m—,B(l)xz)} I
a a1-G(S)+1+m

aG(S)+1 _a(G(S)+1) (G(S)+1) a (G(S)+1) (G(8)+1)
+AG(S)+1 B (S) ez( «a r1+0 z2) +Am m ez(a r1+08 1’2)+
ag(s)+1 am

a _a(G(S)+1) 0 B(G(S)+1) aG(s)+1 (G(8)+1) g, —B(G(S)+1)
+Bm{ m }67,( « 11— z2) +BG(S)+1 (9) ez(a x1—3 $2).

Qm aG(S)+1

(5.18)
Isso significa que, quanto maior for o valor do genus, maior sera o ntimero de ondas planas
na superposigao. Consequentemente, no limite de nao integrabilidade, a Eq. (5.18) é uma
superposicao de infinitas ondas planas, concordando com a Conjectura de Berry: em
sistemas quanticamente nao integraveis, a funcao de onda do sistema é uma superposigao

aleatéria de ondas planas.

Lembrando da andlise para bilhares triangulo retangulo, o numerador de um dos
angulos internos estabelece uma familia de bilhares com o mesmo valor de genus g(S).
Isso acontece também para o numerador m do angulo #, ou seja, para cada valor fixo
de G(S), o inteiro m pode gerar expansoes diferentes de fungoes de onda com o mesmo

nimero de onda planas.

Bilhar Pipa

No Capitulo 4, usando a simetria de reflexao, obtemos para v = 3 um bilhar pipa
com uma parede permeavel em uma de suas diagonais. Na auséncia da parede permedavel,
o bilhar pipa tem dois angulos retos, um angulo 7 e um angulo 2% Substituindo os
respectivos numeradores e denominadores na Eq. (2.4), o resultado do genus é dois, ou
seja, o bilhar é pseudointegravel e a dinamica do sistema fica confinada em um bitoro. A
inser¢ao de uma parede permeavel ao longo da sua diagonal maior (veja a Fig. 5.7(a))
equivale & inser¢ao de uma parede permedvel na regiao de uniao dos dois toros (veja a
Fig. 5.7(b)), sendo responsavel pela probabilidade da trajetéria da particula passar de
um toro para o outro. Isso mostra que o bilhar pipa permanecera pseudointegravel. Esse

é um contraexemplo de que a simetria de reflexao nao garante uma funcao de onda por
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(a) (b)

A

B B

Figura 5.7: (a) Bilhar pipa com parede permedvel AB construido pela reflexdo de um
triangulo hemiequildtero em relagao a sua hipotenusa. (b) Bitoro representando o bilhar
pipa com parede permeavel AB na regiao de uniao dos dois toros.

Ansatz de Bethe.

5.4.2 Estatistica de Niveis de Energia Vizinhos para Bilhares
nao Integraveis com Parede Permeavel

Para testar o modelo da subsegao 5.4.1, realizamos a estatistica dos niveis de energia

préximos paray = 3 ey = gﬂ a partir do MCP* [179,180], variando-se a transmissao 7°

de 1,0 x 10719 a 0, 999999999, iniciando-se praticamente de um bilhar triangulo retangulo
para um bilhar retangular. O caso v = 3 na Fig. 5.8 é um pouco especial para se
analisar, pois P(s) para bilhares triangulares integraveis e para retangulos comensuréveis
sao bastante particulares, fugindo do comportamento normalmente esperado, ou seja,
Poisson (veja os graficos da primeira linha da Fig. 5.8 correspondente as transmissoes
T =1,0x10""%e T = 0,999999999). Mas, nitidamente, para T intermedidrio, a estatistica
nao ¢ GOE, mas tao pouco é um Poisson claro, ilustrando algum tipo de mistura de
estados, parecendo concordar com a previsao do nosso modelo de que o genus é dois,
enquanto a permeabilidade da parede for finita. Especificamente falando, a distribuicao
paraT = 1,0x1071° nao ¢é Poisson, por conta de aspectos geométricos do bilhar que geram
autovalores de energia multiplos de uma constante, ou seja, gerando uma correlagao entre

os autovalores de energia, que se manifesta como histogramas separados [134].

Para v = gi, o bilhar é um triangulo retangulo ja conhecido por possuir um genus

igual a dois e, como se observa na segunda linha da Fig. 5.8, a estatistica de niveis de

4A elaboracao dessa estatistica é uma colaboracdo do Prof. Dr. Fabio M. Zanetti.
A transmissao T' da parede permedvel é tanto maior (menor) quanto menor (maior) for a intensidade
A do potencial de interacao das duas particulas.
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Figura 5.8: Graficos da distribuicao dos niveis de energia mostrando como ela muda com o
aumento da transmissao de uma particula pela parede permedvel para vy =3 e v = gi
Durante a transicao, observa-se que a distribuicao dos niveis de energia tende a GOE,
indicando a elevacao do valor do genus. Esta figura é uma contribuicao do Prof. Dr.

Fabio M. Zanetti.

energia tem um perfil GOE. Esta estatistica, apesar de um pouco deformada, se mantém
até um valor de transmissao proximo de T = 0,5. A partir desse valor, a estatistica
de niveis tende a distribuicao de Poisson para valores crescentes de transmissao, como

esperado (recaindo no bilhar retangular, desta vez com lados incomensuraveis).

E curioso neste caso que o aumento do genus de dois para trés (quando 7' vai de
zero para um valor finito, mas ndo um, ou seja, 100%) nao se traduz na manutengao de
P(s) como sendo uma distribuigao GOE bem clara. Uma possivel interpretacao é que
o tunelamento, que acaba “colando” um toro de genus dois, com um toro de genus um,
resultando num toro de genus trés, faz o sistema ficar mudando entre o espago de fases de
topologia do triangulo nao integravel (de genus dois) para um espago de fases de topologia
do retangulo (de genus um). Entao, este processo deixa o espectro quantico mais regular
do que o do triangulo isolado, dando os perfis intermediérios de P(s) como observando na
Fig. 5.8. Quando T finalmente tende a um, temos a dinamica em um toro e, portanto,

P(s) fica descrita pela distribui¢ao de Poisson.



Capitulo

Conclusao

Esta tese se propos a discutir um problema fundamental em Mecanica Quantica, que
sao as condicoes que eventualmente coibem a integrabilidade de um sistema quantico.
Nossos resultados negativos nao mostram como resolver o problema, mas entender em
que situacoes ele nao tem solucao através do Ansatz de Bethe. Essa é uma questao de
Fisica Matematica que ajuda a entender um pouco mais os fundamentos da Fisica Geral,
além de ser importante para desvendar um dos principais problemas da Fisica atual, o

exato limite entre o mundo classico e o mundo quantico.

Desde a década de 1930, o Ansatz de Bethe (a suposigao de que a fungao de onda de um
sistema é a superposigao finita de ondas planas), tem sido aplicado para resolver diversos
problemas importantes com um viés aplicado, como sistemas de cadeias de spin, sistemas
unidimensionais de muitas particulas, bésons e/ou férmions, interagentes por potenciais
locais, mas, ao longo do tempo, percebeu-se a sua relacao com questoes fundamentais,
como a integrabilidade em Mecanica Quantica. No entanto, a integrabilidade quantica
apoiada em solugoes por Ansatz de Bethe nao é geral o suficiente, pois exclui sistemas com
interagoes nao locais e sistemas com particulas de massas diferentes em sua maioria. Em
vista disso, escolhemos o sistema classico de duas particulas interagentes por um potencial
delta de Dirac em uma caixa 1D para entender os detalhes das restricoes do Ansatz
de Bethe. Esse sistema é conveniente, porque ele gera um conjunto finito de pares de
momentos (estados) para certas razoes de massas 7y nas sucessivas colisoes das particulas.
Entao, para cada par de estados antes e depois de uma colisao elastica desse conjunto,
fizemos corresponder a um par de ondas planas devida a funcao de onda de espalhamento
(solugao base) obtida pela solu¢ao do problema quantico andlogo, mas com as particulas
inicialmente livres na regiao 1D. Apds exaurir todos os momentos do conjunto, obtemos

uma funcao de onda do tipo Ansatz de Bethe estendida. A esse procedimento definimos,
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como descri¢ao semiclassica.

Para aplicar as condicoes de contorno de anulamento da funcao de onda nas paredes,
estendemos o método usado no modelo de Gaudin para determinar as amplitudes da
funcao de onda em termos das amplitudes associadas ao movimento relativo das particulas.
Para v = 1, que ¢ classicamente integravel, obtemos a fun¢ao de onda por Ansatz de Bethe,

como previsto por esse modelo.

No entanto, para o caso classicamente integravel v = 3, apesar da funcao de onda se
anular em z; = 0 e em x5 = /3L, as equacoes de Bethe nio sio consistentes entre si para
valores finitos de A do potencial delta de Dirac, comprometendo a condicao de quantizagao
do sistema. No limite de A infinito, recuperamos a funcao de onda ja conhecida do bilhar
hemiequilatero, juntamente com as condi¢oes de quantizagao apropriadas. Por outro lado,
apesar das equacoes de Bethe obtidas pelo anulamento da funcdao de onda em x; = 1L
serem consistentes entre si, a fungao de onda nao se anula em xy; = 0, pois resulta em
uma soma de duas quantidades complexas conjugadas. Isso ja mostra que o Ansatz de
Bethe nao funciona para esse caso. Mesmo assim, exploramos outras possibilidades para
resolver esse problema, como acrescentar recorrentemente multiplos de amplitudes das
ondas planas, a fim de satisfazer as condigoes de contorno em algum momento, mas
revelou-se impossivel em uma superposicao finita, e também usar a simetria de reflexao
inversa, para obter a funcao de onda em x; > % a partir da funcao de onda valida em

r1 < %, mas isso implicou em uma descontinuidade da funcao em x; = \%

Usando a reflexao especular, a funcao de onda em x; < % é refletida em relacao a
T = %, gerando um bilhar pipa ou kite. No entanto, apesar da funcao de onda se anular
nas paredes do bilhar, a quantizagao permanece comprometida, pois as equagoes de Bethe
inconsistentes entre si sao as mesmas. Mas isso nao é um problema, porque o bilhar pipa
ja é pseudointegravel na auséncia da parede permedvel em x; = % e, assim nao pode
admitir uma solucao do tipo Ansatz de Bethe, conforme o modelo topoldgico da Fig. 5.7.

A importancia desse resultado esta em mostrar que a simetria de reflexao nao é suficiente

para alguns bilhares ter uma funcao de onda por Ansatz de Bethe.

Para o caso classicamente pseudointegravel v = gi, nao ha razao alguma para

que seja quanticamente integravel. Ainda assim, a funcao de onda estendida para esse
caso exibe, além das incoeréncias da funcao de onda para v = 3, a impossibilidade de se
ter uma condicao de quantizagao mesmo no caso hipotético de existir uma solugao por
ondas planas, devido a incomensurabilidade entre os momentos e o tamanho do bilhar nos

argumentos da funcao.
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O fato de o Ansatz de Bethe nao funcionar para v = 3 nao permite concluir sobre
a sua integrabilidade. Mostramos no Capitulo 5 que aberturas com angulos possuindo
numeradores iguais a 1, nao levam a um espalhamento difrativo. Ora, esse parece ser o
caso para 7y = 3, pois todos os numeradores dos angulos internos do bilhar correspondente
sao iguais a 1. Entao, propomos um modelo inspirado no problema de um bilhar quadrado
periddico contendo uma barreira quadrada, resolvido por Richens e Berry, interpretando a
parede permeavel como uma barreira. Obtemos, entao, que a dinamica do sistema ocorre
em um toro com uma barreira em forma de losango. Isso implica que, pelo menos um dos
angulos do losango tem numerador maior do que 1, com a excegao do caso v = 1. Sendo
assim, para v = 3, um dos angulos ¢ igual a %’r, ou seja, havera um espalhamento difrativo
sempre que a particula no bilhar for refletida duas vezes na hipotenusa, intercalado por
uma colisao em um dos catetos do triangulo retangulo. Esse modelo permitiu calcular
o genus para bilhares retangulares com uma parede permeavel em sua diagonal, dando
o valor dois para v = 3, ou seja, ele é quanticamente pseudointegravel. A estatistica de
niveis, uma colaboracao do Prof. Dr. Fabio Zanetti, tem corroborado esse resultado, pois
essa estatistica tem indicado uma transicao para um perfil de mistura de estados. Apesar
de nao ser claramente GOE, enquanto a probabilidade de transmissao estiver entre os

limites nulo e unitdrio, claramente observamos mudangas no perfil de P(s).

A equacao do genus mostra que seu valor é maior que o do genus de um bilhar triangulo

retangulo e as estatisticas de niveis de energia para v = gi’} tem indicado esse resultado.

Entretanto, aumentar o genus (o caso aqui) nao necessariamente indica que o sistema
ficard mais cadtico, P(s) mais préximo do GOE. O aumento do genus talvez tenha uma
interpretacao em termos de tunelamento. Ao tunelar para uma parte do espago de fases
onde a topologia local é mais parecida com um toro de genus um, talvez o espectro passe a
ficar um pouco mais regular do que quando estava confinado em um toro de genus menor
(lembre-se que o modelo é de um toro com barreira, modificando o genus), mas levando a

irregularidade maior.

Além disso, o genus para esses bilhares retangulares depende apenas do denomina-
dor do angulo = =%, 0 que permite expressar a fungao de onda estendida como uma
superposicao de uma quantidade de ondas planas definida pelo genus. Ora, como mos-
tramos para bilhares triangulo retangulo classicos, o numerador m estabelece uma familia
de bilhares triangulo retangulo com o mesmo valor de genus, ou seja, para um genus fixo,
pode haver mais de uma expansao da fungao de onda do tipo Ansatz de Bethe. Assim,

no limite de genus infinito, essa funcao de onda passa a ser uma superposicao de infinitas

ondas planas, o que remete a Conjectura de Berry para sistemas quanticamente cadticos.
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Obviamente que os resultados do Capitulo 4 e da interpretacao dada no Capitulo 5 se
esgotam em si mesmos. Em uma analise semiclassica, alguém poderia propor uma forma
distinta de calcular o genus, nao baseado no trabalho de Richens e Berry. Ou ainda, dada
a nossa forma de calcular o genus em um sistema semiclassico com tunelamento, ainda
resta uma forma concreta de interpretacao dos resultados. Nos propomos interpretar este
aumento de genus nao apenas como uma maior complicacao do espaco de fases, como
topologias de toro, mas com mais toros individuais. E necessdrio também entender como
as dinamicas locais em cada regiao localizada desses toros individuais pode complicar ou
simplificar a dinamica do sistema, uma vez que o sistema fica “tunelando” entre essas
regioes. Isto exige mais analises no futuro, considerando tanto a dinamica classica em tais
topologias, como analises quanticas adicionais. Por exemplo, outras distribuicoes para o
espectro, como Aj [118] poderiam nos ajudar nesta andlise, bem como fazer andlises de
Secao de Poincaré, mas investigando a evolucao em regioes especificas do espaco de fases

do sistema classico correspondente.

Como perspectivas de trabalhos futuros pode-se pensar em aplicar esses resultados
para investigar outros bilhares relativamente simples, com paredes permeaveis, que nao
sabemos ainda se admitem uma solucao Ansatz de Bethe consistente, como:

e um bilhar retangular com uma parede permedvel AB paralela em relacio a um dos seus
lados e assimétrica, Fig. 6.1(a). Se este bilhar admitir uma solugao por Ansatz de Bethe,
sera um contraexemplo bidimensional de que os requisitos de simetria nao sao necessarios
para alguns bilhares;

e 0 bilhar triangulo equildtero com uma parede permeavel AB coincidindo com uma de
suas bissetrizes, Fig. 6.1(b): este bilhar é obtido refletindo-se o triangulo hemiequildtero
em relagao ao cateto maior e, mesmo que os angulos internos tenham numeradores iguais
a 1, a sua superficie invariante obtida por unfolding exibe uma aparente descontinuidade;
e o bilhar triangulo isésceles, com dois angulos internos iguais a 30° e o terceiro angulo
sendo 120°, com uma parede permedvel em sua bissetriz Fig. 6.1(c): possivelmente nao
admite uma solucao do tipo Ansatz de Bethe, por causa do angulo de 120° que originard

espalhamento difrativo.

Outros encaminhamentos possiveis para este trabalho sao:
e desenvolver uma teoria genuinamente semiclassica para comparar os resultados desta
tese como, por exemplo, o calculo do genus;
e mostrar que uma equacao de Yang-Baxter para sistemas confinantes é satisfeita para
v = 1 mas nao para vy = 3;

e desenvolver uma andlise semelhante ao realizado para trés particulas na reta [156] para
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Figura 6.1: (a) Bilhar retangular com parede permeédvel AB assimétrica. (b) Bilhar
triangulo equildtero com uma parede permedvel AB em uma de suas bissetrizes. (c)
Bilhar triangulo isésceles com a parede permeédvel na bissetriz do triangulo obtuso.

investigar o efeito difrativo via Ansatz de Sommerfeld;

e como aproximagoes semiclassicas funcionam melhor para niveis de energia do que para
funcoes de onda em si, os desenvolvimentos feitos aqui poderiam ter uma utilidade pratica
como ser uma base para uma teoria de perturbacao, ao menos para obter os valores dos

niveis de energia.



Apéndice

Integrabilidade em Mecanica Classica

A Mecancia Cléssica oferece uma maneira para se identificar se a dinamica do sistema
¢é regular através da ideia de integrabilidade. Explanamos rapidamente sobre isso. Em
Mecanica Classica, para um sistema com f graus de liberdade, escolhendo-se uma condicao
inicial de posi¢ao e momento, (g;,p;), com 0 < i < f, a dinamica do sistema é governada

de forma deterministica pelas equagoes de Hamilton

dg; _OH(q.p) dpi _ OH(g,p)
dt op; 1 dt Oqi

em que (q,p) = (q1,---Gis -, 4f+ D1, ---Dis -, pf) definem um espago de dimensao 2f denomi-
nado de espaco de fases P?f. Assim, em principio, é necessario resolvermos 2f equacoes
diferenciais de primeira ordem. No entanto, se o sistema for conservativo, o hamiltoniano
do sistema H(q,p) coincidird com a energia total E. Dessa forma, H(q,p) = E é uma
constante de movimento que define uma superficie unidimensional que impoe um limite
as trajetorias possiveis do sistema dinamico. Entao, temos que resolver agora 2f — 1
equacoes diferenciais. A medida que for possivel obter mais constantes de movimento,
diminui-se o nimero de equagoes de movimento a serem resolvidas e aumenta-se a dimen-
sao da superficie limitadora das trajetérias. Quando houver f constantes de movimento
Ci(q,p), as trajetérias do sistema estarao limitadas & uma superficie f-dimensional no es-
paco de fases P%/, determinando-a completamente. Entdo, para constantes de movimento

Ci(q,p) tais que VCi(q,p) sejam linearmente independentes e o parénteses de Poisson
{Ci(q,p),Cj(q,p)} =0, em que

L 10C(q,p) OC; 9C;(q, p) DC;(q,
}Z< (¢,p) 9C;(g,p)  0Ci(q,p) (qp))’

Ci )
{Gila.p).C Oqq Ope Ope Oq

(=1
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o sistema é completamente integravel.

Dessa forma, nos sistemas integraveis, é possivel uma mudancga de coordenadas que
trivializa o hamiltoniano e preserve as equagoes de Hamilton (transformagoes canonicas e
denotadas aqui como tc), expressando-o tao somente em fungao das constantes de movi-
mento e, por conseguinte, resolvendo facilmente o problema. Entao, sendo (¢q,p) € P e
as novas coordenadas de posi¢ao e momento (Q, P) € Pf(f, com @ = Q(q,p) e P = P(q,p),

a imposicao de que o lagrangeano’

L(g.q) = i (m;q’? - U(qo) ,

em que U(g;) é a energia potencial, independa de @ no espaco de fases Pf({[ , conduz P a

ser uma constante de movimento, conforme se obtém da equacao de Euler-Lagrange

d (8£(q,q7t)) 0L(q.4,1)

dt 94 I

nas coordenadas do espaco P?/. Consequentemente, sendo Hi.(P) o novo hamiltoniano,

temos as equacoes de Hamilton

dQ;  OHw(P) P, OH.w(P)

dt opP, 7 dt 0Q;

cuja solucao é
Qi = Qi +wit, P;=1

com w; = mg—jép) e I; constante. Como o sistema é integravel, pares (¢;, p;) sdo indepen-
dentes entre si, o que significa que o sistema é separavel e, por isso, tem uma periodicidade
intrinseca, seja porque o hamiltoniano H(q, p) é quadratico em p; (o que limita os valores
das coordenadas ¢; a intervalos finitos, ou libra¢ao), seja porque p; é uma fungao periédica
de ¢;, ou rotagao. Isso implica que o plano definido por (g¢;,p;) é limitado, valendo o
mesmo para (Q;, P;). Entao, podemos assumir que @); é periddica com periodo 27. Por

outro lado, como a contante P, = I; e p; = f dp;, segue-se que

1
1=~ | pidg;
27r/p q

que € a variavel de agao. Por ser (); periddica, ela é, efetivamente, uma variavel de angulo

1Pois estd implicito o termo “funcional”, um substantivo masculino.
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¢. Endo, podemos definir (Q, P) := (¢, ), de modo que a solugao final seja

Iy =¢;, ¢i= ¢io+ wit, (A1)

com ¢; uma constante, ¢; € [0, 27].

Isso significa que as solugoes I; e ¢; representam o raio e a trajetéria sobre uma
circunferéncia 8. Entao, para todos os valores i, temos o produto cartesiano de f cir-
cunferéncias S!, o que define, topologicamente, um toro f-dimensional T/ = S' x ... x S'.
A Fig. A.1 ilustra um caso particular dessa relacao. Isso mostra que as érbitas de um

sistema dinamico integravel confinam-se em um toro.

o,
4n

. //

21 4n

Figura A.1: Relacao entre varidveis de aciao-angulo e o toro invariante T?: como as va-
ridveis angulo sao periddicas, no grafico ¢; — ¢9, a parte da trajetéria que esta fora do
intervalo [0, 27] (segmento pontilhado), é reposicionado nesse intervalo. Isto corresponde
a trajetoria periodica no toro.



Apéndice

Grupo Diedral

B.1 Grupo

Seja o conjunto G # & e uma lei de composigao interna (x,y) — zxy em G. G é

um grupo em relacdo a essa lei se, e somente se:
1. (Va,b,c € G)(ax (b*c) = (ab)*c) (associatividade);
2. (Va € G)(Fe € G)(axe=exa=a) (existéncia de elemento neutro);
3. (Va € G)(3d € G)(axd =d xa=e) (existéncia de elemento simétrico).
Como consequéncia [128], os elementos neutro e simétrico sao tnicos; dado um ele-

mento qualquer do grupo, o simétrico do simétrico é o préoprio elemento; o simétrico de

axbébxa.

Um grupo (G, *) é abeliano ou comutativo se, e somente se, (z,y) — = *y é comu-

tativa, ou seja, (Va,b € G)(axb=bx*a).

B.2 Grupo Diedral

Grupo Diedral é um grupo de n simetrias (invariancia) de rotagao e n de reflexao de
poligonos n—regulares em torno da origem. Portanto, este grupo possui 2n elementos e o

denotemos por Dsy,,.

Dessa forma, as rotacoes sao angulos multiplos racionais de 7. Entao, considere ro-

tagoes anti-hordrias em torno da origem por angulos (k — 1)2%, com inteiro k € [1,n), a

145



B.3. Grupo Multiplicativo Ciclico 146

n—ésima rotagao coincidindo com a rotagao k = 1, a (n + 1)—ésima rotagao coincidindo
com a rotagao k = 2, etc. O conjunto dessas rotagoes, R, = {e,a,...,a” '}, com a" = e,
juntamente com a composicao de duas rotagoes quaisquer (o simbolo x é omitido e a com-
posicao de rotagoes é representada por justaposicao), possuem as propriedades definidoras
de grupo, denominado de grupo de rotagoes médulo n [128]. Assim, para dois elementos
de rotagao quaisquer a*,a® € R,, temos a*a® = a***, (vt + ) mod n é um elemento de

n—=te

rotagao de R,; para s = n — t, obtemos o elemento neutro do grupo, a*a"* = a™ = e, ou

seja, a" " é o elemento simétrico de a’.

A reflexao b do Grupo Diedral é aquela em relacao & abscissa, de modo que b = e;

apliquemos em cada rotacao de R, a reflexao b, obtendo-se explicitamente Ds,,,
Dy, = {e,a,...,a" ', b ba,...,ba" '} (B.1)
Os elementos do Grupo Diedral possuem as seguintes propriedades operacionais:

e ab=ba" 1,

e a'b=ba"".

B.3 Grupo Multiplicativo Ciclico

Grupo Multiplicativo Ciclico G é o grupo fechado em relacao a multiplicagao que
possui um elemento a € G tal que G = {a™|m € Z}. Este elemento é dito um gerador de

G.

Os Grupos Multiplicativos Ciclicos podem ser:

e finitos, quando existe um inteiro nao nulo p tal que a? = e. Se este inteiro for o

menor possivel, p é dito periodo ou ordem do grupo;

e infinitos, quando nao for finito; logo, o periodo p = 0.

O Grupo Diedral é um grupo multiplicativo ciclico, com dois geradores, um corres-

pondendo ao gerador de rotagoes, a, e o outro, a reflexao, b.



Apéndice C

Célculo do Genus para Alguns Bilhares
Poligonais em Termos do Numero de Faces,

de Arestas e de Vértices

A Eq. (2.4) para o genus de um poligono racional de h lados foi deduzida a partir do

nimero de faces F, de arestas E e de vértices V [101,106] dados, respectivamente, por
i
F=2N, E=Nh V=N —, C.1
> )

em que ' = mmec(ny, ..., ny), relacionados conforme a equagao caracteristica de Euler, Eq.
(2.2). Chamamos esse procedimento de Método 1. Ha outra maneira para se determinar
o genus, que ¢ a determninagao de F, E e V ja considerando a identidade dos lados opostos
da superficie invariante S. A esse procedimento, chamamos de Método 2. Aplicamos
esses dois métodos para o calculo do genus para os bilhares quadrado, triangulo retangulo

isosceles, triangulo hemiequilatero e o triangulo retangulo de angulo .

C.1 Bilhar Quadrado

Método 1: Considere a superficie invariante S gerada por unfolding do bilhar qua-
drado, Fig. C.1(a). Nesse caso, h = 4 e N' = mmc(2,2,2,2) = 2, pois todos os seus
angulos internos sao retos. Assim, o numero de faces, de arestas e de vértices sao, pela

Egs. (C.1):
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(a) (b)

A a B A B
d

5 e
D Y C D C

Figura C.1: Superficie invariante S gerada pelo bilhar quadrado via unfolding: (a) formada
por 4 quadrados; (b) formada por 1 quadrado com a identificacao dos seus lados opostos,
ignorando-se as subdivisoes internas (planificagao do toro).

Esse resultado pode ser visualizado na Fig. C.1(a):

e 0 numero de faces é a quantidade de poligonos que formam a superficie S, isto é, 4
quadrados formando um quadrado maior;

e 0 niimero de arestas corresponde as 4 arestas externas, AB, BC, CD e DA, e as 4 arestas
internas ab, bc, db e be (claramente, as arestas compartilhadas sio contadas apenas uma
vez).

e 0s 4 vértices correspondem a A, B, C e D.
Desse modo, o genus dado pela Eq. (2.3) é ¢g(S) = 1.

Método 2: Nesse caso, a superficie invariante S é o quadrado da Fig. C.1(b), com os
lados opostos identificados, ou seja, AB = CD e AD = BC. Em vista disso, temos apenas
1 quadrado, 2 arestas e 1 vértice (todos os 4 vértices do quadrado sao identificados), ou
seja, F=1,E=2eV =1, 0 que dd ¢g(S) = 1, conforme a Eq. (2.3).

C.2 Bilhar Triangulo Retangulo Isésceles

Método 1: Considere a superficie invariante S gerada por unfolding do bilhar trian-
gulo retangulo isdsceles, Fig. C.2(a). Nesse caso, h =3 e N/ = mmc(2,4,4) = 4. Assim,
as Egs. (C.1) dao

be, db, be, bA, bB, bC, bD e os 4 vértices A, B, C e D da Fig. C.2(a).
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(a) (b)

A a B A B
d e

b
D c C D C

Figura C.2: Superficie invariante S gerada pelo bilhar triangulo retangulo isésceles via
unfolding: (a) formada por 8 triangulos retangulos isésceles; (b) formada por 1 quadrado
com a identificacao dos seus lados opostos, ignorando-se as subdivisoes internas.

Método 2: Como a Fig. C.2(b) coincide com a Fig. C.1(b), imediatamente temos
que F=1 E=2eV =1, ouseja, g(S) = 1.

C.3 Bilhar Triangulo Hemiequilatero

Meétodo 1: A superficie invariante S gerada por unfolding do bilhar triangulo hemi-
equildtero é o hexdgono mostrado na Fig. C.3(a). Como h =3 e N' = mmc(2,3,6) = 6,
as Egs. (C.1) dao

cujos valores estao condizentes com o numero de:

e triagulos hemiequilateros que formam o hexagono;

e arestas: AB, BC, CD, DE, EF, FA, AO, aO, BO, bO, CO, cO, DO, dO, EO, €O, FO,
fO;
o vértices: A, B, C, D, EeF.

Consequentemente, g(S) = 1 pela Eq. (2.3).

Método 2: A superficie invariante é o hexdgono da Fig. C.3(b), em que os lados
opostos AB e DE, BC e EF, CD e FA sdo identificados; assim, F = 1 ¢ E = 3. Para
se determinar o nimero de vértices, considere a Fig. C.4(a). As setas representam o
sentido do movimento de uma particula na superficie invariante da seguinte maneira:
comecando-se em A, a particula passa por E e depois por C. Dai em diante, ele retorna
para A novamente [195]. Isso define um vértice, conforme se vé na Fig. C.4(b). Com

procedimento andlogo aplicado aos cantos B, D e F, encontramos um segundo vértice,
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E d D E D

Figura C.3: Superficie invariante S gerada pelo bilhar triangulo hemiequilédtero via unfol-
ding: (a) formada por 12 triangulos hemiequilateros; (b) formada por 1 hexdgono com a
identificagao dos seus lados opostos, ignorando-se as subdivisoes internas.

(a) (b)

Figura C.4: (a) Devido a identificacdo dos lados opostos do hexdgono, uma particula
partindo do canto A, conforme o sentido da seta, passara pelos cantos E e C, retornando
ao canto A, definindo assim um vértice. Outro vértice é encontrado se a particula partir,
por exemplo, do canto B, passar por F e D, retornando ao canto B. (b) Esses dois vértices
sao representados pelo ponto em comum de A, E e C e também de B, F e D.

dando, entao, V = 2. O genus, portanto, é g(S) =1 pela Eq. (2.3).

C.4 Bilhar Tridngulo Retangulo de Angulo %

Método 1: O unfolding de um triangulo retangulo de angulo § gera um octégono

como superficie invariante S. Como h = 3 e A/ = mmc(2,8,8) = 8, temos pelas Eqgs.
(C.1):

F = 16, ou 16 triangulos retangulos de angulo %;

E = 24, correspondendo as arestas AB, BC, CD, DE, EF, FG, GH, HA, AO, aO, BO,
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(b) (c)

F E

Figura C.5: (a) Superficie invariante S gerada pelo bilhar triangulo retangulo de angulo

% via unfolding formada por 16 triangulos retangulos de angulo Z. (b) Os vértices A,

B, C, E, F e G correspondem ao ponto O no bitoro, enquanto D e H correspondem ao
pontos “que ligam” os dois toros. (c¢) Superficie invariante S formada por 1 octégono com
a identificacao dos seus lados opostos, ignorando-se as subdivisoes em triangulos. Além
disso, partindo-se de A, seguindo a orientacao da seta e respeitando a identidade dos lados
opostos do octégono, retorna-se ao canto A, mostrando que ha apenas 1 vértice.

b0, CO, cO, DO, dO, EO, €O, FO, fO, GO, gO, HO, hO;
V = 6, correspondendo a A, B, C, E, F e G. Os pontos D e H nao contabilizados como

vértices s@o responsaveis pela “ligagao” entre os dois toros, conforme se vé na Fig. C.5(b).

Método 2: A superficie invariante é o octéogono mostrado na Fig. C.5(c) com lados
opostos identificados; logo F = 1 e E = 4. Considerando um movimento de uma particula
no canto A, com o sentido especificado pela seta, apos a transicao para F, C, H, E e B,
retorna-se ao canto A, ou seja, todos os pontos correspondem a um tnico vértice, V = 1.

Portanto, g(S) = 2 pela Eq. (2.3).



Apéndice

Reflexao Especular no Bilhar Triangulo

Retangulo

Demonstramos que a reflexao especular de uma particula, que incide na hipotenusa de
um bilhar triangulo retangulo, é satisfeita no caso geral apenas diante da transformagcao

canonica

Reflexao Especular no Espaco de Configuracao C?

Considere o espago de configuragao C? da Fig. D.1(a). A regiao triangular destacado
pode ser interpretado como um bilhar triangulo retangulo isésceles, no interior do qual
uma unica particula move-se com velocidade constante até que seja refletida nos catetos e
na hipotenusa. A reflexdo nos catetos é especular, pois nelas o estado depois vq = (v14, V2g)

é o estado antes com um dos seus componentes com sinal trocado,
Vd = (Uld; Vag) = <_U1a7U2a>7

se a particula for refletida em ¢; = 0, e
Vd = (Uld; Vag) = (U1a7 _U2a>7

se a particula for refletida em ¢y = L.

J4 a incidéncia na hipotenusa, a reflexao da particula é de acordo com a equacao
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q2
L@
Va )
&1
1
O L “l

Figura D.1: (a) Espago de configuragao C?: uma particula com estado v, = (v14,v94) in-
cide relativamente a hipotenusa em um angulo & e é refletida com estado vq = (v14, U24)
em um angulo & relativamente & hipotenusa. (b) Regido triangular do espaco de confi-
guracao C? rotacionado de 7 no sentido horario, em que V, e Vq sao os estados corres-
pondentes rotacionados, com n indicando a direcao perpendicular a hipotenusa.

matricial
1—v 2y
U1d 1 12~ Vla
_ _ | v 1+
va = M(y)va & [ ] = [ 27 vg ] [ ) (D.2)
Vad 1y 11y V2a
Para verificarmos se a particula é refletida especularmente, rotacionamos o triangulo re-
tangulo isésceles no sentido horério pelo angulo 7, obtendo-se a representagao dada pela

Fig. D.1(b). Desse modo, os estados v, e vq também serdo rotacionados por esse mesmo

angulo. Considere

V= R(Cv & vy _ cos( —sen( vy
' vh sen( cos( () .

Via 1 Vg + V2q
V., = R, <_E> v, o | _ 1| vetoa |
4 ‘/2(1 2 —V1la —|— V2q
e usando a Eq. (D.2),
3=y 3
Va=R <—E> Vq =~ Vid — i 1+vvla + 14+~ V2a
1 Vad 2 V1q — V2q
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Agora, podemos determinar tgé&; = % e tgé = %,

V1ag — V2q
3= vie + (37 — 1)vag

—V1a + V2q
Via + V2q

tgé = , tg& = (

Os angulos &7 e & estao no sentido horario e anti-horério, respectivamente. Entao, se a

reflexao for especular, devemos ter tg&; = —tgés, ou seja,

—V1q + V2q o —V1aq + V2q

V1a + V24 (3 - V)Ula + (37 - 1)“2(17

da qual decorre que
1 1

Vig +V2q (3= 7)v1a+ (37 — L)va,’

contanto que vi, # V. Assim,

(1 =) (v1a — va2a) =0,

cuja unica solucao é v = 1.

Portanto, a reflexao especular ocorre apenas quando, no sistema original, as massas

das duas particulas forem iguais.

Reflexao Especular no Espaco de Configuracao C?

A transformagao canoénica dada pela Eq. (D.1) permite-nos transformar o espaco de
configuracao C? no espaco de configuracao 62, conforme a Fig. D.2(a), e a Eq. (D.2) na

equacao matricial

Wa = Ry(0)wa < [ W1g ] _ [ cosf  senf ] [ Wig ] | (D.3)

Way senf — cost Wag

Claramente, a reflexao especular nos catetos é preservada, valendo o mesmo argumento

exposto acima no caso do espaco de configuracao C2.

Usamos o mesmo procedimento acima para mostrar a propriedade da reflexao especu-
lar. Rotacionando por um angulo g no sentido horario, obtemos a representacao ilustrada

na Fig. D.2(b) e, por conseguinte, também os estados w, e wq, em que

W = R(Ow < w) _ cos( —sen( wy
' wh sen( cos( Wo '
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X2

\/mgL o]

|

W, |
SN

n Wq
3

O A /mlL X1
Figura D.2: (a) Espaco de configuragao C2: uma particula com estado w, = (w4, Wa,) in-
cide relativamente a hipotenusa em um angulo &; e é refletida com estado wq = (w14, waq)
em um angulo & relativamente a hipotenusa. (b) Regiao triangular do espago de con-

figuracao C? rotacionado de g no sentido horario, em que W, e W4 sao os estados
correspondentes rotacionados, com n indicando a direcao perpendicular a hipotenusa.

Para a rotagao horaria de g, obtemos

0 Wia 1 Wia €OS £ + wsy, sen ?
Wa = fi (__> Wa = 1 NG ) 20 2 20 ’
V2 —Wiq SEN 5 + Wag COS 5

e usando a Eq. (D.3),

W.— R, (_Q) Wa = [I/(Wfld] :i [ wlacosg—l—wga seng ] .

2 2d V2 | w, seng — Way, COS g

Consequentemente, sendo tgé& = W2 ¢ tgé, = Nad
) 1 Wla 2 I/Vld7

0 0 0 0

—W1, SEN 5 + Wy, COS 3 W1 SEN 5 — Wa, COS 5

tgfl = 92 927 tg€2: 92 37
W1q COS 5 + Waq SEN 5 W1q COS 5 + Waqe SEN 5
ou seja

tg&r = —tg&e.

Portanto, como os angulos & e & sao preservados nas Figs. D.2(a)-(b), a reflexdo

especular na hipotenusa do triangulo retangulo é vélida para qualquer angulo 6.



Apéndice E

[lustracao da Vantagem da Notacao

Complexa sobre a Matricial

. ~ . . .~ 0 0 .
[lustremos isso com uma sequéncia particular de colisoes: sendo UE ) e vé ) as veloci-

S ) 0 0 . . .
dades iniciais das particulas, em que 0 < vé ) < vg ), considere a sequéncia de colisoes:

. colisdo p-p, gerando velocidades v( J<0e vél) > 0: (vgl), vél)) = M(’y)(vg ), véo)),

—_

2. colisao p-w, em que a particula 2 é refletida na parede, gerando velocidades v§2) =

vg) <0e 1152) = —vgl) < 0: (v§ ),v§2)) R(vgl),vé )) em que R(vy,v3) = (v1, —v3),
ou seja,

(0,0 = RM(9) (01", o),

3. colisao p-p, gerando velocidades vf’) <0e vé?’) < 0: (v§ ),vég)) M(’y)(v?),vém),

ou seja,
(07 05”) = M()RM(3) (1" 03”);

4. colisao p-w, em que a particula 1 é refletida na parede, gerando velocidades UYL =

—v§3) >0e 1154) = 1153) < 0: (v @), é )) = R(vgg),vé )) ou seja,

(01, 03”) = ~RM(9)RM(3)(0”, 03”);
5. colisao p-p, gerando velocidades 0(5) e vé ): (v§5), vé‘%)) = M('y)(v§ ), vé )) ou seja,
(of”, 0”) = =M (1) RM(7)RM(3) (01", v3"),
em que RM(v) # M(7)R.
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Realizando as multiplicacoes matriciais desta sequéncia, obtemos explicitamente o estado

5 (5
(v, o),
@ PP =159 41591 _ 69°—207°+6y Q)
] = (1+7)3 (147)3 1 (E.1)
2 67220046 43—15+2415y—1 NONE :
2 (14+)3 (14)3 2

Observe que as trés colisoes p-p geram um estado com uma dependéncia polinomial de
grau tres em y; assim, a medida que ha mais colisoes p-p, o grau desse polinomio também
aumentara. Isso impoe uma dificuldade para se gerar analiticamente os estados possiveis
para um dado . Por outro lado, tanto esta sequéncia de colisoes, quanto o estado final
sao facilmente obtidos via notacao complexa: sendo o estado inicial normalizado zy =

) (0)

0
w§ + 1wy 7, temos:

1. colisdo p-p: z1 = e¥Zy;

2. colisdio p-w, em que a particula 2 é refletida na parede: 2, = z; = e ¥ z;

0 0

3. colisao p-p: z3 = €9z, = €?%%;
4. colisdo p-w, em que a particula 1 é refletida na parede: z, = —%Z3 = —e 202;
5. colisdio p-p: 25 = €97, = —e*'7,,.

Explicitamente, o estado z5 = w§5) + 2w§5) é

25 = (—w\” cos 30 — wl” sen36) + o(—w'” sen36 + w” cos 36). (E.2)

Caso se queira obter valores numéricos de (v@, v§5)) a partir da Eq. (E.2), basta usar a

defini¢do v; = \/2m; 'w;. Além disso, com esta definicio juntamente com a Férmula de

De Moivre!, podemos obter a Eq. (E.1) analiticamente.

Em vista disso, justificamos a preferéncia da utilizacao da notacao complexa para os

estados gerados pelo sistema.

LA Férmula de De Moivre estabelece que, dado um ntimero complexo z = |z|(cos @ + 1senf)), temos
2" = |z|"(cos @ + 1sen @)™ = |z|™(cosnfd + 1sennb) [107].



Apéndice F

Hamiltoniano Classico e Quantico de Duas
Particulas Confinadas em uma Caixa 1D em
Funcao das Coordenadas de Centro de Massa

e Relativa

Analisamos neste apéndice o hamiltoniano classico e quantico em termos das coorde-
nadas de centro de massa e relativa para evidenciar a assimetria do espaco de configuracao

correspondente.

F.1 O Hamiltoniano Classico

No Capitulo 3, vimos que o hamiltoniano classico de duas particulas em uma caixa
1D é
pi |, D3
H(q1, g2, p1,02) = 2my + 2m, + Va1, g2), (F.1)
comA—o00e0<q <qgp<LeV(g,q)=Ad(q)+dq — q)+ (g2 — L)]. Desejamos
expressa-lo em coordenadas de centro de massa e relativa normalizadas X e z,
0 0 0

X =x cos§+xgsen§, T =T1seny — T2008 o, (F.2)

0 _ mi 0 _ ma
em que cos 3 = 4 /T e sen g = ‘/m1+m2'

A representacao matricial descrevendo a transformacao das coordenadas (x1, x9) para
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(z, X)) é obtida das Egs. (F.2),

em que

A Eq. (F.3) é uma rotagao anti-horaria de (g — g) do espaco de configuracao da Fig.

3.2(a), gerando o espago de configuracao da Fig. F.1 (note que a representacao matricial

de uma transformagao das coordenadas (z1, x2) para (X, z) é uma reflexdo por um angulo

0

5. a mesma regra de troca de momentos normalizados).

Para se obter o hamiltoniano cléssico associado ao espaco de configuracao da Fig. F.1,

considere as coordenadas do centro de massa e relativa,

miq1 + Mago

= ; =q1 — ¢o. F.4
@ my + Mo =0 (F-4)
Consequentemente,
Mo my
_ —0—- 1 F.5
n=Q+ 370 ¢=0Q— 754 (F.5)

Substituindo as coordenadas ¢; pelas coordenadas normalizadas x; = ¢;1/m;, obtemos

X
¢=—, (F.7)

em que M =my +my e p = ™72, Logo, a substituicdo das Egs. (F.6) e (F.7) nas Egs.
(F.5) resulta em
oo X s X (wh)
VM VM vM VM

Desse modo, o potencial V (g1, g2) nessas novas coordenadas fica

(F.8)

Vi(z,X) =\ [\/M(S (X—i—xtgg) + /b (x) + VM§ (X—:c (tgg>_1 —~ \/MLM .

(F.9)
A Eq. (F.9) mostra que o potencial V(z, X) delimita a regiao 2D entre as retas

Rl X = 0, (FlO)
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X :x(tgg)fl +VML

X = —xtgg

=0 €

Figura F.1: Espago de configuracao com relagao ao hamiltoniano classico.

0
Ro: X = —xtgé, (F.11)
o\ !
R; :X:x(tg§) + VML, (F.12)

isto é, temos o espago de configuracao da Fig. F.1. Note que o produto dos coeficientes

angulares das retas Ry e Rg é -1, ou seja, essas retas sao perpendiculares entre si [196].

Expressando os momentos das particulas p; em termos dos momentos de centro de

massa pem € relativo p,, temos

mq mo

P1 = Mpcm + P, P2 = Mpcm — Pr,

0s quais sao tais que

pi N Py _ Pem N P2
2my  2mo  2mqy  2mo

Definindo peny = V2mP., e pr = v 2mP,, obtemos o hamiltoniano classico em termos de

momentos normalizados,

H(x, X, Pon, P.) = P2, + P>+ V(z, X). (F.13)

cm

Como o hamiltoniano é classico, as regioes delimitadas pelas retas R;, Ry e Rg sao

impenetraveis e, sendo assim, temos que impor o limite A — oo no potencial.
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F.2 O Hamiltoniano Quantico

A versao quantica do hamiltoniano da Eq. (F.1) é

h? 0? h? 0?
om0 2my 0@

V(Ch,fh)a (F‘14)

em que o potencial V(qi, g2) possui, agora, mais dois termos,

V(q1,q2) = A[6(q1) +0(q1 — L) + (g1 — q2) + (g2 — L) + 6(g2)],

pois as particulas podem tunelar entre si.

Nas coordenadas (1, z2), 0 espaco de configuragao do sistema é um retangulo com uma
diagonal, conforme a Fig. 4.1(b). A aplicagao da Eq. (F.3) nessas coordenadas rotaciona o
espaco de configuracao por um angulo (g — g) no sentido anti-horario, gerando o espaco
de configuragao da Fig. F.2. Verifiquemos que o potencial V(qi,¢2) nas coordenadas

(x, X) coincide com esse retangulo rotacionado.

Usando as Egs. (F.5)-(F.8) em V(qi, ¢2), obtemos

V(z, X) =\ {\/Ma <X+Jctgg) +VMs (X—i—:ctgg - \/ML) + /s (x)+

+VMs (X—x(tgg)_l—\/ML> +VMs (X—x(tgg)_l>]. (F.15)

A Eq. (F.15) mostra que o potencial delimita a regiao 2D nas retas R;, Ry e Rg, além

das retas,
o\ !
0

As retas R4 e Ry tém o mesmo coeficiente angular das retas Rz e Ra, respectivamente,

mostrando que elas sao paralelas; logo, a regiao 2D ¢ o retangulo da Fig. F.2.

Podemos determinar o ponto A = (x5, X4 ) de intersecgao das retas R e Rg e 0 ponto
B = (zp, Xp) de interseccao das retas Ry e Rs, resolvendo-se o sistema de Eqs. (F.11) e
(F.12) e o sistema de Egs. (F.16) e (F.17), dando

A= (— \/yL send, \/MLsen2g> : (F.18)
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X
X=ux(tgd) " +VML
Ag X:—xtgg+\/ML
o(C
X = —mtgg
e B

X=z(tg})"
=0 xr

Figura F.2: Espago de configuracao com relagao ao hamiltoniano quantico.

B= (@L send, v/ ML cos? g) . (F.19)

Comparando as coordenadas desses pontos, vemos que as posicoes relativas sao simétricas,
ra = —Tp, mas nao as posicoes do centro de massa, Xy # —Xpg. A simetria ocorre apenas

rafd=2%en regiao retangular torna-se uma regiao quadrada.
ara 6 = 7 e, nesse caso, a regiao retangular torna-se uma regiao quadrada

Assim, em geral, a fungao de onda do sistema W(z, X) nao é simétrica em relagao

ao eixo X. No entanto, ha uma simetria de reflexao invertida: em relacao ao centro do

VML
2

retangulo da Fig. F.2, que é o ponto C = (O, ) (em vermelho), a fungao de onda tem

o mesmo valor nos pontos (z, X') diametralmente opostos.

Para o caso especifico de duas particulas confinadas em 1D que podem tunelar entre

si, é necessario redefinir as intensidades dos potenciais, de maneira que

V(z, X)=A {\/Md (X—i—xtgg) + VM <X—|—xtgg - \/ML> +

+ VM (X — (tgg) o \/ML> + VM <X —z <tg§)_1) + A\ /ud(x),

em que A é finito e A — oo.

O hamiltoniano H em termos das coordenadas (z,X) é calculado aplicando-se as

definigoes estabelecidas pelas Eqs. (F.4)-(F.8) nos operadores diferenciais da Eq. (F.14).
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Contudo, isso é complicado no caso geral, pois a fungao de onda W(qy, g2) nao é separdvel
nas coordenadas (x, X), por conta da assimetria do espago de configuragao da Fig. F.2.
Apenas para o caso particular do espaco de configuracao ser um quadrado que a funcao
de onda é separavel nas coordendas (x, X), ou seja, ¥(q1,q2) = p(2)¢(X), facilitando a

determinacao do hamiltoniano H.



Apéndice G

Demonstracao de que a Funcao de Onda
Base Preserva a Continuidade, a
Descontinuidade da Derivada Primeira e

Satistaz a Equacao de Schrodinger

Considere a fungao de onda ¥(xq,x2) = ¢(X)p(x). A fungao ¢(X) e suas derivadas
sao continuas para qualquer real X e ¢(z) é continua para qualquer real x, mas tendo de-
rivada primeira descontinua em x = 0, conforme a Eq. (4.7). A funcdo W(xy,z2) também
deve ser continua para qualquer xq, x5 reais e ter sua derivada primeira descontinua em

Ty = /771, além de ela satisfazer a equacao de Schrodinger.

Continuidade: Decorre da conservagao do momento linear que x + \/7k5 = K1 +

VVk2; assim, a Eq. (4.22) em x9 = /721 (sem os termos em B) fica

vV IA
Sk Sk

(a= (K1, ko) + a~ (K], /Qé))Ae(Hl—Fﬁng)ml’ o

(a* (Kb, k) + at (kg ky) ) Ae' VT gy

U(zy, \/yz1) =

em que,

a (K1, k2) +a” (k) ky) =2, a' (ky, 1) + a* (ka, k1) = 2.

Isto mostra que a funcao de onda é continua em zy = /y;.

Obs.: Por uma questao de énfase, W (w1, \/y1) := W (21, T2)ly= /72, -
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Descontinuidade: Como o potencial de interacao contém um delta de Dirac, a
derivada primeira da fungao de onda deve ser descontinua em x; = ,/yz;. Para que

essa descontinuidade esteja coerente com a Eq. (4.7), derivamos parcialmente W (zq,x2)

oV (z1,/721) _ 0 (z1,m0)
ox; - ox;

em relacao a x; e a x9, determinamos o= e, € Multiplicamos os

respectivos resultados por —— ¢ —. O resultado ¢é
sen b COSs b

- Nr1—x2=01 "
sen g o0rq cos ? 0xy v

( 1 U(z,20) 1 8\11(381,:162))

2

/AT —xe=0" — 4:\4\11(1'1,\/75(]1), (Gl)

sen g 0y cos g 019

_( 1 0U(zy,02) 1 8\11(331,;52))

apos a substituigao de x| e k) em termos de Ky € Ky, de 1 — cosf = 25en2§, 1+ cosf =

28, senf = 2senfcos?, a”(ki, ko) — a” (K}, Kh) = m e U(xy, Y1) =

2 cos
2Ae!mHVIR2)L - Para se ter certeza que a Eq. (G.1) estd correta, devemos obter a partir
dela a Eq. (4.7); de fato, sendo

1 ov (.Z'l, Ig)

1 8\11(951, .ZCQ)
= o(X)D, ,
seng 0xy HX)Dapl() cos g 0o

- —¢(X)DIQO(ZL'),

de modo que o ) ou( )
1 0U(xy, 2y 1 0V(zq, 2,

_ =20(X)D, , G.2

seng 0x1 cosg 0xa HX)Dap() (G2)

obtemos facilmente a Eq. (4.7) pela substitui¢ao da Eq. (G.2) na Eq. (G.1).

Satisfaz a Equagao de Schrodinger: Derivando W(zq, z2) parcialmente duas vezes

em relacao a z;, obtemos

— 2 — (el 2 / :
PV (xy, x5) _ —Ala™ (ki mo)wFe T2 g™ (k] )R e tREr)] gy < %
2 - / ’ )
Oy —Ala* (K, k) Pemem2tm) 1 gF (ko gy )22 tme)] gy > Wi
— _ / /
32\11($1, $2) —A[CL (517 HZ)ﬁgez(mm-‘rmm) Ta (5/17 H/Q)/i/;ez(nlm-i-nzxg)], 1 < \3;_2’?
2 = / / ?
93 —Ala* (kh, k) )sZemem2 M) g+ (ko gy )R R2r2tme)] gy > Z

Considerando o resultado acima valida na regiao x; < %, temos

_82\11(131,372) B 82‘I;<I1,ZL’2> .
03 03 B

= A[(K? + K2)a™ (ry, kg)e mmrtreze) (g2 4 w2Yq~ (g i) et (1T ram)] —
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= EA[a™ (Ky, kg)e!F1m1HR22) L= (5! )T KT — e (2, ).

Obtemos o mesmo resultado na regiao /yr; > z3. Logo, a fungao de onda U(xy,29) é

solugao da Eq. (4.2) para = # 0.

Assim, qualquer combinagao de ondas planas da forma da Eq. (4.22) (ou a Eq. (4.27))
sera continua, sua derivada primeira exibira a descontinuidade de um delta de Dirac e sera

solucao da equacao de Schrodinger.
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