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SINOPSE

O presente trabalho & um estudo matemitico
comparativo da precis3o dos métodos de orienta-"
¢cao relativa . Como nos filtimos anos surgiu uma
grande variedade de processos de orientacao rela
tiva , para este estudo foram escolhidos , den=‘
tre eles , os seguintes : Schut , Thompbson, U.S.
Coast & Geodetic Survey , British Ordnance Sur-‘’
vey , Van Der Weele e Herget , sendo que o pri=*
meiro deles € descrito com maior minudéncia . Co
mo a fotogrametria analitica & bastante precisa’
e faz uso -de matrizes , sao apresentados , nos °
capitulos iniciais , alguns tOpicos sobre corre-
¢oes das coordenadas fotogramétricas e sobre al-
gebra matricial , respectivamente .
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RESUME

La présente monographie est une étude ma-=
thématique comparative de la précision des mé-
thodes dorientation relative , Comme pendant’
ces dernierés années a surgi une grande variéte'
de méthodes d'orientation , les suivantes d'en~°'
tre elles ont été choisies pour cette eétude ; °
Schut , Thompson , U.S. Coast & Geodetic Survey,
Van Der Weele et Herget , la premiére est décri-
te en détail . Comme la photogrammétrie analyti-
que est assez précise et fait emploi de matri- °*
ces , qualques données 3 propos de corrections °
des coordonnées photogrammétriques et d'algébre
matricielle sont fournies aux chapitres du début.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO



INTRODUGEO

Os principios da fotogrametria °
analitica foram estabelecidos bem antes do aparecimento da foto=
grafia , com os estudos geométricos das leis da perspectiva e da
geometria projetiva . A aplicagdoc a fotografias aéreas , da foto
grametria analitica foi iniciada por S. Finsterwalder por volta’'
de 1900 , com a publicacdo de uma série de trabalhos | 1 | , con
tendo os principios'da moderna fotogrametria , incluindo os métg
dos de orientagado relativa e absoluta em notag¢do vetorial .

A fotogrametria analitica permas
neceu esquecida por varias décadas , ressurgindo gquase sessenta’
ancs apds os trabalhos de Finsterwalder . Com o aparecimento dos
computadores eletrdnicos , tomou novo impulso e surgiram varios’
trabalhos de diversos autores

Dentre os varios trabalhos publi
cados neste campo , a aerotriangulagao foi e continua sendo o
assunto de maior importdncia e sobre ele se tem desenvolvido os
mais variados estudos . A aerotriangulacao analitica compreende'
virios passos | 2 | , dentre os quais a ORIENTACKO RELATIVA &
© mais importante . Registra-se especificamente neste campo ,uma
- grande quantidade de trabalhos, resultando o aparecimento de



diversos métodos e procedimentos .

Quando se realiza a orientacao
relativa de um par de fotografias , zdota~se um sistema de eixos
fixos . Esta orientagao & entao executada efetuando rotagdes er
torno de trés eixos fixos . Estas rotagdes podem ser traduzidas
por matrizes de transformagcao , as guais sZo matrizes ortogonaics.
Por isso , sao apresentados nos capitulos dois e trés , alguns '
tOpicos sobre matrizes ortoéonais e sobre rotacdes no espago !
tri-dimensional .

Como podemos depreender da farte
literatura | 2 | sobre o assunto , a fotogrametria analitica °
atinge grande precisao por que as coordenadas medidas nas foto="
grafias podem ser corrigidas dos erros sistematicos de que es-
tao eivadas , tais como : deformagdes do suporte da emulsdo ’
distorcoes das lentes da camara , refracao atmosférica e'curvatg
ra da Terra , para torna-las tao précisas guanto possivel . Nc¢
capitulo quatro , € apresentado um estudo resumido de tais cor-
regoes , mas n3o com O rigor com que & analisada em | 4 |, to-='
mando como exemplo a refracdo atmosférica , mas pelo menos , '
apresentando as principais formulas e algumas dedugdes delas, pa
ra poderem ser melhor compreendidas .

No presente trabalho, sao dados’
os principais métodos doé diversos existentes ou , pelo menos, °
os mais difundidos . A finalidade a que se propoe & a de ofere='
cer a formulagao matematica da orientacdo relativa e proceder’
uma andlise comparativa dos principais métodos , com o propdsito
de desenvolver pesguisas no campo da aerotriangulacao analitica.



caPITULO 2

MATRIZES ORTOGONAIS



MATRIZES ORTOGOINATS

2.1 = INTRODUCAO

No passado , varios matemdticos °
dedicaram ingentes esforgos ao estudo das matrizes ortogon=2is ,
O primeiro a formular a< propriedades das matrizes de transforma
¢3o no espago tri-dimensional foi Leconid Euler , em um trabalhe
publicado por volta de 1770 e apresentado na Academia de Ciénci-
as de Petersburg | 5 | . Outros grandes matemdticos , dentre °
eles : Cayley , Rodrigues e Hamilton também contribuiram para o
desenvolvimento da teoria das matrizes ortogonais .

Todos esses estudos foram dirigi-
dos principalmente para as transformaqSes ortogonais no espago °
tri-dimensionais . As transformagdes no espago bi-dimensionais °
ndo apresentam qualquer dificuldade e os casos de transformagoes
em espagos a mais de trés dimensdes foge do escopo do presente °
trabalho .

A aplicacao pritica das transfor=-
magoes ortogonais & de grande importancia em levantamentos , di-



retos ou indiretos , como sejam , os geodésicos e os fotogramé=
tricos. Nestes dois campos , deparamo~nos com © problema de trar:
formagoes de coordenadas, pois as coordenadas medidas ou calculs
das em um sistema local , frequentemente, tem de ser transforma-
das para um outro sistema , e estas transformagoes sao acompanha-
das por uma matriz ortogonal . Por isso , serdo abordados , a se-
guir , alguns tdpicos sobre essas matrizes .

2.2 - DEFINICEO

Uma transformag@o linear

yl =all xl +a xz+ '9.0°9°’+ al x

12 n n

yz L azl xl + azz Xz* eeececcat azn Xn

(2.2,5%;

O.OOOQIG..'C.‘IOQQO.QC.OOO.G.QOQ"O...‘

Y = Gy %y + &, Xot covesnoast CQn *n

estabelece uma relagdo entre dois conjuntos de variaveis Yioeaol,
€ Xj..es0X, onde m ndo & , necessadriamente , igual a n .

A matriz

wmsecend)

all alzceo‘ooo aln

a21 azzoo»oooo azn

A = (2,250
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€ uma matriz de transformag3o . Em notacdo matricial , o sistemc
(2.2.1) ser3d escrito assim :

y = A x (2.2,3)

A matriz A , definida na equagao '
(2,2,2) & arbitraria . Podemos obter tipos especiais de transfor-
magoes lineares , necessitando apenas que a matriz de transforms -

g¢ao preencha certas condigdes. Ent3o , as transformagdes sao ortg
gonais se:

a) - a matriz A for uma matriz quadrada ,

b) - o modulo de um vetor x for igual ao mddulo
do vetor y .

Para uma transformacaoc do tipo (2.2.3)
satisfazer as duas ccndigaes acima , € necessarioc também, que re-
sulte inalterado a norma dos vetores , ou seja :

yTy = { A x )T A x = xT

AT A x (2.2.4)

impondo a condigao de que: :

yTy = X X . (2.2.5)

comparando a (2,2.4) com a (2.2.5) , vemos que esta sO serd satig
feita se :

A =1 (2.2.6)

onde I representa a matriz unitiria de mesma ordem que A . En~*

tao podemos dizer gue uma matriz € ortogonal se satisfizer a con-~
digao (2,2.6) .

Se , na equacdo (2.2.6) , pds-multipli
carmos ambos os membros por A"l teremos ;

£



Al poa~t o -l

1}

Al =t (2.2.7)

donde concluimos que a inversa de uma matriz ortogonal & igual a
sua transposta.

Se , na equagao (2.2.7) , pré-multi=~,
plicarmos ambos os membros por A , teremos ;

AAT = poamd

L
™

pAL =T (2.2.8:

que é uma definigdo equivalente i anterior , para uma matriz ortc
gonal ., Donde podemos tirar que : o produto de uma matriz ortogo-
nal por sua transposta € igual & matriz unitdria de mesma ordem .

Quando o determinante de A , repre-'
sentado por | A |, for igual a +1 , a matriz & chamada de ortogo-
nal prdpria ; quando | A | for igual a -1 , ela & chamada de °
ortogonal imprdpria . Qualquer matriz ortogonal imprdpria pode °
ser expressa como o produto de uma rotagao por uma reflexao |6 | o

2.3- PPOPRIEDADES DAS MATRIZES ORTOGONAIS

23.1 - A soma dos quadrados dos elementos em cada fila &
igual a 1 .

2.3.2 - A soma dos produtos dos elementos nas nosicoes corres
pondentes a cada duas colunas & igual a zero .

Estas duas propriedades sao faci:
mente demonstradas . Se tomarmos, por exemplo ; uma matriz ortocc

nal de terceira ordem , pela eauacao (2.2.6) , teremos ;
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dessa igualdade podemos obter que:
2 2
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all + a*ll + all = 1}
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- Um eleriento de uma matriz ortcgonal praopria é igua?

ao

- 0 produto de duas ou mais natrizes

seu cofator

mesma ordem &

- Ce

o

- ~ T
A e ortogonal entao A

uma matriz ortogonal .

As nropriedades (2.3.3) ,

p-l

ortogonais de
tamherm o sao .
(2a3nz" '

-~ -~ d . § -~ ’
nao serao demonstradas aaqul , pols, suas deronstragoe:

sAo faceis e encontradas na naioria dos livros de algebra linear,

como7nor exemplo
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2.4 - RATZES CARACTERISTICAS DAS MATRIZES ORTOGONAIS

Podemos enunciar e demonstrar al-
guns lemas simples | 8 | sobre a natureza das ralzes caracteris-
ticas das matrizes ortogonais .

2.4,1 - 0 modulo de toda ralz caracteristica real de uma ma-
triz ortogonal A & unitario .

Se » & uma raiz caracteristica
entao existira um vetor x , n3o nulo , tal que ;

r

b
0

Representando por X e complexo conjugado de x e A respec

tivamente , teremos :

XX = A X
se A for real , entdc A = A
consequentemente T x= %' AT
de modo que; i i x = AT Ax =R x

- ~ ‘-T n
Como x & um vetor nao nulo , consequentemente , x x # 0 , ’

deste modo teremos :

como A @ real A = i

Ial=+(x2a)Y?% =1

Se for nao singular , teremos



>
b
it
p -1

X
implica que A X = X

Donde se infere que , se x for °

. -1 ,
uma raiz caracteristica de A , 2 sera uma raiz caracteristica’

de A-l - Deste modo teremos ;

-

a7V 1 ea | =](21-A)]=]ar1-A}|=0 (2.4.1)

as expressoes entre barras da equagao (2.4.1) e das equagdes se-"'
guintes representam um determinante e nao modulo como vinhamos
representando .

"l -
Como X- & a outra ralz caracte-

-1

riatica de A . Mas A =\, e tanto X como A sao raizes °

caracteristicas .

As raizes caracteristicas comple~
xas das matrizes ortogonais ocorrem em pares de complexos conjugé.
dos os quais podem ser expressos por ;

cosa + {sena

>
]
i
)

(2.4.2)

Az = COSa = Lsena = @

2.4.2 - Uma matriz ortcgonal real de terceira ordem tem , nc
minimo , uma ralz caracteristica real .

O auto valor da equagao y = A x
pode ser escrito da seguinte maneira :

i A - )\ i X = O (204032

ou , na forma expandida ;

[¥e



( a =X ) x4+ ay,y+a 2z =190

11 13
+ - + = o e
a,, * (a,, X))y a,, 2 0 (2.4.4)
azy X * az, y + ay, ~ A)z =0
onde X , ye 2z sao as comnonentes do auto vetor x .

Em cqualcuer caso , sendo honogé-
nea a equacao (2.4.4), rode ter uma solucao somente quando o
determinante dos coeficientes se anula . Ou seja :

(a,,— 2 ) + a + a

| A =2 1 |

]
I~}

21 23

31 3% 33

7. ecuacao clbhica nara A ten
a forma convencional ;

3 . 2
A + b A +c¢cr +d =0 (2.4.6;
Pelo grafico do polindmio cibicc.
o mesmo deve atravessar os eixos pelo menos uma vez entre
A==®e A=+« , provando,desta maneira,o lema .
Vimos, reln 1lema anterior (2.4,1;,
que estas ralzes podem ser somente + 1 ou - 1 .,

10



3 Z
A+ bx + ex + d

Fig. 2.4.1 - O determinante caracteristico em fungdo
de ) .

2,5 = FORMULA DE CAYLEY

A importancia da formula de !
Cayley esta em permitir que os elementos sejam expressos por uma
matriz ortogonal em termos de um conjunto de elementos arbitrérig
mente escolhidos , os quais sejam , os da matriz anti-simétrica.

A formula de Cayley diz que , se'
S. & uma matriz anti-simétrica , entao :

(1 -5)(1+s)"] (2.5.1)

é ortogonal .

Uma matriz S & anti-simétrica °
T

| 5] ,se S ==35 s isto & Sii =" % -

11



Vamos inicialmente mostrar que’
(1 +S ) & ndo singular e consequentemente ( I + S )"1 existe .
Pode ser mostrado em | 7 | que as raizes caracteristicas nac
nulas de uma matriz anti-simétrica real s3o imagindrias e , conse
quentemente , as ralzes caracteristicas de S n3o podem ser unitd
rias . Portanto nao podemos ter :

[ 1.1 -5 =0

| T+s | =] (IT=-=8)|=]T1=-5]%0

fazendo R=(I1-5)(1+5)"!

RT'= [(1-s)(1+s) "7

1 +s) 737 (1r-5)T = (1+5s)(1-5)"

(1-5)V (1+5)

-
=
i

(1-8)7" (1+58) (1-5)(1+5)")

mas como (I +S) (I -5S) =1-5%2=(I-5) (I +S§)

(1 -8)" 1 (1 -5)(1+5S) (I+5)""

=
el
L]

R R

L]
-
L]
—

[i]
L3

logo R & ortogonal .
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ROTAGCAO NO ESPACO TRI-DIMENSIONAL

3.1 - INTRODUCAO

2 orientagao de uma fotografia '
em relagcao a outra , consiste em posicionar-la : - de maneira '
tal que este posicionamento consiste de uma ou varias rotagoes .
Podemos ent@o considerd~-la como sendo um corpo rigido e aplicar a
teoria do deslocamento dos corpos rZgidos em relagao a um sistema
de eixos fixos .

Podemos dizer que um corpo nmateri
al & rigido quando, néle,as dist@ncias mituas de todos os pares °
de pontos especificos sao invaridveis , valendo dizer que o corpo
nao expande , contrai ou varjia a sua forma , mesmo durante o pro
cesso de transposigao do corpo de suva posigao inicial 3 sua posi-
cao final .
» Se um corpo rigido € levado de °
uma pesig3o & outra , a varizgd@o da suasposicdo € chamada de : '
Deslocamento do corpo. Certas espicies de deslocamento recebem °
nomes especificos | 10 | ; deste modo , se as posigcOes , no es-
pago , de todos os pontos do corpo que estao sobre uma reta L



nao se alteram , o deslocamento € entao chamado de rotagao sobre
a linha L . Se a posigao no espago de um ponto qualquer P , do '
corpo , € inalterada , o deslocamento & chamado de rotagdo sobre'
o ponto P ; e se as linhas ligando as posigdes, inicial e final '
de cada um dos pontos do corpo perfazem um conjunto de retas para
lelas de comprimento £ , de modo que a orientagdo do corpo no es
paco permaneg¢a inalterada , o deslocamento & entad chamado de '
translagdo paralela & diregdo das linhas , ao longo de uma distan

Cia 'e ® i t
z
g. z
. - l
|
i ——
17,./.;._..____1) /
x” x
X
Vertical Rotacdo de 90

solire z sobre y

Fig. 3.1.1 - Efeito de duas rotagOes realizadas em uma determi-
nada oxdem . '

]
s / Y
A1 : /
1’/ L—.’ X
x X :
Posicéo Bntacss do 20° Rotacdo de 90°
Vertical sobire v sobre z

-
Fig. 3.1.2 - As duas rotaghes mostradas na figura anterior ,
mas na ordam inwvayrsa .
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3.2 - TEOREMA DE EULER

Com as bases matematicas introdu-
zidas no capitulo anterior , podemos agora enunciar um importan
te teorema sobre o movimento dos corpos rigidos . Tal teorema'
foi estabelecido por Euler e diz que : " Todos os deslocamentos'
possiveis de um corpo rigido , no qual um dos pontos permaneca'
fixo , se resumem numa rotagdo ",

Seja P , figura (3.2.1) , um pon
to genérico de um corpo rigido com coordenadas (x , ¥ , z) , re-
ferenciadas a um sistema fixo de eixos retangulares com a origem
em 0 ,. Seja o corpo deslocado , de modo que P se mova para ‘'
P' , com coordenadas ( x' , y' , z' ) , permanecendo o ponto '
origem fixo .

=,

Fig, (3.2.1)



Qualgquer mudanca nas coordenadas '
de P resultard em um deslocamento que & dado por :

p'= f(p) (3.2.1)

Oonde p e p's3do os vetores coluna das coordenadas de P e P'

respectivamente ., Se o pontb de origem permanecer fixo , teremos,
entdo :

f(0) = 0 (3.2.2)

Qualquer fungao f(p) que preserve
a distincia e para qual f(0) = 0 serd uma transformagdo ortogo-
nal , e vice-~versa . Consequentemente , o deslocamento de um cor-
po , tal que um ponto permanega fixo e as separagOes sao preserva
das , & , algébricamente representado por uma transformagdo line-
ar .

p'= Ap (3.2.3)

Sendo A ortogonal .

A ceparagao deve também sor preser
vada em todos os estagios do continuo processo de levar P a P' ,
Se , agora , considerarmos o deslocamento continuo de P! de volta
a P no sentido oposto , os elementos da matriz A devem conting
amente se aproximarem daqueles de uma matriz ortogonal , que nao'
represente um deslocmmento . I sta matriz sera evidentemente a ma
triz unitaria ! . Agora se A =1 , entao :

p' = I p=op (3.2.4)

Qualquer outra matriz n3o tem a proprieflade da equagdo (3.2.4) .

16



O determinante de uma matriz ortogonal pode ser +l1 ou =1 , e '
ndo admite outro valor . Enquanto que I tem apenas o determi-'
nante +1 , portanto , @ impossivel que A possa’ contInuamente ,
se aproximar de ! se o seu determinante for -1 . Concluimos '
que todos os deslocamentos de um corpo rigido com a origem fixa'
s3ao representados por transformaglOes ortogonais prdprias .

~ Consideremos agora na fig.(3.2.2),
dois pontos quaisquer A e B , sobre uma linha fixa passante por ,
0 . Seja P outro ponto qualquer nao pertencente a esta linha,

Fig. (3.2.2)

Desde que a transformagzo deixe
AP e BP invariante e A e B fixos , o lugar de P serd um circulo
normal a AB . Analogamente , 9 lugar de Q & também um circulo '
normal 3 AB . Mas PQ & invariante e , consequentemente , os pla-
nos ABQ e ABP giram ao redor de AB através do mesmo angulo . '
Desde que este argumento seja aplicado a todos os pares de pon-'
tos do corpo e n3o sobre a linha AB" , portanto deixa fixa uma °
{inica linha de pontos passando pela origem .

. Deste mﬁao,mostramos que todo !
deslocamento continuo de um corpo rigido com um ponto fixo pode'



ser representado por transformagdes ortogonais e que estas trans
formacSes s3@o rotagdes . Podemos tirar como coroldrio do Teorema
de Euler , o teorema de Chasle , o qual diz que : " O deslocamen~-
to geral de um corpo rigido & uma translacao mais uma rotagao " ,
e que pode ser facilmente provado em | 11 | .

3.3 - ROTACEO COM TRES EIXOS FIXOS

Um corpo rigido com um ponto fixo’
pode ser deslocado de uma dada posicio por uma simples rotagao ,
como vimos na segao anterior , necessitando apenas encontrar um
determinado eixo e uma determinada rotagd3o . Nem todos os deslo-
- camentos dos corpos rigidos sZio possiveis com um eixo fixo . O °
caso de dois eixos fixos n3o apresenta dificuldades e nao hd gran
de interesse ; portanto trataremos somente dos deslocamentos com
trés eixos fixos .

Vemos escolher os eixos AO , OB e
oC da figura (3.,3.1) , fepresentados respectivamenté pelos veto-
res unitdrios 3 , be ¢ . Sejam as rotacOes tomadas ao redor'
destes eixos na sequéncia das letras . Primeiro vamos mostrar que
se todos os deslocamentos s3o possiveis , ent3o OB deve ser neces
sariamente perpendicular a OA e OC .

Vamos , inicialmente , levar um °
ponto de A para C . Apds a primeira rotagio A , teremos :



B
sl
AN
\
\\ —
N |-
N\
N
AN
)
/)"
0~ ~a
C
A
C
Fige (3.3.1)
C a'! = ¢
T
] - -
e a' = C ¢ =¢
Consequentemente , ch = bTa' = bT Bas=b' a

e OB & igualmente inclinado a OA e OC .

Devemos também tomar o ponto ini-
cialmente de A para C' , estando C' sobre OC e produzindo uma °
distdncia unitaria além de O . O vetor das coordenadas de C' & '
-¢ . Pelo mesmo argumento , teremos :



Deste modo , OB & perpendicular a CA e consequentemente , a OC .

. A condigdo de perpendicularidade '
é suficiente . Mostraremos que as rotégaes sobre OA , OB e OC ¢
podem levar dois pontos inicialmente coincidirem com A e B em
qualquer posigdc , consistentes com as distdncias da origem e se
paracao . Se iniciarmos com dois pontos P e Q arbitrariamente co-
locados , fiqura (3.3.2) , mas sujeito ao requesito de que OP e
0Q sejam de comprimehtos unitirios , tal que , PQ = AB , podemos'
invertendo as rotagGes e as suas sequéncias , levar P e Q 3 coin
cidéncia com A e B , respectivamente ,

Fig., (3.3.2)
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Notamos gue ¢ plano AOC divide -~
*ode espago em duas partes . Se considerarmos gqualquer ponto do
corpo rigido , P , ele estard em qualquer lugar , ou em uma rota-
c3o através de OC , a qual estd no plano , levard de uma metade-
do espaco a outra , e assim , levaremos o ponto através do plano.
Quando ele esta em AOC , OP sera perpendicular a OB , que & nor-'
mal ao plano . Uma rotacao sobre OB levard P a coincidir .- com
A , sem afetar a coincidéncia de P e A . Efetuando estas rota-
¢O0es em sentido contrdrio , podemos levar os dois pontos , inici
almente coincidir com A e B , eam uma posigio geral Pe Q .,

3.4 - RESULTANTE DE VARIAS ROTACOES

Vamos considerar agora uma exten
sdo do que ja vimos anteriormente , ou seja a resultante de vari
as rotagdes . Sejam as rotagOes representadas pelas matrizes or

togonais Rl 5 R2 ceecssaces R , tomadas na mesma ordem , Seja

n
o vetor das coordenadas de P representado por o . Entdo apds

a primeira rotagdo , teremos;

Py =Ryp
apds a segunda Py = Rz'pl- R, R, p
a resultante sera entao ;
P, = Rn .,.Off.... R2 Rl p

Mas © deslocamento de P , de p
ap € equivalente , pelo teorema de Euler,a uma simples rota-
n
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cao , cuja matriz

e como ja vimos

representativa R & dada por ;

R =R

n LI BN B AN A Rz Rl

anteriormente , a resultante desse produto &

uma matriz ortogonal .

3.5 - MATRIZES DE ROTACAO

que representam as rotagoes sobre os

Vamos mostrar agora as matrizes'

eixos 0% , 0Y e 0Z . Coo

siderando dois sistemas de eixos cartesianos ortogonais ( X ,

Y ,Z ) e
x ="
X
Fig. (3.5.1)

( x' , y" 42" ) , um vetor unitadrio ao longo

do

-~ ‘by,

- Sistemas de coordenadas Cartesianas



do eixo «x'({ 2') , -pode ser decomposto em componentes ao longo !
dos eixos (X , Y, Z) , pela técnica usual de projegdo . O mes
mo pode se fazer para os vetores unitarios ao‘longo dos eixos '

y' (7' ) e z'{ %' ) , ou seja :

o= cos (x*,x) + ? cos(x’,y) + k cos(x',z)
7' = I cosly',x) + § cos(y',y) + k cosly',z) (3.5.1)
B' = Z cos(z',x) + § cos(z',y) + E cos(z',z)

Por conveniéncia , estes co~senos , os quais sdo os co-senos di-*
retores , serao designados por:

cos(x',x) = £ cos(y',x) =m cos(z',x) = n
cos(x',y) = £&° cos(y',y) = m' cos(z',y) = n'
cos(x',z) = 2"’ cos(y',z) =m'' cos(z',z) = n"'
Podemos reescrever a equacgao (3.5.1) , da seguinte forma :
=T L 0+ TE O+ R
'=Zm + Tm + Em? (3.5.2)
R' =2 n + {Tn' + &'

Se considerarmos um vetor V cujas '
componentes s3o funcles da sua posicao no espago , entdo

Vix,y,z) Z Vx + ?Vy + E VZ =v'(x',y',z") =

+y *p

="V + g v;, + B v, (3.5.3)

Desde que os pontos possam ser dados pelas coordenadas (X,y;z) e



pelas coordenadas ( x' , y' , z' ) . A equacao (3.5.3) pode scr
separada em trés equacdes escalares , ou seja ;

<
]
(]
<
+

? [}
' V. + ¢ Vz

X y
' - ? 0
v, m Vx +m Vy +m Vz (3.5.4})
v - ' ‘ e
Vz' n Vx + n Vy + n Vz

Em particular , estas relagoes para as coordenadas de um ponto °
(x 3y ,2) e (x',y', 2'), ficardao :

X' =L x+ L'y + L' z
y'!=mx+m'y+m'' 2 (3.5.5;
2''=nx+n"y+n''z

ou , em linguagem matricial ;

= h o — -
x* 2 L AR r.-x
y' =|m m' m'? y (3.5.6)
z' n n' n'? z

A equagdo (3.5.6) pode ser representada por :

x' = A x (3.5.7)

A
Lembramos porém que os nove co-senos diretores da matriz A nao'
sao independentes em se tratando de eixos ortogonais .



Consideremos uma rotacad em torno do’
eixo 0X , sobre o qual um ponto P , de coordenadas ( X, ¥, Z )
€ levado a P' cujas coordenadas sao ( x', ¥'* , 2' ) . Da figu=
ra. (3.5.2) , podemos tirar que :

8

Fig. (3.5.2) = Rotagao em torno do eixo Xx

m =.n =L'=L2"'"=90
m* = n'' = cosw

n' = - senw

m'' = senw

A equagao (3.5.6) pode , agora , ser expressa da seguinte forma:

x'.= Ry(w ) x (3.5.8)
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ou na forma matricial

x® 1 0 0 X
y! =| 0 cos w sen y (3.5.9)
2! 0 =-sen w cos w z

— - — —elt G J

onde a matriz Rl(ug) , € uma matriz ortogonal representando
uma rotagdo em torno do eixo X .

Podemos;facilmente obter as ou
tras matrizes de rotagcao em torno dos eixos y e z ., .que Sao’

fow

—
cos ¢ 0 - sen ¢ |
R,( 6 ) = 0 1 0
sen ¢ o] cos ¢
(3.5.10)
= -
cos K sen K 0
Rs(-n ) = -sen K coSs K 0
0 0 1

Lembramos que o angulo de rota-
¢3o0 serd considerado positivo ~~ guando a rotagao for anti~-hora-
ria e o sistema for dextrdgiro .
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3.6 - ANGULOS DE EULER

J3 vimos na secao (3.5) , que o=
elementos @y da equagao (3.5.6) nao sdo independentes , mas &
possivel exprimi-los em funcao de trés parametros .

A transformagdo de um dado siste
ma cartesiano em outro pode ser obtido por meio de trés rotagdes
sucessivas , formando uma dada sequéncia ; e os dngulos de rota-
¢Oes sdo conhecidos como dngulos de Euler , figura (3.6.1) .

X

YI y

zc

dinha dos
nodos

&
Fig. (3.6.1) - RotagOes definindo os dngulos de Euler .



Infelizmente , ndo ha uniformida
de nas literaturas sobre a definicao dos dngulos de Euler . As '
diferengas nao sao grandes , principalmente quanto a notagdo , °
mas as vezes o suficiente para gerar certa confusao ,

Os elementos de uma transforma-'
cdo A , podem ser obtidos escrevendo a matriz A como o triplo
produto das rotagdes individuais , ou seja

b4
i

R3( s ) Rl( K ) R3( w ) X
(3.6.1)

[

fazendo , A R3( ¢ ) Ry x ) Ry w )

"
b

Teremos : x' X

3.7 - MATRIZ DE EULER

Vamos agora encontrar uma matriz'
devido a Euler , a qual representa uma rotagac ao redor de uma '
dado eixo e segundo um dado angulo .

Designaremos os eixos de rotacao’
pelo seus trés co-senos diretores e a magnetude das rotagoes '
por @ ., Na figura (3.7.1) , escolhemos um conjunto de eixos °
0x* , 0y' e 0z' , de maneira tal , que o eixo O0x' coincida °
com o eixo de rotagao , cujos co-senos diretores sdo (£ ,m, n ),
A matriz R , que define a rotacdo dos eixos , tem entao , '
(2, m,n )T , como primeira coluna , e formando as trés co-'
lunas um conjunto de vetores ortonormais .
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&Z

Fig. (3.7.1)

Seja R definido por ;

R = m m m*! (3.7.1})
n n' nﬂ ]
A matriz de rotagdo A', relativa ao sistema grifado & igual &
R,( 6 ) , como ja vimos anteriormeng:e . S E @& a matriz de
- Euler, entio :
[] T e
A* = R* E R (3.7.2)
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P

E = R A' R ! . (3o7o3}

substituindo R , A' e RT pelos seus respectivos valores e
efetuando a multiplicagao teremos ;

™ . ‘ - -
£ +(1-2 ) cos © Zm(l-cosb)-nsend Zn(l-cosb)+ send | '
2 2 '
E =} ml(l-cos6)+nsend m+(l -m) cosé mn(l-cosf)~- senb
2 2
nf(l-cose)-mseno nm(l-cos6)+Lsenb n +(l-n ) coub

000000(39704)

para se chegar‘h equagao (3.7.4» foram feitas as seguintes substi
- tuigoes ; '

AL Y AL B A
' m' 42" ' == 2

RV = 2 't = o

as quais nada mais s3@o que as propriedades decorrentes das matri-
zes ortogonais .

3.8 = PEQUENAS ROTACOES

Uma rotagao infinitesimal & wuma
transformagao ortogonal na qual as componentes de um vetor -
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sdo quase as mesmas em ambos Os sistemas . A matriz de Euier e
facilmente aproximada para pequenas rotagoes ; fazendo sené = 6,
cosé = 1 , entdo , a equagdo (3.7.4) , tornar-se-i :

1 =ne me '
E = neo 1 ‘:Ze (3@8.1)
-mo Lo 1

A qual pode ser escrita sob a forma

E =1+86S5S (3.8.2)

Onde S & uma matriz anti-simétrica . Considerando a resultan-
te de duas pequenas rotagoes E1 e E2 . Teremos :

E2E1=(I+62$2)(I+elsl)=l+ezsz+a +

15

+ 92 el 52 Sl

Dentro de uma éerta aproximaqﬁo , podemos negligenciarmos o ﬁlté
mo termo e , consequentemente , teremos :

E2 El =1+ a2 S2 + e1 S1 =1+ 6, S, + 6

Deste modo , concluimos que as pequenas rotagOes sdo comutativas.
Se nds fizermos uma aproximacdo , as edhacdes (3.5.10) , ficarao
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ol
o
1

R]ﬂ w)= 1 +1]0 0 ®

(=]
€

0
L —

Andlogamente , podemos proceder para Ry( ¢ ) e Ry( k). Para®.
pequenas rotagoes w , ¢ e «x , teremos :

Sendo 6 uma rotacao -genérica . Efetuando as substituigoes '
acima a equagao (3.8.1) , ficara

0 =K ¢
E=1 + | « 0 - (3.8.3)
] w 0

3.9 - MATRIZ DE RODRIGUES

A matriz de Rodrigues & muito itil por-
que ela & uma matriz ortoagonal de terceira ordem , em termos de
trés pardmetros independentes , e sem as fungdes trigonométricas.
~ Esta matriz € obtida diretamente da matriz de Euler . Se os '
trés pardmetros ( A , u , v ) forem pequenos e negligenciarmos '
os termos de segunda ordem da matriz (3.7.4) , pode-se facilmen-
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te se provar em | 12 | , que :

- .r'- -
A I
u = 2tg | m (3.9.1)
2
v
| | 7

onde [:l m Q:]T e a primeira coluna da matriz ortogo -
nal (3.7.1) . Da equagdo (3.9.1) podemos tirar que :

AV et evisaeg & (3.9.2)
2 ,
e , da trigonometria
1l +cos b = 2 (3.9.3)
l+tg2§
2
Substituindo a (3.9.2) na (3.9.3) , tem—se ;
1l +cos b = 2 = 2 (30904)
1+3 (a2 402402 A
4 .

Tirando o fator ( 1 + cos 6 ) da

matriz de Euler o termo e , ficara :

i3

£2 1l - cos ?. + cos® ) = zztgz 2, '&{--]; ( 1 - tgz L) )
l + cos ¢ l + cos ¢ 2 2 _ 2
= i + -];- ( 22 = y2 = y2)
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mas como ha um fator escalar 2/4 fora de toda matriz ,entac °

multiplicando e,, por 2 ¢ teremos ;

éll =14+ 3 (A2 = 2 = 2 )
4
e analogamente para ézz e 'e33 . Da mesma maneira podemos °
tirar ; ‘
1 ey, = £ m L Cose send
2 1 + cose 1 + cos®
2'-2_ =-1='-A“-=];v
2 12 4 2

e ana3logamente para todos os termos e p (4 # §)

do todos os eij por seus valores , teremos
a' + 12 -y + 3 p u o+
' 2 2
R=2 | va+edya At + X 2 -1 +
A 2 2 '
-y + i v A D W i RT At +
2 2

onde At =1 - ( A° + u° + v2 )y = 2 = A

o =

®
¢

&N =0 N i

N b

. Substituin

(3.9.5)
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A equagdo (3.9.5) & chamada matriz de Rodrigues e, também pode '
ser colocada na forma :

A? =V B A
R=1 | Vv A® A | e =2y D u v] (3.9.6)
A A
-} A A* v
X
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cAPITULO 4

CORRECEO DAS COORDENADAS FOTOGRAFICAS



CORRECAO DAS COORDENADAS FOTOGRAFICAS

4,1 = INTRODUCRO

7 sabido que os métodos analiti-
cos sao o8 mais precisos de todos os métodos fotogramétricos , °
porém , o significado dos métodos analiticos & ainda maior , po-.
is eles constituem também as bases tedricas de outros métodos pa
ra a solugao de problemas fotogramétricos , tais como ; o grafi-
co , o analdogico e o semi-analitico .

Dentre esses métodos , o problema
que nos interessa neste trabalho , & a aerotriangulagao analiti-
ca . Este procedimento de aerotriangulagao tem sido considerado’
um método em potencial desde o inicio do mapeamento fotografico,
po;ém , antes do advento dos computadores eletronicos , a sua °
execugao era praticamente impossivel pozque o niimero de equagdes
'pafa soluciona-lo e o tempo de cilculo eram imensos , se execu-'

tadd manualmente ou em calculadores . Com o aparecimento dos °
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cowputadores cletrdnicos a aerotr angulagao analitica ressurgiu,

Do:.. varios passos de uma aerotri-
angulacido , o que nos interessa , particularmente , € a orienta-
¢ao relativa , que é o objetivo deste trabalho . Para calcular®
os pardmetros de orientagdo relativa & necessirio que as coorde-
nadas dos pontos lidas no comparador , tenham sido depuradas de
“cdes o35 erros sistemiticos , tais como s distorgdes das lentes’
da cfnara , deformacces do suporte da emulsao fotografica , re-~’
fragio atwosférica e curvatura da Terra .

4.2 - EEDUCEO DAS MEDIDAS DO COMPARADOR A COORDENADAS FOTOGHAPICHS

03 estereo e mono comparadores '
320 os instrumentos mais indicados para obter as medidas necessi
rias em aerotriangulagao analitica . Na maioria desses instrumen
tos | 13 | , a posigdao de um ponto-imagem no plano de uma foto-
grafia pode ser determinada em relacdo a um sistema de coordena-
das retangulares cuja origem , fica em geral ,: fora da fotogra=*
fia .

Como a aerotriangulacao analitica
raguer que as cooxrdenadas tenham a origem no ponto principal , &
recessario , ent&o reduzi-las ao sistema de coordenadas da foto=
grafia . Estas coordenadas , por conseguinte , sao obtidas sub-"®
traindo as cocordenadas instrumento do ponto principal , das v
coordensdas instrumento do ponto-imagem. O ponto principal nao
# marcade scbre a fotografia e, cdnsequentemente » Suas coordena
daz ndo sZo medidas . B necessario , entlio, medir as marcas fi-
duciois ¢ calcoular as coordenadas do centro fiducial como a md='°
dia das correspondentes coordenadas dessas marcas . As coordsna=
das do ponto principal sZ» , entdo , obtidas através daguelas’
dn do centro fiducial , com a ajuda dos dados de calibracgzo da
cimara ., Na pritica ocses dois pontos podem ser considerados ?
coinclidentes,

Em alguns esterecr-comparadores pa
ra a fotografia da direita sdo lidas as paralaxes em vez das prd
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prias coordenadas dos pontos—imagem , neste casc , as paralaxes
devem ser convertidas as coordenadas instrumento , adicionando ou
subtraindo delas as coordenadas lidas na fotografia da esquerda.

4,3 - CORRECAO DAS DEFORMACOES DO FILMES

Qualquer material para filmes ae-
reos sofre variagoes de maneira n3o uniforme , entre o tempo °
em que a fotografia € éxposta e o tempo em que a mesma & prepara
da no laboratdrio.
' Poucas camaras fotogramétricas °
sao equipadas no plano focal , com uma placa de cristal dotada °
de um reticulado, o qual se reproduz em cada negativo ., Camaras’
com tais dispositivo facilitam a corregdo das déformagdes dos °
filmes e,consequentemente , dos seus efeitos sobre as coordena='
das dos pontos , lidas no comparador . Na auséncia dessa placa’
reticulada, a evideéncia das deformagdes € revelada pela compara=
¢3o das coordenadas das marcas fiduciais , medidas no comparador,
com as fornecidas pelos fabricantes das camaras, determinadas °
em laboratdrios , durante a calibragio'a

As marcas fiduciais sao numeradas
no sentido horadrio , de 1 a 4 . As coordenadas das marcas fidu
ciais e do ponto principal da camara , constantes do certificado
de éalibragio, serao designadas neste trabalho por ; Xj ’ Yf-,xp'
e Yp , respectivamente . As coo;denadas das 4 marcas , no
sistema de coordenadas do comparador , serao designadas pelas le
tras xj v Yj e os termos Xe 0 Y o0 L = lececeocsoh repres"?
sentam as coordenadas de qualquer ponto sobre a fotografia medi-
das no comparador .

Uma das marcas fiduciais & arbie*
trariamente escolhida como a origem do sistema de coordenadas .
Nosso objetivo, agora,é determinar os coeficientes de uma trans-
formagao que convertera as coordenadas %, » ¥; o, daimagem ,
em coordenadas corrigidas, X! , yi § ao mesmo ‘empo em que °

£
convertera xj P Yj nos correspondentes Xj ’ Yj que sao va
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lores fixos das 4 marcas fiduciais para cada fotografia , e final
mente , transladar a origem do sistema de coordenadas para © pon=
to principal . '

:E/‘h‘h | %V{\51'

Xp Yo
ponto principal

marca fiducial

:gﬂs;%; “2%91;

VW

Fig.(4.3.1) Diagrama da fotografia indicando a ordem
numérica das marcas fiduciais .

Para efetuar estas transformagoes’
consideremos os sequintes passos :

O primeiro passo € fazer , por ex-
emplo , a marca fiducial n@mero 3 como a origem , entao , Xg =
y3 *® 0 , posteriormente subtrair Xg y3 ( valores das coordena
das do vértice 3 .lido no comparador ) das coordenadas do ponto i-
magem ( x“._9 yi } e chamar as novas coordenadas de u; e v, , caso
em que teremos

(4.3.1)

0 segundo passo consiste em uma ro
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tacao dos eixos sobre o vértice 3 de modo que o eixo u passe pelo
vértice 2 ( vé =0 ) ; o terceiro sera um ajustamento do &ngulo °
entre os eixos u e v de modo que o eixo Vv passe pelo vértice
4 ( u; =0) , 0 qﬁarto sera uma variacao de escala ao longo dos
eixos y e v , de modo que O0s novos valores sejam ui = X, e vz =
Yg - Todas estas condicOes podem ser satisfeitas pelo uso de !
uma transformagao linear (Helmert) | 14 | , se a transformagio °
nao for linear nao a qstudargmos com minticias , daremos somente °
equagoes de corregao para tal caso , conforme equagao (4.3.6) .

u't mu + nv
(4.3.2)

v = pu + qv

: Substituindo as coordenadas conhe-=
cidas dos vértices 2 e 4 na equagao (4.3.2) , teremos dois pares’
de equagoes lineares cujas incognitas sao m, n, p, ¢ »

Xp = Ugm + vyn Yo = upp + vp0
: (4.3.3)
X4 = Ugm + V,m ' Y4 = Ugp + V,q

Resolvendo a equagao (4.3.3) , pa-
ra as incdgnitas teremos :

(4.3.4)

=
L]

( X,u, = X u, )/ d | - -
472 274 ¢ = { Y2u4 Yéuz Y/ d
d = UV = Vouy,
Com base nos valores encontrados °

para m, n, p, ¢ a equagao (4.3.1) pode entdo ser aplicada ao °
vértice 1 .

B= I = edo
Uy = mu; + nv, _ Vi = puy + nvy (4.3.5)

40



Se as deformagOes do filme forem®
lineares , entao , ui = Xl e vi = Yl mas , normalmente , elas °
ndo o sdo , exceto no caso de placas de vidro . Se as transforma
¢oes no vértice 1 n3o for linear , as equagoes abaixo fornecem °*
uma corregao .

u¥ = U’ + au'v’
(4.3.6)

ve = vl ¢ su’y’

Calculando # e & para o vértice®
1 , teremos :

o
[
-
>€
ot

L]
[
ot =
e
~
=
Ha
<
ot =

(4.3,7)

Se substituirmos a equagao (4.3.7)
na equacgao (4.3.6) e levarmos em conta as coordenadas do ponto ° °
principal , aplicadas para trazer 'a origem do vértice 3 ao centro
da fotografia , as novas coordenadas compensadas serao :

| - a
X = (mu, + nv, ) £ } + af pu; * qv, )} xp

(4.3.8]

} o= -
Yi ( pu; + nv, Y {1 + ¢ mu; + ny, )} Yp

4.4 -~ CORRECZO DAS DISTORCOES DAS LENTES

Um ponto qualquer , numa fotogra='
fia , acha-se em geral deslocado de su& posicao verdadeira devido
ao desvio sofrido pelo raio que o produz , desvio esse provocado’
por distorgOes das lentes que compOem a objetiva da camara.
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A calibragdo de uma cimara envolve
a determinagao das distorcoes das lentes de sua objetiva , assim®
como , das suas distancias focal ‘e principal . Conhecidos estes®
elementos , & possivel reconstruir o feixe de raios nao distorci-
dos que produziu a imagem espacial .

As corregOes para as distorgoes ra
diais das lentes sao aplicadas em dois passos , a saber :
a) distorgoes assimétricas
b) distorgoes radiais simétricas

4,4,1 - CORRECAO DA DISTORCAO RADIAL ASSIMETRICA DAS LENTES

Em todas as camaras existentes, as
distorgoes radiais das objetivas n3o sao idénticas para diferen-'
tes raios , resultando uma discrepancia residual em relagao a uma
distorgao uniforme , 1Isto quer dizer que as linhas de igual dis
torgao nao sao simétricas ou circulares em relagdc ao ponto prin-i
cipal . Para corrigir esta assimetria , uma falsa inclinagao e
introduzida para eliminar de todos os pontos , o efeito de assime
tria .

A falsa inclinagao defini-se por '
dois parametros , a saber : uma diregao e uma grandeza ., A extre-
midade superior do eixo da elipse & considerado formando um angu-
lo 6 com o0 eixo x da fotografia .

Vamos supor , na figura (4.4.2) ,
gue o ponto a°' sobre o lado superior da fotografia necessita °
ser corrigido para ocupar a posicao a . Sejam as coordenadas“
do ponto a , X, e y, e de a® , Xe © Yy Do triangulo aa’k
tiramos que :

ak = aja; = xg (sen £ )/ § = ng (4.4,1)

Da propotrcionalidade dos lados nos
triangulos aka’ e oaia ’ obtemos :
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a’k /fak = aa, /oa; =y, / X,

. (4.4.2)
= 2 =
a’k ( CXB ) ye / xe " cxeye

istancia radial
) I I T I |

Fig. (4.4.1) Distorgao radial assimétrica das lentes , ao
longo de 4 semi-diagonais de uma fotografia®
aérea .

Entao,as coordenadas de ' serao:

Xy = aay + ak = Xg * Cxe = xe( 1+ Cxe }
® (4.4,3)
Ye = aid' + atkh = Yo * Gyexe = ye( 1+ Cxe )
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Fig.(4.4.2) Representagao gridfica da distorgao
assimétrica das lentes

4.4.2 - DISTORCAO RADIAL SIMETRICA DAS LENTES

A palavra simétrica aplicada aqui,
para as distorgoes das lentes , significa que estas distorgoes ’
sao iguais ao longo de qualquer raio . Na figura (4.4.3) 4 e
uma distorgao positiva a qual desloca de uma quantidade d a ima
gem a' de sua posigao observada a . As coordenadas de a sao
X , ¥y e as coordenadas corretas de a' sao ; x' e y' .,

Dos tridngulos aa'b e Oac da fi
gura (4.4.3) , tiramos :

a'b = xd/r a b= yd/r
Da mesmikfigura podemos tirar :

r" =x"+y (4.4.%)
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posicéo
cerrigida

§ 2
(o) xt

Fig. (4.4.3) Diagrama mostrando a analise das distor-
¢oes radiais das lentes .,

Da mesma figura podemos tirar as
soordenadas finais de a® , as quails serao :

X! = X = a'h = x -~ xd/r = x( 1~ d/x )
(4.4.5)
y=-a'b=y=-yd/r=y(1l-4/r) '

]

y!

«5 = REFRACARO ATMOSFERICA

Enquanto predominou a fotogrametria
naldgica , os efeitos da refragdo e da curvatura da Terra sobre’
otografias aéreas foram quase sempre considerados negligenciave=-
s . Com o avango da tecnologia as precfsges também tiveram de
er aumentadas , para tanto , houveram de ser levados em conside-~
agao estes dois tdpicos .
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Sabemos que a geometria de uma fo
tografia aérea pode ser apreciavelmente distorcidapela refracao®
atmosférica no momento da exposigao , e que , para obter a maxi-

ma precisao € necessidrio reduzir a um minimo a grandeza dessa °
distorgao .

Como mostra a figura (4.5.1) , um
raio luminoso refletido num ponto M do terreno produziria sua °
imagem no ponto m , se 6 Iindice de refragdo da camada atmosfé .
rica ao longo do trajeto do raio fosse constante , mas , como ©

indice de refragao varia continuamente , o raio sera deslocado °
para o ponto m® .,

m' m V

Fig. (4.5.1) Diagrama mostrando o efeito da refragao
atmosférica .

Na analise dos efeitos da refra-'’
¢ao atmosférica sobre um raio luminoso , vamos considerar que a
atﬁosférica seja composta de uma série e camadas distintas cu-’
"jos limites formam um conjunto de esferas concéntricas envolven=
do a Terra , admitida aqui como esférica , cujo o céntro éo !
centro da Terra . Vamos supor também que o raio luminoso se re-'’
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frate somente ao passar de uma camada a outra . Entao , de acor-
do com a Leli de Snell , teremos :

(n+ dn )sens = n sen{ 8 + 4o ) (4.5.1)

Desenvolvendo o segundo termo desta equagac e levando em conta ‘'

que o angulo d8 & tao pequeno que pode ser confundido com o

arco e substituindo estas aproximagGes na equagao (4.5.1) , te
remos :

t

dn sen® = n cos® de (4.5.2)

Sendo e d8 & expresso em radianos .

Normal

|[9+d®

Fig. (4.5.2)

A equagao (4.5.2).também pode ser colocada na seguinte forma:

dan
o tg8

BN
~3



Segue-se , da figura (4.5.3) ,que
cada parcela de refragao de . contribui para a refragido total ,
que chamaremos "refragao atmosférica " , com um total de :

Z - Zt
c- t

Onde z , Z, ¢ Z, s3o as alturas da camada considerada , do ter
reno e da camara , respectivamente . A refracgao fotogramétrica &
a soma dos angulos 46 relativos a todos os limites de cama-~'
das entre a altitude do terreno e a altura da camara .

O Iindice de refragao & uma fungdo
da temperatura , pressac , umidade relativa e qgantidade de CO, 7
em outras palavras , da densidade do ar . Como estas quantida-'
des nao podem ser medidas ao longo de todo o trajeto do raio , '
éntéo , admitimos que a refragao na atmosfera verdadeira seija a'
mesma que em uma atmosfera -padr3ao . Existem vérias atmosferas
‘padrao , 1 seguir damos trés delas ;

T

Fig.(4.5.3)



a) ICAO Standard Atmosphere , 1952 da ICA
b) ARDC Model Atmosphere , 1959
c) U.S. Standard Atmosphere ,1962

Até 20 km , estas trés atmosferas
sao praticamente idénticas . As duas Gltimas se extendem além de
20 km e a diferenga entre suas densidades cresce com o aumento da
altura na proporgao de aproximadamente 3,5 % por metro .

De acdrdo com inlimeros livros de
Meteorologia e de Otica , a relagdo entre a densidade e o Indice'
de refragao tem sido determinada experimentalmente , e pode ser
expressa por diversas formulas | 15 } , dentre as quais citamos:

=1+ 2Cp (4.5.4)

Onde p € a massa especifica dada em kg/m3 , C & uma constante '
dada em fungao do comprimento de onda da luz , daqui por diante °
designado por A e n representa o indice de refragao .

Diferenciando a equacao (4.5.4) e

dividindo ambos os membros por n2 , teremos :

dn _ C

n

Desde o nivel do terreno até o espago vazio , n varia de 1,00022
até 1 . Tendo em conta esta variagdo e para um A = 5600 & , tere
mos a seguinte equagao :

.‘?{1—‘. = 0,0002266 dp (4.5.6)

Combinando as equaqées (4.5.2) ,
(4.5.3) e (4.5.6) e fazendo o somatodrio de todos os valores desde
o nivel do terrenc até a altura da camara . Obtem~se , para a re~
fracao fotogramétrica , a seguinte expressao :
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_ tge
o = 0,0002266 -z—;—%-z:zl (2 -2 )dp | (4.5.7)

A equagao (4,5.7) permite calcular a refracaoc fotogramétrica pa-
ra uma atmosfera padrac . O somatdric da equagao (4.5.7) pode °
ser escrito como :

' t ' c
Ei:z dp -~ EZ:Z dp ~ Zt E dp (4.5.8)
n n t

Estes trés somatOrios tem como 1i
mites ; o primeiro , o nivel do mar e a altura de vdo , o segun
do , o nivel do mar e a altitude do terreno e o terceiro , a al
titude do terreno e a altura de vo ., Substituindo a equagao '
(4.5.8) na (4.5.7) , teremos :

zZ Zc -4 Zc
ac -~ T=g “t - 2,266 x 10 tge g

c t c t c t

Ap

Onde e, e o, sao as refragdes fotogramétricas na altura de '
voo e na altura do terreno , respectivamente , ambas em relagdo’
ao nivel domar , e Ap & a diferenca entre as densidades na '
altura de vdo e na altura do terreno . .

O problema da refragac atmosféri-
ca tratado aqui foi para uma atmosfera-padric , Devemos lembrar'’
que a temperatura , a pressio e a composicao da atmosfera verda-
deira nunca sao conhecidas completamente , por conveniéncia , a
diferenga entre a atmosfera~padrac e a atmosfera verdadeira con-
sidera-se desprezivel . Entende-~se por atmosfera verdadeira a at
mosfera no local e no momento em que se efetua o levantamento ae
rofotogrametrico .

Quando as coordenadas da faixa ,

~ obtidas pela aerotriangulagdo s3o transformadas diretamente para
6 sistema de coordenadas de um mapa , sem o uso de um sistema °

"géodésico intermedidrio , o modélo da Térra apresentado por este
sistema é deformado , necessitando entao , de uma corregao..O '
problema da corregac para a curvatura da Terra , conforme | 16 |
desaparec¢e quando se redu todos os dados a° um sistema geocéntri-
co ,
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CAPITULO 5

ORIENTACAO RELATIVA



ORIENTAGCAO RELATIVA

5.1 = INTRODUCAO

Como j& foi dito anteriormente , a
aerotriangulagao analitica de uma faixa singela compreende os se-
guintes passos , a saber :

a. Obtengao das coordenadas X e y dos pontos de apo
io e dos pontos de passagem .

b. Aplicagao das corre¢oes a estas coordenadas para =
eliminar , tanto quanto possivel, os erros sistema-
ticos . ,

c. Orientagao relativa analitica de duas fotografias °
sucessivas .,

d. Concatenagao das fotos para formar a faixa.
e. Orientagdo absoluta da faixa .
f. Ajustamento da faixa .

g. Calculo das coordenadas dos pontos de apoio e de
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passagem , em cada modélo .

h. Calculo das discrepdncias entre as coordenadas dos
pontos de apoio , determinados no terreno e resul-
tantes do item g.

i. Calculo do erro médic , com base nas discrepancias
para os pontos de apoio nao utilizados no ajusta-
mento .,

Nos Gltimos anos , varios traba~'
lhos sobre aerotriangulagao foram publicados , enriquecendo a
literatura fotogramétrica . Cada qual adotando uma formulagao °*
matematica distinta , assim como, com diferentes notagces e um
grande niimero de simbolos auxiliares .

Desses trabalhos , infere~se que
a orientacao relativa pode ser realizada de diferentes maneiras,
a' saber :
1)~ Impondo aos raios projetantes a condigao de copla
naridade.

2)~- Tornando a paralaxe p no modélo , igual a zero.

y
3)- Fazendo a menor distincia dos raios homologos '

igual a zero .

Nos casos de intersecgao , a equa
¢ao de condigao para a orientagdo relativa & uma fung3o nao line
ar dos parametros de orientagao . Para fins de cdlculo , os ele
mentos de orientagao relativa dessa funcdo sido substituidos por
uma aproximagao que & , entdo , linear . A intersecgdo dos raios
homSlogos & calculada por meio de fOrmulas exatas e substitui-‘*
das na equagao linear . Estas equagdes sdo , entdo , usadas pa-
ra o calculo das corregoes e este processo & repetido até con-*
vergir a equagao de condi¢ao para cada ponto .

Como existem dezenas de métodos *
de orientagao relativa , analisaremos apenas os principais . o

primeiro método serad descrito com maior minudéncia , os métodos'

seguintes serao descritos com menos pormenores , pois muitas °

. equagoes serao referidas ao primeiro mé%odo , tais como , as '

equagOes linearizadas e as matrizes de rotagao .

L85
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5.2 - METODO PRECONIZADO POR SCHUT DO NRC

5.2.1 -~ 0S ELEMENTOS DE ORIENTACAO RELATIVA

- Vamos considerar uma faixa forma-
da num sistema tri-dimensional de coordenadas retangulares ( X , .
Y . 2Z) , como na figura (5.2.1) .

AZ

Fig. (5.2.1) Vetores e componentes vetoriais usados na
orientagao relativa .

Para cada fotografia serao neces-
sarios dois sistemas auxiliares de coordenadas ( XL s Yi ’ ZL "
e ( X; s yi ' 2, ) ~os guais tém suas 2figens no centro de proje
- gao , figura (5.2.2) .

Estes dois sistemas usados com o
indice adicionado , indicam o nimero da fotografia . Os eixos'



i ZL } sao paralelos aos eixos { X , Y , Z ) e os eixoé

Y
]
o ¥ ) sao paralelos ao plano da fotografia .

( X,
(xi

Para o centro de projecao da pri-
meira fotografia , serao atribuidas coordenadas arbitrarias no
sistema de coordenadas ( X , Y , Z ) , com a origem no centro de
projecac da primeira fotografia , e as coordenadas ( Xy 9 ¥y o
z, )} desta fotografia deverao coincidir com ( X1 ’ Yl . Zl ) B

Obtida essa coincidéncia a orientagado da primeira fotografia es- .
ta concluida .

L Z

Fig. (5.2.2) Sistema de coordenadas usados para a orienta
cao de uma fotografia , e o vetor de posigao
de um ponto imagem com suas componentes.

Para realizar a orientagao relati
va de cada fotografia em relag3o & anterior , um valor arbitra-'
rio & admitido para a componente da base bx , enquanto &ue os
eixos (x , ¥y , z) da fotografia sao primeiramente dispostos’
paralelos aos eixos g X,Y,Z) . Os elementos de orientagido
relativa sac ; as componentes da base s by e bz , e mais trés °*
parametros independentes os quais compdem a matriz de orientagao
da fotografia .



5.2.2 - EQUACAO DE CONDICEO PARA A ORIENTACAO RELATIVA

A orientagao relativa da fotogra-
fia ( { + 1 ) em relagao a anterior ( 4 ) , consiste em posicio-
na-la de tal maneira que os raios dos pontos-imagens correspon-'
dentes das duas fotografias , se interceptem . Esta equagao de
condig@o pode ser expressa , analiticamente , pela condigdo de '
coplanaridade de duas retas , ou seja :

xP 3 i 1
xQ Y 79 1
=0 (5.2.1)
p P P
XF o+ X, YPoay, 7+ 2, 1
Q Q Q
X= + Xi+l Y=o+ Y/L+1 Z* + Zi.+1 1

Nesta equagao , as coordenadas '
dos centros de projegio das fotografias { e 4+l s3o indicados
pelas letras P e Q , respectivamente . A equagadc (5.2.1) pelo
Teorema de Jacobi , fica reduzida a :

bx 'by bz
X1 Y 4

_ Esta & a equagao de condigdo para
‘a orientagdo relativa ., As componentes™da base bx , by e bz na
primeira linha da equagdo (5.2.2) sdo as diferencas entre as °
coordenadas dos centros de projecdc . As segunda e terceira li~-

55



nhas sao as componentes dos vetores Yi‘e Yi+1 do cshtro de
projegao ao ponto imagem nas fotografias { e i +1, Elas °

sao funcdo das matrizes de orientagao de duas fotografias .

(5.2,3}

i+l T Ui+l

Alternativamente , a equagao de
condigao para a orientacdo relativa pode ser obtida partindo-se®
da coplanaridade de trés vetores , ou seja ; para que oS vetores
fi s Y£+1 e B sejam coplanares & necessario que seu triplo °
produto escalar seja nulo , isto & :

= (5.2.4)
B.Y, x %, =3

A equagdo (5.2.4) & a equagao de
condigdo para a orientagdo relativa , em notagao vetorial . Des-
anvolvendo o triplo produto escalar de trés vetores , teremos :

X ¥eZipy = 2 Va1 ) H DY T Xy = Xl ) ¥

bz{ X.Y

AV

X = 0 (5.2.5)

L5041 )

Alternativamente , podemos encontrar a equagao (5.2.5) desenvol-
rendo a equagdo (5.2.2) .

5.2,3 - DIFERENCIACAO DA EQUACXO DE CONDICEO

Podemos estabelecer uma equacgao *
ie condigao do tipo (5.2.4) para cada péi de raios homdlogos . '
’ara calcular os elementos de orientagao relativa devemos estabe
iecer no minimo cinco dessas equagoes , obtidas de cinco ou mais

(9]



pares de pontos .

Como essas eqguagoes de condigao *
para a orientacgao relativa n3o s3o lineares em relagac aos cinco
parametros & impossivel de resolvé-las diretamente , para tornar
isto possivel , as equacdes de condigdo devem ser substituidas '
por uma aproximagdo linear . As equagdes de condigd3o para a
orientagao relativa podem ser obtidas diferenciando as egquagdes’
de condig3c em relagao aos cinco parametros de orientagdo .

Como as equacoes de condigdo para
a orientagac relativa tem como uma aproximagdo as equagdes linea
rizadas , suas solugdes fornecem somente valores aproximados pa-
ra as corregoes exigidas . Adicionando estes valores aproximados
nos parametros de orientagdo relativa obtém-se uma corregaoc a es
tes parametros . Substituindo estes novos parametros nas equa~'
¢goes linearizadas para obter uma outra aproximacac, e o0 processo
€ repitido até que as corregoes se tornem negligenciaveis , for
mando entd3c , um processo iterativo .

Antes de diferenciar a equagao
(5.2.4) , vamos introduzir uma modificacaoc para simplificar a
equagao linear . Esta modificacao consiste em pré-multiplicar a
matriz A£+1 por uma matriz ortogonal R ., Introduzindo esta mo
dificagao na equagao (5.2.4) , teremos :

§‘x’ x ( RA, . X, = 0 (5.2.6)

4+l TA+L )

A matriz A£+1 € uma matriz de
orientacao aproximada , a matriz R serve para corrigi-la . Des
te modo os parametros de R serao usados como incdgnitas nas °
equagdes lineares em vez de corregdes aos parametros Riey

Esta equacao deve ser agora dife-
renciada em relagao as componentes by e bz de B e dos trds °
parametros de R . A diferenciagdoc requer ¢ uso de valores apro
ximados para as cinco variaveis .

A diferenciagao de R dara :

Y
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0 ~a3 az
R=1 + a3 0 ~a1 (5.2.7)
—az al 0

Onde a; , a, , a4 sao fungOes dos pardmetros da matriz ortogo-
nal .

Seja dB um vetor correcdo ds °
componentés. da base e Rl uma matriz anti-simétrica , que € uma
aproximacao linear da equagac (5.2.7) . Introduzindo dB e Rl '
na equagao (5.2.6) , resultard :

(B + dB ).ﬁi x ( X ot Rlﬁ ) =0 (5.2.8)

Esta equacao pode ser desenvolvi-
da escrevendo o triplo produto escalar como uma soma de tais °
produtos ( propriedade do triplo produtoc escalar ) e omitindo os
termos que contém 8 e R » teremos :

1 :
e
BX, x X, + dB%, x %, + 8% x (R¥,;) =0 (5.2.9)
Podemos escrever também que :
> -
R,y =2 x %, (5.2.10)

desde gue as componentes de Rlié+1 sejam as mesmas do wvetor !
x x ii+l . Substituindo a eguacdo (5.2.10) na (5.2.9) , teremos:

: -+ > > -+ =P > .
BX, x X, + 8%, x X, + BX, x (ax¥,,) =0 (5.2.11)
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‘ -+ + -
onde , nE=oa, 4o+ a, § *+ a B

Fazendo uso das propriedades do
triplo produto escalar , e separando os termos da equacao (5.2.
11) convenientemente , teremos :

ﬁ£+1 x (B x Yi ) . %o+ ?i X ?L+l .dB + ¥, x X, .8=0
(5.2.12)

A equacao (5.2.12) pode ser escri
ta com um termo especifico para cada uma das cinco incognitas .
Para esta finalidade , o termo com o vetor A & escrito da
sequinte forma :

Y
Bx¥, . Ex¥,,
=4 >
ou , B x i& . (ag T+ ay T+ ag E) x Yi+l
efetuando o produto vetorial , tem-se:
< - - -*
@) £ X ii+1 = (Y Ziv1 4 ) 2
- > - >
ay I x Xy = (L - Xy B) a (5.2.13)
<+ - -» - <>
a3 k x Kivp = { Xivr 4 Yi+1 1) ag
como d8 = dby 7 + dbz & (5.2.14)

substituindo as equacdes (5.2.13) e (5.2.14) na (5.2,12), tem-se:
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B x

>4

+BxX. . (X

(Xx X, ) doze ¥, x%, 8

b x

i+1

4

L+1

= .
4 -

bz
Z. .

£ a; +
A+1
bz
ZL a3 +
0

{ bz + dbz )

i+1 )

-+
(o (Y B-2,,7) ag +.J x¥X, . (1

n*‘-
i1 &7 Xk e

ag ¢ (X, x X007 ) dby

= 0

(5.2,15}

Desenvolvendo o triplo produto
escalar da equagao (5.2.15) , obtém -se :

+

bx

i+l

i+l

by

XL+1

bz

i+l

( by + dby ) +

i+l

(5.2@16)



5.2.4 - DIFERENCIACKO EM RELAQKO AS COORDENADAS DA FOTOGRAFIA

Se cinco pontos forem medidos pa-
ra a orientagdo relativa , as incSgnitas poderao ser encontradas
resolvendo a equagao linear (5.2.12) .

Na pratica , para melhorar a pre-
cis3o da orientagao relativa , sao medidos mais de cinco pontos'
e € feito o ajustamento através do Método dos Minimos Quadrados®
(M.M.Q) . Como o M.M.Q requer gque a cada eqguagac (5.2,12) seja
dado um peso proprio , a determinagdo do peso requer a diferen=-*
ciagdo da equag@o de condigdo (5.2.4) nao sd6 em relagao as cin-
co incOgnitas , mas também em relagdo 3s quantidades medidas , '
no caso , as coordenadas das fotografias .

Primeiramente podemos efetuar a *
diferenciagao e em seguida adicionar as correcgoes dx‘é ’ dyi y
dx, 1 © dy;.q as coordenadas fotogrdficas . Deste modo , oOs
vetores;

(5.2.17)

sdo adicionados aos vetores X, e X , na equagao (5.2.3) e

4 A+l
as expressoes obtidas para ii e X£+1 sao substituidas na °
equagao (5.2.8) . Agora podemos linearizar a equagao resultante'
das substituigdes acima , da mesma maneira que anteriormente e

agrupando os termos convenientemente , teremos :

*£+l x ( B x ié ) .+ Yi X Y£+1 . d8 + Yi x ¥L+l N

o
[8. Y£+l x ( A )] dx'é + [ 8. ¥£+1 x Aé ) ] dy, +



[8. (A +[§.(AL+1 )xx]dy

Li+1
(5.2.18)

O peso da equagao (5.2,18) & uma
fungdo de quatro produtos mistos ( triplo produto escalar) e da
precisao da correlagdo das quatro coordenadas .

No caso de uma faixa de fotografi
as aéreas tomadas com o eixo da camara aproximadamente vertical®
e a triangulagao da faixa na direcao do eixo X , as componentes

da base , by e bz serao pequenas comparadas com bx . Além °
disso , 0s eixos X e Yy serao , aproximadamente , paralelos aos
eixos X e Y e , portanto , os elementos da diagonal princi
pal de A; e A&+l serao , aproximadamente , iguais a unidade’
e os elementos fora da mesma diagonal serao pequenos comparados’
com a unidade . Ent3o segue~se que , em cada equagao , os coefi-
cientes de dxi e dxi+1 serao , aproximadamente , igquais a
- (bx . f ). Neste caso , os pesos serao todos , aproximadamen
te , os mesmos e podem ser igualados a unidade .

5.2.5 - FORMACAO E SOLUCAO DAS EQUACOES NORMAIS

Cada ponto usado para realizar =a
orientacao relativa fornece uma equacao linear do tipo (5.2.12 )
No M.M.Q , estas equagOes sao consideradas como equagdes de cor-
regao , que em notagao matricial elas podem ser representadas pe
la equagao :

AX + b =0 (5.2.19)

Aqui , A € uma matriz que tem

" como elementos de cada linha os coeficxentes de uma das equagoes
(5.2,12) . Sendo X um vetor coluna cujas componentes sac  as
cinco incognitas , e b o vetor coluna cujas componentes sao tex
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mos constantes . A notacao da equagao (5.2,19) ndo tem relacgao’
com as anotagOes anteriores usadas até aqui,

De acordc com o M.M.Q , o valor °
- > - -
mais provavel de X e o valor para qual o termo quadratico

(AX + D)W (AX + B)

€ igual a um minimo . Sendo que W & uma matriz cujos elementocs’
da diagonal principal sao os pesos ligados a equagdo de condigac
e os elementos fora desta diagonal sao todos nulos. Pode ser fa=~
cilmente provado que a forma quadratica atinge seu minimo para o
valor de X que satisfaga a seguinte equagao matricial :

A' WAX =-A WD (5.2.20)

Como W & uma matriz diagonal ,
as contribuigdes de cada equagao de correcao a estes produtos
matriciais podem ser obtidos separadamente ., Seja a equagaoc de
correcao representada por :

a x + b =0 (5.2.21)

Onde a, € o vetor coluna cujos elementos sao os coeficientes !

-~ -> - - .
na equagao , X @ , como ja dissemos , o vetor coluna cujas com
ponentes sao as cinco incdgnitas e b & um termo constante. Seja

agora a. um vetor coluna , que &€ a transposta de a. . Para ca
da equagdo de corregaoc , a matriz w a. a, € um vetor coluna e
-wb a, pode ser calculado . Pode facilmente ser demonstrado °
em I 20 i que a matriz dos coeficientes e o vetor da segunda °

parte na equagao (5.2.20) s3o simplesmente a soma das matrizes °

wa,a e asoma dos vetores -~ w b 3. s respectivamente . Des~

ta maneira , as equaqSes normais sao calculadas da seguinte ma-'

‘neira :
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5.3 - METODO DE THOMPSON

5.3.1 - CONDICAO PARA A ORIENTACXZO RELATIVA

Vimos na secgao anterior que a '
condicgao necessaria para que duas fotografias estejam orientadas ’
relativamente & que os pares de raios homdlogos sejam coplanares
com a base , Para tanto , vamos adotar os mesmos sistemas de
coordenadas e as mesmas consideragdes iniciais da secgao (5.2.1),
figuras (5.2.1) e (5.2.2) .

Condicao para que os trés vetores
B ; *i e Yi+1 com suas componentes sejam coplanares , & neces
sério que seu triplo produto escalar seja nulo , que em lingua-
gem matematica pode ser expreésa por :

+ . + - -+ +
(bxZ+byF+bzk) . (X, T+Y, T+27,%)x( Xigp £

+7 ) =0 (5.3.1)

-k
i+l 4 i+l

Por conveniéncia vamos expressar'
a equagao (5.3.1) na forma matricial e vamos representar o vetor
+ -+ '
xi 4L+ vi i+ Zi E como uma matriz coluna .

e
L
-

(5.3.2)

=
Podemos facilmente transformar a

equagao (5.3.2) , conforme | 7 | , em uma matriz anti-simétrica,
no que resultard :



0 -Z, Y
4 A
p = Z‘('. 0 “xi (593.3)

Substituindo a equagdo (5.3.3) na (5.3.1) e expressando esta em
notacao matricial ficar3 :

0 -Zi Yi X£+l
[bx by bz] Z/L 0 -xé Yi+1 = 0 (5.3.4)
L:YL Xi. 0‘_ L“Z.c‘,+1“

Seja Rl uma matriz ortogonal ¢
propria que representa a rotagao da fotografia da esquerda em
relagao ao modelo do sistema . Da mesma maneira R, serd também’
uma matriz ortogonal associada com a fotografia da direita , te-
remos , entao : '

el oy provo: <y
Xir1 Xér1
Zir1 241
&
Seja $' uma matriz antI-simétri-
ca cujos elementos sio os componentes de um vetor referido ao



sistema do modélo . Seja X uma matriz coluna cujos elementos’
sao os componentes de um vetor arbitririo no mesmo sistema . E
S* X representa um vetor , desde que seus elementos sejam os
componentes do produto vetorial de dois vetores . Seja R uma °
matriz ortogonal prdpria . Se S e x sao as transformagoes de
S' e X sobre uma rotacao de eixos , entao :

S' X=RS x
mas X = RT X
consequentemente ; S'X=RS RT X

Desde que X seja arbitrario , isto implicaria que :
S' =R S R

Substituindo as consideragSes feitas acima na equaqio (5.3.4) ,
esta tornar-se-~a :

0 -2, Y X i+l
bx by bz | R, | z 0 -x. | RT r =0
1 i i 1 "2 | Yinl
Y 2 0 Zi+1
- — e p—

(5.3.6)

Esta equagdo contém nove incogni-
tas , a saber : bx , by , bz , os trés parametros independentes
de Rl e os trés parametros independentes de Ry « A equagao °

(5.3.6) pode , facilmente , ser transformada em uma equagéo a
cinco incognitas .
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Vamos primeiro escolher um siste’
ma do modelo de modo que ele coincida com a fotografia da es- °

querda , isto & , = , Ent3o a equacao (5.3.6) pode ser es-'

1
ta como :
- — _
i Yi Xivl
[:1 By 3Zi] e 0 el R f Y| =0
| Y Xz ° | Ziel

(5.3.7)

Onde By = by/bx e B8z = bz/bx , como ja& vimos anteriormente
na secgao (5.3) os cinco parametros de orientagaoc relativa sao '
as incdgnitas da equacgao (5.3.6) , as guais s@o ; By , Bz e

os trés parametros independentes de Rz .

Em seguida , vamos escolher o ei=-
xo X do sistema do modelo de modo a coincidir exatamente com a

base , de modo que , by = bz = 0 . Se dividirmos a equagao !
(5.3.6) por , teremos : !

° ot Y X+l
1 0 0]R 2, 0 -x. | RV p. |y,
1 i il R R Y1l = o
“Yi Xg 0 Zie1

(5.3.3)

0 produtec [ 1 0 0] Ry é um
vetor cujas componentes sao os elementos da primeira linha de Rl'
- T -
isto e , ( Y11 ¢ Y12 ¢ Y13 ) . O produto Rl R2 e uma matrfz or
togonal R , cujos trés elementos podem ser tomados como incogni=
tas . A equacao (5.3.8) pode ser reduzida a:
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0 -z, Y X i+l
1y Y Y z, 0 -x. | R |y, = 0
[j 11 12 13i} < L 4+1
"Yi Xé 0 2i+1
S — L -
(5.3,9)

Sendo que a equagao (5.3.9) & equivalente 3 equagao (5.3.7).

5.3.2 - EXPANSAO DA EQUACAO DE CONDICZO

Uma vez que 2y = 2 f , po='

i1 =
demos dividir a equacdo (5.3.7) por f2 e assim obter algumas’®
simplificagoes . Teremos :

[l. BY BZ] 1 0 -x‘._ R2 Yisl = 0
“Y; X; 0 1

(5.3.10)

Em que xé » yi » xl(.‘_’.1 . yi+l sao as coordenadas rgsultantes da
divisao .

O valor de R2 pode ser represen
~ tado da mesma maneira que a equacgao (379.6) , Oou seja :
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¥ -
45 Vo Mo As
=-—].'. g [l —-]-'—-
R2 = 7 V2 A2 2| TS| M2 [j*z M2 “2j]
2 2
o 1 ]
| "¥2 Aa 45 | V2
(5.3.11)
"l+l(2+2 2
Onde A2 = 3 Xz My * v, )
T - 1 2 2 2
A2 - = Az + Mo + vy )

Substituindo a equagao (5.3.11)°'
na (5.3.10) e efetuando os produtos e apds algumas simplifica-
¢oes , teremos :

yl - yz *i( 1+ yl y2 ) A: = yl xz U2 - x2 Vz - ( xl - X2 )By
+ ( X1 Yo = %, yl,) BZ + a3 Ay + 35 uy + 35 vy + bl + b2 =0

(5.3.12)

Onde os parametros da eéuagao (5.3.12) sao dados por :

- = -!.- l -]; - -
=Ty Xa M T T XL Y vy T Xy Yy BY T Xy B2
a, = -2y u =& (1-y yo)v, + (1 +x, %X, ) By - y.p2
2 2 Y2 %2 7 3 1¥2 ) V2 X1 %2 1

xR

33 = = ¥y, BY + ( X) X3 + ¥y ¥, ) 82
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A equagao (5.3.12) & entdo a
equagao de corre¢ao geral , dando a paralaxe y ( Yy = ¥, } em tex
mos dos elementos de orientagao relativa em uma forma racional al
gébrica .

As primeiras linhas da equagao’
(5.3.12) contém os termos lineares , e vemos que eles correspon-'
dem exatamente aos termos da formula padrao de primeira ordem ¢
quando identificamos Az ¢ My s Vy COM W, , ¢2 e K, respecti-
vamente . Os termos contendo ay 5 3, € 24 sao como coeficien~!
tes de sequnda ordem , enquanto que, b1 e b2 sao termos de ter-

ceira ordem . A equagao (5.3.12) pode ser obtida diretamente da
equagao (5.2.4) .

5.4 - METODO DO UNITED STATES COAST & GEODETIC SURVEY

Na figura (5.4.1) os sistemas'’
de coordenadas sao os mesmos da sec¢ao (5.2). Consideremos , ain-
da , que o ponto principal P , a imagem I e o objeto O , no espa
¢o , sao colineares . Isto pode ser inferida da semelhanga de tri
angulos desta figura .

L.}

xg lzg= (X=X )/ (Z=-12))



Fig. (5.4.1) - Geometria da colinearidade dos pontos

X =-X)
x: = p ’Z'a (5.4.1)
L 4

(z2-1,)

de modo anilogo podemos ter também :

)
P z, (5.4.2)

<
it

Na segao (5.2) vimos que

~J
ot



Se A & definido como representan
do os tré@s elementos da linha da matriz da equagao (2.2) , tere-
mos:

A= (agy +a,+a;)
- ]
X - X
Bo=| Y -~
p
z -1

Agora se arranjarmos a equagao '
(5.4.5) convenientemente , podemos colocar a mesma sob a forma '
de determinante , ou seja :

=0 (5.4.6)

Na pratica , a condigac de colinea-
ridade nao & obtida de forma absoluta e o problema se reduz a °*
uma situagdo na qual se faz necessaria uma corregao de x e - de
Y . Como ja vimos na secgao (5.2) , se mais de cinco pares de
raios homdlogos sdo considerados , a solugac & obtida através do
M.M.Q.

Como a solugdo & obtida pelo método
acima citado , a equagéo (5.4.5) deve ser linearizada . Isto po-
de ser feito por diversos processos com a ajuda do cilculo dife-
rencial .



A1 *¢ t A2 Vit 313 %

Y = 25) Xg t Ay ¥yt 3,17, (5.4.3)
z = 831 x£+a

32 Y ¥ 2333 %;

Substituindo as equagoes (5.4.1) , -
(5.4.2) na (5.4.3) e arranijando os termos convenientemente , te-
remos :

- -y -

(X =X3) (Y p ) (Z2-12,)

X = ayy 2 b ————— 3y, 2, b ————— 3, 2,
( Z -.Zp ) (7 - Zp ) (72 - Zp )

- Y - v -
] (X =X;) ( o ) (z2-12, )

y = 4, %t 3,20 240t 33 24
(Z-Zp) (Z‘Zp) (Z-Zp)
(X-%) (Y -¥,) (z-1,)

z = 3y 207 330 2 ¥ 833 Z;
(Z - Zp ) (7 - Zp ) (7 - Zp }

® 009 00 Q00 (5.4.4)

Dividindo o conjunto de equagoes acima pela terceira delas ,
teremos:

x ( X - Xp ) a, + (Y- Yp) a,, +(27- Zp ) a;,
z
(X - Xp ) ag, + (Y- Yp) az, + (- Zp ) a3,
(5.4.5)
y ( X - Xp ya, + (Y- Yp) a,, &« (17- Zp ) 28,4
z

p) a,; + (Z - Zp ) 244



5.4.1 - EQUACOES DE OBSERVACZO

Nas equagoes (5.4.6) , x & uma quan=
tidade observada , z & a dist3ncia focal da cdmara e os termos’
A e B sao compostos de varios elementos angulares e parametros
lineares geométricos associados com a altitude e a posigdo da ci~
mara. ,

| A equacao (5.4.6) pertence a um pon-
to imagem cujas coordenadas s3o ( x, ¥, 2 ) , na fotografia . Se
o nlmero de pontos excede o nimerc de pardmetros , a equagao (5.°
4.6) n3o & valida para todos eles , e , para se ter uma solugao,
]

serd necessario atribuir um valor residual v ao seu segundo
membro .

' Podemos , entao escrever a equagao °
(5.4.6) , do seguinte modo :

v, o= voo= (5.4.7)

onde v, e vy sao as corregOes necessarias as coordenadas de pla-
ca para satisfazer o0 procedimento adotado .

Se o lado direito da equagido (5.4.7)
for representado por F , como valores iniciais de A e B , entdo °'

podemos dizer que :
V= F + dF (5.4.8)

Na qual dF & a corregao necessaria a F ., A equagao (5.4.8) ‘'
pode ser linearizada através da aplicagao de derivadas parciais '
de todos os pardmetros da foto . '

74



dF = 2F g+ 2F g 4+ 3F g0 4 2F gx L 3F gy L 2F 47
dw 26 ax ax. Py P 22, P
+ 38 gy 4 2F gy 4 3F 45 (5.4.9)
3 X aY 3z *Te
Substituindo F por p11 » EE por p12 , etc. A equagio acima
. pode ser expressa Como: duw
A3 B Ve = P11 + Py du + Py3 do + Pig de - Pis dxp

- Pyg de - Py de \+ P15 dX + Pig dyY +.Pqq dZ

A3 B Vy = Py * Py, de + Pos de¢ + Pog de - Pag pr -

= Pay de = Pog de + Payg dX + Pag dY + Pos dZ

e 0 Q69 OO (504010)

Sendo que os coeficientes basicos usados na orientagao relativa
sao :

X z | y z
P11 ™ Pa1
Al B A3 B A2 B A3 B
X z

p =

12 aAl aAB
—— B B
Jw o w




3A

. 9¢

3A

oK

22

3A

Jw

3A
3¢

3A

oK

32

3A
3¢

ak

oK

o B

11

12

13

3A,

3¢

3A

K

31

33
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p = 0000000000(504.11l
27

A equacao (5.4.10) & usada , neste'
ométodo para resolver trés problemas diferentes ; a orientagdo'
relativa P -1 tri-sec956 inversa no espago e o ajustamento em blo
co. Se os valores aproximados de ( X, Y, Z ) estdao suficiente-'
mente proximos dos valores corretos , os termos contendo dX , °
dY e dZ podem ser negligenciados restando , portanto , 6 1nc§
gnitas . Na orientacao relativa isto ja nao acontece , e , o ter
mo dXo n3o tem significado. Mostraremos abaixo como os trés °
térmos podem ser eliminados , restando somente, cinco incdgnitas.

5.4.2 - CONCEITO DE ELEVACAO

Considerando um objeto , cujas coor
denadas sao representadas simplesmente por : X, Y, Z e resol-
vendo a equagao (5.4.1) para X , teremos :

p p )/ % (5.4.12)

Sendo que a equacao acima pode ser adotada para ambas as foto-'
grafias ; portantd , teremos :

X =X_ + xi( Z -2 )/ z;

p £

(5.4.13)

q Xepr (2= 20 ) [ 2z



Sendo que os Indices q e ({ +1) referem-se a segunda fotogra-
fia . Subtraindo a segunda das equacoes {(5.4.13) da primeira , °
teremos :

{%p + X, (2= 20) ) z%} - {§QA+ Xea1(Z = 20/ zi+;} =0
scecace (5.4.14)

Isolando o valor de Z , teremos :

+ Z X.2 - 7

xq)zi Zi+l p A4+

X¢ Zi41 T X441 %4

(X - oXi+1 24 (5.4.15)

=

4

Na orientagdo relativa estas equagGes se reduzem & :

Z x. - z. '
7 = Bt £ X =x 2/ z Y=y Z/ 2z (5.4.16)

Isto porque , a primeira fotografia & considerada sem inclinagao
e , a posigao da primeira_cémara pode ser selecionada como ori-‘'
gem e a abcissa da sequnda fotografia pode ser escolhida como '
unitdria .

5.4.3 - EQUACOES DE OBSERVACZO MODIFICADAS PARA A ORIENTACKO
RELATIVA

Visto que somente cinco parametros'
sdo’ determinados na orientagio’relatian, as equagoes de obser-'
vagao podem ser modificadas . Como consequencia da equacgao (5.4.
16) , os termos em dX , dY e dZ , na equagdo (5.4.10) , podem °
ser eliminados por substituicao e expressos em termos de outras®
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incBgnitas : dw , d¢ , dx e dZ_ , teremos a equacio de observa-
¢330 , para a orientagdo relativa da sequinte forma :

Ag Buy =93+ (Pyp # 5:Ty) dut (pyg + 5,T3) do + (py4-5,Ty)

dx = pygd¥y = ( Py, = $,T,) dZ_
(5.4.17)"

Ay Buy = pyy + ( Py # 5,7T,) du + (pyg + S,T3) do + ( pyy=S,T,)

de - pag dYp = ( Py - S,Ty)

na qual
X -1 z -2,
T, =
(Al / 3w ) C (3A) /2w ) C
X -1 z -2,
T, -
(2A] / 26 ) C (ahy / 96 ) C
X -1 z -1,
T, = &
(3R] / ok ) C (3AL /3¢ ) C




Onde se tem ¢

§ = (Muy ) (pyg U3 + Pyg Uy * Pyy )

Sy = ((Luy ) ((Pag Uy * Pyg Uy + Pyqy )
Uy = Z x* - 2! Uy = X / z
u, = x' - u 2’ u, =y / z

x' = AT c - -
A+l
= a¥ -
z' = A C=1 Y
Zi+1

5§38 - METODO DE VAN DER WEELE

A orientagao relativa de um par de
feixes de raios reconstruldos & realizada se os correspondentes®
feixes de raios projetantes se interceptam no espago . Esta con-
dicao pode ser expressa pela anulacdo da paralaxe py » ( obser~*
vada em qualquer ponto arbitr3riamente escolhido ) . As correcgdes
a serem aplicadas aos elementos de orientagclo , sao estabelecidas
em fungdo da propria expressao da paralaxe .

A expressac geral da paralaxe em y
conforme | 17 | , serada dada por :



4§
i

~
-

.

SIS SRR S

Fig. (5.5.1)

( 22 + Y% ) XY
22 + Y2
- dby, + Y/Z dbz, = ( X - b )dk, + - du, -
(x-b)
-.__.___................._Y¢
7 2

onde X , Y e Z sao as respectivas coordenadas do ponto em '
questao .

, A formula da paralaxe contém dez °
elementos de orientagao , dos quais , ®cinco sao necessarios Pa
ra obter um modélo livre de paralaxe e , consequentemente , Os
cinco podem ser escolhidos arbitrariamente .
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Como este método baseia-se na orien-
tagcao relativa com apenas um projetor , admite-se , entdo , que
seja atribulda & primeira fotografia uma matriz de rotagdo unita-
ria . Como se trata de uma orientacdo dependente , os movimentos
serao s& com um projetor , ou seja , o projetro de vante . A equa
¢ao da paralaxe , neste caso , ficard :

7%+ 2 X - b
dw, -
- 2

py = dby, + Y/Zdbz, + Yde, - (X - b) dk,

ceeeeo(5.5.2)

Onde as incOgnitas sao dw2 . d¢2 . dk2 » dby, e dbz, , que
sd3o as corregdes aos elementos de orientagdo supostamente conheci
dos da segunda foto . A determinagao de tais incdognita necessi-'

ta:é de cinco equagdes do tipo (5.5.2) ,.para ser feito um ajusta
mento através do M.M.Q .

Pode-se escrever a equacgao (5.5.2) °
como uma equagao de correcao , ou seja :

Z2 + Y2

A

-v = py = dby, + Y/2 dbz, = (X = b) dk, + du, -
X - b

z

d¢2 (5.5.3)

As corregdes angulares ( dk2 s d”z s d¢2 ) ,» sao em radianos .

As equagoes de observagido sao obti-
das de seis pontos padrao , fig. (5.5.2) , cuja solugdo serid :
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o = —3— ( 2pyy = Py3 = P¥5 = Py, = PYg *+ 2Py, )

dbz, = = ( py, = PY¢ )
27 34 4 6

db_y2 =~y [ 2( 4d2 + 322.)py2 + ( 2d? + 322 )(Zpyl - Pyy -

2

2
- Pyg )+ (2d7 - 327 )( py, + pyg ) J

Para fotografias verticais temos®
gue considerar neste método dois casos principais , a saber : °®
(a)~ para terrenos planos , que & o caso até agora visto ; (b) =
péra terrenos montanhosos . Para o caso de fotografias convergen

tes nao serd tratado aqui por fugir ao escopo do presente traba-
lho .

Em um modélo de terreno montanho-
so , onde I nao & constante , as diferencas de altitudes do ter
reno terdc influéncia na orientagao relativa . Para pequenas di
ferencas de altura AZ , menor que 10% do valor médio de Z , o
nétodo para terrenos planos pode ser aplicadc nesse caso .

0 método de orientag3o relativa °*
dependente , admite que Y/Z = K , seja uma constante para cada‘
um dos vértices do modeélo (3,4,5,6) . Para terrenos montanhosos'

podemos incluir as relacdes :

- 4
st s _c% |y
2y Iy 25 Z¢
1 :X 2 ‘
y As equagdes da paralaxe para os
seis pontos , com a aplicagdo °*
5 6 do M.M&Q » podem ser reescrita °*

da seéuinte forma :

83



( Pyy + Pyy; ) = (Pyg *+ Py, + Pyg + PYg )
2( Z1 +-22 ) - K(‘Z3 + Z4 + I, + Z6 )

dw

5

do, = 3§E (PY3 = PYy = PYg + PYg ) = K( Zg =~ 25 = Zg + Z,)du,

l .
dk, = ;—;-{ - ( Py, + Py3 + pyg ) + ('Pyy + Pyg + Py, ) -

ST -2y ) (225 -2, - 25 ) K| dmz:}

1
dbz, -;--‘-(- [( PY3 * PYg = PY¥g = P¥g ) = K(Zg = 25 + Z. = Z,)du,

- bk d¢2]

| 6
dby, = == [ D o pyy + [(Zy + Z,) ¢ K(Zy + 2, + Zg + Z,)]d
2= = | 5™ 1+ 1 3+ 1yt I+ Iglld

+ 3b dkzj

Nestas equagdes sao admitidos °
pesos unit@rios para todas as paralaxes observadas . Na figura'
(5.5.3) , para o caso de um terreno plano , Z, = Ip = ZC = 7,
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Fig. (5.5.3) - Secgao transversal de um terreno montanhoso

5.6 - MBTODOS DIVERSOS

5.6.1 - METODO DO BRITISH ORDNANCE SURVEY

Para aplicar este método impOe-ce
a condigao de que a paralaxe em y , entre os correspondentes °
raios homdlogos , deva ser igual a zero o que , em linguagem ra=
temdtica , se exprime por , | 19 | :

1 Bx¥ .%...= .8 (5.6.2)
i+¥1 T i+l

i 4
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ii s ii+1 , Sao os vetores dos centros de projecdo a um °
ponto imagem nas fotografias 4 e ({+l), res-
pectivamente .
X. , X, s 2. 5 L. , sao as componentes X e Z dos ve- '
4 L+l L i+l .

. i . o~ B
tores ii e'*£+l em relagao a um
sistema de coordenadas dextrdgiro .

5.6.,2 - METODO DE HERGET

Tanto para este método como para ©
seguinte , ndo serdao fornecidos pormenores . Serd somente apresen
tada a sua equagao de condigdo para a orientagao relativa .

0 método de Herget estabelece que!
a menor distancia entre os correspondentes raios homdlogos seja !
igual a zero | 18 | .

L 3.0, x
. . x V. = (0 (5.601)
sen 8 £ i+]
onde:
B & o vetor que conecta os dois centros de projegao ,
Vi ’ Vi+ sao os vetores unitarios na direcgao de Xi e xi+l ’
respectivamente ,
] é o angulo entre Xi e X‘é .
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CONCLUSZ0

Como j& foi dito anteriormente '
foram descritos aqui os principais métodos de orientacdo relativa
existentes . Como a diversidade de métodos & muito grande , seria
impossivel descreve-los todos , pois o trabalho tornar-se~ia mui-
to extenso e repetitivo , uma vez que muitos deles sao variantes’®
dos aqui descritos. '

Qualquer equagao de condig¢do para'
a orientacao relativa nao € linear , com excessaoc da que se ob-"'
tém no método descrito na seccao (5.5) , pois nesse método obte-!
mos as corregoes aos parametros de orientacdo , e nao , o0s para-
metros propriamente dito , como se obtém nos outros métodos .. A
linearizacao , excluindo a equacao (5.5) , pode ser feita por de-
rivagao ou por outro processo qualquer , que os resultados nao '
serao alterados ., Alguns trabalhos , tal como o | 20 | , mostram®
que , se a equagao de condicdo para a orientacdo relativa for 1i
nearizada por meio da série de MclLaurin , o tempo de computacao '
empregado serid menor .

A convergéncia da equagdo de condi
c3o para a orientacdo relativa dos div%fsos métodos estudados '
aqui , de um par de fotografias , para o método de Schut , como '
mostra o trabalho | 21 | , duas a trés iteragdes sao suficientes,
a mesma rapidez de convergéncia & esperada para os métodos de
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Thompson e Van Der Weele , este Ultimo para o caéo de um terreno
plano . Para o método do U.S. Coast and Geodetic Survey como mos
tra o trabalho | 26 | , s3o necessirias de trd@s a quatro itera-
coes . Tanto para o método de Herget como para o do British !
Ordnance Survey , a velocidade de convergéncia & muito menor que
noé outros métodos descritos aqui , devido aos fatores adiciona-
is introduzidos nas equagbes de condigao .

Se tomarmos , no método de Thomp-
son , a equagao (5.3,1) e ao invés de usarmos as componentes '
dos vetores B , YL ’ Y£+1 , usarmos os proprios vetores , a °
equagdo (5.3.1) ficard reduzida 3 equagdo (5.2.4) . Da mesma ma
neira , a equagao (5.3.12) pode ser obtida diretamente da equa~’
¢ao (5.2.4) , resultando :

C¥e Yaur * 20 Zogn Mogyy = Ve Yeun 90001 = 20 Zigg dhgpg
P Xe Vaay dop Xy Ty W Vi Ty m iV = 0
Podemos ver facilmente que a '

equagdo de c¢ondigao para a orientagdo relativa , proposta pelo’
método de Thompson , a eugagao (5.3.1) & facilmente reduzida a
equagao (5.2,4) , do método de Schut , e vice-versa , dando , a
mesma precisao .

A seguir damos uma tabela mostran
do os resultados dos calculos dos elementos de orieﬁtaqio rela-
tiva usando os métodos descritos aqui . No calculo desses elemen
tos nao foram efetuadas todas as corregdes dos erros sistemati-'
cos por falta de dados complementares . 0Os elementos das tabelas
1,2, 3 e 4 sao dados em radianos .
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Schut Thompson |B. 0. S|U.S.C&GS [Herget V.D. Weele
dw 0.0058 0.0048 0.0052 | 0.0044 0.0046 0.0060
do 0.0052 0.0037 0.0047 {0.0048 0.0048 0.0031
3 0.0034 0.0032 0.0030 | 0.0034 0.0037 0.0058

Tab. 1 - Desvio padrdo em relagao a média para o primeiro modeélo
da primeira faixa .

Schut Thompson |B. O, S|{U.S.C&GS | Herget V.D. Weele
éw 0.0085 0.0086 |0,0070 {0.,0074 0.0076 0.0061
d¢ 0.0095 | 0.0094 [0.0090 |0.0091 0.0086 0.0088
dx 0.0062 0.0060 {0.,0058 [0.0062 0.0057. 0.0048
Tab, 2= Desvio padraoc em relagao a média para o segundo mcdélo
da primeira faixa .
Schut Thompson |B. ©. 5|U.S5.C&GS Herget V.b. Weele
dw 0.0089 |0.0088 0.0097 {0,0055 0.0096 0.0045
de 0.0045 10,0047 .0.0052 0.0060 0.0049 0,0092
dk 0.0056 |0,0056 0.0047 {0,0056 0.0060- 0.0075

Tab, 3 - Desvio padraoc em relagac a mééia para o primeiro modélo
da segunda faixa .
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, —_
schut Thompson |B. 0, S|U.S5.C&GS Herget | V.D., Weele
dw 0.0066 0.0064 0.0058 [0.0070 0.0065 0.0060
d¢ 0.0038 0.0039 0.0034 (0.0031 0.0040 0.0031
dk 0.0089 0.0088 0.0097 {0.0055 0.0089 0.0080
Tab. 4 - Desvio padr3do em relagao a média para o segundo’ Modélo

da segunda' faixa .,

Tanto no método de Herget como !
no do British Ordnance Survey , as equagoes de condigdo para a
orientag3o relativa sdo mais complexas que as outras , por possu
irem um fator adicional , o qual & uma fungao das coordenadas fo
togrificas e da orientacao da fotografia . Como podemos ver °
nas tabelas 1,2,3 e 4 esses métodos sao de igual. preciszo , con
sequentemente , os fatores adicionais nao afetariam o resultado*®
de uma aerotriangulacao .

Para todos os métodos descritos '
aqui , o resultado de uma aerotriangulagao & independente do mé-
todo de orientacgac .relativa escolhido . A seguir damos o resul-
tado de uma faixa triangulada usando os métodos da secgao (5.2 )
e (5.4) , extraido da |19] .

Comparagao | !Métodos X (pé€s) Y (pés) Z (pés)
Schut 0.58 0.61 0.62
’ U.S.C & G.S. 0.60 0.64 0.58
Schut 0.55 0.58 0.62 3
i U.S.C & G.S. 0.54 ® o0.51 0.48
Tab. 5 - Desvio padrao das coordenadas em relagao aos pontos

de apoio .



‘ Na tabela 6 , apresentamos os re-
sultados de uma faixa triangulada usando os métodos do British °
Ordnance Survey (B.0.S) e o método de Schut (N.R.C) , extraldo da
referéncia | 20 | .

B O. S} N. R, C

X 0.016 0.013
vy | o.o010 0.010
i 0.60 0.60

Tab. 6 - Desvio padrao por modé€lo na faixa triangulada.

Como podemos inferir , das tabe-!
las ( 1,2,3,4) os métodos para a orientacao relativa , fornecem '
igual precisao , portanto , o resultado de uma aerotriangulagdo '
independe do método de orientagdo relativa escolhido (Tab. 5 e 6).
A diferenga~de um método para outro esta no tempo de cohputagEo '
requerido , donde coﬁcluimos que , a eécolha de um método de ori-
entagao relativa pode ser uma fungao do tempo de computagio .
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