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A matematica depende de certas intuigdes que podem ser o produto das
caracteristicas de nossos 6rgaos sensoriais, nosso cérebro e o mundo externo.
(MORRIS KLINE, 1980 em Matematica: a perda da certeza, citado em E/ Cerebro
Matematico de Stanislas Dehaene, 2016, p. 347).



RESUMO

A pesquisa aqui apresentada investiga as contribuicbes de Bhaskara em
relacdo a resolugdo da equacgao quadratica. Para tanto, sdo analisados varios
aspectos histéricos que contribuiram na composi¢cao do que hoje é conhecido como
equacao do 2° grau ou equagao quadratica. Alguns métodos de solugédo desse tipo
de equacao foram estudados, permeados inicialmente pela questao se foi Bhaskara
o criador da formula que leva seu nome. Entretanto, tendo em vista que inUmeros
trabalhos académicos sobre esse tema e textos de histéria da matematica apontam
para a nao veracidade da criagdo por Bhaskara da férmula resolutiva da equagao
quadratica, inquiriu-se em seguida sobre as contribuicdes desse matematico indiano
acerca do método de resolucdo que leva a formula. A expressao “Férmula de
Bhaskara” ocorre em livros didaticos de matematica escritos em determinados
periodos no Brasil. Para a realizagao deste trabalho séao recordados alguns métodos
utilizados por povos em tempos e locais distintos para resolverem certos tipos de
problemas que hoje sdo resolvidos com equacdes quadraticas. O método de
Bhaskara, com seu viés algébrico préprio, produzido historicamente na india, é
considerado em seguida. E proposta uma comparagdo dos métodos visando
reconhecer a contribuicdo de Bhaskara na construgdo de um modelo mais geral de
resolucao da equacgao quadratica. A pesquisa bibliografica realizada teve por base
livros de histéria da matematica e trabalhos académicos que tratam sobre o assunto
em questdo. Na composicdo da bibliografia, muitas foram as contribuicdes dos
diversos textos, particularmente a tradugdo de Colebrooke de 1817, apresentando
as obras de Bhaskara e Brahamagupta e a tradugcdo de Karpinski de 1915,
apresentando a obra de al-Khwarizmi.

Palavras-chave: Método de Bhaskara; Equacao Quadratica; Historia da Matematica.



ABSTRACT

The research presented here investigates Bhaskara's contributions to solving
the quadratic equation. To this end, we analyze various historical aspects that
contributed to the composition of what is now known as the 2nd degree equation or
quadratic equation. Some methods of solving this kind of equation have been
studied, initially permeated by the question of whether Bhaskara was the creator of
the formula that bears his name. However, given that numerous scholarly works on
this topic and mathematical history texts point out that Bhaskara's creation of the
solving formula of the quadratic equation was not true, we then inquired about the
contributions of this Indian mathematician to the method of solving. that leads to the
formula. The expression “Bhaskara Formula” occurs in math textbooks written in
certain periods in Brazil. To carry out this work, some methods used by people in
different times and places to solve certain types of problems that are solved today
with quadratic equations are remembered. Bhaskara's method, with its own algebraic
bias, historically produced in India, is considered next. A comparison of the methods
proposed to recognize Bhaskara's contribution to the construction of a more general
model of quadratic equation resolution model is proposed. The bibliographical
research carried out was based on history books of mathematics and academic
works that deal with the subject in question. In the composition of the bibliography,
there were many contributions from the various texts, particularly the 1817
Colebrooke translation, featuring the works of Bhaskara and Brahamagupta, and the
1915 Karpinski translation, featuring al-Khwarizmi's.

Keywords: Bhaskara’s Method; Quadratic Equation; Mathematics History.
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1 INTRODUGAO

A presenca da extragao da raiz quadrada em equacdes costuma aparecer,
na escola brasileira, no 9° ano do Ensino Fundamental, anteriormente denominado
82 série e mais distante no tempo conhecido como 4° ano ginasial. A equagéo
quadratica e a fungao quadratica, denominadas também de equacao do 2° grau e
funcdo do 2° grau em livros didaticos, surgem no estudo escolar da matematica
como modelos apropriados para a investigacao de problemas em diversas areas das
Ciéncias, ocorrendo seus estudos a partir do Ensino Fundamental, o que permite ao
aluno ter tempo de amadurecer o tratamento com raizes e poténcias em equacgdes,
novidade que marca uma transicdo na resolugcao de equacgdes do 1° grau para
resolugao de equagdes quadraticas.

O presente estudo recorrera a episédios que se situam no ambito da histéria
da matematica. A historia da matematica incluida nas aulas de matematica pode ser
vista como uma Tendéncia dentro da Educacdo Matematica. Carlos Roberto Vianna
(Vianna, 2000) propde uma discussao sobre a existéncia de um lugar para a historia
da matematica como tendéncia dentro da Educagdo Matematica em um texto
apresentado numa intervencdo de mesa redonda no VI EPREM (Encontro
Paranaense de Educacdao Matematica) ocorrido no ano 2000 em Londrina/Pr
intitulado “Sobre Histéria da Matematica na Educacéo Matematica”, no qual encerra

a sua analise dizendo:

[...] Todavia, sou a favor do “Uso Didatico da Histéria da Matematica” como
uma Tendéncia dentro da Educagdo Matematica. Como? Ora, é muito
simples: associando o conhecimento da Histéria da Matematica as demais
tendéncias; por exemplo: a histéria da matematica pode ser uma fonte
relevante de problemas para serem trabalhados na resolugéo de problemas,
o estudo da solugao dada aos problemas reais que foram enfrentados em
épocas diversas pode fornecer contribuigbes relevantes para o
desenvolvimento de técnicas de modelagem e para o aprimoramento de
modelos ja elaborados, o conhecimento da histéria da matematica dos
diversos povos entrelaga-se inevitavelmente com os trabalhos de
Etnomatematica... Assim, tal como temos que falar em um determinado
idioma, também deveriamos pensar os conteddos matematicos, as
tendéncias em educagdo matematica, de um modo histérico, imersos na
histéria, e diriamos que o problema de “usar’ a histéria da matematica
deixaria de ser um “problema” tedrico e se tornaria uma agao didatica
efetiva. (VIANNA 2000, p. 4)

Tomando por base essa orientagao de imersao na histéria, atenta-se para o

fato de que a equacgao quadratica € um objeto matematico capaz de oferecer uma
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gama ampla de possibilidades de usos didaticos, haja vista o historico que esta
associado a génese de sua formagao, precedendo-o no decorrer de um tempo que
abarca uma ampla variedade de civilizagbes, de cotidianos especificos e
diferenciados. Sao diversos os problemas reais, como diz o professor Vianna, que
tiveram suas urgéncias ao longo do tempo para serem pensados, capazes de serem
modelados com o que hoje é conhecido como equagéo quadratica. O estudo desses
problemas possibilitou estabelecer formas de resolvé-los, criando passos de acgoes
de calculos que levam ao conhecimento do desconhecido, da medida que esta
sendo procurada, da incognita. A pesquisa sobre histéria das equagdes quadraticas
e das diferentes estratégias para resolvé-las abre perspectivas de investigagdo em
diversas frentes, como por exemplo, no estudo do sistema de numeragao de base
sexagesimal que os babilénios utilizavam, no estudo de solugdes aproximadas com
o método dos babilénios (extracdo de raiz quadrada), no estudo do alcance do
meétodo chinés com suas barras de contagem, no estudo da geometria de areas
utilizada pelos gregos para resolverem problemas nos quais aspectos algébricos
estao presentes, no estudo do conjunto numeérico no qual é resolvida uma equagao
quadratica em determinada época e em diversos outros enlaces de temas possiveis
que poderiam ser fomentados por esse estudo.

Nessa pesquisa investiga-se a contribuicdo do matematico Bhaskara com
relagdo a resolucdo da equacado quadratica. Bhaskara era hindu, denominacéao
comum dos indianos orientais, termo que faz referéncia a religido dominante naquela
regidao (EVES, 2004, p. 247). A grafia de seu nome surge de variados modos em
livros didaticos (ROCHA, 2019), aparecendo como Bascara, Bhaskara, Baskara e
em muitos desses textos, esse nome esta associado a férmula que hoje é conhecida

no Brasil com a seguinte escrita:

—b +Vb?% — 4ac
x:
2a

Esse recurso € lembrado por quem ja o estudou, em determinada época, no
Brasil, como Férmula de Bhaskara. Rocha (2019) investiga esse modo de identificar
tal expressao resolutiva da equagao quadratica nos livros didaticos brasileiros no
percurso do século XX até o momento atual, observando que a manifestagao inicial

de tal atribuicdo se da em Perez y Marin (1909, pp. 212 e 213), na 12 edicédo do livro
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“Licdes de Algebra”. A citacdo nesse texto é feita em nota de rodapé, na qual credita
a Bhaskara o método apresentado no item 114, Resolugcdo da Equacao Completa
(do 2° grau).

O panorama histérico sobre o qual incidiu a pesquisa permitiu certos
questionamentos sobre o modo de entender a resolugdo de equagdes quadraticas
no tempo de Bhaskara: Qual método era empregado para resolver equagdes
quadraticas? Quais tipos de solugdes admitiam (positiva, negativa, nula)? Dividiam
em casos especificos ou generalizavam os casos com um unico processo? A
linguagem usada era adequada a um publico mais amplo permitindo seu facil
acesso? O processo resolutivo era algébrico, aritmético ou geométrico?

Vailati (2008, pp. 5 e 6) observa que a formula geral para resolver equacoes
quadraticas resulta de uma sistematizacdo do conhecimento que atravessou
séculos, iniciando com os babilénios (~2000 a.C.) e culminando na Renascenca
Europeia (Séc. XV e XVI).

No intervalo de tempo que separa Bhaskara do século XX houve ampla
divulgagao de seus textos, sobretudo os textos de cunho didatico, nos quais esse
matematico se expressa com versos, tradi¢do na india observada a partir da obra de
Aryabhata, denominada Aryabhatiya, que data de cerca do ano 500. Essa pratica da
escrita com versos tornava o texto de dificil compreensdo segundo Roque (2012, p.
238), porém exemplos ilustravam as orientagdes dadas em bases poéticas, e
comentarios vinham a seguir a fim de complementar a explicagdo. Nesse sentido,
Pereira (2017, p. 60) observa que os “trajes poéticos” que revestiam os problemas
apareciam tanto em textos escolares, escritos em versos, como nos problemas
frequentemente usados para entretenimento social. Ressalta-se aqui que Bhaskara
provinha dessa escola de matematicos do periodo medieval da india. Boyer (1996,
pp. 151 e 152) observa que ele foi 0 matematico mais importante do século doze
tendo preenchido algumas lacunas deixadas por seus predecessores indianos,

sendo sua obra “a culminacao de contribui¢des hindus anteriores”.
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1.1 JUSTIFICATIVA

Na literatura encontrada conseguiu-se reunir subsidio que sustenta que nao
teria sido Bhaskara o criador da férmula que resolve a equagao quadratica.

No artigo Revisitando Uma Velha Conhecida, Pitombeira (2004) expressa a
surpresa da maioria dos alunos ao saberem que a equacgao quadratica tem uma
longa histéria que se estende por mais de quatro mil anos e que envolve muitos
matematicos importantes de varias civilizagdes. Ao mencionar que em nossas
escolas é ensinada a resolugado da equacado quadratica utilizando-se a formula de
Bhaskara, Pitombeira comenta o advento da notagao algébrica ressaltando que ela
surge posteriormente a esse matematico. Segundo ele:

Convém lembrar inicialmente que a notacao algébrica simbdlica manejada
automaticamente por ndés, hoje, é criagcdo recente dos matematicos,
comegando com Francgois Viete (1540-1603) e colocada praticamente na
forma atual por René Descartes (1596-1650). Assim, 0s processos
(algoritmos) para achar as raizes de equagdes dos babildnios, gregos,
hindus, arabes e mesmo dos algebristas italianos do século XV e do inicio

do século XVI eram formulados com palavras (as vezes, por exemplo na
India, mesmo em versos!). (PITOMBEIRA, 2004 —p. 1)

Na nota (A FORMULA, 1999) sdo elencados alguns fatos tentando
convencer o leitor de porque ndo € adequado dar o nome de Bhaskara para a
férmula que resolve a equagao quadratica, citando, dentre outros, argumento similar
ao do professor Pitombeira acima mencionado, dizendo que até o fim do século XVI
nao se usava férmula para obter as raizes de uma equacgao quadratica, pois 0s
coeficientes de uma equacdo ndo eram representados por letras, tendo essa
representacao iniciado com Viéte que viveu de 1540 a 1603. Entretanto, apesar da
inadequacao do uso desse nome dado a formula, o autor diz que nao se deve negar
a importancia e a riqueza da obra de Bhaskara. Essa importancia pode ser atestada
também por uma das observagdes que seguem no artigo, na qual ele diz que no
livro Bija-Ganita é afirmado pela primeira vez que um numero positivo pode ter duas
raizes quadradas (uma positiva e outra negativa), indicando que entre os indianos ja
havia o manejo de numeros negativos.

Parece haver unanimidade em afirmar que de fato nao teria sido Bhaskara o
criador da formula que resolve a equagao quadratica, no entanto suas contribuicdes

se fizeram notar desde a época em que viveu, pois pouco depois de sua morte, em
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1185, uma instituicdo educacional em Ujjain, na india, foi em 1207 criada para
estudar o seu trabalho.

O fio da meada parece ter sido perdido. A origem da expressao Formula de
Bhaskara parece ter um inicio que se justifica por uma alusdo ndo ao seu criador,
mas uma referéncia ao matematico que soube de forma elegante, didatica e criativa
apresentar o método de resolugdo da equagao quadratica, possibilitando que esse
método fosse acessivel a mais pessoas. Entretanto, a andlise dos textos principais
de Bhaskara, com base nas traducdes em inglés de Colebrooke (1817), da um tom
diferente para essa questdo: em tempo anterior a Bhaskara ja existe uma
argumentacgao algébrica indiana, com simbolos especificos para representar valores
tanto desconhecidos como conhecidos, sendo desenvolvida e apresentada com
suas regras operatorias, com semelhangas que se aproximam da algebra moderna.
Deve-se observar que autores mais antigos como Perez y Marin (1909), Stavale
(1935), Castrucci e Lima Filho (1960), dentre outros, referenciaram o processo de
solucdo como “Método de Bhaskara” e ndo como “Férmula de Bhaskara” (ROCHA,
2019). Desse modo fica claro o entendimento daqueles autores sobre um processo e
nao uma férmula. Tal fato se mostra, inclusive, na analise do original de Bhaskara,
em que o autor cita o processo como “Método atribuido a Sridhara”. Ou seja, nao se
trata de uma férmula, mas de um método resolutivo.

Rocha (2019) propde uma analise do uso do método de Bhaskara em livros
didaticos, nos quais, varios autores, segundo ele, afirmam que tal referéncia é
utilizada apenas no Brasil. O seu trabalho procura retomar o fio da meada sobre
esse costume, dando uma clareza melhor sobre seu uso na escola brasileira,
sobretudo nos livros didaticos.

Com base no exposto, essa pesquisa reune informacédo sobre os métodos
concebidos para resolver a equagao quadratica ao longo do tempo, trazendo um
panorama que possibilita um olhar comparativo entre esses métodos com o método
aplicado pelo matematico indiano Bhaskara. A intengdo aqui € compreender qual a
participacdo desse matematico na construgao e/ou divulgagao de algum método de
resolucdo da equacgao quadratica, percebendo desse modo a importancia de seu
nome vinculado a ele. Segundo Roque (2012, p. 241), a tradugdo do método
apresentado por Bhaskara no Bija-Ganita (as vezes escreve-se Vija-Ganita), € dada
assim:

Para resolver a equacéo ax? + bx = c:



21

Multiplicamos ambos os lados por 4a, obtendo 4a?x? + 4abx = 4ac.

Em seguida, adicionamos b? a ambos os lados, 4a?x? + 4abx + b? = 4ac +
b2.

Agora podemos reescrever essa igualdade como (2ax + b)? = 4ac + b%? e o
membro contendo as quantidades desconhecidas possui uma raiz quadrada

V4ac+b2-b
2a ’

para obter: 2ax + b = V4ac+b? e x =

7

Na tradugdo de Colebrooke a regra de Sridhara, que € o método citado
acima apresentado por Bhaskara, esta assim:

“Multiplique ambos os lados da equagdo por um numero igual a quatro
vezes o [coeficiente] do quadrado, e adicione a eles um numero igual ao quadrado
do [coeficiente] original da quantidade desconhecida (Em seguida, extraia a raiz.).”

Essa regra esta demonstrada em nota de rodapé por um dos comentaristas
do Bija-Ganita.

Como observa a professora Tatiana Roque, esse método € conhecido hoje
como “completar quadrados”. Ainda que esse método indique o0 mesmo
procedimento que é usado atualmente, Heaton (1896) diz que até a data do seu

. ~ . _ . -b+Vb2-4 p
artigo néo se tinha noticia da férmula x = —TM e nem de algum método de

solucédo de equacgdes quadraticas que fosse direto, sem a imposi¢gao do argumento
geomeétrico.

Tem-se entdo, como proposta, observar ndo a origem de uma simbologia
algébrica que indique na sua sintese a sequéncia de operagdes que sao realizadas,
mas investigar a originalidade do método que Bhaskara propde, tendo em vista que
ele utiliza o argumento algébrico indiano, ja consagrado na época que escreve seus

textos matematicos.

1.2 OBJETIVOS

1.2.1 Objetivo geral
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Esta pesquisa investiga qual teria sido a contribuicdo do matematico
Bhaskara quanto a divulgagdo de um método de resolugcédo da equacao quadratica e
em que medida havia um raciocinio algébrico por detrds desse método. E sabido
gque muito antes da época desse matematico indiano, certos tipos de equacgdes
quadraticas eram resolvidas. Essa investigacdo € motivada, como ja dito
anteriormente, por haver um meétodo conhecido na escola brasileira adjetivado com
o0 nome desse matematico, levando a crer que haja real participagao de Bhaskara na
construcao desse processo especifico. Ainda que Bhaskara nao utilize a notagao
algébrica atual, que justificaria o uso do termo “férmula”, havia por parte desse autor
um sofisticado raciocinio algébrico que, como sera visto, tem estreita similaridade
com o raciocinio que ainda hoje € utilizado no processo de solugao das equacgdes
quadraticas. Bhaskara faz uso de uma notacado proveniente da cultura matematica
indiana ao apresentar o método de resolugdo da equagdo quadratica com

argumentagao algébrica.

1.2.2 Objetivos especificos

Para alcangar o objetivo acima expresso, seguem 0s seguintes objetivos

especificos, desenvolvidos com base em pesquisa bibliografica:

) Estudar métodos de resolugdo da equacdo quadratica que foram
desenvolvidos ao longo de séculos por diferentes povos,
comparando--0s;

) Estudar a resolugdo de equagbes quadraticas apresentadas nos
textos de aritmética e algebra escritos por Bhaskara, a partir da leitura
da primeira tradugao em inglés dos mesmos, visando a compreensao
do método aritmético e do método algébrico que foram empregados

por esse matematico.

1.3 METODOLOGIA
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A investigacdo desenvolvida foi realizada com base em pesquisa
bibliografica. Os textos pesquisados, entre livros e trabalhos académicos, fisicos ou
digitais, forneceram o conjunto de informag¢des que compdem o corpo do texto. Os
materiais no formato digital foram encontrados disponiveis na internet. Assim foi com
boa parte dos trabalhos académicos e com livros como o de Burton (2011), que
serviu de base para observar certo tipo de investigagao na Mesopotamia envolvendo
a resolucao de equacéao quadratica.

A leitura e a tabulagdo das informagdes que foram realizadas permitiram
observar que as diferentes fontes corroboram conjuntamente entre si, havendo, na

rede de informagdes provenientes dessas leituras, complementacado no que dizem.
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2 REVISAO DE LITERATURA

O presente trabalho reune certos métodos que no desenrolar civilizatério
foram sendo compostos e desenvolvidos para a resolugdao de equagdes quadraticas.
As abordagens contemplam momentos anteriores a época em que Bhaskara viveu,
podendo se ter ideia do quanto, antes dele, ja havia sido realizado e produzido sobre
equacdes quadraticas e suas resolugbes. Também ha indicios de tratamentos da
equacao quadratica, como sera visto, posteriores ao periodo de sua vida, que se
deu de 1114 até 1185, a partir dos quais buscam-se dados que possam indicar a
importancia de Bhaskara com relagdo ao método de resolugdo de equacgdes
quadraticas completas.

O matematico indiano que da nome a férmula nao foi o primeiro a entender
como encontrar a solugdo de problemas quadraticos e nem o primeiro a instruir
como fazé-lo, mas surge na cultura escolar brasileira como quem teria dado um
desfecho que generaliza o procedimento para resolver uma equacado quadratica,
pois seu nome adjetivando o método, naturalmente sugere esse pensamento. Roque
(2012, p. 257) afirma que nao se pode dizer que os indianos ou arabes tivessem
inventado a formula de resolucdo de equacgdes quadraticas, ainda que soubessem
resolver “0 andlogo a uma equacao desse tipo” segundo o encaminhamento dado
pela matematica de seu local e tempo. Percebe-se pela natureza da pesquisa dessa
professora que seria inadequado perguntar quem, pessoa uUnica, teria deduzido a
férmula, pois essa se daria pela contribuicdo de muitos, em tempos e locais
diversos.

Dos textos pesquisados, a tradugcdo de Colebrooke (1817) das obras
matematicas de Bhaskara e a tradugcdo de Karpinski (1915) da algebra de Al-
Khwarizmi, foram considerados aportes primarios para o estudo em questdo por
serem as primeiras tradugdes para o inglés dessas respectivas obras.

Procedimentos para resolver situagdes que hoje s&o interpretadas com
equagdes quadraticas, estavam no rol dos fazeres de escribas da Mesopotamia
cerca de dois mil anos antes de Cristo. Essa regido abrigou um povo de muita
expressividade, possibilitando que a mesma também fosse chamada de babilbnica,
segundo Boyer (1996, p. 16), de 2000 até 600 a.C.
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A histéria da matematica da Mesopotamia compde-se de informagdes que
surgem dos estudos dos tabletes de argila. Os primeiros estudos desses tabletes
revelam parcialmente a matematica daquele povo. Investigacdes posteriores
realizaram tradugdes dos tabletes levando em conta ndo somente 0os numeros que
estado registrados e as operagdes que sao realizadas com eles, nessa nova investida
certos termos que estdo associados a esses numeros sao considerados, desse
modo revelam-se pistas que indicam como os problemas quadraticos eram
pensados em termos de sua resolucgao.

Textos classicos de historia da matematica apresentam relatos mais antigos
sobre a Mesopotamia. Os textos mais recentes, por exemplo o de Robson (2001),
trazem um pouco desse novo rumo que tomou a pesquisa relacionada a traducdes
de tabletes matematicos.

Os gregos resolviam questdes dessa natureza utilizando aplicagéo de areas,
fundamental na geometria grega (ALMEIDA, 2011, p. 321) que consistia em
sobrepor um retangulo com um dos seus lados sobre um segmento que, ou igualaria
a medida do segmento, ou excederia ou ficaria menor que tal medida. Essa
ferramenta geométrica permitia aos gregos resolverem questdes quadraticas
conforme as formulagdes presentes nos Elementos de Euclides, evitando, segundo
a hipotese de Waerden (1988, p. 125) a dificuldade conceitual com fracbes e
irracionais. O rigor grego matematico foi instigado a solicitar o uso de um conjunto

de segmentos de reta como dominio conveniente de elementos ja que certos

ndmeros irracionais, como por exemplo V2, sdo construtiveis com régua e
compasso. Esse classico da antiguidade, os Elementos, € constituido de treze livros
e sua primeira tradugdo completa, diretamente do grego para o portugués foi feita
pelo professor Irineu Bicudo, com a 12 edigdo ocorrendo em 2009.

O povo arabe lidava de forma retérica com situagdes cuja natureza imprimiu
a necessidade de solucionar problemas que levavam a equagao quadratica,
explicando com palavras como proceder a partir da ideia de “completar quadrados”.

O povo antigo chinés trabalhou com barras de contagem, através das quais
realizavam operacdes aritméticas para resolver o problema de encontrar raizes de
equacoes polinomiais dos mais variados graus.

O povo indiano abordou a resolucdo das equagdes quadraticas com uma
algebra simbdlica, indo além do processo retorico e, tal qual era feito em sua cultura,

expressando os problemas com versos.
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Posteriormente, o francés Francgois Viéte, segundo Carvalho et al (2001, p.
13), propbe um método diferenciado em relagdo aos seus predecessores, fazendo
uso da simbologia matematica como ferramenta principal e apresenta uma novidade
algébrica fundamental: introduz o simbolismo para os coeficientes, permitindo
generalizar os diferentes casos de equagdes quadraticas. Sua abordagem de
resolucao fundamenta-se na ideia de substituicdo de variaveis para obter uma
equagao do 2° grau incompleta no intuito de simplificar a resolugdo da equacao
inicial.

O francés René Descartes no século XVII apresenta construcdes
geomeétricas para resolver, dentre outras, equagdes quadraticas, sendo que na sua
obra surge o formato escrito desse tipo de equacao que é muito proximo do atual.

O trabalho reune algumas situagdes que se passaram em épocas diversas,
cujas bases bibliograficas que as revelam, necessitaram de trabalhos exaustivos de
traducdes que ainda hoje persistem. O conhecimento que se tem, por exemplo,
sobre a Mesopotamia, esta sendo obtido ao longo de séculos pelo trabalho de
decifracdo dos tabletes de argila, escritos com a impressdo de uma vareta na peca
de barro ainda maleavel. A garantia da permanéncia dos conhecimentos impressos
era feita através do cozimento dessas pecas ao calor do sol ou em fornos. As
impressdes marcavam o barro com incisbes em forma de cunha ou v, além de
pequenos circulos e linhas. Esse conjunto de caracteres revelou uma escrita, que foi
denominada de “cuneiforme” por Thomas Hyde em 1700, professor de arabe na
Universidade de Oxford (ALMEIDA, 2011, p. 163). Escavagdes arqueoldgicas
lograram encontrar diversos desses tabletes, e conforme Roque (2012, p. 36),
centenas de milhares desses artefatos ja fazem parte de museus ou de
universidades em varias partes do mundo. A mesma autora também lembra que
muitos dos tabletes estdo disponiveis em imagem na internet em uma biblioteca
digital cuneiforme chamada The Cuneiform Digital Library Initiative-CDLI cujo
endereco eletrénico é http://cdli.ucla.edu/.

Na apresentacao de seu livro, Roque (2012, pp. 15 e 16) diz que para fazer
histéria da matematica ha, em esséncia, duas razdes, sendo que uma delas vai
solicitar que se exiba “um conjunto de praticas, muitas vezes desordenadas, que,
apesar de distintas das atuais, também podem ser ditas matematicas”, nesse

sentido ela complementa dizendo:
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Quando encarado como uma pratica multipla e diversa, esse conhecimento
se apresenta composto por ferramentas, técnicas e resultados
desenvolvidos por pessoas em momentos e contextos especificos, com
suas proprias razdes para fazer matematica e com ideias singulares sobre o
que isso significa.

Os acontecimentos aqui narrados apresentam a pluralidade de métodos.
Sao eventos que ocorreram com pessoas de fazeres diversos em busca de métodos
e padronizagdes para resolverem seus problemas, tendo alguns desses problemas
permitido que contribuissem com técnicas de resolugcéo do que veio a ser conhecido
na atualidade por equacédo quadratica. O olhar moderno e distante, torna capaz a
aproximacado dessas diversas situagdes segundo certo ponto de vista, mas a
natureza de cada técnica pressupde um entendimento proprio por parte de cada
uma das “escolas” aqui mencionadas, com relagdo aos objetos matematicos, frente
aos seus reais problemas modelados e sua diversidade de ag¢des na busca das

solugdes.

2.1 BREVE HISTORICO

As descrigbes reunidas neste trabalho tratam de procedimentos que hoje,
pode ser dito, sdo elencados como técnicas de resolugédo de equagao quadratica.
Atualmente, tanto a formalizagdo quanto a simbologia permitem uma tarefa que traz
uma democratizagdo mais ampla em relagdo ao tratamento algébrico,
particularmente no que tange ao tema aqui em estudo, a resolugao de equagdes
quadraticas, se comparado com processos de outros tempos, quando uma
padronizagao no uso de simbolos nao era de uso comum.

A pesquisa reune o procedimento de um passado muito remoto e também o
de um passado mais recente, comparando-os.

O conhecimento sobre os babilénios revela que, segundo os primeiros
trabalhos de decifragao dos tabletes com interesse matematico, realizados boa parte
na década de 1930, as equagbes quadraticas eram resolvidas por eles com
processos algébricos. Estudos mais recentes, iniciados entre 1980 e 1990, tendo por

base novas traducdes, apontam outra hipotese de interpretacdo dos tabletes, na
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qual o aspecto geométrico € tido como fundamental na argumentagdo dos antigos
babilénios.

Roque (2014, p. 170) nos conta que a histéria vista pela perspectiva de
historiografias mais recentes, ndo corrobora a tese de um desenvolvimento linear.
No caso aqui em estudo, a resolugdo de equagdes quadraticas, ha pesquisadores
que observam que a heranga atual traz argumento e simbolizagdo algébrica capazes
de darem o suporte necessario para resolvé-las, exclusivamente de forma algébrica,
e por isso deve-se estar vigilante a fim de ndo supor que a maneira como hoje se
lida com equacdo quadratica tenha sido a mesma em todas as épocas. A
formalizacdo da escrita algébrica, que permitiu diminuir a distancia entre a
linguagem e o fendbmeno modelado pela equacgao, foi grandemente desenvolvida em
época recente e posterior as praticas realizadas por povos que tinham fazeres
diferentes dos atuais.

Quando € usual o surgimento da raiz quadrada em equagdes no Ensino
Fundamental da escola brasileira? Lembrando-se de sua época na escola basica, o
autor assegura que é no atual 9° ano do Ensino Fundamental, ano escolar que era
conhecido como 8? série antes da mudanga ocorrida em todo territério nacional no
ano de 2010, segundo a lei federal regulamentando o Ensino Fundamental agora
com nove anos. As solugdes de equacgdes quadraticas completas sdao ensinadas
com o auxilio do método de Bhaskara, conhecido por estudantes brasileiros que ja
lograram realizar os estudos desse ano escolar. A resolugdo de uma equacao
quadratica requer que se fagam procedimentos que permitirdo condensar um
trinbmio de grau dois em um bindbmio de grau um elevado ao expoente dois. Para
isso, um dos passos que deve ser realizado € reescrever a equacgao, dada
normalmente na forma ax?+ bx + ¢ =0, em um formato cujo trinbmio formado
permita dar sequéncia ao plano de isolar a incégnita x. Para realiza-lo passo a
passo, convém ter visto para tentar fazer, para tentar repetir a proeza da construgao,
0 que nao significa que para qualquer um seja simples recriar os passos em
qualquer equacao quadratica, aplicando o método com valores numéricos.

Ao resolver uma equacgao quadratica, o processo generalizado consiste em
identificar os coeficientes a, b e ¢ do trinbmio a partir da forma dada acima, e em
seguida, substitui-los onde sdo indicados na férmula, como se fosse uma receita
algébrico-aritmética, realizando por fim as operagdes para obtencédo das raizes da

equacao.
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Esse modo de resolver uma equacdao quadratica, com base no uso
corriqueiro da férmula no ensino desse objeto de estudo, é fruto de um
desenvolvimento que percorreu muitos milénios, tendo sua origem sido observada
na civilizagdo desenvolvida na regido da Mesopotamia, nos primordios da
humanidade, quando cidades, aperfeicoadas dos agrupamentos humanos,
comegam a se desenvolver.

Originalmente a questao de encontrar resposta para problemas que recaem
em equacbes quadraticas foi enfrentada com base em ideias que germinam e
transitam proximas dos campos geomeétrico, aritmético e algébrico.

A equacao quadratica e sua resolugéo teve um desenvolvimento que contou
com a colaboragao de inumeras pessoas, que a trataram de diferentes modos, cada
qual na sua época com o argumento matematico que era pertinente ao seu local.
Uma ideia usualmente presente nas abordagens, fundamental para esse tipo de
equacao, € a de completar um quadrado.

A narrativa de acontecimentos que esta aqui descrita inicia-se com a
primeira civilizagao que deixou registros escritos, impressos em tabletes de argila, a
civilizacdo que se desenvolveu na regido conhecida como Mesopotamia, onde hoje
se situam partes dos territérios dos paises Siria, Iraque e Turquia. Ali, naquela
regiao, ao longo dos rios Tigre e Eufrates foram edificados os centros de uma bem
estabelecida cultura, onde foi criada a escrita cuneiforme, possivelmente a mais
antiga forma de comunicagao escrita, segundo Boyer (1996, p. 16).

Diversas civilizagdes tiveram contingéncias que culminaram na abordagem
da equacgdo quadratica. Os mesopotamicos, indianos, chineses, arabes, europeus,
foram povos que contribuiram com estratégias diversificadas para o entendimento
da resolucao desse tipo de equacéo.

Pode-se imaginar que o apice do desenvolvimento desse objeto de estudo
passa pela sintese dada pelo método de Bhaskara. E ainda no transcurso dos
acontecimentos que o0 conjunto solugdo dessas equacbes sera ampliado,
considerando o surgimento de novos tipos de numeros, 0s negativos e o0s
complexos.

Estar no mundo pressupde naturalmente como necessidade humana a
ocupacao de espacgo, ocupagao de area, a organizagao territorial. Como a equacao
quadratica € um modelo matematico que permite a associagcdo com questdes

relacionadas a area, as praticas matematicas que a concebem vém sendo
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desenvolvidas desde muito tempo. Isso nao significa que seu estudo se deve
unicamente em funcao desse uso. Do mundo arabe, por exemplo, destaca-se que a
partilha de heranca era calculada com uso da resolugdo de equagao quadratica,
lembra Roque (2012, p. 244). A preocupagao pedagogica desse tema foi observada
na analise de escritos dos tabletes mesopotamicos. Questdes da astronomia
motivaram o estudo desse tipo de equagdo pelos indianos. Colaboragbes de
civilizagées diferentes no turno de muitos séculos promoveram o desenvolvimento
do estudo da equacao quadratica.

Nao ha a intengao nesse historico de apresentar uma abordagem exaustiva,
nem estabelecer uma ordem cronoldgica, mas trazer ao leitor o cenario pelo qual

perpassaram os métodos de solugao da equagao quadratica.

2.2 PROBLEMAS QUADRATICOS NA MESOPOTAMIA

Nas regides onde os rios Tigres e Eufrates atravessam, que, sem sua
presenca, seriam condenadas a uma aridez quase total, problemas que podem ser
analisados hoje com equacgbes quadraticas faziam parte das preocupagdes dos
escribas das civilizagbes que ali se desenvolveram. A luta tenaz pela sobrevivéncia
e um vigoroso processo de produgao de alimento e de geragdo de trabalho,
desenvolvidos por organizagdes sociopoliticas, no decorrer de séculos, em meio a
crises e interrupgdes geradas por ordem natural ou por confrontos em disputas,
eventualmente sofrendo epidemias, tornam a possibilidade de atingir os resultados
técnicos realizados por tais populagbes um feito grandioso, consideradas as
condigdes de vida em que viviam (LIVERANI, 2016, p. 57).

Na resolucéo de equacgdes quadraticas, segundo Roque (2012, p. 71), um
dos raciocinios que é suposto terem empregado, se assemelha com a ideia
geométrica de “completar o quadrado”, na qual areas sao relacionadas,
possibilitando que essas equacdes fossem classificadas de acordo com qualidades
apresentadas pelos seus coeficientes ja que areas sdo pensadas com numeros
positivos.

Waerden (1975, p. 72) diz ser certo que a matematica mesopotamica

identificava um produto como a area de um retangulo, e a segunda poténcia do
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desconhecido como a area de um quadrado, ja que a terminologia usada deixava
claro tal relacdo. E evidenciado desse modo um manejo de objetos geométricos,
sendo cada um identificado com sua area. Entretanto, esse autor observa que
problemas que foram formulados em termos geométricos buscavam algum valor
desconhecido, e nunca uma construgdo ou prova especifica, assegurando a
presenca de um nucleo algébrico, ainda que o exterior geométrico se pronunciasse.
Eleanor Robson (KATZ 2007, p. 60) diz que a partir dos anos 1970 em
diante as atitudes mudaram lentamente no sentido de reavaliar o modo de pensar a
matematica mesopotamica, o que levou Jens Hgyrup a analisar a linguagem dos
textos matematicos da antiga Babilénia em vez de forga-la a adaptar-se a modelos
algébricos modernos. Ela observa que Jens Hayrup escreveu extensivamente e com
autoridade sobre a algebra geométrica da antiga Babildnia revelando que
subjacentes aos textos aparentemente de abordagem aritmética ha formulagdes
fundamentalmente concretas que descrevem como manipular medidas de areas e
comprimentos a fim de encontrar valores desconhecidos (KATZ, 2007, p. 102).
Exemplificando a presenca do argumento geométrico, tem-se as equagdes
do tipo x? + px = q, com p e q positivos, que poderiam ser resolvidas considerando
x? como a area de um quadrado de lado medindo xe px como a area de um
retangulo de lados medindo p e x. A soma das areas do quadrado e do retangulo

seria entdo q. A abordagem com geometria de areas, desse modo, encaminha o

processo tomando px e fracionando-o0 ao meio, sendo cada metade % localizada em

2
uma lateral de x2. Em seguida é completada a figura com o quadrado pequeno (g)

para formar entdo um quadrado maior que tem lado medindo x + g. Esse quadrado

2
maior tem area medindo q + (g) . A questao seguinte é buscar em uma tabela a

informagao sobre qual € a medida do lado que tem esse ultimo resultado como seu

quadrado. O valor de x sera dado pela parcela que € somada com g para gerar tal

medida. A FIGURA 1, a FIGURA 2 e a FIGURA 3 seguintes esclarecem melhor essa

ideia.

FIGURA 1 — IDEIA GEOMETRICA PARA RESOLVER EQUAGAO QUADRATICA: Situag&o 1.
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FIGURA 2 — IDEIA GEOMETRICA PARA RESOLVER EQUAGAO QUADRATICA: Situag&o 2.
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FIGURA 3 — IDEIA GEOMETRICA PARA RESOLVER EQUAGAO QUADRATICA: Situag&o 3.

Esse era um dos tipos de equagdes quadraticas que os babilénios resolviam
para encontrar a raiz positiva, cujo método equivale ao de substituicdo de valores
numa féormula geral, dada por uma receita ou algoritmo que descreve, passo a

passo, as operagdes que devem ser realizadas para se obter tal raiz. Constitui-se de
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operagdes aritméticas, sendo encaminhado pela ideia geométrica condutora de
completar quadrados. Segundo Boyer (1996, p. 22):
Até os tempos modernos ndo havia ideia de resolver uma equacgao
quadratica da forma x? + px + g, onde p e q sdo positivos, pois a equagio
nao tem raiz positiva. Por isso as equagdes quadraticas na antiguidade e na

Idade Média, e mesmo no comego do periodo moderno, foram classificadas
em trés tipos:

1) ¥ +px=gq,
2) x2:px+q,
3) x*+q=px.

Essas equagdes eram escritas desse modo pois nao tinham o conceito de
numero negativo.

As fontes que trazem o conhecimento sobre a matematica dos babilénios
sdo tabletes de argila encontrados por arqueodlogos que vém trabalhando
sistematicamente desde antes da metade do século XIX, tendo ja desenterrado mais
de 500 mil tabletes, dos quais quase 400 versando sobre matematica, como listas de
problemas e tabelas numéricas (EVES, 2008, p. 58-60). A maior parte do
conhecimento do conteudo desses tabletes n&o é anterior a 1935, devendo-se
grande parte ao trabalho de F. Thureau-Dangin e Otto E. Neugebauer. Thureau-
Dangin considerou o trato babildnico dispensado as equagbes quadraticas
semelhante a algebra retérica da Idade Média e Neugebauer deu énfase ao carater
numeérico da disciplina sem se comprometer com qualquer interpretagao especifica
(ALMEIDA, 2011, p. 285).

Convém notar que a técnica geométrica dos babilénios para resolver
equacao quadratica é suposta por interpretacédo, pois em nenhum tablete ha algum
diagrama esclarecedor de tais procedimentos geomeétricos que outrora pudessem ter
sido usados (ALMEIDA, 2011, p. 320). A matematica da antiga Babildénia, o mais
antigo corpo de conhecimento matematico do mundo, deriva de duas tradi¢des
separadas, uma de base oral, a “algebra dos agrimensores” fortemente relacionada
com enigmas relativos a geometria de “cortar e colar’” e uma cultura burocratica de
contabilidade, estabelecida pela tradicao literaria dos escribas (ROBSON, 2001, p.
170).

Almeida (2011, p. 297) diz que ha certos tipos de problemas babilénicos nos

quais devem ser encontrados os lados de um retangulo do qual a area e a soma (ou
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a diferenga) entre seus dois lados é conhecida. Knuth (1972, p. 672) observa esse
tipo de situagdo em um problema que pede as medidas do comprimento e da largura
de uma cisterna, conhecidos a altura, o volume e a diferenga entre 0 comprimento e
a largura.

O exemplo seguinte, apresentado no tablete YBC 6967, mostra a sequéncia
de operagbes realizadas pelos babilénios para soluciona-lo. O problema pede o
reciproco’ de um nimero se esse excede o nimero de 7. Um nimero e o seu
reciproco, no sistema de numeragao babilénico, devem ter produto igual a 60 que é
a base desse sistema, portanto as condi¢gdes do problema, adaptadas a notacgao

atual e ao sistema decimal de numeragao, podem ser formuladas assim:
x.y=60e x—y=7

Para resolvé-lo, as operagdes dadas passo a passo sao:

(i) Divida 7 por 2 e o resultado é % - 7+2= %;

. . 7 7 49 1 7.7 49 1,
(ii) Multiplique 5 por - obtendo i 12; - XS =TT 12 "
(iii)  Adicione 60 a 12~ obtendo 72 - 60+127=727
(iv)  Encontre a raiz quadrada de 72% obtendo 8% - 72% = 8%;

1
(V) Escreva 8 E duas vezes;
. .7 1 . .
(vi)  De um subtraia 3= 3 S eem outro adicione essa mesma quantidade;

(vii) O reciproco é 12 e 0 numero é 5. - 8%— 3% =5e 8%+ 3% =12.

Alguns dos passos descritos eram realizados consultando tabletes de tabuas
numeéricas, como multiplicagcdes, quadrados, raizes, reciprocos, afirma Roque (2012,

p. 64). Assim era feito, por exemplo, no passo (iv) acima, no qual se procura na
tabua a raiz quadrada de 72% obtendo dai o resultado 8&.

Nesse exemplo 0s numeros reciprocos seriam o0s comprimentos
desconhecidos dos lados de um retangulo de area 60, com o maior deles excedendo

0 menor de 7 unidades. As condicbes do problema traduzidas com as duas

' A ideia de reciproco e sua utilizagdo pelos babilénios é apresentada em detalhes em WAERDEN,
1988 — p. 43.
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equagdes geram facilmente uma equacdo quadratica fazendo x—7 =y e em
seguida x(x — 7) = 60 ou x? — 7x = 60.
Essa ultima equacéo pode ser resolvida com os sete passos citados, como

se fosse uma equacao e sua férmula. A escrita seguinte da esse encaminhamento:

72

X = (E) + 60 +
/49 1

_ = 2

x 4+60+32 (2)
/ 1 1

_ L = 3

x 124+60+32 (3)

(1)

N

x= (722432 (4)

4 2
—g8= —8-—3= 5
x=8-+43 e y=85-33 (5)
x =12 e y=5 (6)

Esse exemplo, assim como outros, teve nova tradu¢ao na década de 1980,
conforme dito em Almeida (2011, p. 285) e Roque (2012, p. 66), e foi entendido por
meio da técnica geométrica de “copiar e colar” para a obtengao de equivaléncia de
areas, na forma apresentada pelas FIGURA 1, FIGURA 2 e FIGURA 3 que ¢é a
sequéncia que resolve equagdes do tipo x? + px = q. Equagdes do tipo x? —px =gq
entretanto, que é o caso do exemplo anterior, ndo tém um retangulo acrescido ao
quadrado, mas retirado dele, pois aqui € a diferenga conhecida e ndo a soma. O
retangulo formado nesse primeiro passo € tratado em seguida da mesma forma que
as trés figuras anteriores descrevem, isto &, rearranja-se um retangulo de largura
igual ao que foi retirado, criando-se uma figura em forma de L de lados iguais,
denominada gnomon (hexagono cdncavo), no mesmo formato da FIGURA 2, para
em seguida ser completada com um quadrado pequeno que falta para se obter uma
figura quadrada maior, da qual se sabe a area. A consulta a um tablete que
relaciona numeros quadrados com suas raizes da o lado do quadrado formado,

donde se pode concluir a medida n&o conhecida.
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Segundo Katz apud Pitombeira (2004, p. 6) os procedimentos para resolver
muitos problemas que conduzam a equagdes quadraticas sao dados sob a forma do
sistemax+y=a e x-y=b, sugerindo que houvesse a investigacao por parte
dos escribas babilbnios da relagao entre o perimetro e a area de uma superficie
retangular. Nas palavras de Katz*:

Parece que antigamente muitos acreditavam, por exemplo, que a area de
um terreno dependia somente de seu perimetro. Ha varias histérias que
indicam que os que sabiam que isso ndo era verdade se aproveitavam dos
que nisso acreditavam. E assim plausivel que os escribas babilénios, a fim
de demonstrarem que retdngulos de perimetros iguais podiam ter areas

diferentes, construiram tabelas de areas b relacionando-as com o perimetro
constante 2a, usando valores diferentes para a base x e a altura y.

Com base nessa ideia, Burton (2011, p. 67) sugere uma tabela com a qual
poderiam os babilénios ter trabalhado, na qual as diversas areas dos retangulos, de
mesmo semiperimetro, mas de lados diferentes, sao tabuladas, no intuito de
observar como a variagcdo dessas areas ocorreria, considerando as diferentes
medidas dos lados do retangulo. O exemplo dele fornece o semiperimetro x +y =

a = 20, com a tabulagdo das variagdes dos lados x e y conforme as igualdades

x =%+z ey =%—z para valores inteiros de z variando de 0 até 9, conforme a

tabela da FIGURA 4.

FIGURA 4: TABELA RELACIONANDO SEMIPERIMETRO FIXO E AREA VARIAVEL

a i iy 2
.r:3+: 1:3—: b= xy (3) —b
=10 10 10 1 00 ]
r=1 [ 1 9 94 14
=2 12 A 06 27
I=23 13 f) a1 3’
=4 [ 4 i Hd 4
=3 15 5 75 5°
I=0 i 4 hd 6
=7 17 3 51 7°
I==8 | ® 2 36 82
=4 19 | 149 0

FONTE: Burton (2011, p. 67)

2 KATZ, Victor J. — A History of mathematics — an introduction. New York: HarperCollins, 1993, p. 32.
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O professor Burton explica que os numeros na tabela permitem concluir que

2
as areas decrescem com o crescimento de z, e que a diferenca (g) — b sempre fica

2
igual ao quadrado de z, isto &, (g) — b =z%
Em algum momento, sugere o professor, os babildbnios perceberam que

2
poderiam inverter o procedimento e determinar z a partir do valor de (%) — b, desse

2
modo teriam z = (g) — b, 0 que permitiria obter as medidas x e y, dos lados, com

as expressoes seguintes:

x =2+ (g)z—b e y=a (g)z—b.

2 2 2

Um exemplo que merece ser citado € o problema 7 do tablete BM 13901.
Esse tablete foi classificado por Thureau-Dangin e Otto Neugebauer como um dos
mais velhos do periodo babilénico antigo, ~1800 a.C. (ALMEIDA, 2011, p. 291 e
294). Diz o problema: “Adicionei sete vezes o lado de meu quadrado a onze vezes a

superficie, obtive 6;15”. Klukovits (2011, p. 150) observa que a solugcao apresentada
para esse problema, expresso na forma atual pela equagdo 11x% + 7x = 6%, faz uso

da transformacédo y = 11x ao multiplicar num primeiro passo toda a equagao por

11, permitindo que o termo linearb =7 ndo mude, favorecendo assim uma

interpretacdo geométrica que era usual. A equagdo quadratica 11x2+7x=6i

multiplicada por 11, fica (11x)? + 7(11x) = 6614—1, ou (11x)?+7(11x) = 682. Isso
seria equivalente hoje a mudanga de variavel y = 11x, transformando a equacéao
original em y? + 7y = 68 %’ O texto do tablete, por sua vez, contém um método de
solugéo similar ao que foi mencionado anteriormente, isto é, tomando 7 pela metade
G) multiplicando gxg (‘:—9 = 12%); somando com 68% (12%+ 68 %) obtém-se 81 que
€ 0 quadrado de 9, por fim, subtrai-se % de 9 para determinar y, que fica 171 retoma-

~ . s . 1
se entdo a troca de variaveis para encontrar x = S oux = 30 na base 60.

Pitombeira (2004, p. 4) sugere que esse seja um método precursor da ideia

de mudanca de variavel, ainda que fundamentado numa ideia geométrica.
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Notadamente, nos exemplos de equacdes quadraticas resolvidos pelos
babilénios, os dois métodos famosos creditados ao matematico arabe al-Khwarizmi,
al-jabr e al-muqabala, eram conhecidos e usados pelos escribas da Mesopotamia do
Antigo Império Babilénico. No entanto, Klukovits (2011) observa, os babilénios nunca
formularam o uso desses métodos como regra geral aplicavel a qualquer equacao.

Foi al-Khwarizmi o primeiro estudioso que os indicou como regra geral.

2.3 UM POUCO SOBRE A ABORDAGEM GREGA

Eves (2004, p. 90) comenta que parece nao haver duvida de que os maiores
cientistas do mundo antigo viveram na Grécia. Entre 1700 a.C. e 1200 a.C.
despontou na ilha de Creta uma civilizagcdo que dominava a escrita e a leitura, os
minoicos. A parte continental era habitada por um povo menos adiantado, mas
também alfabetizado, os micénicos. Passando esse periodo, tanto uma quanto outra
civilizagdo foi destruida por invasores barbaros vindos da Asia, os dérios. A escrita
desaparecera dado o colapso dessas civilizagdes, porém foi reintroduzida por volta
de 800 a.C. pelos mercadores fenicios do Oriente Médio.

O periodo seguinte da histéria grega € conhecido como Periodo Helénico,
com progresso intelectual e cientifico surpreendentes. Sdo desse periodo, por volta
do sexto século a.C., os matematicos Tales e Pitagoras. Esses matematicos e
outros relatam ter viajado para o Egito e para a Babildnia encontrando nessas
culturas o material para o desenvolvimento de suas geometria e astronomia
(WAERDEN, 1988, p. 83).

A resolugdo que os gregos deram as equacgbes quadraticas nao foi em
termos de numeros, mas por meio de segmentos e areas, supostamente, segundo
Waerden (1988, p. 125), por terem dificuldade conceitual com irracionais, entretanto
ha que se considerar que essa dificuldade nao existia, tendo em vista que os gregos
nao concebiam os irracionais.

Os pitagoricos sabiam dividir um segmento de reta em média e extrema
razao, cuja construgdo, possivelmente feita de forma analoga ao processo

geomeétrico que se encontra nos Elementos de Euclides, pelo processo conhecido
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como “aplicacdo de areas”, equivale a resolucdo de uma equacao quadratica. Para

isso, seja AB = a e AF = x, como na FIGURA 5. A questao é encontrar o ponto F

x
(a—x)’

que divide o segmento de medida a de tal forma que % =

FIGURA 5: O PONTO F PROPORCIONA A DIVISAO AUREA PARA 4B

A X F a—x B

Em um segmento de reta AB, o ponto que o divide segundo essa proporgao,
é encontrado construindo inicialmente o quadrado ABCD sobre AB. Encontra-se E,
ponto médio do segmento AD. A medida de EB é entdo transportada, a partir de E,
para o prolongamento da semirreta EA determinando desse modo H tal que

EH = EB. O quadrado AHGF fornece o ponto F procurado. Essa construgdo é
mostrada na FIGURA 6 a seguir.

FIGURA 6: SOLUCAO DE EUCLIDES PARA A “DIVISIAO AUREA” (Produz uma equagdo quadratica).

H G
x
A F@TX g
€
2
E
o c

Essa construgao da a solugédo da situagao proposta pela proposicao 11 do
livro Il dos Elementos, encontrando a medida x que resolve a igualdade entre as

areas do retangulo FBCI e do quadrado AHGF. Essa igualdade pode ser escrita

assim:
(a —x)a = x?

ou
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x% + ax = a?

Pode ainda a igualdade ser escrita como é usualmente enunciada pela
proporgao aurea cujo texto diz “o todo esta para a maior parte assim como a maior

parte esta para a menor”, isto é:

a X (1)

x:(a—x)

A construgcdo apresentada permite encontrar a raiz positiva da equacao
quadratica estabelecida.
A validade do processo geométrico é verificada observando o triangulo EAB,

retangulo em A. Aplicando Pitagoras tem-se:

(EB)? = (AE)?* + (AB)?

(x+ %)2 — (@) + (%)

x2+2ax+a2_a2+a2
2 4 4

2

x% + ax = a?

A proporgao (1) apresentada acima € observada na figura seguinte,
conhecida como pentagrama. Nessa figura, K é o ponto que divide AB em média e
extrema razdo e F é o ponto que divide IB segundo essa mesma proporgdo. Essa
figura foi encontrada nos desenhos babilénicos antes dos gregos, sendo esse, outro
ponto de contato entre a Babildbnia e a mais antiga matematica pitagodrica
(WAERDEN, 1988, p. 101).

FIGURA 7: PENTAGRAMA

(FONTE: Waerden, 1988, p. 101)
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O livro Il dos Elementos apresenta uma “algebra geométrica” que tomara o
lugar da antiga “algebra aritmética” herdada da babilénia, servindo aos mesmos fins
que a atual algebra simbdlica. Diagramas construidos com régua e compasso
permitiam criar argumentos com base em somas e diferengas de areas e desse

modo equagdes eram resolvidas.

2.4 ABORDAGEM CHINESA

A matematica antiga da China tem seus registros mais longinquos
provenientes de dois textos, Zhou bi suan jing (classico aritmético do gnomon e dos
caminhos circulares do céu) no qual surgem pela primeira vez as equagdes
quadraticas, a partir do modo como demonstravam o Teorema de Pitagoras, e o Jiu
zhang suan shu (Nove capitulos sobre a arte matematica). O primeiro desses textos
€ estimado que tenha surgido em torno do ano 100 a.C. enquanto o segundo tem
sua origem considerada dentro de um intervalo de 200 anos a partir do ano 100 a.C.
(Yong, 1986, p. 9).

A professora Lam Lay Yong, da Universidade Nacional de Singapura, no seu
texto de margo de 1986 apresentado a Sociedade Matematica de Singapura, revela
a pesquisa que realizou sobre o desenvolvimento das equagbes quadraticas na
China desde a antiguidade até o inicio do século XIV. Nesse estudo ela esclarece
como era no mundo antigo conceituada inicialmente uma equagao quadratica,
observando que simbolos matematicos eram inexistentes e expressées matematicas
estavam em forma verbalizada. Em seguida mostra como eram resolvidas essas
equacgoes.

Uma segunda aparigdo das equacgdes quadraticas surge na China antiga a
partir do método de extragao da raiz quadrada, diz a professora Yong.

O método chinés de extracdo da raiz quadrada determina, passo-a-passo,
cada um dos algarismos que compde 0 numero que € a raiz procurada, iniciando
pela maior ordem e indo até a ordem das unidades, sendo um quadrado perfeito. A
ideia é encontrar o maior quadrado de lado inteiro que “cabe” no radicando, subtrai-

lo do radicando e, para o resto, que € um gnomon, encontra-se a aproximagao
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seguinte, fazendo nesse passo x? = x. A figura seguinte mostra o quadrado de onde
se origina esse processo.
FIGURA 8: EXTRACAO DE RAIZ QUADRADA NA CHINA (em chinés a esquerda)

L] v}
} i A 200 E 30 J58B
| . 13 L f
iy 2
5 (0% b AF
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e i< S RER A
) i) X M el
10 B 6 ;
o wva s TR 30 //////
wEapxw| 55| X HILLLLLLLL
N N ey B R ) R
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(FONTE: Yong, 1986, p. 15)

O quadrado da figura acima exemplifica a extragcdo da raiz quadrada do
numero 55225, que é o problema 12 do Capitulo 4 do texto Zhou bi suan jing.
Sabiam os chineses que esse numero tem como raiz um numero de trés algarismos
(5.52.25), isto &, seria preciso encontrar a, b e c tais que (ax100 + bx10 + ¢x1)? =
55225.

Deve-se encontrar primeiro a, algarismo das centenas, tal que o maior

quadrado de lado ax100 esteja contido no quadrado de area 55225, isto €,
(ax100)? < 55225.
Encontra-se a = 2. Tem-se entdo um quadrado de lado 200, contornado em

dois de seus lados por um gnomon de area 55225 — 40000 = 15225.

Na segunda etapa encontra-se o algarismo das dezenas, b. E preciso ent&o
que se tenha

2xbx200%x10 + (bx10)? < 15225
100b2 + 4000b < 15225.
Tanto para encontrar o algarismo b como o algarismo c, valores envolvidos

nas medidas dos gnomos, faz-se uso da substituicdo x? por x, nesse caso, b? por b.

Tem-se portanto b = 3, logo a medida a mais encontrada € 30, totalizando 230.
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Para esse exemplo a ultima etapa é encontrar c. Do quadrado inicial, 55225,
ja foi encontrado o quadrado 2302 = 52900. Como 55225 — 52900 = 2325, essa é a

medida do ultimo gnomon que falta considerar. Deve ocorrer entao

2Xcx230 4 ¢? < 2325

c% +460c < 2325.

Aqui mais uma vez faz-se a substituicdo x? por x, nesse caso, c? por ¢. O

valor encontrado é ¢ = 5. Portanto o valor final & 23v/55225.

Esse modo de extrair a raiz quadrada foi amadurecido por matematicos da
Dinastia Han que realizavam as operagdes com barra de contagem adaptado do
conceito geométrico. Com as barras de contagem conseguiam os chineses antigos,
além das equacdes de 2° grau, resolver as de 3° grau, 4° grau, 5° grau, 10° grau, 14°
grau. No caso da extragdo da raiz quadrada, um problema de 2° grau, foi
desenvolvido um método geral, transformando o conceito geométrico envolvendo um
processo de pensamento algébrico em uma linguagem de procedimento aritmético,
que mais tarde seria consolidado como um algoritmo (Yong, 1986, p. 16). Esse
algoritmo de extracao da raiz quadrada foi ensinado no ensino fundamental no Brasil
até a década de 1990.

Problemas envolvendo esse tipo de equagao sao encontrados em um texto
do século V de Zhang Qiujian, diz a professora Yong. Porém foi Liu Yi (séc. Xll) no
seu texto Yi gu gen yuan (Discussdes Sobre as Fontes Antigas) quem registrou uma
gama maior de métodos para resolver equagdes quadraticas. Esse texto se perdeu
mas diversos desses métodos foram registrados e analisados por Yang Hui (1275)
em seu texto Tian mu bilei cheng chu jiefa (Regras Praticas de Matematica para
Agrimensura). Os métodos resgatados de Liu Yi levam em consideragao geometria
de areas. A ideia geométrica € apresentada com diagramas retangulares que
revelam diferentes fracionamentos e formas, tornando impossivel, segundo Yong,
abstrair um método geométrico comum para resolver uma equagao quadratica geral.
No entanto, continua Yong, quando esses varios métodos foram transcritos para
operagbes com as barras de contagem, foi revelado que havia semelhangas

correspondentes nas etapas das diferentes operacdes. Assim, um método aritmético
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geral para extrair a raiz de uma equacao quadratica, foi percebido no quadro de

contagem.

2.5 RESOLUGCAO APRESENTADA POR VIETE

Conforme dito na apresentagao, Frangois Viéte (1540-1603) se diferencia de
seus predecessores por apresentar “uma proposta sistematica para o uso de letras
na teoria das equacgdes” conforme Carvalho et al (2001, p. 13). Com base nessa
ideia, Viete propde a resolucdo de uma equacao quadratica geral fazendo uso de
substituicdo de variaveis, cujo objetivo dessa estratégia é transformar a equacao
inicial em uma equacado quadratica incompleta. Esse meétodo de Viéte para
solucionar a equagédo ax? + bx + ¢ = 0, é apresentado por Fragoso (1999, pp. 56, 57
e 58) e descrito a seguir:

Na equagdo ax? + bx + ¢ = 0 é feita a substituicdo x = u + v, ficando:
alu+v)2+blu+v)+c=0
au?® + 2auv + av® + bu + bv + ¢ = 0
Fazendo o agrupamento dos termos em u obtém-se:
au’? + Qav+b)u+av?+bv+c=0 (i)

O proximo passo constroi uma equagao incompleta de grau 2, para tanto

impde que o coeficiente do termo em u seja igual a zero:

2av + b = 0, obtém-se v = %
Isso pode ser feito uma vez que u e v séo arbitrarias e a € diferente zero,
sendo imposta apenas uma condigdo a mais sobre essas parcelas que compde o
valor de x.
Substituindo o valor encontrado para v na equagao (i) obtém-se a igualdade:
4a’u? - b?> + 4ac = 0

Conclui-se entao que:
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Vb2 — 4ac
T

-b ~ . . , . .
Mascomox =u+vev= ~.» @ expressao obtida para a incégnita x fica:

—b Vb2 —4ac
Y=t T

Esse método devido a Viete é apresentado em diversos livros didaticos
brasileiros, conforme Rocha (ROCHA, 2019).

Pitombeira (2004, p. 33) observa que Viéte trata as equacgdes quadraticas
pensando O0s numeros negativos como quantidades a serem subtraidas, assim
também era pensado por Stifel (1487-1567), o que permitia que uma unica forma
padrdo pudesse expressar os diferentes tipos de equacdes quadraticas. E somente
com Stevin (1548-1620) que os coeficientes negativos nesse tipo de equacao

passam a ser considerados como numeros negativos propriamente ditos.

2.6 UMA DAS RESOLUCOES APRESENTADAS POR DESCARTES

No final do século XVI nasce na Franga René Descartes. Seu mais célebre
tratado, escrito quando estava na Holanda e finalizado em 1637, foi Discours de la
meéthode, o qual contém trés textos tidos como apéndices, um dos quais intitula-se
La géométrie. Nessa obra, pela primeira vez, as letras iniciais do alfabeto a,b,c, ...
sao utilizadas para representar constantes e as ultimas x,y,z, ... para representar
variaveis e incognitas e é nesse contexto que a férmula para resolver equagéao
quadratica aparece segundo a notagao atual (SORELL, 2000, p. 19). Esse autor
afirma ainda que foi Descartes quem mostrou como todas as quantidades entre as
quais ha relacdes que podem ser expressas em numeros podem ser representadas
na geometria por linhas, retas e curvas, podendo ser também representadas por

notacao algébrica.
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Segundo Roque (2014, p.181), a Geometria de Descartes descreve as
propriedades das curvas por meio de proporgdes. A primeira parte de La géométrie
contém instrugcdes para resolver equagdes quadraticas geometricamente, nas quais
parametros e incognitas sao interpretados como segmentos. Para resolver a
equacdo x? =ax+ b? o procedimento era feito com base em um diagrama

construido com régua e compasso conforme construgdo apresentada na FIGURA 9.

FIGURA 9: SOLUGAO DE DESCARTES PARA x? = ax + b2.

(FONTE: Descartes, 1637, p. 302)

Constréi-se um tridngulo retangulo com o cateto LM medindo b, raiz

quadrada da quantidade conhecida, e LN medindo % Traca-se a reta unindo M e N,

determinando com a circunferéncia de centro N e raio a os pontos O e P. A medida

x, raiz da equag&o quadratica, & dada por MO pois, sendo semelhantes os triangulos

AMOL e AMLP, tem-se que %z% ou, de outro modo, MO - MP = LM?. Sendo

MO = x e MP = x — a, conclui-se que b? = x - (x —a) ou x? = ax + b?. A resolugao
dada por Descartes € textual entremeada com expressdes algébricas cujas notagdes

simbdlicas sao muito parecidas com as atuais.

2.7 OUTRAS CONTRIBUIGOES

Os matematicos que estdo citados a seguir foram mencionados pelo
professor Pitombeira (2004, p. 30-40), sendo o primeiro deles, Leonardo de Pisa,
conhecido como Fibonacci, alcunha que significa filho de Bonacci.

Entre os séculos Xll e Xlll viveu esse matematico, que embora nao tenha

contribuido de forma original sobre o tema aqui em estudo, destaca-se também por
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ter difundido a matematica arabe no ocidente, apresentando a resolugdo de
equacdes quadraticas no seu livro Liber Abbaci, escrito em 1202, a partir do qual
deu-se inicio no progresso da matematica ocidental comparativamente a matematica
arabe da época.

Outro matematico, que o autor faz referéncia, € Benedetto de Florencga, do
século XV. Sua obra mais importante foi publicada em 1463, Trattato di praticha
d’arismetica. Nessa obra Benedetto mostra como resolver algumas equacdes
quadraticas com exatamente as mesmas resolugdes apresentadas por al-Khwarizmi.
Além das equagdes que ja haviam sido resolvidas pelo arabe, esse matematico
apresenta a resolugcao de certo tipo de equagao do 3° grau e algumas equacgdes
biquadradas do 4° grau.

Outros tantos italianos, segundo Pitombeira, contribuiram para o estudo das
equacdes algébricas, inclusive a quadratica.

Retomada por Jacob Steiner, matematico sui¢co que viveu de 1796 a 1863, a
equacao quadratica recebe uma nova abordagem geométrica, na qual as solugdes
reais, positivas ou negativas, sao obtidas por construgao.

Pitombeira ainda cita outro meétodo utilizando determinante, o qual parte da
equacdo x? + px + q = 0 e da igualdade x = u + z. Um sistema de trés equacgdes
em x3, x? e x é construido; ao determinante dos coeficientes impde-se certa
restricao e decorrendo do manuseio algébrico conclui-se o valor para a incognita x
em funcao dos coeficientes p e g da equacéo inicial. Esse método foi apresentado
primeiramente pelo matematico francés Bézout (1730-1783) e pelo sui¢co Euler
(1707-1783) e depois pelo inglés Sylvester (1814-1874) e pelo alemao Hesse (1811-
1874).

2.8 UM POUCO SOBRE A ABORDAGEM ARABE

Entre os séculos IX e Xl, Roque (2012, p. 246) diz ter sido fundada uma
instituicdo importante em Bagda, comparavel ao Museu de Alexandria, conhecida
como Casa do Saber. Durante cerca de cinco séculos, a cidade de Bagda foi um dos
maiores centros cientificos do mundo, com seus matematicos tendo conhecimento

tanto das obras gregas quanto das indianas. A grande influéncia das obras classicas
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nao impediu o surgimento de uma produgdo matematica original que tinha na
algebra um de seus pontos fortes. Entre os mestres que ensinavam na Casa do
Saber havia um matematico e astrdbnomo que teria sido o mais ilustre do século IX,
Mohammed ibn-Musa al-Khwarizmi. Dois de seus escritos, um de aritmética e outro
de algebra, tiveram papéis muito importantes na histéria da matematica. As
traducgoes latinas de sua obra circularam pela Europa divulgando a numerag¢ao hindu
com seus numerais, feito que levou alguns leitores descuidados a atribuirem ao
autor ndo so6 o livro, mas também a numeragdo. Derivam entdo de seu nome dois
termos, algarismo e algoritmo. Através de seu livro mais importante, Al-jabr Wa’l
muqabalah, tem-se o0 vocabulo algebra como sindnimo de ciéncia das equacoes.
Roque (2012, p. 249) afirma ser provavel que al-Khwarizmi ndo conhecesse
a obra de Diofanto, pois sua algebra é inteiramente expressa em palavras, sem nada
da sincopacao que se encontra na Aritmética de Diofanto. Depois de mostrar como
efetuar as quatro operacgdes sobre expressdes com quantidades desconhecidas e
radicais, al-Khwarizmi descreve seis tipos de problemas possiveis, com coeficientes
sempre positivos, envolvendo trés espécies de quantidades, as raizes (x), os
quadrados (x?) e os numeros (a, b, c). A TABELA 1 descreve os tipos de problemas

com a respectiva representagao atual.

TABELA 1: EQUACOES DE AL-KHWARIZMI (COM TODOS COEFICIENTES POSITIVOS).

. Equivaléncia em notacao simbolica
Problemas de al-Khwarizmi q ¢

atual
1. Quadrados iguais a raizes. ax? = bx
2. Quadrados iguais a um ntimero. ax? =c¢
3. Raizes iguais a um numero. bx =c
4. Quadrados e raizes iguais a um nimero. ax?>+bx =c
5. Quadrados e um numero igual a raizes. ax? +c = bx
6. Raizes e um nimero igual a quadrados. bx + ¢ = ax?

FONTE: Adaptado Roque (2012).

A resolugdo de cada um deles empregava uma combinagdo de métodos,
aparentemente algébrico, porém realizando operagdes aritméticas, cuja justificativa
tinha suporte geométrico, isto €, era a geometria que assegurava a procedéncia do

método empregado. Cada caso era tratado com exemplos, sendo o método valido
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para quaisquer dados numéricos dentro daquele caso. Esses seis tipos ndo eram
agrupados, como se faz hoje em dia, numa generalizagdo dada por ax? + bx + ¢ =
0, admitindo implicitamente que a, b e ¢ sdo numeros quaisquer (a # 0).

As equagdes de al-Khwarizmi foram estabelecidas combinando as trés
diferentes quantidades consideradas por ele, de modo a oferecer os tipos possiveis
de equacgdes quadraticas conforme observado por Ribeiro (2009, p. 6):

Percebe-se na obra de al-Khwarizmi uma preocupagdo na busca pelas
formas candnicas possiveis para se resolver qualquer tipo de equacgao
quadratica. Embora ele ndo dispusesse de uma linguagem simbdlica, como
temos atualmente, al-khwarizmi conseguiu elaborar um catalogo com as

formas candnicas utilizando-se unicamente de linguagem natural e algumas
figuras geomeétricas. (Italico do autor)

Fragoso (1999, pp. 39 e 40) faz notar que para al-Khwarizmi, expressdes da

forma x? + g = px e px + q = x? com p e q positivos, seriam consideradas equagoes
2
se a expressdo (x? —px) + (g) resultasse em numero positivo. Desse modo, al-

Khwarizmi ndo considerava x? + 10 = 6x como equagao, ao passo que x> + 10 = 8x
representava sim uma equacgao.

O texto de algebra de al-Khwarizmi teve mais de uma traducéo para o latim
segundo a versao em inglés de Louis Charles Karpinski (1915, p. 57). A obra desse
autor, apresentada em latim e inglés, é a tradugao da versao em latim de Robert of
Chester de 1145.

O texto desse matematico, durante séculos, desfrutou de ampla
popularidade no original, conforme Karpinski (1915, p. 12), e por séculos mais
recentes estendeu sua popularidade através de tradugdes e adaptagdes. Segundo
Karpinski, o estudo do conteudo desse trabalho permite uma excursdao ao
pensamento medieval, sendo o texto tdo semelhante ao original quanto possivel.
Alguns textos de algebra que surgiram posteriormente ao trabalho de al-Khwarizmi
atestam a fama desse matematico, pois a aparicdo de exemplos numéricos é
recorrente por séculos (KARPINSKI, 1915, p. 29). Assim é, por exemplo, com a
equagao x? + 10x = 39, que segundo Karpinski “corre como um fio de ouro” através
dos textos de algebra. Luca Pacioli, que teria escrito o primeiro trabalho impresso de
algebra (em 1494) conforme Karpinski (1915, p. 49 e 50), fornece essa equagao
como exemplo, justificando sua resolugédo geometricamente do mesmo modo que foi

feito pelo matematico arabe. Essa equagado resolvida a seguir mostra como al-
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Khwarizmi propunha a resolugdo de uma equagao para o quarto caso, sendo essa
justamente a equacao que ele utilizou como exemplo. Al-Khwarizmi expressava-se
dizendo “um Mal e dez Jidhr igualam 39 dinares”, onde Mal designa o quadrado (da
quantidade desconhecida), Jidhr a raiz (a quantidade desconhecida) e 39 era o Adad
(a quantidade conhecida) (ROQUE, 2012, p. 252).

Na sua resolucao, al-Khwarizmi ia recitando textualmente como realizar os
calculos que forneceriam a raiz da equacao, para em seguida determinar o quadrado
procurado. Ele inicia dizendo que a equacdo pergunta qual é o quadrado que
combinado com dez de suas raizes dard uma soma total de 39 (x2 + 10x = 39). O
algoritmo de resolugao foi descrito em Roque do seguinte modo (ROQUE, 2012, p.
252):

(1) Tome a metade da quantidade de Jidhr (da raiz) (12—0 =5).

(il)  Multiplique essa quantidade por si mesma (5x5=25).
(iii)  Some no resultado os Adad (nimero) (25 + 39 = 64).

(iv)  Extraia a raiz quadrada do resultado (V64 = 8).
(v)  Subtraia desse resultado a metade dos Jidhr (raiz), encontrando a solugdo (a
solugdo nesse caso € 8 - 5 = 3).

Esse processo da a solugdo positiva de uma equagéo do tipo x? + bx = c,

pois 0s passos realizados equivalem a:
(i)
O]

(iii) (g)2 +c

. b2 . . b b2 b
(iv) ’T + ¢, subtraindo por fim > resulta x = f: te—=.

Em cada tipo de problema um exemplo particular era proposto. A sua

b
2

resolugao dava a ideia de como proceder para problemas similares. Para que o leitor
se convenga da resolugcdo apresentada, al-Khwarizmi considera necessario
fundamentar geometricamente os problemas que eram resolvidos aritmeticamente.
Na sua argumentacgao, a ideia que ele apresenta é a de “completar o quadrado”. A

seguir, O QUADRO 1 da a sequéncia de passos que al-Khwarizmi propde para
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justificar as operagbes que foram realizadas com os numeros na resolugado da

equacao x? + 10x = 39.

QUADRO 1: UM METODO DE AL-KHWARIZMI PARA RESOLVER x? + 10x = 39.

Demonstragao geométrica de al-Khwarizmi Construcao associada

Construimos um quadrado de lados desconhecidos
representando o quadrado (x?) e junto a sua raiz (x).
O quadrado entdo é ab, do qual qualquer lado
representa uma raiz (Xx).

(FONTE: Karpinski, 1915, p. 100)

Demonstragao geométrica de al-Khwarizmi Constru¢ao associada

O tamanho das areas em cada um dos quatro cantos, "

, . 1 1
que é encontrado multiplicando 2 5 por 2 > completa

o que falta na area maior ou inteira. Completamos o
desenho da area maior pela adicdo dos quatro a

1 1
produtos, cada um 25 por 25; toda essa

multiplicagdo da 25. E agora é evidente que a
primeira figura quadrada, que representa o quadrado
do desconhecido (x2), e as quatro 4reas
circunvizinhas (10x) fazem 39. Quando adicionamos b
25 a isto, isto é, os quatro quadrados menores que, de
fato, sdo colocados nos quatro angulos do quadrado a 24
b, o desenho do quadrado maior, chamado GH, ¢ (FONTE: Karpinski, 1915, p. 102)

completado.
A soma total disto é 64, dos quais 8 é a raiz, ¢ por isto é designado um lado da figura
completa. Portanto, quando subtrairmos de oito duas vezes a quarta parte de 10

(8 — 2X2 %), que foram colocadas nas extremidades do quadrado maior GH, permanecera

3. Cinco subtraidos de 8, 3 necessariamente permanecem, o que ¢ igual a um lado do
primeiro quadrado ab.

Portanto 3 expressa uma raiz da figura quadrada (lado), e 9 o proprio quadrado.
FONTE: Adaptado de Karpinski (1915).

Al-Khwarizmi argumenta que é por isso que se toma a metade de 10 e

multiplica-se por ela mesma. Ele faz notar que os quatro quadrados menores que
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foram colocados, um em cada canto da figura, para torna-la um quadrado, podem
ser arranjados formando um quadrado, conforme FIGURA 9. Isso significa que,
tirando de um numero, duas vezes a sua quarta parte, restara certamente metade do
numero, que € 0 mesmo que tirar desse numero uma metade, portanto, quatro vezes
0 quadrado da quarta parte de qualquer numero € o mesmo que o quadrado da
metade do numero. Nos seis passos citados anteriormente para resolver equacgdes

quadraticas desse tipo, 0 passo (iii) € justificado de acordo com a FIGURA .

. 2
FIGURA 10: JUSTIFICATIVA GEOMETRICA DE AL-KHWARIZMI SOMANDO (170) NO PASSO (i).

] []

]

2
1012 _ 10
39“”“((?) 39+(7)

Esse foi um dos argumentos geométricos apresentados por al-Khwarizmi.
Outra argumentacao geométrica desse matematico, um segundo método, um pouco
diferente, conforme Karpinski (1915, p. 104), faz uso também da ideia de “completar
0 quadrado”, porém fracionando as dez raizes (10x) em duas partes iguais,
preservando a medida x e dividindo a medida 10 ao meio, gerando dois retangulos
(de area 5x cada um) localizados um em cada lado do quadrado (x2), sendo esse o
mesmo argumento citado na resolugdo dos babilénios. A FIGURA 10 a seguir
mostra esse fracionamento, ressaltando o acréscimo do quadrado 25 com x2 + 2 -
(5x), isto é, 25 com 39, sendo 64 essa soma. Como foi “completado o quadrado”, a
partir dai o procedimento é similar ao método do exemplo anterior. O quadrado
completo representa, portanto, a equagdo (x + 5)% = 64, isto €, um quadrado cujo

lado mede x + 5.
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FIGURA 10: SEGUNDO METODO DE AL-KHWARIZMI PARA RESOLVER GEOMETRICAMENTE

x%+ 10x = 39
5
2
x 5x
. i
[
|

Consoante ainda ao quarto caso, isto €, quadrados e raizes iguais a um
numero, al-Khwarizmi propde ajustar para um unico quadrado as equacdes que
apresentam quadrados a mais ou que apresentam menos que um quadrado na
formulacdo do problema. Ele explica que com as raizes e com 0s numeros que
acompanham os quadrados o tratamento deve ser similar. A exemplificagdo segue
com duas equagdes. Uma é 2x2 + 10x = 48, que deve ser reduzida inicialmente

para x% + 5x = 24, o que equivale a dividir todos os coeficientes por a, que é o
numero de quadrados. A outra equagao é %xz + 5x = 28, reduzida para x? + 10x =

56, obtida a partir do dobro dos coeficientes da equagdo dada. Essas equacdes
obtidas, nas quais foi produzido a = 1, tém a mesma resolugéo do caso anterior.

O trabalho de al-Khwarizmi desempenhou um papel importante na histéria da
matematica, pois € uma das principais fontes que chegaram a Europa ocidental
apresentando os numerais indianos e a algebra arabe. Karpinski (1915, p. 44)
salienta esses dois aspectos dizendo que, com sua aritmética, apresentando a arte
hindu de calcular, houve uma revolugao nos processos comuns de calculo e que as
bases para a analise moderna foram langadas com sua algebra.

N&o foi estabelecida definitivamente as datas de nascimento e morte de al-
Khwarizmi. No entanto, segundo Karpinski (1915, p. 25), ele trabalhou na biblioteca
do califa al-Mamun que era astrobnomo e que reinou de 809 a 833 (EVES, 2008, p.
261). Karpinski diz ser provavel que cedo no reinado de al-Mamun, al-Khwarizmi
teria trabalhado com tabelas astronbmicas indianas, que |he trouxeram fama

imediata, donde surge o estimulo de empreender o trabalho sobre a algebra e em
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seguida sobre a aritmética, encorajado pelo interesse do califa na ciéncia. Completa
dizendo ser razoavel que o auge de sua atividade literaria se deu em torno de 825
d.C.

Karpinski, dedica o capitulo IV para tratar da influéncia da algebra de al-
Khwarizmi no desenvolvimento da matematica, citando diversos trabalhos que foram
escritos depois da algebra desse matematico, antes e apds o advento da imprensa,
com o0s seis modelos de problemas possiveis tal qual ele apresentou. Karpinski
considera ainda que esse matematico arabe foi o primeiro a destacar nitidamente o
paralelismo entre as solugdes analiticas e geométricas das equagdes quadraticas
(Karpinski, 1915, p. 21). Nesse mesmo sentido Hgyrup (1990, p. 38) afirma que o
meétodo de solugdo era, na realidade, a aritmetizagdo de processos geometricos, que
esse autor se refere como uma “geometria ingénua”, para diferencia-la da geometria
grega. E sob essa 6tica que al-Khwarizmi, apresenta um método de solucdo para
equagdes quadraticas, influenciado pelo legado do método babildnico.

O método de al-Khwarizmi é denominado em livros didaticos de “método
arabe” ou “método dos arabes” (ROCHA, 2019).

2.9 A ABORDAGEM NA iNDIA E OS TRABALHOS DE BHASKARA

A seguir sao apresentadas algumas contribuicbes devidas aos indianos
sobre a resolugao de equagdes quadraticas. Recorrendo a um exemplo do Lilavati e
a um exemplo do Bijja-Ganita sao apresentados os métodos utilizados por Bhaskara.

Conforme Eves (2008, pp. 247 e 248), a matematica indiana é carente de
registros histéricos auténticos. Dos registros indianos mais antigos de matematica
estdo os Sulvasutras ou “regras de corda”, um livro de regras de medi¢des feitas
com corda. Boyer (1996, p. 142) referindo-se a incerteza da origem desses textos,
diz serem atribuidas datas que variam do século VIIl a.C. até o século Il d.C., numa
imprecisdo de mil anos. Posterior a essa época, no século V d.C., ha o primeiro
trabalho astronémico considerado relevante, o Surya Siddhanta (“O Conhecimento

do Sol”), direcionando a partir dai a matematica mais subordinada a astronomia do
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que a religido. No decurso de um milénio a india sofre nesse periodo, diversas
invasdes, durante o qual despontam varios matematicos indianos eminentes.

Com os matematicos indianos a algebra atinge um estagio geralmente
reconhecido como intermediario. De retorico ou escrito em palavras passa a ter um
certo numero de abreviagbes, denominando-se estagio sincopado (BOYER, 1996, p.
151). Essa caracterizacdo € devida a Georg H. F. Nesselmann, historiador
matematico que em 1842 propde trés estagios no desenvolvimento da algebra, que
sdo: o retorico, o sincopado e o simbdlico. Segundo uma nota explicativa (ROQUE,
2012, p. 488), ha estudos mais recentes sobre historia da algebra que sugerem uma
distingao alternativa, como encontrado em (HEEFER, 2007).

E nos Sulvasutras que surgem pela primeira vez na matematica hindu as
equacOes quadraticas, segundo Pitombeira (2004, p. 19), sob as formas ax? =c e
ax? + bx = ¢, sem apresentar as solucoes.

No tempo do matematico Brahmagupta (viveu em 628), os indianos
aceitavam 0s numeros negativos e irracionais e sabiam que uma equagao
quadratica, com solugdes reais, tem duas raizes formais (EVES, 2008, p. 256). Eles
unificaram a resolugao algébrica de equagdes quadraticas pelo método familiar de
“‘completar o quadrado”.

Na traducdo de Colebrooke (1817), além dos textos de Bhaskara, ha
também a traducédo de uma parte do texto de Brahamagupta que trata de aritmética.
Nesse texto, observa-se que esse matematico resolvia equagdes quadraticas com
regra aritmética, porém representando a equagdo com simbolos, mesma
representacdo que Bhaskara, cerca de 500 anos apods, também usara
(COLEBROOKE, 1817, p. 346). Uma vez estabelecida a escrita da equagao
quadratica, sua resolucdo era feita exclusivamente com os coeficientes, néo
argumentando nesse processo 0 que ocorria nos dois lados da equacgao, isto €, a
regra era puramente realizada com numeros, sendo de fato aritmética.

Dentre tantos mateméticos que a India produziu na segunda metade da
Idade Média, Bhaskara (algumas vezes citado como Bhaskara Il), como dito
anteriormente, foi o mais importante matematico do século doze que ai surgiu
(BOYER,1996, p. 151). Os procedimentos utilizados por Brahmagupta para resolver
equagao quadratica foram citados em seus escritos, tanto no Lilavati quanto no Bija-

Ganita. Esses textos abordam regras aritméticas e algébricas, respectivamente,
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visando a orientacdo na resolucdo de problemas envolvendo quantidades
desconhecidas.

Esses dois textos de Bhaskara foram escritos originalmente em sanscrito,
lingua que sobrevive, sendo 0 meio de expressdo mais importante para a literatura
sacra de algumas religides mundiais, dentre elas o hinduismo (HOUBEN, 2014, p.
3). Tanto um texto quanto outro foram escritos segundo métricas literarias ditadas
por essa lingua, imprimindo a eles um carater de oralidade com ritmo e cadéncia
qgue conduziam e organizavam os expedientes linguisticos. No caso do Bija-Ganita,
a nota de rodapé 3 da pagina 275 da tradugao de Colebrooke informa que esse
tratado foi elaborado segundo um medidor de métrica que se enquadra numa
classificagdo denominada Anushtubh, indicando que cada estrofe consiste de quatro
versos de oito silabas, totalizando 32 silabas por estrofe, entre longas e curtas,
formando um numero de sub-rotinas, regras e exemplos que chega a 210, ou, com a
‘peroragao”, isto &, a conclusdo, vai para 219. Na tradugdo de Colebrooke a
numeragao dos “versos” do Bija-Ganita vai até 225. Ambos os textos recebem de
outros matematicos comentarios que surgem em nota de rodapé visando esclarecer
as regras de calculos apresentadas nos temas abordados. Ressalta-se que na india,
desde tempos imemoriais, existe a tradigao de transmitir o conhecimento oralmente.
Familias sao incumbidas de estudar, memorizar e repassar aos demais o
conhecimento especifico que Ihes coube, sendo, portanto, as escritas realizadas
com versos calibrados com palavras certas para compd-los dando-lhes a sonoridade
que pode mais facilmente ser lembrada, o que torna mais fiel sua transmisséo.

Colebrooke (1817, p. xxviii) nos diz que esses textos foram inicialmente
traduzidos para o persa, séculos apdés a versao original. O tratado Lilavati foi
traduzido em 1587 para essa lingua pelo poeta conhecido como Faizi durante o
império mugulmano Mogol, na época sob o comando do imperador Akbar. A
tradugdo do Bija-Ganita, empreendida por Ata Ullah Rashid, ocorreu também
durante esse império porém posteriormente, em 1634, sob o comando do imperador
Shah Jehan, o mesmo que mandou construir 0 mausoléo Taj Mahal, obra
reconhecida como Patrimdnio da Humanidade.

O Lilavati é o tratado da Aritmética de Bhaskara. Nele o autor discorre sobre
oito operacgdes aritméticas que sao explicadas no inicio do texto do segundo
capitulo: adigao, subtragao, multiplicacédo, divisdo, elevagcao ao quadrado, elevacao

ao cubo, extracdo de raiz quadrada e extragdo de raiz cubica. O texto segue com
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diversos outros temas abordados. Sao tratadas operagdes com o zero, problemas
envolvendo raizes quadradas, regra de trés, problemas de pesos e medidas,
problemas sobre séries aritméticas e geométricas, permutagcdes e combinacgdes,
problemas de aplicagdes geométricas (COLEBROOKE, 1817).

Para resolver problemas que podem ser tratados com equagdes quadraticas,
Bhaskara orienta no Lilavati a regra aritmética que, em uma sequéncia de passos,
permite encontrar o que inicialmente é desconhecido.

O exemplo a seguir, questionando o numero de individuos de um bando de
gansos, € resolvido no Lilavati, cuja traducdo de Colebrooke (1817, p. 29) o
apresenta como o “verso” 64. Em comentario de nota de rodapé, € esclarecido que
em certa época do ano, na india, um nimero enorme de gansos selvagens e outras
aves se dirigem para o lago sagrado de nome Manasarovar.

“64. Exemplo (a raiz é subtraida e a diferenga é fornecida). Um par de um
bando de gansos permaneceu na agua, e viu sete vezes a metade da raiz quadrada
do bando ao lado da costa, cansada da diversao. Diga-me, querida garota, o numero
do bando.”

Para resolvé-lo, Bhaskara da a regra citando o passo a passo que deve ser
realizado com os numeros, apos o qual a raiz (x) é encontrada, para em seguida ser
determinada a quantidade desconhecida que é o seu quadrado (x?).

Na TABELA 2 seguinte tem-se, na coluna da esquerda, a resolugao
conforme é dada na tradugcdo de Colebrooke e sua respectiva tradugdo em

linguagem moderna a direita.

TABELA 2: RESOLUCAO DO LILAVATI DE PROBLEMA QUADRATICO
Correspondéncia em

linguagem moderna para
Solucao aritmética de Bhaskara i
equacoes do tipo

x2—bx=c.

Declaracao: coeficiente %; fornecido 2. bx + ¢
Metade do coeficiente é Z. E
2
Seu quadrado é E. (2)2
2
Acrescentando o numero fornecido: (b 2
5] tc
>)




58

49 49 32 81
Tr2=2432=2
16 16 16 16

. . 9
A raiz quadrada desse é .

Somando metade do coeficiente ]2 b
9,7 _16_ (5) +e+5
PR 4. 2 2
Seu quadrado € 16, o numero do bando requerido. O valor acima é x; o valor
pedido é x?2.
(do autor)

O método apresentado por Bhaskara confere um trato aritmético ao
problema, fornecendo numa ordenacao bem definida, as operagcbes que devem ser
realizadas para obtencdo do numero procurado. Essas operagdes sdo realizadas

com os dois numeros que sao evidenciados no enunciado do problema: um € o
P . . 7 , .
numero de vezes que se subtrai a raiz (E) € 0 outro é essa diferenga (2, o par de

gansos). A tabela apresenta na coluna da direita os passos que seriam seguidos
numa equacao quadratica genérica do tipo x? — bx = c.
Esse problema serve de exemplo para o caso em que uma fracdo da raiz

(%x) € subtraida do numero procurado (x?) e essa diferengca é fornecida (2). O

problema seguinte do Lilavati, o “verso” 65, exemplifica o caso em que uma
quantidade, aumentada pela sua raiz quadrada multiplicada por algum numero, é
dada, isto é, serve de exemplo para mostrar como resolver de forma aritmética
equacdes que em escrita atual sdo do tipo x? + bx = c.

Para equagbes que tenham a quantidade (x?) aumentada ou diminuida por

uma fragao (%xz), Bhaskara diz que inicialmente deve-se dividir o numero dado (c) e

o multiplicador da raiz (b) pela unidade aumentada ou diminuida pela fragao (1 + %),

para somente em seguida ser aplicado o processo mostrado na TABELA 2. Esse
passo a mais tem a preocupacao de fazer com que o coeficiente a fique igual a 1,
tornando possivel o uso da regra que resolveu o exemplo anterior. Seria 0 mesmo
que dividir toda a equagao por a.

Esse tratamento aritmético para resolver uma situagao quadratica é proprio
do Lilavati. A resolugdo algébrica de equagbes quadraticas é apresentada por

Bhaskara no seu texto Bija-Ganita. A tradu¢ado de Colebrooke (1817, pp. 207-226)
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apresenta no capitulo V a resolucdo de equagdes quadraticas com base em regra
algébrica, da qual fazem parte representacées de incégnitas de um modo proprio.
Segundo Colebrooke (1817, pp. x-xi) os algebristas indianos usavam simbolos para
quantidade desconhecida e também para quantidade conhecida. As silabas iniciais
dos nomes de cores sao usadas para representar as incognitas, sendo, ka (kalaka,
significa preto) é usualmente a segunda incognita, ni (nilaca, significa azul), pi
(pitaca, significa amarelo), /o (lohita, significa vermelho), pa (pandu, significa branco)
e tantas outras (BAUMGART, 1993, p. 262). A primeira incégnita & diferente. A
silaba que a identifica é ya inicial de yavat-tavat, cujo significado é “tanto quanto”. E
com essa incognita que é escrita a equagao quadratica. Na escrita de uma equacao
nao sao usados simbolos de operacdes e nem o sinal de igualdade. Para escrevé-la,
as poténcias da incognita (ya) sao ordenadas de forma decrescente, sendo o
namero conhecido, ou termo independente, escrito com a silaba ru (rupa, significa
numero puro). Para indicar o produto de duas incégnitas séo escritas as simbologias
de ambas seguidas do simbolo bha (bhavita, significa produto). O quadrado de uma
incognita é escrito com a simbologia da incognita seguida do simbolo v (varga,
significa o quadrado do numero). Nao ha sinal também para identificar uma
quantidade positiva, mas uma quantidade negativa tem um ponto sobreposto. Essa
notacao pode ser vista no exemplo seguinte:
Multiplicando ya 3 ka 2 ru5 por ya 6 ka 4 ru 2
x =3 y 2 5 x —6 y 4 2
—3x + 2y + 5 —6x + 4y + 2

A resposta nessa notacdo € apresentada por Bhaskara assim (as caixas

tracejadas sao do autor):

—————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

. quc'ldrar 18 quc'ldrar 8 x y X —24 x —36 y 24
o nimero o nimero
nimero,
puro

18x2 + 8y? — 24xy —36x + 24y + 10
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Esse exemplo, na notagao atual fica do seguinte modo:

(—3x + 2y + 5)X(—6x + 4y + 2) = 18x? + 8y? — 24xy — 36x + 24y + 10

No texto inicial do capitulo V tem-se a informacdo de que a “resolucao
consiste na eliminagdo do termo médio”, sendo fornecida em seguida a regra. Essa
expressao era usada por professores da ciéncia segundo Bhaskara, subintendendo
um uso ja consagrado do manejo algébrico desse tipo de equacgado. Ao solucionar
equagdes quadraticas Bhaskara afirma que a regra utilizada é devida ao
matematico, também indiano, Sridhara, que teria vivido pouco mais de um século
antes dele. Essa regra, citada no inicio desse trabalho, € demonstrada em nota de
rodapé e o comentador diz ser aplicavel apenas no caso em que o mesmo lado da
equacado compreende o quadrado do desconhecido e o desconhecido também, de
modo que se for preciso, a equacao devera ser ajustada para que a regra resolutiva
possa ser posta em pratica.

Alguns exemplos aparecem em ambos os textos, porém com processos
diferentes de resolugao, sendo aritmético em um e algébrico em outro. Assim & por
exemplo com o “verso” 67 do Lilavati e o “verso” 133 do Bija-Ganita.

A seguir € apresentado o primeiro exemplo de uma equagao quadratica que
Bhaskara utilizou no seu texto Bija-Ganita com o argumento algébrico de resolucgéao.
Na tradugao esse exemplo é identificado por “verso” 132 (COLEBROOKE, 1817, p.
211) aparecendo também como exemplo no Lilavati, ali identificado como o “verso”
68, (COLEBROOKE, 1817, p. 31). O problema pede para determinar o numero de
abelhas de um enxame. Ha também para esse exemplo um comentario de nota de
rodapé esclarecendo que a flor de I6tus abre durante o dia e fecha-se a noite,
possibilitando que alguma abelha acabe por ficar presa durante um periodo.

“132. Exemplo: A raiz quadrada de metade do numero de um enxame de
abelhas se foi para um arbusto de jasmim; e assim sdo oito nonos de todo o
enxame: uma fémea também estd zumbindo para o macho restante, que esta
zumbindo dentro de um Iétus, no qual ele esta confinado, tendo sido atraido a ele
por sua fragrancia a noite. Diga, mulher adoravel, o numero de abelhas.” (TABELA
3).
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TABELA 3: RESOLUCAO DO BIJA-GANITA DE PROBLEMA QUADRATICO.

Solugao algébrica Processo correspondente em

apresentada por Bhaskara

linguagem atual

Coloque o numero de enxames de abelhas

2x?
yav?2.
A raiz quadrada da metade é 1x
ya 1.
Oito nonos de todo o enxame sao 16
yav %. 9

A soma da raiz quadrada e fragao, adicionada ao par
de abelhas especificado, é igual a quantidade do
enxame, ou seja, ya v 2.

8
x+§2x2+2=2x2

Reduzindo os dois lados da equagédo para uma
denominagdo comum e descartando o denominador,
a equacao fica

yav18 ya0O ru 0

yav1ée ya9 ru18.

18x% = 16x% + 9x + 18

e, subtracao sendo feita, os dois lados ficam
yav2 ya9 ru 0
yav0 yaO rul8.

2x2 —9x =18

(Aqui é aplicada a regra de Sridhara)
Multiplicando ambos os lados por oito, adicionando o
numero 81 e extraindo ambas as raizes, a equagao

16x% — 72x = 144
16x% — 72x + 81 = 225

fica (4x —9)? = 225
ya4 ru 9 Ay — 9 = 15
ya0 rul5.

Dai o valor yavat-tavat sai 6. xX=06
Substituindo o quadrado desse, o numero de abelhas %2 = 72

do enxame encontrado & 72.

(do autor)

Inicialmente, Bhaskara afirma que pela pergunta, ha indicio que metade do

enxame € um ndmero que tem raiz, representa entdo essa metade por x?2, logo, 2 x?
€ a representagao para o enxame todo. A regra de Sridhara utilizada por Bhaskara
permite eliminar o termo médio pelo método de “completar o quadrado”, tornando
ambos os lados da equacdo quadrados perfeitos. Isso ocorre ao multiplicar a
equacgdo por 4x2 e em seguida somando 92. No proximo passo, a extragio da raiz

quadrada produz uma equacgao do 1° grau, de facil resolu¢do. Essa equacéao fornece
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o valor 6 para a quantidade desconhecida; o dobro do seu quadrado da o numero 72
de abelhas do enxame. Vé-se nessa resolucdo a forma escrita dada por Bhaskara
de cada equacdo parcial que € promovida durante o processo. Ndo ha a
necessidade de justificativa geométrica na sua argumentagao.

O exemplo seguinte mostra um problema com duas solu¢des. Como a regra
de sinais para a multiplicacdo ja era conhecida na india bem antes do tempo de
Bhaskara, é sabido que a raiz quadrada de um numero positivo admite duas
solugdes, uma positiva e outra negativa. Porém, isso n&o € garantia para o problema
ter duas solugdes. Neste exemplo, a equagao tem a raiz do lado absoluto menor que
0 numero, tendo o sinal negativo, compreendido na raiz do lado que envolve o
desconhecido, entdo colocando-o negativo ou positivo, serdo produzidos dois
valores para a quantidade desconhecida, sendo casos como esse previstos e
orientados por uma regra que justifica a duplicidade de solugdes. O argumento no
texto de Bhaskara para a ocorréncia das duas solugdes é dado desse modo.

“139. Exemplo: A oitava parte de uma tropa de macacos, ao quadrado,
pulava em um bosque e se deleitava com seu esporte. Doze remanescentes foram
vistos na colina, divertindo-se em conversar uns com os outros. Quantos sdo ao

todo?”

TABELA 4: RESOLUCAO DO BIJA-GANITA DE PROBLEMA QUADRATICO (Tropa de macacos).

Solugdo algébrica de Bhaskara Correspondéncia em linguagem atual
Nesse caso a tropa de macacos ¢ colocada 1x
ya 1.

O quadrado da oitava parte, somado com 12, sendo
igual a toda a tropa, os dois lados da equacdo ficam 1,
yavéyaO ru 12 64" +12=1x
vav 0 yal ru Q.

Reduzindo estes para uma denominagdo comum,

deixando sair o denominador, ¢ fazendo subtragdo

igual, eles ficam 1x2 — 64x = —768

yavl ya64 ru 0

yav0 ya 0 ru 768.
Destes, com o quadrado de trinta e dois adicionados
a eles, as raizes sdo extraidas

[x2 — 64x + 322 = 322 — 768]
[(x — 32)% = 256]

val ru32

ya O rul6 Lx—=32=16
O numero da raiz no lado absoluto ¢ aqui menor que Ix—-32=16
o nimero conhecido, com o sinal negativo, na raiz x =48

do lado do desconhecido. Tornando-o entdo positivo ou

e negativo, obtém-se um valor duplo de yadvat-tavat, 1x — 32 =-16
48 e 16. x = 16.

(do autor)
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Esses exemplos mostram que entre os indianos havia um método para
resolver equagdes quadraticas que era associado a ideia de completar quadrados,
sendo expresso de modo retdrico e com desenvolvimento feito a partir de simbolos e
representacdes especificas, propiciando uma roupagem algébrica propria
manipulada segundo o uso dos principios que permeiam a resolugdo de equacdes,
nao necessitando de geometria de areas para o argumento ser entendido. A
comparagao que as tabelas acima permitem fazer dos dois formatos apresentados,
a notacdo de Bhaskara e a notacdo atual, revela estruturas que asseguram
similaridades. E o algébrico que encaminha o raciocinio, ndo havendo figuras que
sugiram completar quadrados, mas incognitas que sdo manipuladas com regras
proprias da algebra. Nos demais exemplos de resolugdo de equagdes quadraticas
apresentados no Bijja-Ganita, o procedimento é igual, as operacdes sao recitadas e
seus resultados sao registrados com a escrita simbdlica. As agcdes que as operagoes
vao solicitando no decorrer do processo, ao serem realizadas, produzem a escrita da
equagao. Apods prepara-la na forma conveniente, € completado o quadrado e
retirado o termo médio, produzindo-se a escrita em forma de poténcia nos dois lados
da equagado. A conclusdo é realizada a partir de equacdes mais simples dai
originadas, encontrando-se o valor unico ou duplicado que a incégnita pode assumir.
Para que duas solugdes ocorram, a equagao que é produzida, do tipo x —a = +b,

com a e b positivos, deve ter b < a.

O método dado pela regra creditada a Sridhara, permite um modelo geral
para resolver equacgdes quadraticas valendo-se exclusivamente de operagdes
algébricas e aritméticas. Bhaskara nos exemplos do Bija-Ganita faz uso desse
meétodo, resolvendo as equagdes procurando eliminar o termo médio, porém,
dispensa algum passo que nao seja necessario, por exemplo, a multiplicacdo da

equacéao por 4a quando a = 1.

FIGURA 11: TRATADO DE SRIDHARA
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(FONTE: Cajori, 1928, p. 81)

Sridhara é merecidamente lembrado por Bhaskara. Cajori (1928) diz que
esse matematico indiano nasceu em torno de 100 anos antes de Bhaskara, em 991
d.C., porém nao ha concordancia quanto a essa data. Outra fonte sugere que ele
teria vivido no final do século IX e comego do século X. Esse matematico explica o
meétodo hindu de completar quadrados para a resolugao de equacgdes quadraticas
(CAJORI, 1928, p. 81). O texto de Sridhara na FIGURA 11 aborda medidas da
circunferéncia. Colebrooke diz ser muito provavel que os comentaristas dos textos
de Bhaskara tivessem os manuais anteriores dos matematicos que sio citados,

sendo o de Sridhara um deles.
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Inumeros problemas capazes de serem resolvidos com equagao quadratica

podem ser elencados como estando na origem da preocupagao dos matematicos

em determinadas épocas no curso de milénios. Sao questdes relacionadas a

medicdo de areas, construcdo de cisternas, divisdo de herangas, construgcao de

altares de formato geométrico bem definido, interpretacdo do movimento dos astros

conforme estudado na astronomia indiana, e até mesmo questdes pedagogicas

referindo-se ao ensino dos métodos de resolugcdo de uma equacao quadratica.

A seguir, os métodos apresentados nesse trabalho sdo relembrados em

sintese no QUADRO 2. A primeira coluna da esquerda tem meramente a intengao

de situar o leitor, sua presenga néao é para compor uma cronologia.

QUADRO 2: METODOS DE ABORDAGEM DAS EQUACOES QUADRATICAS

Alcance do método
ou, segundo a

z Matematico ou , perspectiva atual, o Observagoes
Epoca ou ano Método empregado . -
povo tipo de equagoes complementares
quadraticas que
resolviam
. o Equagdes .
Algoritmo aritmético X2 = g * Eram admitidas
indicando os péssos que 2 4+ ax = b apega.ls as solugdes
devem ser realizados, - ax = b positivas.
Textos de dois utilizando-se tabuas em . * Mudanga de variavel
eriodos: certos passos, como por . N era utilizada para
P p i P Sistemas de equagdes P N
1800 a.C. — exemplo, relacionando x4+ v =age adequar uma equagao
1600 a.C. . numeros € seus Ty ao método de
Babilonios . , xy=>b B
e quadrados ou raizes. E resolugdo.
300 a.C. até o suposto que o roteiro de 4 * Nio resolviam
., . x+ty=ace N
inicio de nossa resolugdo era ); +y2 b equagdo com duas
. x = ~ .
era raciocinado com o uso y solugdes positivas, mas
de geometria de areas, o sistema de equacdes
Xy =se .
completando o ) 5 5 que a origina.
quadrado. Tty =
2 = ab * Os Elementos
Entre o séc.VI | Gregos / Aplicagao de areas com 2+ ax B b apresenta as solugdes.
a.C.eoséc.V | Euclides / base em construcoes ) + b * A aplicacdo de areas
s , x° = ax .
a.C. Pitagoras com régua e compasso. ) era conhecida pelos
x4+ b = ax A
babilonios.
Epoca ou ano | Matematico ou | Método empregado Alcance do método Observacgoes
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povo ou, segundo a complementares
perspectiva atual, o
tipo de equacdes
quadraticas que
resolviam
, o * Um método mais
M¢étodo geométrico , .
.. ) N . geral é desenvolvido
100 a.C. e no R originado a partir da Equagdes quadraticas
) Liu Yi N . com base em barras de
séc. XII extracdo da raiz de modo geral.
contagem.
quadrada
Solugdo algébrica com * Solugdes genéricas
508 — 665 Indianos / notacdo propria cujo com apresentagdo de
4.C Brahmagupta | roteiro era justificado ax? + bx = ¢ duas raizes, mesmo
o com base na ideia de quando uma é
completar o quadrado. negativa.
* Sua resolugdo era
retorica, sem uso de
simbolismos, porém
" usava vocabulario
Algebra na N .
. N 2 padrao para designar
classificagdo das ax“ = bx ) )
N - 2 o0s objetos surgidos nos
. equacdes; solugdo ax® =c
i Arabes / . . . 2 problemas.
Séc. IX d.C. L. aritmética cujo roteiro ax* + bx = ¢ .
al-Khwarizmi . 2 * Os coeficientes eram
era justificado com ax® + ¢ = bx , ..
S ) nimeros positivos.
base na ideia de bx + ¢ = ax ~ .
* Ndo eram vistos
completar o quadrado.
cOmo casos
particulares de uma
Unica equagio
genérica.
Solugdo algébrica com
notagdo propria tendo ax? = bx * Método geral para
. por base a ideia de ax? = ¢ resolugdo de equacdes
Indianos / 2 L.
1114 —-1185 completar o quadrado ax® + bx = ¢ quadraticas
Bhaskara S 2 .
em uma equag¢ao; nao ax® + ¢ = bx (Sridhara), expresso
necessitava da bx + ¢ = ax? de modo retorico.
geometria de areas.
Resolugao algébrica , ..
* Seu método permitia
com base na N
bstituicio da obter uma equacao
sul e
1540 — 1603 Francois Viete ¢ ax? + bx + ¢ = 0 | quadratica incompleta

incdgnita x pela soma
de duas parcelas:

na variavel auxiliar u,
tornando facil deduzir

xX=u+v
o valor de x.
8 Matematico ou ; Alcance do método Observacoes
Epoca ou ano Método empregado
povo ou, segundo a complementares
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perspectiva atual, o
tipo de equacdes
quadraticas que

resolviam
* Solugdes feitas com
construcoes
geomeétricas. O
produto de dois
Algebra com x? = ax + b? niimeros, por
1596 — 1650 René Descartes | construcdo geométrica x? = ax - b? proporgdes, era visto
de segmentos. x? + ax- b?> = 0 | como amedida de um

segmento. Apresenta a
equacdo quadratica no
formato proximo ao
que conhecemos.

De modo geral, as equagdes quadraticas com as quais esses povos
trabalhavam eram originadas por problemas de ordem pratica, interpretadas e
manipuladas geometricamente. Com os arabes e com os indianos ha cada vez mais
um carater algébrico vinculado ao trato dessas equacgdes.

Observa-se na algebra de arabes e indianos a busca pela listagem de
equacgdes de todas as formas canbnicas com a respectiva resolugao de cada tipo
elencado. Al-Khwarizmi fornece uma lista de possibilidades para situagdes
expressas por trinbmios de grau inferior a trés, possibilitando resolver qualquer
problema quadratico de raiz e coeficientes positivos. E esse matematico, como dito
anteriormente, que registra como regra geral as duas operagbes basicas para
resolucdo de equacgdes, a transposicao de termos com a operacgéo inversa e a
reducao de termos semelhantes.

Quando Viéte escreveu sua algebra na segunda metade do século XVI,
quatro séculos apds Bhaskara apresentar sua obra, o terreno preparado por
matematicos anteriores a ele, com relagcéo ao estudo da equagao quadratica, estava
bem sedimentado. Viéte apresenta com esse cenario uma inovagao algébrica,
criando uma representagdo com letras para simbolizar os coeficientes em uma
equacgao, dando a possibilidade da escrita de formulas gerais com letras tanto para
as incognitas (usava as vogais) quanto para os coeficientes (usava as consoantes),
sem a necessidade do algoritmo ser dado a partir da explicagédo na forma retérica.
Entretanto, segundo Roque (2012, p. 277), ndo sendo a algebra uma disciplina
constituida na época, a preocupagao em enunciar férmulas gerais era suplantada

pela preocupagcdo em usar os métodos algébricos na resolucédo de variados
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problemas, tirando Viéte de cena como o inventor da formula de resolucdo de
equagdes quadraticas, ainda que sua inovagao tenha sido fundamental para a
questao.

A ideia de “completar o quadrado” é tdo antiga quanto a resolugao de
equagOes quadraticas, porém estratégias distintas foram pensadas de modo a
adequar a equacao para o quadrado ser completado.

Os registros babilénicos indicam que as equacdes quadraticas completas
com o coeficiente de x? diferente de 1, eram multiplicadas por esse coeficiente no
primeiro passo, em seguida era feito o equivalente a substituicdo ax = y, sendo a
partir dai resolvida a equagao formada com a incognita y, pois detinham o
conhecimento para resolver equagées do tipo y? + by = c¢, nas quais o coeficiente
de y? é 1. Conhecido y, ndo havia problema em encontrar x.

Os roteiros de resolugao de equacgdes quadraticas dos babilénios, permitiam
aos escribas encontrar as solugdes, mas nao necessariamente compreender as
justificativas das etapas que sao realizadas a cada momento. Segundo Hgyrup
(1990, pp. 35 e 36) ndo ha nenhuma indicacao do padrao de pensamento por tras do
metodo. Esse estudioso exclui a hipotese de que os babildnios usavam algebra
simboalica.

Dos matematicos arabes que abordaram resolugdes de equacdes
quadraticas, deu-se destaque nesse trabalho para al-Khwarizmi, considerada a
posterior influéncia que tiveram seus textos de matematica. Sua Algebra foi
terminada por volta de 830, dois séculos apoés Brahmagupta escrever seu tratado, e
com provavel influéncia desse matematico, porém sem o uso de sincopagdo como
fez o indiano (BOYER, 1996, pp.155, 157). Conforme Ribeiro (2009, p. 6), al-
Khwarizmi constroi um conjunto de equacgdes possiveis que surgem do trato com
situacgdes reais como transagdes comerciais ou relagées geométricas, e as expressa
na lingua arabe. Usa palavras diferentes para identificar os tipos de numeros que
aparecem nos calculos assim como o termo shay (coisa) para designar uma
quantidade desconhecida, possibilitando que fossem expressas as operagdes
aritméticas de forma retérica. As regras sao dadas com exemplos para cada tipo de
equagao, cujas resolugdes fornecem somente a solugdo positiva. Para poder
“‘completar o quadrado”, esse matematico necessitava de a =1, caso isso nao

ocorresse, dividia por a todos os coeficientes.
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As orientagdes do método arabe para resolver equacado quadratica,
promovem a realizagcdo exclusivamente de operagdes aritméticas e nao algébricas,
apos as quais é encontrada a raiz, de forma similar ao que era feito pelos babilbnios.
Nesse método € necessario o uso de argumento geométrico para que as operacdes
aritméticas que sao realizadas sejam justificadas. Esse € o modo que al-Khwarizmi
encontrou para que o leitor se convenca de que o método empregado resolve
corretamente a equacgao.

Dentre os matematicos indianos deu-se destaque para Brahamagupta. Ele
viveu em torno de trés séculos antes de Sridhara, e esse viveu pouco mais de um

século antes de Bhaskara. Brahamagupta apresenta em seu texto de 628 regra

geral para resolugdo de equagbes quadraticas do tipo ax? - bx = ¢, com regra
similar a apresentada por Bhaskara, devida, segundo esse, a Sridhara. No caso de
Brahamagupta, apds a preparacao da equagao na forma padrdo, era aplicada a
regra cujo enunciado fornecia uma receita numérica capaz de dar o valor da
incognita ao término das operacgdes indicadas nesse processo retorico. Nao havia
demonstracao da regra, apdés o seu enunciado era fornecida a resolugao de alguns
exemplos (aplicagbes em situagdes da astronomia).

Em 1150 na india, Bhaskara apresenta no Bija-Ganita sua algebra com as
equagdes escritas na forma simbdlica, expressando seus dois membros, com regras
especificas para essa escrita e valendo-se dos principios que ordenadamente sao
utilizados na resolugdo de uma equagado, aqui considerados o agrupamento de
termos semelhantes quando no mesmo membro e 0 uso da operagado inversa
quando € necessario transpor um termo de um lado da equagao para o outro.
Bhaskara apresenta um método generalizado diferente dos demais, dado pela regra
de Sridhara, cujo processo sintetiza o mesmo conjunto de agdées na resolugédo de
qualquer tipo possivel de equacado quadratica. A argumentagdo e o formato
algébricos € um ponto forte no diferencial evidenciado por esse matematico.

Diferentemente de Brahamagupta, Bhaskara justifica no seu texto o método
de resolugdo das equagdes quadraticas que emprega, apresentando em seguida
aplicagcbes em variados contextos, com exemplos resolvidos algébrica e
numericamente para ilustrar o procedimento.

A leitura do texto de Bhaskara promove a compreensao do método cuja

justificativa é dada exclusivamente pela via algébrica.
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Um aspecto observado no capitulo final do Bija-Ganita, a conclusao, é que
os tratados de algebra anteriores, de Brahmagupta, Sridhara e Padmanabha sao
muito difusos sendo fundamental a compilacao trazida pelo Bija-Ganita, tornando-se
um compéndio bem fundamentado, para satisfacdo daqueles que o estudam. Nesse
texto, um dos temas mais expressivos € a resolugido da equagao quadratica e sua

abordagem com o método de resolugao algébrico que Bhaskara apresenta.
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4 CONSIDERAGOES FINAIS

Estudar a histéria da matematica traz aprendizados favoraveis ao ato de
lecionar pois permite observa-la, a matematica, como construgdo humana, instigada
a sua producado pelas necessidades que vao sendo impostas no decorrer dos
acontecimentos, dando possibilidade de percebé-la mais como fruto do vigor coletivo
do que exclusivamente por genialidade individual.

O trabalho trouxe curtas passagens de povos que viveram em tempos
distantes, como por exemplo, os mesopotamicos. A escrita desses povos, a sua
numeragao sexagesimal e o trabalho de compor tabuas numéricas, juntamente com
tudo o mais que se sabe sobre suas ideias foi obtido a partir da decifragdo dos
tabletes de argila encontrados em escavagdes. Os mesopotamicos, tdo distantes no
tempo, tiveram a sabedoria e a necessidade de cozé-los. Os arquedlogos e toda
equipe de profissionais dos tempos modernos souberam encontrar os locais certos
para realizar suas escavagdes e contaram com a sorte para encontrar milhares de
tabletes.

A resolugcdo da equacédo quadratica € um tema de estudo que pode ser
pensado de modos diferentes. E isso ndo acontece unicamente por povos distintos,
em lugares distantes ou em tempos diversos. Quando se finaliza o Ensino Médio os
alunos ja se envolveram com esse tipo de equacao de diferentes maneiras. Um
meétodo de resolucéo, por exemplo, que é conhecido dos estudantes € a regra que
relaciona a soma e o produto das raizes da equagao quadratica com os coeficientes.
Com o conhecimento que se tem atualmente sobre algebra e os recursos simbdlicos
para escrever equacgdes, € possivel criar uma “receita” para encontrar as raizes com

base na soma e no produto. Por exemplo, na equagdo 1x? + 2x + 3 = 0 partindo
da soma das raizes (— 2) e sabendo que essas raizes sao conjugadas, as primeiras
parcelas que as formam sao iguais em ambas, entdo cada uma fica com metade de
—2, sendo - 1. Como o produto de numeros conjugados encerra um produto notavel,
o quadrado do primeiro termo menos o quadrado do segundo termo, obtém-se
(— 1)2 = 1 para o quadrado do primeiro termo; o outro quadrado tem que gerar um

numero que subtraido de 1 dé 3, isto é, 1- (?) = 3 portanto deve ser -2. Isso

significa que o produto das segundas parcelas, que sdo numeros iguais, deve
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produzir o numero negativo -2, sendo, portanto, numeros imaginarios. Logo a
segunda parcela em cada raiz deve ser v/2i. Assim concluimos que as raizes s&o:
x'=-1-+2i e x"=-1+2i

A adequacao desse método se da em fungao da notagdo que ha hoje em
dia, fruto do conjunto de saberes que foram sendo acumulados ao longo do tempo
sobre esse tema, dentre eles por exemplo, o advento dos numeros negativos e dos
numeros complexos, assim como também a sintese e a generalizagao dadas pela
algebra simbdlica. Nao seria exagero supor que esse método acaba voltando ao
passado, porém com recursos atuais, isto €, pode ser realizado com desenvoltura,
bastando para isso treinar, sendo possivel ensina-lo, como faziam os babilénios, a
partir de uma “receita algoritmica” que indicaria passo a passo o que fazer para a
obtencado das raizes da equagao quadratica. Note-se que o que é conhecido para
sua execucao sao os dados basicos dos problemas quadraticos desde os babilénios:
a soma e o produto das raizes. Esse método, desenvolvido algebricamente, €
apresentado por Pitombeira (2004) e Lima, et al (2005, pp. 36-40).

Esse trabalho teve como perspectiva identificar as contribuicbes de
Bhaskara para a resolucdo de equagdes quadraticas, tendo para isso reunido os
métodos de resolugao desenvolvidos pelos diferentes matematicos e povos citados.
Ao compara-los foi observado que ha uma generalizagdo no método desse
matematico indiano que é diferente dos demais. A regra de Bhaskara é citada por
ele como sendo de Sridhara, surgindo muito tempo antes do trabalho de Viéete, que
foi quem introduziu a representagao dos coeficientes de uma equagao com letras,
permitindo a partir dai a escrita da férmula para resolver equagdes quadraticas de
modo generalizado, unindo no contexto de um unico aparato simbdlico os casos
particulares. Convém notar que a possibilidade dada pela férmula é, no seu poder de
sintese, apresentar o algoritmo de resolugédo simbolicamente, ndo excluindo com
isso a originalidade do método expresso anteriormente na algebra de Bhaskara que

ja permitia a resolugao das diferentes equagdes quadraticas possiveis.
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