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RESUMO

Neste trabalho apresentamos condicoes necessarias e suficientes para a
G®—hipoeliticidade global de uma classe de sistemas com coeficientes varidveis em
classes de Gevrey. Na preparagao para este estudo recuperamos a condicao de
Greenfield-Wallach para a G®—hipoeliticidade global de sistemas com coeficientes
constantes. A aplicacao da condicao de Greenfield-Wallach a uma classe de sistemas
traz a tona uma discussao sobre vetores exponenciais Liouville de ordem s, a qual
exploramos construindo exemplos usando técnicas de fragoes continuas e teoremas de

aproximagao de nimeros irracionais.

Palavras-chave: Fungoes Gevrey periédicas; Ultradistribuigoes periédicas; Hipoelitici-

dade Gevrey global, Vetores exponenciais Liouville de ordem s.



ABSTRACT

In this work we present necessary and sufficient conditions for the global G*—hypoeliticity
of a class of systems with variable coefficients in Gevrey classes. In the preparation for
this study we recovered the Greenfield-Wallach condition for the global G®—hypoeliticity
of constant coefficients systems. Applying the Greenfield-Wallach condition in a class
of systems brings up a discussion on Liouville’s exponential vectors of order s, which
we explore by constructing examples using continued fractions techniques and irrational

number approximation theorems.

Keywords: Periodic Gevrey functions; Periodic ultradistributions; Gevrey globally hy-

poeliticity; Liouville’s exponential vectors of order s.
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1 INTRODUCAO

O principal objetivo dessa dissertacao é apresentar um estudo sobre a hipoeliticidade Gevrey

global da seguinte classe de sistemas

Ljaézjcj(tj)ai, j=1,...n, (1.1)
sendo (t1,t2....,t,,x) € R" e coeficientes ¢;(t;) = a;(t;) + ibj(t;) no espago G5 (R) das fungdes
Gevrey periddicas de ordem s > 1.

Dizer que o sistema L = (Li,...,L,) é globalmente G*—hipoelitico significa que, se uma

ultradistribuicao periédica u € D/ 5 (R™*1) é tal que Lju € G5, (R"!) para todo j = 1,...,n, entdo
u € Gy (R*H1).

Esta mesma classe de sistema foi estudada por A. Bergamasco em [2], assumindo que os
coeficientes ¢;(t;) sao funcoes analiticas-reais periédicas. Bergamasco apresenta condi¢Oes necessérias e
suficientes para que o sistema (1.1) seja globalmente analitico-hipoelitico (ver Teorema 3.3, pg 4120 de
[2]). Neste trabalho estendemos esse teorema para o contexto da hipoeliticidade Gevrey global obtendo

o seguinte resultado:

Teorema 1.1. Dado o sistema
Lj = atj - Cj(tj)ax, ] = ]., L. ny

com c;(t;) = a;j(t;) +1ibj(t;) € G5,.(Ry;). Seja J = {j1,...,j¢} o conjunto de indices j € {1,...,n} tais
2m
que bj(t;) ndo muda de sinal e ag; = 2—/ a;(s)ds a média da fungdo a;.
T Jo

Este sistema é globalmente G°—hipoelitico se, e somente se, valem as sequintes condigoes:
(1) J#0;

(ii) se b;(t;) = 0 para todo j € J, entdo ag = (ag;,,---,a0;,) ¢ Q° e ag ndo é um vetor exponencial

Liouvile de ordem s

A definicao precisa de vetor exponencial Liouvile de ordem s estd no Capitulo 3, Defini¢ao
3.5, e a demonstracao deste teorema ocupa todo o Capitulo 4.

A classe de sistemas com coeficientes constantes também foi estudada neste trabalho. No
Teorema (3.2), mostramos que a G°—hipoeliticidade global de tais sistemas é equivalente a uma condigao
de crescimento sobre o seu simbolo.

Inspirados pelo artigo [3] de S. Greenfield, utilizamos fragdes continuas para mostrar a existéncia

de um nimero de Liouville que nao é exponencial Liouville de ordem s (seja qual for o s > 1), e também,
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ainda utilizando fragoes continuas, mostramos a existéncia de um vetor (o, 8) que nao é exponencial
Liouville de ordem s, mas que suas entradas a e § sao numeros exponenciais Liouville de ordem s. Para
a construcao de tal vetor usamos as ideias de A. Bergamasco presentes em [2].

Ressaltamos que a relagao da G°—hipoeliticidade de sistemas com coeficientes constantes com
o comportamento do seu simbolo, é uma extensao do caso da hipoeliticidade analitica global para
sistemas com coeficientes constantes, estudada por A. Bergamasco em [1].

Para finalizar, como é de praxe, no Capitulo 2 estabelecemos os pré-requisitos necessarios para
o estudo desenvolvido nos capitulos posteriores e no Capitulo 5 apresentamos uma série de resultados
auxiliares que sao bastante tteis para o desenvolvimento do trabalho, mas que julgamos nao serem de

especial interesse estarem presentes na parte principal do texto.
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2 PRE-REQUISITOS

Neste capitulo apresentaremos resultados e definicoes que serao importantes nos capitulos
posteriores.

Vamos utilizar N para o conjunto dos nimeros naturais, Ng = NU{0} e Nj para o conjunto dos

multi-indices. Se o = (e, ..., ) e 8= (B1,...,5n) sdo multi-indices e t € R usaremos as seguintes
notagoes:
o |a| =|ai|+ -+ |ay| (comprimento do multi-indice);

BSOZ — ﬁjgajv J:1a7n7

e al=oq! ... ap);
e se f<a,entdio a— B = (a1 —fB1,...,0n — Pn) €
a\ o!
() =
o 1O =01 | o,
e 0%=0."...0 ", sendo 0y, = %;

e D= D" ... Dy, sendo D; = —i0y,.

Para t e x em R” utilizamos o produto interno usual ¢t - x = t121 + -+ + t,x,. Se a é um

nimero real e t = (t1,...,t,) € R", escrevemos

(a,t,j) = (tl, ce bt a, b, ,tn)

a fim de destacar a j—ésima entrada do vetor. Desta forma podemos escrever t = (t;,t_;).
H4 duas féormulas de derivacao bastante usadas neste trabalho. A primeira é a regra de Leibniz
para a derivacao do produto de fungoes:
D (u) =Y (”) D~P¢DPy.
B<a b

A segunda é a férmula de Faa di Bruno, que fornece uma expressao para a k—ésima derivada

de uma composicao de fungoes reais a valores reais

(fog)®(x Z’f'fuan ﬁ(g(” ) 7

Jj=1

sendo A(k) = {a € Nk : Z?:l jaj =k}
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Observamos que quando f é uma fungao real a valores complexos, a férmula de Faa di Bruno

continua valida. De fato, basta notar que

(f 0 9) (@) = (R(f) 0 9)*)(2) +i(3(f) 0 9) ¥ (2)

e aplicar a Formula de Faa di Bruno para funcgoes reais.

2.1 Funcoes Suaves Periddicas e Distribuicoes Periodicas

As definigoes e resultados desta segdo podem ser encontrados em [8].
Vamos denotar por C52(R"™) o espago das fungdes f : R” — C infinitamente diferencidveis e

2m—periddicas em cada varidvel. Para cada k € Ny considere a seminorma
pr(f) =sup{[D*f(t)] : t € R",[a| <k}, f € CZ(R").
Também considere a métrica correspondente a essa familia de seminormas

_ 1 pk(ffg) 00 (TN
d(f,9) = k;ﬁ Fitpe(f—g) f,g € C3(R™).

Definicao 2.1. Sejam (fi)ren uma sequéncia em CS2(R™) e f € CS2(R™). Diremos que fi converge

para [ no sentido de C2(R™), e denotamos por fr, — f em CSI(R™), se limg_ o0 d(fx, f) = 0.

Proposicao 2.2. Sejam (fir)ken uma sequéncia em CSI(R™) e f € C2(R™). Entio fr — f em

C2(R™) se, e somente se, D fi, converge uniformemente para D*f, para todo o € Njj.

Vamos denotar por D5 _(R™) o dual topolégico de CS2(R™), isto é, o espaco dos funcionais

lineares continuos u : C52(R™) — C. Chamamos os elementos de D} _(R™) de distribui¢oes periédicas.
Exemplo 2.3. Dada u: R™ — C continua e 2r—periodica definimos a distribuicao Tw por
<Tu,f>= / u(t) f(t)dt, fe O (R™).
[0,27]™

Chamamos Tu de distribui¢do periddica induzida pela fun¢do u. Por abuso de notagao, denotaremos
Tu simplesmente por u. Deste modo podemos considerar que funcoes sao também distribuicoes. Pode-se

provar que CS2(R™) estd incluso de forma injetiva em D _(R™).

Proposicao 2.4. As seguintes afirmagoes a respeito de um funcional linear u : CS2(R™) — C sao

equivalentes:
(i) u é continua;
(ii) Ezistem C >0 e k € N tais que

| <u, f>|<C Y sup{|Df(t)] : t € R"}.

lo| <k
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Definicao 2.5. Sejam (up)ren uma sequéncia em Db _(R™) e uw € Dy _(R™). Diremos que uy converge
para u no sentido de Dy_(R™), e denotamos por ux — u em Db _(R™), quando < up — u, f >— 0 para

toda f € CS2(R™).

Definigao 2.6. Dados u € D5 (R™), f € C2(R™) e a € N} definimos a a—ésima derivada de u e a

multiplicagao de f por u como sendo, respectivamente, as distribuicoes D%u e uf definidas por
<D%,g>=<u,(-1)"D%) > ¢ <ufg>=<u, fg>

para toda g € CS2(R™).

2.1.1 Séries de Fourier em C5°(R") e D), (R")

Definicao 2.7. Dizemos que uma sequéncia de nimeros complexos (ag)eczn € rapidamente decrescente,

quando para cada N € N existir Cy > 0 satisfazendo
lag| < Cn €7, € € 2" - {0}.

Definicao 2.8. Dizemos que uma sequéncia de nimeros complezos (ag)eczn € de crescimento lento,

quando existirem N € N e C' > 0 satisfazendo
lag| < ClEN, € € 2" - {0}.

Definigao 2.9. Dados u € D) _(R™) e & € Z™, definimos o §-ésimo coeficiente de Fourier de u como

sendo
) = (2m) " <u,e” >
Teorema 2.10. Dada uma sequéncia rapidamente decrescente (ag)eczn, o fungdo
flit) = Z age®t t € R,
gem

estd bem definida e a convergéncia é no sentido de C52(R™), ademais

~

f(€) = a.

~

Reciprocamente, dada f € C32(R™) a sequéncia (f(£))¢czn € rapidamente decrescente e

fty=">" Fe!, tern,

cezn

sendo a convergéncia no sentido de C52(R™).
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Teorema 2.11. Dada uma sequéncia de crescimento lento (ag)eezn, entao
u = Z ageig't
gezr

pertence a D) _(R™) e a convergéncia € no sentido de D _(R™), ademais

u(§) = ac.

Reciprocamente, dada uw € D5y, (R™) a sequéncia (0(§))¢czn € de crescimento lento e
w=Y @),
gezn

sendo a convergéncia no sentido Dfy_(R™).

2.1.2 Séries Parciais de Fourier em C32(R") e D) (R")

Sejam p, ¢ e n nimeros naturais tais que n = p + ¢q. Vamos denotar um elemento de R" da

seguinte maneira (¢, z) € RP x R

Definicao 2.12. Dados f € CS2(R™) e n € Z9, definimos o n-ésimo coeficiente parcial de Fourier de f

em relacdo a varidvel x como sendo
Fot) = (2m)74 / flt,x)e ™% dx, t € RP.
[0,27]9
Teorema 2.13. Dados f € C52(R™) en € Z9, temos ]?,7 € C2(RP) e
flt,x) =" fp(t)e™, (t,z) € RP x RY,
neza

sendo a convergéncia no sentido de C52(R™). Além disso, dados o € N e N € N existe Cp vy = C >0

tal que

D Fy(®)] < C(L+[n)) ™, t € RP, n € 2°.
Reciprocamente, seja (f,)nezs uma sequéncia em C5%(RP) com a sequinte propriedade: dados
aeNjeNeN, existe Co,y =C >0 tal que

IDf,(0)| < C(A+n))™N, teRP, ez,

entdo a fun¢ao

ft,z) =" fat)e™, (t,) € R? x RY,

nezd

estd bem definida e a convergéncia € no sentido de CS(R™), ademais j?77 = fy-
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Definicao 2.14. Dados u € D}_(R™) e n € Z4, definimos o n-ésimo coeficiente parcial de Fourier de u

em relacdo a varidvel x como sendo
<y, g(t) >= (27) 71 < w,g(t)e”"" >, g € C52(RP).

Definigao 2.15. Dados u € D} _(RP) e n € Z4, a distribuicio periédica ue’* € D) _(R™) € definida
por

< e, f(t,2) > = (2m)? <u, [y (1) >, f € Co2(R").

Teorema 2.16. Dados u € D) _(R™) en € Z9, temos que U, € D5 (RP) e

. ~ _in-x
u = E Une

neLI

sendo a convergéncia no sentido de Dy _(R™). Além disso, existem k € Ng e C' > 0 tais que
| <Tp,g > | < Cprlg)(1+ 0", g € C52(RP), n € 2.

Reciprocamente, seja (uy)peza uma sequéncia em D5 _(RP) com a sequinte propriedade: exis-

tem k € Ng e C > 0 tais que
| <uy,g>| < Cpir(g)(L+[n)*, g € C5(RP), n € 27,

entao

— in-x
u = E Une

neza

estd bem definida e a convergéncia é no sentido de D5 _(R™), ademais w, = u,.

2.2 Funcgoes Gevrey Periddicas e Ultradistribuicoes Periddicas

As definigoes e resultados desta se¢ao podem ser encontrados em [6]. No decorrer de todo o

texto vamos sempre considerar s > 1.

Definigao 2.17. Seja  C R™ aberto. Dizemos que f € C*°(Q) é uma fungdo Gevrey de ordem s > 1

em €, quando para todo compacto K C 2 existir constantes Cx > 0 e hx > 0 tais que
ID*f(t)] < Cxhld(a))*, t € K, a € N
Denotamos por G*(2) o conjunto de todas as funcées Gevrey de ordem s em Q.
A seguinte proposicao pode ser encontrada em [7] (Remark 1.4.7, pg 22).

Proposigao 2.18. Considere Q@ um aberto de R™ e A um aberto de R™. Seja g : Q — A tal que
9= 1(91,---.9m) €9; € G*(Q), para j =1,...,m, e suponha f € G°(A). Entao foge G*().
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Defini¢ao 2.19. Dizemos que f € C2(R™) é uma fungdo 2m—periddica Gevrey de ordem s > 1 e

amplitude h > 0, quando existir uma constante C > 0 tal que
|DYf(t)] < Chlel(a))®, a € Ny, t € R".
Denotamos por G;:(R") o conjunto das fungoes Gevrey de ordem s > 1 e amplitude h > 0.

Exemplo 2.20. Se f : R" — C € uma funcao analitica-real 2w—periddica, entdo [ € G;;Th(R”) para
alguma amplitude h > 0. Vamos denotar por C¥ (R™) o conjuntos das fungoes f : R™ — C que sao

analiticas-reais e 2w—periodicas.

E claro da definigao que G;: (R™) é um espago vetorial e que valem as seguintes inclusoes
Gy (R™) € G52 (R™) se by < hy e G3LM(R™) € G2 (R™) se 1 < 51 < .
A aplicacdo || - ||: G3(R™) — [0, 00) dada por

IS llsn = sup{|D*f ()|~ (@)™ : a € Ny, t € R"}, f € Gy (R),
define uma norma em G5 (R™). Em particular, se f € G5 (R™), entio
D@ I S s hl*N(d)*, t € R, o« € NG
Proposigao 2.21. O espaco G5 (R™) munido da norma || - ||s., ¢ um espago de Banach.

Definigao 2.22. Dizemos que f € CS2(R™) é uma fungdo 2m—periddica Gevrey de ordem s > 1 quando
ezistir alguma amplitude h > 0 tal que f € G‘;;Th(R"). Denotamos por G5_(R™) o conjunto das fungoes
2m—periodicas Gevrey de ordem s, isto €,
(R = | G (R,
h>0
Observacgao 2.23. Pode-se provar que se s > 1, entao C3.(R™) € um subconjunto préprio de G§_(R™)

e que G5, (R™) é um subconjunto préprio de CS2(R™). Também temos G5 _(R™) = C% (R™).

Proposicao 2.24. O conjunto G5,.(R™) é um espaco vetorial fechado em relagao a multiplicag¢io e

diferenciagao de funcaoes.

No restante do texto vamos fixar uma sequéncia (h;);en estritamente crescente de nimeros
reais positivos tal que h; — oo. E claro que
G5, (R") = | G (R").
JEN
Definigao 2.25. Sejam (fi)ren uma sequéncia em G5, (R™) e f € G5,.(R™). Dizemos que fi, converge

para f no sentido de G5 (R"), e denotamos por fr, — f em G5.(R™), quando existir h; tal que fy

pertence a G;;Thj (R™) para todo k, f € G;:’ (R™) el fx = f lls,n,— 0.
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Observacao 2.26. Existe uma topologia em G5 (R™) (a saber: o limite indutivo dos espagos G;;Thj (R™))

tal que a convergéncia de sequéncias nessa topologia coincide com a definicao de convergéncia dada em

2.25.

/
s,2m

Vamos denotar o dual topolégico de G5, (R™) por D, ,_(R™), isto é, o espaco dos funcionais

!
s,27

lineares continuos u : G5 (R™) — C. Chamamos os elementos de D’ ,_(R™) de ultradistribuigoes Gevrey

periddicas, ou apenas ultradistribuicoes periédicas.

Proposicao 2.27. As seguintes afirmacoes a respeito de um funcional linear u : G5 _(R™) — C sao

equivalentes:
(i) u € continuo;
(ii) para todo € > 0, existe uma constante C. > 0 tal que

| <u, f>]<Cosup{|Df(t)|el*N(al) ™ 1t e R",a € NY}, f € G5, (R");

(iii) se (fr)ken € uma sequéncia em G5 _(R™) que converge para zero no sentido de G5, (R™), entdo a

sequéncia (< u, fr, >)gen converge para zero.

Seja u € D) _(R™). Pode-se provar que a restricao de u ao conjunto G35 (R™) resulta num

elemento de D’ 5 (R™). Além disso, dada f € C52(R™) sabemos que

s,2m

Fy="3" fepest,

gezn
logo G5 (R™) é denso em C92(R™), pois as somas parciais da série acima sao elementos de G5 (R") e a

convergéncia da mesma é no sentido de C52(R™). Disso segue que podemos identificar D5 (R™) como

/!

um subespago de D 5,

(R™) de forma injetiva. Dessa forma podemos considerar

5= (R") C C37(R™) C Do (R™) C DY 5 (R™).

S
Isso explica o porqué do nome ultradistribuicao.

Definicao 2.28. Sejam (ug)ren uma sequéncia em Dj o (R™) e u € D{, (R"). Diremos que uy

converge para u no sentido de D!

' on(R™), € denotamos por up, — u em D!

n N
52x(R™), quando a sequéncia

(< ug — u, f >)ren convergir para 0, para toda f € G§_(R™).

Definigao 2.29. Dados u € D, (R"), f € G5, (R") e a € Ny definimos a a—ésima derivada de u e

a multiplicacao de f por u como sendo, respectivamente, as ultradistribuicoes D*u e uf definidas por
< D%, g >=<u, (—1)“"|D"‘g) >e <uf,g>=<u,fg>,

para toda g € G5 (R™).
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2.2.1 Séries de Fourier em G5 _(R") e D., (R")

8,27

Definigao 2.30. Definimos os sequintes espacos de sequéncias de nimeros complexos:
1
Sy = {(a¢)eczn : 3C > 0,3e > 0tal quelae| < Ce™1E1" Ve e 2},
1
8! = {(ae)eczn : Ve > 0,3C. > 0tal quelag| < C.eflél* ve e ).

Definigao 2.31. Dados u € D) 5, (R") e § € Z", definimos o &-ésimo coceficiente de Fourier de u como
sendo

) = (2n) ™" <u, et >

Teorema 2.32. Dada uma sequéncia (ag)eczn € Ss a fungdo
f) = Z age®t, t € R™,
cezn

estd bem definida e a convergéncia € no sentido de G5_(R™), ademais

£(6) = ae.

~

Reciprocamente, dada f € G5_(R") a sequéncia (f(&))eczn € Ss €
f6) =" fee!, ter,
cezn

sendo a convergéncia no sentido de G5 (R™).

Teorema 2.33. Dada uma sequéncia (ay)rezn € S, entdo

U = Z akeig't

gezn

/

pertence a Dy o

(R™) e a convergéncia € no sentido de D’ 5 (R™), ademais

ﬂ(f) = af-

Reciprocamente, dada u € D} 5. (R") a sequéncia (u(§))¢ezn € S5 €
w= Y ag)e’
cezn

sendo a convergéncia no sentido de D’ 5 (R™).

2.2.2 Séries Parciais de Fourier em G3_(R") e D., (R")

8,2

Sejam p, ¢ e n nimeros naturais tais que n = p + ¢. Vamos denotar um elemento de R™ por

(t,x) € RP x R9.
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Definicao 2.34. Dados f € G5,.(R™) en € Z4, definimos o n-ésimo coeficiente parcial de Fourier de f
em relacdo a varidvel x como sendo
Fot) = (2m)79 / f(t,z)e" " dx, t € RP.
[0,27]9
Teorema 2.35. Dados f € G5_(R™) en € Z9, temos ﬁ] € G5, (RP) e
ftx) =" Fyt)e™, (t,2) € RP x RY,
neza

sendo a convergéncia no sentido de G5_(R™). Além disso, existem hy, C >0 e € > 0 tais que
—~ 1
ID*f,(t)] < ChlN(a)se=<Il* |t e RP, o € 7P, ny € Z9.

Reciprocamente, seja (fy)neze uma sequéncia em G35 _(RP) com a sequinte propriedade: existem hy,

C >0 ee>0 tais que
1
1D f,(t)] < ChlN(al)se <l |t e RP, a € 7P,y € 79,

entao a funcao

flt,m) =" fo()e™”, (t,z) € RP x RY,

nezl

estd bem definida e a convergéncia é no sentido de G5, (R™), ademais fn = fy.

Defini¢ao 2.36. Dados u € D., _(R™) e n € Z4, definimos o n-ésimo coeficiente parcial de Fourier de

8,27

u em relagao a varidvel x como sendo
<y, g(t) >= (2m) 71 <u,g(t)e T >, g € G5 (RP).

Definicao 2.37. Dados u € D!

i (R™) como sendo

2. (RP) en € Z9, definimos ue'™* € D),

$,2T
<ue™T, f(t,x) > = (2m)" <u, [_y(t) >, € G5, (R").

Teorema 2.38. Dados u € D!

S

2. (R™) en € Z%, temos Uy € D 5. (R?) e
U= Z 'Ene""x
neza
sendo a convergéncia no sentido de Dy o (R™). Além disso, para todo ¢ >0 e hy eziste C = Ccp, >0

tal que

1
| <@pyg > <Ol gllsn, €, g€ Gy (RP), n e Z7.

/

Reciprocamente, seja (Uy)yezs uma sequéncia em D372W(Rp) com a sequinte propriedade: dadose >0 e

he existe uma constante C' = Cg p, > 0 tal que

1
| <tpg>|<Clglon e, g€ G (RY), ne L,
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entao
— E in-T
u = une
nezs

!

estd bem definida e a convergéncia € no sentido de Dy 5,

(R™), ademais , = u,.

2.3 Produto Tensorial de Ultradistribuigoes Periédicas

Como nao conhecemos referéncias para o tépico desta secdo vamos descrevé-la com mais

detalhes.

Dadas as ultradistribuigoes u € D’ 5 (RY) e v € D/,

2 %2 (R%), considere o funcional

u@uv: Gy (RY xRI) — C

ft,z) = <u(t),<v(x), f(t,x) >>.

Nesta se¢ao vamos provar que a expressao acima define uma ultradistribuicao e obter algumas

de suas propriedades, as quais serao uteis para o desenvolvimento desta dissertacao.

Para verificar que u®uv estd bem definida basta mostrar que a aplicagao g(t) = < v(z), f(t,x) >,

t € RP, pertence a G5_(RY), qualquer que seja a fungao f(¢,x) € G5 (RY x RY).
Lema 2.39. Considere g(t) como anteriormente definida. Entao g € G5, (RY), ademais

9%g(t) =< v(x), 0O f(t,z) >, a € Nb.

Demonstragio. Para mostrar que g é continua, sejam (fx)reny uma sequéncia em R? e t € RP tais que

tr, — t. Como

g(tr) — g(t) = <wv(x), f(te, ) — f(t,2) >,

basta mostrar que a sequéncia de fungdes (f (¢, ) — f(f, -))ken converge para zero no sentido de G5, (R%),
t

pois assim a continuidade de v implicard que g(tx) — g(t).

Como f(t,z) € G35, (R} x RY), existe hy > 0 tal que f(t,x), Ox, f(t,2) e Oy, f(t,x) pertencem
a GyM(RP x RY), para 1 <i<q, 1 <j<p, e f(t-) e Gy (RL) para qualquer ¢ € R? fixado.

Seja 8 € N{ e considere v,(0) = (1 — 0)(tg,x) — 0(t,z), 0 € R. Pela desigualdade do valor
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médio temos

00D f(ty, w) = 0O f(E, )| < |(tg, ) — (E2)] sup [(90F) ) (vg(6))]
0€10,1]

=ty —t| sup | < Vamﬁ)f(vk(@)),- > |
0€[0,1]

—[tx— ] sup  sup | < VOO f(up(0)), (tz) > |
0€[0,1] | (t,2)|=1

<|tg —t| sup sup [VOOP) f(uk())]|(t, )|
0€[0,1] |(t,2)|=1

= [ty — | sup [VOP) f(vg(0))|
0€[0,1]

< |tg — | sup |[VOOD) f(t, z)|.
(t.)

Agora vamos estimar sup; VOB f(t, z)],
VOO f(t,2)| = (0,07 f(t,2), ..., 0, 0D f(t,2), 00,007 f(t,), ... 0y, 00D f(t, )
= (80P a,, f(t,x), ..., 000, f(t,2),00P8, f(t,x),...,00P0, f(t,z))
<000y, f(t, ) + -+ 1000, f(t,2)| + 00D 0y, f(t, )] + -+ 00D 0, f(t,2)]
<cE)ny.
Disso segue

00D f (1, ) — 9D f(T,2)| < |ty — T|C(B)° R, © € R, B € NI, k €N,

e portanto || f(tx,-) — f(£,) ||s,n,— 0, pois

I f(tr,) — F(E, >||m—sup|a<05>f<tk x) — 00D f(£,2)(8Y) "y !

w’

< |tk—t_|C—>0.

Isso garante a continuidade da g.
Para verificar que g é de classe C*, seja (ay)ren uma sequéncia em R — {0} tal que ay — 0.

Pelo teorema do valor médio obtemos

ag ' (g(t + arej) = g(1)) = < v(@), ai (f(t + are;, @) = f(t,2)) > =< v(x), 0, f(t + Grej,x) >
sendo 0 < |ag| < |ag|, para todo k € N. Analogamente ao que foi feito na prova da continuidade de
g, prova-se que Oy, f(t + arej,-) — O, f(t,-) em G5 (R%). Utilizando a continuidade da v seque que
0,9(t) =< u(x),0; f(t,x) >. Também de forma andloga a prova da continuidade de g conclui-se a

continuidade de 9y, g. Isso garante que g é C' 1. Finalmente, por inducdo no comprimento do multi-indice

a € Njj, mostra-se que 0%g é continua e que

9%g(t) = < v(x), 80 f(t,z) >
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Mostremos agora que g é uma funcao Gevrey 2w —peridédica. A periodicidade de g é clara.

Como f € G5 (RP x RY) segue

supsup |00 f(t, @) <|| f llon, (@)*(B) Ry B

t,a x,8

/
8,27

Seja ¢ = h; '. Dado que v € D’ , (RZ), existe C. > 0 satisfazendo

| <v,h(z) > | < C.sup|@Ph(x)|eP(B) 7%, h e G, (RY),
z,B

e portanto
0%9(8)] = | < u(x), 0O f(t,2) > |
< Cesup |07 f(t,z)[elPl(B1) =2
z,B

= Cesup 0P £(t, ) hy 1T hg P (0= (8) 7k (1)
z,B

< C’EhLOK‘(OA)S sup sup [0 f(t, x)|h£‘a|hzml(a!)_s(ﬁ!)_s

z,B t,a

=Ce ” f |S,htz (O‘Dshlea‘?

parat € RY e a € Nf, logo g € G5 (RP). Isso completa a demonstracdo.

O

O lema anterior garante que u ® v estd bem definida e claramente este funcional é linear.

Verifiquemos a continuidade de u ® v. Dado € > 0, pela continuidade de u e v existe C. > 0 tal que

| <wu,h(t)>]<C. sup |0%h(t)[el*l ()™, h e G5, (RP),

| <v,h(z) > | < Cosup |0°h(x)|e?1(8) 7%, h € G5, (RY).
z,
Seja f(t,z) € G5, (RY x RZ). Entao,
| <u®u, f(t,2) > | = | < ult), < v(@), f(t,2) >> |

< Cesup |0 < v(@), f(t,x) > | el (al) =
t,a

= C.sup| < v(x), 0O f(t,x) > | ell(al)~

t,a

< C.sup Cesup |0@A) f(t,2)| Pl —selel(a) =
t,a z,B

— CZsupsup [0 £ (t,)] P ((a, B)) .

t,a x,8

Portanto u ® v € D} (R} x R%).

Definicao 2.40. Sejam u € D) 5 (RY) e v € D}, (R%). O produto tensorial de u por v é a ultradis-

8,27

tribuicio u @ v € D) _(RY x R%) dada por < u @ v,¢(t,z) >=< u(t),< v(z),d(t,x) >>, para toda

¢ € G5, (RY x RY).
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Dadas g € G5, (RY) e h € G5, (R2) facilmente vé-se que g @ h(t,z) = g(t)h(z) € G, (RY x RZ)
e que

<URV,gRQh>=<u,g><v,h>.

Proposigao 2.41. Sejam u € D., (RY) e v € D., (RY%). Eziste uma tnica w € D, (RY x R%)

8,27 8,27 8,27

satisfazendo a sequinte propriedade: se g € G5 (RY) e h € G5, (R%), entao
<w,gR@h>=<u,g><wv,h>.

Demonstragao. A existéncia é garantida pela defini¢do de produto tensorial. Considere w satisfazendo

a propriedade do enunciado e seja & = (£1,&2) € ZP x Z4. Note que e ) — emilit @ e—il2 @ Eptio
W) = 2m)”PTD <, e BT > = (270) P <u e S (20) 79 < v, e 2T > = (&) 0(&).
Portanto a unicidade de w segue da unicidade dos coeficientes de Fourier. O

De forma inteiramente analoga poderiamos ter definido o tensorial © ® v da seguinte maneira
<u®u, f(t,z) >=<v(x),<ut), f(t,z) >>, f€ G5 (R} x RI).
Aplicando a proposi¢ao anterior obtemos uma espécie de teorema de Fubini:
<u(t),<v(@), flt,z) >>=<uuv, f(t,z) >=<v(x),<u(t), f(t,x) >>.

Dada u(t,x) € D!

p 4 . - . S
52x(Ry x RY) considere sua série parcial de Fourier, isto ¢,

u(t,z) = Z U, (t)e".

nezd

/

L on(RY x RZ) pode ser vista como o

Gostarfamos de observar que a ultradistribuicdo @, (t)e"* € D

produto tensorial das ultradistribuigoes @, (t) € DY, (RY) e e* € D! , (R%). De fato, basta notar que
<Uy(t) @M, f(t,x) > =< Uy(t), < e, f(t,x) >>

— < (), / J(t)en e >

[0,27]

= (2m)" < Ty (1), F-y(t) >,

ou seja, U, (t) ® e coincide com a definigao de @, (t)e™® que demos em 2.37. Desse modo podemos

escrever
u(t,z) = Y Ayt = Gy (t) @ e
neza nezl

Vejamos agora algumas propriedades do produto tensorial.

Proposigao 2.42. Sejam v € D, , (RY), v € D, (R%), w € D, , (R1), A€ C, « € Nj ¢ § € N{.

s,2m 5,2\ s,2m

FEntao
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() u®@+w) =u®v+u®w;
(1) Mu®v) = ®v=u® \v;
(iii) 0P (u®v) = 0% @ dPv;
(v) seu; € DQ)QW(R%), para j =1,2,3, entdo (ug3 @ uz) ®@ uz = u1 @ (uz @ ug).

Demonstragao. As propriedades (7), (ii) e (i77) s@o imediatas, portanto provaremos apenas (iv). Consi-

dere 6 = (u1 @ ug) @uz e v = u1 ® (uz @ uz). Nao é dificil ver que se & = (&1,&2,&3) € ZP* x ZP2 x 7P3,

entao 0(&) = (u1(&1)u2(€2))us(&s) e V(&) = u1(&1)(u2(€2)us(€s)). Da associatividade do produto em C

e da unicidade dos coeficientes de Fourier segue o resultado. O
Notamos que se u; € D;)%(Ri’;), para 7 = 1,...,n, entdo indutivamente podemos definir
U @ - @up € Do (RYF x -+« x RY™). Como o produto tensorial é associativo essa notagao nao é

ambigua e as seguintes propriedades sao vélidas:
(i) <1 ® - QUp, 0 Q-+ R0, >=<wuy,0; > - <up,b, >, sendo 0; € G;W(Rfjj),

(i) v @ @ (uj +1) @ Qup = (W @+ QU @ QUp) + (U1 @+ ®V; @+ ® uy), sendo
Uj eDg,ZTr(Rf;);

(i) Mu1 @ - @up) =u1 @ - @ Au; @ -+ @ Uy, sendo A € C;
(vi) Q@) @ @ Uy = 0% @ -+ ® 0%y, sendo o € Ngj.
Finalizamos esta secao com uma proposicao que serd 1til nos capitulos posteriores.

Proposicao 2.43. Sejam (uj,)yez uma sequéncia em D;72W(Rfj), p; €N, para j =1,...,n. Suponha

que para todo j =1,...,n, € >0 e hy dados, exista Ce p, j = C; > 0 tal que
1
H h j
| < win, @(t5) > | < Cj | @(t5) llsspe €', 1 € Z, 0 € G5 (RY).
Entao dados e > 0 e hy, existe Cc p, = C > 0 tal que

1 .
|<“177<t1)®"'®unn(tn)a‘P(tla-“atn) > | <C H P ls,he eslnlsa RS ‘PEG;;:M(RE X XR?:)-

Demonstrag¢ao. Faremos a prova por indugado sobre n. Para n = 1 nao ha o que provar. Suponhamos
que a propriedade seja valida para n — 1 e provemos a validez para n.
Sejam € > 0 e hy > 0 dados. Por hipétese de indugao existe C’E,h,{ =C >0 tal que
~ cpt
| <uy(t1) @ @ um—1yy(tn-1),0(t1, .., tn_1) > | < C | @ lsn, ezl
para toda ¢ € G5 (R} x --- x RY""!) e todo 7 € Z. Por hipétese existe CL , = C’ > 0 tal que

—1

1
£lnls s,hy n
| < tny(tn), @(tn) > | S C" | @ llon, €27, 0 € G (RE:), n € Z.
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Vamos escrever: (t1,...,tn1,tn) = (t';t0), pr+ -+ Pppo1 =D € U1y @ -+ @ U(_1)y = Uy,

para todo 1) € Z. Entéo, se o(t,t,) € G5 (Rf,/ x RY™) temos
| < Uy @ i, (t 80) > | = | < 0p(t'), < tny (), p(t', tn) >> |

< C1I< tn(tn), 90, tn) > o €571°

= Csup |05 < g (b0). 2 12) > (o) =Ry 15l
o

= C’iup| < Uy (), Ot 1) > |(a!)fshe-la|6%w%
e

< éiupcl 1830, ) o, €2 (al) =Ry 1 lnI®
e

= CC"supsup 10,757 (¢ )] (3) i (@) 7R e

1
= C || ¢(t',tn) lls,p, €,
sendo C' = C'C’, para todo 1 € Z. O

Coroldrio 2.44. Sejam (u;) € D!, (RZ? x Ry), para j =1,...,n. Entao,

s,2m

w="Y Ty (tr) @ - @ Ty (tn)e™ € Dl 5 (R x -+ x RE" x R,).
neL

2.4 Fracoes Continuas

As definigoes e resultados desta se¢ao podem ser encontrados em [5].

Definicao 2.45. Dada uma sequéncia (finita ou infinita) a1, as, as, ... de nimeros naturais, chamamos

de fragao continua (simples) a expressao

[alaa2aa37"']: 1
ai +
az +

1
a3+...

E para cada n € N, o n-ésimo convergente da fra¢ao continua acima é o numero racional

Pn

= 101,...,0Qn],
n | d

sendo p, € q, naturais e primos entre si.

Teorema 2.46. Dada uma sequéncia (infinita) de nimeros naturais (a;j)jen, existe um unico nimero
irracional o € (0,1) tal que

[ay,...,an] = «.

Reciprocamente, dado um nimero irracional a € (0, 1), existe uma unica sequéncia (infinita) de nimeros

naturais (a;)jen tal que
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Dado « € (0,1) irracional, escrevemos « = [a1, a2, as, ... ] para indicar que [a; ..., a,] — .

Proposicao 2.47. Os convergentes p,/qn, de uma fragao continua (a1, az, as, .. .] satisfazem as sequintes

relagoes de recorréncia: py = 1, q¢1 = a1, p2 = as, g2 = asay + 1 e paran > 2

Pn = QpPn—1 + Pn-2, Qn = nQn—1 + qn—2-

Da proposi¢ao anterior podemos concluir que as sequéncias (p,,) e (g,) sdo estritamente cres-
centes e portanto p,, — o0 e g, — 0.

Finalizamos esta se¢ao enunciando alguns teoremas que nos dizem o quao boa sao as apro-
ximagoes de um irracional a € (0, 1) por meio dos convergentes de sua respectiva fragao continua, e que,

em um certo sentido, os convergentes nos fornecem todas as boas aproximacoes de « por racionais.

Teorema 2.48. Os convergentes p,, /q, de uma fra¢ao continua o = [ay, as,as, .. .| satisfazem a sequinte

desigualdade:

1
< la_pn/QnI <

(an+1 +2)q3 m7
para todo n € N.
Teorema 2.49. Sejam p,,/qn 0s convergentes de o = [ay,az2,as,...]. Sep,q €N e q < gy, entdo
[P — aqn| < |p — qo.
Teorema 2.50. Sejam p,/q, os convergentes da fra¢ao continua « = [ay,a9,as3,...]. Se p,qg € N

satisfazem
1
la —p/ql < byek

entdo p/q = pn/qn, para algum n € N.
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3 SISTEMAS COM COEFICIENTES CONSTANTES

Neste capitulo mostramos que a G®—hipoeliticidade global de sistemas de operadores diferen-
ciais com coeficientes constantes é equivalente a uma condicao sobre o crescimento do simbolo deste
sistema.

Em seguida, aplicamos o resultado obtido em uma classe particular de sistemas, assim relaci-
onando a G*—hipoeliticidade global do mesmo com vetores exponenciais Liouville de ordem s.

Por fim, utilizamos fragoes continuas para mostrar a existéncia de ntumeros de Liouville que
nao sao exponencial Liouville de ordem s; e a existéncia de um vetor que nao é exponencial Liouville de

ordem s, mas que suas entradas sao nimeros exponenciais Liouville de ordem s.

3.1 Sistemas de Operadores Diferenciais
Considere um sistema de operadores diferenciais parciais lineares
P = (P17~-~7P7n)a

no qual cada operador P; : D o (R™) — D{ 5 (R") possui ordem k; € Ny e coeficientes no espaco das

8,27
fungoes Gevrey G35, (R™), ou seja, para cada j = 1,...,m, temos
P = Z bj,a DY,
la|<k;

com cada ¢; , € G5 (R™).

Vamos denotar por P(z,t) o simbolo do sistema, isto é,
P(xz,t) = (P (x,t),..., Pp(z,t)), z,t € R",

sendo

Pi(z,t) = Y ¢jala)t®, t€R",

|| <k

o simbolo do operador P;.

Definicao 3.1. Dizemos que o sistema P = (P1,...,P,,) é globalmente G*—hipoelitico (G*H ) quando

u€ Dy (R") e Pue G5 (R"), j=1,...,m = uec G5 (R").

S

Analogamente, dizemos que P é globalmente hipoelitico (GH ) quando

uwe€ Dy (R") e Pue Coo(R™), j=1,....,m = ue C2(R").
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No caso particular em que os operadores diferenciais P; tém coeficientes constantes, isto ¢é,
— (&3 y —
P; = E cja D% j=1,....m,
lov| <k;

com ¢j € C, o simbolo do sistema ¢ dado por
P(t) = (A1), ..., Pa(t)), t € R,

sendo cada P;(t) = Z\a|§kj ¢j,at® o simbolo do operador P;.
Na préxima secao apresentaremos a relacao entre a G*—hipoeliticidade global de sistemas de
operadores com coeficientes constantes e o comportamento assintético do simbolo deste mesmo sistema.

Durante todo o capitulo vamos utilizar | - | para representar a norma do maximo.

3.2 A Condicao de Greenfield-Wallach

Em 1972, S. Greenfield e N. Wallach obtiveram uma condi¢ao necesséria e suficiente para a
hipoeliticidade global (e também para hipoeliticidade analitica global) de operadores diferenciais parciais
lineares com coeficientes constantes (ver [3] e [4] ). Em 1989, A. Bergamasco estendeu tais condigoes
para sistemas de operadores com coeficientes constantes (ver [1]). O teorema a seguir é uma versao

desses resultados para o contexto da hipoeliticidade Gevrey global.

Teorema 3.2 (Greenfield-Wallach para sistemas). Seja P = (Py,...,Py,) um sistema de operadores

diferenciais parciais com coeficientes constantes. Entao
(i) P € G°H se, e somente se, vale a condi¢ao

Ve>0,3C.>0:£€Z ¢ > C. = |P(E)| > exp(—el€]7):; (3.1)

(ii) P é GH se, e somente se, vale a condigdo

INeEN,IC>0:£€Z[E]>C=|PE)| >~V (3.2)

Demonstragao. Provemos inicialmente o item (7).
Suponha que a condic¢ao (3.1) nao seja verdadeira. Neste caso existem ¢ > 0 e (§)keny C Z"
tais que || — oo quando k — 0o e |P(&)| < exp(—e|€x|+) para todo k € N. Defina
U = Z ekt
keN
Note que u(§) = 1, se & = & para algum k natural, e u(£) = 0, caso contrério. Logo u pertence

a D/ o (R™), mas nao pertence a G5 (R™). Defina f; = Pju, para j =1,...,m.

s,2m
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Como os operadores P; tem coeficiente constantes, vale que ]?J(f) = P;(&)u(¢), para todo

~

¢ € Z™. Em particular, f(§) =0, se £ # & para todo k € N, e

1£5(&0)] = | P& [aler)| < exp(—el&]?), ke N, j=1,....m.

Isso prova que f; € G5 (R™) para todo j, e portanto P nao é G°H.

Reciprocamente, suponha que a condigao (3.1) seja verdadeira e considere u € D ,, (R") tal
que Pju = f; € G5 (R™), para todo j. Como f; € G5_(R"), para cada j existem C; e ¢; positivos tais
que

13(6)] < Cjexp(—e;l€l7), € € 2™

Fazendo é’:maX{Cj :j=1,...,m}ee=min{e;:j=1,...,m} temos
;)] < Cexp(—¢l¢]?), €2, j=1,...,m.

Defina & = £/2. Por (3.1), existe Cz > 0 tal que se £ € Z" ¢ |¢| > C=, entdo |P(€)| > exp(—£[¢|7). Para

cada § € Z", seja j(§) o indice tal que |Pj¢) (&) = [P(&)|. Para £ € Z™ tal que |{| > Cz temos

S e o ey - @] _ €t
Ti0(©) = IPOIIaE)] = [a€)] = s < Cexp (=51l

Considere K = max{|u(&)| exp(%|§|%) ;€] < C:} e seja C = max{K,C}, entdo

@)l < Coxp (S Iel?)

para todo £ € Z", e portanto u € G5 (R").

Agora vejamos o item (7).

Suponha que a condicao (3.2) nao seja verdadeira. Entao existe uma sequéncia (&g)gen C Z"
tal que |&x| > ke |P(&)| < |€x] 7%, para todo k € N. Defina

U= Z ikt
keN

Claramente u € D5 _(R™) e u ¢ C52(R™).

Defina f; = Pju, para j = 1,...,m. A fim de provar que f; € C52(R"), para todo j, seja
N € N dado. Como P; tem coeficientes constantes, temos j/’;(g) = P;(&)u(€), para todo & € Z™. Entao,
se £ € Z™ e £ # & para todo k € N, segue fj(g) =0ese k> N, obtemos

1F5(&0)] = | P (©)[aer)] < [P(&)] < €] 7F < J&x] 7.

Dai existe Cy > 0 tal que |]?](§)| < Cnl¢|7 para todo € € Z™ — {0} e todo j = 1,...,m. Portanto
fj € C32(R™) para todo j, o que implica que P nao é GH.
Reciprocamente, suponha que a condicao (3.2) seja verdadeira e considere v € D) _(R™) tal

que Pju = f; € C32(R™), para j = 1,...,n. Por hipétese existem N; € Ne C; > 0 tais que se £ € Z" e
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€] > C1, entdo |[P(€)] > |€]~N. Seja N € N dado. Como f; € C2(R™), para j = 1,...m, existe C' > 0
tal que
FOI < Clel- M) gezn, j=1,... m.

Como P; tem coeficientes constantes vale que ]?](5) = P;(&)u(€), para todo £ € Z" etodo j =1,...,m.
Para cada ¢ € Z", seja j(€) o indice tal que |Pj¢)(§)| = |P(€)]. Se [¢] > C1, entdo |P(&)| > [£]7™, e

portanto
_ fio@©l _ = .-~
@) = =5~ < ClE~.
[P(&)]
Entdo existe Cy > 0 tal que |[u(¢)] < Cn €|~V para todo ¢ € Z" — {0}, daif P é GH. O
Corolario 3.3. Seja P = (Py,...,P,,) um sistema de operadores diferenciais parciais com coeficientes

constantes. Se P ¢ GH, entdo P é G°H para qualquer s > 1.

Demonstra¢ao. Vamos provar que a condigao (3.2) implica a condigao (3.1). Suponha que existam
N eNe C >0 tais que se £ € Z" e |£] > C, entdo |[P(£)] > |¢|™N. Seja M € N tal que M/s > N e
considere € > 0 dado. Entao, para £ € Z" — {0},

M M N
exp (%Ifl?) > (E/Q)MF > (E/ngm ;

M
s

o que implica

M M
67 = L2 e (Zjeft) = E2 e (e

%) exp (75\5 §> .

M
Seja C. > C tal que se |£| > C., entao (Eﬁ)! exp(%\gﬁ) > 1. Entao, para |¢| > C., obtemos

IP(&)] > 1€ > exp(—elé]?).

Veremos adiante que a reciproca do coroldrio acima nao é verdadeira (Observagao 3.15).

Observacao 3.4. O sistema P = (Oy,...,0:,) € GH e G®H em R"™ para qualquer s > 1. De fato,
basta notar que se & € Z™ — {0}, entdo |P(&)| = €] > |£]71. Dai seque que (3.2) € satisfeita e portanto
P éGH e G*°H.

3.3 Uma Aplicagcao da Condicao de Greenfield-Wallach

Vamos aplicar a condi¢ao de Greenfield-Wallach, Teorema 3.2, na seguinte classe de sistemas

com coeficientes constantes

L= (Ll, . .,Ln), com Lj = atj — (Clj + ij)ax, e aj,bj € R. (33)
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/

Aqui cada L; estd agindo no espago Ds,27r(Rn+1) e escrevemos (t,z) = (t1,...,t,, ) para

representar vetores em R™ x R. Também observamos que o simbolo de cada operador L; é dado por
Lj(&,q) = i(§; — (a; +1ibj)q), (§,9) €Z" X Z, j=1,...,n.
Vamos analisar algumas situacoes particulares:

e b; #0, para algum 7 =1,2...,n.
Neste caso, para £ € Z" — {0} e ¢ = 0, temos |Ly(&,0)| = |§¢| > 1 para algum ¢, pois £ # 0; e para
q # 0 temos
1L;(& @)l = (&5 — a) +i(=bjq)| = [bjql = |b;].

Disso segue que |L(&, ¢)| > min{1, |b;|}, para todo (¢, ¢q) # (0,0), e portanto L é G*H, para s > 1.

e bj =0,paratodoj=1,2....,nea=(a,...,a,) € Q".
Neste caso comecamos escrevendo a = (p1/qi,...,Pn/qn) com p; e g; inteiros para todo j e

definindo ¢ = H;l:l qj e & = pj [l a0, para j =1,...,n. Entao
_ i _
j

para todo j = 1,2...,n. Dessa forma o simbolo de L se anularia em todos os vetores da forma

k(&1,. .. €n,q) € Z"! com k € Z, violando a condicdo (3.1), logo L nao é G*H, para s > 1.

e by =0,paratodo j=1,2...,nea=(a,...,a,) € R —Q".

Este caso requer uma abordagem muito mais cuidadosa e a G*—hipoeliticidade global de L de-
penderd de como o vetor a = (aq,...,a,) pode ser aproximado por vetores de nimeros racionais
com denominador comum. Aqui é onde estabelecemos a relacdo da G*°—hipoeliticidade de L com

vetores exponenciais Liouville. A resposta para este caso encontra-se no Teorema 3.7.

Definic¢ao 3.5. Dizemos que o vetor a = (aq,...,a,) € R*—Q™ ¢é exponencial Liouville de ordem s > 1

(E°L), se existir € > 0 tal que a inequagao

9

p/a—al = max [p;/a—a;| < eap(—<lq

admite uma infinidade de solugées (p,q) € Z™ x Z — {0}.

Quando s =1 diremos simplesmente que a € um vetor exponencial Liowville (EL).

Observagao 3.6. Verifica-se que a = (a1, ...,a,) € R" — Q™ é ESL se, e somente se, existem e >0 e

uma sequéncia (£, qp)een € Z™ x Z — {0} de vetores dois a dois distintos satisfazendo

1
€5 /a0 — aj| < exp(—elqe|7),
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para j=1,2,...,n el eN.
Ademais, na sequéncia (¢, qo)een pode-se assumir que g € N, para todo £, e que gy — co. De

fato, suponha que |q¢| < K para todo £. Entdo

1
¢ — . 7 _ . — | r
1€5/ael = laj| < max |6/ —a;| < eI <11,

o que implica
151 < lael + lagllael = lael(1 + a;) < K(1+ |al),
portanto pode-se concluir que a sequéncia (€, qp)sen € limitada, o que € uma contradicdo jd que a mesma

possui termos dois a dois distintos. O fato de poder considerar q; € N, para todo £, é evidente.
Teorema 3.7. Dado a = (ay,...,a,) € R™ — Q", considere o sistema L = (Lq,...,Ly,), com
Lj =0, —a;0,. Entio, L é G°H se, e somente se, a nao é E°L.

Demonstrag¢ao. Suponha que a seja E°L. Vamos provar que nao vale (3.1). Como a é E°L, existem
£ > 0 e uma sequéncia (€%, q¢)een C Z™ x N, tais que go > 2, qs — 00 e
1

€5 /a0 — a;] < exp(—eq; ),
paratodo £ =1,2,3,...,ej5=1,2,...,n.
Note que
1L; (&5, a0l = 1€5 — ajqel = qel€5/qe — a;]

1 g 1 e 1
<q exp(—&q;) = Qe eXp (—5615) eXp (—§QZ) .

=

Como ¢, — o0, existe £1 € N tal que se £ > /1, entdo gy exp(—5q; ) < 1, portanto

@

g 1 .
>0 = |Lj(££,Qg)| < exp (fiq;> <1l,j=1,...,n.

Logo, para ¢ > {1, tem-se |§f| < 1+ l|ajlge, para todo j, e portanto

e 1 g
1€, qe)| < 1€°] + qe < qe(2+ |a]) = 5% <3

€ 1
= exp (75(];) < exp (

1
B

2+ lal) (" a0)
—~@+la) (" a0 *) -

Defina & = 5(2 + la|)~* e seja C > 0 dado. Existe £ € N tal que \(52,q2)| >q;>Cel >,

entao

1
s

;" ap)l < exp (=507 ) < exp(=el(ehqpl*). =1,

Disso segue que nao vale (3.1) e portanto L nao pode ser G*H.

Reciprocamente, suponha que L nao seja G°*H. Entao a condic¢ao (3.1) ndo é verdadeira. Logo
existem € > 0 e uma sequéncia de vetores (¢, q)reny C Z" x N dois a dois distintos tais que

1
s

) <exp(—eq;), £=1,2,3,....

|L(§£, )| = lgljagn |§§ —a;jq| < eXP(*€|(§£, Q)

Dividindo a desigualdade acima por gy concluimos que o vetor a é E°L. O]
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Reunindo a discussao inicial desta se¢ao com o resultado acima, obtemos o seguinte teorema.

Teorema 3.8. Dados a = (ay,...,a,) eb=(b1,...,b,) em R™, considere o sistema L = (Lq,...,Ly,),

com Lj = 0y, — (a; +1ib;)0,. Entdo
1. Seb#0, entio L ¢ G°H;
2. Seb=0, temos:

(i) se a € Q", entao L nao é G°H;

(ii) se a € R —Q", entdo L é G°H se, e somente se, a ndo é E°L.

De forma anéloga ao que fizemos acima, podemos relacionar a hipoeliticidade global do sistema

(3.3) com vetores Liouville.

Definicao 3.9. Dizemos que o vetor a = (ay,...,a,) € R — Q" € Liouville se, para cada N € N, a
Mequacao
— — . — . -N
Ip/q —al = max |p;/q—a;| <lq|

admite uma infinidade de solugées (p,q) € Z™ x Z — {0}.

Observagao 3.10. Pode-se provar que a = (ay,...,a,) € R" — Q™ € um vetor Liowville se, e sd se,

existe uma sequéncia (&%, qo)ren € Z" x 7. — {0} de vetores dois a dois distintos tais que
€5 /a0 — a;] < lqel ™,

para j =1,2,...,n el €N.

Ademais, na sequéncia (£, qr)een pode-se assumir que qo € N, para todo ¢, e que qp — oo.

Teorema 3.11. Dados a = (ai,...,a,) eb= (b1,...,b,) em R™, considere o sistema L = (L1,...,L,),

com Lj = 0y, — (a; +ib;)0,. Entdo
1. Seb#0, entio L é¢ GH;
2. Seb=0, temos:

(i) se a € Q", entdo L nao é GH;

(ii) se a € R" —Q", entdo L é GH se, e somente se, a nao é um vetor Liouville.

A demonstragdo do Teorema 3.11 é feita de modo bastante similar a prova de 3.8 e por esta

razao serd omitida.
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Observagao 3.12. Sea = (ay,...,a,) € R — Q" ¢ exponencial Liouville de ordem s, entdo a é um

vetor Liouville. De fato, considere o sistema
LZ(Ll,...7Ln), Lj:&gj —(ljax.

Como a € E°L seque que L nao é G°H. Pelo Coroldrio 3.3, L ndao pode ser GH. Portanto a € um
vetor Liouville. A reciproca de tal resultado ndao € verdadeira. De fato, vamos mostrar que existe um

numero a que ¢ Liouville, mas nao € exponencial Liouville de ordem s > 1.

. ~ s !
Considere a fragio continua o = [aq, as, as, ...}, com a, = 10™. Em [3], S. Greenfield provou
que « é um numero de Liouville que nao é exponencial Liouville. Vamos mostrar que o também nao é

exponencial Liouville de ordem s, para qualquer s > 1. Para isso precisaremos do seguinte lema técnico.
Lema 3.13. Seja o € R — Q. Entdo o € E°L se, e so se, existe € > 0 tal que a inequa¢ao
1
Ip— agq| < e €l
admite uma infinidade de solug¢ées p € Z e q € Z — {0}.
Demonstragao. Suponha que « seja E°L. Se para todo € > 0 a inequagao
L'
Ip—aq| < el
admite apenas um numero finito de solugoes p e ¢, entao para todo € > 0 existe R > 0 tal que
1
I(p,q)] > R=|p—aq| > e cld*,
Como «a é E*L existe € > 0 tal que a inequagao
1
Ip/q — al < el
admite uma infinidade de solugoes (p, q). Para ¢’ = /2 existe R > 0 tal que
ol
(p.q)| > R=|p—aq| > e 11"

Entao
’ 1 _ %
el < |p—aq| = |qllp/q — af < |gle™=""
para uma infinidade de inteiros p e ¢ e portanto
It
esl1™ < |qf

para uma infinidade de inteiros ¢, o que seria uma contradi¢do. Disso seque que deve existir ¢ > 0 tal
que

1
Ip— aq| < e el

admite uma infinidade de solugoes (p, q) € Z xZ—{0}. A prova da reciproca é inteiramente andloga. [
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* ~ , | ~ , . - .
Proposicao 3.14. O nimero o = [a1,a2,a3,...], sendo a, = 10™, nao é exponencial Liouville de

ordem s, para qualquer s > 1.

Demonstragdo. Sejam p,,/q, os convergentes da fragao continua a = [ay, az,as,...|.
Vamos provar que vale a seguinte condigao

1
s

Ve>0,3QeN:peNg¢g>Q=|p—aq|>e 1" (3.4)

Utilizando o lema anterior vemos que 3.4 implica que a nao é F*L. Do Teorema 2.49 segue

que para mostrar 3.4 basta provar a condicao
1
Ve>0,3NeN:n>N=|p, —ag,| >e -1, (3.5)

De fato, seja ¢ > 0 dado. Por 3.5 existe N € N tal que

1

n>N = |p, —ag,| > e i1

1
s

Defina Q = gny—1. Sejam p € N e ¢ > @. Afirmamos que |p — ag| > e ¢?°. Com efeito,

1
assuma que |p — ag| < e~%7°. Entao
1 1
Ip—ag| <e™° <e ®IN-1 < |py —agn].
Pelo Teorema 2.49 segue que ¢ > gy. Entao
1 1
Ip—aq| <e 1" <e °IN < |pyi1 — gyl

Pelo Teorema 2.49 segue que ¢ > gn4+1. Repetindo esse argumento, obteriamos que ¢ > ¢,
para qualquer n > N, o que seria um absurdo, ja que (g,)nen é uma sequéncia estritamente crescente
de ntimeros naturais. Portanto vamos nos concentrar em provar 3.5.

Seja € > 0 dado. Note que
any1 = 10D = (107" = gL e N,
Lembre que (Teorema 2.48)

1
m <I|pn/qn — |, n €N,

0 que implica

————— <|pp — aqn|, n € N.
(an+1+2)qn | " n|

Como (a,)"*? = (an)"an = apni110™ > (a1 + 2), obtemos

1 1
a2+2Qn o (an+1 + 2)Qn

< |pn — agn|, n € N.
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Lembrando que vale a seguinte relagao de recorréncia ¢, = apGn_1 + Gn_2, 7 > 2, vemos que ¢, > a, €

portanto

1
e < |pn—QGal, n > 2.

dn

Disso segue que 3.5 fica provada se mostrarmos
1
@' < el >> 0.

Estamos usando a notacao n >> 0 no lugar de dizer para todo n suficientemente grande.

Note que

1 1
@3 < efn-1(n >>0) & (n+3)log(gn) < eq._,(n >>0).

Se

1 1
nlog(qn) < £q;_1 =€'q;_1, n>>0,

DO ™

entao

1
(n+3)log(qn) < eq;_1, n>>0.

1
De fato, basta observar que (n+3)/2 < n paran >> 0. Portanto basta mostrar que nlog(g,) < &'q;_;,
para n >> 0.
De ¢, = ann-1+ Gn-2 < (an + 1)gn_1 < aqn_1, n > 3, temos nlog(q,) < 2nlog(a,) +
nlog(g,—1). Portanto para mostrar que nlog(g,) < &'q,—1, para n >> 0, é suficiente mostrar
’ 1
(1) 2nlog(an) < 5qn-1 =€"q,;_, paran>>0e

’ 1
(2) nlog(gn-1) < S¢n—1=¢"q,_; paran >> 0.

Para finalizar a demonstragao vamos provar que as afirmacoes (1) e (2) sao validas. Lembre

que ¢, > a, = 10", para n > 3.

1 1 n—1)!
Para provar (1), observe que 2nlog(a,) = 2nlog(10™) = 2n(n!)log(10). Como ¢; , > a; , = 1045
(n—1)! (n—1)!

1
segue que €’¢,;_, > €”"107 =, portanto basta mostrar que 2n(n!)log(10) < ¢”10~ = , para n >> 0.

Mas isso segue de
2n(n!)

(n—1)!
s

— 0,n — o0.
Para provar (2), veja que @ é uma fungao decrescente para x >> 0. Entao
€T s

(n—1)!
nlog(lqn,l) - nlog(lO )

— (n—1)!

4y 107

, (n>>0).

Como

log(10(n=1! 1log(10
n 0g( =T ) _ (35(1)!) — 0, n — oo,

10— 107
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obtemos
lo -
nig(fn ) — 0, n — oo,
qTi—l
e portanto podemos concluir a validade de (2). O

Observacao 3.15. Finalizamos esta secao observando que a reciproca do Coroldrio 3.8 nao é ver-
dadeira. Com efeito, considere o um nuimero de Liouville que nao seja E°L. FEntdo o operador

L, =0, —ad, nao é¢ GH, mas é G°H.

3.4 Um Exemplo Interessante de Vetor E°L

Comegamos observando que, se a = (a1,...,a,) € R®" — Q" é um vetor E°L, entdo cada
coordenada irracional de a é um nimero E°L. De fato, suponha que a; seja irracional, para algum j.
Como a é E°L, existem ¢ > 0 e uma sequéncia de vetores (&1, ... ,§fL, qe)een C Z™ x N distintos dois a
dois tais que ¢y — oo e

1
-4 —eq;
11;1%Xn|al &/ql <e %, LeN.

Disso segue

1
0<la; —&/q| <e*%, LeN.

Como gy — oo conclui-se que a; é um nimero F°L.
Naturalmente surge a pergunta se vale a reciproca de tal resultado, isto é, “sabendo que todas
as entradas irracionais de a sao numeros E°L, é possivel garantir que a é um vetor E°L?” A resposta

para tal pergunta é negativa e veremos isso através de um contraexemplo.

Definigao 3.16. Diremos um nimero racional p/q € uma boa aproximacdo para o nimero irracional
a € (0,1) se
1
ol < —5.
p/q—al <5 7

E, dado x € R, definimos o maior inteiro menor ou igual que x como sendo o numero
[z] =max{y € Z :y < x}.

Vamos construir nimeros irracionais « e 8 pertencentes ao intervalo (0, 1) tais que a e 8 sao
nimeros E*L, mas o vetor (a, 8) ndo é E*L. Construiremos « e 8 utilizando fragdes continuas.

Vamos denotar o = [a1,a2,...] € B = [b1,b1,...], sendo (a;)jen € (bj)jen sequéncias de
numeros inteiros e positivos a serem determinadas, também vamos considerar % e ;—n como sendo 0s
convergentes de a e (3 respectivamente.

Comegamos fazendo algumas observacoes a respeito de o = [aq,as,...] (observagoes andlogas

valem para 8 = [by,by,...]):
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(i) se any1 =1, entdo Z—” nao é uma boa aproximagao para a. De fato, temos
n

1 1
‘pn/q“, | (anJrl T 2)%21 3q72L

1
(73) se ant1 = [exp(gi)] + 1, entdo p,,/q, é uma boa aproximagao para a. Com efeito, como ¢, > 1
segue que an,41 > 3 € portanto

1

< .
An+1 q% 3(1%

[P/ — o] <

1 1
(i9i) se ant1 = [exp(gi)] + 1, t, = 1+ max{2, [exp(qs; /2)]} e t > t,, entdo tp,/tq, ndo é uma boa

1
aproximacao para a. De fato, note que t? > exp(q;; ), pois
1 1
tn = 1+ [exp(gs /2)] > exp(gi /2),
e que 2t2 > 3 + 2, pois t > 3. Entao

1
o — tp, tq,| = |a — > -
| Pn/tqn] = | = pn/gnl > i 1282

1 1 1 1

> > > = :
B+explgi))gz  B+)a ~ 2263 2(tgn)?

Seja (kj)jen uma sequéncia de nimeros naturais estritamente crescente. Vamos escolher a
sequéncia (a;) ey de tal forma que ag,41 = [exp(q,i)} + 1 para todo ¢ impar e a; = 1 caso contrario.
Para a a sequéncia (b;) ey, escolhemos by, 11 = [exp(q,i)] + 1 para todo £ par e b; = 1 caso contrario.
Dessa forma, temos

a=1[1,...;1ak+1,1,..., L, ags41,1,...]

ﬂ - [17"'717bk2+1717"'717b1€4+1?17"'}'
Nessas condigoes « e § sao E°L. Com efeito, basta notar que
1 1

1
‘a_pke/qke|< p 5 = T ) < T
ket (lexp(qg,)] + 1)ag,  exp(qy,)

)

para todo ¢ impar. Como g, — 00 segue que « é um nimero £°L. Analogamente prova-se que § é um
nimero E°L.
Para garantir que o vetor («, 5) nao seja E°L vamos escolher a sequéncia (k;) de tal forma

que kl 2 27 Ak, 2 2sa Sky Z 257

1
Ske > Qo1 = Qro_, (L4 [exp(gg,  /2)]), £=2,4,6,...,

qk[ > 8271 = Sk@—l (1 + [exp(qseil/2)])’ g = 37 57 7’ et
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Como s, — 00 e g, — oo podemos fazer tal escolha. Note que
Ty < Q) < Sky < Sp < Qg < @5 < ...

Defina Iy = {¢ € N : ¢y, < ¢ < ¢;} para ¢ impar e J,,, = {g € N : s, < ¢ < s/, } para m par.
Claramente I, N J,,, = (), para todo ¢ impar e todo m par.

Afirmamos que se p/q é uma boa aproximacao para « (respectivamente para f3), entdao ¢ € Iy,
para algum ¢ fmpar (respectivamente ¢ € .J,,,, para algum m par). Com efeito, seja p/q uma boa
aproximagao para «. Segue do Teorema 2.50 que p/q = p,/qn, para algum n € N. Seja t = mdce(p, q),
entao p = tp, e ¢ = tqy, ja que p, e g, sao primos entre si. Tal n deve ser igual a k, para algum ¢ impar,
pois caso contrério a,y1 = 1 e pela observacao (i) terfamos que p,, /g, nao seria uma boa aproximagao
para « e portanto tp,, /tg, nao poderia ser uma boa aproximacao para qualquer ¢ > 1. Entao n = ky para
algum ¢ fmpar. Temos t < t,, pois do contrério terfamos ¢ > t;, e pela observacdo (iii) concluirfamos

1
que tpy, /tqr, ndo seria uma boa aproximagao. Como ky; > ki seque que g, > 2° e portanto q,je/2 > 1.

1
Logo tg, = 1+ [exp(g;,/2)]. Finalmente concluimos

Ty < tqr, = q = tqr, < ti,qr, = 4,

isto é, ¢ € I;. Analogamente prova-se o resultado referente a f3.
Segue do que vimos que « e [§ ndo possuem boas aproximagoes com denominador comum.
Vejamos que isto implica que («, ) nao é E*L. De fato, suponha que («, 3) seja E*L, entao existem

€ > 0 e uma sequéncia (4,5, qo)ren C Z2 x N tais que gp — 00,

€ /q0 — a| < exp(—eq; ), L €N,

€5/q0e — B| < exp(—eq; ), £ € N.

Como « e  nao tem boas aproximagcoes de denominador comum segue que

1
4
_al > —
1€1/qe — o > 3(1?
ou
l
_ Bl > —
|£2/QZ 5| = 3q?7

para todo ¢ € N. Portanto

1 1
— < exp(—eq; ), L €N,
3q? ( é)

0 que seria um absurdo, pois ¢, — oo.
Fica entao construido um vetor («, 8) nao E°L tal que a e § sdo ntimeros E®L. Finalizamos

esta secao com uma interessante observagao proveniente da existéncia de tal vetor.
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Observacao 3.17. Consideremos L = (L1, ... L,) como em (3.3). Utilizando o Teorema 3.8 podemos
concluir que se L ndo é G°H, entdo nenhum dos operadores L restrito as varidveis (tj,xz) € Ry, x R,
pode ser G°H .

O vetor (a, B) construido acima serve para mostrar que a reciproca deste resultado nao €
verdadeira. De fato, considere o sistema L' = (Lq,Lg), sendo Ly = 0y, — @0y e Lg = 0y, — 0,. Note

que L' é G*H, porém tanto L, quanto Lg nao sio G*H restrito a duas varidveis.
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4 UMA CLASSE DE SISTEMAS DE PRIMEIRA ORDEM

Neste capitulo vamos demonstrar o principal resultado deste trabalho, que consiste em encon-

trar condigbes necessarias e suficientes para garantir a G®*—hipoeliticidade global do sistema
L= (L17~--7Ln)7 LJ :815], —Cj(tj)aw, (41)
com c¢;(t;) = a(t;) +1b;j(t;) € G (R, ).
Recordamos que o sistema (4.1) ¢ dito globalmente G*—hipoelitico (G*H) quando

we D, (R e Liue G5 (R™™), j=1,....,n = ue Gy, (R").

s,21

Para enunciar e demonstrar o principal resultado deste trabalho precisamos introduzir algumas

notagoes, que serao utilizadas no restante desse capitulo capitulo.

> (t,2) = (t1,...,tn,x) € R e |.| representa a norma do maximo;
> cg; = ag; + iby;, para cada j =1,...,n, sendo
27 2T
ag; = (2#)_1/ aj(s)ds e by; = (2m) " b;(s)ds,
0 0
e co = (Cot,---,Con);

> C(t) € G5, (R"1) ¢ a funcdo definida por
C(t) = Z/ Cj(S)dS — Cojty, € R™,
j=1"0
logo 0y, C(t) = c;(t;) — coj, paratodot € R" e j=1,...,n.
> J={je{l,...,n}:b;(t;) ndo muda de sinal}.
Apdés uma reordenacao das varidveis, caso seja necessario, podemos supor
J={1,...,¢t},

isto é:

b;(t;) nao muda de sinal para j € {1,..., 0} = J; e
b;(t;) muda de sinal para j € {{+1,...,n} ={1,...,n} — J.
Aqui convencionamos que J = () quando ¢ = 0.
A partir de agora assumiremos que o sistema (4.1) estd ordenado de tal forma.

Observagao 4.1. Dizer que uma funcao f muda de sinal significa que existem pontos xr1 e To em Seu

dominio tais que f(x1) >0 e f(z2) < 0. Desse modo a fung¢do identicamente nula ndo muda de sinal.
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Com as notagoes acima, podemos enunciar o principal resultado deste trabalho.

Teorema 4.2. O sistema L definido em (4.1) € globalmente G*—hipoelitico se, e somente se, valem

(simultaneamente) as sequintes condigoes:
(1) J# 0 (existe j tal que bj(t;) ndo muda de sinal);
(ii) se bj(t;) =0, para todo j € J, entdo o vetor a = (ag1,...,ao) ndo estd em Q° e nio é E°L.

A demonstracao deste teorema esta dividida em duas partes, que correspondem as duas segoes
a seguir.

A prova da suficiéncia das condigoes () e (i) possui duas partes principais: a primeira consiste
em estimar os coeficientes parciais de Fourier do candidato a solugao do sistema, quando alguma das
fungoes b; nao é identicamente nula e ndo muda de sinal; na segunda, usamos um automorfismo para
conjugar o sistema L a um sistema L mais simples, na sequéncia provamos que L é G°H se e somente
se L é G*H e concluimos a prova mostrando a G*—hipoeliticidade de L.

A prova da necessidade passa pela construgdo de uma solucao singular para o sistema L, ou
seja, a partir da negacao das condigoes (i) e (ii) acima, construimos uma ultradistribuicao u tal que

u ¢ Gy (R™) e Lju € Gy, (R™1), para todo j = 1,...,n.

4.1 Prova do Teorema 4.2 - Suficiéncia

Nesta se¢ao vamos provar que se as condigoes (i) e (i7) do Teorema 4.2 estao satisfeitas, entao o
sistema (4.1) é G*H. Essa demonstragao foi divida em dois casos, que correspondem as duas subsegoes
seguintes: primeiro supomos que existe j € J tal que b; nao seja identicamente nula e, em seguida,

consideramos o caso em que b; ¢ identicamente nula para cada j € J.

4.1.1 Caso b; #0, para algum j € J

Suponha que exista algum j € J tal que b; nao seja identicamente nula. Por simplicidade
vamos supor j = 1 e by(t;) > 0 para todo t; € Ry, (o caso em que by (t1) < 0 é tratado de forma similar).

Seja u € D), 5 (R™*1) tal que Lyu = f; € G5, (R"") para todo j = 1,...,n. Vamos provar
que u € G§_(R"+1).

Escrevendo

w=Y ()™ e f;=) fin(t)e"™, j=1,...n,

nez nez
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segue da continuidade dos operadores L; em D/, , (R"*!) (ver Lema 5.1) que

8,2
Lju="> " Ljiy(t)e"” =Y (0, — ¢;(t;)0 )iy (t)e""
neL nez
= (O, () — inc; (t;)Ty (t))e™".
neZ
Dado que Lju = f;, para j = 1,...,n, da unicidade dos coeficientes parciais de Fourier, para

cada n € Z, o coeficiente u,, satisfaz o seguinte sistema

(B, = ine; (1)) (t) = Fin(D), G=1,....n. (42)
Como as fungdes etC() t € R™ pertencem a G§._(R™) (Proposicio 2.18), segue que (4.2) é equivalente
ao sistema
(D, — incoy)e 1COG, (1) = e MO F (1), j=1,...,n. (4.3)
De fato, basta notar que

(0, — incoy)e” D, () = [(Br, — inc; ()i, (t)]e W),

e como €M) € G5 _(R") segue que (4.2) é equivalente a (4.3).
A fim de descrever as solugdes periddicas de (4.3), veja que como by(t1) > 0 e by(¢1) nao é
identicamente nula, segue que by; > 0, portanto —ince; ¢ iZ para todo n # 0. Logo o vetor —incy ¢ iZ™

para todo 1 # 0. Além disso, como os operadores Lo; = 0, —inco; e Lox, = Oy, — i1co, comutam, entao
Lo; (e—inC(t)ﬁm) = Lo; (Lox e‘i"C(t)ﬂn)
= Lok (Loj e °W0,)) = Loy (e €O f,,).

Desse modo podemos aplicar o Lema 5.5 no sistema (4.3), entdo, para n # 0, utilizando a

forma (5.3), obtemos

. 1 e o .
y(t) = 1_*/ enleorr+OW=Ch=rt0) (¢ — r,t_y)dr, (4.4)
e utilizando a forma equivalente (5.4), temos
1 2T o o .
() = i_l/ et CO=COEr ) () 41t )dr. (4.5)
Observagao 4.3. Lembramos que a notagdao (t; — r,t_1) representa o vetor (t1 —r,ta. .., t,).

Analisando melhor o expoente da exponencial que aparece no integrando de (4.4), vemos que

t1 n tj
co1T + C(t) — C(tl -, t_l) = co1r + / C1 (y)dy —co1t1 + Z (/ = (y)dy - cojtj>
0 0

- (/Otlr c1(y)dy — cor(ts — 7‘)>_— ; (/Otj c;(y)dy — Cw%’)

t] tl—’!‘ tl
= / c1(y)dy — / ci(y)dy = / c1(y)dy.
0 0 tl—’l‘
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Denotamos
ty
Hitr) = [ ey,
t1—7r
para todo (t1,7) € Ry, x [0,27]. Entao podemos escrever

1

27
() = T gzmmer /0 e f (b — vyt )dr, (4.6)

para todo 7 > 0.

Usaremos a expressao acima e o Teorema 2.35 para provar que

> iy (t)e” € Gi (R,

n>0

Para fazer isso, precisamos obter boas estimativas para as derivadas de u,(t), n € N, e os préximos

lemas vao nos auxiliar neste sentido.
Lema 4.4. A func¢do u,(t) pertence a G5 (R™), para todo n € N.

Demonstragdo. Fixado n € N, considere a funcio ¢(t;) = ™1, com t; € R. Claramente ¢ € G5 (R).

Portanto existem Cy > 1 e uma amplitude h > 1 tais que
07,0(t1)] < Ch (3!)°, t1 € R, j € Ny,

Como c¢1(t1) € G5,.(R), H(ty,r) é 2n—periddica em t1 e Oy, H(t1,7) = c1(t1) — c1(ty — 1),

existem Cy > 1 e hy > 1 tais que
‘aj (tlv )| < CHhJ( )Sv (tlvr) €R x [0’27.[-]7 .] € NO'

Aplicando a férmula de Faa di Bruno na composigao ¢ o ¥(t1), sendo ¥(t1) = H(t1,r), com

t1 € Rer € ]0,2n] fixado, segue das estimativas anteriores que

al @ ()
g 00wt =1 Y 5o wie) [T (©

A(a)

o kj

<a'z C¢hlk‘ (k|D)® H(CHh >
A(a) =1

< Cy(Cirhhy) a'z (1K) T T (@),

A(a)

sendo A(a) = {k = (k1,...,ka) € N§ : Y20, jk; = o} e [T(e) = [Tj, (3> H)".
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Utilizando os Lemas 5.10 e 5.9 segue que
|agei77H(t1,r)| = |08 ¢ o1p(tr))

< Co(Cuhn)at 3 (k1) T (@)

Ala)

a k! s—
S C¢(0Hhh1) «! Z %(O[') !
Aa)

= Cy(Crrhhy)*(al)720

< Cy(2CHAR ) (al)?,

para todo a € Ny e (t1,7) € R x [0, 27].

Como fl,,(t) € G5 (R™) segue que existem K > 1 e hg > 1 satisfazendo
0% fiy(t)] < KRN (@)®, t € R™, o € Np.
Escreva a = (a1, 8) € Ng x Ny, Utilizando as estimativas anteriores vem que
1m0, o) = | [ o (e 00 foy ey — ryty))r
0

27
< / | Z (31) ) et glen=aB (b — ot ) |dr
0 1

Y1i<an

</027rz

y1<a

(3) Co(2Cuhh) (1) KR Pl ((r — 7, 8)!) dr

< 21K Cy(4Chhihy)* (al)?,

para todo t € R" e a € Njj. Portanto 4,(t) € G5 (R"). O

Lema 4.5. Para todo € > 0 dado, existe uma constante Ce > 0 tal que
|8t e H B |e=en® < 021 (ay1)®, (ty,7) € R x [0,27], a1 € No, 7 € N.
Demonstra¢ao. Como vimos no lema anterior, existem Cy > 1 e h > 1 tais que
|05 H(t1, )] < Crh®(an!)®, an € Ny, (t1,7) € R x [0, 27].

Também observamos que como by > 0 segue que | (1:7)| < 1 para todo (t1,7) € R x [0, 27]

en > 0. Agora vamos aplicar a férmula de Faa di Bruno na composicio das funcdes ¢(t1) = e e
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Y(t1) = H(t1,r), sendo t; € R e r € [0, 27] fixo. Entédo, para oy € Ny, obtemos

a1 ( )
oo vt = Y S ]Iaj )

A(ar) =1
H(t ) k;
15 S (4200
A(al) j=1 J!
[e5) s k;
Oél! |k| CHhJ(]')S ’
< Z ﬁ|fl| H (J,
Aar) Jj=1
k]
a1 ap- 1
< (Cuh) L s T o),

Kl
& R (R

sendo A(ay) = {k = (k1,...,ka,) € Ng* :ZJ Jki=ait e [[(an) = HJ 1((j!)s_1)kj-

Aplicando o Lema 5.10 na desigualdade acima e notando que k! < |k|! obtemos

05 60 w(n)] < (Cub)™ (i) 30 1

Ao

il
) v

R

1
s

Multiplicando a desigualdade acima por e e utilizando os Lemas 5.8 e 5.9 segue que existe C. > 1

tal que
a7 r 76% « s k'nlkl 75%
e et < (Cpny (e Y (1<|;!)s '
Aar)
o1 18 |k|' |E|
< (Cuh)* (o)) > el
A(on)
|
(CHhC )(xl a; | Z |k|
A(al)
= (CxhC.)* (an!)*2°r 7! < (2CHAC.)* (an!)®,
para todo a; € Ng, 7 € Ne (t1,2) € R x [0, 27]. O

Agora estamos em condigoes de calcular estimativas para as derivadas de u,(t), a fim de usar

o Teorema 2.35 e concluir que Y, (U, (t)e"™ € G5 (R™H1).

Comegamos observando que como fi(t) € G5 (R") existem ¢ > 0, Cy > 0 e h > 1 tais que
~ 1
0% fin(8)] < Cphl*l(at)eell", (4.7)

para todo t € R, a € Njj e € Z. Utilizando os Lemas 4.5 e 5.7 segue que existem C; > 1e C, > 1
satisfazendo

11— ei2™eo |1 < 0y peN, (4.8)

|op e () |57 < O (ey))*, (t1,7) € R x [0,27], a1 € No, n € N. (4.9)
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Seja a € Nj e escreva a = (a1, 3) € Ny x Ng~!. Entdo, utilizando as estimativas (4.7), (4.8)

e (4.9) obtemos

azy 1 o (i N
0%y ()] = |1_eim/0 O (et g OB f (8 — rt_y))dr|

2m
< Cl / |aa1( inH(tl,T)a(Oﬁ)fln(tl -, t_1))|dT

27
e / > (‘“)la” IO 9O (1~ t1))dr

y1<a
27
<Cl/ Z ( )a"YlleinH(tw”th(ul—vl,ﬁ)l((al 1, B))%e —ens dr
y1<ay
2 a
= cieplo e 75 (0 Jape e o e
y1<ay
2
< C1Crhlel((0,8)1)% e 57" / Z ( > C* () ((ar —y1))*dr
y1<ay
2
= 1Rl ((0, B))%e 27" / > () Cldr
y1<aq

2
gclcfhla\((o,ﬁ)!)se—%"S/ (o )*C Z dr
0

Yi<an

2m
< O\ OO (at) et / S ar
< 2wCLCy(2C.h)1 (o)™ 37

para todo t € R", a € N e n € N. Disso segue que Y-, _, Uy (t)e”” € G5 (R").
Utilizando a forma equivalente (4.5), analogamente podemos concluir que >

pertence a G35 (R"*1).

n<0 an (t)einz

Para n = 0 temos ug € G5, (R™). De fato, basta utilizar (4.2) e a Observacao 3.4.

Finalmente concluimos que

— § {1'\17 1771 + ’U, 101 + E U 1771

n<0 n>0

pertence a G5, (R"™1), e portanto L é G°H

Isso encerra a demonstracao do caso em que existe algum j € J tal que b; nao é identicamente

nula.

4.1.2 Caso b; =0, para todo j € J

Suponha agora b; = 0, para todo j € J, e considere a fungao A : R™ — R dada por

A = RC() = / a;(y)dy — aogt;, ¢ € R™.
j=1"0
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Claramente A(t) € G5,.(R"), 0, A(t) = a;(t;) — aoj, para j = 1,...,n, e a fungao et nAt)
pertence a G5 (R™), para todo ) € Z (ver Proposicao 2.18).

Considere a aplicagao S : D} o (R"*!) — D/, (R"*!) dada por

u=" Ty (t)e" € D, o (R™) — Su =Y i, (t)e e, (4.10)
neZ neEL

Vamos mostrar que a aplicacdo S é um automorfismo e através de uma conjugacao, passaremos o
problema de estudar a G*®—hipoeliticidade do sistema L para o estudo da G®—hipoeliticidade de um
sistema L mais simples.

Para mostrar que S estd bem definida e de fato é um automorfismo precisamos do seguinte

resultado técnico.
Lema 4.6. Para todo € > 0 dado, existe C. > 0 tal que
. 1
9% AD|emelnls < clel(a))* o e N2, t € R™, 5 € Z.

Demonstragao. Aplicando a férmula de Faa di Bruno segue que, para o € Njj e n € Z,

aaemA(t) _ 8211 604,, inA(t (8?1 o a?nfl)atan emA(t)
1 n—1 n
(n)

[e7] QXn—1 an - (n) 7 ) o
= @500 D0 ) eﬂAwH( ) :

Aa) Jn=1

sendo A(ay,) = (k™ = (K™, .. k) e Ng» i jnk(:) =y}
Notando que (91?:A(t) depende apenas de t,, pois 0, A(t) = an(tn) — aon, segue que

1)

) | (n o ) Qn a]nA ¢ in
9einAlt) — Z 70 (ifi)lk( )|[(aa1 B .6t7n71)emA(t)] H ( tn ( )) )

(n)) 11
Alay) Rl Jn=1

Aplicando esse processo mais (n — 1) vezes obtemos

<1> RO
9¥einAlt) — Z Z 1)' . k(n)'(n)\k L (i) linA®)

Aar) Alay)

()

. kM . k¢
a1 81211A(t) J1 QAn ag:A(t) in
11 (=5 1L ’

Ji=1 Jn=1

sendo A(ay) = {k@ = (k%q), ce k&?) € Ny : Z?‘tl jqk(q) =y}, parag=1,.

Como A(t) pertence a G5_(R™), existem C > 1 e h > 1 satisfazendo

|0%A(t)| < Chlel(a)®, a € N, t € R™.
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Também note que [e"(*)| = 1 para todo t, pois A(t) € R. Entio

o i ay,! (1) (n)
e < 3 e 3 b e ()

Aan) Alay)

R R Chin )\
H ( (4! > g1 H < n]n) in
; o

|
=1y I jn—l nt

(Ch) el 1 Z Z
Aar) Aoz,,)
N (T

la] ) ..
(Chyelal 30 >0 k(l k1 ([kDs (M)

Aar) Alay,)

(KD TCea) - (R T T(ew),

o . k(O
sendo [[(arg) = [15%y ()7 , para g = 1,.
Utilizando o Lema 5.10 e que (k(®1)* < (|k(q)|') obtemos

SIS (Il | (COOR

n e )
924D < (Ch)lel (a1)? Z 5 RO R Q)Y ()

Aar) Alay)
1 - 1
Multiplicando a desigualdade acima por e~¢l"1* = H;’:l e~ »1* temos
RO B ()R e

orginA(t) | g—elnl* ol (al)® el
|0%e le (Ch) () Z) A(Z) EOT T Tk (kM1)s
Oél Qi

Pelo Lema 5.8 segue que existe C. > 1 tal que

Mn (n)
a inA(t)|,— a |k | ‘k | kM
9% AWM elnl < (Ch)lel(at)® § E o n)!ci (.
A((‘Yl) A(O‘n)
O |k: ()1

< (One el 3 o 30 kI

A(ar) A(an)

Finalmente, aplicando o Lema 5.9 segue que

|9%eim AWM |e=elnl= < (OneL)lel(al)s2% | 29 = (20hC.) 12 (al)®.

Lema 4.7. A aplicagio S definida em (4.10) € um automorfismo em D) 5 (R"*1) e S

automorfismo em G5 (R"T1).

KOOI k1 (kO (k1)

(\n|>'k“”'

o Elnl®

49

O

G, (Rn+1) € UM

Demonstra¢ao. Vejamos que S esta bem definida, para isso suponha u € D9 o (R™1) e mostremos que

Su € D), 5 (R™1).

Como e € G5_(R™), segue que 1, (t)e4®) € Dy 5. (R™), para todo 1 € Z. Sejam ¢ > 0 e

he > 0 dados. Queremos mostrar que existe C, 5, = C > 0 tal que

| < B0, 0 > | < C || @ e e, neZ, o € G R,
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Considere ¢ € G;;:” (R™). Pelo Lema 4.6 existe C. > 1 tal que
) R
|9%eimAB =5l < Clola) o e NJ, teR™, neZ,

logo

B

o . T
< 98 ¢inA®) |~ Inl*
(B) | |

. ! : 51| =
|9 emAD =511 gy = | <O‘) 0P AW =3 9o ()|
<«

0* (1)

<3 (5) P60 16l (- B
< (@) O + )12 | 0 [l = CL, (@) | llhe:
sendo C. 5, = 2(hy + 1)C.. Utilizando o Lema (5.8) obtemos C. > 0 tal que
pFe=s* < GRS, € Z, k € No.
Defina § = (max{C. j,,C.})"!. Da continuidade de u segue que existe Cs > 0 tal que
| <w > ] < Cssupsup 00 (t, 2)[61PN (o, k)) 7%, 9 € Ga (R™H),
o,

assim

| < an(t)ei'ﬂA(t)’@(t) > | = | < aﬁ(t)veinA(t)(p(t) > |

1 . )
§| < u(t,x),emA(t)go(t)e_mz > |

IN

%i sup sup |9%9FeA® (1) |51 5% (o) 73 (K1) 75,
t,a x,k

Notando que

|3§éeinz4(t)@(t)ef%\n\% | |a§64nzef%\n\% 5|a|5k(a[)78(k!)7568|n|5

= \8feinA(t)<p(t)ef%\n\%| m‘kefgw% 5'“‘5’“(a!)*8(k!)*sefln|%
<1 (@) | ¢ llsn, C‘?(k:!)%'a'5k<a!)—8(kg)—ses|n|%
< max{Cep,, G 1O | o |, 1110
=1l @ s €117,
para todon € Z, « € N, k € Ny, t € R” e x € R, temos

1
elnls
)

~ i C(S
| < @O, o) > | < S |

|S,hz e

e portanto Su € D{ 5 (R"), o que implica que S estd bem definida.
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Da mesma maneira prova-se que a aplicagao S~' : D, (R"*!) — D/, (R"*!) dada por

u = Zﬁn(t)ei"”' Sy = Zﬂn(t)e_i"A(t)eim, u€ D, (R,
neEL neL

estd bem definida.

()bseIVaIl(lO qlle S O S - 1 - S o S C()IlChll/Hl()S (]ue S defiIle um aut()Hl()IﬁSIIl() e1mn
[ 8,27 (IE in )

Para mostrar que S |G; (rn+1y também define um automorfismo, basta verificar que G5 (R

¢ S—invariante e S~!—invariante. Mostraremos que G§_(R"*1) é S—invariante.

Seja u € G35, (R"*1). Como e4®) € G (R™) segue que 1, (t)eA®) € G5 _(R"), para todo
n € Z. Para garantir que Su pertence a G5, (R"*1) basta provar que existem C > 0, hy > 0 e € > 0 tais

que

. 1
0%, (1) D] < ChlN(a)e " | neZ, a e NP, t € R
Como u € G5, (R"™1), existem C > 0, hy > 1 e € > 0 tais que

1
0T, (1) < Ch (al)*e™l* e Z, a e N}, t € R™.

Entao
10T, (1) | < (Z) 107, (t)]|0° e AD)|
BLa
- (g) ChI (8151l | gaB ginAW) | =51 *
BLa

<3 (5) enlore i o e - oy
Bl

< C(2heCL) e ()3l

e portanto G, (R"*1) é S—invariante. Da mesma forma prova-se que G§_(R"*1) ¢ S~!—invariante. O

Lema 4.8. Vale a sequinte conjugagao

L=S"'LS=(S"'LS,...,8 'L,S) = (Ly,...,Ly),

sendo Lj = 0y, — (ao; +ib;(t;))0, para j =1,...,n.
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Demonstragcdao. Basta notar que

STLjSu=S"'L;S Yy, (t)e

neL
=S 1L Zu znA zn;v
neL
-5 ZL a, mA t) znac
neL
= ST (01, — ¢i(t) D)y (B D et
neL
= 513700 @ (8) + i (001, A(E) — it (B)cs (8] D
neL
=5t Z [0, U (t) 4 ity (1) (a;(t;) — aoj) — iy, (t)(a;(t;) + ib;(t;))]enA® eine
neL
= 5713104, Ty (t) — infaog + b (£5)) iy (£)]e A Ot
neL
= 104, Ty () — inao; + b (t)) ity (£)] ™
neZ
=D Ly (t)e™
neZ
= Eju,
para todo j =1,...,n e u € D 5 (R"). O

Lema 4.9. Seja S : D5 (R") — D5 (R") um automorfismo tal que S

G (rn) também o seja e
considere um sistema P = (P1,...,Py), com cada P; agindo em D{ 5 (R"). Se P é G°H, entdo
S=IpS=(S7tPS,...,S71P,S) também é G°H

Demonstragio. Seja u € D), 5 (R™) tal que S™'P;Su = f; € G5, (R™) para todo j. Por hipétese existe
v e D, (R") tal que S™'v = u. Entdo Pjv = Sf; € G5, (R") para todo j. Como P é G*H segue que
v € G, (R") e portanto u = Sv € G§_(R™), o que implica a G*—hipoeliticidade de S™1PS. O

Observagao 4.10. Combinando os Lemas 4.7, 4.8 € 4.9 obtemos que
L é GH se, e somente se, L é G°H

Logo nos concentraremos em provar que L é G*H. Além disso, como estamos supondo b; = 0
para j =1,...,¢, temos

Lj :atj —aoj(?x, ]:1,76

Vamos separar as varidveis da seguinte forma (t,z) = (¢/,t",z) € R* x R"~* x R.
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Seja u € D’ o (R™1) tal que Lju = f; € G3,(R**!) para j = 1,...,n. Vamos escrever u e

8,27

as funcoes f; como suas séries parciais de Fourier em relacao as varidveis (¢, x), isto é,

u= D Ay ()P,

() €L XL
e
fi = Z Fitom (AN S
(P ELE XL
Pela continuidade dos operadores ij, para j =1,...,¢, temos
Lju= Z (Or; — @00 )t (p,n) (")t trm ()
(pn)ELF XL
=3 ipy — a0y () ),
(p,n)ELEXZL
Como iju = f;, segue da unicidade dos coeficientes parciais de Fourier que
i(pj — nao; )i (t") = fipn "), 5=1,...,L (4.11)
Se n # 0, existe j* = j(n) tal que
pj= — nagj- # 0 e la —p/n| = [ag; — pj-/n| >0,
pois a = (aoy, - - ., ag) ¢ Q° (lembre que estamos utilizando a norma do maximo).

Usando (4.11) segue que para todo n # 0 e p € Z*

fj*(pm)(t//)

U, ") = - . 4.12
(pﬂl)( ) Z(pj* — 77a0j*) ( )
Caso n =0 e p # 0, entdo existe j tal que p; # 0 e de (4.11) obtemos
_ Ficoan (")
g0 (1) = B2 (4.13)
ij

Como cada f; € G5 (R"™), utilizando as equagoes (4.12) e (4.13) podemos concluir que
Uy p) (") € G5.(R"F), para todo (p,n) # (0,0).

Agora vamos provar que

ST Ay A)eEE D) € Gy (R,
(p,m)#(0,0)

Como as fungoes f; € G5, (R"T1), existem C >0, > 0e h > 0 tais que
~ 1
0% Fi oy (8")] < Ch (at)®e=<I Bl (4.14)

para todo (p,n) € Z! x Z, " e R"*, a e Nl b ej=1,... L
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Utilizando o Teorema 2.35, a equacao (4.13) e a estimativa (4.14) temos
Z a(10777)(t”)ei(pm)'(t/’w) € Ggw(RnH)-
n=0,p#0

Como a nao é E°L, existe C’ > 0 satisfazendo

1
g?%{emoj' —pji/nl=la—p/n| = C'e 2",

para todo (p,n) € Z* x Z — {0}. Entdo

_ |aafj*(p,n)(t//)|
\Pj* — Nag;*

_ 0% o ()]
Inllp/n — al

_ 195 ()]
Ip/n — al

‘8aa(n,p) (t//) |

(C’)_le%l’”% Cha(a!)se—al(pm)I%

IN

(C') " Che (al)e5 P01 F g=<lpn)]

IN

— (C) R () sl E
paratodon € Z — {0}, pe Z, t" e R"* e a € Ng_z.

Portanto, do Teorema 2.35, segue que

3 Ay ()P0 € @y (R,
n#0,peZt

Fica entao provado que

v =u— U, (t") = Z a(p,n)(t”)ei(pm)'(t/,z)

(p,m)#(0,0)
= Z a(pm)(t//)ei(p,n)-(t ) 4 Z a(p,n)(t”)ei(p’")‘(t )
=070 n#0,pEL

pertence a G35 (R"*1), pois G35, (R"*1) é espaco vetorial.

Agora vamos cuidar do termo g g)(t"). Para j = £+ 1,...,n, temos
Lj,0)(t") = Lju — Ljv = f; — Ljv,
logo
i, 0,0 (t") = fj = Ljv € G5 (R™),

pois G5 (R™*1) é um espaco vetorial fechado para multiplicacio e diferenciagio. Para j = 1,...,¢,
Or, (0,0 (t") = 0. Disso segue que 8y, TU,0)(t") € G5, (R""!) para todo j = 1,...,n, e portanto da
Observagao 3.4 segue que U o) (t") € G5, (R™1).
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Finalmente concluimos que
w= ﬁ(070) (t//)ei(O,O)(t/7m) + Z a(p7n)(t//)ei(pﬂ'])-(t/)a;) c G;,T (Rn-i-l).
(p,m#(0,0)
Logo Lé G°H, e portanto L também é.
Isto conclui a prova da suficiéncia das condigoes (i) e (i7) no caso em que b; = 0, para todo

j € J. E portanto concluimos a demonstragao da suficiéncia no Teorema 4.2.

Finalizamos esta segao observando que uma andlise cuidadosa da nossa demonstragao da

suficiéncia das condigoes (i) e (i7) do Teorema 4.2, nos permite enunciar seguinte resultado.
Proposicao 4.11. Considere o sistema L como definido em (4.1).

1. Se alguma funcao b;(t;) nao € identicamente nula e nao muda de sinal, entdo L é G°H.

2. Se para algum indice j, tem-se que b;(t;) =0 e apj € um nidero irracional nio exponencial Liowville

de ordem s > 1, entao L é G°H.

A proposicao acima nos diz é que se existe um campo L; G°H em (t;,z), entdo o sistema
(4.1) é G*H. Notamos que a reciproca dessa proposi¢ao nao é védlida. De fato, basta usar o vetor («, )

construido na se¢ao 3.4 e o Teorema 3.8 para obter um contra exemplo.

4.2 Prova do Teorema 4.2 - Necessidade

Comegamos observando que a demonstracao que faremos nesta se¢ao nao se aplica ao caso
analitico, isto é, o caso em que s = 1, pois utilizaremos fungoes de corte Gevrey. A existéncia de fungoes
de corte Gevrey pode ser vista em [7] e a prova para o caso s = 1 pode ser encontrada em [2]. Portanto
nesta se¢ao consideraremos sempre s > 1.

Utilizando o automorfismo S definido em 4.10, provamos na secao anterior que a G*—hipoeliticidade

global do sistema L é equivalente a G°—hipoeliticidade global do sistema L, dado por
Ej = 8tj — (aoj + Z.bj(tj))aﬁ, 7=1,...,n.

Portanto, a fim de demonstrar a necessidade das condigdes (i) e (i7) do Teorema 4.2, basta considerar
o sistema L acima. Para nao sobrecarregar a notagao vamos denotar L por L = (Ly,..., Ly,).
Faremos a prova pela contrapositiva, ou seja, vamos provar que se as condigoes (i) ou (i¢) nao

sao validas, entao o sistema L nao é G°H.

Definicao 4.12. Seja P = (Py,...,P,,) um sistema de operadores diferenciais parciais com cada P;
agindo em D’ , (R™). Dizemos que u € D!

s,2m s

u ¢ G5 (R") e Pju e G5.(R™), para todo j =1,...,n.

2. (R™) € uma solugdo singular para o sistema P quando
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A ideia da demonstracdo consiste em encontrar uma solugao singular para o sistema L quando
() ou (72) nao sao vélidas. No caso em que (i) nao vale, ou seja, b; muda de sinal para todo j, podemos

considerar os operadores L; restritos as varidveis ¢; e x, isto é, L; agindo em D/ , (R;, x R;). Vamos

/

construir solugoes singulares u; € Dj 5,

(R¢, x R;) para os operadores L; (restritos a Ry, x R;), e entao
utilizaremos o Corolario 2.44 para definir

u = Zﬂm ® - ® Uny et ¢ DQ,ZW(R? X Ry),
neEL

a qual serd uma solugao singular para o sistema L. No caso da nao validade de (i7) faremos algo bastante

similar. Tendo isso em vista provaremos alguns lemas técnicos.

Lema 4.13. Considere o operador L = 0; — (ag + ib(t))0, agindo em D} 5 (R; x R;), com ag € R e
b(t) € G5,.(R) a valores reais. Seja by a média da fungao b(t). Se b(t) muda de sinal e co = ag+iby ¢ Q,
entao existe

u=Y Uy(t)e"” € D, (R?) — G5,(R?),
n>0

tal que
o Lue G5 (R?);

o cristem to € R e C > 0 tais que

[t (to)] , nEN;

C
27
Vi

e para todo € > 0 existem C' >0 e h > 0 tais que

1
108, () e1* < Ch*(al)®, t € R, a € Ng, n € Z.

Demonstra¢do. Vamos dividir essa prova em trés casos: 1)bg > 0, 2) by < 0 e 3)bg = 0,a0 ¢ Q.

Caso 1: Considere a fungao

t t
H(t,r) = / ap + ib(y)dy = apr +i/ b(y)dy, t € R,r € [0,27],
t—r t—r

e defina

t to
B= min S$H(t,r)= min / b(y)dyZ/ b(y)dy.
t t

t,rel0,27] t,re(0,2n] Sy, 0—T0

Note que
¢ B < 0; pois b muda de sinal.
o 1o € (0,27); pois SH(tg,0) =0 > B e SH(tg,2m) = 2wbg > 0 > B.

o podemos supor tg € (0,27) e b(0) # 0; caso contrério, basta aplicar uma translagao na varidavel ¢.
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o b(tg—ro) = 0; caso contrério, se b(tg—rg) > 0, entdo existe 6 > 0 tal que 7o — 9 e rg+ 0 pertencem
a (0,2m) e b(y) > 0 para todo y € (to —ro — d,t9 — ro + J). Entao
to to to—ro+d to
SH(to,m0 — ) = / b(y)dy = / b(y)dy — / b(y)dy < / b(y)dy = B,
to—ro+4 to—ro to—ro to—Tro
o que seria uma contradi¢do. Analogamente mostra-se que b(tp — ro) nao pode ser negativo, logo

b(t() — T()) = O;

o tg—rg € (—2m,0) U (0,27); pois b(2m) = b(0) # 0 e b(tg — r9) = 0. Por simplicidade vamos

considerar tyg —ro € (0, 2m).

Seja 6 > 0 tal que Is = [to — 19 — d,t0 —ro + 0] C (0,27) e ¢ € G*(0,27) uma funcao com

suporte contido em Is tal que ¢(t) = 1 para t € [to —ro — 3,19 — 70 + 5] € 0 < ¢(t) < 1, para todo t.

[
2
Para cada n € N defina

. (1 — e?2mc0)enBp(t)emaolt=to) = ¢ ¢ [0, 27],
fn(t) =93 .
ot +27) = 1 (1), teR.

Vamos verificar que
=" Ft)e™ € G5, (R?).
n>0
Claramente f,, € G5, (R) para todo n € N. Sejam C > 0 e h > 1 tais que
[0%(t)] < Ch*(a!)?, t € [0,27], a € Ny.

Pelo Lema 5.8, segue que existe C'p > 1 satisfazendo

1
n® < e=B 0% (al)®, neN, aeN.

Entao
0% F(8)] = 1~ e”’f”cweﬂﬂe-ﬁ”aofoHa%o@)ei"aoﬂ
<2y —— Hla ) \8“ Po(t)] |07 et
B<a
< 2¢P7° > 7011& Bla— B)1*|naol?
IS’ _
o Bl la=p)r
s Byt n’ s,1
< 20((1 + |ag))h)*at*e 5" Zﬁls ez’
Bl
<2C((1 + |ao))h a"”e?"s ZCﬁ
BLla

< 20(2(1 + |ag|)hCp)*ale = |
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para todo t € R, > 0 e a € Ny. Isso garante que f € G5 _(R?).

!/
8,2

Queremos encontrar u = -, ., Uy (t)e* € D, (R?) tal que Lu = f. Para isso, defina os

coeficientes parciais de Fourier de u por

N 1

2
Un(t) = m / elnH(tﬂ‘) f"7 (t - T)d?", te R,

0

para todo n € N, isto é,

21
Uy(t) = egtnao(t=to) / e"(B*gH(t’r))ap(t —r)dr, n € N.
0

Vamos verificar que u = Zn>0 Uy (t)e'” estd bem definida. E claro que u, é 2r—periddica e continua,

portanto u, € Dy (R) C D 5. (R) para todo n € N. Note que, para todo ¢ € C53(R) e € N temos

< (1) 6(0) > | = | / " (1) ()]

2 2m
= | / / einao(tfto)en(Bf%H(tw))sa(t — r)o(t)drdt|
o Jo

< | " / 7 o0 ldrds

< (2m)?sup |¢(t)],
teR

e portanto u € Dy (R?) C D/, 5 (R?). Pelo Lema 5.6 segue que Lu = f.
Para concluir que u ¢ G5 (R®) vamos analisar o comportamento de |4, (¢o)| quando 7 — oo.
Considere a funcao ¢ (r) = B — SH (tg,r), para r € [0, 27]. Veja que

27 ro+0
[y (t0)] = | / oty — r)dr| = / e oty — r)dr
0 7

075
ro+3
> / e dr.,
- s

7‘0—5

Note que 9(rg) =0 e ¢’ (rg) = b(to — ro) = 0. Utilizando a férmula de Taylor centrada em 7y com resto

de Lagrange , podemos escrever

h? h?
Y(ro +h) = ¥(ro) + ¢’ (ro)h + 9" (ro + 9(@)3 =" (ro + e(h))77
para h € (—6,0), sendo #(h) um niimero entre 0 e h.
Seja
A= s [0

te[rofd,r0+§]
Temos entao duas possibilidades, ou A = 0 ou A > 0. Se A = 0 entao ¢” ¢ identicamente nula numa
vizinhanga de ry e consequentemente 1 também o é, logo

T'o-‘r% C
/ emp(T):(SZ%aWENv

_3
03
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para alguma constante C' > 0. Suponha agora que A > 0. Entao, para h € (rg — %, ro + g) temos
2

o+ h) = [ (o + 0] o < DR = AR = il 4+ B) > AR

para todo 7 € N. Portanto

0+$ g
|1717(t0)| > / () g = / e (ro+h) gp,
ro—$ -3
3 —nA’h? 8\{“? -
> n dh = e M dw
_9 _SVAT
2 2
Segue do Lema 5.11 que
C
|a (t0)| 2 = TIEN7
Y \/ﬁ

para alguma constante C' > 0 que independe de 7. Isso garante que u ¢ CS°(R?) e consequentemente

u ¢ G5 (R?).
Falta mostrar que dado € > 0 existem C' > 0 e h > 0 tais que
1027, (t)|e~"* < Ch*(a)®, t e R, a € Ny, 7 € Z.

Seja e > 0 dado. Notando que e?"B~SHE) < 1 para todo (t,7) € R x [0, 27], analogamente ao que

fizemos no Lema 4.5 podemos provar que existe C. > 1 tal que
1
|apenB=SHEN) |=31° < C¥(al)®, (t,7) € R x [0,27], a € Ny, n € N.
Existem Cy, > 0 e hy, > 1 satisfazendo

[0%p(t)| < Cphg(al)®, a € Ny, t €R.

Segue do Lema 5.8 que existe uma constante K. > 1 tal que

(n\»—t

5

n® <e2" KX (a!)®, a € Ny, neN.

Entao

et =l < 3

|
B<o¢ ﬁ

@l

L L b C

w =

al®
< 7&aﬂaﬁ0hﬁ'862"
Z( /3)|55|s| ol ﬂ

B<a

< Cpl(1+ lao o) ()" 3 ¢

€
= la=p)

< Ctp(z(l + |a0|)hcpK6)a(0‘!)s’

ne=r

w |

N[
3
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para todo (t,7) € R x [0,27], n € N e a € Ny. Combinando essas estimativas segue que
1 . 2 o~ 1
08y (01" | = fopeneat= [ BTNt — pyarlem’
0

27
< [ jppentmsHe) sty gy’ gy
0

27 | 1

a. (&3 g =

< § T 19e Ben(B=SH(t,r)) =8N
- /0 e = ﬂ)!| ' |

BLa

27 al’ o . .
<] 3 e (0~ PO+ oD K (3 dr

) L1
6fel"a°tgo(t —r)|le" 2" dr

a—f)
< (2m)Cp (4(1 + |ag|) ho K C:)* (o),

para todot € R, n € Ne a € Ny. Isso completa a prova do primeiro caso.

Caso 2: Este caso é bastante similar ao primeiro, portanto apenas apresentaremos as ideias de sua

prova. Considere

t+r t+r
H(t,r)= / agp + ib(y)dy = aor +i/ b(y)dy, t € R, r € [0,2m].
t t
Seja
- to+ro to+To0
B= max SH(t,r)= max ]/ b(y)dy :/ b(y)dy.

t,ref0,2m] t,ref0,2x] Jy, to

Entao B > 0, pois b muda de sinal e, como antes, podemos assumir que ro, tg, to+7r9 € (0, 27).
Seja d > 0 tal que Is = [to + 19 — d,tg + 10 + 0] C (0,27) e ¢ € G*(0,27) uma fungao com

suporte contido em Ij tal que ¢(t) = 1 para t € [tg+ r9 — %, to + 1o + g] e 0 < ¢(t) <1, para todo ¢.
Para cada n € N, defina

R (e=2mc0 _ 1)e=1B p(t)einao(t=to) | ¢ [0, 27],
fn(t) =93 . —~
fo(t+2m) = fio(t), teR.

Definindo, para n € N,
1

2m _ N
ﬁ,,(t) = m/o e_mH(t’T)fn(t +r)dr, t € R,

concluimos esse caso procedendo como no anterior.
Caso 3: Este caso é inteiramente andlogo ao primeiro, portanto omitiremos sua demonstracao.

O

Lema 4.14. Considere o operador L = 9; — (ag + ib(t))0, agindo em Dj 5 (R; x R;), com ag € R e
b(t) € G5.(R) a valores reais. Seja by a média da fung¢do b(t). Se b(t) muda de sinal e co = ag+iby = g,
comp e Z, q €N, entao existe

u= > Gy(t)e" € D, (R?) — G5, (R?),
negN
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satisfazendo:
o Lu=0¢€G;, (R?);
e cxiste to tal que |Uy(to)| =1 para todo n € gN;
e para todo € > 0 existem C >0 e h > 0 tais que

1
|07, (D))" < Ch*(al)®, t €R, a €No, 1 € Z.

Demonstrag¢ao. Considere a fungao

C(t) = /0 c(y)dy — cot, t € R,
sendo ¢(t) = ag + ib(t). Entao C(t) € G5, (R) e 0,C(t) = ¢(t) — co.

Seja tg € R tal que SC(ty) < SC(t) para todo t € R. Defina

=N . ~ . .
w= E ukq(t>equac — § ekq\:C(to)equ(C(t)-i—cOt)equa:-
keN keN

Como kqcy € Z, para todo k € N, segue que a fungao Uyy(t) é 2m periédica. E do fato que
SC(tg) < IC(t), para todo t, obtemos |Uyq(t)| < 1. Logo

27
| < Ty (8), >|—|/ ity (H9(t)a] < 2msup[(t), & € CF(R), k€ N.
te

E portanto u € D/, 5 (R?).

s,2m

Note que |ty (to)| = 1, para todo k € N, logo u ¢ G5 (R?). Nao é dificil verificar que Lu = 0.
Falta provar que para todo € > 0 existem C' > 0 e h > 0 tais que
00, (Dl < Ch®(al)®, tER, a € No, 1€ Z.
Seja € > 0. De forma andloga ao que fizemos no Lema 4.5, podemos provar que existe C. > 1 tal que
|8aekq(30(to)—“c(t))|e $(ka)* <CYa))® e

|aa qu(%C(t)+c0t)|6 2(kq < CQ(OZ')

para todot € R, k € Ne a € Ny. Entao

|aaakq(t)|efs(kq)% _ ‘aaekq(%C(to)fgcu))ef%(kq)%6ikq(§fec(t)+c(,t)e,%(kq)%

< 9B Fa(SC(t0)=SC(1) ,— 5(ka)®
2 a7

etkg(RC(t)+cot) o~ (kq)%|

B<a
|s
<Y GO - By
p<a ™

paratodot € R, k € Ne a € Np. O
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Lema 4.15. Sejam o = (aq,...,q,) um vetor exponencial Liouville de ordem s > 1 e n € N. Entao

existem € > 0 e (p*, qr)ren C nZ" x NN tais que (qr)ren € estritamente crescente e vale que

1
R — ek | < oS .
ggjagxn\ag pi/akl = lo—p"/q| <eF%, keN

Demonstracio. Como o é E*L, segue que existem § > 0 e uma sequéncia (7%, s )reny C Z" x N tais que
Sk —» 00 e )

la— 1% /sp] < e %% keN.
Passando a uma subsequéncia caso se faca necessdrio, podemos supor que (si)ren ¢ estritamente cres-
cente. Seja e > 0 tal que 677% < 4. Entao —535 < —5(nsk)%. Definindo p* = nr* e ¢, = s, para todo
k € N, segue que

1 1 1
o= p¥fai| = |a — 1" /sy, < e70% < el S < @)t

para todo k € N. O

Lema 4.16. Considere o sistema (L1, ..., L), sendo cada L; = 0y, — ao;j0, agindo em Dy

,QW(RfXRE)
¢ .
ea=(aop1,...,a00) € R Sea= (p1/qu,...,pe/q0) € QF, comp; €Z, g € N egq= [[;=1 ¢;, entdo

existe
. ~ inx / l s l
u=y y(t)e™ € D} (R} X R;) — G5, (R} x R,)
neqN
tal que:
e Liu=0€G (RE xR,), paraj=1,...,¢;
o |u,(0)| =1 para todo n € gN;

e para todo € > 0 existem C' >0 e h > 0 tais que

1
003, (t)|e~I"" < Chl*l(al)®, t e RY, a e N, n € Z

Demonstracao. Sejam q = H§:1 qj, Tj =Dj Hi# giparaj=1,....0 er=(r1,...,7r¢). Defina

u= E ei(kr,k:q)-(t,a:) _ E eikr-teikqw.

keN keN
E claro que u € D} o (R x Ry) — G5, (Rf x Ry), Lju = 0 para j = 1,...,0 e [tg(0)] = 1 para todo
k e N.
Seja € > 0 dado. Pelo Lema 5.8 existe C. > 0 tal que

1
(kq)lol < eska) = glol (1),
para todo a € N e k € N. Entao
1
05 (D] = [(ikr)*| = K*Mre] < (k) |r|!*) < 2ED7(Cefr])l (),

paratodotERl,aeNgekeN. O
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Lema 4.17. Considere o sistema de operadores (L, ..., L), sendo cada L; = 0y, — agjO, agindo em
D;%(Rf xR,) ea=(ap,...,a0e) € RE. Se a é um vetor E*L e q é um natural qualquer, entio existe

(nk)ken C gN estritamente crescente tal que podemos encontrar

U= Zlank (t)einkl’ € D;,Q‘n’(Rf X Rﬁf) - gw(Rf X Rﬂf)
keEN

satisfazendo:
o Liuc G5 (REXR,), para j=1,...,¢;
e |U,, (0)| =1 para todo k € N;
e para todo € > 0 existem C >0 e h > 0 tais que

1
083, (t)|e <" < Chll(al)*, t e RY, a € N, neZ.

Demonstragdo. Pelo Lema 4.15 existem € > 0 e (p*, ) € ¢Z™ x N tais que n, < np41 ©

1
la —p"/n| < e | k €N.

Defina
w = Z ot (P" i) (t) Z eiP" t ginee
kEN keN
Claramente u € D) 5 (Rf x R;) — G5, (R} x Ry,).
Vejamos que Lju = f; € G5 (RY x R,) para todo j = 1,...,¢. Faremos isso analisando os

coeficientes de Fourier de f;. Note que

fj=Lju= Z Ljei(pk,nk)-(tw) — Z z(pf _ aojnk)ei(pk’"’“)‘(t’z),
keN keEN

portanto J/‘}(p7 n) = i(p; — ag;n) caso (p,n) = (p*,ni) para algum k € N e fj(p,n) = 0 caso contrério.
Note que
1
|pé€ - annk:' = nk'a()j _pf/nk‘ S nke_enk ) ] = 17 cee 7£7 ke N7
0 que implica

1 1
51 < (laos| + e~ Jnp < (laf + e~ ), j=1,...,¢, k€N,

e portanto
1
[(0*,me)| < [PF[ + me < me(1 + [af + €% ) < Cing, k €N,

1
para alguma constante C; > 0 que ndo depende de k. Disso segue que —en; < —&|(p*, mx) 3

, sendo

_1
€ =¢e(C] . Entao

1
~ s =k (K _E(nk _E(nk
\fj(pkaﬁkﬂ < mpe” % < e STl < e 51Tl o= 31Tl < o= 31Tl



64

para k € N suficientemente grande. Com isso podemos concluir que f; € G5, (Rf x R,), para todo

ji=1,...,L
Seja § > 0 dado. Pelo Lema 5.8 segue que existe C5 > 0 tal que

1
77};1‘ < e C’J;al(oz!)s, keN, aeNj.

Entao,

1
N k. s
10880, (£)] = [02e®" 1) = |(P¥)*] < |p*|l* < Ol < e (€1 Cs) 1 (a)?,

para todo t € R,a € N§ e k € N. Isso conclui a demonstracio.

O

Finalmente estamos prontos para provar a necessidade das condigoes (i) e (i7). Conforme

mencionamos anteriormente, vamos construir uma solucao singular para o sistema L quando (i) ou (i7)

nao sao validas.

No que segue, por abuso de notacao, vamos usar o mesmo simbolo L; tanto para representar

o operador L; quanto para denotar L; restrito a certas varidveis. E recordamos que estamos separando

varidveis da seguinte forma (¢,2) = (¢/,t",x) € R x R % R.

Suponha que nao vale (), isto é, J = (), ou ainda, b;(¢;) muda de sinal para todo j. Sem perda

de generalidade podemos organizar os sistema de tal forma que co; ¢ Q para j = {1,...,m} e ¢,

jZ3
q;°

pj €Zeqj €N, paraje{m+1,...,n}. Pelos Lemas 4.13 e 4.14, segue que para cada j € {1,...,m}

existe

uj =Y Ujn(t;)e™” € D) 5 (Ry, x Ry) — G5 (Ry, x Ry),
neN

satisfazendo:
o Lju; = f; € G5 (Re; x Ry);

e existem tp; € Ry, e C' > 0 tais que

[Ujn(to;)| > —, n €N;

Sl

e para todo ¢ > 0 existem C' > 0 e h > 0 tais que

1
| gﬂj,,(tj)|e’€|"|s < C’ho‘(a!)s, tj S Rtj, o € No, ne N,

e para cada j € {m +1,...,n} existe

uj =Y Tjy(t;)e™ € Do (Ry, X Ry) — G3(Ry, X Ry,),
neq;N

satisfazendo:

o Lijuj=f;=0€ G5 (Ry; x Ry);
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e existem to; tais que |ujy(to;)| = 1 para todo n € ¢;N;
e para todo € > 0 existem C' > 0 e h > 0 tais que

1
|05 g () eI * < Ch*(al)®, t; €Ry;, @ € No, n € Z.

Seja ¢ = [[}_,, 41 ¢ © defina

u= > Giy(t1) @ @ Ty (tn)e™"
neqN

Pelo Corolario 2.44, u € D’ , (R} x R,). Como

8,27

m m

~ N C
[ty (to1, - - - tom, to(me1)s - - - ton)| = H [t1y,(tog)| > —=, n € qN,

N

j=1
segue que u ¢ G5 (R} x R,).
Para garantir que u é uma solugao singular para o sistema L, falta verificar que L;u pertence
a G5 (RY xR,), paraj=1,...,n.
Note que

Liu=>Giy(t) ® @ fin(t;) @ @ Tny(tn)e™, j=1,...,n.
neqN

Como f; € G5, (Ry; x R;), segue que existem € > 0, h; > 0 e C; > 0 tais que
1089 Finlt)] < Cih% (a5 e 15 € Ry, o € No, € Z,
Entao
10 Ly, (8)] = 105 T (t1)] - |OF Fin (k)] - |05 Ty ()]
< 0P iy (t)] ... CihS? (aj!)se—flnlé e O Ty ()|
1 1 1

= [0f gy (t) e =15 L OGRS () e W I | OR Ty (£ ) e T
< Ch (a))* ... O3 (ag!) e E117 L Chon (agl)?
< C;C" V(14 k4 hy)ll(al)sewlnl e

para todot € R", a € Nj e n € Z.
Disso segue que Lju € G5 (R} x R;) para todo j = 1,...,n, o que conclui a prova da

afirmagao: se nao vale (i) entdo L nao é G°H.

Agora suponha que nao vale (i7), isto é, se b; = 0 para todo j € J = {1,...,¢}, entdo

a = (agy,- .., ap) pertence a Q’ ou é E°L. Lembre que o sistema estd organizado de tal forma que b;
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pj

muda de sinal para j € {¢{+1,...,n}. Vamos supor que co; ¢ Q para j € {{+1,...,m} e cp; = o

pj € Zegj €N, paraje {m+1,...,n}. Novamente utilizando os Lemas 4.13 e 4.14, segue que para
cada j € {£+1,...,m} existe

Zum et D!, 2n(Re;, X Ry) — G5 (R, x Ry),
neN

satisfazendo:
o Lju; = f; € G5, (Ry, x Ry);
e existem Zo; € Ry, e C' > 0 tais que

[ty (tos)| > = neN;

Sl

e para todo e > 0 existem C' > 0 e h > 0 tais que

1
|8gajn(tj)|e—s\n\s < C’h(’(a')g, tj S Rtj, o € NQ, n e Z,

e para cada j € {m+1,...,n} existe

uj = Z aﬂn(tj) an € Ds QW(Rt]‘ X Rm) - GSﬂ.(Rtj X Rx)7
neq;N

satisfazendo:
o Liuj=f=0€ G5 (R, xR;);
e existem to; tais que |u;y(to;)| = 1 para todo n € ¢;N;
e para todo e > 0 existem C' > 0 e h > 0 tais que

1
|ato;ajn(tj)|e—e\n\s < Cha(a!)s, tj S Rt]., a € Ny, neZ.

Caso a € QF, escreva a = (’;—i, ce %) com p; € Zeqj € N. Seja g = H§=1 g;j. Pelo Lema 4.16

segue que existe
w=Y_ Wy(t)e"™ € D} 5 (R} x Ry) — G5, (R, x Ry),
neqN
satisfazendo:
e Liw=0¢€G5 (R, xR,) paraj=1,...,4
o |w,(0)] =1 para todo n € gN;

e para todo € > 0 existem C' > 0 e h > 0 tais que

1053, (t)|e~sM* < Chlel(al)®, ¢ e RY, a e N§, n € Z.
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Seja ¢ = ch?ZmH q; e defina
u = Z ﬂj(t/) ® a(Z+1)7](t@+1) R a7m(tn)emm~
neqN
Analogamente ao que fizemos no caso anterior, verifica-se que u € D{ 5 (R} x R;) — G5 (R} x R;) e
Lju e G5 (R} xR,) para j =1,...,n. Portanto L nao é G°H.

Agora suponha que a é E°L. Seja q¢ = H;L:mH qj, entao o Lema 4.17 garante a existéncia de

uma sequéncia (n;)reny C gN estritamente crescente tal que existe

8,2

W=y, ()™ € D 5 (R} x Ry) — G5, (R, x Ry),
satisfazendo:
o Liwe Gy (R xR,) paraj=1,...,¢
e |w,, (0)] =1 para todo k € N;
e para todo & > 0 existem C' > 0 e h > 0 tais que
1053, (t)|e=M* < Chl?l(al)*, ¢ € RS, a €N, n e Z.

Definindo

U= Z {U\(tl) ® a(f—i—l)n(tZJrl) @ ® ann(tn)einzu
negN
da mesma forma que fizemos anteriormente podemos concluir que L nao é G°H.

Fica entao demonstrado que se (i) ou (i4) nao estao verificadas, entao o sistema L nao é G*H,

o que completa a demonstragao da necessidade das condigoes (i) e (ii).

4.3 Comentarios Sobre a Hipoeliticidade Global

De forma analoga ao que fizemos na demonstracao do Teorema 4.2, podemos provar o seguinte

teorema a respeito da hipoeliticidade global do sistema (4.1) (podendo supor coeficientes c;(t;) suaves).

Teorema 4.18. O sistema L definido em (4.1) é globalmente hipoelitico se, e somente se, valem (si-

multaneamente) as sequintes condi¢oes:
(i) J # 0 (existe j tal que bj(t;) ndo muda de sinal);
(ii) se b;(t;) =0, para todo j € J, entdo o vetor a = (ap1,. .., anpe) ndo estd em Q° e nao é Liouville.

Considere L = (Ly,..., Ly) como em (4.1) (com coeficientes Gevrey). Como o conjunto dos
vetores exponenciais Liouville de ordem s > 1 esta contido no conjunto dos vetores Liouville, segue que
se L é¢ GH, entao L é G°H. Claramente a reciproca deste resultado nao é verdadeira, pois existem

numeros Liouville que nao sao exponenciais Liouville de ordem s > 1.
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4.4 Exemplos

Nesta secao apresentaremos alguns exemplos.

1. Considere os seguintes sistemas:

Ly = 8, —20,
L =
L2 = 6t2 — Z'Sin(tz)az
zl = 81:1 - \/ﬁaub
L={ _
L2 = 8t2 — isin(tg)ﬁz

Note que v/2 é um niimero algébrico de ordem 2, portanto, do Teorema de Liouville sobre apro-
ximacdes diofantinas (ver Proposicio 8.8, pg 356, de [5]), v/2 ndo pode ser um niimero de Liouville
ou exponencial Liouville de ordem s. Por este motivo o sistema L é G*H e GH. Como 2 € Q,

temos que o sistema L nao é G°H nem GH.

. Considere o sistema L = (Lq,...,L,), sendo

Lj = 8,5]. —ibj(tj)éx, j = 1,...,’/1,

com b;(t;) € G5, (Ry,) a valores reais. Aplicando o Teorema 4.2 obtemos que L é G°H se, e
somente se, existe j tal que b;(t;) ndo é identicamente nula e nao muda de sinal. Ou seja L é G°H
se, e somente se, algum dos campos L; é G°H nas varidveis (¢;, ). Isto é um belo contraste com

a teoria local, por exemplo, o sistema
P1 B 3,51 + Ztlax

Py = 8, —its0,

é G*H na origem, mas nem P; e nem P, sao G*H na origem (restritos a duas varidveis).
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5 RESULTADOS AUXILIARES

Neste capitulo apresentaremos um apanhado de resultados importantes para o desenvolvi-

mento dos capitulos precedentes.

Lema 5.1. As operagdes de derivagdo e multiplicagdo por fungées G5, (R™) sdo continuas em Dy 5. (R™).

Demonstragdo. Suponha uj — u em D{ , (R"). Considere f € G5, (R"). Entao
< fuj — fu,¢ >=<wu; —u, fop >=0, ¢ € G5 (R"),

o que implica fu; — fu em D, (R"). Agora se a € Ny, entdo

< Dauj - Dau7¢ >=< uj —u, (_1)‘G|Da¢ >— 07 ¢ € GSW(Rn)’

e portanto D*u; — D% em D;

s,21

(R™). O

Lema 5.2. Vale a regra de Leibiniz para a derivada do produto de uma funcao por uma ultradistribuicao,
isto €, se f € G5, (R") eu € D 5 (R"), entdo
O, (fu) = 0, fu+ fOr,u, j=1,...,n.

Demonstragao. Basta notar que

<8tj(fu),¢> =< fu,—atj¢>:<U,_fat]-(b>:<u,atjf¢_atj(f¢) >
=< u, 0, fo >+ <u, =0 (fo) >=< 04, fu, ¢ >+ < fO,u,¢ >,

para toda ¢ € G5 _(R™). O

Lema 5.3. Seja u € D;_VQ,,(R”) tal que Oy;u = 0 para todo j =1,...,n. Entdo u € constante, isto ¢, u

coincide com a ultradistribuicao induzida por uma funcao constante.
Demonstragdao. Seja § € Z" diferente de zero. Entao existe j tal que & # 0. Logo
(E) = (2m) " < u,e € > = (2m) (i) ) < w, —(—igy)e T >
= (2m) ") <u, =0 et > = (2m) (i) 7! < Oy u, e >=0.
Disso segue que u(€) = 0 para todo & ndo nulo, e portanto podemos concluir u = u(0) € C. O

Lema 5.4. Se A € C", entao o sistema

Opyv+Av=0, j=1,...,n, (5.1)
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/

admite solug¢ao nao nula v € DSQW(R") se, € s0 se, A\ € iZ"™. Ademais, as solucoes sao da forma

v(t) = Ce ™™ t € R",
sendo C'" uma constante compleza.

Demonstracdo. Se v(t) = Ce ™', t € R", é claro que v é uma solucio do sistema (5.1). Seja u uma

-

solugao de (5.1), entdao u; = ue** satisfaz

Oy ur = O, uet + uatjeA't = (O u + )\ju)e’\'t =0,

para todo j = 1,...,n. Disso segue que u; é constante e portanto v = Ce**. Fica entdo provado que

At

todas as solugoes de (5.1) sdo da forma Ce** com C € C. Por fim, note que Ce*? é 27 periddica se, e

somente se, A € iZ"™ ou C' = 0. O

Lema 5.5. Considere \ ¢ iZ"™ e sejam gi,...,9n € G5.(R™) tais que
(O, + Ar)gs(t) = (O, + Xj)ar(t), 4, ke {l,...,n}.
Entao o sistema
(O, + Xj)o(t) = g;(t), j=1,...,n, (5.2)

admite uma tnica solugdo v € Df 5 (R™), a qual pode ser escrita como

1 2m .
'U(t) = 1_67_271_)\1\/0 e X g](t] -, tfj)d'r, (53)

sendo j algum indice tal que \; ¢ iZ. A solucdo (5.3) também pode ser escrita da sequinte forma

1 27 ‘
o(t) = T/ e)‘frgj(tj +rt_j)dr. (5.4)
(& J — ]. 0

Demonstragdo. Vejamos inicialmente a unicidade. Sejam wuy, ug € Dy 5, (R™) solugdes de (5.2). Defina

u = up — uz. Entdo u é solugao do sistema (5.1), e como \ ¢ iZ™ segue que u = 0, isto é, uy = us.
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Agora vamos verificar que (5.3) define uma solucao de (5.2). De fato,

1 2m -
(O + Ae)u(t) = (9, + A’“)W/O €N gj(ty — i ty)dr

27
oM
=T /0 (O + M) gj(t; —rt_j)dr
2m

S 27r)\] 7>\ o 6t +)‘ )gk( T7t—j)dr

2

7)\
T oo " (=0rgk(ty —rot) + Ajgr(ty —rit—y))dr

|
27
= _QTD\] /O at gk( Tﬂf,j) + )\jgk(tj -7, t,j))dr

- m(/O (Ore M) gr(ty — ryt_j)dr — [e7 " gi(t; — 7yt ;)3T
21

+/ )\je_)‘jrgk(tj —’I‘7t,j)d7°)
0

1 .
= oo, k(ti t—j) —¢ A2 (b — 2m,t )

= gi(tj,t—j) = gr(t).

Por fim, para verificar que (5.3) é equivalente a (5.4) basta fazer uma mudanca de varidveis
adequada, ou entao, de forma totalmente andloga, conferir que (5.4) também define uma solucao para

(5.2) e usar a unicidade. O

Lema 5.6. Seja L= 5‘,5 — ¢(t)d, agindo em D/, (R?), sendo c(t) = a(t) + ib(t) € G5, (R?) e suponha
que ¢y = fo y)dy ¢ Q. Sejam f =3, Fo(t)e® e u = Doy Un(t)e™®, com f e G5 (R?) e

u € Dy 27r( ) Se Lu = f, entdo os coeficientes parciais de Fourier de u sao dados por

-~ 1 o % r) 7
(1) = W/0 GNP (4 p)dr, t € R, (5.5)
ou equivalentemente
1 CLE (b o
un(t) = e —1 /O e D f (¢ r)dr, t € R, (5.6)

para todo n € N, sendo
t ~ t+r
)= [ ey, Fr)= [ e, tr) € Rx (0,27
t—r t

Reciprocamente, se uw = Y. _,u,(t)e"” € D., (R?) € tal que u,(t) é dado por (5.5) (ou

n>0 5,27

equivalentemente por (5.6)) para todo n > 0, entdo Lu = f.

Demonstra¢do. Defina C(t fo y)dy — cot para t € R. Claro que C(t) € G5.(R) e 0,C(t) = ¢(t) — co.
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Note que

Lu=LY y(t)e™ = (0 — c(t)d, )ty (t)e™”

neN neN
= 3@y (1) — ine(t) (1))
neN

Como Lu = f segue da unicidade dos coeficientes parciais de Fourier que

ity (£) — ine(t)Tiy () = Fo(t), n € N, (5.7)

—inC(t) +inC(t)

ou equivalentemente (pois e nunca se anula e e pertence a G5, (R))

(8 — inco)e MCOG, (1) = e~ ™MD f (1), n € N, (5.8)

Como ¢g ¢ Q, temos —incy ¢ iZ, para todo n € N, entdao podemos aplicar o lema 5.5 (para n = 1) em

(5.8) para obter

" 1 o in(cor— —r N
U, (t) = T /0 eineor=CU=n+OW) F (¢t _ )y
1 o (cor+C(t+r)
_ 77/[’] CcoT s
P /0 e fn(t + 7r)dr.

Agora note que para todo (t,r) € R x [0, 27], temos

o= Ct =1+ CO) =cor = [ ety aolt =)+ [ ey ot = [ ety

T

t+r t t+r
cor + Ot +1) — C(t) = cor + / e(y)dy — colt +7) — [ / (y)dy — cot] = / (y)dy.

Reciprocamente, suponha u = Y, 1y (t)e"™ € D/, (R?) sendo @,(t) dada por (5.5), para

n>0
todo n > 0. Como ¢y ¢ Q, segue do Lema 5.5 que @,(t) é solucdo de de (5.8) e portanto também é

solucao de(5.7), para todo n > 0. Entao

Lu =Y L, (t)e" = (9 — c(t)0a )iy, (t)e"”

neN neN

_ znz _ zna: _
g (Oyty (t) — inc(t)u E fn =
neN neN

Lema 5.7. Seja cy; = ag,; +ibg,;, com by ; > 0. Entao:
(i) existe C > 0 tal que |1 — e*?™<0.i|=L < C, para todo n € Z — {0};

(ii) existe C' > 0 tal que |e=2™.s —1|=1 < C, para todo n € Z_ — {0}.
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Demonstracao. Note que i27ncy j = —2mnby j +i2mnag, ;. Como —2mnby ; — —oo quando 1 — 00, segue
que e~2™Po5 — (0, portanto existe N € N tal que
—2mnbo, ; 1

n >N = e “T10J <§.

Defina C' = min{min; <,<n [R(1 — ?™°.7)|,1/2} > 0. Logo
|1 — 2™ | > |R(1 — 2™ )| = 1 — e 2mb0 | cos(2mnag ;)| > C
para todo n € Zy — {0}. Fica entéo provado o item (i) e analogamente prova-se o item (ii). O
Lema 5.8. Dado € > 0, existe Cc > 0 tal que
1
glel < eslél= glol(al)s, ¢ € Z, a e NJ.

1
Demonstragao. Sejam ¢ > 0 e o € Njj dados. Considere f(t) = tlele=et* | para t € R. Nao ¢é dificil

slal

verificar que ¢ = (22

)® maximiza a funcao f(t). Note que

k
elol = 3° lof® o |Ol||a|_
= K~ o

Utilizando que |a|! < nl*l(al) (isto decorre da férmula multinomial), obtemos

|ex]
% < laf! < nll(al).
e

Entao, para todo t € R, vale

— clel(aty,
sendo C. = (")®. Substituindo ¢ por [{| segue o resultado. O

Lema 5.9. Sejam n € N e R € R. Entdo

Z (ml +o mN)!le-‘r“'-‘rmn _ R(l + R)"_l,

| |
An) 1 n

sendo A(n) = {(my,...,m,) € N} : Z?Zl jmj =n}. Em particular, para R =1,

> (m b ma)t o,

mi!...my!
An) 1 n
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Demonstragdo. Caso R = 0 nao temos o que provar, portanto considere R # 0. Defina as seguintes

funcoes
1 .
_ — J
g(x)—l_x—é o, |z| <1,
Jj=0
e
1 . .
= — J — 1 J — 1 1.
I0) = Ty ~ L @D IR - Dl <

Nao ¢ dificil ver que gt (0) = j! e fU)(1) = R7j! para todo j € N. Note que
[ S
1-2z(1+R) 1—-z(1+R) “1—2(1+R)
= Z;Uj(l—l—R)j —ij+1(1+R)j
Jj=0 =0
=14+> 271+ R) —a/(1+R)’™!
j=1

=14+ 2/(1+R)'R,
i1

fog(x)=

para |z(R+ 1)| < 1. Entao (f o ¢)"(0) = n!(1 + R)""!R. Substituindo as respectivas derivadas de f, g

e f og na férmula de Faa di Bruno segue o resultado. O

Lema 5.10. Sejamn € N e (my,...,my,) € A(n) = {(m1,...,my) € Ny : 370, jm; = n}. Definindo
[I(n) = TT}=, ((G)*=1)™ temos que

((my+ -+ +ma)) [[(0) < (ma + -+ mp)!(n))*

. o . 1,
Demonstragdo. Primeiramente note que a sequéncia a,, = (n!)»-1 é crescente. De fato, basta observar

que
1

tne1 _ ((n+ 1)Y= <((n+1)!)n1>n<nl>

an, (nl)ﬁ (nh)n
(@AD" (0 DY T (n 1) T
(e ) ()

s—

Logo, para 1 < j < n, temos que (j!)7-

T < (n')% e portanto

1

(GNL < ()Y

Disso segue que

mo+2mgt...(n—1)mp

TL0 = (@)= 1)m=((@) 1) ((l) =1y < (et s,
e que (lembre que 1 < (my + -+ my) < n)

((ma 4+ ma))* = (ma e ma)!((ma 4o ma)) 1 < (ma e me) ()71

Finalmente, multiplicando estas duas 1ltimas desigualdades segue o resultado. O]
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Lema 5.11. Considere
I(n):/ e " dt

para todo n € N, sendo a > 0 e k € N. Entao existem Cy >0 e Cs > 0 tais que

Co jiy< &

2w/m 2kn’n€N'

Demonstragdo. Fazendo a mudanga de varidvel 7 = %/nt obtemos

1 e
I(n) = 21”7/%"(16 dr, n € N.

Como a < a ¥/n para todo n € N, temos

1 Via : 1 [ ~ Ca
I(n) = / e dr > e dr = —, n €N,
&Y n.J— 2’\C/ﬁa 2 nJ-a Z\k/ﬁ

sendo C, = ffa e T dr. Agora note que

7 1 Hyna 2kd
fr— -7 <
(n) 2W /_ e e T <

1 / 2k Coo
e dr = 22 peN,
X/ Jr X/n

2k

sendo Cog = [p €7 dr.

75



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[1] BERGAMASCO, A. Hipoeliticidade global para algumas classes de operadores. Instituto de Ciéncias
Matemdticas de Sao Carlos, da Universidade de Sao Paulo., 1989.

[2] BERGAMASCO, A. Remarks about global analytic hypoellipticity. Transactions of the American
Mathematical Society, p. 41134126, 1999.

[3] GREENFIELD, S. J. Hypoelliptic vector fields and continued fractions. Proceedings of the American
Mathematical Society, v. 31, n. 1, p. 115-118, 1972.

[4] GREENFIELD, S. J.; WALLACH, N. R. Global hypoellipticity and liouville numbers. Proceedings
of the American Mathematical Society, v. 31, n. 1, p. 112-114, 1972.

[5]) MARTINEZ, F. B.; MOREIRA, C. G.; SALDANHA, N.; TENGAN, E. Teoria dos nimeros: um

passeio com primos e outros numeros familiares pelo mundo inteiro. 2013.

[6) PETRONILHO, G. Ultradistribuigoes gevrey peridédicas em R™. Apostila do curso apresentado na
I EBED - UNICAMP, 2003.

[7]) RODINO, L. Linear partial differential operators in gevrey spaces. World Scientific, 1993.

[8] ZANI, S. Hipoeliticidade global para operadores de segunda ordem. Disserta¢io de Mestrado,
ICMC-USP, 1988.

76



