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“In physics, beauty does not automatically
ensure truth, but it helps. In mathematics,
beauty must be true - because anything false is

ugly.”

lan Stewart
“Why beauty is truth — A history of symmetry”
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H.G. Wells
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“The world is not enough.”
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RESUMO

Esta dissertacdo de mestrado tem dois objetivos principais. O primeiro deles
€ entender as nogoes de grupoide de Lie e de orbifold e demonstrar que existe
uma correspondéncia biunivoca entre classes de isomorfismo de orbifolds efetivos
e classes de equivaléncia de Morita de grupoides de Lie proprios, étale e efetivos.
O segundo objetivo € obter uma nogao de grupo fundamental para orbifolds usando
caminhos de Haefliger em grupoides de Lie. Especificamente, associamos a cada
grupoide de Lie G, um grupo 7, (G, =), formado pelas classes de homotopia de ca-
minhos de Haefliger em G, de = para x. Mostramos que este grupo € um invariante
da classe de equivaléncia de Morita de G. Assim, no caso de grupoides proprios e
étale, obtemos um invariante da classe de isomorfismo de qualquer orbifold repre-
sentado por G.

Palavras-chave: Grupoide de Lie, orbifold, grupo fundamental de um orbifold



ABSTRACT

In this work we have two main goals. The first one is to understand the notion of
Lie groupoid and that of an orbifold and to prove that there exists a one-to-one cor-
respondence between isomorphism classes of effective orbifolds and Morita equi-
valence classes of proper, étale and effective Lie groupoids. Our second goal is to
obtain a notion of a fundamental group for orbifolds using the notion of Haefliger
paths in Lie groupoids. Specifically, we associate to each Lie groupoid G a group
... (G, z) defined by homotopy classes of Haefliger paths in G from z to . We will
prove that this group is an invariant of the Morita equivalence class of G. As a con-
sequence, in the particular case of G being a proper, étale Lie groupoid we obtain
an invariant of the isomorphism class of any orbifold presented by G.

Keywords: Lie groupoid, orbifold, fundamental group of an orbifold



SUMARIO

Introducao

1 Grupoides de Lie

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5

2.1
2.2
2.3
2.4

3.1

3.2

3.3

Grupoides: definicbeseexemplos . . . . . ... ... ... .....
Bissecoes, oOrbitas e isotropias de um grupoide de Lie . . . ... ..
Morfismos entre grupoidesde Lie. . . . . . .. ... ... ... ...
Equivaléncias fracas e equivalénciade Morita . . . . . ... ... ..
Morfismos generalizados e equivalénciade Morita . . . . . ... ..
1.5.1 Acodes de grupoides de Lie e G-fibrados principais . . . . . .
1.5.2 Bifibrados como morfismos entre grupoides de Lie . . . . . .
1.5.3 Exemplos de grupoides Morita equivalentes . . . . . . . . ..

Orbifolds
Orbifolds: definigaoeexemplos . . . . . . .. . ... ... ... ...
Difeomorfismos entre orbifolds . . . . . . . . .. .. ... ... ...

Orbifolds efetivos como quocientes por acdes de grupos de Lie

Orbifolds como grupoides . . . . . . . . . . .. ... . ... ...
2.4.1 Grupoide de germes de difeomorfismos . . . . . . ... ...
2.4.2 Grupoide de germes de mudancgas de cartas de um orbifold . .

Grupo Fundamental e Recobrimentos
Grupo fundamental de Haefliger de um grupoide de Lie . . . . . ..
3.1.1 Funtorialidadede Il . ... ..................
Recobrimentos de grupoidesde Lie . . ... ... ... .......
3.2.1 Levantamentos de G-caminhos e de G-homotopias . . . . . .
3.2.2 Recobrimentos universais de um grupoide G . . . . . .. ..
Grupo fundamental de um orbifold via grupoides de Lie . . . . . ..

Referéncias

11
13
15
16
18
24

27
27
33
35
39
41
43

47
47
53
55
57
59
63

68



Introducao

A teoria de orbifolds comecou a ser desenvolvida nos anos 50 quando o matematico
Ichiro Satake introduziu o conceito de V-manifolds [Sat56, Sat57]. Satake descre-
via os VV-manifolds como espagos que generalizam variedades diferenciaveis, onde
V-manifolds sdo pensados como variedades com certos tipos de “singularidades”.
Satake foi capaz de reconstruir varios conceitos importantes da teoria de varieda-
des para o caso de V-manifolds, dentre eles cohomologia de de Rham, classes
caracteristicas e o teorema de Gauss-Bonnet. Porém, em cada um de seus ar-
tigos, Satake dava definicoes diferentes de VV-manifolds e de morfismos entre V-
manifolds, e as definicdes continham problemas. Por exemplo, nunca ficou claro se
a composicao de dois morfismos era um novo morfismo e pull-backs de fibrados
nao estavam definidos para quaisquer morfismos. Talvez por essas razoes os V-
manifolds nao despertaram muita atengcao da comunidade matematica durante mui-
tos anos. Isso mudou drasticamente no final dos anos 70, quando William Thurston
comecou a utilizar os V-manifolds seriamente em seu programa de geometrizacao
de 3-variedades. Nessa época, Thurston alterou a definicao original de Satake e
também trocou o nome de V-manifolds para orbifolds, vide [Thu80].

Enquanto uma carta de uma variedade X é dada por um par (U, ¢), onde U é um
aberto de X e ¢ : U — U é um homeomorfismo entre U e um aberto U  R", uma
carta de orbifold num espagco topoldgico @ consiste em uma tripla (U, G, ¢), onde U
é um aberto de R”, G é um subgrupo finito de difeomorfismosde Ue ¢ : U — U C Q
€ uma aplicagao continua sobre um aberto U C @, que induz um homeomorfismo
entre U/G e U. Ou seja, orbifolds sdo localmente homeomorfos a abertos de um
espaco euclidiano médulo a acao de um grupo finito de difeomorfismos, com uma
compatibilidade nas cartas que se intersectam. Além disso, sem perda de gene-
ralidade, é possivel tomar as cartas de orbifold com U = R™ e G como um grupo
finito de isometrias de R™. Nas definicdes de Satake ndo eram admitidas reflexdes
nos grupos de isometrias das cartas, pois ele impunha condi¢cdes na codimensao
do conjunto de singularidades.

Também foi Thurston quem introduziu a nogao de grupo fundamental de um
orbifold, o primeiro invariante de estruturas de orbifold num espaco topolégico, co-



nhecido na literatura. A definicao dada por Thurston para o grupo fundamental de
um orbifold, vide [Thu80], é feita em termos de recobrimentos de orbifolds. Ou seja,
para todo orbifold Q ele provou a existéncia de um orbifold @ que tem o papel do
recobrimento universal de @, e assim definiu 7, (Q) = Aut(Q), onde Aut(Q) de-
nota o grupo de automorfismos do recobrimento 7 : Q — Q. A ideia principal é
que: dado um orbifold @, o grupo fundamental =, (@) € um invariante da classe de
isomorfismo do orbifold @), mais fino do que o grupo fundamental usual = (Q). Por
exemplo, se B(0,1)/C,, é o orbifold quociente da bola aberta B(0, 1) pela acao do
grupo ciclico C,, por rotagdes, entdo como espaco topoldgico B(0,1)/C,, € homeo-
morfo a B(0, 1), portanto tem grupo fundamental usual trivial. Porém, gostariamos
de distinguir B(0,1)/C,, e B(0,1)/C,, como orbifolds ndo isomorfos para m # n. E
de fato, tem-se 7, (B(0,1)/C,) ~ C,, para todo n natural, assim o grupo fundamen-
tal de orbifolds é um invariante mais fino que ;.

Ao longo dos anos, muitos trabalhos em teoria de folheagodes, principalmente
os de André Haefliger [Hae71, Hae84], levaram a uma reformulagao da teoria de
orbifolds em termos da teoria de grupoides de Lie. Em particular, os trabalhos de
Moerdijk e Pronk [MP97], Moerdijk [Moe02] e Adem e Ruan [ALRQ7] contribuiram
para desenvolver este ponto de vista. Em [MP97] é demonstrado que existe uma
correspondéncia biunivoca entre classes de equivaléncia de Morita de grupoides de
Lie préprios étale efetivos, e classes de isomorfismos de orbifolds. Assim, técnicas
de grupoides de Lie, que sao objetos suaves na teoria de variedades diferenciaveis,
podem ser aplicadas ao estudo de orbifolds que sdo espacos com singularidades.
Como consequéncia, muitos invariantes fundamentais foram, e tem sido desenvol-
vidos para orbifolds, e.g. espacos classificantes, cohomologia, fibrados... (vide
[ALRO7]).

Thurston afirma em [Thu80] que daria uma interpretagcao para o grupo funda-
mental em termos de classes de homotopia de caminhos, porém isto nao foi apre-
sentado nessas notas. Por outro lado, em [HB99] e em [MMO05] sao apresentadas
as nogoes de grupo fundamental e de recobrimentos de grupoides. Em particular,
em um grupoide G é definida a nogao de G-caminhos, também chamados de cami-
nhos de Haefliger em G. O grupo fundamental de G com base em x € definido como
T...(G, ), 0 conjunto de classes de homotopia de G-lagos com base em z.

Além disso, é possivel provar que grupoides Morita equivalentes tem grupos
fundamentais isomorfos, desta forma podemos definir uma nog¢ao de grupo funda-
mental para orbifolds: dado um orbifold @, devido a [MP97], podemos tomar G um
grupoide de Lie préprio, étale associado, e definimos o grupo fundamental de @
como o grupo fundamental de G. Pelas consideracdes anteriores, esse grupo esta
bem definido a menos de isomorfismo. Em particular, se B(0,1)/C,, é o orbifold



mencionado anteriormente, temos que o grupoide de acao C,, x B(0, 1) representa
este orbifold. Podemos demonstrar que =, (C,, x B(0,1)) ~ C,, e consequente-
mente 7, _(B(0,1)/C,) ~ C,. Recuperando assim o resultado que B(0,1)/C, e
B(0,1)/C,, sdo isomorfos se, e somente se, m = n. A vantagem dessa nova versao
de grupo fundamental para orbifolds € que agora utilizamos caminhos de Haefliger
em grupoides e homotopias entre estes caminhos. Em particular, fica mais simples
e intuitivo como generalizar os resultados da teoria usual de grupo fundamental e
recobrimentos para este caso mais geral.

Os objetivos principais desse trabalho sao deixar claro a relacao entre orbifolds
suaves e grupoides de Lie proprios, étale e a partir disso introduzir um conceito de
grupo fundamental para orbifolds, cuja construcao utiliza caminhos de Haefliger em
grupoides.

No capitulo 1 é definida a categoria de grupoides de Lie Grp. De forma concreta,
damos as definicdes basicas de grupoides de Lie e de morfismos entre grupoides
de Lie. Apresentamos também varios exemplos destas estruturas, definicoes e
proposicoes basicas com énfase em grupoides proprios e étale. Além disso, in-
troduzimos os conceitos de equivaléncia fraca e de equivaléncia de Morita entre
grupoides de Lie. Em particular, veremos a nogao de morfismo generalizado entre
grupoides de Lie e obteremos a categoria GRP, que é uma localizagao da catego-
ria Grp com respeito as equivaléncias fracas. As principais referéncias desta parte
sao: [MMO03, MMO05, ALROQ7] e [Ler10].

No capitulo 2 introduzimos a categoria de orbifolds Orb. Concretamente, sao
apresentadas as definicdes de orbifolds suaves e de aplicacdes diferenciaveis entre
orbifolds. Apresentamos varios exemplos interessantes, por exemplo, veremos que
se um grupo de Lie K age em uma variedade X de forma prépria, efetiva e com
estabilizadores finitos, entdo o espago quociente X /K é um orbifold suave e efetivo.
Apresentamos também a reciproca deste resultado, i.e. , todo orbifold efetivo ) é
isomorfo a um orbifold da forma X /K como descrito acima. Na ultima secao deste
capitulo € apresentado um teorema devido a Moerdijk e Pronk [MP97], que exibe
uma correspondéncia biunivoca entre classes de isomorfismos de orbifolds suaves,
efetivos e classes de equivaléncia de Morita de grupoides de Lie proéprios, étale
efetivos. As referéncias para este capitulo sdo: [ALR07, Thu80, Moe02] e [MP97].

No capitulo 3 introduzimos o conceito de caminhos de Haefliger em um grupoide
G, bem como a nogao de homotopias entre estes caminhos e definimos o grupo fun-
damental de Haefliger 7., (G). Em seguida, calculamos os grupos fundamentais de
varios grupoides de Lie. No caso de um grupoide de agao K x X, provamos que o
grupo fundamental de Haefliger (K x X) € uma extensao de m;(X) por m(K).

ae

Também veremos que existe um conceito de recobrimento na categoria dos gru-



poides de Lie, obtendo assim para cada grupoide G uma categoria CS(G) formada
por todos os recobrimentos de G e morfismos entre estes recobrimentos. Além
disso, mostramos como 0s principais resultados da teoria de recobrimentos usuais
de espacos topoldgicos se estendem para recobrimentos de grupoides. Por exem-
plo, veremos que para qualquer recobrimento de um grupoide G existem agoes por
monodromia sobre as fibras do recobrimento e para todo grupoide G conexo por
caminhos de Haefliger, existe um recobrimento universal de G, tal que o grupo de
automorfismos do recobrimento universal € isomorfo a =, (G). Demonstraremos
que se G e H sao grupoides Morita equivalentes, entdo as categorias CS(G) e
CS(H) sao equivalentes. Como consequéncia, grupoides Morita equivalentes tem
grupos fundamentais de Haefliger isomorfos. A partir disso, definimos o grupo fun-
damental de Haefliger de um orbifold utilizando um grupoide que o representa. Por
fim, veremos alguns exemplos de grupos fundamentais de orbifolds, e mostraremos
que existem orbifolds que nao sao isomorfos a nenhum orbifold da forma X /G, onde
X é uma variedade e G é um subgrupo finito do grupo de difeomorfismos de X. As
principais referéncias para este capitulo sao: [MM05, ALR07, Moe02] e [HB99].



Capitulo 1

Grupoides de Lie

Neste primeiro capitulo introduzimos a teoria basica de grupoide de Lie, com énfase
nos grupoides proprios étale. Sao definidas as nogdes de grupoides e morfismos
entre grupoides, equivaléncias fracas (ou essenciais), e estudamos o que se en-
tende por equivaléncia de Morita entre grupoides. As principais referéncias utiliza-
das foram: [MMO03, MMO05], [Ler10] e [ALRO7].

1.1 Grupoides: definicoes e exemplos

Nesta secao introduzimos os grupoides de Lie que serdao um de nossos objetos de
estudo durante todo esse trabalho. Daremos varios exemplos de grupoides de Lie
para ilustrar a importancia destes grupoides em geometria diferencial. Em particu-
lar, veremos que variedades diferenciaveis e agdes de grupos de Lie em variedades
podem ser vistos como grupoides de Lie.

De forma bastante geral um grupoide G é definido como uma categoria pequena
(os espacos de objetos e de morfismos sao conjuntos) tal que todos os morfismos
dessa categoria sao invertiveis. De forma concreta, um grupoide G consiste num
conjunto de objetos Gy, um conjunto de flechas G, e aplicagOes estruturais:

* s(source) e t(target); s,t : G; — Gy dadas por s(x — y) =z et(r = y) =y.

« m(multiplicagao) parcialmente definida, m : G, ,x, G, — G, dada por m(h, g) =
hg, onde G; ,x, G, = {(( 9)) € G1 x Gy|s(h) =t(g)} é o produto fibrado de s e

t. Ou seja, temOSy%z x—)yex#

* ¢(segao identidade); ¢ : Gy — G;, dada por (=) = ., satisfazendo para toda
flecha (z % y) € Gi,ge. =g e 6,9 = 9.

- i(inversao); i : G; — G, dada por i(z % y) =y 97, &, satistazendo para toda
($—>y)€g1,gg =ec,eg9 'g=c,.

5



Capitulo 1. Grupoides de Lie 6

Além disso, a multiplicacdo m deve ser associativa no seguinte sentido, m(gh, k) =
(gh)k = g(hk) = m(g, hk) sempre que as composic¢oes gh, (gh)k, hk e g(hk) estive-
rem definidas.

Na definicao acima nos referimos a G; como espaco de flechas e a G, como
espago de objetos do grupoide G.

Embora a definicao geral faca sentido, como queremos estudar geometria e
topologia de orbifolds/grupoides estaremos interessados em grupoides topologicos
e grupoides de Lie, as definicdes seguem abaixo.

Definicao 1.1.1. Um grupoide topoldgico G é um grupoide tal que os conjuntos
de objetos G, e de flechas G; sao espacos topoldgicos e as aplicacdes estruturais
sao todas continuas.

Definicao 1.1.2. Um grupoide de Lie é um grupoide topologico G, tal que os
espacos G, e G, ambos tem estrutura de variedade diferenciavel (com G, nao neces-
sariamente de Hausdorff ou segundo contavel) tais que as aplicagdes estruturais s
e t sao submersoes sobrejetoras e as aplicagdoes m, ¢, i sao todas suaves.

Observacao 1.1.3. A exigéncia que s, t sejam submersoes é importante entre ou-
tras coisas para garantir que o produto fibrado G, ,x, G; seja uma subvariedade
(mergulhada) de G; x G, assim a condi¢ao de que m seja diferenciavel faz sentido.
Note também que no caso de um grupoide de Lie i € um difeomorfismo, pois é
uma involucao suave, e como s o i = t, basta que uma das aplicacées s ou ¢ seja
submersao para que a outra também seja.

Observacdo 1.1.4. E comum denotar por ¢ == X um grupoide com espaco de
flechas G e espaco de objetos X. Dizemos também que G é um grupoide sobre X.
Essa notagao sera a mais utilizada daqui em diante.

Exemplo 1.1.5. Tomando X = {x} conjunto unitario e X um grupo de Lie, temos um
grupoide de Lie K x {x} = {*}, com aplicagbes estruturais naturalmente definidas.
Ou seja, um grupo de Lie K pode ser visto como um grupoide de Lie onde a base
consiste em apenas um ponto. Reciprocamente, se G = {x} € um grupoide de Lie,
com espaco de objetos um conjunto unitario, entao o conjunto de flechas G € um
grupo de Lie.

Exemplo 1.1.6. Seja X uma variedade diferenciavel. Podemos definir um grupoide
de Lie X = X com as seguintes aplicacoes estruturais:

e s,t=Id: X - X

em:X x, X ={(z,z)|x € X} - X, dada por m(x,x) = x



Capitulo 1. Grupoides de Lie 7

* ¢,i: X — X ambas iguais a identidade.
Este grupoide é chamado de grupoide unital sobre X (ou associado a X).

Exemplo 1.1.7. Suponha que K é um grupo de Lie que age suavemente a esquerda
numa variedade X via p: K x X — X; u(g,z) = gz. Entdo, temos um grupoide de
Lie K x X = X, com as seguintes aplicacoes estruturais:

* s5,t: K x X — X, taisque s(g,x) =z et(g,z) = gr = plg,x)
* m:{((g,7), (h,y))|lz = hy} — K x X, dada por m((g, hy), (h, y)) = (gh,y)

*« ¢: X - K x X, dada por ¢(x) = (1,z), onde 1 denota o elemento identidade
do grupo K

«i: KxX— KxX,talquei(g,z) = (¢!, gz)

Este grupoide de Lie € chamado de grupoide de acao e é usualmente denotado
por K x X = X.

Observacgao 1.1.8. No exemplo 1.1.7, se tomarmos K = {1} o grupo trivial, entao
o grupoide de acao € exatamente o grupoide X = X do exemplo Exemplo 1.1.6.
No outro extremo, se tomarmos X = {x} o grupoide de agdo se torna o grupoide
do Exemplo 1.1.5.

Exemplo 1.1.9. Seja X uma variedade, entdo temos um grupoide de Lie X x X =
X, onde (z,y) € pensado como uma flecha com source igual a x e target igual a y.
A multiplicacao é definida de modo Unico pois para cada z,y € X existe uma Unica
flecha de = para y. Tal grupoide é conhecido com grupoide do par e é denotado
por Pair(X) = X.

Exemplo 1.1.10. Suponha p : Y — X submersao sobrejetora. Entdo, temos um
grupoide associado, Y ,x, Y =Y, com aplicagOes estruturais dadas por:

*5,t:Y X, Y =Y s(x,y) =z et(r,y) =y.
cm{((zw), @)z = g} = Yim((zw), (2,y) = (z,0).
cc:Y =Y x,Vie(r) = (v,1).
c Y X, Y =Y x Yii(r,y) = (y, 7).

Este grupoide é chamado de grupoide de submersao.

O exemplo a seguir € uma caso particular do exemplo anterior, porém & muito
importante por si s6, por isso o destacamos aqui.
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Exemplo 1.1.11. Suponha X uma variedade suave e {U, }.cA Uma cobertura de X

por abertos, i.e. U, é aberto em X paratodo o € Ae X = U U,. Entao, temos

acl
uma submerséop : | |, U, — X, tal que pl|y, é aincluséo de U, em X. Neste caso, o

grupoide de submersao associado a p € da forma: | |, ;U,NlUs = X. Ou seja, existe
uma flecha =z % y se, e somente se, existem «, § € A tais que =,y € |_|a,5 Uy, NU.
Um grupoide obtido desta forma a partir de uma cobertura por abertos € chamado
de grupoide de Cech ou grupoide de cobertura

Exemplo 1.1.12. Seja X uma variedade diferenciavel conexa. Definimos II(X) =
{[o]|o : [0,1] — X é um caminho continuo}, onde [¢] denota a classe de homotopia
com extremos fixos de o. Temos entao um grupoide de Lie II(X) = X com as
seguintes aplicacoes estruturais:

* s,t: II(X) — X, dadas por s([o]) = 0(0) e t([o]) = o(1)

* m: A{(lo], [B])]e(0) = B(1)} — TI(X), tal que m([o], [5]) =[5 + o], onde 5 * o
denota a concatenagao de caminhos que percorre primeiro /5 e depois o.

* ¢: X — II(X), dada por (z) = [c,], onde ¢, denota o caminho constante igual
axremX.

« i : I(X) — II(X), tal que i([o]) = [¢~'], onde por definicdo o' (u) = o(1 — u)
para todo u € [0, 1]

Este grupoide € conhecido como grupoide fundamental da variedade X. A estru-
tura diferenciavel no espaco de flechas I1(X) € tal que a aplicagdo (s,t) : II(X) —
X x X é um recobrimento suave.

Definicao 1.1.13. Um grupoide de Lie ¢ = X é dito transitivo se a aplicagao
(s,t) : G — X x X é uma submersao sobrejetora.

Observacao 1.1.14. Se X é variedade conexa, entdo II(X) = X & um grupoide
transitivo, pois neste caso a aplicagao (s,t) : II(X) — X x X é um difeomorfismo
local sobrejetivo.

Definicao 1.1.15. Sejam ¢ = X um grupoide e = € X. Definimos a drbita de =
como o conjunto #(s7{z}) = {t(g) € X|g € Ges(g) = z}, ou seja, a orbita de
r € dada pelos targets de todas as flechas que comegam em z. Definimos ainda
o espaco de orbitas do grupoide por X/G = {t(s '{z})|z € X}, ou seja, é 0
conjunto formado por todas as érbitas. De maneira equivalente, X/G € o quociente
de X pela relacao de equivaléncia, = ~ y se, e somente se, = € y estdo na mesma
Orbita. E definimos o grupo de isotropia de = por G, = {g € G|s(g) = t(g) = z}, ou
seja, sao todas as flechas que comegam e terminam em x.
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Observacao 1.1.16. Se G = X € um grupoide, entao G, é de fato um grupo, pois
a multiplicagao parcial m do grupoide restringe-se a uma multiplicagao associativa
m: g:): X gx — gx

Exemplo 1.1.17. Se II(X) = X é o grupoide fundamental de uma variedade
conexa X, dado = € X temos que II(X), = {[o]l¢c(0) = = = o(1)} é o con-
junto de todas as classes de homotopia de lagos com base no ponto z. Ou seja,
II(X), = m(X,x) é o grupo fundamental de X com base em z.

Exemplo 1.1.18. E interessante observar o que as definicdes anteriores significam
no caso de um grupoide de agdo K x X — X. E facil ver que a 6rbita de um
elemento x € X no sentido da definicao 1.1.15 é igual a 6rbita do elemento z pela
acao de K no sentido usual e consequentemente o espago de 6rbitas, no sentido
da defini¢do 1.1.15, € igual ao espacgo de oOrbitas X /K no sentido usual. Também é
facil ver que o grupo de isotropia de x € X no sentido de 1.1.15 é igual ao grupo de
isotropia de = com respeito a agao de GG no sentido usual.

Observacgao 1.1.19. No caso de um grupoide transitivo G = X, como (s,t) é so-
brejetora, dado (z,y) € X x X, existe g € G tal que s(g) = = e t(g) = y, ou seja,
existe apenas uma orbita que é todo o espaco de objetos do grupoide.

1.2 Bissecoes, orbitas e isotropias de um grupoide
de Lie

A seguir vamos estudar quais sao as estruturas (topoldgicas e diferenciaveis) das
orbitas e das isotropias de um grupoide de Lie. Para tal vamos fazer uso das cha-
madas bisse¢cdes de um grupoide de Lie. O material desta secao € baseado essen-
cialmente em [MS05].

Definicao 1.2.1. Uma bissecao de um grupoide de Lie G = X é uma aplicagao
o: X — Gtalque soo =1dy; e t o o € um difeomorfismo de X em X.

Definicao 1.2.2. Uma bissecao local de um grupoide de Lie G = X é uma aplica-
cdo oy : U — G,onde U C X é aberto, talque sooy =Idyetooy : U — X éum
difeomorfismo sobre a imagem.

A principio a condicdo para uma aplicagdo ¢ : X — G ser uma bissegao &
bastante restritiva, porém sempre existe ao menos uma bissecao, que é dada pela
secdo unital ¢ : X — G,z — ¢,. Ja no caso de bissecoes locais a situacao é
bastante simplificada como mostra a seguinte proposigao.
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Proposicao 1.2.3. SejaG = X um grupoide de Lie. Entao, para todo = € X e para
todo g € s7'(z) existem U C X um aberto contendo x e o : U — G uma bissecao
local de G, tal que o(x) = g.

Demonstracao: Sejam z € X e g € s !(x), comy = t(g). Note que T,(s*(z))
e T,(t7'(y)) séo subespagos de T,G de mesma dimensao, logo existe I C T,G ,tal
que 7,6 = T,(s " (z))oTeT,G=T,(t (zx))®I. Comos:G — X ésubmersao
sobrejetora, existe um aberto U ¢ X ao redor de e uma secéo localde s, o : U —
g, (isto é, s o 0 = Idy), satisfazendo o(z) = ¢g e Im(do(x)) = I. Logo, dt(g) o do(z)
é isomorfismo linear. Assim, pelo teorema da funcao inversa, existe U c U aberto
contendo x, talque too : U — X é um difeomorfismo sobre sua imagem. Portanto,
oy € uma bisse¢cao com as propriedades desejadas. [ |

Corolario 1.2.4. SejaG = X um grupoide de Lie. Entao, para cada x € X, o mapa
tls-12) : s ' (z) — X tem posto constante.

Demonstracao: Sejam x € X e g,h € s !(z). Entdo, k = gh™! € G estd bem
definido e assim pela proposicéo 1.2.3 existem U C X aberto em torno de s(k) =
t(h) e uma bissegédo o : U — G, tal que o(t(h)) = k. Assim, tomando o aberto
V = (too)(U), podemos definir a translagdo a esquerda L, : t }(U) N s 1(x) —
(V) ns(z), dada por L,(g) = o(t(g))g, que & um difeomorfismo entre abertos
de s~'(x) e satisfaz L,(h) = o(t(h))h = kh = g. COMO t[;-1(;) 0 Ly = (t 0 0) 0 t]5-1(y)
e ambos L, e t o o sao difeomorfismos, segue que os postos de t|,-1(,) €m g e em
h coincidem. [

Como consequéncia, dado um grupoide de Lie G = X veremos que as orbitas e
as isotropias desse grupoide tém estruturas naturais de subvariedades diferencia-
veis, dentro de X e de G respectivamente.

Corolario 1.2.5. Seja G um grupoide de Lie sobre X. Ent3o, para todos x,y € X,
o conjunto G(x,y) = {g € G|s(9) = = et(g) = y} € uma subvariedade fechada e
mergulhada de s~(z), det'(y) e de G. E para todo x € X a sua drbitat(s~*(z)) é
uma subvariedade imersa em X.

Demonstracdo: Como a aplicagao t|,-1(,) : s '(z) — X tem posto constante e
G(z,y) = (t|s—1x)) '(y), segue do teorema do posto que G(x,y) & uma subvarie-
dade fechada e mergulhada de s~!(z) e consequentemente de G. Para mostrar
que G(z,y) é subvariedade mergulhada de ¢t~!(y) podemos aplicar um argumento
analogo utilizando o mapa s|;-1(,) : t7'(y) — X que também tem posto constante.
Ainda pelo teorema do posto, o fato de ¢|s-1(,) : s7!(z) — X ter posto constante,
implica também que sua imagem ¢(s~*(z)) C X é uma subvariedade imersa. |
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Definicao 1.2.6. Seja G = X um grupoide de Lie. Dizemos que:

* G € um grupoide proprio se o espaco de flechas € Hausdorff e a aplicacao
(s,t) : G — X x X; dada por (s,t)(g) = (s(g),t(g)) € uma aplicagdo propria,
i.e. para todo compacto Z C X x X tem-se (s,t)~'(Z) compacto.

* G € um grupoide de folheacao se Vz € X tem-se G, discreto.

« G é um grupoide étale se as aplicacoes s e ¢t sdo difeomorfismos locais. Equi-
valentemente, G é étale se dim(G) = dim(X) como variedades diferenciaveis.

Observacgao 1.2.7. Suponha K x X = X grupoide de agao, entdo temos (s,t) :
K x X — X x X, dada por (s,t)(g,z) = (s(g9),t(g9)) = (z,g9x). Logo, o grupoide
de acao é proprio se, e somente se, a acdo de K em X é propria. Note ainda que
K x X é de folheagao se, e somente se, cada grupo de isotropia K, € discreto. E
K x X é étale se, e somente se, o grupo K é discreto.

Proposicao 1.2.8. Todo grupoide étale G = X é um grupoide de folheagao.

Demonstracao: Por hipotese temos que s e ¢t sdo difeomorfismos locais, entao
paratodo z € X, G, = s~ '{z} Nnt~'{x} é intersecdo de conjuntos discretos. Assim,
G, é discreto e portanto G é de folheagao [

Proposicao 1.2.9. Seja G = X um grupoide de Lie. Entao, para todo = € X temos
que G, € um grupo de Lie e se G é proprio, entdo G, € compacto. Aléem disso, se G
é proprio e de folheacao, entao G, é finito.

Demonstracao: Note que G, = (s,t)"'(x,y) = G(z,z), logo pelo corolario 1.2.5,
a isotropia G, € uma subvariedade mergulhada de G. Assim, a multiplicagao m :
G .x, G — G se restringe a uma aplicagao suave e associativa m : G, x G, — G,.
Logo, G, € um grupo de Lie. Suponha agora que G é proprio, entdo a aplicacao
(s,t) é prépria, e consequentemente G, = (s,¢) ' {(x,z)} é compacto. Por fim, se G
€ préprio e de folheagao, segue que G, é compacto (pelo argumento anterior) e é
discreto (pela definicao 1.2.6), portanto G, é finito. [ |

1.3 Morfismos entre grupoides de Lie

Nessa secao veremos qual é a nocao usual de morfismo entre grupoides de Lie.
Obteremos assim uma categoria Grp cujos objetos sdo grupoides de Lie e as fle-
chas sdo morfismos entre grupoides de Lie. Além disso, veremos qual € a nogao
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de transformacao natural entre morfismos de grupoides de Lie, de modo que pode-
mos ver Grp como uma 2-categoria. Nossas referéncias sao [Ler10, MM03, MMO05,
ALRO7].

Como os grupoides sao categorias pequenas é natural pensar que um morfismo
entre grupoides deva ser um funtor, mas devido as estruturas extras que um gru-
poide de Lie possui, para que um funtor seja um morfismo ele deve ser suave em
algum sentido, assim temos a seguinte definicao:

Definicao 1.3.1. Seja H = Y e ¢ = X dois grupoides de Lie, um morfismo de
grupoides entre H e G consiste em um par de aplicacdes diferenciaveis ¢, : H — G
e ¢p : Y — X que comutam com as aplicacoes estruturais de H e de G. Ou seja,
paratodos h € H,y € Y e (hy, hy) € H ,x, H temos

* ¢o(s(h)) = s(po(h)) € do(t(h)) = t(do(h));
* ¢1(e(y)) = e(do(y));
* ¢1(m(hy, ha)) = m(di(h1), ¢1(ha)).

E imediato que o funtor Id : ¢ — G é um morfismo de grupoides de Lie, para
todo G = X e que a composicao de morfismos de grupoides € um morfismo de
grupoides. Ou seja, temos uma categoria denotada por Grp, cujos objetos sao
grupoides de Lie e os morfismos sao como definidos em 1.3.1.

Exemplo 1.3.2. Seja G = X um grupoide de Lie e Pair(X) = X o grupoide do par
associado a variedade X. Entdo, a aplicagao (s,t) : G — X x X;g9 — (s(g),t(g)) €
um morfismo de grupoides de Lie entre G e Pair(X).

Assim como a nocao de morfismo de grupoides de Lie deve levar em conta
as estruturas adicionais de suavidade dos grupoides, a nog¢ao de transformacao
natural entre morfismos também sofre alteracao neste contexto.

Definicao 1.3.3. Sejam ¢,v¢ : H — G morfismos de grupoides. Uma transforma-
cao natural entre ¢ e 1, denotada por « : ¢ — 1) consiste em uma aplicagao suave
a: Ho — Gi, tal que para cada = € H, associa ¢o(z) iGN Yo(z), OU seja s o o = ¢y
e t o a = 1, natural no sentido que para toda = I yemH; o diagrama a seguir
comuta

do(x) o ()

¢1(h) ¥1(h)

60(y) 2 (1)

Ou seja, Y1 (h)a(z) = a(y)di(h).
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1.4 Equivaléncias fracas e equivaléncia de Morita

Nesta secao estudaremos o conceito de equivaléncia de Morita entre grupoides
de Lie e veremos exemplos basicos desse tipo de equivaléncia. Teremos como
referéncias principais [MM03, MMO05]. Como veremos nesta dissertagao, grupoides
de Lie proprios, étale e efetivos mddulo equivaléncia de Morita representam classes
de isomorfismo de orbifolds efetivos. (vide Capitulo 2 e Secao 2.4). Esta € a nossa
motivacao pra estudar essa relagao de equivaléncia entre grupoides.

Definicao 1.4.1. Um morfismo entre grupoides de Lie ¢ : H — G € chamado de
equivaléncia fraca (ou essencial) se as seguintes condigoes sao satisfeitas:

(i) A aplicagao sm, : Ho 4,%; G1 — Go € uma submerséo sobrejetora.
(i) O seguinte diagrama € um produto fibrado de variedades:

¢
Hl gl
(s,wj l(at)

Ho x Ho 2% Gy x Gy

Ou seja, a aplicagao v : H — (Ho x Ho) 4., % (s 91, definida por y(g) =
(s(g).t(g),»(g)) € um difeomorfismo.

Observacao 1.4.2. A condigao (i) na definicdo acima garante que as aplicagdes
(po X ¢o) € (s,t) s@o transversais, € como consequéncia o produto fibrado (H, x
Ho) g0 X (s.) 91 €M estrutura de variedade diferenciavel, veja por exemplo [del12].
Assim, tem sentido pedir que 0 mapa v na condicao (ii) seja suave.

Segue do item (i) que para todo » € Gy, existe (y,9) € Ho , %, G tal que
sma(y,g) = z, ou seja, ¢o(y) = t(g) e s(g) = z. Logo, Vz € Gy, existe y € H, tal
que ¢o(y) ~ z, onde ~ denota um isomorfismo na categoria G. Portanto, toda equi-
valéncia fraca ¢ : H — G é um funtor essencialmente sobrejetivo (também chamado
de denso por alguns autores).

Se K € um grupoide definamos K (x,y) := {k € Ky|s(k) = x e t(k) = y} o con-
junto de todas as flechas de x para y no grupoide K. Entao, pelo item (ii) concluimos
que, para quaisquer z,y € Ho, ¢ induz uma bijegao ¢ : Hi(x,y) — Gi(do(x), do(y))-
Portanto, toda equivaléncia fraca ¢ : X — G € um funtor fiel e pleno. Assim,
se ¢ : H — G é equivaléncia fraca, como funtor (esquecendo as estruturas dife-
renciaveis dos grupoides) ¢ € uma equivaléncia de categorias, pois € um funtor fiel,
pleno e denso.
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Definicao 1.4.3. Se ¢ : # — G é uma equivaléncia fraca tal que h : Hy — Gy € uma
submersao sobrejetora, entao ¢ € chamada de equivaléncia forte.

Definicao 1.4.4. Dois grupoides de Lie G e H sdo ditos Morita equivalentes se
existe um terceiro grupoide de Lie K com equivaléncias fracas: ¢ : K — H e v :
K —g.

Exemplo 1.4.5. Sejam G = {z} e H =% {y} grupos de Lie vistos como grupoi-
des. Suponha que esses grupoides sao Morita equivalentes, entao existe K e
equivaléncias fracas: ¢ : K — G e ¢ : K — H. Como equivaléncias fracas sao
funtores fiéis e plenos, segue que ¢ e ¢» induzem isomorfismos K, — H, = H e
K. — G, =G. Assim, G e H sao Morita equivalentes se, e somente se, sao grupos
isomorfos.

Observacao 1.4.6. Se H e G sao Morita equivalentes, entdo existem K’ e equi-
valéncias fortes ¢' : K' — H e/’ : K' — G. (Vide [MMO03])

Enunciamos a seguir trés proposicoes que serao utilizadas futuramente nesta
dissertacao. As duas primeiras faremos uso na segao 1.5. A terceira sera utilizada
no capitulo 3. A razao para enunciarmos essas proposi¢cdes aqui € que elas for-
necem alguns exemplos basicos de equivaléncias fracas e consequentemente de
equivaléncia de Morita. As demonstracoes podem ser encontradas em [MMO3].

Proposicao 1.4.7. Seja G = X um grupoide de Lie. Dado x € X, a drbitat(s~'(z))
tem estrutura de variedade imersa em X e a aplicagdot : s~'(z) — t(s7'(x)) é um
G.-fibrado principal.

Proposicao 1.4.8. SejaG = X um grupoide de Lie. Entdo, as seguintes afirmacbes
sS40 equivalentes:

G é transitivo.

e G e Morita equivalente a um grupo de Lie.

e Existex € X, talquet : G(x,—) — X € submersao sobrejetora.
e Ainclusao j : G, — G é uma equivaléncia fraca.

Proposicao 1.4.9. SejaG = X um grupoide de Lie. Entao, as seguintes afirmagoes
sdo equivalentes:

A aplicagdo (s,t) : G — X x X € um recobrimento.

G € Morita equivalente a um grupo discreto.
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» Existex € X, talquet: G(x,—) — X € aplicagdo de recobrimento.
e Paratodor € X, t:G(x,—) — X € aplicagao de recobrimento.

e G, édiscreto e a inclusdo j : G, — G € uma equivaléncia fraca.

1.5 Morfismos generalizados e equivaléncia de Mo-
rita

Nesta secao introduzimos o conceito de morfismos generalizados entre grupoi-
des de Lie, devido a Hilsum e Skandalis [HS87]. Obteremos assim uma categoria
GRP formada pelos grupoides de Lie e morfismos generalizados. Explicaremos
também qual é a relacao entre a categoria usual Grp e a categoria GRP. Especi-
ficamente, veremos em que sentido GRP € obtida de Grp invertendo formalmente
as equivaléncias fracas. Como consequéncia, veremos que dois grupoides de Lie
sao Morita equivalentes se, e somente se, eles sao isomorfos na categoria GRP.
As principais referéncias para esta secao sao [MMO05, Ler10].

Definicao 1.5.1. Seja C uma categoria e W uma subclasse de morfismos de C,
W C C. Uma localizagao de C com respeito a W € um par (D, L), onde D é uma
categoria e L : C — D € um funtor, satisfazendo as seguintes condicdes:

(i) L(w) € invertivel em D para todo w € W.

(i) Se Ly : C — &£ € um funtor com Ly(w) invertivel em &, YVw € W, entao existe
um unico funtor ¢y : D — £ tal que ¢y o L = Ly. Ou seja, temos um diagrama
comutativo: E

.

Observacao 1.5.2. Se existe uma localizacao de uma categoria C com respeito a

W, entao ela é Unica a menos de isomorfismo de categorias.

Mencionaremos o seguinte lema apenas por completude, sua demonstracao
pode ser encontrada em [Ler10].

Lema 1.5.3. Dados C uma categoria e YW C C; uma subclasse de morfismos de C
sempre existe uma localizacdo de C com respeito a V. Tal localizacao é denotada
por Ly : C — COW™).



Capitulo 1. Grupoides de Lie 16

1.5.1 Acoes de grupoides de Lie e G-fibrados principais

A seguir estudaremos os conceitos de agoes de grupoides de Lie e de G-fibrados
principais, onde G é um grupoide de Lie.

Definicao 1.5.4. Sejam G = X um grupoide de Lie, £ uma variedade e a; : F — X
aplicacao diferenciavel chamada de ancora. Uma acao a esquerda de G em FE ao
longo de «; € uma aplicagdo suave y : G ,x, E — E, denotada por u(g,z) = gz,
satisfazendo as condicoes a sequir:

ap

(i) g(hz) = (gh)z paratodo (g, h,z) € G ;x, G X, E.

s ag

(ii) €q,(2)2 = z paratodo z € L.

(iii) a;(gz) = t(g) paratodo (g,2) € G ,x,, E.

s ag

Em geral, denotamos uma agao a esquerda de G em E pelo seguinte diagrama:

\Q\C/E (1.1)

Ao contrario do caso usual de acdes de grupos, fixando um elemento g € G nao
obtemos um difeomorfismo global de £ em E. Ao invés disso, temos uma bijecao
ty : Esg) — Eyg), onde Ey) € Ey, sdo respectivamente a, ' (s(g)) € a; *(t(g)). Por
exemplo, se g, for submersao, entao ., é difeomorfismo. Além disso, se £ = K =
{*} é o grupoide associado ao grupo de Lie K, entdo uma acdo de K em uma
variedade E € 0 mesmo que uma agao suave de K em E.

Observacao 1.5.5. Pode-se definir agao a direita de um grupoide sobre uma vari-
edade de maneira analoga, a diferenga essencial € que numa acao a direita a fibra
sobre t(g) € levada por g € G na fibra sobre s(g). Toda agao a esquerda pode ser
transformada numa acgao a direita e vice-versa. No primeiro caso, basta compor a
acao p com a aplicacao i x Idz, onde i é a inversao do grupoide. Uma acao a direita
ao longo de «a, € denotada pelo diagrama a seguir:

E\j/g/ (1.2)

Definicao 1.5.6. Um espaco £ munido de uma agao a esquerda por um grupoide
G é chamado de G-espaco. Uma aplicagao ¢ : E; — FE,, entre dois G-espagos €
chamada G-equivariante se paratodo g € G e z € E}, tem-se bo 0(z) = a(z), onde a
e b sd@o as ancoras das agdes em E; e em E, respectivamente e 0(gz) = g0(z).
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Observacao 1.5.7. Fixado um grupoide de Lie podemos definir a categoria dos
G-espacos, denotada G-Spaces, cujos objetos sao G-espacos e os morfismos sao
aplicacoes G-equivariantes.

Definicao 1.5.8. Seja ¢ = X um grupoide de Lie. Uma variedade P com uma
acao de G a direita ao longo de a, : P — X (respectivamente a esquerda ao longo
de a; : P — X) € chamada de G-fibrado principal a direita (respectivamente a
esquerda) sobre B se existe uma submersao sobrejetora 7 : P — B tal que

(i) m(ph) = n(p), paratodo (p,h) € P, x, G (respectivamente 7 (hp) = 7(p), para
todo (h,p) € G ,x, P)i.e. © éG-invariante.

s ag

(i) A aplicagdo P , x, G — P . x_ P, dada por (p,h) — (p,ph) (respectivamente
G X, P— P x_ P, dadapor(h,p)— (p,hp)) &um difeomorfismo. Ou seja,
cada fibra de = € uma Oorbita da agéo por G e G age liviemente e transitiva-
mente sobre cada fibra.

Em geral representamos um G-fibrado principal a direita pelo seguinte diagrama:

. /P\i/g/ (1.3)

B

Exemplo 1.5.9. Se G = X é um grupoide de Lie, entdo a submersdo ¢t : G — X
€ um G-fibrado principal a direita, onde G age em G por multiplicagdo a direita ao
longo de s : G — X. De fato,

*m: G . x,G — G €& agao a direita ao longo de s e t(hg) = t(h),¥(g,h) €
g X, G6—G.

G .x,G—G,x, G, dada por (g,h) — (g,gh) € um difeomorfismo com inverso
(9, k) = (9,97 k).

Exemplo 1.5.10. Suponha que H € um grupo de Lie e seja H := H = {x} 0
grupoide de Lie associado. Vejamos o que € um H-fibrado principal a direita. Se = :
P — B é H-fibrado principal, existe uma agéo de H em P ao longo de a, : P — {x}
dada por 4 : P, x, H — P. Mas note que, neste caso P , x, H = {(p, h)|a,(p) =
t(h)} = P x H. Portanto, 1 € uma agdo suave no sentido usual, do grupo de Lie
H sobre P. Ja a segunda condi¢ao de H-fibrado principal nos diz que a aplicagao
P x H — P _x_P,dada por (p,h) — (p,ph) é um difeomorfismo. Ou seja, cada
fiora de = € uma 6rbita da acao por H e H age livremente e transitivamente sobre
cada fibra. Portanto, = : P — B € um H-fibrado principal usual.
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Agora veremos que podemos definir pull-backs de G-fibrados principais ao longo
de aplicagOes suaves.

Proposicao 1.5.11. Sejam G = X grupoide de Lie e 7 : P — B é G-fibrado prin-
cipal. Se f : N — B é uma aplicagao suave, defina f*(P) := N ;x,_ P. Entao, o
espago f*(P) é G-fibrado principal sobre N.

Demonstracao: Seja pr, : N ;x, P — N a restrigdo da proje¢do na primeira
coordenada. Se G age em P a direita ao longo de «a,, entdo G age em N ;x P
a direita ao longo de a, o pr, : N ;x_ P — X, por ((n,p),h) = (n,ph). Como 7 &
submersao temos que pr, : N ;x, P — N € submersao e pr((n,p), h) = pry(n,ph) =
n = pry(n, p). Assim, para verificar que pr, : N ;x, P — N é um G-fibrado principal,
falta verificar a condigao (ii) da definicao. Ou seja, a aplicagao a seguir deve ser um
difeomorfismo

(NfXﬂ'P) arprQth — (N fX7rP> arprQXarprz(

(n,p,h) = ((n,p), (n, ph))

N ;x, P)

mas esta aplicagdo tem inversa dada por (((n,p), (n,q))) — (n,p,h), onde h € G &
0 Unico elemento tal que ph = ¢. Concluindo assim a demonstracao. [ |

1.5.2 Bifibrados como morfismos entre grupoides de Lie

Nesta secao introduzimos a definicao de bifibrado entre dois grupoides de Lie e
veremos em que sentido um bifibrado de G para H, denotado por P : G — H, € uma
generalizagao do conceito de morfismo entre grupoides de Lie. Nossas principais
referéncias sao ainda [Ler10, MMO05].

Definicao 1.5.12. Sejam G = X e H# = Y dois grupoides de Lie. Um bifibrado de
G para H é dado por uma variedade P, duas ancoras a; : P —+ X e a, : P — Y/, tais
que G age em P a esquerda ao longo de «a;, H age a direita em P ao longo de a,.,
satisfazendo as seguintes condicoes:

(i) a;: P — X é um H-fibrado principal com relagao a acao de H.
(i) a, € G-invariante i.e. a,.(gp) = a,(p) para todo (¢g,p) € G ,x,, P.

s ap

(iii) As agdes de G e de H comutam, ou seja (gp)h = g(ph) para todo (g,p,h) €
g sxal P arxt H.

Um bifibrado de G para H é denotado por P : G — H. Em alguns casos utilizaremos
também um diagrama como em 1.4 abaixo para denotar um bifibrado P : G — H.
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T C/P\DZ (1.4)

Exemplo 1.5.13. Seja ¢ : (G =% X) — (H = Y) um morfismo de grupoides de
Lie. Considere t : H — Y o H-fibrado principal como no Exemplo 1.5.9 e seja
¢o(H) = X 4, x, H — X o H-fibrado principal, pull-back de t : H — Y pela aplicag&o
do : X — Y. E facil ver que, G age a esquerda em X 4%+ H pela agao candnica na
primeira entrada, i.e. G ;x, (X 4 x, H) = X , x, H, dada por (g, (s(g),h)) —
(t(g),¢(g)h). Além disso, a, € G-invariante e as agbes de G e de H em ¢j(H)
comutam. Portanto, para todo morfismo de grupoides ¢ : G — H temos um bifibrado

denotado (¢) : G — H.
\\ \ /)

Note que estes fibrados induzidos por morfismos sempre admitem seg¢oes globais,
ie.v: X — X, x,H, dada por (v) — (v,¢:(c.)) € uma aplicagao suave tal que
a;ov = Idx (¢ denota a se¢cao unidade do grupoide G).

Definicao 1.5.14. Dois bifibrados P, P’ : G — H sao ditos isomorfos se existe um
difeomorfismo o : P — P’, (G — H)-equivariante, i.e. a(gph) = ga(p)h para todo
(9.p.h) €G ;xo P, x, H.

s”ag

Exemplo 1.5.15. Seja f/ : M — N uma aplicacao suave entre variedades. Entao, te-
mos um morfismo de grupoides f : (M = M) — (N =% N). Repetindo a construgao
do Exemplo 1.5.13 temos um bifibrado (f) : (M = M) — (N = N). Note que neste
caso o produto fibrado f*(N) := M ;xyy N = {(z, f(z) € M x N|z € M)} = Graf(f)
€ o grafico da aplicagao f. Portanto, o bifibrado (f) € dado por

\\ //

Onde as agOes de M e de N sao triviais. Note ainda que se f,g : M — N sao
duas aplicacdes suaves e (f) e (g) s@o os respectivos bifibrados induzidos, existe
a: (f) — (g) um isomorfismo de bifibrados se, e somente se, f = g.

Exemplo 1.5.16. Sejam M uma variedade, H um grupo de Lie, M = M o gru-
poides unital de M e H = {x} grupoide associado a H. Suponha que temos um
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bifibrado P : (M = M) — (H = {x}). Como vimos no Exemplo 1.5.10 isto im-
plica que P é um H-fibrado principal a direita, e como o grupoide unital s6 pode
agir de maneira trivial, segue que P é bifibrado se, e somente se, P é H-fibrado
principal. Porém, como vimos no Exemplo 1.5.13, se P for induzido por um mor-
fismo ¢ : (M = M) — (H = {x}) (ou isomorfo a um induzido) temos que P admite
secao global. Portanto, se P € isomorfo a um bifibrado da forma (¢), entdo P € um
H-fibrado principal trivial.

O leitor pode observar que pela conclusao obtida no Exemplo 1.5.16 acima, em
geral existem muito mais bifibrados de G para # do que morfismos usuais. Isso
motiva a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 1.5.17. Um bifibrado P : G — H é chamado de morfismo generalizado
de G para H.

Suponhaque P: G — H e P': H — K sao bifiborados. Vamos mostrar que é
possivel “compor” P’ e P, ou seja, vamos construir um bifiborado PPo P : G — K e
além disso, veremos que essa composicao € associativa a menos de isomorfismo
de bifibrados. Os detalhes sao como a seguir:

Por hipotese temos G CPD HeH CP’

\WAYAN /\T//

O produto fibrado P arxbl P’ é uma varledade, p0|s b, € submersao e temos

(Parxbl P/) arprlxtH — Parxbl P,

((p,q),h) — (ph,h'p)

acao de H adireitaem P, x, P'.

Afirmacao 1.5.18. G age a esquerda em P , x, P' na primeira componente e K
age a direita na segunda componente. Pela definicao de bifibrado as agbes de G e
de K comutam com a agdo de H definida acima. Portanto, G e K agem no quociente
(P o %y, P')/H.

Afirmacao 1.5.19. Como b, : P — H, € um K-fibrado principal, temos que a
aplicagdo induzida no quociente por a;pr,, apt; : (P, %, P')/H — Gy € um K-
fibrado principal.

Pelas afirmacoes acima temos um bifibrado P'P := (P , %, P')/H.

¢ (PP) K

WA/
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Observacao 1.5.20. A composicao de bifibrados como definida acima é associativa
a menos de isomorfismo de bifiborados. Suponhaque P : G — H, P : H —- K e
P" . K — L sao bifibrados entre grupoides de Lie. Entao temos um isomorfismo de
bifiborados a : P"(P'P) — (P"P’)P dado por:

(P X Ho P/) 7 (P/ X Ko P”)
|:—7-[ :| X Ko P . P XHo l—K :|
K H
[([(p,@)],7)] = [(p, [(q,7)])]

Proposicao 1.5.21. Sejam G grupoide de Lie, 1d : G — G o morfismo identidade
e (Id) : G — G o bifibrado induzido. Entéo, (Id) € o morfismo identidade do objeto
G, em relagao a composicao de bifibrados. Em outras palavras: para todo bifibrado
P : G — H temos que P(1d) é isomorfo a P.

Demonstracéo: Por definicéo P o (Id) = (G, ,x,, P)/G, onde G age em G, ,x, P

s”ap

por (h,p)g = (hg,g~"p) a0 longo de s o pr; = a; o pr,. Assim, a aplicagéo:

a: (G %, P))G — P
(9,p) — gp

é (G — H)-equivariante com inversa P — (G, ,x,, P)/G, dada por (p) — (4, P)-
Portanto, o é isomorfismo de bifibrados. [ |

Observacao 1.5.22. Se P : G — H é bifibrado tal que a acao de G também é
principal, entdo podemos definir um bifibrado denotado P~! : # — G. Basta trans-
formar a agao de G a esquerda em acao a direita e a agao de H a direita em acao
a esquerda. Neste caso P! satisfaz as seguintes propriedades: PP~! é isomorfo
a (Idy) e P~'P é isomorfo a (Idg).

Segue da Observacao 1.5.20 e da Proposicao 1.5.21 que a tripla (grupoides de
Lie, bifibrados, isomorfismo de bifibrados) € uma 2-categoria fraca, denotada por Bi.
Isto é, bifibrados podem ser vistos como morfismos entre grupoides em Bi, porém a
composicao € associativa apenas a menos de isomorfismo logo, o par (grupoides,
bifiorados) ndo é uma categoria, dai a denominacgao “fraca’. Porém, pelo fato de
Bi ser 2-categoria fraca, segue que o par (grupoides, classes de isomorfismo de
bifiborados) forma uma categoria no sentido usual. Tal categoria sera denotada por
GRP.
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Observacao 1.5.23. Temos uma associacao Grp — Bi dada por:
* G— G emobjetos e
* (0:G—=>H)— ((¢) : G — H) em morfismos.

Esta associagao induz um funtor L : Grp — GRP, dado por L(G) = G em objetos
eL(p:G —H) = ([(¢)] : 6 — H) em morfismos, onde [(¢)] denota a classe de
isomorfismo de (¢).

Lema 1.5.24. Um bifibrado P : G — H representa um isomorfismo na categoria
GRP se, e somente se, a acdo de G a esquerda de P é principal.

Demonstracao: Suponha que P : G — H é tal que a acdo de G a esquerdade P é
principal, pela Observagao 1.5.22, existe P~ : H — G, tal que P o P! é isomorfo a
(Idy) e P~1o P éisomorfo a (Idg). Portanto, a classe de isomorfismo de P,denotada
[P] € um isomorfismo na categoria GRP.

Reciprocamente, suponha que P’ : H — G representa um isomorfismo em
GRP, entao existe P : G — H bifibrado e isomorfismos de bifibrados o : P o P’ —
(Idy) e p: P'o P — (Idg). Como j& mencionamos anteriormente podemos definir
P'~', que como variedade ¢ igual a P’, porém com acoes “opostas”, i.e. G age a
direita em P’ por pg := ¢g'p e H age a esquerda em P’ por hp := ph~. Queremos
demonstrar que P'~! é um G-fibrado principal a direita sobre #,. Vamos entao de-
monstrar que existe um difeomorfismo v, : P'~! — P que é (G — H)-equivariante.
Dai segue que P'~! é G-principal, pois P é G-principal.

Note que existe um difeomorfismo

(9 . Pl XHO (P/ Xgo P) — (P/ XQO P), 8<pap17Q) = (p75<pap1)Q)

onde (p, p1) € o0 unico elemento de G tal que pd(p,p1) = p1- A inversa de 6 é dada
por 0~'(p,q) = (p,p,q). Seja portanto v, : P~ — P a aplicagado suave dada por
vi(p) = pry(0(p, o (ey,))))- Entao, v satisfaz as seguintes propriedades:

vi(pg) = g 'n(p);  vi(hp) = va(p)h™
De maneira analoga a construgao acima, existe v, : P — P’ satisfazendo:

va(gh) = h™'wa(q),  v2(gq) = va(q)g ™

Seque que vy oy : P — Pewow : PP — P’ sao isomorfismos de bifibrados,
assim sao difeomorfismos. Portanto, v, : P’~! — P é o difeomorfismo desejado. W
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Lema 1.5.25. Um morfismo de grupoides ¢ : (G = X) — (H = Y) € uma equi-
valéncia fraca se, e somente se, o bifibrado induzido {¢) : G — H € G-principal.

Demonstracao: Relembre que ¢ : G — H é equivaléncia fraca se satisfaz as
seguintes condigoes:

(i)

(ii)

A aplicacdo v : G — (X x X) sox a0 X (s) > definida por w(g) = (s(g9),t(g9),o(9))
€ um difeomorfismo.

A aplicagédo b : X , x, H — Y, b(x,h) = s(h) € uma submersao sobrejetora.
Lembre também que (¢) = X , x, H, de modo que a ancora a, da agao de
‘H a direita é exatamente b. E a ancora da acao de G a esquerda é dada por
ap: X g%, H =, ai(x,h) = x. Assim, a, € submersao se, e somente se b &
submersao.

Vamos demonstrar agora que a condigao de a, : X , x, H ser um G-fibrado
principal é equivalente a condicao (i). Suponha que a, : (¢) — Y é G-fibrado
principal. Entao, a aplicagao

VG Xe (D) g, X0, WU(g, 2, h) = ((x,h), (i(9), ¢(g)h))

€ um difeomorfismo. Portanto tem inversa suave. Assim, para cada par
(x,h), (z',h') € XxHcomp(x) =t(h)e ¢(z') =t(h') existe um Unico g € G de-
pendendo suavemente de z,2’, h e I/, tal que s(g) = z, t(g) = 2’ e b’ = ¢(g)h.
Entdo, para cada z,2’ € X e i’ € H, com s(h') = ¢(x) e t(h') = ¢(y), existe
um unico g € G, dependendo suavemente de x,2’, I/, tal que b’ = ¢(g)ey(w)-
Ou seja, a aplicagao v : G — (X x X) , ., %, H definida em (i) tem uma
inversa suave. Portanto, se a, : X 4 x,H ser um G-fibrado principal temos que
¢ € equivaléncia fraca.

Reciprocamente, suponha que v tem inversa suave. Entao, para cada par
(x,h), (z',h') € X x H com ¢(z) =t(h) e p(a') = t(h') existe um Unico g € G,
tal que s(g) = 2/, t(g) = = e ¢(g) = h(h')~'. Consequentemente, a aplicacao
¢ tem inversa suave. Portanto, se ¢ é equivaléncia fraca, a, : (¢) — Y é
G-principal.

Corolario 1.5.26. Suponha que ¢ : G — H é uma equivaléncia fraca. Entao, [(¢)] é
um isomorfismo na categoria GRP.

Demonstracao: Pelo Lema 1.5.25, se ¢ : G — H € equivaléncia fraca, entao
(p) € G-principal. Pelo Lema 1.5.24 se isto ocorre se, e somente se, [(¢)] € um
isomorfismo em GRP. [
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O seguinte teorema, cuja demonstracao pode ser encontrada em [Ler10, MMO05],
implica que a categoria GRP de grupoides de Lie e morfismos generalizados € uma
localizacao da categoria Grp, com respeito as equivaléncias fracas.

Teorema 1.5.27. Suponha que F' : Grp — £ € um funtor tal que, para toda equi-
valéncia fraca ¢ : G — H, F(¢) € um isomorfismo na categoria £. Entao, existe
F:GRP — £ talque F = Fo L, onde L é o funtor da Observacédo 1.5.23. Ou seja,
o0 sequinte diagrama é comutativo: E

el

Grp — GRP

Corolario 1.5.28. Sgja W C Grp a classe de morfismos formada por todas as
equivaléncias fracas. Entao, o par (GRP, L) é a localizacdo da categoria Grp com
respeito a WW.

Demonstracao: De fato, pelo Corolario 1.5.26, o funtor L : Grp — GRP leva
equivaléncias fracas em isomorfismos. Logo, o par (GRP, L) satisfaz a condigao
(i) da definicao de localizacdo. Além disso, pelo teorema Teorema 1.5.27 o par
(GRP, L) satisfaz a condicao (ii) da definicao de localizacao. [ |

Corolario 1.5.29. Dois grupoides de Lie G e H sao Morita equivalentes, se e so-
mente se, existe um bifibrado P : G — H tal que a acao de G a esquerda de P é
principal.

Defini¢ao 1.5.30. Devido ao Corolario 1.5.29, dizemos que um bifibrado P : G — H,
G-principal, € uma equivaléncia de Morita entre G e H.

1.5.3 Exemplos de grupoides Morita equivalentes

Nesta secao damos varios exemplos de grupoides Morita equivalentes.

Exemplo 1.5.31. Sejam G = X um grupoide transitivo e z € X. Vamos mostrar
que existe um bifibrado G C Pj G. tal que a agao de G em P € principal.
WA,
X Az}

Defina P := s~'{z}. Como G é transitivo, segue que a aplicagao ¢ : s~ '{z} — X
€ uma submersao sobrejetora. Além disso, P é um G, -fibrado principal a direita. De
fato, P C G, logo G, age a direita ao longo de s : P — {z} pela multiplicagdo do
grupoide G. Esta acao é principal, pois a aplicacao

sTHry <, Go — sTHa} x5}
(9.h) = (g9.9h)
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é um difeomorfismo. De fato, se (g, k) € s~ {x},x,s {z}, temos s(g) = s(k) = {z} e
t(g) = t(k), assim g~ 'k € G, e o difeomorfismo inverso é dado por (g, k) — (9,9 'k).

Por outro lado, G age em P a esquerda ao longo de ¢t : P — X também pela
multiplicagao do grupoide G. Queremos mostrar que s : P — {x} & G-fibrado princi-
pal. Mas é facil ver que a aplicagao

G x5 Hry — sHap < s o} = s o} x s7H{a}
(g,h) = (gh,h)

é um difeomorfismo com inversa (k, h) — (kh™', h).

Assim, P : G — G, € uma equivaléncia de Morita entre G = X e G, = {z}. Por-
tanto, um grupoide transitivo € Morita equivalente ao grupo de isotropia de qualquer
ponto de sua base.

Como consequéncia do exemplo anterior temos o seguinte.

Exemplo 1.5.32. Seja M uma variedade diferenciavel e Pair(M) = M o grupoide
do par associado a M. Neste caso, temos (s,t) : M x M — M x M, dada por
(x,y) = (s(z,y),t(z,y)) = (z,y) € a identidade. Portanto, Pair()) € um grupoide
transitivo. Seja x € M um ponto na base, entdo Pair(M), = {(z,x)}, ou seja, a
isotropia de Pair(A/) num ponto x € o grupoide trivial com um Unico objeto e uma
Unica flecha {(z,z)} = {z} e pelo exemplo acima Pair()) € Morita equivalente a
este grupoide trivial.

Exemplo 1.5.33. Suponha que p: N — M é uma submersao e seja N ,x, N = N
o grupoide de submersao associado. Vamos mostrar que existe um bifibrado

M (NN x, N

N

De fato, N 4%, (N ,x, N) — N, dada por (z, (y,z)) — y € uma agao a direita do
grupoide submersdo em N ao longode Id : N — N. Além disso,p : N — M é
(N ,x, N)-fibrado principal com respeito a esta agao, pois N yx,, (N ,x, N) —
N ,x, N, dada por (z,(y,x)) = (v,2(y,z)) = (v,y) é difeomorfismo com inverso
(@,y) = (z, (y, ).

Por outro lado, M = M age em N a esquerda ao longo de p : N — M, por
(z,y) — y, para todo (z,y) € M ,x, N. E claro que, Id : N — N é um M-fibrado
principal com respeito a essa agao, pois a aplicagao M ,x,N — N ;x4 N, dada por
(x,y) — (xy,y) é difeomorfismo com inverso (z, z) — (p(z), z). Portanto, obtivemos
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um bifibrado N : (M = M) — (N ,x, N), tal que a agdo de M a esquerda também
é principal. Logo, M = M e N ,x, N sdo Morita equivalentes.

Exemplo 1.5.34. Dada uma cobertura {4, }.c» de uma variedade X por abertos,
como no exemplo 1.1.11 temos o grupoide de Cech associado L sUa NUs = X
Como caso particular do exemplo anterior, o grupoide de Cech é Morita equivalente
ao grupoide unital X = X (independentemente da cobertura escolhida).

Exemplo 1.5.35. Suponha que i : K x N — N é uma acao livre e propria do grupo
de Lie K sobre a variedade N. Entdo, M = N/K tem unica estrutura de variedade
diferenciavel tal que a projecao p : N — N/K € submersdo. Note que a aplicagao
Kx N — N x,N,dadapor (g,y)  (y,9y) € um isomorfismo de grupoides de Lie.
E pelo exemplo anterior, N <, N € Morita equivalente a M = M. Portanto, K x N
é Morita equivalente ao grupoide unital N/K = N/K.



Capitulo 2

Orbifolds

Neste capitulo introduzimos o conceito de orbifold diferenciavel efetivo segundo
as definicoes dadas em [ALRO7, MMO03]. Veremos que, grosso modo, orbifolds
sao espacos topoldgicos localmente homeomorfos a abertos de um espaco eu-
clidiano modulo a acao de um grupo finito de difeomorfismos. Portanto, orbifolds
sdo uma generalizagao da ideia de variedade diferenciavel. Nas primeiras secdes
serdo apresentadas as definicoes basicas, uma nocao de morfismos entre orbi-
folds e exemplos fundamentais. Nas ultimas secoes, veremos que todo orbifold
efetivo —a menos de isomorfismo— € um quociente de uma variedade por uma agao
quase-livre e efetiva de um grupo de Lie compacto. Além disso, sera apresentada
a correspondéncia entre orbifolds e grupoides de Lie. Ou seja, exibiremos uma
correspondéncia biunivoca entre classes de isomorfismos de orbifolds e classes de
equivaléncia de Morita de grupoides de Lie proprios, étale e efetivos, demonstrada
originalmente em [MP97]. As principais referéncias utilizadas neste capitulo sao:
[ALRO7, Thu80, HB99, MMO03, MP97, Moe02]

2.1 Orbifolds: definicao e exemplos

Nesta segao apresentamos a definicao formal da nogao de orbifold efetivo e apre-
sentamos os exemplos basicos de tais espacos.
Por completude vamos comecar definindo o conceito de agao efetiva

Definicao 2.1.1. Sejam K um grupo e Z um conjunto. Suponhaque p: K x Z — Z
€ uma acao de K em Z. Entao, para cada k& € K temos uma bijecao u; : 7 — Z,
dada por ux(z) = u(k,z) = kz. Dizemos que a acado é efetiva se a aplicagao
Y K — Bij(Z), dada por (k) = u € injetora, onde Bij(Z) denota o conjunto de
todas as bijecdes de Z em Z. De forma equivalente, a acao é efetivase dado k € K
tal que p, = Idz, entdo k = 1, € o elemento neutro do grupo K.

27
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Definicao 2.1.2. Sejam Q um espaco topoldgico e n > 0 um inteiro. Uma carta de
orbifold em Q é uma tripla (U, G, ¢), onde U é um aberto conexo de R", G é um
grupo finito que age efetivamente em U por difeomorfismos e ¢ : U — Q é uma
aplicacéo continua, G-invariante, tal que ¢(U) é aberto em Q e a aplicagao induzida
(também denotada ¢) ¢ : U/G — ¢(U) é um homeomorfismo.

Observacao 2.1.3. Se (U, G, ) é uma carta de orbifold no espaco topolégico @,

sempre denotaremos por U o aberto ¢(U) contido em Q.

Dadas cartas de orbifold (U, G, ) e (V, H,v), dizemos que A : U — V é um
mergulho entre cartas se A € um mergulho de classe C>* e ho A = .

Definicao 2.1.4. Seja () um espacgo topoldgico. Um atlas de orbifold em @ é
uma familia de cartas de orbifold em Q, {Ua, Ga, atacr que cobre @ e tal que duas
cartas (U,, Ga, 0a) € (Us, G, v5) desta familia sdo compativeis no seguinte sentido:

Se U, NUs # § onde Uy = ¢y(Uy) para todo 6 € T', entdo para cada p € U, N Uj
existe um aberto W, C U, N Uz e uma carta de orbifold (W,, G, ,) com mergulhos
entre cartas \, : W, — U, e \s : W, — Us.

Dizemos que um atlas {U’, G, ¢ }aerr € um refinamento de {U., Gu, @a taer
se para toda carta (U,, Ga, ¢a) €Xiste uma carta (U, G5, ;) € um mergulho A" :
U, — U,. Dizemos também que dois atlases sao equivalentes se eles possuem um

refinamento comum.

Definicao 2.1.5. Um orbifold efetivo de dimensao n é um espago de Hausdorff e
segundo contavel ), munido de uma classe de equivaléncia de um atlas de orbifold
n-dimensional em Q).

Os exemplos mais simples de orbifolds que podemos encontrar sao os seguin-
tes:

Exemplo 2.1.6. Suponha X uma variedade diferenciavel, com um atlas (U, ¥a)acr
onde U, C R* e ¢, : U, — X é um homeomorfismo sobre um aberto de X. Entao,
é facil ver que (U,, {1}, ¥a)acr € um atlas de orbifold em X. Assim, toda variedade
pode ser vista como orbifold.

Exemplo 2.1.7. Suponha que U C R™ é um aberto, munido de uma acéo efetiva
de um grupo finito G. Ent&o, claramente o espaco quociente U /G tem estrutura de
orbifold, pois pode ser coberto por uma Unica carta de orbifold (U, G, 7 : U — U/Q).
Note que todo orbifold € localmente como um desses.

Definicao 2.1.8. Seja X uma variedade diferenciavel munida de uma agao de um
grupo G. Dizemos que um aberto S C X é G-estavel se satisfaz a seguinte propri-
edade: para todo g € G, tem-se g(S) = Sou g(S)NS = (). Se S é G-estavel, vemos
que Gs := {g € G|g(S) = S} € um subgrupo de G.
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Uma classe de exemplos um pouco menos trivial € que contém os dois exemplos
anteriores é dada pela seguinte proposigao:

Proposicao 2.1.9. Seja X uma variedade diferenciavel munida de uma agao efetiva
de um grupo finito G. Entao, X/G tem estrutura de orbifold.

Demonstracao: Como G é um grupo finito, podemos cobrir a variedade X por aber-

tos G-estaveis S,, de modo que cada S, esteja contido em alguma carta (U,, ¥a)
de X. Desta forma, temos uma estrutura de orbifold em X /G, com cartas dadas

por (Scw 90;105@900(7 7T|Sa o Soa)- [ |

Observacao 2.1.10. Um orbifold da forma X /G como na Proposi¢ao 2.1.9 é cha-
mado de orbifold quociente efetivo global.

Vejamos dois exemplos de quocientes efetivos globais.

Exemplo 2.1.11. Sejam X = B(0,1) = {z € C||z|] < 1} e C,, o grupo ciclico de
ordem n, formado pelas raises n-ésimas da unidade. Entao, C,, age em X por
rotacdes da seguinte forma:

C,hxX — X
(9,2) + m(g,2)

Onde m € a multiplicagao de numeros complexos. Esta acao é efetiva, logo o
quociente X/C,, tem estrutura de orbifold efetivo (coberto por uma Unica carta de
orbifold). Note que topologicamente o quociente € novamente o disco aberto X,
porém a origem € o Unico ponto com isotropia nao trivial. Assim, X/C,, € pensado
como um cone, onde o vértice corresponde a classe de 0 em X/C,,.

Exemplo 2.1.12. Outro exemplo de quociente efetivo global € o seguinte. Considere
X =R? e G < Diff(R?) o subgrupo gerado pela reflexao

o: R?—> R?
(l‘,y) = (xa_y)

Entdo, X/G é um orbifold. Aqui o espago topoldgico subjacente é H = {(z,y) €
R?ly > 0}. Note ainda que podemos generalizar esse exemplo para mostrar que
toda variedade com bordo N admite uma estrutura de orbifold. Basta ver que N é
o quociente de seu dobro por uma acgao via reflexao através do bordo dN.

Exemplo 2.1.13. Suponha que X € uma variedade. Entdo o grupo simétrico age
em X" via permutacdo de coordenadas. Assim, X"/S, é um orbifold quociente
efetivo global.
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A seguir vamos fazer algumas definices, enunciar e demonstrar alguns resul-
tados que ajudarao a deixar mais claro o que de fato € um orbifold e quao longe um
orbifold esta de ser uma variedade diferenciavel. O seguinte lema, sobre grupos
finitos de difeomorfismos de variedades, € um resultado muito importante para o
estudo de questoes locais em orbifolds. Sua demonstracao pode ser encontrada
em [MMO3].

Lema 2.1.14. Sejam X uma variedade diferenciavel, G < Diff(X) um subgrupo
finito de difeomorfismos de X, e 7 : X — X /G a aplicagdo quociente canbnica. Se
U C X éum aberto conexo e [ : U — X é aplicacao diferenciavel tal que wo f =,
entao existe um unico g € G, tal que f = g|v.

Proposicao 2.1.15. Valem as seguintes afirmacgées:

(i) Dados dois mergulhos \, ;. : U — V entre duas cartas de orbifold (U, G, ),
(V, H, ), existe um tnico h € H tal que ju = h o \.

(i) Como consequéncia do item acima cada mergulho )\ : U — V induz um ho-
momorfismo de grupos injetor ' : G — H.

(i) Se h € H é tal que \(U) N (h o \)(U) # 0, entdo h € Im(\N) e portanto
ANU) = ho\U).

(iv) Se as acbes dos grupos finitos G, nos abertos U, sdo livres, entdo X é local-
mente euclidiano e portanto uma variedade diferenciavel.

Demonstracao:

(i) Como A é um difeomorfismo sobre sua imagem, temos \™' : AN(U) c V = U
diferenciavel. Assim, o A™' : A(U) ¢ V — V & uma aplicagao diferenciavel.
Por serem mergulhos entre cartas, sabemos que Yo A = p e » o u = . Logo,
opuolt =¢po)! =1 Portanto, pelo lema 2.1.14, existe Unico h € H tal

qgue po A~ = h, ou equivalentemente = ho \.

(i) De fato, cada g € G é um difeomorfismo g : U — U, logo Ao g : U — V é um
mergulho. Entdo, pelo item (i) existe Unico h € H tal que A o g = h o A. Defina
N(g) = h. Assim, X € homomorfismo, pois Ao gy = hjole Ao gy = hyo A
implicam Aogy 09y = hyoXogy = hyohyo), 0 que implica X' (g192) = N (g1) N (g2)-
Por fim, \' & injetor, pois \'(g) = e implica \(¢z) = A(z) para todo z € U, como
) é injetora, segue gz = z para todo = € U, como a acéo é efetiva temos que
g =e.
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(i) Seja Z = A(U)N(hoX)(U). Entao, temos uma aplicagao diferenciavel A\=oho :
A(Z)c U — U. Note que, po(A\ ' oho)) =1 oho)=1o\= . Logo, pelo
Lema 2.1.14 existe um Gnico g € G, tal que A~!oho\ = g, ou equivalentemente,
Ao g = ho\. Portanto, h = N(g).

[ |

Sejam Q um orbifold e z € Q. Considere (U, G, ) uma carta em torno de z
com p(z) = = e seja Gz 0 grupo de isotropia de . Vamos provar que o grupo G;
independe da escolha de uma carta a menos de isomorfismo.

Seja (V, H,v) outra carta em torno de = com ¢(j) = z. Pela definicio de orbifold
existe uma carta (W,, K, 6) em torno de =, com 6(w) = =, € mergulhos entre cartas
MW, = U, Ay : W, — V com A\ () = & e \y(w) = 4. Pela Proposicéo 2.1.15
existem homomorfismos injetores \| : K — G, A, : K — H, satisfazendo \,(k,z) =
N (k)M (2) € My(kaz) = Ny(ka)Ao(2), Vi, ks € K e para todo z € W,. Assim, se k €
Ky, entdo N (k) € G; e Xy(k) € Hy. Logo, existem as restricdes (que permanecem
injetoras) \} : Ky — Gz e N, : Ky — Hj.

Além disso, dado g € G;, temos gz = 7 e por hipotese A\, (w) = Z. Dai segue que
go M (W) NA(W,) # 0. E pelo item (iii) da proposicdo Proposicéo 2.1.15 temos que
g € Im()\)). Logo, X\ é isomorfismo entre K; e G;. Analogamente X\, € isomorfismo
entre K; e H;. Portanto, G; é isomorfo a H;. Note que se tomarmos outro ponto
o', tal que p(2') = x, temos que G; e G,» s@o subgrupos conjugados e portanto a
escolha de 7 em ¢~!(x) ndo altera a classe de isomorfismo de G;. Isto motiva a
seguinte definicao.

Defini¢do 2.1.16. Sejam Q um orbifold, z € Q e (U, G, ¢) uma carta de @ ao redor
do ponto z. Tome # € U tal que (%) = z. Definimos a isotropia do ponto = como
Gz, 0 grupo de isotropia do ponto z. E definimos o grau de singularidade do ponto
x como |G|, a ordem do grupo Gj.

Note que pelas observagdes do paragrafo acima, o grupo de isotropia em x esta
bem definido a menos de isomorfismo e por este motivo o grau de singularidade de
= est4d bem definido (ndo depende da escolha da carta (U, G, ¢) e nem do ponto
escolhido em o !(z))

Definicao 2.1.17. Seja Q um orbifold. Dizemos que = € Q € um ponto regular se o
seu grau de singularidade é 1, ou seja, se o grupo de isotropia em z € trivial. Caso
contrario o ponto z é dito singular. Denotaremos por (@) := {z € Q|Gz # {1}} o
conjunto dos pontos singulares do orbifold Q).

Observacgao 2.1.18. O conjunto de singularidades ¥(Q) € um conjunto fechado em
() e possui interior vazio. E o complementar deste conjunto, @ \ ¥(Q) tem estrutura
de variedade diferenciavel.
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Vejamos agora um exemplo de quociente efetivo global por uma a¢ao num toro.

Exemplo 2.1.19. Seja T = (S')". O grupo GL,(Z) age em R" levando Z" em
Z™, portanto isto induz uma acédo de GL,(Z) em R"/Z" = T". Assim, para encon-
trarmos exemplos de orbifolds como quocientes, basta encontrar subgrupos finitos
de GL,(Z). Por exemplo, tomando a involugdo —Id : R* — R?, temos um orbifold
quociente T*/{c, —c}, onde

o T4 — T4; (€Zt1, 6”2, €Zt37 ezt4) — (e—ztl7 e—ztg7 e—zt37 e—zt4>

Este orbifold € chamado de superficie de Kummer e possui 16 pontos singulares
isolados.

Definicao 2.1.20. Uma agao de um grupo de Lie K em uma variedade X é dita
quase-livre se, para todo * € X o grupo de isotropia do ponto z, K, := {g €
K|gz = «} éfinito.

Definicao 2.1.21. Suponha que K é um grupo de Lie que age em uma variedade
X viap: K x X — X. Uma subvariedade mergulhada S, ¢ X é chamada de slice
no ponto = se satisfaz as seguintes propriedades:

(i) O grupo de isotropia do ponto x preserva S,, i.e. paratodo g € K, e para todo
s € S, vale gs € S,.

(i) Se g € K é tal que para algum s € S,, vale gs € S,, entdo g € K, € um
elemento da isotropia.

(iii) O conjunto KS, :={gs€ X|ge K, ese€S,}éum aberto em X.

(iv) A restricdo da acao pu, p : K x S, — KS, C X induz um difeomorfismo
n:(KxS,)/K, — KS,. Aqui (K x S,)/K, é o quociente pela agdo K, x (K x
S,) — (K x S,), dada por h(g, s) = (gh™*, hs).

A seguir enunciamos o teorema devido a Palais [Pal61] sobre a existéncia de
slices para acgdes proprias. Uma demonstracao acessivel pode ser encontrada em
[ABO09].

Teorema 2.1.22 (Existéncia de slices). Suponha que i : K x X — X é uma acao
propria de um grupo de Lie K sobre uma variedade X. Ent3do, para todo = € X,
existe um slice S,. no ponto x.

Agora veremos um teorema que nos da condicoes suficientes para que o espaco
quociente de uma variedade diferenciavel X pela acdo de um grupo de Lie K seja
um orbifold. O teorema a seguir € consequéncia do teorema de existéncia de slices
e fornece outra classe de exemplos de orbifolds.
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Teorema 2.1.23. Seja K um grupo de Lie que age suavemente numa variedade X,
tal que a acao é efetiva, propria e quase-livre. Entao, a acao induz uma estrutura
de orbifold efetivo no quociente X /K.

Definicao 2.1.24. Um orbifold X/K obtido como no teorema acima é chamado de
orbifold quociente efetivo.

Um fato interessante é que, todo orbifold efetivo ) € isomorfo a um orbifold quo-
ciente efetivo (ver 2.2.2 para a definicao de isomorfismo entre orbifolds). Veremos
uma demonstracao deste fato mais adiante.(vide Secao 2.3).

Exemplo 2.1.25. Sejam, p, ¢ inteiros primos entre si. Entao, temos uma agao efetiva
e quase-livre de St em S? ¢ C x C, dada por:

St x §* — S*; (w, (21, 22)) > (WP21, wi2)

A acao é propria pos S' é compacto. Logo, pelo teorema 2.1.23, segue que S?/S*
tem estrutura de orbifold.

Embora todo orbifold seja um quociente efetivo, pode-se mostrar que existem
orbifolds que nao sao quocientes efetivos globais. Por exemplo, demonstraremos
no capitulo 3 que qualquer orbifold da forma S?/S! como no Exemplo 2.1.25 nao
€ um quociente global, utilizando para isto a nocao de grupo fundamental de um
orbifold.(Ver Exemplo 3.1.21 e Exemplo 3.3.13).

2.2 Difeomorfismos entre orbifolds

Nesta secao introduzimos a nogao de aplicacao diferenciavel entre orbifolds se-
guindo [ALR07, MMO03]. Veremos que € possivel definir uma categoria Orb, formada
por orbifolds e aplicagdes diferenciaveis entre eles.

Definicao 2.2.1. Sejam @, e ), orbifolds. Uma aplicacao f : Q; — Q- é dita dife-
renciavel (de classe C™), se para cada = € X existem cartas (U, G, ¢), (V, H,)
em torno de = e f(x) respectivamente, tais que f(U) C V (onde U = ¢(U) e
V = 4(V)) e f pode ser levantada a uma aplicagdo suave f : U — V. Ou seja,

o f=fop.

Definicao 2.2.2. Uma aplicagdo f : )1 — Q- é chamada de difeomorfismo de
orbifolds se f € um homeomorfismo diferenciavel com inversa f~! diferenciavel.

E facil ver que a aplicacdo identidade Idg : @ — @ é diferenciavel para todo orbi-
fold . Além disso, pode-se provar que a composicao de aplicacoes diferenciaveis
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€ uma aplicacao diferenciavel. Assim, temos uma categoria Orb, formada pelos
orbifolds e aplicagbes diferenciaveis entre eles. Os isomorfismos desta categoria
sao os difeomorfismos da Defini¢cao 2.2.2.

Lema 2.2.3. Sejam f : Q, — Q, um difeomorfismo de orbifolds, (U, G, ), (V, H, )
cartas em torno de = e f(z) respectivamente e f : U — V é um levantamento como
na Defini¢do 2.2.1. Entéo, f é um um difeomorfismo sobre a sua imagem f(U) C V,
a qual é um aberto em V.

Demonstracdo: Por hipétese temos ¢'f = f¢é. Como f~! também é aplicacdo
diferenciavel entre orbifolds, podemos supor que existe um levantamento f~1 : W C
V — U tal que ¢f~! = f~14. Logo, a aplicacdo suave ff~': W C V — V satisfaz

G(FfY) = (Fo)f = F(f ) =

Assim, pelo Lema 2.1.14, existe Gnico h € H tal que ff~! = h. Analogamente,
prova-se que existe Unico g € G tal que f~'f = ¢g. Em particular, ff~' e f~1f sdo
difeomorfismos, donde segue que f é difeomorfismo sobre sua imagem. [ |

Lema 2.2.4. Sejam f : Q, — Q, um difeomorfismo de orbifolds, (U, G, ), (V, H,))
cartas em torno de x e f(x) respectivamente e f : U — V & um levantamento como
na definigdo 2.2.1. Entéo, f induz um isomorfismo de grupos f': Gz — H ).

Demonstracédo: Como vimos no Lema 2.2.3, f : U — V é um difeomorfismo sobre
sua imagem W c V, com ¢f = f¢. Logo existe uma inversa f~! : W — U. Dado
g € G, temos a aplicacdo suave fgf~!: W C V — V satisfazendo

W(faf ) = (Wf)gf = fogf t=fof t=wff =4

Assim, pelo Lema 2.1.14, existe Gnico h € H tal que fgf ' = h. Ou ainda, fg = hf.
Definimos assim um homomorfismo de grupos f' : G — H, dado por f'(g) = h,
onde h é o Unico elemento de H tal que f¢g = hf. Claramente, f’ leva o grupo de
isotropia do ponto & € U isomorficamente sobre o grupo de isotropia de f(#) € V.
[ |

Corolario 2.2.5. Os orbifolds B(0,1)/C,, e B(0,1)/C,, do exemplo 2.1.11 s&o iso-
morfos se, e somente se, m = n.

Demonstracdo: E evidente que se m = n, a aplicagéo Id : B(0,1)/C, — B(0,1)/C,,
€ isomorfismo de orbifolds. Reciprocamente, suponha que

f:B(0,1)/C, — B(0,1)/C,,
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é difeomorfismo de orbifolds. Como [0] é o Unico ponto singular, tanto de B(0,1)/C,
quanto de B(0,1)/C,,, devemos ter f([0]) = [0]. Pelo lema acima, existe um isomor-
fismo entre (C,,), = C,, e (Cy,), = Cy,. Portanto, m = n. [ |

Observacao 2.2.6. Note que, como espacos topoldgicos B(0,1)/C, e B(0,1)/C,,
sdo ambos homeomorfos a B(0, 1) e portanto simplesmente conexos. Assim, o
grupo fundamental usual n&o distingue B(0,1)/C,, e B(0,1)/C,, do ponto de vista
de orbifolds. Porém, a partir do capitulo 3 desta dissertacao, iniciaremos o estudo
do grupo fundamental de um orbifold e veremos que esta nova nocao de grupo
fundamental € um invariante mais fino do que =, da classe de isomorfismo de
um orbifold dado. Além disso, veremos que o grupo fundamental de B(0,1)/C, é
isomorfo a C,,, Vn € N, obtendo assim uma nova demonstracao do corolario acima
(vide Exemplo 3.3.11).

2.3 Orbifolds efetivos como quocientes por acoes de
grupos de Lie

Nesta se¢do vamos indroduzir o conceito de fibrado tangente de um orbifold e a
partir disso vamos também definir o fibrado de referenciais ortogonais OF(Q)) as-
sociado a um orbifold efetivo ). Veremos ainda que OF(() € uma variedade dife-
renciavel que admite uma acao efetiva e quase-livre do grupo compacto O(n) onde
n = dim @, tal que OF(Q)/O(n) € um orbifold isomorfo a ). Como consequéncia, a
menos de difeomorfismo todo orbifold € da forma X /K como no Teorema 2.1.283.
Suponha que @ é um orbifold com atlas (Ua, G, ©a)ach € considere cartas de @
(Uy, Ga, a), (Us, G, 05) que se intersectam. Entéo, pela definicdo de compatibili-
dade, existem (W, K,0) uma outra carta, A, : W — U, e \g : W — Uz mergulhos
entre cartas. Assim, a aplicag@o Az o A.' : A\, (W) — A\z(W) é um difeomorfismo
de um aberto de U, para um aberto de %. Podemos entao definir uma relacao
de equivaléncia ¢, (u) ~ ¢g(0) se, e somente se, Az o \;'(a) = 0. A aplicagao

¢ 1 ,en(Ua/Go) — Q induz um homeomorfismo @ : Laes (Ua/Ga) — Q. Isto &, as
aplicagdes A0\, ! podem ser pensadas como fungdes de t%nsigéo entre as cartas
do orbifold e, identificando pontos em cartas distintas utilizando essas funcoes de
transicao, podemos reobter o espaco Q.

Utilizaremos uma abordagem semelhante agora para construir o fibrado tan-
gente de um orbifold. Primeiro construimos o fibrado tangente carta a carta e de-
pois, utilizando as transi¢cdes colamos os fibrados sobre cartas que se intersectam.

Seja (U, G, ) uma carta de Q. Como G age em U é facil ver que G age em
TU da seguinte forma: dado (@, v) € T;U, definimos g(i,v) = (gi, Dg(@)v) € T,aU.
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Se 7 : TU — U é a projecao do fibrado tangente, entdo = é G-equivariante. Logo,
temos uma aplicacéo induzida 7 : TU/G — U/G e, compondo com o mapa ¢,
temos uma projecéo p := p o7 : TU/G — U = p(U).

Afirmacéo 2.3.1. Seja @ € U tal que p(i) = = € U. A fibra p~'(z) da projecdo p
sobre o ponto x esta em bijecdo com T;U/G,. Onde G, é a isotropia no ponto x
que age em T;U via diferencial.

Demonstracao: De fato, p~'(z) = {G(&,v)|v € T;U} e assim podemos definir

fipHz) = TU/G;
G(z,v) — Gz(v)

Note que G(z,v) = G(z,w) < dg € G tal que ¢g(z,v) = (T,w) < g = T €
Dg(Z)v =w < g € Gz e Dg(2)v = w < Gzv = Gzw. Portanto, f esta bem definida
e é injetora, claramente f também € sobrejetora.

[

Portanto, construimos um fibrado sobre U, p : TU/G — U C @, cuja fibra tipica
nao € um espaco vetorial mas sim da forma R"/K onde K é um subgrupo finito de
GL,(R).

Considere agora um atlas (Ua, Ga, Pa)aca Para Q. Pela construgdo anterior te-
mos projecdes p, : TU,/Go — Uy C Q. Se (U, Go, 00), (Us, Ga, p5) Se intersectam

em Qe Ngo At A\ (W) = A\g(W) € uma fungdo de transigdo, derivando obtemos
D(Xg o AN : TAL(W) — TAs(W) como fungéo de transicdo. Portanto, podemos
definir uma relagéo de equivaléncia: G, (#,v) € TU,/Gq ~ Ga(3,w) € TU3/G se,
e somente se,(Ag o A\, 1) (Z) =g e D(Ago A1) (Z)v = w.

Definicdo 2.3.2. Definimos o fibrado tangente de Q como TQ := Uaea TUQ/GQ,
onde ~ denota a relagao de equivaléncia obtida acima. O conjunto TQ ser4 munido
da menor topologia tal que as aplicagdes naturais 70U, /G, — TQ sejam homeo-
morfismos. Além disso, temos uma projecao, p : TQQ — @, induzida pelas projecoes
Do : TUa/Ga — U, C Q.

Proposicao 2.3.3. Se Q é um orbifold n-dimensional com cartas (U,, Gy, o), entdo
TQ tem estrutura de orbifold 2n-dimensional, com cartas de orbifold (TU,, Gy, Vs :
TU, — TU, /Gy — TQ).

Agora construiremos o fibrado de referenciais ortogonais associado a um orbi-
fold efetivo (. Para tal utilizaremos uma abordagem semelhante a da construcao
do fibrado tangente. Primeiro construimos carta a carta e depois colamos utilizando
as fungodes de transicao.
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Considere (U, G, ¢) uma carta de @ (orbifold n-dimensional) e considere (,),
um produto interno G-invariante em TU. Definimos entdo OFr(U) = {(&, B)|B :
R" — T;U) é isometria}, onde R" é tomado com a métrica euclidiana usual e T;U
tem a métrica (,);. O grupo G age a esquerda em OFr(U) da seguinte forma:
g9(z,B) = (gz, Dg(z)B), além disso essa agao é livre, pois ¢(z,B) = (#,B) = g €
Gz e Dg(i)B = B = g € Gz e Dg(#) = 1d = ¢g = 1. Portanto, como OFr(U) é
variedade diferenciavel e a agao de G é livre e prépria, o quociente OFr(U)/G é
uma variedade diferenciavel. Nesta variedade temos uma acao natural do grupo
ortogonal O(n) a direita, definida por [(z, B)]A = [z, BA]. Esta agao € transitiva
nas fibras da projecao = : OFr(U)/G — U/G = U, dada por =[(z, B)] = ¢(&). De
fato, dadas duas classes [(z, B)], (g, C)], tais que 7 ([(z, B)]) = = ([(g,C)]), temos
que ¢(7) = ¢(7). Logo, existe g € G tal que g = g, e temos isometrias B : R" —
T:U,C : R* — T;U e Dg(i) : T:U — T;U. Segue que C~' o Dg(#) o B € O(n) e
[(5,C)]C~" o Dg(&) 0 B = [(9%, Dy(¥)B)] = [(2, B)], assim [(z, B)] e [(, )] estao na
mesma orbita pela agao de O(n).

Vejamos quem é a isotropia de um ponto genérico por esta acao de O(n). Con-
sidere o ponto [(Z,])] e A € O(n), entdo [(z,1)]A = [(z,])] & Jg € G tal que
g((z,1)) = (2,IA) & (92, Dg(z)]) = (Z,IA) & g € Gz e Dg(Z)l = [ A. Portanto o
grupo de isotropia no ponto [(z, )] é dado por O(n) s = {I"'Dg(Z)I|g € Gz} que
é isomorfo a G, pois a aplicagao G; — O(15U), dada por g — Dg(i) é injetora.

Fr(U

E por fim, tomando o quociente OFr(U)/G — © B ))/G obtemos a menos de

isomorfismo a projecdo 7 : OFr(U)/G — U/G =U C Q.

Definicao 2.3.4. Seja () um orbifold com atlas (Ua, Ga, 9a)ach- Repetindo a cons-
trucdo acima carta a carta obtemos para todo a € A uma variedade diferenciavel
OFr(U,)/G. com uma agéo a direita do grupo O(n). Definimos entdo o fibrado
de referenciais ortogonais de () como o quociente OFr(Q) = w, em
que identificamos pontos dos fibrados sobre cartas distintas utilizando as fungoes
de transicao da definicao do fibrado tangente 7'Q). Pela construcao acima, note que
existe uma projecdo 7 : OFr(Q) — Q, dada localmente por 7, : OFr(Uy,)/Ga —
ﬁa/Ga =U CQ; Wa([ia B]) = (:Da(j)'

Segue do que vimos previamente que o fibrado de referenciais OFr(Q) € uma
variedade diferenciavel, pois é localmente o quociente de uma variedade por uma
acao livre de um grupo finito. Além disso, satisfaz outras propriedades interessan-
tes, uma delas enunciada no proximo teorema:

Teorema 2.3.5. Se Q é um orbifold n-dimensional, o fibrado de referenciais ortogo-
nais OFr(Q) é uma variedade diferenciavel e possui uma agdo do grupo ortogonal
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O(n) a direita, obtida a partir das agbées de O(n) definidas carta a carta. Tal agdo e
propria, efetiva e quase-livre e o orbifold quociente OFr(Q)/O(n) € isomorfo a Q.

Demonstracao: Note que a proje¢ao 7 : OFr(Q) — @ induz um homeomor-
fismo 7 : OFr(Q)/O(n) — @, pois a agao de O(n) em OFr(Q) é transitiva nas
fibras de 7. Além disso, esta aplicacao € um isomorfismo de orbifolds. De fato,
localmente OFr(Q)/O(n) tem cartas dadas por V x5 O(n) — V/G, onde V' C
OFr(Q) é um slice com respeito a agdo de O(n). Como vimos na construcdo de
OFr(Q), a projecdo OFr(U)/G — OFrU)/G & 5 menos de isomorfismo a projecao

N N O(n)
7:OFr(U)/G — U/G = U, portanto 7 tem levantamentos locais que sé@o difeomor-
fismos locais. Para mais detalhes vide [ALRQ7]. [ |

Corolario 2.3.6. Todo orbifold efetivo () é difeomorfo como orbifold a um da forma
X/K, como no Teorema 2.1.23, onde X é variedade e K € um grupo de Lie que
age de forma propria, efetiva e quase-livre.

Note que o grupo ortogonal O(n) € desconexo, assim o fibrado de referenciais
ortogonais OF'r(()) é em geral uma variedade desconexa. Podemos remediar essa
situacao utilizando a nocao de fibrado de referenciais unitarios de @. Ou seja,
podemos construir sobre uma carta (U, G, ¢) um fibrado UFr(U) := {(z,B)|B :
C" — T;U @ C é isometria}. Assim, aplicando as mesmas ideias que utilizamos
acima, para todo orbifold ¢ temos uma variedade U F'r(()), chamada de fibrado de
referenciais unitarios de (). Temos um teorema analogo ao Teorema 2.3.5.

Teorema 2.3.7. Se () é um orbifold n-dimensional, o fibrado de referenciais unitarios
UFr(Q) é uma variedade diferenciavel e possui uma agdo do grupo unitario U(n) a
direita obtida a partir das agées de U(n) definidas carta a carta. Tal agao é propria,
efetiva e quase-livre e o orbifold quociente U Fr(Q)/U(n) é isomorfo a Q.

Agora veremos que, para todo orbifold conexo @, a variedade U F'r(Q) é conexa.
isto decorre do seguinte lema:

Lema 2.3.8. Suponha que K é um grupo topologico que age continuamente sobre
um espago topoldgico X, de modo que K e X/K sao espagos conexos. Entao, X
é conexo.

Demonstracao: Suponha por absurdo que K e X/K sao conexos mas X é desco-
nexo. Entao, por definicao existem abertos disjuntos U, V' C X, nao vazios tais que
U UV = X. Como a agao é continua, a aplicagao de érbita . : K — X é continua
para todo z, assim leva o conexo K sobre um conexo, donde segue que a orbita
Kz € conexa para todo z. Logo, Kz C U ou Kz C V e temos que 7(U) e n(V)
sao conjuntos disjuntos, pois um ponto de U e um ponto de V nunca pertencem a
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uma mesma orbita. Note que a projegao candnica = : X — X/K é uma aplicagao
aberta, pois se U C X é aberto, entdo 7' (7(U)) = Urex (kU) € unido de abertos,
logo 7(U) € um aberto na topologia quociente. Assim, 7(U) e 7(V') s@o abertos
disjuntos em X /K cuja unidao € X/K. Portanto, concluimos que X/K € desconexo,
obtendo uma contradicao. [ |

Corolario 2.3.9. Se  é orbifold conexo, entao o fibrado de referenciais unitarios
UFr(Q) é conexo.

Demonstracao: Note que U(n) é um grupo de Lie conexo que age em UFr(Q) e
o quociente UFr(Q)/U(n) € homeomorfo a ( que € conexo por hipétese. Portanto,
segue do Lema 2.3.8 que o espago U Fr((Q) € conexo. [

Corolario 2.3.10. Todo orbifold efetivo () conexo é difeomorfo como orbifold a um
da forma X/K, como no Teorema 2.1.23, onde X é variedade conexa e K é um
grupo de Lie conexo que age de forma propria, efetiva e quase-livre.

Observacao 2.3.11. Para encerrar esta secao, mencionamos que devido ao co-
rolario acima, obtemos no capitulo 3 desta dissertacdo uma descricao do grupo
fundamental de um orbifold efetivo @@ (no sentido que deixaremos explicito no re-
ferido capitulo) em termos do grupo fundamental usual 7 (UFr(Q)). (vide Exem-
plo 3.3.14).

2.4 Orbifolds como grupoides

Nesta secao seguimos [Moe02, MP97, MMO03] e [ALRO7] para apresentar uma
demonstragao do teorema demonstrado originalmente por Moerdjik e Pronk [MP97])
que garante que o espaco de oOrbitas de um grupoide Lie G = X proprio, étale e
efetivo tem uma estrutura natural de orbifold efetivo.

Este fato pode comecar a ser observado no seguinte lema:

Lema 2.4.1. Seja G = X um grupoide prdprio e étale. Dado » € X, existe uma
vizinhanga U, de x, na qual o grupo de isotropia G, age por difeomorfismos.

Demonstracao: Seja g € G,, entdo s(g) = t(g) = x. Como s é um difeomorfismo
local, existem V, C G e U, C X vizinhangas de g e de x respectivamente, tais
que s : V, — U, € um difeomorfismo. Se necessario diminuindo um pouco estas
vizinhangas, podemos supor que ¢ : V, — U, também é um difeomorfismo. Logo,
podemos definir o difeomorfismo g := ¢t o (s\vg)—l : U, — U,. Pelo fato de G ser
proprio e étale, podemos supor que existe uma mesma vizinhanga U,, tal que para
cada g € G, temos g = to (s|y,)"' : U, — U, € um difeomorfismo. Assim, temos
uma agao ~: G, — Diff(U,), dada por g — g. [ |
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Definicao 2.4.2. Um grupoide préprio e étale G = X é chamado de efetivo se para
todo » € X existe uma vizinhanga U, de z tal que o homomorfismo G, — Diff(U,) &
injetor.

Teorema 2.4.3. Seja G = X um grupoide de Lie proprio, étale e efetivo. Entao, o
espacgo de orbitas () = X /G pode ser munido de uma estrutura de orbifold efetivo,
construida a partir do grupoide G.

Demonstracao: Dado que s,t : G — X sao difeomorfismos locais, temos que a
aplicacao quociente = : X — X/G é uma aplicagao aberta. Logo, o quociente X /G
€ um espago de Hausdorff se o subespaco {(z,y) € X x X|r(z) = n(y)} é fechado
em X x X. Mas a aplicagao (s,t) : G — X x X é continua e propria, logo é uma
aplicacao fechada, pois G é localmente compacto. Assim temos Im(s,t) = {(z,y) €
X x X|m(x) = 7(y)} fechado e portanto X/G é de Hausdorff.

Agora vamos construir as cartas de orbifold para X/G. Para tanto, vamos en-
contrar para cada r € X, uma vizinhanga N, C X onde o grupo de isotropia G,
age efetivamente. Seja x € X, como o grupo de isotropia G, é discreto, para cada
g € G, podemos tomar W, vizinhanga de g em G, de modo que W,NW), = (), Vg # h.
Definimos um aberto U, contendo = por U, = Nyeg, s(W,). Como a aplicagéo (s, t) é
fechada temos que (s,1)(G \ Uyeg, W,) € fechado em X x X e o ponto (z, z) esta no
complementar desse fechado. Assim, existe uma vizinhanga do ponto z, V, C X,
tal que (V, x V) N (s,8)(G \ Ugeg, W,) = 0, e podemos supor que V, C U,.

Portanto, para cada h € Gy, com s(h),t(h) € V,, temos que h € Ugeg, W,, como
consequéncia h € W, para algum g € G,, e assim podemos definir o difeomorfismo
g =to(slw,)"'. Como V, C s(W,), Vg € G,, obtemos a vizinhanga desejada do
ponto z, dada por N, := {y € V.|g(y) € V,,Vg € G.}. Por definicdo, se y € N,
entdao g(y) € N,, logo temos um homomorfismo de grupos G, — Diff(NV, ), dado
por g — g. Além disso, como G é grupoide efetivo, o homomorfismo é injetor.
Em outras palavras, G, age efetivamente em N,. Definindo, para cada g € G,,
O, = W, N s *N,), temos que s~ }(N,) Nt (N,) = L,eq,O,. Portanto, vemos que
Gln, = N, € isomorfo ao grupoide de agdo G, x N, = N, e consequentemente
N./G. é um aberto em Q = X/G.

Ja construimos cartas de orbifold (N,,G,, 7|y,) sobre o espago topolégico @ =
X/G. Agora vamos mostrar que essas cartas sdo compativeis duas a duas. Supo-
nha (N,,G..7|n,) € (N, Gy, 7|n,) cartas, tais que (N,) N 7(N,) # 0, entdo existe
z € X talque 7(2) € 7(N,) N7w(N,). Tomeflechasg:z -2 € Nyeh:z—y € N,.
podemos escolher vizinhangas W, > g, W), > h e (N,,G.,n|y.) carta, de modo que
s,t sejam difeomorfismos quando restritas a W, e W, s(W,) = N, = s(W,) e
t(Wy) C Ny, t(Wy) C N,,. Destaforma, A =to(s|w,) " : N. = Ny e p=to(slw,) " :
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N. — N, sao mergulhos entre cartas. Portanto, (N,,G,,7|n,) € (IVy, Gy, |n,) S80
compativeis, e ) = X/G admite estrutura de orbifold como queriamos provar. R

2.4.1 Grupoide de germes de difeomorfismos

O objetivo agora sera demonstrar a reciproca do Teorema 2.4.3. Isto é, para qual-
quer orbifold efetivo (), vamos mostrar que existe um grupoide de Lie préprio, étale
e efetivo, naturalmente associado a @, cujo espaco de 6érbitas tem estrutura de or-
bifold isomorfo a (). Tal grupoide sera construido a partir de germes de mudancas
de cartas do orbifold ). Assim, vamos iniciar a se¢ao com a definicao de germes
de fungdes continuas e explicar como obtemos um grupoide de Lie a partir de um
pseudogrupo de difeomorfismos. Nossas principais referéncias sdao [MM03, HB99].

Definicao 2.4.4. Sejam X e Y espacos topoldgicos. Considere o seguinte conjunto
M(X,Y)={(f,z) € C°(U,Y) x U|U C X é aberto em X} formado por pares (f, )
onde f é uma funcao continua num aberto U ¢ X e = € U. Definimos uma relagao
de equivaléncia ~ em M(X,Y) da seguinte forma: (f,z) ~ (g,y) se, e somente
se r = y e f coincide com g numa vizinhanga de z. A classe de equivaléncia de
(f,x) segundo essa relagao é denotada por [f]. e € chamada de germe de f em
x (ou germe de f no ponto x). O conjunto quociente formado pelas classes de
equivaléncia serd denotado por M(X,Y).

Observacao 2.4.5. Temos aplicacdes bem definidas

s:MX)Y) - X e t:MX,Y)> Y
[fle = = [fle = f(z)

Assim, 2 € chamado de source do germe [f]. e f(z) € chamado de target de
[f].- Além disso, podemos munir o conjunto M(X,Y’) com uma topologia tal que
a aplicagéo s : M(X,Y) — X seja um homeomorfismo local. De fato, dado um
germe [f]., onde f é uma fungao definida num aberto U C X podemos definir um
aberto basico Y ¢ M(X,Y’) como [f], C U = {[f],ly € U}.

Proposigao 2.4.6. Com a topologia gerada pelos abertos basicos de M(X,Y) de-
finidos acima, temos que a aplicagao s : M(X,Y) — X é um homeomorfismo local.

Demonstracao: Dado U C X um aberto, temos que
sHU) ={[fl.|f € C°(V,Y) onde V é abertoe z € V C U}

logo s~!(U) é aberto e s é continua. Além disso, se U := {[f],|ly € U} é um aberto
basico, a aplicagao s|;; € uma bijecao sobre U, ou seja, s € uma aplicacao continua,
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aberta, e s : U — U € bijecao. Portanto, s € homeomorfismo local. [

Definicao 2.4.7. Seja 1 um conjunto formado por homeomorfismos h : U — V,
onde U e V sao abertos de um espaco X. Dizemos que H € um pseudogrupo de
homeomorfismos locais de X se as seguintes condicoes sao satisfeitas:

() Seh:U — Veh:U — V' entdo a composigdo hoh' : " Y (UNV') —
h(U NV') pertence a H, e h~! pertence a H.

(i) A restricao de h|y para qualquer aberto W C X pertence a H.
(iii) Idx : X — X pertence a H.

(iv) Se um homeomorfismo A’ entre dois abertos de X pode ser escrito como
uniao de elementos de #, entao &' pertence a H.

Suponha que H é um pseudogrupo de homeomorfismos locais de um espaco
X. Podemos associar a este pseudogrupo um grupoide topolégico étale da seguinte
forma: seja G3; € M(X, X), dado por Gy = {[h].|h € H e x € Dom(h)}, ou seja,
o conjunto de todos os germes de elementos de #. Vamos mostrar que Gy € um
grupoide sobre X. As aplicacoes s, t de finidas na Observacao 2.4.5 se restringem
ao subespaco Gy. Assim, definimos as aplicagcoes source e target de G por

s: Gy — X e t: Gy— Y
[h], — = [h]z — h(z)

A multiplicagao parcial é dada naturalmente por composi¢ao de germes, explici-
tamente
m: Gy X, Gy — Gy

([h}f(:tb[f]x) — [hof]x

A inversao i e a secao unidade « sao dadas respectivamente por:

7 QH — QH e ¢: X — QH
[hle [h_l]h(ﬂﬁ) z—  [Id],

Como Gy € um aberto em M(X, X), temos ainda que s € um homeomorfismo
local. Devido ao fato que G, é formado por germes de homeomorfismos locais a
inversao 7 € homeomorfismo. Portanto, G, = X é de fato um grupoide étale.

Além disso, é facil ver que um grupoide étale obtido dessa forma, através de um
pseudogrupo € sempre efetivo. Ou seja, Gy = X é grupoide étale e efetivo.
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2.4.2 Grupoide de germes de mudancas de cartas de um orbi-
fold

Nesta secao damos uma demonstracao da reciproca do Teorema 2.4.3.

Exemplo 2.4.8. Suponha agora que Q é um orbifold e (Us, Gu, ¥a)acs € um atlas
da estrutura de orbifold. Defina X =[] ., U,ep: X — Q por ¢|g. = pa- Diremos
que um homeomorfismo & entre dois abertos 1,V c X é uma mudanca de cartas
se g o h = ¢. Considere assim H = {h : W — V| h é mudanca de cartas }. Pode-
se mostrar que H é um pseudogrupo de difeomorfismos, assim pela construgao
anterior temos um grupoide topoldgico G;; = X étale. Mas, como neste caso X
€ uma variedade diferenciavel e as flechas sdo germes de difeomorfismos, temos
que Gy tem estrutura de grupoide de Lie tal que s é difeomorfismo local. Portanto,
G € um grupoide de Lie étale e efetivo.

Definicao 2.4.9. Sejam H e H' pseudogrupos de difeomorfismos locais de X e
de X' respectivamente. Uma transicao local de X para X’ é um difeomorfismo
g:V — V' entre abertos V ¢ X e V' ¢ X’. Uma equivaléncia de #H para H' é
um subconjunto R do conjunto de todas as transicoes de X para X’ que satisfaz as
seguintes propriedades:

(i) Uger Dom(g) = X € Uyer Im(g) = X'.

(i) Para quaisquer g;, g, € R,h € He h' € H tem-se giohog,* € H', g;'oh'og, €
Heh'og oheR.

(iii) R é uma familia maximal de transigdes de X para X’ com as propriedades (i)
e (7).

Dois pseudogrupos de homeomorfismos locais H e H' sao ditos equivalentes se
existe uma equivaléncia de um para o outro.

Lema 2.4.10. Nas condicdes da Definicdo 2.4.9, sejam Gy = X e Gy = X' 0s
grupoides de Lie étale e efetivos, associados aos pseudogrupos H e H' respectiva-
mente. Entdo, H e H' sao equivalentes no sentido de 2.4.9 se, e somente se, Gy, €
G+ s&o Morita equivalentes.

Demonstracao: Seja R uma equivaléncia de #H para H'. Entao, definimos o espaco
Pr = {[g]. € M(X,X')|g € R}. Claramente P C M(X,X’), e temos ancoras
s: PR — X et: Pp— X', como definidas na Observacao 2.4.5. Assim, podemos
munir Pr de uma estrutura diferenciavel tal que s e t sao difeomorfismos locais.
Além disso, é facil ver que o grupoide G; age a esquerda em P ao longo de s :



Capitulo 2. Orbifolds 44

Pr — X e Gy age a direita em P ao longo de t : P, — X', ambas as acdes dadas
por composicao entre germes de difeomorfismos. Como estas agoes sao principais,
segue que Pr é uma equivaléncia de Morita entre G, e G3,. Reciprocamente, como
equivaléncias fracas entre grupoides étale sao difeomorfismos locais entre as bases
dos grupoides, segue que grupoides Gy, € Gy Morita equivalentes sao associados
a pseudogrupos equivalentes. [ |

Proposicado 2.4.11. Sejam Q e Q' orbifolds, (U, Gy, va)aca Um atlas para Q, e
(U 's, Gy, 0p)per UM atlas para Q'. Considere Gy = X e Gy = X' 0s respectivos
grupoides de Lie étale e efetivos, como na construgao do Exemplo 2.4.8.

(i) O grupoide G;, € um grupoide proprio.
(i) Gy e Gy sdo Morita equivalentes se, e somente se, () e ()’ s&o isomorfos.
Demonstracao:

(i) Seja (v,y) € U, x U, C X x X. Temos que encontrar uma vizinhanga com-
pacta K de (z,y) tal que (s,t)"'(K) seja compacto. Se p,(z) # ¢, (y) é facil
encontrar tal vizinhancga, pois € de Hausdorff e localmente compacto. Supo-
nha que ¢.(z) = ¢,(y) = ¢, como as cartas sdo compativeis podemos supor
que existe Z ¢ U, um aberto e um mergulho de cartas \ : Z — U7 de modo
que Z seja G,-estavel e (G,)z = (G,).. Isto implica que A\(Z) é G,-estavel e
(G4)xz) = (G,), e pelo Lema 2.1.14 temos

(5,)(Z x MZ)) ={lgo AL:lg € (Gy)y, 2 € Z} = (Gy)y x Z

Como podemos escolher um compacto Ky C Z com (z,y) € K; x A\(K;) e
(G,), éfinito, segue que K = K x\(K;) € compacto e (s,t) ' (K) ~ (G,),x K,
€ compacto.

(i) Sabemos pelo Lema 2.4.10 que se Gy, e Gy sao Morita equivalentes, entao os
pseudogrupos H e H’' sao equivalentes. Tal equivaléncia entre pseudogrupos
de mudangas de cartas induz um isomorfismo entre os orbifolds. Reciproca-
mente, se f : Q — @' € um isomorfismo de orbifolds, segue que f possui
levantamentos locais (que sao difeomorfismos locais de X para X’), esses
levantamentos geram uma equivalencia do pseudogrupo H para o pseudo-
grupo H’, e utilizando novamente o Lema 2.4.10 temos que Gy € Gy Sa@o
Morita equivalentes.

|
Em particular, a Proposicao 2.4.11 implica que para um orbifold @ fixado, a
classe de equivaléncia de Morita do grupoide G nao depende da escolha do atlas
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que utilizamos para construir o pseudogrupo . Assim, para cada orbifold ) pode-
mos associar um grupoide de Lie préprio, étale e efetivo que denotaremos por G,
que esta bem determinado a menos de equivaléncia de Morita.

Observacao 2.4.12. Suponha que K = Y & um grupoide proprio, étale e efetivo.
Vimos no Teorema 2.4.3 que Y/K tem estrutura de orbifold efetivo. Por outro lado,
pela Proposicao 2.4.11 acima, associado ao orbifold Y/ temos um outro grupoide
proprio, étale e efetivo Gy/x. Podemos entdo nos perguntar qual a relagao entre o
grupoide original IC e o grupoide Gy /x. O fato é que K € Morita equivalente a Gy k.

Teorema 2.4.13. Dado () um orbifold efetivo existe um grupoide de Lie prdprio, étale
e efetivo G = X tal que X /G, é um orbifold isomorfo a Q).

Demonstracdo: Se @ é um orbifold com atlas (U.,Ga, @a)aca, definimos X =
LlocaUa € 91 X — Q tal que ¢l = pa, Yo € A. Assim, pela Proposicéo 2.4.11
temos um grupoide G, = X. Pela maneira como definimos o grupoide G, temos
que p(z) = ¢(y) se, e somente se, existe uma flecha (z % ) € Go. Assim, ¢
induz um homeomorfismo ¢ : X/G, — Q. Portanto, 3 € um isomorfismo de orbifold,
pois ¥ tem levantamentos em cartas dados por restricoes da aplicagao identidade
Id: X — X. |

Definicao 2.4.14. Seja Q um orbifold efetivo. Se G = X é um grupoide proprio,
étale e efetivo tal que X/G é um orbifold difeomorfo ao orbifold @, dizemos que G
representa ().

Exemplo 2.4.15. Se G é um grupo finito que age efetivamente numa variedade X,
entdao o grupoide de agao G x X = X é proprio, étale e efetivo. Portanto, G x X
representa o orbifold X/G.

Exemplo 2.4.16. Suponha que K é um grupo de Lie que age em uma variedade
X de maneira propria, efetiva e quase-livre. Sabemos pelo Teorema 2.1.23 que
0 espaco X /K tem estrutura de orbifold. Porém, neste caso o grupoide de acao
K x X nao é etale se K nao for discreto. Assim, segundo a Definicao 2.4.14, nao
podemos dizer que K x X representa X /K. Porém, usando slices € possivel provar
que o grupoide K x X é Morita equivalente a um grupoide proprio, étale e efetivo
que representa X/ K.

O teorema a seguir € uma consequéncia imediata dos resultados anteriores e
do fato que equivaléncia de Morita € uma relagao de equivaléncia.

Teorema 2.4.17. Sejam ), S orbifolds e G, K grupoides que representam () e S
respectivamente. Entdo, () € isomorfo a S se, e somente se, G é Morita equivalente
akK.
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Pelo Teorema 2.4.17 temos uma correspondéncia biunivoca entre classes de
equivaléncia de Morita de grupoides de Lie proprios, étale e efetivos e classes de
difeomorfismo de orbifolds efetivos.

{Grupoides de Lie proprios, étale e efetivos} ~  {Orbifolds efetivos}
Equivaléncia de Morita ) Difeomorfismo

Devido a esta correspondéncia, podemos estudar invariantes de estruturas de
orbifold em um espaco topoldgico @ via invariantes de Morita em grupoides de Lie
proprios, étale e efetivos. Por exemplo, veremos no capitulo 3 a construcao do
grupo fundamental de Haefliger de um grupoide de Lie. A cada grupoide conexo G
podemos associar um grupo, que sera denotado r,,,_(G), € veremos que grupoides
Morita equivalentes G e K possuem grupos fundamentais =, (G) e 7,,.(K) isomor-
fos. Consequentemente, dado um orbifold ), podemos definir o grupo fundamental
de Haefliger de @) como 7, (@) := 7,,.(G), onde G é um grupoide que representa
(). Obtemos do Teorema 2.4.17 dois resultados simultaneamente: o primeiro € que
Ty (Q) estd bem definido a menos de isomorfismo e o segundo é que a classe
de isomorfismo do grupo =, (Q) € um invariante da classe de difeomorfismo do
orbifold @.



Capitulo 3

Grupo Fundamental e
Recobrimentos

Neste capitulo estudaremos os conceitos de grupo fundamental de um grupoide
de Lie e de recobrimentos de um grupoide de Lie. Veremos que grupoides Morita
equivalentes possuem grupos fundamentais isomorfos e a partir disso daremos uma
definicao de grupo fundamental para orbifolds. As principais referéncias sao [HB99,
MMO5].

3.1 Grupo fundamental de Haefliger de um grupoide
de Lie

Nesta secao introduzimos os conceitos de G-caminho em um grupoide de Lie e de
homotopia entre G-caminhos. Assim, obteremos uma nogao de grupo fundamental
de um grupoide de Lie.

Definicao 3.1.1. Seja G = X um grupoide de Lie. Um G-caminho de = € X para
y € X é uma sequéncia 0,9, . ..019100, onde o, : [0,1] — X é um caminho continuo
paracada j € {0,1,...,n} e g; € Gparacada j € {1,2,...,n}, tais que para todo
ie{l,....,n},s(g;) = 0;-1(1),t(g;) = 0:(0) € 6¢(0) = z,0,(1) = y. Dizemos que =
€ 0 comeco (ou inicio) e y é o término (ou final) do G-caminho. O diagrama abaixo
ilustra como devemos pensar em um G-caminho.

g0 g1 1 9n On
xw.ﬁ.w.....ﬁ.wy

Observacao 3.1.2. Os G-caminhos aqui definidos sao também chamados de cami-
nhos de Haefliger em G por alguns autores, em homenagem ao matematico André
Haefliger que foi o primeiro a introduzir esse conceito de caminho em grupoides.

47
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Definicao 3.1.3. Dizemos que G = X € um grupoide conexo por G-caminhos se
para quaiquer z,y € X existe um G-caminho de x para y.

Observacdo 3.1.4. As vezes diremos que ¢ = X é conexo para indicar que o
grupoide & conexo por G-caminhos, desde que esteja claro pelo contexto o tipo de
conexidade a que nos referimos.

Neste capitulo sempre teremos como hipotese que os grupoides considerados
sao conexos por G-caminhos (salvo mengao contraria).

Exemplo 3.1.5. Se X € uma variedade, seu grupoide unital X = X é conexo por
X-caminhos se, e somente se, X é conexa por caminhos no sentido usual.

Exemplo 3.1.6. Suponha que G x X € um grupoide de acdo. Suponha ainda que
X = u,U, é a decomposicao de X em suas componentes conexas por caminhos
e que dadas U, e Ug, existem z € U, e y € U, com z e y numa mesma orbita pela
acao de G. Entao, o grupoide G x X € conexo por (G x X )-caminhos.

Denotaremos por PG o conjunto de todos os G-caminhos em um grupoide G =
X. Note que, temos uma multiplicacao parcialmente definida em PG, dada por
concatenacao de G-caminhos:

(OG- - - 01G100) * (OnGn - - - 019100) = OpGry - - - 01010006,.(1)0nGn - - - 019100
Onde o,, (1) € 0 caminho constante igual a 0,(1) e a multiplicagdo esta definida
somente quando o(,(0) = o, (1).

Queremos a partir dessa nova nogao de caminho definir um analogo do grupo
fundamental usual, para tanto precisamos definir uma nogao de homotopia entre
G-caminhos:

Definicao 3.1.7. Seja ¢ = X um grupoide de Lie. Definimos uma relagao de
equivaléncia PG gerada pelas seguintes relagdes:

(1) OnGn - --9j+1059;05—-1...019100 é eqUivalente a Onfn---9j+19j0j-1..-01g10¢ S€
o; € um caminho constante.

(2) Onfn ---9j+1049;05—1...01G10¢ e GQUivalente A0pGn...gj+10;%0-1...019100 S€
g; = €0,(0) (flecha identidade). Aqui o; * 0;_; denota a concatenagao usual de
caminhos em X.

Definicao 3.1.8. Considere G = X um grupoide de Lie, z,y € X, 0,9, ...019100
e o,qg., ...019,0, dois G-caminhos de inicio = e término y. Dizemos que o caminho
olg. ...o01q,0, € uma deformacao de 0,9, . .. 019100 Se existem:
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* homotopias D; : [0,1] x [0,1] — X paraj € {0,1,...,n}, tais que D;(0,—) = o,

e Dj(]., —) = O';-.

+ caminhos continuos d; : [0,1] — G para j € {1,...,n}, tais que d;(0) = g¢; e
d;(1) = g;.

Satisfazendo s o d; = D;_1(—,1) e t o D;(—,0) para j € {1,2,...,n} e para todo
7 € [0,1], Do(7,0) =z € Dy(7,1) = v.

Ou seja, uma deformacao de 0,9, . .. 019100 para o.,g., . .. 01,04 € dada por uma
familia de G-caminhos D, (7, —)d,(7) ... d.(7)Dy(r,—), com 7 € [0, 1], onde todos os
G-caminhos tem inicio em x e término em y, para 7 = 0 temos 0,4, . . . 019100 € para

T =1temos 0,9, ...01¢,0.

Definicao 3.1.9. Dois G-caminhos sao ditos homotdpicos com extremos fixos, se
um pode ser obtido a partir do outro via a relagao de equivaléncia definida em 3.1.7
e/ou via deformacoes definidas em 3.1.8. A classe de homotopia de um G-caminho
(Ongn - - . 019100) Serd denotada por [(0,.9y, - .. 01g100)].

Observacao 3.1.10. A multiplicacao parcial definida no conjunto de G-caminhos,
PG, da origem a uma multiplicagao entre classes de homotopia de G-caminhos. Ou
seja, se (0,4, ...019104) € (0ngn - .. 01G100) SA0 G-caminhos tais que o(,(0) = 7,,(1),
definimos

(0.9 - 019100)] * [(Ongn - - - 010100)] = [(00,9, - - - 019100 * TnGn - - - T19100)]

Definicao 3.1.11. Dado um grupoide de Lie G = X, definimos

I14,.(G) == {[(ongn - .. 019100)]|(00 9 - . . o19100) € G-caminho}

Podemos ver 11, _(G) como um grupoide de Lie sobre X, com as seguintes
aplicacoes estruturais:

« s,t:10,..(G) — X, tais que
s([ongn - - - 019100)]) = 00(0) € t([0ngn - - - 01G100)]) = on(1)

*m=x:1I, (9) %, I, .(G) — 11, (G), a concatenagdo de G-caminhos como
definida acima.

cc: X =11
igual a x.

(G), definida por ¢(z) = ¢, = [0,], onde o, € 0 caminho constante

Hae
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* i1, (G) = 11, (9), dada por

i([ongn - --o19100)]) = o5 'gr - gy o]

Por analogia a construgdo do grupoide fundamental de uma variedade, pode-se
mostrar que existem Unicas topologia e estrutura diferenciavel em II,,__(G) tais que
a aplicacao

(s,t): 1L, (G) = X x X

€ um recobrimento suave. Portanto, I, _(G) = X é um grupoide de Lie transitivo. A
este grupoide damos o nome de grupoide fundamental de Haefliger do grupoide
g = X.

Note que se X € uma variedade e I1(X) = X € o grupoide fundamental (1.1.12),
escolhendo = € X temos que (X, z) = II(X),. Isto &, o grupo fundamental de X
com base em z é igual a isotropia de II(X) no ponto z. Isto nos leva a seguinte
definigao:

Definicao 3.1.12. Seja ¢ = X um grupoide de Lie. Dado = € X, definimos o
grupo fundamental de Haefliger de G com base em x como 7, (G, x) := 11, (G)..
Equivalentemente, podemos definir 7, (G, ) como o conjunto de todas as classes
de homotopia de G-caminhos com inicio e término em x, chamados de G-lagos com
base em z, com a multiplicacao dada por concatenacao de G-lacos.

Observacao 3.1.13. Assim como no caso de espacos topoldgicos conexos, o grupo
fundamental de Haefliger de G nao depende do ponto base escolhido, a menos de
isomorfismo. Dados =,y € X, por hipétese existe um G-caminho ligando = a y. Uti-
lizando este caminho podemos definir um isomorfismo entre 7, (G, z) e 7. (G, y).
Assim, quando nao for essencial mencionar o ponto base, escreveremos apenas
T...(G) para denotar o grupo fundamental de Haefliger de G.

Definicao 3.1.14. Dizemos que o grupoide G € simplesmente conexo se 0 seu
grupo fundamental de Haefliger é trivial, ou seja, se 7, (G) = {1}.

Exemplo 3.1.15. Sejam X uma variedade e X = X o grupoide unital associado.
Como as unicas flechas desse grupoide sao unidades ¢,;x € X , todo X-caminho
On€on_1(1)0n—1 - - - Eao(1)00 € €quivalente ao X-caminho o = 0,0,-1...00, OU S€ja,
todo X-caminho é equivalente a um caminho usual o : [0,1] — X. Assim, dois X-
caminhos 0,65, ,(1)0n—1 - - - E44(1)00 € a;e;nfl(l)a,’l_l .. .ejm(l)a() sao homotépicos se,
e somente se, 0s caminhos usuais ¢ e ¢’ sdo homotdpicos com extremos fixos no
sentido usual. Portanto, o grupoide fundamental de Haefliger do grupoide X = X é
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isomorfo ao grupoide fundamental de X. Consequentemente, o grupo fundamental
de Haefliger de X = X com base em z € X é isomorfo a (X, z).

Exemplo 3.1.16. Seja G = {x} um grupo discreto visto como grupoide de Lie
(vide 1.1.8). Vamos calcular o grupo fundamental de Haefliger de G. Como a base
do grupoide é trivial, todo G-caminho 0,9, ... g0 € equivalente ao caminho g =
Ingn-1- - - 9190 formado por uma unica flecha. Pela definicao de deformacao, g € G
se deforma em h € G se, e somente se, existe um caminho continuo d : [0,1] — G
com d(0) = g e d(1) = h, mas G é discreto, logo isto somente pode ocorrer se g = h.
Assim, concluimos que 7, (G, z) € isomorfo a G.

Hae

Definicao 3.1.17. Se G é um grupo topoldgico, denotaremos por C, a componente
conexa por caminhos de G, que contém o elemento g. Definiremos entao, m(G) :=
{C,lg € G} o conjunto das componentes conexas de G.

Note que se G € um grupo topoldgico, o conjunto my(G) tem estrutura de grupo,
com multiplicacdo dada por C,C}, = Clyp,.

Observacao 3.1.18. Seja G = {z}, onde G € grupo de Lie arbitrario. Note que
utilizando a mesma ideia do Exemplo 3.1.16 concluimos que g € GG se deforma em
h € G se, e somente se, g e h estdo na mesma componente conexa de G. Portanto,

Tu.. (G, z) é isomorfo a my(G). Em particular, se G é conexo w,,, (G) ~ {1}.

Hae(

A seguinte proposicao € utilizada frequentemente para ajudar no calculo de gru-
pos fundamentais de alguns grupoides.

Proposicao 3.1.19. Sejam G = X um grupoide de Lie, 0,9, ...9j+10;g; - .019100
um G-caminho e « : [0,1] — G um caminho de flechas tal que s o o = o;. Po-
nhatoa = p : (0,1 — X. Entdo, os caminhos 0,9, ...g;+10;9;...01G100 €
Onn - - gjr1a(1) 1 Ba(0)g; . .. o19100 S0 homotdpicos (veja o diagrama 3.1).

Demonstracao: Para cada 7 € [0, 1] considere o G-caminho:
Ongn - - gi+10(1) 7' Bliya(T) o5l 10.419; - - - 9100
Note que, para 7 = 0 temos um caminho equivalente a
Tngn - - Gi1a(1) 7 Ba(0)g; . .. G100

e para 7 = 1 temos um caminho equivalente a ¢, ... gjr1a(1)ta(l)o;g; . .. g10o.
Isto nos da a homotopia desejada. [
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oo g 5 aj j+1 g n
L~ 0—>0 - - 0 —>0~ >0 —>0- - 0—> 0~ >
a(O)j Toz(l)l (3.1)
B

@ ~—~—> 0

Utilizando a Proposicao 3.1.19, vamos dar uma descricao do grupo fundamen-
tal do grupoide de agao G x X = X, do Exemplo 1.1.7, generalizando assim os
resultados do Exemplo 3.1.16 e da Observacgao 3.1.18.

Proposicao 3.1.20. Suponha que X é uma variedade conexa. Seja G x X = X
um grupoide de acdo. Fixado x € X, temos uma sequécia exata curta de grupos:

(1} = m(X,2) 5 1, (G x X, 7) S m(G) — {1}

Hae
Demonstracao: Considere um (G x X)-lago com base em x € X, da forma o ¢; 09,
com g; = (g,y). Defina o caminho « : [0,1] — G x X;7 — (g7, 01(7)), assim
soa = o1. Pondo (1) = toa(r) = g 'oi(7) e aplicando a Proposicao 3.1.19 temos

o1(g,y)o0 ~ (g7 )" B(g™, 9y) (g, y)oo
~ (9,9 x)B(1,y)o0
~ (9,97 'x)B * 09

Ou seja,

a0 (9,9) o1 Bxoo (9,97 ')

Portanto, todo ¢, 100, (Gx X)-laco com base em = € homotdpico a outro (G x X)-

lago da forma
o (9:2)

T~—~r>=2—>T

Utilizando inducao, a mesma conclusao é valida para qualquer o,g, ... 9100,
(G x X)-lago com base em z. A partir disso vamos construir a sequécia exata
da proposicao. Definindo

i m(X,x) — 7w, (Gx X 1)
0] = [eo]= a2~%=z e

€ imediato verificar que i esta bem definida e € injetora.
Agora, defina
¢ 7. (GxX,z) — m(G)
(g.2)0] = G,



Capitulo 3. Grupo Fundamental e Recobrimentos 53

(i) ¢ esta bem definida — Suponha que (2 ~Z=2 YL 4} ~(@ ~Zmw "2 4

Entdo, existe uma familia de (G x X)-lagos com base em x, (v(7)0;)reo.1];
onde v : [0,1] — G x X, dada por 7 — (71(7),72(7)) € um caminho de flechas,
tal que v(0)oo = (g, 2)o0 € ¥(1)oy = (h,w)o;. Logo, 71 € caminho continuo em
G com 71(0) = g e 1(1) = h, portanto Cy = Cj, e (([(g,2)00]) = C([(h, w)a1]),
isto &, ¢ esta bem definida.

(i) ¢ é sobrejetora — Seja C, a componente conexa por caminhos de g € G.
Temos uma flecha (¢!, gz) : gv — x e como X é conexa por caminhos,
existe ¢ : [0,1] — X, caminho continuo tal que ¢(0) = z e (1) = gz. Assim,
(g7t gx)o € um (G x X)-lago com base em z e (([(¢7', gx)o]) = Cy-1 = C,.
Portanto, ( é sobrejetora.

Também é imediato verificar que Im(z) C Ker(¢). Logo, para verificar a exatidao
da sequécia {1} — m (X, z) > T (G X X, 7) LN mo(G) — {1}, falta apenas mostrar
que Ker(¢) C Im(z). Seja [(g, z)o] € Ker(¢), entdo (([(g, z)o]) = Cy, ou seja, g € C4.
Assim, existe v; : [0,1] — G caminho continuo tal que 7,(0) = 1 e 7,(1) = g. Defina
Y1) = (n(7),0(7)),Vr € [0,1] e B(1) = 1(r)o(r), @assim soy = o e toy = [.
Aplicando a Proposigao 3.1.19, temos que

z ’l,x \Z

Portanto, [(g. z)o] = [(1,2)3] = i([8]) = [(g, 2)o] € Im(i). M
Exemplo 3.1.21. Seja S' x S? o grupoide de acdo associado a acdo de S! em S?
definida em Exemplo 2.1.25. Pela Proposicao 3.1.20 temos uma sequécia exata:

(1} = 1 (S%) 5 7, (S!x S%) S m(SY) — {1}

Hae

Como S! é conexo e S? é simplesmente conexo, segue que o grupoide S' x S* é
simplesmente conexo.

3.1.1 Funtorialidade de 1T

Nesta secao estudamos como se comporta o grupo fundamental de Haefliger com
respeito a morfismos entre grupoides. Isto é, Se ¢ : G — H é um morfismo de
grupoides veremos que ¢ induz um homomorfismo entre 0os grupos fundamentais

Tiae (@) Ty (G, ) = Ty, (K, ().
Se § = X e H = Y sao grupoides de Lie e ¢ : H — G é um morfismo de
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grupoides, entao temos uma aplicacao P¢ : PH — PG, dada por:

OnGn - -- 019100 = GoTnP1Gn - - - Po01P191$000

Claramente P¢ leva caminhos H-homotopicos em caminhos G-homotépicos. Por-
tanto, temos uma aplicagado bem definida I1,, _(¢) : I, .(H) — 1I,,..(G), dada por:

[00Gn - - - 010100] = [0Tn1Gn - - - PoT101910000).
Segue que I1,,_(¢) é uma aplicacdo suave, pois o seguinte diagrama comuta
Ui, (6)
HHae (H) L HHae (g)
(s,t) (s,t)

YXYMXXX

e as aplicacdes (s,t) em ambos os lados sao difeomorfismos locais e ¢y x ¢, é
diferenciavel. Portanto, II,__(¢) assim definido € um morfismo de grupoides de Lie
que cobre ¢ : Y — X.

Observacao 3.1.22. Temos assim um funtor IT, : Grp — Grp, tal que
* (G = X)w— (I,,.(9) = X) em objetos e
c(¢p:H—G)— (I, (o) : 11, (H) — II,,.(G)) em morfismos.

Como consequéncia da existéncia do funtor da observagao acima temos um fun-
tor enviando cada grupoide de Lie em seu grupo fundamental de Haefliger. Porém,
como o grupo fundamental depende da escolha de um ponto base, a categoria cor-
reta para definir esse funtor é a dos grupoides pontuados, i.e. pares (G = X, z)
formados por um grupoide e um ponto fixado em sua base. No que segue Grp, €
Groups denotam a categoria dos grupoides pontuados e a categoria dos grupos,
respectivamente.

Observacao 3.1.23. Temos um funtor 7, . : Grp, — Groups, dado por
* (G,z) — (m,.(G,z)) em objetos e

¢ (61 (How) = (G,0(2))) = (T, (8) : Ty, (Ho2) = 7., (G, 6(x))) em morfismos,
onde ,,,.(¢) = L, (6) .. @)

Como corolario da observacao acima, temos que grupoides de Lie que sao iso-
morfos na categoria Grp possuem grupos fundamentais de Haefliger isomorfos.
Assim, a classe de isomorfismo de 7, (G) € um invariante da classe de isomor-
fismo de G. Na secao secao 3.3 veremos que esse invariante é na verdade mais
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fino. Especificamente, mostraremos que 7, _(G) € um invariante da classe de equi-
valéncia de Morita de G.

Vimos que o grupoide de Haefliger I, (G) = X € um grupoide transitivo, pois
a aplicacao (s,t) € um difeomorfismo local sobrejetor neste caso. Além disso, (s, )
€ um recobrimento suave. Assim, aplicando a Proposi¢cao 1.4.9 para este caso
particular temos:

Observacao 3.1.24. O grupoide 11, (G) = X satisfaz todas as propriedades a
sequir:

* II,..(G) € Morita equivalente a um grupo discreto.
» Existe z € X, talque ¢t : I1,,_(G)(z,—) — X é aplica¢@o de recobrimento.
« Paratodoz € X, t:1I, (9)(z,—) — X € aplicagao de recobrimento.

« I1,..(G)r = m,,.(G,x) é discreto e a inclusdo j : «, (G,z) — II,._ (G) € uma
equivaléncia fraca.

3.2 Recobrimentos de grupoides de Lie

Nesta se¢ao estudaremos o conceito de recobrimento na categoria dos grupoides
de Lie, seguindo [HB99, MMO05]. Veremos que os principais resultados da teoria
usual de espacos de recobrimento podem ser generalizados para o caso de reco-
brimentos de grupoides. Em particular, veremos que para todo grupoide conexo G,
existe um recobrimento universal de G e o grupo de automorfismos deste recobri-
mento é isomorfo ao grupo fundamental de Haefliger de G.

Definicao 3.2.1. Seja G = X um grupoide de Lie. Um recobrimento do grupoide
G € uma tripla (E,p,u) onde p : E — X €& um recobrimento diferenciavel e y :
G .x, E — E éuma agéo do grupoide G em E ao longo de p.

Observacao 3.2.2. Nao é necessario que a acao seja a esquerda. No que se se-
gue, por vezes utilizamos apenas o par (p, ;1) para nos referirmos a um recobrimento

(E,p, ).

Exemplo 3.2.3. Seja X = X o grupoide unital associado a uma variedade X. Para
qualquer recobrimento p : £ — X temos uma agao do grupoide unital de X em E
da seguinte forma:
X<, B = E
(z,y) = y
Portanto, existe uma correspondéncia biunivoca entre recobrimentos usuais de X
e recobrimentos do grupoide X = X.
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Exemplo 3.2.4. Seja G = X um grupoide de Lie conexo. Pelo terceiro item da
Observagao 3.1.24, dado = € X, temos que ¢ : 11, (G)(z,—) — X é aplicagdo de
recobrimento. Além disso, G age em IT,,__(G)(z, —) ao longo de ¢ da seguinte forma

G X M ()2, =) = Ty (9)(2, )

(y £> Z, [O_ngn cee 9100]) = [O_zgay] * [Ungn cee 9100] - [ggngn cee 9100]

onde o, e o, denotam caminhos constantes em y e em z respectivamente. Portanto,
t:1I,..(G)(x,—) — X €um recobrimento do grupoide G. Veremos a seguir que esse
€ um recobrimento universal de G.

Definicao 3.2.5. Suponha que (Ei,p1, 1) € (Es, pe, 12) s@0 dois recobrimentos de
um grupoide G = X. Entao, £y, F, sao G-espacos. Um morfismo de recobrimen-
tos entre (E1, p1, 1) € (Fa, po, 112) € uma aplicagdo G-equivariante 6 : £y — E,, com
p200 = pi.

Observagao 3.2.6. Temos assim uma categoria, denotada por CS(G), cujos obje-
tos sao recobrimentos do grupoide G e os morfismos sao os morfismos de recobri-
mento, como definidos em 3.2.5. Além disso, CS(G) é uma subcategoria plena da
categoria G-Spaces.

Definicao 3.2.7. Fixado um recobrimento (E, p, u) de um grupoide G, definimos o
grupo de automorfismos deste recobrimento como

Aut(p) = {6 : E — E|6 é morfismo de recobrimentos}

Ou seja, Aut(p) = CS(G)(E, E), i.e. Aut(p) € o grupo de isomorfismos do objeto
(E,p, n) na categoria CS(G). Em alguns casos utilizamos também a notagao Aut(FE)
para o grupo de automorfismos de (E, p, i).

Vimos no capitulo 1 que toda agao de um grupo de Lie em uma variedade da
origem a um grupoide de Lie 1.1.7. Analogamente, se G age em uma variedade F£
ao longode a : £ — X, entdo temos um grupoide de Lie associado

GxE:=Gg x,E=FE
Aqui, cada elemento (g, z) € G ,x, E é pensado como uma flecha = 02, gzeas
aplicacOes estruturais sdo analogas as de 1.1.7. A este grupoide, associado a uma
acao de um grupoide de Lie, damos também o nome de grupoide de acao.
Suponha agora que (E,p, 1) € um recobrimento de um grupoide G. Entao, p :
E — X é um recobrimento e temos um grupoide de acdo G x £ = E. Podemos,
entao estender a aplicacao de recobrimento p para um morfismo entre grupoides
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(que também sera denotado p) p : G x E — G, dado por p(g,z) = g em flechas.
No que se segue, para cada recobrimento (F,p, ) de um grupoide G = X, nos
referimos ao morfismo de grupoides p : G x £ — G como recobrimento de G, tendo
em vista que a definicao de p como morfismo de grupoides engloba a aplicacao de
recobrimento p: F — X e a acao u.

3.2.1 Levantamentos de G-caminhos e de G-homotopias

Vamos mostrar que todo recobrimento p : G x E — G possui a propriedade de le-
vantamento Unico de G-caminhos e a propriedade de levantamento de homotopias.
A partir dessas propriedades, vamos mostrar que o grupo fundamental de Haefliger
....(G, ) age sobre a fibra p~!(x).

Proposicao 3.2.8. Sgjap: G x E — G um recobrimento de um grupoide G. Dados
OnGn - - - 9100 UM G-caminho com inicioemx € X e & € p~*{x}, existe um unico (G x
E)-caminho &,g, . .. 160, com inicio em z, tal que Pp(6,G, - .. §160) = 0nGn - - - §100-
Vide o diagrama 3.2.

Demonstracao: A demonstracao € por recorréncia e utilizaofatodequep: £F — X
€ um recobrimento, portanto possui a propriedade de levantamento Unico de ca-
minhos continuos usuais. De fato, por essa propriedade o caminho o, admite
um unico levantamento 6, com inicio em z. Logo, p(Gy(1)) = o¢(1) = s(g1), ou
seja, (g1,00(1)) € G ,x, E. Assim, g1 := (g1,50(1)) € uma flecha no grupoide
G x E e pela terceira propriedade na definicao de acao de grupoides, temos que
p(9100(1)) = t(g1). Mas t(g1) = 01(0). Logo, utilizando novamente que p é recobri-
mento, existe um Unico 6, levantamento de o; com 4,(0) = ¢160(1). Prosseguindo
de maneira analoga ao que fizemos antes, em cada passo obtemos um Unico cami-
nho ¢; levantamento de o; e uma flecha g, = (g;,5;-1(1)). De modo que o (G x E)-
caminho ,,(gn, 5,-1(1))...1(g1,00(1))30 € O Unico levantamento de 0,4, ... g100-
[ |

o (91,60(1)) 51 (gn,0n—1(1)) -
.—).—)....._>.wy

T~~~
Pp (3.2)
[ex) g1 o1 gn On
T~rr>@—> 0~ >0 0 —> 0 >

Seguindo o mesmo raciocinio, pode-se demonstrar também que caminhos G-
homotopicos sdo levantados a caminhos (G x E)-homotopicos.

Proposicao 3.2.9. Sejam p : G x E — G um recobrimento de um grupoide G,
Ongn - -- G100 € ohgl ... g 0o, caminhos G-homotdpicos. Entdo, seus levantamentos
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5-77,(9717 &n—l(l)) R 5’1(g1, 6‘0(1))5’0 e O'Nln(gfm 0'~/n_1(]_)) R O'Nll(gi, 5/0(1))&/0 sao (Q X E)'
homotdpicos.

Corolario 3.2.10. Sejap : G x E — G um recobrimento de um grupoide G = X.
Ent&o, para cada x € X, o grupo fundamental de Haefligerr, (G, x) age a esquerda
em p~'{z} da seguinte forma:

T (G, 2) xp~Ha} — p~ 'z}
([ongn ---q100],Z) +— G,(1)

Onde (6,,, - - - 100) € o levantamento de o,g,, . .. g100 COM inicio em z.

Demonstracao: Pela Proposicao 3.2.9, se 0,9, ...9100 € 0.d, ...g04 estdo na
mesma classe de homotopia, seus levantamentos 7, ...G160 € 0'ng’,, ... g 10",
ambos com inicio em z, também estdo numa mesma classe, em particular devem
ter mesmo término, assim 4,(1) = o’,(1). Logo, a aplicagédo acima esta bem defi-
nida e é facil ver que de fato é uma acgao. [

Observacao 3.2.11. Uma acao como a que foi definida acima, do grupo fundamen-
tal de Haefliger 7, (G, x) sobre a fibra p~!(x) de um recobrimento, é chamada de
acao por monodromia.

Corolario 3.2.12. Sejamp : G x E — G um recobrimento de um grupoide G = X e
& € p~Yx}. Entdo, o homomorfismo induzido ., (p) : 7, (G x E, %) — 7, (G, z) é
injetor.

Demonstracao: Suponha que 7, (p)([0ndn ---§100]) = [0ngn--.g100] = [0.]. Ou
seja, 0 G-caminho 0,4, ...g100 € homotopico ao caminho constante ¢,. Como
Onln - .- G100 € 07 S0 levantamentos de 0,9, ... g100 € de o, respectivamente, am-
bos com inicio em z, segue da Proposicao 3.2.9 que 7,G,...G100 € 6z Sao ho-
motdpicos. Logo, a classe 5,7, .. . §100] € trivial e portanto, m,,._(p) é injetor. |

Proposicao 3.2.13. Considere a agao de r,_ (G, z) na fibra p~'{x} como definida
no Corolario 3.2.10. Entdo, dado & € p~'{x}, 0 grupo de isotropia no ponto i é dado
por 7.‘-Hae (g7 x)j = 7THae (p) (ﬂ-Hae (g X E7 ‘%))'

Demonstracao: Seja (0,9, - .. g100] € 7,,.(G, z); um elemento da isotropia. Entao,
[0ngn - .. q100)T = &. Equivalentemente, o levantamento 6,,,, ... 150 com inicio em
z é tal que 7,(1) = 7, ou seja 7,7, ...3100 € um (G x E)-lagco em z. Dai temos,
Traoe () ([Fain - - §150]) = [0uga - -- 0100 € Ty, () (., (G % E, 7). LOGO, 7, (G, 2);
Titae (P) (T, (G X B, )). Agora vamos provar que . (p)(m,,, (G x E, 1)) C 7, (G, z)s.
Seja [0,9n - .. g100] € T, (p)(7,..(G X E,T)), entéo existe [6,G, ... §100] € m,,. (G ¥
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E,7) tal que 7, (p)([6nGn - - §100]) = [0ngn - - - g100]. CONsequentemente, o levanta-
mento de 0,9, . . . g100 cOM inicio em & € homotopico a 6,9, . . . §10¢ € portanto € um
(G x E)-lago em z. Consequentemente, [0,9, . .. g100] pertence a 7, (G, z);. |

3.2.2 Recobrimentos universais de um grupoide G

Nesta seg¢ao veremos que existe um recobrimento universal para qualquer grupoide
conexo G e veremos as propriedades que esse recobrimento satisfaz. Em particular,
veremos que o grupo de automorfismos do recobrimento universal de G é isomorfo
ao grupo . (G).

Definicao 3.2.14. Dizemos que um recobrimento p : G x £ — G é universal se para
qualquer outro recobrimento p' : G x E' — G existe um morfismo de recobrimentos
0 . E — E'. Ou seja, um recobrimento universal de G recobre qualquer outro
recobrimento de G.

Note que a condigao de universalidade implica que quaisquer dois recobrimen-
tos universais sao necessariamente isomorfos.

Proposigao 3.2.15. Seamp : G x E — G um recobrimento, ¢ : (H = Y) —
(G = X) um morfismo de grupoides com ¢(y) = v e & € p~'{z}. Suponha que
Moo (@) (M. (H,y)) C .. () (7., (G X EL 7). Entéo existe um morfismo de grupoides
¢:H — Gx E talque ¢(y) = & epod = ¢. Tal morfismo ¢ é chamado de
levantamento de ¢.

Demonstracao: A demonstragcao segue 0 mesmo raciocinio que € utilizado para
demonstrar a proposicao analoga em topologia geral. Um esbog¢o pode ser encon-
trado em [HB99]. [ |

Corolario 3.2.16. Suponhaquep:Gx E — G e : G x E — G sdo recobrimentos
comr, (G« E,i) = {1}. Entdo, existe um morfismo de recobrimentos ¢, : E — E.

Demonstracdo: Como o grupo fundamental de Haefliger de G x E é trivial as
hipéteses da Proposicao 3.2.15 sao imediatamente satisfeitas, logo a aplicagao ¢
admite um levantamento ¢ : ¢ x E — G x E que é um morfismo de grupoides.
Portanto, a aplicacdo ¢, : £ — E entre as bases dos grupoides é G-equivariante.
Assim, dSO € um morfismo de recobrimentos. [ |

Corolario 3.2.17. Suponha que G é um grupoide de Liee ¢ : G x E — G é um
recobrimento com G x E simplesmente conexo. Entdo, G x E é um recobrimento
universal de G.
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Observacao 3.2.18. Para todo grupoide conexo G — X com ponto base fixado z €
X, orecobrimento ¢ : 11, (G)(x,—) — X étalque G xII, (G)(x,—) é simplesmente
conexo. Isso demonstra explicitamente a existéncia de um recobrimento universal
para qualquer grupoide conexo G. Além disso, como recobrimentos universais de
G sao isomorfos, segue que todos os recobrimentos universais sao simplesmente
CONexos.

Teorema 3.2.19. As seguintes afirmagoes sobre um recobrimento ¢ : G x E — G
sdo equivalentes:

1. ¢ é um recobrimento universal.
2. Paratodoz € X aagaoder,, (G,x) nafibra$—'{x} por monodromia é livre.
3. O grupoide G x E é simplesmente conexo.

Demonstracao: (1 < 3) Vide Corolario 3.2.17 e Observagao 3.2.18.
(2 & 3) Segue da Proposigao 3.2.13 que 7, (G, z). = m,,.(¢)(7,..(G X E,e)) para
todo ¢ € ¢! {x}. Logo, a agdo nafibra élivie < =, (G, x).={1}

& M (0)(1u (G % E.€) = {1}

& T, (GxE.c)={1}

< G x E é simplesmente conexo
onde a penultima equivaléncia segue do fato que 7, _(¢) € injetor. [

Dado um grupo arbitrario K, podemos associar uma categoria que denotaremos
por K-Sets, cujos objetos sao conjuntos discretos S munidos de uma acdo de K a
esquerda. Um morfismo entre dois objetos S; e S; € uma aplicagao ¢ : S; — S,
K-equivariante com respeito as acoes de K.

Teorema 3.2.20. Sejam G = X um grupoide e x € X. Entao, o funtor
p:CS(G) = m,..(G,z)-Sets

que associa a cada recobrimentop : E — X afibra E, = p~'{x} e a cada morfismo
de recobrimento v : E — E’ associa a restricao : £, — E{b(x) € uma equivaléncia
de categorias.

Demonstracao: Lembremos que pelo Corolario 3.2.10, a fibra E, tem uma acao
a esquerda do grupo K := m, (G, x). Reciprocamente, sabemos que existe uma
acao a direita, livre e propria de K sobre 7, (G)(z, —), definida por

Hae

HHae(g)($7 _) X WHae(g7I) — HHae(G)(x7 _)
([0ngn - - g100], [A]) = [ongn ... g100 % A]
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onde denotamos por [A\] um elemento de 7, (G, x) somente para abreviar a notagao.
Logo, existe uma agéo de 7, (G, x) a direita no produto I1, (G)(z, —) x S, dada por

Hae Hae

([Jngn . -9100]7 S)[M = ([Ungn .- -9100] P‘L [)‘]_13)

Claramente esta acao é livre e propria. Assim, o quociente

]'_'[Hac(g)(l" _) X S

HHae<g)(‘r7 _) XS = I

€ um recobrimento de X via a aplicagao K([0,.9n - .- 9100, ) = t([0ngn - .- g100]) =
on(1). Além disso, o espago 11, (G)(x,—) xx S tem uma agdo natural de G a es-
querda (na primeira componente) ao longo da aplicagao de recobrimento p := topr,
que acabamos de definir. Portanto, temos

PG x5 (W (9)(x, =) Xk §) = G

um recobrimento do grupoide G = X.

Falta agora mostrar que essa construgao fornece um funtor inverso para o funtor
p: CS(G) — m,.(G,z)-Sets, a menos de isomorfismo natural. Sejamp: Gx E — G
um recobrimento arbitrario e E, a fibra sobre o ponto z. Pela construgao anterior
temos um recobrimento p : 11, (G)(z, —)xx E, — X, talque p(K ([0ngn - - - g100],€) =
t([ongn - - - g100]) = 0,(1)), vamos exibir um isomorfismo entre esse recobrimento
e o recobrimento inicial p : £ — X. Dado ([o,g,...q100],¢) € 11 (G)(x,—) Xk
E., seja ¢,g, ... ¢100 levantamento de 0,49, ... g100 COM inicio em e, com respeito
ao recobrimento p : £ — X. Definimos entédo, 0 : II, (9)(z,—) xx E, — E;

9(([0ngn s QIUO]a 6)) = &n(l)
Afirmacao 3.2.21. A aplicagéo 0 esta bem definida e é injetora.

E facil ver que 0 esta bem definida, pois para todo [\] € K, temos

0([071971 o ‘910'0] [)‘]v [/\]_16) = 6([071971 . '9100]7 6)

Vamos mostrar a injetividade. No que se segue denotaremos por v 0 caminho
OnGn - - - 9100, POr 7/ 0 caminho ¢’ ¢’ ... ¢, 0, e utilizaremos 7 e ~/ para os respectivos
levantamentos. Entao,

0(([],€)) = 0(([Y]: €)) = A(1) =~'(1) = p(3(1)) = p(y'(1)) = ~(1) =~'(1)

Logo, 0 G-caminho A = v~ ! x 4" é um G-lagco com base em z e o seu levantamento
A = y~1x~' & um caminho em E com inicio em ¢’ e final em e. Assim temos [\] € K
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e ¢ = [\ te. Além disso,

N =Db"T=0]= 01 =0Mk= Ky, e) = KON, A e) = K([7] )

ou seja, 6 é injetora. Claramente 6 é continua e sobrejetora, pois G x E € conexo por
(Gx E)-caminhos. Portanto, # € um isomorfismo de recobrimentos, como queriamos
provar. |

Corolario 3.2.22. Nas condicdes do teorema anterior, se p : G x E — G é um
recobrimento de grupoides, o funtor p induz um isomorfismo entre Aut(p) e Aut(E,).

Demonstracao: Como p é fiel e pleno, a restricao
p: Aut(p) = CS(G)(E, E) — m,,.(G,x)-Sets(E,, E,) = Aut(E,)

é um isomorfismo. [ |

Lema 3.2.23. Suponha que p : G x E — G é um recobrimento universal e x € X.
Entéao, existe uma bijecao entre E,, e Aut(E,).

Demonstracao: Fixe ¢, € E,, pela observagéo 3.2.17 temos que 7, (G X E,¢ep) é
trivial, pois o recobrimento é universal. Para qualquer outro ponto e¢; € E, também
temos 7, (G x E, e;) trivial, e p(eg) = p(e1) = x. Logo, a proposicdo 3.2.15 implica a
existéncia de um unico automorfismo de recobrimento ¢., € Aut(p) tal que ¢., (ey) =
e1. A aplicagao assim construida,

onde ¢, é o Unico automorfismo de p com ¢.(ey) = e, € uma bijecao. [ |

Lema 3.2.24. Suponha que p : G x E — G € um recobrimento universal e © € X.
Ent&o, existe um isomorfismo entre (G, z) e Aut(E,)

Demonstracao: Seja ;1 : E, x 7, (G, z) a agdo por monodromia. Como o reco-
brimento & universal, essa acao é livre e transitiva. Logo, a aplicacao de érbita
' m, (G, x) = By ho— p(x, h), € uma bijegao. |

Teorema 3.2.25. Sejamp : G x EE — G um recobrimento universal e x € X um ponto
base. Entao, existe um isomorfismo entre Aut(p) e r,, (G, x).

Demonstracao: Pelos Lemas 3.2.23 e 3.2.24, existe uma bijecdo =, _(G,z) —
Aut(FE,), a qual pode-se checar que € um homomorfismo de grupos. Ou seja,
Ty (G, z) € isomorfo a Aut(E,). Mas pelo Corolario 3.2.22 temos um isomor-
fismo entre Aut(E,) e Aut(p). Portanto, compondo esses isomorfismos temos que
T (G, x) € isomorfo a Aut(p). [ |
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3.3 Grupo fundamental de um orbifold via grupoides
de Lie

Como comentamos apds as observacoes 3.1.22 e 3.1.23, a classe de isomorfismo
de 7, (G, x) é um invariante da classe de isomorfismo de G. Porém, a condigdo de
isomorfismo entre grupoides é muito forte, vamos demonstrar a seguir que o grupo
fundamental de Haefliger € de fato um invariante da classe de equivaléncia de Mo-
rita de G. A estratégia para demonstrar essa afirmacgao sera a seguinte: sabemos
que para um grupoide de Lie conexo G existe uma equivaléncia de categorias entre
CS(9) e m,,.(G)-Sets, logo demonstraremos que se G e H sao Morita equivalentes
as categorias CS(G) e CS(H) sao equivalentes, obtendo assim uma equivaléncia
entre 7, _(G)-Sets e 7, (H)-Sets, que por sua vez implica num isomorfismo entre
T (G) € T, (H). Seguimos essencialmente [MMO05].

Vamos comecar mostrando que todo morfismo ¢ : H — G entre grupoides de
Lie induz um funtor ¢* : CS(G) — CS(#). De fato, suponhaque g = X e H =2 Y
sao grupoides de Lie, p : £ — X é um recobrimento de G, com acao a esquerda
pn:Gx,E— FEeque¢:H — Gémorfismo de grupoides. Considere o pull-back
¢*(E) ==Y , x, E. Como a aplicagédo p : £ — X € um recobrimento o pull-back
pr; 1 Y 4, %, E — Y éum recobrimento. Além disso, 0 espago ¢*(E) possui uma
acao de H a esquerda dada por

H X, (Y b0 Xp E) =Y 60 %p & (h, (y,e)) = (t(h), ¢1(h)e)

Assim, ¢*(E) € um recobrimento do grupoide #. Para definir ¢* em morfismos
também é bastante simples. Dado ¢ : £ — E’ um morfismo entre recobrimentos de
G,p:E—Xep:E — X,temos

5(0) 6"(E) =Y 4%, B = ¢"(E') =Y 4, x,, E', dado por ¢"(8)(y.¢) = (. 0(e))

A seguir, mostraremos como cada morfismo generalizado P : H — G também
induz um funtor P* : CS(G) — CS(#). Suponha entédo H CPD G um morfismo

X Y
generalizado de H para G. Seja p : E — X um recobrimento do grupoide G e con-
sidere o produto fibrado P , x, E, esse espago admite uma agao de G a esquerda

dada por g(p,e) = (pg~", ge) de modo que o quociente (P, x,E)/G é uma variedade
diferenciavel e possui acdo de H a esquerda (na primeira componente).

Proposicao 3.3.1. A construgcao descrita acima nos da para todo morfismo gene-



Capitulo 3. Grupo Fundamental e Recobrimentos 64

ralizado P : H — G um funtor P* : CS(G) — CS(H).

Demonstracao: Dado p : E — X um recobrimento de G, defina P*(E) := (P, x,
E)/G. Segue do que vimos anteriormente que P*(FE) possui uma proje¢ao natural
p: (P, x,E)/G— Y, dadapor p([p,e]) = a;(p) € admite uma agdo de H a esquerda
ao longo da aplicacao p. Logo, P* € um recobrimento de # desde que p seja um
recobrimento. Considere o diagrama de produto fibrado

Pxy B2~ p
Prgl ja,-
E—r .Xx

Como p é uma aplicagao de recobrimento segue que seu pull-back pr, : PxxE — P
€ um recobrimento. Agora considere o seguinte diagrama

Pxy E—21 P

| -

(Pxx E))G-L—=Y =P/G

Pode-se mostrar que ese diagrama € um produto fibrado, consequentemente pr; :
P xx E — P é o pull-back de p pela submersao sobrejetora a;, assim pr, ser
recobrimento implica que p € um recobrimento. [

Proposicao 3.3.2. Sejap: F — X, um recobrimento do grupoide G = X. Entao,
as seguintes afirmagoées sdo verdadeiras:

(i) Se (1d) : G — G é o morfismo generalizado induzido pela aplicagdo identidade,
entao existe um isomorfismo (1d)*(E) — E, natural em E.

(i) Se P:H — G e : K — H sao morfismos generalizados, existe um isomor-
fismo Q*(P*(E)) — (P o Q)*(E), natural em E.

Corolario 3.3.3. Se P : H — G € uma equivaléncia de Morita, entao P* : CS(G) —
CS(H) é uma equivaléncia de categorias.

Demonstracao: De fato, se P : H — G € equivaléncia de Morita, existe um mor-
fismo generalizado inverso P! : G — H. E pela Proposicado 3.3.2, segue que
(P~YH* : CS(H) — CS(G) é um funtor inverso de P* a menos de isomorfismo natu-
ral. Portanto, P* é equivaléncia de categorias. [

Vejamos agora como essa construc¢ao do funtor induzido por um morfismo gene-
ralizado € uma extensao da construgao inicial, do funtor induzido por um morfismo
usual.
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Proposicao 3.3.4. Seja¢ : (H = Y) — (G = X) um morfismo usual entre gru-
poides de Lie e considere o morfismo generalizado (¢) : H — G. Entdo, existe um
isomorfismo ¢*(E) — (¢)*(E), natural em E, onde ¢* é o funtor construido no inicio
desta secao.

Demonstracao: Relembre que (¢) =Y , x,G. Logo, (¢)*(E£) = (Y , %, G ;x, E)/G.
Por outro lado, ¢*(E) =Y 4 x, E. Assim, podemos definir um isomorfismo

Y 005G =Y 4%, B [(y,9,¢)] = (y,9¢€)

De fato, este morfismo esta bem definido e tem inverso dado por (y, ) — (¥, €4() €),
onde ¢ € a secao unidade do grupoide G. Portanto temos o isomorfismo desejado,

(9)"(E) = ¢"(E). u

Corolario 3.3.5. Se ¢ : H — G é uma equivaléncia fraca, entao o funtor ¢* :
CS(G) — CS(H) é uma equivaléncia de categorias.

Demonstracao: Sabemos que se ¢ € equivaléncia fraca, entao o morfismo genera-
lizado (¢) € uma equivaléncia de Morita. Logo, pela demostracéo do Corolario 3.3.3,
temos que ((¢)~!)* é inverso de (¢)* a menos de isomorfismo natural. Assim, pela
Proposicdo 3.3.4, temos que ((¢)~!)* também é inverso (a menos de isomorfismo
natural) do funtor ¢*. Portanto, ¢* € equivaléncia de categorias. [ |

Lema 3.3.6. Suponha que L, : CS(G) — CS(H) € uma equivaléncia de categorias
e quep: E — X um recobrimento universal de G. Entdo, L,(E) € um recobrimento
universal de H.

Demonstracao: Seja L, : CS(H) — CS(G) o funtor inverso de L; a menos de
transformacdo natural. Considere £ um recobrimento universal de 7. Em parti-
cular, existe um morfismo de recobrimentos ¢ : £ — L,(E). Aplicando o funtor L,,
obtemos um morfismo de recobrimentos L (0) : Ly(E) — Ly(Li(E)). Mas Ly(L;)(E)
€ um recobrimento isomorfo a F, que por sua vez é universal. Assim, o morfismo
L(#) € um isomorfismo, donde segue que # é um isomorfismo. Portanto, £ e L (E)
s&o isomorfos como recobrimentos de 7. Sendo E universal concluimos que L, (E)

€ universal. ]

Corolario 3.3.7. Se¢: (H =Y) — (G = X) é equivaléncia fraca, entéo r,, _(H,vy)
en,..(G,oo(y)) s&o isomorfos.

Demonstracao: Se ¢ : (H = Y) — (G = X) € equivaléncia fraca, pelo Co-
rolario 3.3.5 temos que ¢* : CS(G) — CS(H) é uma equivaléncia de catego-
rias. Em particular, ¢* : CS(G)(E,E) — CS(H)(¢*(E),¢*(E)) é um isomorfismo



Capitulo 3. Grupo Fundamental e Recobrimentos 66

de grupos. Supondo que E é recobrimento universal de G, pelo Lema 3.3.6, te-
mos que ¢*(E) € recobrimento universal de H. Logo, pelo Teorema 3.2.25 te-
mos que 7, (G, ¢o(y)) ~ Aut(E) e 7, (H,y) ~ Aut(¢*(£)). Assim, o isomorfismo
¢* : Aut(E) — Aut(¢*(E)), induz um isomorfismo 7. (G, ¢o(y)) — .. (H,y). |

Corolario 3.3.8. Se H e G sdo Morita equivalentes, entdo r, (H) e w,..(G) sdo
isomorfos.

Devido ao Corolario 3.3.8 podemos definir agora o grupo fundamental de um
orbifold utilizando a nogao de grupo fundamental de um grupoide de Lie. Ou seja,

Definicao 3.3.9. Seja Q um orbifold e fixe G um grupoide de Lie préprio e étale que o
representa. Definimos o grupo fundamental do orbifold Q) por 7. (Q) := .. (9).

Pelo Teorema 2.4.17 se H € outro grupoide que representa (), entdao G e H
sdo Morita equivalentes, assim pelo Corolario 3.3.8 temos que 7, (G) € isomorfo a
Tu.. (H). Ou seja, trocando o grupoide que representa ) o grupo fundamental ndo
se altera a menos de isomorfismo.

Observacao 3.3.10. Ainda pelo Teorema 2.4.17 se R é outro orbifold que € isomorfo
a Q e K € um grupoide que o representa, entdo K e G sao Morita equivalentes.
Logo, 7,,.(K) & isomorfo a 7, (G). Portanto, a classe de isomorfismo de 7, (Q) €
um invariante da classe de isomorfismo do orbifold Q.

Podemos notar que esse é um invariante mais fino que o grupo fundamental
usual do espaco topoldgico subjacente a 2, como é o caso no exemplo a seguir:

Exemplo 3.3.11. Seja B(0,1)/C,, o orbifold do Exemplo 2.1.11. Considere C,, x
B(0,1) o grupoide de agado que representa este orbifold. Pela Proposigao 3.1.20
temos uma sequécia exata {1} — m1(B(0,1)) SN T (Cn X B(0,1)) 5 mo(Cr) — {1}.
Como B(0, 1) é simplesmente conexo e C,, € um grupo discreto (assim 7 (C,,) ~ C,,)
temos que 7, (C, x B(0,1)) é isomorfo a C,. Ou seja, pela Definicdo 3.3.9 temos
T (B(0,1)/C,) ~ C,,. Como C, e C,, ndo sdo isomorfos para m # n segue de
3.3.10 que B(0,1)/C,, e B(0,1)/C,, ndo sao isomorfos se m # n.

Observacao 3.3.12. Suponha que K € um grupo de Lie que age em uma varie-
dade X de maneira propria, efetiva e quase-livre. Como mencionamos no Exem-
plo 2.4.16, em geral K x X nao é étale, mas é Morita equivalente a um grupoide
proprio, étale e efetivo K = Y, de modo que K representa o orbifold X/K e por
definicdo temos =, (X/K) := =, (K). Por outro lado, segue do Corolario 3.3.8
que 7, (K) é isomorfo a 7, (K x X). Assim, temos que 7, (X/K) € isomorfo
am,,. (K x X). Ou seja, embora pela nossa definicdo o grupoide K x X ndo re-

presente o orbifold X /K, o grupo fundamental deste orbifold é isomorfo ao grupo
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fundamental de K x X. Assim, podemos utilizar as técnicas desenvolvidas para o
calculo de grupos fundamentais de grupoides de acao para dar alguns exemplos de
grupos fundamentais de orbifolds.

O exemplo a seguir mostra que existem orbifolds que nao sao quocientes efeti-
vos globais.

Exemplo 3.3.13. Seja S?/S! um orbifold como no Exemplo 2.1.25. Segue do Exem-
plo 3.1.21 que 7, _(S*/S') é trivial. Suponha por absurdo que S*/S* é isomorfo a um
orbifold quociente efetivo global X/G, onde X € variedade simplesmente conexa e
G é finito. Entdo, pela Proposigdo 3.1.20 temos ,, (S*/S') ~ 7, (X/G) ~ G. Logo
G = {1} é o grupo trivial, donde segue que S*/S! é difeomorfo a X como orbifold,
um absurdo, pois X nao possui pontos singulares.

O exemplo a seguir da uma descricao do grupo fundamental de qualquer orbifold
efetivo.

Exemplo 3.3.14. Seja Q um orbifold efetivo conexo. Pelo Corolario 2.3.10 temos
que @ é isomorfo ao quociente UFr(Q)/U(n), onde UFr((Q) é variedade conexa.
Assim, o grupoide de agao UFr(Q) x U(n) representa o orbifold ¢ e temos por
definigcdo que m,, (Q) = 7. (UFr(Q) x U(n)). Logo, segue da Proposi¢éao 3.1.20
que existe uma sequécia exata de grupos:

{1} = m(UFr(Q)) = 74, (Q) = mo(U(n)) = {1}
ou, como mo(U(n)) € o grupo trivial {1}, temos
{1} = m(UFr(Q)) = 7y, (Q) — {1} = {1}

Portanto, 7, (Q) é isomorfo a = (UFr(Q)). Ou seja, o grupo fundamental de Hae-
fliger de qualquer orbifold é isomorfo ao grupo fundamental usual de uma variedade
naturalmente associada a ele.
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