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RESUMO

Ha uma significativa quantidade de softwares educacionais a disposi¢cao dos
docentes. Especialmente em relagédo a Matematica, o ensino de Geometria se torna
mais eficiente a partir do uso de tais recursos. No entanto, ainda se percebem
impedimentos em relagdo ao manuseio destes softwares, por diferentes motivos. Um
deles, certamente, € o tempo demandado para a elaboracdo das atividades e este
foi o principal elemento motivador deste estudo: oferecer, aos docentes,
ferramentas, a partir do uso do GeoGebra (software escolhido por ser livre,
dinamico, multiplataforma e que reune recursos também de algebra e calculo), que
propiciem dinamismo as aulas sem sobrecarrega-los com mais planos e tarefas. Ao
longo do estudo, montaram-se 12 miniaplicativos que envolviam o estudo do
triangulo e suas invariantes. Também se buscou fundamentar a necessidade de se
inserir recursos tecnoldgicos as aulas, a partir do que se encontra nos Parametros
Curriculares Nacionais e no Plano Nacional de Educacdo, além de literaturas de
especialistas no ramo da Educacgao e da Matematica. Por fim, criaram-se planos de
aula, com orientagdes ao professor para cada miniaplicativo, os objetivos da
atividade, orienta¢cdes quanto a aplicagdo e metodologia, bem como a avaliacéo,
além de uma descrigdo da atividade pelo método tradicional.

Palavras-chave: Miniaplicativo. Geometria. Tridangulos. Geogebra.



ABSTRACT

There is a significant amount of educational softwares available to teachers.
Especially when it comes to Mathematics, the teaching of Geometry becomes more
effective from the use of such resources. However, it's noticed some obstacles on
the handling of these softwares for several reasons. One of them, certainly, is the
time demanded for the elaboration of activities and this was the main motivating
element of this research paper: to offer tools for teachers, by the use of GeoGebra
(software chosen for being free, dynamic, multiplatform and also offers algebra and
calculation resources), that gives dynamism to the classes without overloading them
with more class plans and tasks. Throughout the study, 12 applets that involved the
study of the triangle and its invariants were assembled. It was also sought to
substantiate the need of the insertion of technological resources to the classes,
based on what is established on the Parametros Curriculares Nacionais (National
Curricular Parameters) and in the Plano Nacional de Educagéo (National Education
Plan), in addition to what was found in literature of specialist in the area of Education
and Mathematics. Finally, lesson plans were created, with directions for the teachers
for each applet, the goals of the activity, guidance on the use and methodology, and
also a description of the activity by the traditional method.

Keywords: Applet. Geometry. Triangles. GeoGebra.
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1 INTRODUCAO

O objetivo deste trabalho é apresentar, de forma detalhada e dirigida, 12 possibilidades
de uso do GeoGebra, a partir de miniaplicativos, envolvendo o estudo do tridngulo e suas
invariantes, a fim de fornecer ao docente ferramentas que possam ser utilizadas em situacoes
de sala de aula. Além disso, também representa a conclusdo do curso de Pés-graduacao
Stricto Sensu do Instituto Nacional de Matemadtica Pura e Aplicada (IMPA) do Programa de
Mestrado Profissional em Matemética em Rede Nacional (PROFMAT). Respondem por esse
trabalho André Luis Tatarin, a quem coube o desenvolvimento de 6 miniaplicativos, sendo eles
“Area do tridngulo”, “Soma dos dngulos internos de um tridngulo”, “Soma dos dngulos externos
de um tridngulo”, “Medida do angulo externo de um triangulo”, “Baricentro” e “Teorema de
Tales no triangulo” e Suzana do Prado Bochoski, a quem coube o desenvolvimento de outros
6 aplicativos, sendo eles “Teorema da bissetriz interna”, “Teorema de Pitagoras”, “Relacoes
métricas no triangulo retangulo”, “Razoes trigonométricas no tridngulo retangulo”, “Lei dos
senos” e “Lei dos cossenos”, tudo sob a orientacdo da Professora Doutora Paula Rogéria Lima
Couto.

Em relacao & organizagdo do trabalho, apds a apresentacao desta Introducao, tem-se
a Fundamentacgdo tedrica, que corroborara a importancia dos miniaplicativos e a escolha do
tema e na sequéncia os planos de aula referentes a cada miniaplicativo criado. Estes, por sua
vez, abordam, além das possibilidades de uso da ferramenta em questdo, uma abordagem
tradicional para cada assunto tratado, seguindo, inclusive, a maneira como costumam aparecer
em livros didaticos.

A escola é um espaco de constante transformacdo. E se transforma todos os dias.
Néo sdo pequenas as alteracoes nas dinamicas de sala de aula, nos alunos e nos docentes. O
que se vé é uma dicotomia: em relacdo aos alunos, ha os cada vez mais exigentes e os que se
mostram alheios ao que se apresenta durante as aulas; professores comprometidos e motivados,
bem como os desmotivados, ambos por intimeros motivos, desde o incentivo e valorizacao da
prépria escola a remuneracao, e, por fim, aulas inovadoras e atrativas em oposicio a aulas
magantes, repetitivas e pouco aproveitadas.

Tal cenério obriga a mudancas e motivou esse estudo. A busca por novas estratégias
de ensino, que visem alcancar tanta diversidade, ¢ uma solugdo, mas pode esbarrar na falta
de tempo e motivacado de alguns. Nao sdo poucos os softwares educacionais, por exemplo,
que seriam capazes de atribuir as dindmicas de sala de aula movimento e interacdo. No
entanto, também ¢é possivel que dificuldades surjam, especialmente voltadas a incapacidade
(ou impossibilidade) de lidar com as exigéncias — que nao sdo poucas — para se criar uma aula
que conte com tais recursos. Vale ressaltar que ha muitos — e bons — softwares educacionais,
como o Cabri e o GeoGebra, que acabam sendo descartados como opcao neste processo pelo
fator tempo dispendido a elaboragao das atividades.

Dessa forma, torna-se essencial disponibilizar meios de acessibilidade a aplicativos
dindmicos, a fim de enriquecer os momentos de aprendizagem, viabilizar o uso dos recursos
sem muita dificuldade e favorecer a construcao dos saberes, especialmente voltados ao estudo
dos triangulos. Por isso, a escolha do GeoGebra, um software livre de geometria dinamica,
multiplataforma e que retine recursos de dlgebra e calculo, para a criagao dos miniaplicativos.



Também é importante ressaltar que a escolha da Geometria se deve ao fato de ser este
ramo o de maior contato com o cotidiano, seja pela identificacao de altura, dreas ou distancias.
Em relacao a escolha especifica do tridngulo e suas invariantes, levou-se em consideracéo o
fato de ser esta figura geométrica especifica a mais simples e possuir varias aplicacbes em
situacoes cotidianas. Na engenharia, usam-se formas triangulares para tornar as construcoes
mais protegidas. Nos telhados, por exemplo, favorecem a sustentacéo por possuirem maior
resisténcia, visto que se trata de uma forma rigida.

Embora existam muitos trabalhos voltados ao software escolhido, o diferencial, neste
caso, estd na maneira como este alcancard o docente: miniaplicativos desenvolvidos no
GeoGebra, bem como planos de aulas detalhados e o passo a passo para elaboragdo de novos
miniaplicativos com outros assuntos.

Pretende-se, com isso, atingir a dois focos importantes: o docente, que conseguira
otimizar o processo de elaboracao de materiais de suporte as aulas, utilizando o aplicativo
ja conhecido, e o aluno, que serd capaz de construir saberes relacionados a matemaética,
especialmente na drea da geometria. O resultado de tudo isso responde a necessidade de
transformacao da escola — aulas dinamicas, melhor aproveitadas e que atenderdo as necessidades
de aprendizagem.

Por fim, o questionamento motivador deste trabalho: diante a quantidade de softwares
educacionais para o ensino de geometria e da comprovada eficiéncia destes na obtencao de
resultados na aprendizagem, o que ainda impede o seu uso por grande parte dos docentes na
educagao basica?

Assim, passa-se ao objetivo do artigo: o estimulo as investigacdes matemadticas,
por parte dos alunos, somado a facilidade, ao docente, pelo uso dos miniaplicativos em
sala de aula. E ja é possivel adiantar que o objetivo foi alcancado — ao experimentar os
miniaplicativos em sala de aula, constatou-se que, além de despertar o interesse dos alunos
quanto as atividades sugeridas, também resultou em conclusoes interessantes que auxiliaram,
inclusive, no direcionamento do préprio estudo.

2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Uma angustia comum aos docentes é como manter a atengao dos alunos durante as
aulas. Este foi um dos motivos que despertou o interesse em produzir os miniaplicativos: fazer
com que os estudantes se interessassem pelo estudo, no caso dos triangulos, a partir de uma
ferramenta tecnolégica. Afinal, a grande maioria dos estudantes de hoje estdo inseridos nesse
contexto tecnoldgico, interativo. Nao se pode desconsiderar que a manutencio da atencao
as aulas — por parte do aluno — ¢é essencial ao sucesso/resultado positivo do processo de
ensino-aprendizagem. Para isso, hd a necessidade de motiva-lo, tornando-o capaz de pesquisar,
descobrir, questionar e construir as conclusoes sobre os assuntos propostos. Segundo PONTE
(2003)[1]:
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podemos dizer que a realizacao de uma investigacao matemdtica envolve quatro
momentos principais. O primeiro abrange o reconhecimento da situacao, a sua
exploragao preliminar e a formulagao de questoes. O segundo momento refere-se
ao processo de formulagao de conjecturas. O terceiro inclui a realizagao de testes
e o eventual refinamento das conjecturas. E, finalmente, o dltimo diz respeito a

argumentacao, a demonstracao e a avaliagao do trabalho realizado.

Além disso, devido & portabilidade dos equipamentos, como celulares e tablets, e
a facilidade de acesso a Internet, a utilizacdo de recursos tecnologicos que fazem parte
do cotidiano dos alunos também se torna grande aliada em sala de aula, como recursos
tecnologicos. Estes facilitam, por exemplo, o acesso a recursos digitais de aprendizagem, como
chats e blogs. Alids, a importancia em se usar tais recursos ja foi ressaltada em Monereo e
Pozo (2010)[2], ao reforgar sua importancia na aprendizagem.

O PNE - Plano Nacional de Educacgdo, Lei 13.005 de 25/06/2014, também reforga
a necessidade de se inserir tecnologia no processo de aprendizagem, a fim de se obter uma
formacao de qualidade. De acordo com a Meta 5, estratégia 5.3, a selecdo, certificacdo
e divulgacao de tecnologias educacionais no processo de alfabetizacdo deve ser constante.
Também afirma ser necessario manter a diversidade no que tange aos métodos e propostas
pedagdbgicas, além de acompanhar os resultados.

Além disso, a Meta 7 também apresenta a necessidade de se intensificar trabalhos
que busquem a melhoria da qualidade da educacdo bésica, a fim de se atingir médias
especificas no Ideb. Conforme a estratégia 7.12, o incentivo ao desenvolvimento, selecio,
certificacdo e divulgacdo das tecnologias educacionais na educacio basica é importante, assim
como o estimulo as praticas inovadoras. Juntos, estes conseguirdo assegurar uma melhoria
na aprendizagem. Também estimula a preferéncia pelos softwares livres e pelos recursos
educacionais abertos e, tal qual a Meta 5, anteriormente mencionada, o acompanhamento dos
resultados.

Também os PCN’s (Pardmetros Curriculares Nacionais), por sua vez, reiteram
a recomendacdo do uso das tecnologias em sala de aula, apontando como indiscutivel a
necessidade do uso destes recursos como ferramentas de aprendizagem. Segundo o documento,
os estudantes estarao atualizados em relacao as necessidades sociais.

Ainda assim, pairam diividas sobre a validade do uso de recursos tecnoldgicos, espe-
cialmente aos que ainda nao entenderam serem eles apoio a pratica docente, ndo substituindo
a figura do professor. De acordo com a tltima avaliacdo do Pisa, de 2015, divulgada pelo
Inep [3], em Matemética houve aumento, significativo, de 21 pontos na média dos alunos
participantes da avaliacdo, de 2003 a 2015. Também se registron uma diminuicdo de 11
pontos na média, comparando os resultados de 2012 e 2015. Ainda segundo o mesmo relatério,
especificamente em Matematica, a média dos estudantes brasileiros, 377 pontos, é muito baixa
em relacao a média dos demais paises participantes da OCDE, que alcangou 490 pontos.

Podem-se associar, facilmente, estes resultados a qualidade das aulas oferecidas nas
escolas brasileiras. Por exemplo, Cingapura detém as melhores notas, segundo o relatério, e
um sistema educacional mundialmente conhecido pela qualidade. Em Matematica, alcancaram
expressivos 564 pontos. O Brasil amarga, na mesma area, sete posicoes acima do tltimo
colocado, a Repiiblica Dominicana. I diante desse quadro que se defendem os beneficios de
recursos tecnolégicos como um meio facilitador, que infelizmente esbarram no fator tempo,
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dando espaco, assim, as estratégias tradicionais de ensino.

Se a tecnologia ndo consegue, sozinha, elevar o desempenho académico, ignora-la
também nao funcionara. Concomitante a um bom planejamento, bom curriculo e bom
professor, certamente surtird efeito. Ou seja, os softwares geométricos sdao aliados a pratica
docente.

Alguns fatores interferem negativamente para o sucesso da parceria professor/software
educacional. O excesso de aulas de um professor na educacdo béasica, por exemplo, é um
grande obstaculo a insercdo dessas tecnologias na pratica docente. Deslocamentos entre
escolas, devido a pouca quantidade de aulas estabelecidas pelo curriculo, também reforgam
a dificuldade. Para Esteve (1994)[4], existem vérios fatores que causam certo mal-estar no
docente, como a caréncia de tempo, as aulas que sdo numerosas, o trabalho burocratico
complementar e a descrenca no ensino.

Mas néo se pode descartar a recusa, por parte dos alunos, de novas metodologias
e/ou aprendizagens, além da desatenc@o. Indisciplina também é um elemento que interfere
na insercdo de novidades no processo de aprendizagem. Para a pesquisadora e educadora
americana Tracey Tokuhama-FEspinosa [5], diretora do Instituto de Ensino e Aprendizagem
da Universidade San Francisco, de Quito, Equador, a atencdo dispensada pelos alunos ao que
diz o professor ¢ de, no méximo, 10 a 20 minutos e isso acaba atrapalhando o desempenho de
ambos, pois o aluno precisa ser motivado constantemente e o professor, motiva-lo, buscando

novas estratégias em sala de aula.
Por fim, conforme salienta Giraldo (2013) [6]:

as ferramentas de geometria dindmica permitem a construcao de objetos geométri-
cos de acordo com propriedades ou relagoes estabelecidas. Estes podem entao ser
manipulados dinamicamente, de tal maneira que as propriedades e relacoes sejam
preservadas. Esse modo particular de construgao geométrica apresenta caracteris-
ticas especiais, que podem ter consequéncias importantes para a aprendizagem.
Quando um objeto geométrico é representado por meio de papel e lapis, em geral
procura-se empregar certas notagoes para indicar suas propriedades. Portanto,
essas propriedades determinam a maneira de se representar, e se fazem notar na
representacao. Entretanto, o processo de construir uma representacao para um
objeto em ambientes de geometria dinAmica dispara outra qualidade de reflexao

sobre suas propriedades e relagdbes matematicas.

Diante disso, o que se deseja ¢ estimular e favorecer a utilizacdo de recurso tecnoldgico
em sala de aula de Matematica, incorporando um software geométrico dindmico, por meio
de um mini aplicativo, e assim contribuir com o ensino da Geometria em sala de aula.
Especificamente, quer-se instigar a investigagdo matematica em sala de aula e criar planos de
aulas que promovam a utilizacdo do software GeoGebra.

2.1 INVARIANTES DE UM TRIANGULO

Na Matematica, o conceito de invariante se associa a ideia de haver algo que se
mantém constante, mesmo se aplicando transformacoes. Especificamente na Geometria, a

12



invariancia se estabelece a partir de propriedades e relagoes que ficam preservadas, apds uma
transformacao dinamica.

A fim de facilitar a construcdo do conhecimento matematico, o uso de softwares
educativos é muito recomendado. Segundo Gravina (1996) [7], o uso de softwares auxilia no
entendimento e reconhecimento das invariantes geométricas, afinal, possibilitam a criacao de
diversos exemplos. Eis o motivo da escolha do GeoGebra.

Ao se buscar um contetido que pudesse ser contemplado, a opgao foi de abordar o
tridangulo justamente por se tratar de contetido trabalhado nos ensinos fundamental e médio
e apresentar um elevado nivel de abstragdo. Além disso, também se tratam de contetidos
estruturantes nas respectivas séries/anos de ensino. Listam-se, a seguir, os contetidos e os
respectivos segmentos em que sao trabalhados:

1. Area do tridngulo — ensino fundamental e médio

2. Soma dos angulos internos de um triangulo — ensino fundamental
3. Soma dos angulos externos de um triangulo — ensino fundamental
4. Medida do angulo externo de um triangulo — ensino fundamental
5. Altura — Ortocentro — ensino fundamental

6. Mediana — Baricentro — ensino fundamental e médio

7. Bissetriz — Incentro — ensino fundamental

8. Triangulos congruentes — ensino fundamental

9. Triangulo isésceles: a mediana e altura relativa a base e a bissetriz do vértice coincidem
— ensino fundamental e médio

10. Triangulo isosceles: os angulos da base sdo congruentes — ensino fundamental

11. Triangulo equilatero: os trés angulos internos sdo congruentes, medindo 60° cada um —
ensino fundamental

12. Triangulo equilatero: mediana, altura e bissetriz coincidem — ensino fundamental
13. Teorema de Tales no triangulo — ensino fundamental

14. Teorema da bissetriz interna — ensino fundamental

15. Triangulos semelhantes — ensino fundamental e médio

16. Teorema de Pitagoras — ensino fundamental e médio

17. Relac¢oes métricas no triangulo retangulo — ensino fundamental e médio

18. Razoes trigonométricas no triangulo retangulo — ensino fundamental e médio

19. Lei dos senos — ensino fundamental e médio
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20. Lei dos cossenos — ensino fundamental e médio
Dentre esses contetidos, escolheram-se, para os miniaplicativos, os abaixo relacionados:
1. Area do tridngulo
2. Angulos internos do tridngulo — Soma dos angulos internos de um tridngulo
3. Angulos externos do tridngulo — Soma dos dngulos externos de um tridngulo

4. Angulo externo/ angulos internos nao adjacentes — Medida do dngulo externo de um
triangulo

5. Medianas — Baricentro
6. Segmentos proporcionais no tridangulo — Teorema de Tales
7. Teorema da bissetriz interna
8. Teorema de Pitagoras
9. Relacoes métricas no triangulo retangulo
10. Razoes trigonométricas no triangulo retangulo
11. Lei dos senos

12. Lei dos cossenos

3 METODOLOGIA

A Geometria, assim como a propria Matematica, encanta e assusta. Por isso se
torna tao necessario insistir em préaticas diferenciadas que auxiliem o professor, encantado, a
tranquilizar e convencer os alunos, assustados, da relevancia do estudo e entendimento dos
conceitos geométricos. Assim, buscou-se, primeiramente, a definicdo do tema: tridngulos e
suas invariantes. Em seguida, o software: GeoGebra. Serd abordado, a frente, os motivos de
escolha deste programa, em especial.

Definido o tema, a partir de experiéncias proprias, vivenciadas em diferentes situagoes
envolvendo o ensino de Geometria, e de conversas com outros docentes, da mesma area, sobre
dificuldades reais associadas ao ensino e ao contetido especifico, levantaram-se as hipéteses
que deram sustento as pesquisas.

Partiu-se, entdo, a coleta de informacgoes conceituais para justificar a importancia do
desenvolvimento dos miniaplicativos. Fizeram parte das leituras, além dos livros didaticos que
serviram de suporte aos topicos escolhidos aos miniaplicativos, os Parametros Curriculares
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Nacionais, o Plano Nacional de Educacao, literaturas diversas sobre o uso de tecnologia em
sala de aula, bem como entrevistas de especialistas voltadas aos resultados da insercao de
novas metodologias de ensino, dentre elas as que envolviam tecnologia, assim como o préprio
relatorio do Pisa, de 2015, divulgado pelo Inep, todos referenciados ao fim deste trabalho.

A partir de entdo, passou-se a definicdo de um cronograma de trabalho, estabelecendo
datas e prazos a serem cumpridos, a fim de garantir a efetivacdo do propdsito deste trabalho,
conforme a Tabela 3.1:

Cronograma de agoes

Outubro/2015 Conversa inicial sobre a criagao de um artigo/trabalho utilizando o Ge-
oGebra em sala de aula.

Primeiro contato com a Professora Paula, orientadora do trabalho.
Definicao do objetivo: Criar roteiros de aulas para utilizacdo do Professor
da Educacao Basica.

Novembro/2015  Inicio das orientacoes.
Busca das literaturas sobre o tema.

Fevereiro/2016 Definicao dos temas para os 12 miniaplicativos e divisao do trabalho.
Fevereiro/2016 a . T
Junho,/2016 Elaboracao dos planos de aulas e miniaplicativos.
Julho /2016 a _ . L .
Dezembro,/2016 Construcao do trabalho e entrega a avaliacao final da professora orienta-

dora.

Até margo/2017  Defesa do trabalho junto & banca qualificadora.

Table 3.1: Cronograma de agoes.

O cerne do trabalho ficou voltado a construcdo dos miniaplicativos. Demandaram
muito tempo e estudo, principalmente em relagao aos recursos disponiveis no proprio GeoGebra
e & conversao em miniaplicativos.

O software GeoGebra possibilita compilar/gerar aplicativos com fungoes especificas
(denominados applets) para apresentacdo e estudo de contetidos da geometria de forma
dindmica e interativa. Os aplicativos construidos no GeoGebra sdo executados em navegadores
de internet, isto é, basta que o dispositivo (computador, notebook, celular ou tablet) tenha
instalado um navegador de internet para executar os arquivos offline. Portanto, ndo sao
necessarios a instalacao do programa GeoGebra e o uso de rede internet.

Os aplicativos desenvolvidos neste trabalho estardo disponiveis no site do GeoGebra
(https://www.geogebra.org/materials/), onde estdo hospedados diversos recursos e ob-
jetos desenvolvidos no GeoGebra. Esses aplicativos poderdo ser utilizados na forma online,
acessando diretamente os links especificos de cada aplicativo, ou poderdo ser baixados os
arquivos para uso offline, desde que o professor se cadastre no GeoGebra e aceite os termos
de licenca.

A escolha dos temas foi baseada em contetidos estruturantes dos anos de ensino
do Fundamental 2, assim contemplando aqueles de maior relevancia. Buscou-se, também,
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especificar, nos roteiros, como se deu a construgdo do recurso a fim de estimular a criacdo
de novos, por parte do professor. I vélido ressaltar a importancia de o professor possuir,
minimamente, nogoes de funcionamento e usos do GeoGebra. Além disso, é importante frisar
que a ordenacao dos tépicos segue a ocorréncia na matriz curricular e isso ndo representa,
necessariamente, uma hierarquia em relacao ao nivel de dificuldade desses topicos como, por
exemplo, Area de um Tridngulo, que abre a relagdo, porém sua construcio é mais complexa
que a Soma dos Angulos Internos de um tridngulo, que aparece na sequéncia.

Outra preocupacao foi a de simular situacoes de sala de aula, envolvendo possiveis
questionamentos dos alunos, situagoes em que poderd ser explorado o potencial de cada tema
proposto e sugestoes de como extrapolar o assunto discutido para fora do ambito escolar.

A medida que os miniaplicativos ficavam prontos, foram testados em sala de aula,
a fim de validar a tese defendida neste trabalho: o uso torna a aula mais dindmica e o
aproveitamento, em relacao a aprendizagem, melhor.

Os links estardo disponiveis, ao final deste trabalho, no Apéndice 1, na pagina 133.

3.1 POR QUE O SOFTWARE ESCOLHIDO E O GEOGEBRA

Como ja anteriormente mencionado, o GeoGebra é um software livre de geometria
dindmica, multiplataforma (Figura 3.1) e que retine recursos também de élgebra e célculo.
Apresenta a vantagem de permitir manipulagoes distintas de um mesmo objeto, sendo possivel
arrasta-los e redimensiona-los, o que favorece aos alunos a criagdo de conceitos e relagoes por
meio de observagoes e investigagoes. O software é de facil acesso a alunos e professores e estd
disponivel nos laboratérios do Parand Digital, inclusive com tutoriais em video (Figura 3.2).

GeoGebra para Tablets GeoGebra para Desktops GeoGebra para Smartphones

ey

Download from Chrome A ANDROID APP ON
B Windows Store & ¢ PP P> Google play

2 Download on the m- A\ o
. App Store !- Windows

ANDROID APP ON i
X Mac OS X

A Linux

e

P> Google play

Figure 3.1: GeoGebra — Download. Fonte: http://www.geogebra.org/download. Ultimo
acesso em 10/02/2015.
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z EDUCACAO
PARANA 4 ALUNOS EDUCADORES GESTAO ESCOLAR = COMUNIDADE
S P —

GOVERND DO ESTADD

mm] Pla a Dia
L

ducacgdo

Combate 3o Abandono Escolar

Consulia Contrachegus
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Documentos Oficials
Educacio Basica
Formagso

Programas £ Proj

Recurses Descenrafzacos 1 - Apresentagio 3 - Triangulos 4 - Area de poligonos & 3 - Ferramentas & fungoes
imagens condicionais

Sistemas de Regisino

Ve Mas

2 - Intersegao entre 2 retas

e Imprimir B Compartiing 4 Voitar | ¥ inkie

Figure 3.2: GeoGebra — Tutoriais em video. Fonte: http://www.gestaoescolar.

diaadia.pr.gov.br/modules/conteudo/conteudo . php?conteudo=1295. Ultimo acesso em
10/02/2015.

[ importante ressaltar que, para a elaboracio de aplicativos dindmicos como os
aqui apresentados, poderia ter sido escolhido, por exemplo, a plataforma Java, lancada na
década de 90 e muito utilizada até hoje. Porém, pesou, na escolha, o fato de que o software é
amplamente conhecido pelos docentes, o que facilita muito a aceitagdo das novas proposicoes,
bem como minimiza as dificuldades no momento de criagdo de novas atividades.
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4 TEOREMA DA BISSETRIZ INTERNA DE UM TRI-
ANGULO

4.1 DESCRICAO DO APLICATIVO

TEOREMA DA BISSETRIZ INTERNA

W e e

BAD = 47.04° CAD = 47.04°
AB =732 AC=10.08

10.08
BD =5.42 CD =746 7.32

B 542 \D 7.46 c

Figure 4.1: Interface do aplicativo Teorema da Bissetriz Interna.

O aplicativo “TEOREMA DA BISSETRIZ INTERNA” (disponivel em https://
www.geogebra.org/m/yqtVBxQn) exibe um tridngulo ABC qualquer, a bissetriz de um dngulo
interno, a medida dos lados adjacentes a esse angulo e a medidas dos dois segmentos opostos
determinados pela bissetriz. Abaixo do titulo, os botoes “A”, “B” e “C” se referem ao vértice
no qual serd exibida a bissetriz do dngulo interno, sendo que o botdo “A” esta selecionado
inicialmente (Figura 4.1).

Tanto os vértices A, B e C, quanto os lados adjacentes ao dngulo selecionado, podem
ser movidos, formando novos tridngulos. Ao alterarmos os vértices ou os lados do tridngulo,
as medidas do angulo interno, dos lados adjacentes a ele e dos segmentos determinados pela
bissetriz sdo automaticamente atualizadas. Os pontos D, E e F, ndo podem ser movidos, pois
sdo determinados pela intersecdo da bissetriz interna do dngulo escolhido com o seu lado
oposto.

Clicando na primeira caixa de sele¢ao, serd sugerido que se calcule a razéo entre o
lado AB e o segmento BD. (Figura 4.2).
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TEOREMA DA BISSETRIZ INTERNA
A
m - e

BAD = 47.04° CAD = 47.04°
AB =732 AC=10.08

10.08
BD=542 CD=746 e
— AB
— = 7
V] B0~
L
L B 542 D 746 c

Figure 4.2: Interface do aplicativo Teorema da Bissetriz Interna.

Os célculos e o resultado da razao é exibido ao selecionar uma nova caixa de selecao,
que aparece embaixo do sinal de ignaldade (Figura 4.3).

TEOREMA DA BISSETRIZ INTERNA
A
%A %8 5C

BAD = 47.04° CAD = 47.04°
AB =732 AC=10.08

10.08
BD =542 CD=746 —
-
VMss=sp=1%
v
L B 542 D 746 c

Figure 4.3: Interface do aplicativo Teorema da Bissetriz Interna.

Clicando na segunda caixa de selecao, serd sugerido que se calcule a razdo entre o
lado AC e o segmento CD. (Figura 4.4)
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TEOREMA DA BISSETRIZ INTERNA

m = &

BAD = 47.04° CAD = 47.04°

AB =732 AC=10.08
10.08
BD=542 CD=746 L

) AB _ 7.32
e

o BD _ 5.42 o
4

v

A
VI ol £ B 5.42 D 7.46 c
U

Figure 4.4: Interface do aplicativo Teorema da Bissetriz Interna.

Os célculos e o resultado da razao é exibido ao selecionar uma nova caixa de selecao,
que aparece embaixo do sinal de ignaldade (Figura 4.5).

TEOREMA DA BISSETRIZ INTERNA

| s (s

BAD = 47.04° CAD = 47.04°
AB =732 AC=10.08
BD=542 CD=746

7.32 10.08

WV & = 746 =135 B 542 D 746 c

Figure 4.5: Interface do aplicativo Teorema da Bissetriz Interna.

Clicando no botdo “B” serdo exibidas a bissetriz interna do angulo B, as medidas
dos lados adjacentes a ele e as medidas dos segmentos opostos, determinados pela bissetriz
(Figura 4.6).
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TEOREMA DA BISSETRIZ INTERNA
%A 4B %C

ABE = 25.67° CBE=25.67°
AB=732 BC=1287
AE=3.65 CE=6.42

- 12.87

Figure 4.6: Interface do aplicativo Teorema da Bissetriz Interna.

As etapas descritas anteriormente, para o caso da bissetriz interna do angulo A,
também estardo disponiveis neste caso, sendo que, clicando na primeira caixa de sele¢ao, serd
sugerido que se calcule a razdo entre o lado AB e o segmento AE e, clicando na segunda caixa
de selegdo, serd sugerido que se calcule a razao entre o lado BC e o segmento CE(Figura 4.7).

TEOREMA DA BISSETRIZ INTERNA
xA B xC

ABE = 2567° CBE = 25.67°
AB=1T7.32 BC=12.87
AE =365 CE=6.42

) AB _ 7.32
4] AE ~ 365

4

— BC 12.87
¥ e = 5o =2
GE 6.42 {og

vl

Figure 4.7: Interface do aplicativo Teorema da Bissetriz Interna.

Clicando no botao “C” serdo exibidas a bissetriz interna do angulo C , as medidas
dos lados adjacentes a ele e as medidas dos segmentos opostos, determinados pela bissetriz

(Figura 4.8).
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TEOREMA DA BISSETRIZ INTERNA
A

<A 4B [z
ACF =17.29° BCF = 17.20° 222
AC =10.08 BC =12.87

\\\F 10.08
AF =322 BF=4.11

4.11

B Cc
12.87

Figure 4.8: Interface do aplicativo Teorema da Bissetriz Interna.

As etapas descritas anteriormente, para o caso da bissetriz interna do angulo 121,
também estardo disponiveis neste caso, sendo que, clicando na primeira caixa de sele¢ao, serd
sugerido que se calcule a razao entre o lado AC e o segmento AF e, clicando na segunda caixa
de selecdo, serd sugerido que se calcule a razao entre o lado BC e o segmento BF(Figura 4.9).

TEOREMA DA BISSETRIZ INTERNA
AP

ACF =17.29° BCF =17.29
AC =10.08 BC = 12.87
AF =322 BF=4.11

— AC _ 10.08

M 7 = 35 =383
iJA

7] BC_ 1287 ...

"~ BF ~ all ——
7 _

b8

Figure 4.9: Interface do aplicativo Teorema da Bissetriz Interna.

Espera-se que, através das atividades que serdo propostas nos planos de aula, o aluno
investigue e tente descobrir por si 86 que, independente das alteragoes feitas nos vértices ou
lados do triangulo, uma propriedade se mantém: a bissetriz de um angulo interno divide
o lado oposto a esse angulo em dois segmentos proporcionais aos lados adjacentes a esses
segmentos.

A seguir temos nma sugestdo de plano de aula com algumas atividades que podem
ser utilizadas juntamente com esse aplicativo.
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4.2 PLANO DE AULA

4.2.1 Orientacoes ao Professor

Esta atividade permite visualizar e constatar um importante teorema sobre triangulos:
teorema da bissetriz interna do tridangulo. Por meio do aplicativo sera possivel alterar o
formato do tridngulo e determinar a bissetriz de qualquer dngulo interno (basta clicar na letra
correspondente ao angulo escolhido - logo abaixo do nome do tema) dividindo o lado oposto
em dois segmentos. A medida que as modificacoes no formato do tridngulo sio efetuadas serd
possivel observar as alteracoes das medidas desses dois segmentos e dos lados adjacentes a
cada um deles. A constatacido do teorema serd concretizada no momento em que o aluno
perceber que a bissetriz de um angulo interno de um triangulo divide o lado oposto a esse
angulo em dois segmentos proporcionais aos lados adjacentes a esses segmentos, razoes que
também poderdo ser exibidas no aplicativo (na proposta original estd oculta e poderé ser
exibida por meio de clique na marcacao a esquerda das razoes entre os segmentos AB e BD,
AC e CD. Ao clicar, aparecera a resposta). A atividade deverd ser registrada por meio do
instrumento de avaliagdo sugerido apds a metodologia. O professor deverd orientar cada aluno
para o preenchimento correto do formulario.

4.2.2  Objetivos

Tornar a aula mais dindmica por meio de uma interagdo entre o aluno e o aplicativo,
na qual ele pode:

e Relembrar conceitos anteriores;

Exercitar visualizagao geométrica plana;

Identificar a forma geométrica fora do ambito escolar;

Estimular a relagao entre geometria e aritmética;

Instigar o aluno a constatar que, em qualquer triangulo, a bissetriz de um angulo interno
de um tridngulo divide o lado oposto a esse angulo em dois segmentos proporcionais aos
lados adjacentes a esses segmentos.

4.2.3 Aplicacao

Essa atividade deverd ser utilizada apds a apresentacao do teorema de Tales (recomenda-
se a utilizacdo a partir do 92 ano do ensino fundamental - 9 anos).

4.2.4  Metodologia

Devido a necessidade da utilizacdo de recursos tecnologicos, alguns fatores devem ser
considerados:
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Quantidade de alunos na turma;

Disponibilidade de um laboratério de informatica;

e Acesso a internet;

Tempo disponivel para a atividade (aproximadamente quarenta minutos).

Em virtude disso, duas metodologias poderao ser utilizadas:

Em sala de aula

Para aplicar essa atividade, a sala de aula deverd equipada com um projetor ou um
computador ligado na televisdo. A manipulagao do tridngulo por meio do aplicativo poderd
ser feita pelo professor, por um aluno ou por um grupo de alunos. Em todo momento os
alunos deverdo ser instigados a “investigarem” o que estd acontecendo fazendo com que, apds
determinar a bissetriz de qualquer angulo interno dividindo o lado oposto em dois segmentos,
observem as alteracoes das medidas desses dois segmentos e dos lados adjacentes a cada um
deles e a invariancia da razao entre os segmentos AB e BD, AC e CD.

Vantagem: o professor podera conduzir a aula conforme sua necessidade.
Desvantagem: dispersdo de algum aluno que nao estiver participando ativamente da manipu-
lacdo do triangulo.

No laboratorio de informatica

Para aplicar essa atividade, o professor deverd observar se a quantidade de computa-
dores ¢é suficiente para cada aluno. Caso ndo seja separd-los em grupos. A manipulacdo do
tridngulo por meio do aplicativo devera ser apresentada pelo professor. Apds esse momento, os
alunos deverdo ser instigados a “investigarem” o que estd acontecendo fazendo com que, apds
determinar a bissetriz de qualquer angulo interno dividindo o lado oposto em dois segmentos,
observem as alteracoes das medidas desses dois segmentos e dos lados adjacentes a cada um
deles e a invariancia da razao entre os segmentos AB e BD, AC e CD.

Vantagem: o professor poderd acompanhar como os alunos estdo “investigando” de uma forma
mais personalizada.
Desvantagem: a supervisao do professor é constante.

4.2.5 Situacoes que podem surgir na aplicacao da atividade proposta

Na atividade proposta, teorema da bissetriz interna de um tridngulo, as razoes entre
os segmentos AB e BD, AC e CD estdo ocultas e poderdo ser exibidas por meio de um
clique na marcacdo a esquerda das respectivas razoes. Ao clicar, aparecerd a resposta. A
recomendagao é que permanega oculta até o momento em que o(s) aluno(s) perceba(m) que a
as razoes sdo constantes (para isso é necessario orientar o aluno para nao modificar do dngulo
escolhido no inicio da atividade). Caso isso ndo acontega, a estratégia adotada deverd ser a
de exibir as razoes entre os segmentos instigando o(s) aluno(s) na percep¢éo e construgao
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do conceito. As duas razoes poderdo ser exibidas ao mesmo tempo ou individualmente. Ao
perceber que, alterando o formato do tridngulo, as razoes entre os segmentos sao constantes,
é possivel que o(s) aluno(s) procure(m) uma forma de que isso néo aconteca. Uma possivel
sitnacao que poderd ocorrer é a tentativa de modificar o tridngulo de tal forma que os trés
vértices coincidam ou fiquem alinhados. O momento é propicio para retomar as caracteristicas
de um triangulo sendo que, a situagao descrita faz com que o tridngulo deixe de existir.

4.2.6 Avaliacao

A avaliacdo se dard de forma continua por meio da participagdo dos alunos durante a
aula. Apds a aplicacdo da atividade e o preenchimento do formulario indica-se uma discussao
com os alunos e entre eles. £ um momento oportuno para troca de experiéncias, expectativas
antes da atividade, conclusoes apés a atividade e informagoes suplementares. Para que
seja possivel avaliar as competéncias e habilidades adquiridas por meio dessa atividade é
recomendavel o registro da experiéncia de cada aluno no formuléario abaixo.
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Atividade: Teorema da Bissetriz Interna de um Tridngulo

Aluno(a): Ne Turma:

Na atividade de hoje (disponivel em https://www.geogebra.org/m/yqtVBxQGn) vocé
investigara as razoes entre os lados do triangulo qualquer e os dois segmentos adjacentes
a cada um deles, conforme a Figura 4.10:

Opcgao: A

TEOREMA DA BISSETRIZ INTERNA
A %8 xC

BAD = 47.04° CAD = 47.04°
AB =732 AC=1008

10.08
BD=542 CD=746 7.32

Figure 4.10: Interface do aplicativo Teorema da Bissetriz Interna de um Triangulo.

Na Tabela 4.1, registre as medidas de cada lado indicado e seu segmento adjacente
correspondente & medida que as manipulacoes forem acontecendo.

AB BD AC CD

SITUACAO 1

SITUACAO 2

SITUACAO 3

SITUACAO 4

SITUACAO 5

Table 4.1: Medidas do triangulo.

Esta atividade estd licenciada com uma Licenga Creative Commons G)

Atribuicao 4.0 Internacional.
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Com a atividade de hoje e o registro na Tabela 4.1 é possivel responder os dois ques-

tionamentos abaixo:

\

1. Compare cada situacgao registrada. Vocé percebe alguma relagao entre as quatro

medidas?

2. Escreva “RAZAO g—g” e “RAZAO %”, respectivamente, nas colunas em branco
da Tabela 4.1 e preencha as demais lacunas. O que vocé pode concluir sobre as
razoes entre os lados e os segmentos do triangulo determinados pela bissetriz?

Opcao: B

TEOREMA DA BISSETRIZ INTERNA
xA LY %C

ABE = 25.67° CBE =25.67°
AB =732 BC=12.87
AE=3.65 CE=6.42

12.87

Figure 4.11: Interface do aplicativo Teorema da Bissetriz Interna de um Triangulo.

Esta atividade estd licenciada com uma Licenga Creative Commons @ @ '
Atribuicao 4.0 Internacional. ==l

/
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Na Tabela 4.2, registre as medidas de cada lado indicado e seu segmento adjacente
correspondente a medida que as manipulacoes forem acontecendo.

AB AE BC CE

SITUACAO 1

SITUACAO 2

SITUACAO 3

SITUACAO 4

SITUACAO 5

Table 4.2: Medidas do triangulo.

Com a atividade de hoje e o registro na Tabela 4.2 é possivel responder os dois ques-
tionamentos abaixo:

1. Compare cada situacgao registrada. Vocé percebe alguma relagao entre as quatro
medidas?

2. Escreva “RAZAO %” e “RAZAO %”, respectivamente, nas colunas em branco

da Tabela 4.2 e preencha as demais lacunas. O que vocé pode concluir sobre as
razoes entre os lados e os segmentos do triangulo determinados pela bissetriz?

Esta atividade estd licenciada com uma Licenga Creative Commons @

Atribuicao 4.0 Internacional.
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Opgao: C

TEOREMA DA BISSETRIZ INTERNA
%A xB [xe)

ACF =17.29° BCF = 17.29°
AC =10.08 BC =1287
AF =322 BF=411

12.87

Figure 4.12: Interface do aplicativo Teorema da Bissetriz Interna de um Triangulo.

Na Tabela 4.3, registre as medidas de cada lado indicado e seu segmento adjacente
correspondente & medida que as manipulacoes forem acontecendo.

AC AF BC BF

SITUACAO 1

SITUACAO 2

SITUACAO 3

SITUACAO 4

SITUACAO 5

Table 4.3: Medidas do triangulo.

Esta atividade estd licenciada com uma Licenga Creative Commons @

Atribuicao 4.0 Internacional.
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Com a atividade de hoje e o registro na Tabela 4.3 é possivel responder os dois ques-
tionamentos abaixo:

1. Compare cada situagao registrada. Vocé percebe alguma relacao entre as quatro
medidas?

2. Escreva “RAZAO %” e “RAZAO %”, respectivamente, nas colunas em branco

da Tabela 4.3 e preencha as demais lacunas. O que vocé pode concluir sobre as
razoes entre os lados e os segmentos do triangulo determinados pela bissetriz?

Esta atividade estd licenciada com uma Licenga Creative Commons G}

Atribuicao 4.0 Internacional.

\
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4.3 ABORDAGEM TRADICIONAL

A seguir sera apresentada uma abordagem tradicional do assunto. A Figura 4.13 traz
uma proposta por demonstracao algébrica. Tal demonstracao é possivel, pois a proposta ¢é
para alunos do 9% ano que, nessa fase académica ja devem ter adquirido conhecimentos sobre

razoes entre tridngulos semelhantes.

Esta aplicagdo ¢ um importante teorema sobre tridngulos: o teorema
da bissetriz interna do tridngulo.
No triangulo abaixo, AD é bissetriz de A.
A

med (BXD) = med (DXC) =x
8 ) (

Considere uma reta r paralela a AD passando pelo vértice C.

r

i
x|

B D (e

Vamos prolongar o lado AB até interceptar a reta r.

r

_AB _ AE
Pelo teorema de Tales, podemos escrever: BD ~ DC

_ Como med (BA\D) = xe AD // r, entdo med (BIA:“C) = x, pois BADe

BEC sio correspondentes.

Da mesma forma, como me/(\i (DZC) =xeAD /I r, concluimos que
med (ACE) = x, pois DAC e ACE sio 4ngulos alternos internos.

Assim, 0 AACE ¢é is6sceles (os angulos da base CE sio congruentes).

Logo, AC = AE. Podemos reescrever a propor¢io acima desta
forma:

AB _ AC

BD DC

A bissetriz de um &ngulo interno de um triangulo divide o lado
oposto a esse angulo em dois segmentos proporcionais aos lados
adjacentes a esses segmentos.

Figure 4.13: Teorema da bissetriz interna de um triangulo. Fonte:
matemadtica 9”7, Editora Moderna, Sdo Paulo, 2010, p.106. [8]
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4.4 CONSTRUCAO DO APLICATIVO NO GEOGEBRA

A sequéncia a seguir pode ser utilizada para a construcao do aplicativo Teorema da
Bissetriz Interna:

1. Com a ferramenta Texto ( ), criar o “textol”: Teorema da Bissetriz Interna;
A
2. Usando a ferramenta Ponto ( ), marque os pontos A, B e C

3. Trace, utilizando a ferramenta Poligono ( ), o tridngulo de vértices A, B e C. Com
isso, automaticamente, serdao criados os segmentos a, b e ¢ que sao os lados do triangulo;

4. Nas “Propriedades” de cada um dos segmentos a, b e ¢, na caixa “Exibir Rétulo”, mudar
para exibir apenas o Valor.

5. Com a ferramenta Bissetriz ( ), tragar:

(a) a bissetriz bis__A, selecionando os pontos B, A e C, nessa orden;
(b) a bissetriz bis_ B, selecionando os pontos A, B e C, nessa orden;

(¢) a bissetriz bis_ C, selecionando os pontos A, C e B, nessa ordem.

6. Com a ferramenta Intersecdao de Dois Objetos ( @ ), criar:

(a) o ponto D, interse¢do do lado BC' com a bissetriz bis_ A;
(b) o ponto E, interse¢do do lado AC com a bissetriz bis_ B;

(¢) o ponto F, interse¢ao do lado AB com a bissetriz bis_

7. Com a ferramenta Circulo dados Centro e Raio ( ), criar:

(a) o circulo “p” de centro D e raio igual a 2;
(b) o circulo “q” de centro E e raio igual a 2;

(¢) o circulo “r” de centro F e raio igual a 2.

8. Com a ferramenta Interse¢do de Dois Objetos ( ), criar:
(a) os pontos G e H de intersecao da cireulo “p” com a bissetriz do angulo A, sendo o
ponto H no prolongamento do segmento AD, e o ponto G sobre o segmento AD;

(b) os pontos I e J de intersecao da circulo “q” com a bissetriz do angulo B, sendo o
ponto J no prolongamento do segmento BE, e o ponto I sobre o segmento BE;

(¢) os pontos K e L. de intersecao da circulo “r” com a bissetriz do angulo C, sendo o
ponto L no prolongamento do segmento CF, e o ponto K sobre o segmento CF.

9. Nas “Propriedades” de cada um dos circulos p, q e r, desmarcar a caixa de selecdo
“Exibir Objeto”;
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10. Nas “Propriedades” de cada um dos pontos G, I e K (pontos que ficaram no interior do
tridngulo), desmarcar a caixa de selecdo “Exibir Objeto”;

11. Nas “Propriedades” de cada uma das bissetrizes, bis A, bis B e bis (' desmarcar a
caixa de selecao “Exibir Objeto”;
12. Com a ferramenta Segmento ( ), tragar:

(a) o segmento “1”, selecionando os pontos A e H;
(b) o segmento “m”, selecionando os pontos B e J;
(¢) o segmento “n”, selecionando os pontos C e L;
13. Nas “Propriedades” de cada um dos segmentos 1, m e n desmarcar a caixa de selecao
“Exibir Rétulo”;

14. Nas “Propriedades” de cada um dos pontos H, J e L, desmarcar a caixa de selecao
“Exibir Objeto”;

B

15. Com a ferramenta Angulo ( ), selecionar os pontos na seguinte ordem:

(a) D, A e B, para formar o angulo interno com Nome «_ 1 e Legenda «;

(b) C, A e D, para formar o angulo interno com Nome a_ 2 e Legenda «;

(¢) E, B e C, para formar o angulo interno com Nome 51 e Legenda f;

(d) A, B e E, para formar o angulo interno com Nome 3_2 e Legenda 3;

(e) F, Ce A, para formar o angulo interno com Nome v 1 e Legenda ~;

(f) B, C e F, para formar o angulo interno com Nome v_ 2 e Legenda ~;

16. Nas “Propriedades” de cada um dos angulos ay, as, B, B2, 71 € V2, na caixa “FExibir
Rétulo”, mudar para exibir apenas a “Legenda”. Além disso, mudar a opgao de “Angulo
entre 0° e 360°” para “Angulo entre 0° e 180°”, de modo a garantir que sempre sera
exibido o valor do angulo interno;

17. Com a ferramenta Segmento ( ), tracar:

a) o segmento “a 17, selecionando os pontos B e D;
“a_ 27 selecionando os pontos C e D;
(¢) o segmento “b_17, selecionando os pontos A e E;
d) o segmento “b_ 2", selecionando os pontos C e E;
“c_ 17, selecionando os pontos A e F;

(f) o segmento “c_ 27", selecionando os pontos B e F;
18. Nas “Propriedades” de cada um dos segmentos ay, as, by, ba, ¢1 € ¢y, na caixa “Exibir

Roétulo”, mudar para exibir apenas o “Valor”.
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19

20.

21

22,

3

24.

No campo “Entrada”, criar uma a uma as variaveis booleanas, digitando: d = true, e =
true e f = true;

Nas “Propriedades” de cada um dos pontos D, E e F', na aba “Avancado” em “Condicao
para Exibir Objeto(s)” acrescentar, respectivamente, as condigdes (uma condicao para
cada ponto): d, € e f;

Nas “Propriedades” de cada um dos segmentos a, ai, ag, b, b1, ba, ¢, ¢1, 2, [, m e n, na
aba “Avangado” em “Condigao para Exibir Objeto(s)” acrescentar, respectivamente, as
condigoes (uma condi¢do para cada segmento): eV f, d, d, dV f,e, e, dVe, f, f,d, ee
f;

Nas “Propriedades” de cada um dos angulos oy, ag, 81, B2, 71 € Y2, na aba “Avancado”
em “Condigao para Exibir Objeto(s)” acrescentar, respectivamente, as condi¢oes (uma
condigdao para cada angulo): d, d, e, e, f e f;

No campo “Entrada”, para definir os resultados das razoes digitar:

~

a) AB_{BD} =c/a_1,
b) AB_{AF}=c¢/b_1;
c) AC_{AF} =b/c_1,

)

)

)

TN N

d) AC _{CD} =b/a 2
e) BC_{CE}=a/b_2;
f) BC_{BF}=a/c 2.

—_—

ABC| . - , .
Com a ferramenta Texto ( ), selecionando a opgao “Férmula LaTeX”, crie:

(a) o “texto2” digitando:
B\hat{A}D=a_ 1 \quad C\hat{A}D=a_ 2. As varidveis a1 e a_ 2 devem ser

inseridas no texto usando a aba “Objetos”;

(b) o “texto3” digitando:
AB=c \quad AC=b. As varidveis a e b devem ser inseridas no texto usando a aba
“Objetos”;

(¢) o “texto4” digitando:
BD=a_ 1 \quad CD=a_ 2. As varidveis a_1 e a_ 2 devem ser inseridas no texto
usando a aba “Objetos”;

(d) o “textob” digitando: \frac{AB}{BD}=.

(e) o “texto6” digitando:
\frac{c}{a_1} = AB_{BD}. As varidveis c,a 1e AB {BD} devem ser inseridas
no texto usando a aba “Objetos”;

(f) o “texto7” digitando: 7,
(g) o “texto8” digitando: \frac{AC}HCD}=.
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(h) o “texto9” digitando:
\frac{b}{a_2} = AC_{CD}. As varidveis b,a 2 e AC {CD} devem ser inseridas
no texto usando a aba “Objetos”;
(i) o “textol0” digitando: ?;
(j) o “texto2_1” digitando:
A\hat{B}E= (3 1 \quad C\hat{B}E= [ 2. As varidveis 5 1 e 5_2 devem ser
inseridas no texto usando a aba “Objetos”;
(k) o “texto3_1” digitando:
AB=c \quad BC=a. As varidveis a e ¢ devem ser inseridas no texto usando a aba
“Objetos”;
(1) o “textod 17 digitando:
AE=b_1 \quad CE=b_ 2. As varidveis b_1 e b_2 devem ser inseridas no texto
usando a aba “Objetos”;
(m) o “textob_ 1”7 digitando: \frac{AB}{AE}=.

(n) o “texto6_1” digitando:
\frac{c}{b_1} = AB_{AE}. As varidveis ¢,b 1 e AB {AFE} devem ser inseridas
no texto usando a aba “Objetos”;

(0) o “texto8 17 digitando: \frac{BC}{CE}=.

(p) o “texto9_ 1”7 digitando:
\frac{a}{b_2} = BC_{CE}. As varidveis a,b 2 e BC {CFE} devem ser inseridas
no texto usando a aba “Objetos”;

(q) o “texto2_2” digitando:

A\hat{C}F= v 1 \quad B\hat{C}F=~y 2. As varidveis v 1 e~ 2 devem ser

inseridas no texto usando a aba “Objetos”;

(r) o “texto3_2” digitando:
AC=b \quad BC=a. As varidveis a e b devem ser inseridas no texto usando a aba
“Objetos”;

(s) o “textod 27" digitando:
AF=c_1 \quad BF=c_2. As varidveis ¢_1 e ¢_2 devem ser inseridas no texto
usando a aba “Objetos”;

(t) o “textob5_ 2" digitando: \frac{AC}{AF}=.

(u) o “texto6_2” digitando:
\frac{b}{c_1} = AC_{AF}. As varidveis b,c 1 e AC {AF} devem ser inseridas
no texto usando a aba “Objetos”;

(v) o “texto8_2” digitando: \frac{BC}BF}=.

(w) o “texto9_ 2”7 digitando:
\frac{a}{c_2} = BC_{BF}. As varidveis a,c 2 e BC {BF} devem ser inseridas
no texto usando a aba “Objetos”.

25. Organize os textos de modo que:
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26.

27.

28,

29,

30.

31.

32.

os textos 2,2 1 e 2 2 fiquem sobrepostos;

)

b) os textos 3, 3_1 e 3_ 2 fiquem sobrepostos;
) os textos 4, 41 e 42 fiquem sobrepostos;
)

os textos 5 e 6 fiquem alinhados, os textos 5 1 e 52 sobreponham o texto 5, os
textos 61,6 2 e 7 sobreponham o texto 6;

(e) os textos 8 e 9 fiquem alinhados, os textos 8 1 e 8 2 sobreponham o texto 8, os
textos 9 1,9 2 e 10 sobreponham o texto 9.

Nas “Propriedades” de cada um dos textos “texto2”, “texto3” e “texto4”, na aba
“Avangado” em “Condicao para Exibir Objeto(s)” acrescentar a condigao: d = true;

Nas “Propriedades” de cada um dos textos “texto2 17, “texto3 17 e “textod 17, na
aba “Avangado” em “Condi¢do para Exibir Objeto(s)” acrescentar a condi¢ao: e = true;

Nas “Propriedades” de cada um dos textos “texto2 27, “texto3 2”7 e “textod 27, na
aba “Avancado” em “Condigdo para Exibir Objeto(s)” acrescentar a condigao: f = true;

79 . .
Usando a ferramenta Caixa para Exibir/Esconder Objetos ( ), criar, sem selecionar
objetos:

(a) a varidvel booleana com legenda “g”, posicionando a caixa de sele¢do antes do
“textod”;

(b) a varidvel booleana com legenda “h”, posicionando a caixa de sele¢do antes do
« 9.
texto8”;

3
1

(¢) a varidvel booleana com legenda “i”, posicionando a caixa de sele¢do embaixo do

sinal de igualdade do “texto5”;

(d) a varidvel booleana com legenda “j”, posicionando a caixa de selegdo embaixo do
sinal de igualdade do “texto&”.

Nas “Propriedades” de cada um dos Valores Booleanos com legendas “g” e “h”, desmarcar
a caixa de sele¢do “Exibir R6tulo” e verificar se o “Nome” estd igual a “Legenda” (caso
nao estejam iguais, vocé deverd mudar o “Nome” para ficar igual & “Legenda”). Na
aba “Programacao” em “Ao Atualizar” acrescentar, respectivamente, as condigdes (uma
condigdao para cada valor booleano): i = false e j = false;

1)) [ARa))

Nas “Propriedades” de cada um dos Valores Booleanos com legendas “i” e “j”, desmarcar
a caixa de sele¢do “Exibir R6tulo” e verificar se o “Nome” estd igual a “Legenda” (caso
nao estejam iguais, vocé deverd mudar o “Nome” para ficar igual & “Legenda”). Na
aba “Avangado” em “Condigao para Exibir Objeto(s)” acrescentar, respectivamente, as
condigoes (uma condigdo para cada valor booleano): g = true e h = true;

Nas “Propriedades” de cada um dos textos “texto7” e “textol0”, na aba “Avancado”
em “Condigao para Exibir Objeto(s)” acrescentar, respectivamente, as condi¢oes (nma
condigdo para cada texto): g Z true A i 2 false e h 2 true A j Z false;
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33.

34.

39.

36.

37.

Nas “Propriedades” de cada um dos textos “texto5”, “textob 17, “texto5 27, “texto6”,
“textob 17, “texto6 27, “texto8”, “texto8 17, “texto8 27, “texto9”, “texto9d 17 e
“texto9 2”7, na aba “Avangado” em “Condi¢do para Exibir Objeto(s)” acrescentar,
respectivamente, as condigdes (uma condi¢do para cada texto): d 2 g 2 true, e 2 g 2
true, f 2 g 2 true, d 21 Z true, e 21 Z true, f 21 Z true,d 2 h 2 true, e 2 h Z true, f 2 h 2
true, d 2 j Ztrue, e 2 j Ztruee f 2j Z true;

]

Usando a ferramenta Botao ( ), criar:

(a) o “botl”, com “Legenda” A e “Cédigo Geogebra”™ d = true, e = false, f = false, g
— false, h = false, i = false e j = false;

(b) o “bot2”, com “Legenda” B e “Cédigo Geogebra”: d = false, e = true, f = false, g
— false, h = false, i = false e j = false;

(¢) o “bot3”, com “Legenda” C e “Cddigo Geogebra”: d = false, e = false, f = true, g
— false, h = false, i = false e j = false;

Para que o botao selecionado mude de cor, nas “Propriedades” de cada um dos Val-
ores Booleanos “d”, “e” e “f”, na aba “Programacao” em “Ao Atualizar” acrescentar,
respectivamente, as condi¢des (uma condigao para cada Valor Booleano):

Se[ d, DefinirCorDeFundo[btl,125/255,125/255,255/255],
DefinirCorDeFundo[btl,204/255,204/255,255/255]1,

Sel[ e, DefinirCorDeFundo[bt2,125/255,125/255,255/255],
DefinirCorDeFundo[bt2,204/255,204/255,255/255]] e

Se[ f, DefinirCorDeFundo[bt3,125/255,125/255,255/255],
DefinirCorDeFundo[bt3,204/255,204/255,255/255] 1;

Para que os valores dos angulos sejam mais precisos, no menu “Opg¢oes”, mudar o item
“Arredondamento” de “0 Casa Decimais” para “2 Casas Decimais”;

No menu “Arquivo”, selecionar o item “Exportar” e em segnida selecionar “Planilha
Dindmica como Pagina WEB (html)”. Escolher um titulo, clicar no botdo “Upload” e
seguir as instrucoes do site “GeoGebra”.
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5 TEOREMA DE PITAGORAS

5.1 DESCRICAO DO APLICATIVO

TEOREMA DE PITAGORAS
A =o90° -
BC=a= 15
AC =h=0
AB=¢=12
a=15
[] b=9
D A c=12 B

Figure 5.1: Interface do aplicativo Teorema de Pitagoras.

O aplicativo “TEOREMA DE PITAGORAS” (disponfvel em https: //www.geogebra.
org/m/qC6BHG5V) exibe um tridngulo retangulo ABC (sendo A o dngulo reto) com as medidas
de cada um dos seus lados (Figura 5.1).

Para formar novos tridngulos retdngulos, os vértices A e B podem ser movidos
livremente e o vértice C pode ser movido na reta que passa pelo ponto A e é perpendicular ao
segmento AB. Ao alterarmos os vértices do tridngulo retangulo, as medidas dos seus lados sdo
automaticamente atualizadas.

Clicando na primeira caixa de selegdo, que fica no lado esquerdo do aplicativo, sugere-
se que o aluno calcule o quadrado da medida de cada lado do tridngulo retangulo (Figura
5.2).
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TEOREMA DE PITAGORAS
A =o90° c
BC=a=156
AC=b=9
AB=g=12
a=15

a?=7 b=9

e g

32=7

L]
L A c=12 B

Figure 5.2: Interface do aplicativo Teorema de Pitagoras.

Os resultados dos quadrados das medidas dos lados sdo exibidos ao selecionarmos
uma nova caixa de selecdo, que aparece embaixo do sinal de ignaldade (Figura 5.3).

TEOREMA DE PITAGORAS
A =90° ©
Bf =a= 15
AC=hb=9
AB=¢e=12
a=15

V) ats o5 b=9

b2 = 81

2= 144

v

U A c=12 B

Figure 5.3: Interface do aplicativo Teorema de Pitagoras.

Clicando na segunda caixa de selecdo, sugere-se que o aluno calcule a soma dos
quadrados das medidas dos catetos do triangulo retangulo (Figura 5.4).
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TEOREMA DE PITAGORAS
A =908 -
BC=a=156
AC=b=9
AB=¢= 12
a=15

a2 = 225 b=9

b2 = 81

2= 144

Wid= 7

v ] A c=12 B

Figure 5.4: Interface do aplicativo Teorema de Pitagoras.

O resultado da soma dos quadrados das medidas dos catetos do triangulo retangulo
¢ exibido ao selecionarmos uma nova caixa de selecdo, que aparece embaixo do sinal de

igualdade (Figura 5.5).

TEOREMA DE PITAGORAS
A =90° &
BC=a= 15
AC=b=19
AB=c=12
a=15

V] a? = 225 b=9

b= 81

52: 144

v

| b4 = 225
v A c=12 B

Figure 5.5: Interface do aplicativo Teorema de Pitagoras.

A opcao por inicialmente esconder os cdlculos foi feita para que, através das atividades
que serao propostas nos planos de aula, o aluno investigue e tente descobrir por si s6 que,
independente das alteracoes feitas nos vértices do triangulo retangulo, uma propriedade se
mantém: a soma dos quadrados das medidas dos catetos é igual ao quadrado da medida da
hipotenusa.
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A seguir temos nma sugestdo de plano de aula com algumas atividades que podem
ser utilizadas juntamente com esse aplicativo.

5.2 PLANO DE AULA

5.2.1 Orientacoes ao Professor

Esta atividade permite visualizar e constatar um importante teorema sobre triangulos
retangulos: teorema de Pitdgoras. Por meio do aplicativo serd possivel alterar o formato
do tridngulo. A medida que as modificacoes no formato do tridngulo sio efetuadas, serd
possivel observar as alteracgoes das medidas de cada lado. A constatacdo do teorema serd
concretizada no momento em que o aluno perceber que, em todo tridngulo retangulo, o
quadrado da hipotenusa ¢ ignal a soma dos quadrados das medidas dos catetos. Os quadrados
da hipotenusa e catetos poderao ser exibidos por meio de um clique na marcacio logo abaixo
das medidas dos lados do tridngulo, bem como a soma dos quadrados das medidas dos
catetos. A atividade deverd ser registrada por meio do instrumento de avaliacdo sugerido
apos a metodologia. O professor deverd orientar cada aluno para o preenchimento correto do
formuléario.

5.2.2  Objetivos

Tornar a aula mais dindmica por meio de uma interagdo entre o aluno e o aplicativo,
na qual ele pode:

Relembrar conceitos anteriores;

Exercitar visualizagao geométrica plana;

Identificar a forma geométrica fora do ambito escolar;

Estimular a relagao entre geometria e aritmética;

Instigar o aluno a constatar que, em todo tridngulo retangulo, o quadrado da hipotenusa
¢ igual a soma dos quadrados das medidas dos catetos.

5.2.3 Aplicacao

Essa atividade deverd ser utilizada apds a apresentacao de semelhanca de tridngulos
(recomenda-se a utilizacdo a partir do 82 ano do ensino fundamental - 9 anos).

5.2.4 Metodologia

Devido a necessidade da utilizacdo de recursos tecnologicos, alguns fatores devem ser
considerados:
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Quantidade de alunos na turma;

Disponibilidade de um laboratério de informatica;

e Acesso a internet;

Tempo disponivel para a atividade (aproximadamente quarenta minutos).

Em virtude disso, duas metodologias poderao ser utilizadas:

Em sala de aula

Para aplicar essa atividade, a sala de aula deverd equipada com um projetor multimi-
dia ou um computador ligado na televisdo. A manipulacdo do tridngulo por meio do software
poderéa ser feita pelo professor, por um aluno ou por um grupo de alunos. Em todo momento
os alunos deverdo ser instigados a 7investigarem? o que esta acontecendo fazendo com que
constatem que, em todo triangulo retangulo, o quadrado da hipotenusa ¢ igual a soma dos
quadrados das medidas dos catetos.

Vantagem: o professor podera conduzir a aula conforme sua necessidade.
Desvantagem: dispersdo de algum aluno que ndo estiver participando ativamente da manipu-
lacdo do triangulo.

No laboratorio de informatica

Para aplicar essa atividade, o professor deverd observar se a quantidade de computa-
dores é suficiente para cada aluno. Caso ndo seja separd-los em grupos. A manipulacdo do
tridngulo por meio do software deverd ser apresentada pelo professor. Apds esse momento,
os alunos deverdo ser instigados a 7investigarem? o que esta acontecendo fazendo com que
constatem que, em todo triangulo retangulo, o quadrado da hipotenusa ¢ igual a soma dos
quadrados das medidas dos catetos.

Vantagem: o professor poderd acompanhar como os alunos estao 7investigando? de uma forma
mais personalizada.
Desvantagem: a supervisao do professor é constante.

5.2.5 Situacoes que podem surgir na aplicacao da atividade proposta

Na atividade proposta, teorema de Pitadgoras, os quadrados da hipotenusa e catetos
estdo ocultos e poderdo ser exibidos por meio de um clique na marcacao logo abaixo das
medidas dos lados do tridngulo. A recomendacao é que permanecam ocultos até o momento
em que os) aluno(s) perceba(m) que o quadrado da hipotenusa é igual & soma dos quadrados
das medidas dos catetos. Caso isso ndo aconteca, a estratégia adotada devera ser a de exibir
os quadrados da hipotenusa e catetos. Nesse momento, a recomendagido é que a soma dos
quadrados das medidas dos catetos permaneca oculta para que o processo de investigacao
continue, instigando a percep¢ao do(s) aluno(s) e fazendo com que perceba(m) que o quadrado
da hipotenusa ¢ igual a a soma dos quadrados das medidas dos catetos. Caso isso nao
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aconteca, a estratégia adotada deverd ser a de exibir os quadrados da hipotenusa e catetos,
motivando o(s) aluno(s) na percepgao e construc¢do do teorema. Ao perceber que, alterando o
formato do triangulo, o quadrado da hipotenusa ¢ ignal a soma dos quadrados das medidas
dos catetos, é possivel que o(s) aluno(s) procure(m) uma forma de que isso ndo aconteca.
Uma possivel situacdo que poderd ocorrer é a tentativa de modificar o tridngulo de tal forma
que os trés vértices coincidam ou fiquem alinhados. O momento é propicio para retomar as
caracteristicas de um triangulo sendo que, a situagao descrita faz com que o triangulo deixe
de existir. Outra situagdo que poderd ser observada pelo(s) aluno(s) é que, por questdo de
regras de arredondamento do software a soma poderd “nao ser exata”. Nesse momento, é
recomendéavel ao professor introduzir ou retomar regras de arredondamento e fazer com que o
aluno perceba outros momentos em que isso aconteca.

5.2.6 Avaliacao

A avaliacdo se dard de forma continua por meio da participagdo dos alunos durante a
aula. Apds a aplicacdo da atividade e o preenchimento do formulario indica-se uma discussao
com os alunos e entre eles. £ um momento oportuno para troca de experiéncias, expectativas
antes da atividade, conclusdes apés a atividade e informagoes suplementares. Para que
seja possivel avaliar as competéncias e habilidades adquiridas por meio dessa atividade ¢é
recomendavel o registro da experiéncia de cada aluno no formuléario abaixo.
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Atividade: Teorema de Pitagoras

Aluno(a): Ne Turma:

Na atividade de hoje (disponivel em https://www.geogebra.org/m/qC6BHg5V) vocé
investigara a relagao entre os lados do triangulo retangulo, conforme a Figura 5.6:

TEOREMA DE PITAGORAS
A =o0° £
BC=a= 1b
AC=b=09
AB=c=12
a=15
[] b=9
L A c=12 B

Figure 5.6: Interface do aplicativo Teorema de Pitagoras.

Na Tabela 5.1, registre as medidas de cada lado indicado a medida que as manipulacoes
forem acontecendo.

SITUACAO 1

SITUACAO 2

SITUACAO 3

SITUACAO 4

SITUACAO 5

Table 5.1: Medidas dos lados do triangulo.

Esta atividade estd licenciada com uma Licenga Creative Commons G)

Atribuicao 4.0 Internacional.
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https://www.geogebra.org/rn/qC6BHq5V

\

Com a atividade de hoje e o registro na Tabela 5.1 é possivel responder os dois ques-
tionamentos abaixo:

1. Compare cada situacgao registrada. Vocé percebe alguma relagdo entre as medidas
dos trés lados do triangulo retangulo?

cab277 @29 w29
) )

2. Escreva C a®” e “b? + 27, respectivamente, nas colunas em branco da
Tabela 5.1 e preencha as demais lacunas. O que vocé pode concluir sobre os
quadrados das medidas dos lados de um triangulo retangulo?

Esta atividade estd licenciada com uma Licenga Creative Commons G}

Atribuicao 4.0 Internacional.
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5.3 ABORDAGEM TRADICIONAL

A seguir serd apresentada uma abordagem tradicional o assunto. A Figura 5.7 traz
uma proposta por demonstracao algébrica. Tal demonstracao é possivel, pois a proposta é
para alunos do 9% ano que, nessa fase académica ja devem ter adquirido conhecimentos sobre
semelhanca de tridngulos e célculo simples da area de figuras planas.

Uma demonstracdo do teorema de Pitagoras
A
Existem inumeras maneiras de demonstrar esse teorema.
Vamnos ver uma demonstracdo baseada no calculo de areas de figuras geometricas planas.
Consideremos o triangulo retangulo da seguinte figura:

€
a = medida da hipotenusa.

b b = medida de um cateto.
¢ = medida do outro cateto.

A . B

Observe, agora, os quadrados MNPQ e DEFG, que tém mesma area, ja que o lado de cada quadrado
mede (b + ¢).

o

o

U’EJ.
=

o

B

Com base nesses dois quadrados, temos:

» area do quadrado MNPQ = &rea do quadrado RSVT + (area do triangulo RNS) - 4
» area do quadrado DEFG = &rea do quadrado IEL + area do quadrado GHJK + (area do retangulo

DUH) - 2
» area do quadrado RSVT = a?
b
» area do triangulo RNS = 5 :

» area do quadrado IEL = ¢
» &rea do quadrado GHJK = b?
» 4rea do retangulo DJH = b - ¢

Como as areas dos quadrados MNPQ e DEFG sao iguais, podemos escrever:

2
a2 +(%C_) A=c+b*+ (b - 2
a2 + 2bc =2 + b2 + 2bc
Cancelando 2bc, temos:

a2=pbh+

Figure 5.7: Teorema de Pitagoras. Fonte: Colegao “A conquista da matematica” 9, Editora
FTD, Sao Paulo, 2012, p. 240. [9]
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5.4

CONSTRUCAO DO APLICATIVO NO GEOGEBRA

A sequéncia a seguir pode ser utilizada para a construcao do aplicativo Teorema de

Pitagoras:
1. Com a ferramenta Texto ( e ), criar o “textol”: Teorema de Pitdgoras;
A

2. Usando a ferramenta Ponto ( ), marque os pontos A e B;

3. Usando a ferramenta Reta ( E ), criar a reta f_1 que passa pelos pontos A e B;

4. Com a ferramenta Reta Perpendicular ( ), crie a reta “g_ 17, passando por A e
perpendicular a reta “f 17;

.

5. Usando a ferramenta Ponto ( L2 ), crie o ponto C sobre a reta g_ 1;

6. Trace, utilizando a ferramenta Poligono ( ), o tridngulo de vértices A, B e C. Com
isso, automaticamente, serao criados os segmentos a, b e ¢ que sao os lados do tridngulo
retangulo;

7. Nas “Propriedades” e cada uma das retas f 1 e g 1, desmarcar a caixa de selegao
“Exibir Objeto”

8. Com a ferramenta Angulo ( ), selecionar os pontos B, A e ', nessa ordem, para
formar o angulo interno « (&ngulo reto);

9. Nas “Propriedades” do angulo «, desmarcar a caixa de selecao “Exibir Rotulo”, marcar
a caixa de selecao “Realcar Angulos Retos” e mudar a opcao de “Angulo entre 0° e 360°”
para “Angulo entre 0° e 180°”, de modo a garantir que sempre sera exibido o valor do
angulo interno;

10. Nas “Propriedades” de cada um dos segmentos a, b e ¢, na caixa “Exibir Rétulo”, mudar
para exibir “Nome & Valor”;
11. No campo “Entrada”, para definir o resultado dos quadrados das medidas dos lados do
triangulo e da soma dos quadrados das medidas dos catetos, digitar:
(a) a2=a"2;
(b) b2=b"2;
(¢) c2=c"2;
(d) s2=b"2+c"2;
12. Com a ferramenta Texto ( ), selecionando a opgao “Férmula LaTeX”, criar:
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(a) o “texto2” digitando: \hat{A}= a. A varidvel a deve ser inserida no texto usando
a aba “Objetos”;

(b) o “texto3” digitando: BC' = a = a. A segunda variavel a deve ser inserida no texto
usando a aba “Objetos”;

(¢) o “textod” digitando: AC' =b =10b. A segunda varidvel b deve ser inserida no texto
usando a aba “Objetos”;

(d) o “textob” AB = ¢ = c. A segunda variavel ¢ deve ser inserida no texto usando a
aba “Objetos”;

o “texto6” digitando: a~2=;

AT Ty
= o

o “texto7” apenas inserindo, através da aba “Objetos”, a varidvel a2;
o “texto8” digitando: 7;
o “texto9” digitando: b~2=;

AT
= = .

o “textol0” apenas inserindo, através da aba “Objetos”, a varidvel b2;
o “textoll” digitando: 7;
o “textol2” digitando: ¢~2=;

TN
—

o “textol3” apenas inserindo, através da aba “Objetos”, a variavel ¢2;
o “textol4” digitando: 7;
o “textol5” digitando: b~ 2+c™2=;

B

e N N S e e S S S N N S

=

—_—

o “textol6” apenas inserindo, através da aba “Objetos”, a variavel s2;

o “textol7” digitando: 7;

e

)

13. Organize os textos de modo que:

(a) os textos 6, 7 e 8 fiquem alinhados e o texto 8 sobreponha o texto 7,

(b) os textos 9, 10 e 11 fiquem alinhados e o texto 11 sobreponha o texto 10;

(¢) os textos 12, 13 e 14 fiquem alinhados e o texto 14 sobreponha o texto 13;
)

(d) os textos 15, 16 e 17 fiquem alinhados e o texto 17 sobreponha o texto 16;

[
14. Usando a ferramenta Caixa para Exibir/Esconder Objetos ( ), criar:
(a) a variavel booleana com legenda “d” e selecionar os objetos “texto6”, “texto9” e
“textol2”. Posicionar a caixa de seleciao antes do “texto6”;

(b) a varidvel booleana com legenda “e” e selecionar o objeto “textol5”. Posicionar a
caixa de selecao antes do “textolb”;

(¢) a varidvel booleana com legenda “f” e selecionar os objetos “texto7”, “texto10”
e “textol3”. Posicionar a caixa de selecdo embaixo do simbolo de igualdade do
“textol2”;

(d) a varidvel booleana com legenda “g”, e selecionar o objeto “textol6”. Posicionar a
caixa de selecao embaixo do simbolo de ignaldade do “textol5”;
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15

16.

17.

18.

19.

20.

21.

4

. Nas “Propriedades” do Valor Booleano com legenda d, desmarcar a caixa de selecdo
“Exibir Rotulo” e verificar se o “Nome” estd igual & “Legenda” (caso ndo estejam iguais,
vocé deverd mudar o “Nome” para ficar igual & “Legenda”). Na aba “Programacdo” em
“Ao Atualizar” acrescentar a condigao: f = false;

Nas “Propriedades” do Valor Booleano com legenda e, desmarcar a caixa de selegao
“Exibir Rotulo” e verificar se o “Nome” estd igual & “Legenda” (caso ndo estejam iguais,
vocé deverd mudar o “Nome” para ficar igual & “Legenda”). Na aba “Programacdo” em
“Ao Atualizar” acrescentar a condicao: g = false;

Nas “Propriedades” do Valor Booleano com legenda f, desmarcar a caixa de selegao
“Exibir Rotulo” e verificar se o “Nome” estd igual a “Legenda” (caso nao estejam iguais

g g J g )
vocé deverd mudar o “Nome” para ficar igual a “Legenda”). Na aba “Avancado” em
“Condigao para Exibir Objeto(s)” acrescentar a condigdo: d = true;

Nas “Propriedades” do Valor Booleano com legenda ¢, desmarcar a caixa de selecao
“Exibir Rotulo” e verificar se o “Nome” estd igual & “Legenda” (caso ndo estejam iguais,
vocé deverd mudar o “Nome” para ficar igual a “Legenda”). Na aba “Avancado” em
“Condigao para Exibir Objeto(s)” acrescentar a condi¢do: e = true;

Nas “Propriedades” de cada um dos “texto8”, “textoll” e “textol4” na aba “Avancado”

em “Condi¢ao para Exibir Objeto(s)” acrescentar a condicao: d Z true A f 2 false;

Nas “Propriedades” do “textol7”, na aba “Avancado” em “Condicado para Exibir Ob-
jeto(s)” acrescentar a condicao: e X true A g - false;

Para que os valores obtidos sejam mais precisos, no menu “Opgoes”, mudar o item
“Arredondamento” de “0 Casa Decimais” para “2 Casas Decimais”;

No menu “Arquivo”, selecionar o item “Exportar” e em segnida selecionar “Planilha
Dindmica como Pagina WEB (html)”. Escolher um titulo, clicar no botdo “Upload” e
seguir as instrucoes do site “GeoGebra”.
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6 RELACOES METRICAS NO TRIANGULO RETAN-
GULO

6.1 DESCRICAO DO APLICATIVO

RELACOES METRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

. 28 38 43 53 6

AC=b=
AB=c=
BC=a=10
AH=h=1438

Figure 6.1: Interface do aplicativo Relagoes Métricas no Triangulo Retangulo.

O aplicativo “RELACOES METRICAS NO TRIANGULO RETANGULO” (disponivel
em https://www.geogebra.org/m/C7WxVh8j) exibe um tridngulo retdngulo ABC (sendo A
o angulo reto), as medidas dos seus lados e da altura h relativa & hipotenusa a. Abaixo do
titulo, os botoes “147, 247 “397 «4a7 “hA? o “6L7 ge referem as seis relacoes métricas que
serdo abordadas no aplicativo, sendo que o botao “12” estd selecionado inicialmente (Figura
6.1).

Os vértices A, B e C podem ser movidos, formando novos tridngulos retangulos.
Ao alterarmos esses pontos, as medidas dos lados e da altura relativa a hipotenusa sdo
automaticamente atualizadas.
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https://www.geogebra.org/rn/C7WxVh8j

RELACOES METRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

. 2 e 42| e 6

AC=b=68
AB=c=8
BC =@=:-10
AH=h=438

Mb-c=? =

Figure 6.2: Interface do aplicativo Relagoes Métricas no Triangulo Retangulo.

Clicando na primeira caixa de selecdo, que fica no lado esquerdo do aplicativo,
sugere-se que o aluno calcule o produto dos catetos b e ¢ (Figura 6.2).

Os calculos e o produto dos catetos b e ¢ sdo exibidos ao selecionarmos uma nova
caixa de selegdo, que aparece embaixo do sinal de igualdade (Figura 6.3).

RELACOES METRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

. 28 30 48 Ba [

AC=b=6

AB=c=28

BE=a=10

AH=h=48

[]b-c=6+8—48 K=
V)

Figure 6.3: Interface do aplicativo Relagoes Métricas no Triangulo Retangulo.
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Clicando na segunda caixa de selecao, sugere-se que o aluno calcule o produto da
hipotenusa a pela altura h (Figura 6.4).

RELACOES METRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

. 28 38 43 53 6

A <=

AB=c=8

BC=a=10

AH=h=48

[(Z]b-c=6x8=48 L
V)

Bah=7

Figure 6.4: Interface do aplicativo Relagoes Métricas no Triangulo Retangulo.

Os célculos e o produto da hipotenusa a pela altura h sdo exibidos ao selecionarmos
uma nova caixa de selecdo, que aparece embaixo do sinal de ignaldade (Figura 6.5).

RELACOES METRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

. o8 3 42 54 B2

AC=b=6

AB=c=8

BC=a=10

AH =h =48

[F)b.c= 6+8=48 e
V]

W]a-h=10+48=48

V]

Figure 6.5: Interface do aplicativo Relagoes Métricas no Triangulo Retangulo.

Clicando no botao “22” serao exibidas as medidas da hipotenusa a, do cateto c e da
stia projecdo m sobre a hipotenusa (Figura 6.6).
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RELACOES METRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

] @ (= (2 (& [e

AR = —8
BE=a=—1
BH=m=16.4

Figure 6.6: Interface do aplicativo Relagoes Métricas no Triangulo Retangulo.

As etapas descritas anteriormente também estardao disponiveis neste caso, sendo que,
clicando na primeira caixa de sele¢do, sugere-se que o aluno calcule o quadrado da medida do
cateto ¢ e clicando na segunda caixa de selecdo, serd sugerido que se calcule o produto da
medida da hipotenusa a pela medida m, projeg¢ao do cateto ¢ (Figura 6.7).

RELACOES METRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

v B = (& (& e

AB=c=8
BC =5:—=10
BH=m=6.4

V] 2=8x8=64
V)

[V])a-m=10%6.4 =64
v/

Figure 6.7: Interface do aplicativo Relagoes Métricas no Triangulo Retangulo.

Clicando no botao “32” serao exibidas as medidas da hipotenusa a, do cateto b e da
stia projecao n sobre a hipotenusa (Figura 6.8).
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RELACOES METRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

12 20 . 4° 57 6°

AC=b=8
BC=a=10
CH=n=386

Figure 6.8: Interface do aplicativo Relagoes Métricas no Triangulo Retangulo.

As etapas descritas anteriormente também estardo disponiveis neste caso, sendo que,
clicando na primeira caixa de selegdo, sugere-se que o aluno calcule o quadrado da medida do
cateto b e clicando na segunda caixa de selecdo, serd sugerido que se calcule o produto da
medida da hipotenusa a pela medida n, projecao do cateto b (Figura 6.9).

RELACOES METRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

qa 28 . 42 Ba [

AC=k=
BC == 10
CH=n=38

V] a-n=10%36=36
v/

Figure 6.9: Interface do aplicativo Relagoes Métricas no Triangulo Retangulo.

Clicando no botao “4%” serao exibidas as medidas da altura h e das projecoes m e n
dos catetos sobre a hipotenusa (Figura 6.10).
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RELACOES METRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

v (2 = B = e

AH=h=48
BH=m=64
CH=nr=38

m=64

Figure 6.10: Interface do aplicativo Relagoes Métricas no Triangulo Retangulo.

As etapas descritas anteriormente também estarao disponiveis neste caso, sendo que,
clicando na primeira caixa de selegdo, sugere-se que o aluno calcule o quadrado da medida da

altura h e clicando na segunda caixa de selecdo, serd sugerido que se calcule o produto das
medidas m e n, projegoes dos catetos sobre a hipotenusa (Figura 6.11).

RELACOES METRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

1 2" 3° . 5° 6°

AH=h=1438
BH=m=16.4
CH=h1=38

[7] - - i
P( h*= 48=4.8= 23.04
v/

< m=64
[W]m:-n= 64436=2304
]

Figure 6.11: Interface do aplicativo Relagoes Métricas no Triangulo Retangulo.

Clicando no botao “5%” serdo exibidas as medidas da altura A, dos catetos b e c e da
projecao n do cateto b sobre a hipotenusa (Figura 6.12).
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RELACOES METRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

12 2a 32 42 . 62

AC=b=686
AH=h =438
AB=c=8
CHi=r=356

Figure 6.12: Interface do aplicativo Relagoes Métricas no Triangulo Retangulo.

As etapas descritas anteriormente também estardao disponiveis neste caso, sendo que,
clicando na primeira caixa de selegdo, sugere-se que o aluno calcule o produto das medidas do
cateto b pela altura h e clicando na segunda caixa de sele¢do, sera sugerido que se calcule

o produto da medida do cateto ¢ pela medida n, projecdo do cateto b sobre a hipotenusa
(Figura 6.13).

RELACOES METRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

13 28 3 42 . 67

AE=h=5
AH =h=48
AB=c=28
CH=n=386

V] b-h=6%48=288
v

[)c-n=8+3.6=288
v

Figure 6.13: Interface do aplicativo Relagoes Métricas no Triangulo Retangulo.

Clicando no botao “6%” serdo exibidas as medidas da altura h, dos catetos b e c e da
projecao m do cateto ¢ sobre a hipotenusa (Figura 6.14).
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RELACOES METRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

12 2a 38 42 52 -

AB=c=8
AH=h=438
AC=b=6
BH=m=6.4

Figure 6.14: Interface do aplicativo Relagoes Métricas no Triangulo Retangulo.

As etapas descritas anteriormente também estarao disponiveis neste caso, sendo que,
clicando na primeira caixa de selegdo, sugere-se que o aluno calcule o produto das medidas do
cateto ¢ pela altura h e clicando na segunda caixa de sele¢do, sera sugerido que se calcule

o produto da medida do cateto b pela medida m, projecao do cateto ¢ sobre a hipotenusa
(Figura 6.15).

RELACOES METRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

qa o1 38 42 5a .

AB=c=38
AH=h=438
AC=b==6
BH=m=64

V) c-h=8+48=384
v

(Vb-m=6+6.4=2384

Figure 6.15: Interface do aplicativo Relagoes Métricas no Triangulo Retangulo.

Espera-se que, através das atividades que serdo propostas nos planos de aula, o aluno
investigue e tente descobrir por si 86 que, independente das alteragoes feitas nos vértices do
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triangulo retangulo, as seis relagoes serao mantidas.
A seguir temos nma sugestdo de plano de aula com algumas atividades que podem
ser utilizadas juntamente com esse aplicativo.

6.2 PLANO DE AULA

6.2.1 Orientacoes ao Professor

Esta atividade permite visualizar e constatar relacoes métricas no triangulo retangulo.
Por meio do aplicativo serd possivel escolher uma entre seis relagdes e alterar a forma do
triangulo. A medida que as modificacoes no formato do tridngulo sio efetuadas, serd possivel
observar as alteracoes das medidas de cada um dos segmentos formados no triangulo, tanto
na figura quanto no canto superior esquerdo do aplicativo. A constatacdo da relacdo serd
concretizada no momento em que o aluno perceber a relagdo entre segmentos do tridngulo. Na
proposta original cada razdo esta oculta e poderd ser exibida por meio de clique na marcagao
abaixo da medida dos segmentos destacados. Ao clicar, aparecerd a relagdo e, se desejar,
também o resultado. A atividade deverd ser registrada por meio do instrumento de avalia¢do
sugerido apds a metodologia. O professor deverd orientar cada aluno para o preenchimento
correto do formulario. Como pode ser escolhida qualquer uma das seis relagoes, a atividade
apresenta as seis opgoes que possam surgir.

6.2.2 Objetivos

Tornar a aula mais dindmica por meio de uma interagdo entre o aluno e o aplicativo,
na qual ele pode:

e Relembrar conceitos anteriores;

Exercitar visualizagao geométrica plana;

Identificar a forma geométrica fora do ambito escolar;

Estimular a relagao entre geometria, aritmética e algebra;

Instigar o aluno a constatar as relagoes métricas no triangulo retangulo.

6.2.3 Aplicacao

Essa atividade devera ser utilizada apds a assimilagdo do contetido: triangulos
semelhantes (recomenda-se a utilizagdo a partir do 92 ano do ensino fundamental - 9 anos).

6.2.4 Metodologia

Devido a necessidade da utilizacdo de recursos tecnologicos, alguns fatores devem ser
considerados:
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Quantidade de alunos na turma;

Disponibilidade de um laboratério de informatica;

e Acesso a internet;

Tempo disponivel para a atividade (aproximadamente quarenta minutos).

Em virtude disso, duas metodologias poderao ser utilizadas:

Em sala de aula

Para aplicar essa atividade, a sala de aula deverd equipada com um projetor ou um
computador ligado na televisdo. A manipulagao do tridngulo por meio do aplicativo poderd
ser feita pelo professor, por um aluno ou por um grupo de alunos. Em todo momento os alunos
deverao ser instigados a “investigarem” o que estd acontecendo fazendo com que observem a
variacdo das medidas dos lados do tridngulo, da altura relativa ao vértice A e das projecoes
ortogonais dos catetos sobre a hipotenusa.

Vantagem: o professor podera conduzir a aula conforme sua necessidade.
Desvantagem: dispersdo de algum aluno que ndo estiver participando ativamente da manipu-
lacdo do triangulo.

No laboratorio de informatica

Para aplicar essa atividade, o professor deverd observar se a quantidade de computa-
dores é suficiente para cada aluno. Caso ndo seja separd-los em grupos. A manipulacdo do
tridngulo por meio do aplicativo deverd ser apresentada pelo professor. Apds esse momento,
os alunos deverdo ser instigados a “investigarem” o que estd acontecendo fazendo com que
observem a variacido das medidas dos lados do tridngulo, da altura relativa ao vértice A e das
projecoes ortogonais dos catetos sobre a hipotenusa.

Vantagem: o professor poderd acompanhar como os alunos estdo “investigando” de uma forma
mais personalizada.
Desvantagem: a supervisao do professor é constante.

6.2.5 Situacoes que podem surgir na aplicacao da atividade proposta

Na atividade proposta, relagoes métricas no triangulo retangulo, as relagoes entre
os segmentos formados no tridngulo estdo ocultas e poderao ser exibidas por meio de um
clique na marcacgdo abaixo das medidas dos segmentos. Ao clicar, aparecerd a relacdo e,
se desejar, também o resultado. A recomendacdo é que permaneca oculta até o momento
em que o(s) aluno(s) perceba(m) que a as relagoes existentes. Caso isso néo aconteca, a
estratégia adotada devera ser a de exibir as relagoes entre os segmentos indicados no triangulo,
instigando o(s) aluno(s) na percep¢do da ignaldade entre produtos. As relacoes poderdo
ser exibidas ao mesmo tempo ou individualmente. Ao perceber que, alterando o formato
do tridngulo, as relagbes entre os segmentos no triangulo sdo constantes, é possivel que o(s)
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aluno(s) procure(m) uma forma de que isso ndo aconteca. Uma possivel situagdo que poderd
ocorrer ¢ a tentativa de modificar o tridngulo de tal forma que os trés vértices coincidam. O
momento é propicio para retomar as caracteristicas de um tridngulo sendo que, a situacao
descrita faz com que o triangulo deixe de existir.

6.2.6 Avaliacao

A avaliacdo se dard de forma continua por meio da participagdo dos alunos durante a
aula. Apds a aplicacdo da atividade e o preenchimento do formulario indica-se uma discussao
com os alunos e entre eles. £ um momento oportuno para troca de experiéncias, expectativas
antes da atividade, conclusdes apds a atividade e informagoes suplementares. Para que
seja possivel avaliar as competéncias e habilidades adquiridas por meio dessa atividade é
recomendavel o registro da experiéncia de cada aluno no formuléario abaixo.
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Atividade: Relagbes Métricas no Tridngulo Retangulo
Aluno(a): Ne Turma:

Na atividade de hoje (disponivel em https://www.geogebra.org/m/C7WxVh8j) vocé
investigara as relagoes métricas no tridangulo retangulo, conforme a Figura 6.16:
12 relacao:

RELACOES METRICAS NO TRIANGULO RETANGULO
B2 = (& (& (&

AC=b=56
AB=c=28
BC=m=10
AH=h=438

Figure 6.16: Interface do aplicativo Relagoes Métricas no Triangulo Retangulo.

Na Tabela 6.1, registre as medidas de cada segmento indicado & medida que as manipu-
lacoes forem acontecendo.

SEGMENTOS a b c h

SITUACAO 1

SITUACAO 2

SITUACAO 3

SITUACAO 4

SITUACAO 5

Table 6.1: Medidas do triangulo.

Esta atividade estd licenciada com uma Licenga Creative Commons G)

Atribuicao 4.0 Internacional.

\
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https://www.geogebra.org/rn/C7WxVh8j

\

Com a atividade de hoje e o registro na Tabela 6.1 é possivel responder os dois ques-
tionamentos abaixo:

1. Compare as situacoes registradas. Vocé percebe alguma relagéo entre as cinco
sitnagoes?

2. Escreva “a-h” e “b- ¢”, respectivamente, nas tiltimas colunas da Tabela 6.1 e
preencha as demais lacunas. O que vocé pode concluir sobre essas medidas?

Na atividade de hoje vocé investigard as relagoes métricas no triangulo retangulo,
conforme a Figura 6.17:
22 relagao:

RELACOES METRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

Esta atividade estd licenciada com uma Licenga Creative Commons G)

Atribuicao 4.0 Internacional.
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Na Tabela 6.2, registre as medidas de cada segmento indicado & medida que as manipu-
lacoes forem acontecendo.

SEGMENTOS a m c

SITUACAO 1

SITUACAO 2

SITUACAO 3

SITUACAO 4

SITUACAO 5

Table 6.2: Medidas do triangulo.

Com a atividade de hoje e o registro na Tabela 6.2 é possivel responder os dois ques-
tionamentos abaixo:

1. Compare as situacoes registradas. Vocé percebe alguma relagdo entre as cinco
sitnagoes?

2. Escreva “c®” e “a - m”, respectivamente, nas dltimas colunas da Tabela 6.2 e
preencha as demais lacunas. O que vocé pode concluir sobre essas medidas?

Esta atividade estd licenciada com uma Licenga Creative Commons G}

Atribuicao 4.0 Internacional.
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Na atividade de hoje vocé investigard as relagoes métricas no triangulo retangulo,
conforme a Figura 6.18:

3¢ relagao:

RELACOES METRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

18 28 . 48 5ﬂ 5!
AC=b=28
B =a =10
EH=n=36

Figure 6.18: Interface do aplicativo Relagoes Métricas no Triangulo Retangulo.

Na Tabela 6.3, registre as medidas de cada segmento indicado a medida que as manipu-
lacoes forem acontecendo.

SEGMENTOS a b n

SITUACAO 1

SITUACAO 2

SITUACAO 3

SITUACAO 4

SITUACAO 5

Table 6.3: Medidas do triangulo.

Esta atividade estd licenciada com uma Licenga Creative Commons G)

Atribuicao 4.0 Internacional.

\
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Com a atividade de hoje e o registro na Tabela 6.3 é possivel responder os dois ques-
tionamentos abaixo:

1. Compare as situacoes registradas. Vocé percebe alguma relagdo entre as cinco
sitnagoes?

2. Escreva “b*” e “a - n”, respectivamente, nas dltimas colunas da Tabela 6.3 e

preencha as demais lacunas. O que vocé pode concluir sobre essas medidas?

Na atividade de hoje vocé investigard as relagoes métricas no triangulo retangulo,
conforme a Figura 6.19:
42 relacao:

RELACOES METRICAS NO TRIANGULO RETANGULO
THCORR BB

AH=h=438
BH=m=56.4
CH=n=36

Esta atividade estd licenciada com uma Licenga Creative Commons G)

Atribuicao 4.0 Internacional.
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Na Tabela 6.4, registre as medidas de cada segmento indicado & medida que as manipu-
lacoes forem acontecendo.

SEGMENTOS h m n

SITUACAO 1

SITUACAO 2

SITUACAO 3

SITUACAO 4

SITUACAO 5

Table 6.4: Medidas do triangulo.

Com a atividade de hoje e o registro na Tabela 6.4 é possivel responder os dois ques-
tionamentos abaixo:

1. Compare as situacoes registradas. Vocé percebe alguma relagdo entre as cinco
sitnagoes?

2. Escreva “h?” e “m - n”, respectivamente, nas iltimas colunas da Tabela 6.4 e
preencha as demais lacunas. O que vocé pode concluir sobre essas medidas?

Esta atividade estd licenciada com uma Licenga Creative Commons G}

Atribuicao 4.0 Internacional.
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Na atividade de hoje vocé investigard as relagoes métricas no triangulo retangulo,
conforme a Figura 6.20:
5% relagao:

RELACOES METRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

13 oa 3 42 . [

AC=b=6
AH=h=48
AB=c=8
GH==38

Figure 6.20: Interface do aplicativo Relagoes Métricas no Triangulo Retangulo.

Na Tabela 6.5, registre as medidas de cada segmento indicado & medida que as manipu-
lacoes forem acontecendo.

SEGMENTOS b c h n

SITUACAO 1

SITUACAO 2

SITUACAO 3

SITUACAO 4

SITUACAO 5

Table 6.5: Medidas do triangulo.

Esta atividade estd licenciada com uma Licenga Creative Commons @

Atribuicao 4.0 Internacional.
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Com a atividade de hoje e o registro na Tabela 6.5 é possivel responder os dois ques-

tionamentos abaixo:

1. Compare as situacoes registradas. Vocé percebe alguma relagdo entre as cinco

sitnagoes?

2. Escreva “b- h” e “c-n”, respectivamente, nas ultimas colunas da Tabela 6.5 e
preencha as demais lacunas. O que vocé pode concluir sobre essas medidas?

Na atividade de hoje vocé investigard as relagoes métricas no triangulo retangulo,

conforme a Figura 6.21:
6% relagao:

RELACOES METRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

Figure 6.21: Interface do aplicativo Relagoes Métricas no Triangulo Retangulo.

Esta atividade estd licenciada com uma Licenga Creative Commons
Atribuicao 4.0 Internacional.
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Na Tabela 6.6, registre as medidas de cada segmento indicado & medida que as manipu-
lacoes forem acontecendo.

SEGMENTOS b c h m

SITUACAO 1

SITUACAO 2

SITUACAO 3

SITUACAO 4

SITUACAO 5

Table 6.6: Medidas do triangulo.

Com a atividade de hoje e o registro na Tabela 6.6 ¢ possivel responder os dois ques-
tionamentos abaixo:

1. Compare as situacoes registradas. Vocé percebe alguma relagéo entre as cinco
sitnagoes?

2. Escreva “a-h” e “b-m”, respectivamente, nas 1iltimas colunas da Tabela 6.6 e
preencha as demais lacunas. O que vocé pode concluir sobre essas medidas?

Esta atividade estd licenciada com uma Licenga Creative Commons G}

Atribuicao 4.0 Internacional.
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6.3 ABORDAGEM TRADICIONAL

A seguir serd apresentada uma abordagem tradicional do assunto. As Figuras 6.22,
6.23, 6.24 e 6.25 trazem demonstragoes algébricas. Tais demonstragoes sao possiveis, pois
a proposta é para alunos do 9% ano que, nessa fase académica ja devem ter adquirido
conhecimentos sobre semelhanca de tridngulos.

*3 2.O0utras relacdes métricas
no triangulo retangulo
O teorema de Pitdgoras é a primeira das relagdes métricas no triangulo
retingulo que estudamos. Além dessa relagdo, existem outras.

Essas relacdes serdo demonstradas com base na semelhanga de tridngu-
los. Para isso, considere o triangulo retingulo ABC, em que temos:

« BC: hipotenusa de medida a A
« AB: cateto de medida ¢ : A‘:Z?\ "
+ AC: cateto de medida b </ . ™S5
o AH: altura relativa a hipotenusa; | & \‘\\
sua medida é h. B B ;;_*,,,,fx_lc
« BH: projegdo ortogonal do ca- =
teto AB sobre a hipotenusa; sua
medida é m.
« HC: projegdo ortogonal do cateto AC sobre a hipotenusa; sua
medida é n.

O triangulo ABC pode ser decomposto em dois tridngulos retangulos:
AHBA e AHAC. Observando-os, notamos que:

« Be HACsio 4angulos complementares do angulo G, logo: B=HAC

. CeHABso angulos complementares do angulo B, logo: C=HAB

Vamos analisar esses tridngulos dois a dois:

« NABCe AHBA

A A
A 1
A
e N y: BQC = Af;iB (retos)
\.\\ / ABC = HBA (comum)
"\,\ Entdo: AABC ~ AHBA (caso AA)
G s
« ANABCe AHAC
A A BAC= ARLC (retos)
i b ACB = HCA (comum)
o .. Entao: AABC~ AHAC (caso AA)

W Blis i R i,

« AHBA e AHAC

A A
/; SN BHA = ARC (retos)
3 ABH = HAC
4 | "~ Entao: AHBA ~ AHAC (caso AA)
R
Sy R P

Como AABC ~ AHBA, AABC ~ AHAC e AHBA ~ AHAC, temos:
NAABC ~ AHBA ~ AHAC

Figure 6.22: Relag¢bes métricas no triangulo retangulo - Primeira relagdo. Fonte: “Projeto
Araribd: matematica 9”7, Editora Moderna, Sao Paulo, 2010, p.131. [§]
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> Segundarelacdo métrica

Para demonstrar a segunda relagdo métrica, consideraremos os
triangulos ABC e HBA, que sao semelhantes pelo caso de semelhanca
AA (Angulo-Angulo), conforme verificamos.

A A
B S
¢ b c
: - 'h
i : g 4 j?rH

Podemos escrever a seguinte proporgio entre os lados homologos:

AB _ BC _ AC
HB BA HA
£ 8.0
m ¢ _h
(D
Da igualdade (I), temos:
a_b
c h
bc=a-h

Assim, esta é a segunda relagdo métrica:

Num tridngulo retangulo qualquer, o produto das medidas dos
catetos € igual ao produto da medida da hipotenusa pela medida
da altura relativa a hipotenusa.

Exemplos

o Paraencontrar a medida / no tridngulo abaixo, aplicamos a segunda
relacdo métrica.

& <’; bc=a-h
i \ h==—7=
4//‘ < = : \ 3 44’1 3
e J ) S
e | B="5
il ol g h=24

! 5

« Aplicando o teorema de Pitdgoras e a segunda relacao métrica,
podemos encontrar as medidas b e h. Veja:

b>+c*=a’ bec=a-h
16 . b*+ 6" =10 _b-c
b* =100 — 36 "
AN b2 =64 = 81'06
b= B h=48

Figure 6.23: Relagoes métricas no triangulo retangulo - Segunda relagdo. Fonte: “Projeto
Araribéd: matematica 9”7, Editora Moderna, Séao Paulo, 2010, p.132. [§]
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> Terceira relacdo métrica

Analisando ainda a proporgio entre os lados homologos dos tridngulos
semelhantes ABC e HBA, vamos demonstrar a terceira relagio métrica:

A A
; . Al
c : \E </
g h
pEEe e L e BEL},J_‘H
AB _ BC _ AC
HB BA HA
c_a_b
m_c h
(ID)
Da igualdade (II), temos:
c_a
moC
c=a'm

Agora considere os tridngulos ABC e HAC. Como vimos anterior-
mente, esses tridngulos também sdo semelhantes.
A A
o D~

o b

™ | b

-
£ .

a n

Podemos escrever a seguinte proporgio entre os lados homologos:

AB _ BC _ AC
HA AC HC
E-_a_b
o8
(I1D)
Da igualdade (III), temos:
a_b
b n
P=an

Assim, esta é a terceira relagio métrica:

Num triangulo retangulo qualquer, o quadrado da medida de um
cateto é igual ao produto da medida da hipotenusa pela medida da
projecao ortogonal desse cateto sobre a hipotenusa.

Exemplo
« Vamos encontrar as medidas b e ¢ no tridngulo seguinte:
A Calculando &: Calculando c:
& V=a-n c=a-m
b . b =532 c=5-18
=16 &=9
b=16 c=+9
5 32 Gl 18 s b=4 -

Figure 6.24: Rela¢oes métricas no triangulo retangulo - Terceira relacdo. Fonte: “Projeto
Araribd: matematica 9”7, Editora Moderna, Séao Paulo, 2010, p.133. [§]
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Demonstracao do teorema de Pitdgoras usando
a terceira relacao métrica

Com as equagdes obtidas anteriormente, podemos fazer outra de-
monstragio do teorema de Pitagoras. Veja:

2

V=a+n e c=a*m

Adicionando membro a membro as duas igualdades, temos:
V+d=an+am

VP+cd=a(n+m)

Substituindo (n + m) por a na equagio acima, temos:

P+ cJ=a{(n+m)

P+cd=a-a

V+cd=da

> Quartarelacdo métrica
Considere, agora, os tridngulos semelhantes HBA e HAC.

A A
¢ b
h h
4 - S -
a m H H n c

Da igualdade (IV), vem:

W=m-n

Assim, demonstramos a quarta relagio métrica.

Num tridngulo retdngulo qualquer, o quadrado da medida da altura
relativa a hipotenusa ¢é igual ao produto das medidas das projec6es
ortogonais dos catetos sobre a hipotenusa.

Exemplo
« Vamos calcular a medida h da altura do triangulo retangulo abaixo
usando a quarta relacdo métrica.

K=m-n i

W=2575

B = 18,75 £ ﬁ\\\

h = 18,75 ;5 ! T
h=433 g =Tl S

Figure 6.25: Relagoes métricas no tridngulo retangulo - Quarta relagio.

Araribéd: matemadtica 9”7, Editora Moderna, Séao Paulo, 2010, p.134. [8]
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6.4

CONSTRUCAO DO APLICATIVO NO GEOGEBRA

A sequéncia a segnir pode ser utilizada para a construcdo do aplicativo Relagdes

Métricas no Triangulo Retangulo:

il

10.

11.

12.

13.

14.

Com a ferramenta Texto ( ), criar o “textol”: Rela¢oes Métricas no Tridngulo
Retangulo;

A
Usando a ferramenta Ponto ( ), marque os pontos B e C

Com a ferramenta Ponto Médio ou Centro ( ), criar o ponto “O”, ponto médio do
segmento BC,

o

Com a ferramenta Circulo dados Centro e Um de seus Pontos ( ), criar o circulo “p”

de centro A passando por B;

2

Com a ferramenta Ponto em Objeto ( ), criar o ponto A sobre o circulo p;

Nas “Propriedades” do circulo p, desmarcar a caixa de selecao “Exibir Objeto”;

Nas “Propriedades” do ponto O, desmarcar a caixa de selecao “Exibir Objeto”;

Trace, utilizando a ferramenta Poligono ( ), o tridngulo de vértices A, B e C. Com
isso, automaticamente, serdao criados os segmentos a, b e ¢ que sao os lados do triangulo;

Nas “Propriedades” de cada um dos segmentos a, b e ¢, na caixa “Exibir Rétulo”, mudar
para exibir “Nome & Valor”.

Com a ferramenta Reta Perpendicular ( ), crie a reta “q”, passando pelo ponto A e
perpendicular ao segmento «;

Com a ferramenta Interse¢do de Dois Objetos ( Y ), criar o ponto H de interse¢do da
reta ¢ com o segmento a;

Nas “Propriedades” da reta ¢, desmarcar a caixa de selecao “Exibir Objeto”;

Com a ferramenta Angulo ( ), selecionar os pontos na seguinte ordem:

(a) B, A e C, para formar o angulo interno com Nome «;

(b) A, H e B, para formar o dngulo interno com Nome ;

(¢) C, He A, para formar o angulo interno com Nome +;
Nas “Propriedades” de cada um dos angulos a, 3 e v, desmarcar a caixa de selecdo
“Exibir Rotulo” e selecionar a opgdo Realcar Angulos Retos. Além disso, mudar a opgao

de “Angulo entre 0° e 360°” para “Angulo entre 0° e 180°”, de modo a garantir que
sempre serd exibido o valor do angulo interno;
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15. Com a ferramenta Segmento ( ), tracar:

(a) o segmento
(b) o segmento
(¢) o segmento
(d) o segmento
(e) o segmento
(f) o segmento

)

(g) o segmento

“a_ 17, selecionando os pontos B e C;

“b_ 17, selecionando os pontos A e C;
“c_ 17, selecionando os pontos A e B;
“h”, selecionando os pontos A e H;

“h 17, selecionando os pontos A e H;
¢

‘m”, selecionando os pontos B e H;

“n”, selecionando os pontos H e C;

16. Nas “Propriedades” de cada um dos segmentosa_1,b_1,¢ 1 eh 1, desmarcar a caixa

de selecao “Exibir Rotulo”.

17. Nas “Propriedades” de cada um dos segmentos h,m e n, na caixa “Exibir Rétulo”,

mudar para exibir “Nome & Valor”;

18. No campo “Entrada”, para definir os valores dos produtos do segmentos, digitar:
(a) ah = ax* h;
(b) am = axm;
(¢) an = a=n;
(d) bb=0b=xb;
(e) bh =bx h;
(f) bm =bxm;
(g) cc=cxg;
(h) ch =cxh;
(i) ecn=cxn;
(j) hh=hxh;
(k) mn =mxn;

19. Com a ferramenta Texto ( ), selecionando a opgao “Férmula LaTeX”, crie:

e 0 “texto2 1,3eb” digitando:
AC = b = b. A segunda varidvel b deve ser inserida no texto usando a aba
“Objetos”;

e 0 “texto2 2e6” digitando:
AB = ¢ = ¢. A segunda variavel ¢ deve ser inserida no texto usando a aba
“Objetos”;

e 0 “texto2 4”7 digitando:
AH = h = h. A segunda varidvel h deve ser inserida no texto usando a aba
“Objetos”;
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o “texto3d 17 digitando:
AB = ¢ = ¢. A segunda varidvel ¢ deve ser inserida no texto usando
“Objetos”;

o “texto3d 2e3” digitando:
BC = a = a. A segunda varidvel a deve ser inserida no texto usando
“Objetos”;

o “texto3d 47 digitando:
BH = m = mc. A segunda varidvel m deve ser inserida no texto usando
“Objetos”;

o “texto3d be6” digitando:
AH = h = h. A segunda varidvel h deve ser inserida no texto usando
“Objetos”;

o “textod 17 digitando:
BC = a = a. A segunda varidvel a deve ser inserida no texto usando
“Objetos”;

o “textod 27 digitando:
BH = m = mc. A segunda varidvel m deve ser inserida no texto usando
“Objetos”;

o “textod 3ed” digitando:
CH = n = n. A segunda varidvel n deve ser inserida no texto usando
“Objetos”;

o “textod 5" digitando:
AB = ¢ = ¢. A segunda varidvel ¢ deve ser inserida no texto usando
“Objetos”;

o “textod 67 digitando:
AC = b = b. A segunda varidvel b deve ser inserida no texto usando
“Objetos”;

o “textob 17 digitando:
AH = h = h. A segunda varidvel h deve ser inserida no texto usando
“Objetos”;

o “textob 5" digitando:
CH = n = n. A segunda varidvel n deve ser inserida no texto usando
“Objetos”;

o “textob 67 digitando:
BH = m = mc. A segunda varidvel m deve ser inserida no texto usando
“Objetos”;

o “texto6 17 digitando: - ¢;
o “texto6 2" digitando: c?;
o “texto6 3" digitando: b
o “texto6 4" digitando: h?;
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o “texto6 5" digitando: b - h;
o “texto6 67 digitando: c¢- h;
o “texto7 17 digitando:

bxc = bc. As varidveis b, ¢ e bc devem ser inseridas no texto usando a aba
“Objetos”;

o “texto7 27 digitando:

cxc = cc. As varidveis ¢ e cc devem ser inseridas no texto usando a aba “Objetos”;

o “texto7 37 digitando:
bxb = bb. As varidveis b e bb devem ser inseridas no texto usando a aba “Objetos”;

o “texto7 47 digitando:
h «h — hh. As varidveis h e hh devem ser inseridas no texto usando a aba
“Objetos”;

o “texto7 5" digitando:
bx h = bh. As variaveis b, h e bh devem ser inseridas no texto usando a aba
“Objetos”;

o “texto7 67 digitando:
cx h = ch. As variaveis ¢, h e ch devem ser inseridas no texto usando a aba
“Objetos”;

“texto8” digitando: 7;

“texto9 17 digitando: a - h;

“texto9 27 digitando: a-m;

0

0

0

o “texto9 37 digitando: a - n;
o “texto9 47 digitando: m - n;
o “texto9 bH” digitando: ¢ - n;
o “texto9 67 digitando: b-m;

o “textol0 17 digitando:

ax h = ah. As varidveis a, h e ah devem ser inseridas no texto usando a aba
“Objetos”;

o “textol0 2”7 digitando:

a*m = am. As varidveis a, m e am devem ser inseridas no texto usando a aba
“Objetos”;

o “textol0 3" digitando:

axn = an. As varidveis a, n e an devem ser inseridas no texto usando a aba
“Objetos”;

o “textol0 4" digitando:

m *n = mn. As varidveis m, n e mn devem ser inseridas no texto usando a aba
“Objetos”;

o “textol0 5”7 digitando:
cxn = cn. As varidveis ¢, n e cn devem ser inseridas no texto usando a aba
“Objetos”;
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20

21.

22.

23

24.

25.

26.

27.

28.

29,

30.

e 0 “textol0_ 67 digitando:
bxm = bm. As varidveis b, m e bm devem ser inseridas no texto usando a aba
“Objetos”;

e 0 “textoll” digitando: 7;
Organize os textos de modo que:

a) os textos “2_1,3e5”, “2_ 2e6” e 2_ 4 fiquem sobrepostos;

os textos 31, “3 2e3”7, 3 4e “3 beb” fiquem sobrepostos;
os textos 4 1,4 2, “4 3ed4”, 3 5 e 3 6 fiquem sobrepostos;
os textos 51,5 5 e b 6 fiquem sobrepostos;

os textos 6 1 e 7 1 fiquem alinhados, os textos 6 2, 6 3,6 4, 6 5e¢6 6
sobreponham o texto 61 e ostextos 7 2,7 3,7 4,7 5 7 6 e 8 sobreponham
o texto 7_1;

(f) os textos 9_1 e 10_1 fiquem alinhados, os textos 9 2,9 3,9 4,9 5e9 6 sobre-
ponham o texto 9 1 e os textos 10 2, 10 3,10 4, 10 _5, 10_6 e 11 sobreponham
o texto 10 _1;

No campo “Entrada”, criar uma a uma as variaveis booleanas, digitando: d = true,
e=false, f=false, g=false, i=false e j=false;

Nas “Propriedades” do texto “texto2 1,3e5”, na aba “Avancado” em “Condicdo para
Exibir Objeto(s)” acrescentar a condigao: dV f V i;

Nas “Propriedades” de cada um dos textos “texto3 17, “textod 17 e “textob 17, na
aba “Avancado” em “Condigao para Exibir Objeto(s)” acrescentar a condicao: d;

Nas “Propriedades” do texto “texto2 2e6”, na aba “Avancado” em “Condigdo para
Exibir Objeto(s)” acrescentar a condigdo: e V j;

Nas “Propriedades” do texto “texto3 2e3”, na aba “Avancado” em “Condigdo para
Exibir Objeto(s)” acrescentar a condigao: e V f;

Nas “Propriedades” do texto “texto4 27, na aba “Avancado” em “Condicdo para Exibir
Objeto(s)” acrescentar a condigao: e;

Nas “Propriedades” do texto “texto4 3e4”, na aba “Avancado” em “Condigdo para
Exibir Objeto(s)” acrescentar a condigao: fV g;

Nas “Propriedades” de cada um dos textos “texto2 4”7 e “texto3 4”7, na aba “Avancado”
em “Condi¢ao para Exibir Objeto(s)” acrescentar a condigdo: g;

Nas “Propriedades” do texto “texto3 5e6”, na aba “Avancado” em “Condigdo para
Exibir Objeto(s)” acrescentar a condigao: iV j;

Nas “Propriedades” de cada um dos textos “textod 57 e “texto5 5”7, na aba “Avancado”
em “Condi¢ao para Exibir Objeto(s)” acrescentar a condicéo: i;
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31.

32.

33.

34.

39.

36.

37.

38.

39.

40.

Nas “Propriedades” de cada um dos textos “textod 6”7 e “texto5 67, na aba “Avancado”
em “Condigdo para Exibir Objeto(s)” acrescentar a condigdo: j;

Nas “Propriedades” do segmento a, na aba “Avancado” em “Condicdo para Exibir
Objeto(s)” acrescentar a condi¢ao: d VeV f;

Nas “Propriedades” do segmento b, na aba “Avancado” em “Condicdo para Exibir
Objeto(s)” acrescentar a condigdo: dV f ViV j;

Nas “Propriedades” do segmento ¢, na aba “Avancado” em “Condicdo para Exibir
Objeto(s)” acrescentar a condi¢do: d Ve ViV j;

Nas “Propriedades” do segmento h, na aba “Avancado” em “Condigdo para Exibir
Objeto(s)” acrescentar a condigdo: dV g ViV j;

Nas “Propriedades” do segmento m, na aba “Avancado” em “Condi¢do para Exibir
Objeto(s)” acrescentar a condigdo: e V gV j;

Nas “Propriedades” do segmento n, na aba “Avancado” em “Condigdo para Exibir
Objeto(s)” acrescentar a condigdo: fV g Vi

L]
Usando a ferramenta Caixa para Exibir/Esconder Objetos ( ), criar, sem selecionar
objetos:

(a) a varidvel booleana com legenda “k”, posicionando a caixa de selegdo antes do
“textob 17;

(b) a variavel booleana com legenda “k__ 17, posicionando a caixa de sele¢do embaixo
do sinal de igualdade do “texto6 17;

(¢) a varidvel booleana com legenda “1”, posicionando a caixa de selecdo antes do
“texto9 17;

(d) a varidvel booleana com legenda “1 17, posicionando a caixa de sele¢édo embaixo
do sinal de igualdade do “texto9 1.

Nas “Propriedades” de cada um dos Valores Booleanos com legendas “k” e “1”, desmarcar
a caixa de sele¢do “Exibir R6tulo” e verificar se o “Nome” estd igual a “Legenda” (caso
nao estejam iguais, vocé deverd mudar o “Nome” para ficar igual & “Legenda”). Na
aba “Programacdo” em “Ao Atualizar” acrescentar, respectivamente, as condigoes (uma
condigdo para cada valor booleano): k_ 1=false e | 1=false;

Nas “Propriedades” de cada um dos Valores Booleanos com legendas “k 17 e “1 17,
desmarcar a caixa de selecao “Exibir Rétulo” e verificar se o “Nome” estd igual a
“Legenda” (caso nédo estejam iguais, vocé deverd mudar o “Nome” para ficar igual a
“Legenda”). Na aba “Avangado” em “Condi¢do para Exibir Objeto(s)” acrescentar,
respectivamente, as condi¢oes (uma condicao para cada valor booleano): k e [;

? ?
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41.

42.

43.

44.

45.

46

Nas “Propriedades” de cada um dos textos “texto6 17, “texto6 27, “textot 37,
“textob_ 47, “texto6_ 5”7 e “texto6 67, na aba “Avancado” em “Condigdo para Ex-
ibir Objeto(s)” acrescentar, respectivamente as condigoes (uma condi¢do para cada
texto): d 2 k Z true, e 2k Z true, f 2k Z true, g 2 k 2 true, i 2 k Z true e j 2 k 2 true;

Nas “Propriedades” de cada um dos textos “texto7 17, “texto7 27, “texto7 37,
“textoT 47, “texto7 5”7 e “texto7 67, na aba “Avancado” em “Condicdo para Ex-
ibir Objeto(s)” acrescentar, respectivamente as condigoes (uma condi¢do para cada
texto): d 2k 1 Ztrue,e 2k 1 2Ztrue, f2k 1 2Ztrue, g2k 12true,i2k 12 truee ]
2k _12Ztrue;

Nas “Propriedades” de cada um dos textos “texto9 17, “texto9 27, “texto9 37,
“texto9 47, “texto9 5”7 e “texto9 6”, na aba “Avancado” em “Condicdo para Ex-
ibir Objeto(s)” acrescentar, respectivamente as condigoes (uma condi¢do para cada
texto): d 212 true, e 212 true, f 212 true, g 21 2 true, i 21 2 true e j 2 1 2 true;

Nas “Propriedades” de cada um dos textos “textol0 17, “textol0 27, “textol0 3",
“textol0 47, “textol0 5”7 e “textol0 67, na aba “Avancado” em “Condi¢do para Exibir
Objeto(s)” acrescentar, respectivamente as condigdes (uma condigdo para cada texto):
dZ1l 1Ztrue,e2l 1 Ztrue, f21 1 Ztrue, g2l 1 Z¢true,i21 1 Ztrueej 21 12
true;

Nas “Propriedades” de cada um dos textos “texto8” e “textoll”, na aba “Avancado”
em “Condicao para Exibir Objeto(s)” acrescentar, respectivamente as condi¢oes (uma
condigao para cada texto): k Z true A k_1 2 falseel Z true A1 1 2 false;

< . . .
. Usando a ferramenta Botao ( ), criar, posicionando embaixo do textol:

(a) o “botl”, com “Legenda” 1* e “Cédigo Geogebra”: d = true, e = false, f = false, g
= false, i = false, j = false, k = false e | = false;

(b) o “bot2”, com “Legenda” 2 e “Cédigo Geogebra”: d = false, e = true, f = false, g
= false, i = false, j = false, k = false e | = false;

»

(¢) o “bot3”, com “Legenda” 3* e “Cddigo Geogebra”:
= false, i = false, j = false, k = false e | = false;

(d) o “botd”, com “Legenda” 4% e “Cédigo Geogebra”: d = false, e = false, f = false, g
= true, i = false, j = false, k = false e | = false;

d = false, e = false, f = true, g

(e) o “bot5”, com “Legenda” 5% e “Cédigo Geogebra”: d = false, e = false, f = false, g
= false, i = true, j = false, k = false e | = false;

(f) o “bot6”, com “Legenda” 6% e “Cédigo Geogebra”: d = false, e = false, f = false, g
= false, i = false, j = true, k = false e | = false;

47. Para que o botdo selecionado mude de cor, nas “Propriedades” de cada um dos Valores

W [A8)]

Booleanos “d”, “e”, “f”, “g” “i” e “j”, na aba “Programacdo” em “Ao Atualizar”
acrescentar, respectivamente, as condi¢oes (uma condigdo para cada Valor Booleano):
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48.

49.

Se[ d, DefinirCorDeFundo[btl,125/255,125/255,255/255],
DefinirCorDeFundo[btl,204/255,204/255,255/255]1],

Sel[ e, DefinirCorDeFundo[bt2,125/255,125/255,255/255],
DefinirCorDeFundo[bt2,204/255,204/255,255/255] ],

Se[ f, DefinirCorDeFundo[bt3,125/255,125/255,255/255],
DefinirCorDeFundo[bt3,204/255,204/255,255/255]1,

Se[ g, DefinirCorDeFundo[bt4,125/255,125/255,255/255],
DefinirCorDeFundo[bt4,204/255,204/255,255/255] 1],

Se[ i, DefinirCorDeFundo[bt5,125/255,125/255,255/255],
DefinirCorDeFundo[bt5,204/255,204/255,255/255]] e

Sel[ j, DefinirCorDeFundo[bt6,125/255,125/255,255/255],
DefinirCorDeFundo[bt6,204/255,204/255,255/255]1;

Para que os valores dos angulos sejam mais precisos, no menu “Opg¢oes”, mudar o item
“Arredondamento” de “0 Casa Decimais” para “2 Casas Decimais”;

No menu “Arquivo”, selecionar o item “Exportar” e em segunida selecionar “Planilha
Dindmica como Pagina WEB (html)”. Escolher um titulo, clicar no botdo “Upload” e
seguir as instrucoes do site “GeoGebra”.
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7 RAZOES TRIGONOMETRICAS NO TRIANGULO
RETANGULO

7.1 DESCRICAO DO APLICATIVO

RAZOES TRIGONOMETRICAS NO TRIANGULO RETANGULO
A=50°

e
AC = 8.95 AB =5.75 BC =6.85

8.95
6.85
50°
A 5.75 B

Figure 7.1: Interface do aplicativo Razoes Trigonométricas no Triangulo Retangulo.

O aplicativo “RAZOES TRIGONOMETRICAS NO TRIANGULO RETANGULO”
(disponivel em https://www.geogebra.org/m/bpbuzapN) exibe um tridngulo retdngulo ABC
(sendo Bo angulo reto), a medida do angulo A e as medidas dos trés lados do tridngulo. Na
lateral esquerda, estdo disponiveis: um campo de entrada que possibilita a escolha da medida
do angulo 121, digitando um ntimero entre 1 e 89, as medidas dos lados do triangulo e as trés
principais razoes entre eles. (Figura 7.1).

Os vértices A e B podem ser movidos livremente, formando novos tridngulos retangulos
com a mesma medida do angulo A escolhido inicialmente. Ao alterarmos os vértices A e B, as
medidas dos lados do tridngulo ABC sdo automaticamente atualizadas. O vértice C nao pode
ser movido, pois é consequéncia da escolha da medida do angulo Ae do angulo reto B. Na
Figura 7.2 a medida do angulo A foi alterada para 30°.
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RAZOES TRIGONOMETRICAS NO TRIANGULO RETANGULO
A=|20°

AC = 6.64 AB =5.75 BC =3.32

c
6.64
3.32
30°
A 575 B

Figure 7.2: Interface do aplicativo Razoes Trigonométricas no Triangulo Retangulo.

Clicando na primeira caixa de selecdo, serd sugerido que se calcule a razao entre os
lados BC e AC. (Figura 7.3)

RAZOES TRIGONOMETRICAS NO TRIANGULO RETANGULO
A=i20"

AC = 6.64 AB =5.75 BC =332

) BC _ -
— AC—

L -J C
O

6.64
3.32
] Sa°
A 575 B

Figure 7.3: Interface do aplicativo Razoes Trigonométricas no Triangulo Retangulo.

Clicando na caixa de selecdo que aparece embaixo da igualdade, serdo exibidos os
célculos e o resultado da razdo entre os lados BC e AC. (Figura 7.4)
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RAZOES TRIGONOMETRICAS NO TRIANGULO RETANGULO
A=30°

AC = 6.64 AB =5.75 BC =3.32

71BC 332
W=> = 222 _05 =
—AC— 664
v L .
U
6.64
3.32
] 30°
A" 575 B

Figure 7.4: Interface do aplicativo Razoes Trigonométricas no Triangulo Retangulo.

A nova caixa de sele¢do exibida embaixo do simbolo “=", ao ser selecionada, exibe a
informagao de que essa razao é conhecida como seno do angulo A. (Figura 7.5).

RAZOES TRIGONOMETRICAS NO TRIANGULO RETANGULO
A=30°

AC = 6.64 AB =5.75 BC =332

[‘7_] E—g = Z% =05 = sen30°=05
¥ V]

c

[]
6.64

3.32

L] 30°
A 5.75 &

Figure 7.5: Interface do aplicativo Razoes Trigonométricas no Triangulo Retangulo.

Clicando na segunda caixa de selecao, serd sugerido que se calcule a razao entre os
lados AB e AC. (Figura 7.6)
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RAZOES TRIGONOMETRICAS NO TRIANGULO RETANGULO
A=30°

AC = 6.64 AB =5.75 BE =332

&
2 = 7
[ 6.64
3.32
[ ] 30°
A 575 B

Figure 7.6: Interface do aplicativo Razoes Trigonométricas no Triangulo Retangulo.

Clicando na caixa de selecdo que aparece embaixo da igualdade, serdo exibidos os
célculos e o resultado da razdo entre os lados AB e AC. (Figura 7.7)

RAZOES TRIGONOMETRICAS NO TRIANGULO RETANGULO
A=30°

AC = 6.64 AB =5.75 BE =332

B
— 5.75
ME = — =087 =
AL Bl ] 6.64
2] | B 3.32
- 30°
A 575 B

Figure 7.7: Interface do aplicativo Razoes Trigonométricas no Triangulo Retangulo.

A nova caixa de sele¢do exibida embaixo do simbolo “=", ao ser selecionada, exibe a
informagao de que essa razao é conhecida como cosseno do angulo A. (Figura 7.8)
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RAZOES TRIGONOMETRICAS NO TRIANGULO RETANGULO
A=30°

AC = 6.64 AB =5.75 BE =3:32

UJ
&
728 o % =0.87 = cos30°= 0.87
7 V| 6.64
P = 3.32
] 30°
A" 5.75 B
Figure 7.8: Interface do aplicativo Razoes Trigonométricas no Triangulo Retangulo.

Clicando na terceira caixa de selecdo, serd sugerido que se calcule a razdo entre os

lados BC e AB. (Figura 7.9)

RAZOES TRIGONOMETRICAS NO TRIANGULO RETANGULO
A=30°

AC = 6.64 AB =5.75 BCE —-3.32

¢
]
6.64
3.32
— BC
| — = ? o
W] = 30
L A 5.75 B
Figure 7.9: Interface do aplicativo Razoes Trigonométricas no Triangulo Retangulo.

Clicando na caixa de selecdo que aparece embaixo da igualdade, serdo exibidos os

célculos e o resultado da razao entre os lados BC e AB. (Figura 7.10)
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RAZOES TRIGONOMETRICAS NO TRIANGULO RETANGULO
A={80¢

AC = 6.64 AB =5.75 BC =332

- A

c

[
6.64

3.32
—Be _ 3@
W 2% o 28 6 Bl o .
x5 =55 = 30 .

4 LJ A 5.75 i

Figure 7.10: Interface do aplicativo Razoes Trigonométricas no Triangulo Retangulo.

A nova caixa de sele¢do exibida embaixo do simbolo “=", ao ser selecionada, exibe a
informagao de que essa razao é conhecida como tangente do angulo A. (Figura 7.11)

RAZOES TRIGONOMETRICAS NO TRIANGULO RETANGULO
A=130°F

AC = 6.64 AB =5.75 BC =3.32

&
O
6.64
3.32
4 % = % =0.58 = tg30°=0.58 o
v 4 A 575 B

Figure 7.11: Interface do aplicativo Razoes Trigonométricas no Triangulo Retangulo.

A Figura 7.12 mostra o aplicativo com todas as caixas de sele¢coes marcadas.
Espera-se que, através das atividades que serdo propostas nos planos de aula, o aluno
investigue e tente descobrir por si s6 que, os valores do seno, cosseno e tangente dependem
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apenas da medida do dngulo, isto ¢, independem das alteracoes feitas nas medidas dos lados
do triangulo.

RAZOES TRIGONOMETRICAS NO TRIANGULO RETANGULO
A=30°

AC = 6.64 AB =5.75 BC =332

\/ % g =05 = sen 30%=10.5

J c
\/ i = %:087 = cos 30°= 0.87
- V] V) 6.64
‘ 3.32
@) BE _ 332 _468 o tg30° =058 :
& AB —5.75 —_ 30 |
4 4 A 575 B

Figure 7.12: Interface do aplicativo Razoes Trigonométricas no Triangulo Retangulo.

A seguir temos nma sugestdo de plano de aula com algumas atividades que podem
ser utilizadas juntamente com esse aplicativo.

7.2 PLANO DE AULA

7.2.1 Orientacoes ao Professor

Esta atividade permite visualizar e constatar uma rela¢ao muito utilizada na geometria:
razoes trigonométricas no tridngulo retdngulo (seno de um angulo agudo, cosseno de um
angulo agudo, tangente de um angulo agudo). Por meio do aplicativo serd possivel determinar
a medida do angulo A e alterar a forma do triangulo. A medida que as modificacoes no formato
do triangulo sdo efetuadas serd possivel observar as alteragdes das medidas de cada um dos
catetos e da hipotenusa, tanto na figura quanto no canto superior esquerdo do aplicativo. A
constatacado da relagdo serd concretizada no momento em que o aluno perceber que as razoes
trigonométricas sdo constantes (para isso € necessario orientar o aluno para ndo modificar
a medida do angulo determinado no inicio da atividade), razoes que também poderdo ser
exibidas no aplicativo (na proposta original cada razao trigonométrica estd oculta e podera ser
exibida por meio de clique na marcacao a esquerda das razoes entre os segmentos BC e AC,
AB e AC; e BC e AB. Ao clicar, aparecerd a resposta). A atividade deverd ser registrada por
meio do instrumento de avaliacao sugerido apds a metodologia. O professor devera orientar
cada aluno para o preenchimento correto do formulario.
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7.2.2  Objetivos

Tornar a aula mais dindmica por meio de uma interagdo entre o aluno e o aplicativo,
na qual ele pode:

e Relembrar conceitos anteriores;

Exercitar visualizagao geométrica plana;

Identificar a forma geométrica fora do ambito escolar;

Estimular a relagao entre geometria e aritmética;

Instigar o aluno a constatar que, em qualquer tridangulo retangulo, as razoes trigonométri-
cas no triangulo retangulo sao constantes.

7.2.3 Aplicacao

Essa atividade devera ser utilizada antes da apresentacdo da teoria sobre as razoes
trigonométricas no tridngulo retdngulo (recomenda-se a utiliza¢do a partir do 9% ano do ensino
fundamental - 9 anos).

7.2.4 Metodologia

Devido a necessidade da utilizacdo de recursos tecnologicos, alguns fatores devem ser
considerados:

e QQuantidade de alunos na turma;

e Disponibilidade de um laboratério de informética;

e Acesso a internet;

e Tempo disponivel para a atividade (aproximadamente quarenta minutos).

Em virtude disso, duas metodologias poderao ser utilizadas:

Em sala de aula

Para aplicar essa atividade, a sala de aula deverd equipada com um projetor ou um
computador ligado na televisdo. A manipulagao do tridngulo por meio do aplicativo poderd
ser feita pelo professor, por um aluno ou por um grupo de alunos. Em todo momento os alunos
deverao ser instigados a “investigarem” o que estd acontecendo fazendo com que observem a
variagao das medidas dos catetos e da hipotenusa do triangulo retangulo e a invariancia da
razdo entre eles (seno, cosseno e tangente).

Vantagem: o professor podera conduzir a aula conforme sua necessidade.
Desvantagem: dispersdo de algum aluno que ndo estiver participando ativamente da manipu-
lacdo do triangulo.
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No laboratorio de informatica

Para aplicar essa atividade, o professor deverd observar se a quantidade de computa-
dores ¢é suficiente para cada aluno. Caso ndo seja separd-los em grupos. A manipulacdo do
tridngulo por meio do aplicativo deverd ser apresentada pelo professor. Apds esse momento,
os alunos deverdo ser instigados a “investigarem” o que estd acontecendo fazendo com que
observem a variacao das medidas dos catetos e da hipotenusa do triangulo retangulo e a
invariancia da razao entre eles (seno, cosseno e tangente).

Vantagem: o professor poderd acompanhar como os alunos estdao “investigando” de uma forma
mais personalizada.
Desvantagem: a supervisao do professor é constante.

7.2.5 Situacgoes que podem surgir na aplicacao da atividade proposta

Na atividade proposta, razdes trigonométricas no tridngulo retdngulo (seno de um
angulo agudo, cosseno de um angulo agudo, tangente de um angulo agudo), as razoes entre as
medidas dos lados do triangulo retangulo estao ocultas e poderao ser exibidas por meio de
um clique na marcagdo a esquerda das razoes entre os segmentos BC e AC, ABe AC; e BC e
AB. Ao clicar, aparecera a resposta. A recomendacao é que permaneca oculta até o momento
em que ofs) aluno(s) perceba(m) que a as razoes trigonométricas sdo constantes (para isso
é necessario orientar o aluno para nao modificar a medida do angulo determinado no inicio
da atividade). Caso isso ndo aconteca, a estratégia adotada devera ser a de exibir as razoes
entre os lados do tridngulo retdngulo instigando o(s) aluno(s) na percepgao e construcao
do conceito. As trés razdes poderdo ser exibidas ao mesmo tempo ou individualmente. Ao
perceber que, alterando o formato do tridngulo, as razoes entre os lados do tridngulo retangulo
sdo constantes, é possivel que o(s) aluno(s) procure(m) uma forma de que isso ndo aconteca.
Uma possivel situagao que podera ocorrer é a tentativa de modificar o tridngulo de tal forma
que os trés vértices coincidam. O momento é propicio para retomar as caracteristicas de um
triangulo sendo que, a sitnacdao descrita faz com que o triangulo deixe de existir.

7.2.6 Avaliacao

A avaliacdo se dard de forma continua por meio da participagdo dos alunos durante a
aula. Apds a aplicacdo da atividade e o preenchimento do formulario indica-se uma discussao
com os alunos e entre eles. £ um momento oportuno para troca de experiéncias, expectativas
antes da atividade, conclusdes apés a atividade e informagoes suplementares. Para que
seja possivel avaliar as competéncias e habilidades adquiridas por meio dessa atividade ¢é
recomendével o registro da experiéncia de cada aluno no formuléario abaixo.
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Atividade: Razdes Trigonométricas no Tridngulo Retangulo

Aluno(a): N2 Turma:

Na atividade de hoje (disponivel em https://www.geogebra.org/m/bpsuzapl) vocé
investigara as razoes trigonométricas no triangulo retangulo, conforme a Figura 7.13:

RAZOES TRIGONOMETRICAS NO TRIANGULO RETANGULO
A=50°

AC =8.95 AB=5.75 BC =6.85

8.95

Figure 7.13: Interface do aplicativo Razoes Trigonométricas no Triangulo Retangulo.

Na Tabela 7.1, registre as medidas de cada lado indicado & medida que as manipulacoes
forem acontecendo.

AB AC BC

SITUACAO 1

SITUACAO 2

SITUACAO 3

SITUACAO 4

SITUACAO 5

Table 7.1: Medidas do triangulo retangulo.

Esta atividade estd licenciada com uma Licenga Creative Commons G)

Atribuicao 4.0 Internacional.
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https://www.geogebra.org/rn/bp5uzapN

Com a atividade de hoje e o registro na Tabela 7.1 é possivel responder os dois ques-
tionamentos abaixo:

1. Compare as situacoes registradas. Vocé percebe alguma relagéo entre as cinco
sitnagoes?

2. Escreva “RAZAO %”, “RAZAO ﬁ—g” e “RAZAO %”, respectivamente, nas
ultimas colunas da Tabela 7.1 e preencha as demais lacunas. O que vocé pode
concluir sobre cada uma dessas razoes?

Esta atividade estd licenciada com uma Licenga Creative Commons G}

Atribuicao 4.0 Internacional.

\
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7.3 ABORDAGEM TRADICIONAL

A seguir serd apresentada uma abordagem tradicional do assunto. As Figuras 7.14
e 7.15 trazem uma proposta por demonstracao algébrica. Tal demonstracao é possivel,
pois a proposta é para alunos do 9% ano que, nessa fase académica ja devem ter adquirido
conhecimentos sobre razoes entre tridngulos semelhantes.

Relacoes trigonométricas
no triangulo

»2 1. Razdes trigonométricas
no tridangulo retdngulo

Nesta unidade, vocé vai comegar a estudar a Trigonometria. Esse assun-
to sera iniciado agora e continuard a ser desenvolvido no ensino médio.

A palavra trigonometria significa “medida das partes de um tridngulo”
E ¢ assim que vocé vai comegar a aprender esse contetido: estudando a
trigonometria no triangulo.

Veja o problema a seguir.

Leonardo deseja saber a altura de uma torre. Ele estéd a 20 m dela, e 0 angulo
com que ele enxerga parte da torre, por meio de um quadrante, € 51°. Como
Leonardo poderi calcular a altura dessa torre com essas informagées?

Para resolver esse tipo de problema, podemos usar as razdes trigono-
métricas seno, cosseno e tangente, que estudaremos nesta unidade.

> Seno de um angulo agudo

Observe o tridngulo ABC abaixo.

Se prolongarmos os lados CB e CA, podemos construir segmentos
de reta paralelos ao lado AB, obtendo infinitos trisngulos retangulos
semelhantes (pelo caso AA) ao tridngulo ABC dado.

2
B, 1
2~

B\‘/'

? B |
‘ 1
e | el ol ‘
5 A & A A A A

1 Z P e
Como esses infinitos tridngulos sio semelhantes, a razio entre dois de
seus lados homologos ndo varia, ou seja, é um nimero constante, para
cada medida do angulo C.
Assim, podemos escrever as seguintes igualdades:

AB _ AB, _ AB, _ AiBs

BC BC B,C BC

A constante k;, que relaciona a medida do cateto oposto ao angulo Ccom
a medida da hipotenusa do tridngulo, recebe o nome de seno do angulo

=.=k

agudo C (indicamos por: sen ¢).
medida do cateto oposto ao angulo ©
sen ¢ = 3 ;
medida da hipotenusa

Num tridngulo retangulo qualquer, o seno de um angulo agudo éara-
zao entre a medida do cateto oposto a ele e a medida da hipotenusa.

Figure 7.14: Razoes Trigonométricas no Tridngulo Retdngulo. Fonte: “Projeto Arariba:
matematica 9”7, Editora Moderna, Sao Paulo, 2010, p.144. [g]
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2> Cosseno de um angulo agudo
Observe novamente o triangulo ABC e os tridngulos semelhantes a ele.

B, =
8 ?y"“i/ Considerando as medidas dos
13/3/ : ; lados desses triangulos, podemos
/,/' ' ‘ | escrever as seguintes igualdades:
S| acoAc_AC_ac_
‘_ ié/ | BE B BG BE .
== A A A A

__ A constante k;, que relaciona a medida do cateto adjacente ao 4ngulo
C com a medida da hipotenusa do tridngulo, recebe 0 nome de cosseno

do angulo agudo C (indicamos por: cos ¢).

medida do cateto adjacente ao dngulo i
medida da hipotenusa

Cos ¢ =

Num triangulo retangulo qualquer, o cosseno de um angulo agu-
do é a razao entre a medida do cateto adjacente a ele e a medida da

hipotenusa.

> Tangente de um dngulo agudo
Considerando novamente os triangulos semelhantes abaixo, podemos
escrever as seguintes igualdades:

\

sig Pl By

| AB_AB _AB _AB_ _,
AC A C AC AC 3

X

y 7 (S

e
e

FINIE
C.: }\

A constante ks, que relaciona a medida do cateto oposto ao angulo G
com a medida do cateto adjacente ao dngulo C, recebe 0 nome de tan-
gente do 4ngulo agudo C (indicamos por: tg c).

medida do cateto oposto ao angulo '

tge= =
medida do cateto adjacente ao angulo C

Num tridangulo retdngulo qualquer, a tangente de um angulo agu-
do é a razdo entre a medida do cateto oposto ao dngulo e a medida
do cateto adjacente a ele.

Podemos também estabelecer relagoes entre o seno, o0 cosseno ¢ a
tangente de um angulo agudo.
Ao dividir o seno do angulo agudo C pelo cosseno do angulo agudo C,

obtemos:
senc _ AB,AC _ AB BC _ AB
cosc BC BC BC AC AC
Como ﬁ% = tg ¢, temos: tg ¢ = i%‘; g

Figure 7.15: Razodes Trigonométricas no Tridngulo Retangulo. Fonte: “Projeto Arariba:
matematica 97, Editora Moderna, Sao Paulo, 2010, p.145. [8]
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7.4

CONSTRUCAO DO APLICATIVO NO GEOGEBRA

A sequéncia a segnir pode ser utilizada para a construcdo do aplicativo Razdes

Trigonométricas no Triangulo Retangulo:

10.

11

12.

13.

ABC| . o . s [N
. Com a ferramenta Texto ( ), criar o “textol”: Razoes Trigonométricas no Tridngulo

Retangulo;

a=2
Com a ferramenta Controle Deslizante ( ), crie o controle de nome “a_ 17, selecio-
nando a opcao “Angulo” e marcando na aba “Intervalo” os valores: min=1°, max==89°
e Incremento—=1°;

Com a ferramenta Campo de Entrada ( ), crie o campo de entrada com Legenda
“A =7 e selecione como Objeto Vinculado o angulo “av 17;

Nas “Propriedades” do angulo “a. 17, desmarcar a caixa de selecdo “Exibir Objeto”;
A
Usando a ferramenta Ponto ( ), marque os pontos A e B;

Com a ferramenta Angulo com Amplitude Fixa ( ), selecione os pontos B e A,
troque o valor que aparecer na opgao Angulo por “a_ 17 e selecione a opc¢ao “sentido
anti-horario”. Com isso, automaticamente, serao criados o ponto B’ e o angulo «;

Usando a ferramenta Semirreta ( E ), selecione os pontos A e B, nessa ordem, para
criar a semirreta “r” e os pontos A e B’, nessa ordem, para criar a semirreta “s”;

Com a ferramenta Reta Perpendicular ( g ), crie a reta “t”, passando por B e
perpendicular a reta “r”;

Com a ferramenta Intersegdo de Dois Objetos ( ), criar o ponto C| intersegdao da
semirreta “s” com a reta “t”;

Trace, utilizando a ferramenta Poligono ( ), o tridngulo de vértices A, B e C. Com
isso, automaticamente, serdao criados os segmentos a, b e ¢ que sao os lados do triangulo;

Com a ferramenta Angulo ( ), selecionar os pontos C, B e A, nessa ordem, para
formar o angulo interno 3 (adngulo reto);

Nas “Propriedades” da reta ¢t e do ponto B’, desmarcar a caixa de selecdo “Exibir
Objeto”;

Nas “Propriedades” de cada uma das semirretas r e s, desmarcar a caixa de sele¢ao
“Exibir Objeto”;
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14.

15.

16.

17.

18.

Nas “Propriedades” do angulo «, na caixa “Exibir Rétulo”, mudar para exibir apenas o
Valor.

Nas “Propriedades” do angulo 3, desmarcar a caixa de selecao “Exibir Rétulo” e marcar
a caixa de selecao “Realcar Angulos Retos”.

Nas “Propriedades” de cada um dos segmentos a, b e ¢, na caixa “Exibir Rétulo”, mudar
para exibir apenas o Valor.

No campo “Entrada”, para definir o resultado das razoes entre os lados do tridngulo,
digitar:

(a) r_s=a/b;
(b) r_c=¢/b;
(¢) r_t=a/c

ABC| 3 -~ , «
Com a ferramenta Texto ( ), selecionando a opgdo “Férmula LaTeX”, crie:

(a) o “texto2” digitando:
AC = b \qquad AB = ¢ \qquad BC = a. As variaveis a, b e ¢ devem ser inseridas
no texto usando a aba “Objetos”;

(b) o “texto3” digitando:
\frac{BC}{AC}=;

(¢) o “texto4” digitando: 7;

(d) o “textob” digitando:
\frac{a}{b} = r_s \;\Rightarrow. As variaveis a,b e r s devem ser inseridas
no texto usando a aba “Objetos”;

(e) o “texto6” digitando:
sen\;a= r_s. As varidveis a e r s devem ser inseridas no texto usando a aba
“Objetos”;

(f) o “texto7” digitando: \frac{AB}{AC}=;

(g) o “texto8” digitando: 7;

(h) o “texto9” digitando:
\frac{c} b} = r_c \;\Rightarrow. As varidveis b,c e r_c¢ devem sger inseridas
no texto usando a aba “Objetos”;

(i) o “textol0” digitando:
cos\;a= r_c. As varidveis a e r ¢ devem ser inseridas no texto usando a aba
“Objetos”;

(j) o “textoll” digitando: \frac{BC}{AB}=;

(k) o “textol2” digitando: 7;

(1) o “textol3” digitando:

\frac{a}{c} = r_t \;\Rightarrow. As varidveis a,c e r_t devem ser inseridas
no texto usando a aba “Objetos”;
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(m) o “textol4” digitando:
tg\;a= r_t. As varidveis a e r_t devem ser inseridas no texto usando a aba
“Objetos”;

19. Organize os textos de modo que:

(a) os textos 3, 4, 5 e 6 fiquem alinhados e o texto 4 sobreponha o texto 5;
(b) os textos 7, 8, 9 e 10 fiquem alinhados e o texto 8 sobreponha o texto 9;
(¢) os textos 11, 12, 13 e 14 fiquem alinhados e o texto 12 sobreponha o texto 13;

20. Usando a ferramenta Caixa para Exibir/Esconder Objetos ( ), criar:

(a) a varidvel booleana com legenda “d” e selecionar o objeto “texto3”. Posicionar a
caixa de selecao antes do “texto3”;

varidy ) ) « ‘ ..
b) a varidvel booleana com legenda “e” e selecionar o objeto “texto7”. Posicionar a
caixa de selecao antes do “texto7”;

(¢) a varidvel booleana com legenda “f” e selecionar o objeto “textol1”. Posicionar a
caixa de selecao antes do “textoll”;

(d) a varidvel booleana com legenda “¢”, sem selecionar objetos. Posicionar a caixa de
selecdo embaixo do simbolo de ignaldade do “texto3”;

(e) a varidvel booleana com legenda “h”, sem selecionar objetos. Posicionar a caixa de
selecdo embaixo do simbolo de ignaldade do “texto7”;

(f) a varidvel booleana com legenda “i”, sem selecionar objetos. Posicionar a caixa de

selecdo embaixo do simbolo de igualdade do “textoll”;

(g) a variavel booleana com legenda “j” e selecionar o objeto “texto6”. Posicionar a
caixa de selecao embaixo do simbolo “=" do “textob”;

(h) a varidvel booleana com legenda “k” e selecionar o objeto “textol0”. Posicionar a
caixa de selecao embaixo do simbolo “=" do “texto9”;

(i) a variavel booleana com legenda “I” e selecionar o objeto “textol4”. Posicionar a
caixa de selecao embaixo do simbolo “=" do “textol3”;

21. Nas “Propriedades” de cada um dos Valores Booleanos com legendas d, e e f, desmarcar
a caixa de sele¢do “Exibir Rétulo” e verificar se o “Nome” estd igual a “Legenda” (caso
nao estejam iguais, vocé deverd mudar o “Nome” para ficar igual & “Legenda”). Na
aba “Programagdo” em “Ao Atualizar” acrescentar, respectivamente, as condigoes (duas
condigoes para cada valor booleano): g=false e j=false, h=false e k=false, i=false e
I=false;

22. Nas “Propriedades” de cada um dos Valores Booleanos com legendas ¢, h e i, desmarcar
a caixa de sele¢do “Exibir R6tulo” e verificar se o “Nome” estd igual a “Legenda” (caso
nao estejam iguais, vocé deverd mudar o “Nome” para ficar igual & “Legenda”). Na
aba “Avangado” em “Condigao para Exibir Objeto(s)” acrescentar, respectivamente, as
condigoes (uma condigdo para cada valor booleano): d = true, e = true e f = true, e na
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23.

24.

25,

26

27.

28.

29,

30.

31.

aba “Programacdo” em “Ao Atualizar” acrescentar, respectivamente, as condigoes (uma
condigdo para cada valor booleano): j=false , k=false e |=false;

Nas “Propriedades” de cada um dos Valores Booleanos com legendas j, k e [, desmarcar
a caixa de sele¢do “Exibir R6tulo” e verificar se o “Nome” estd igual a “Legenda” (caso
nao estejam iguais, vocé deverd mudar o “Nome” para ficar igual & “Legenda”). Na
aba “Avangado” em “Condigao para Exibir Objeto(s)” acrescentar, respectivamente, as
condigoes (uma condi¢ao para cada valor booleano): d 2 g Z true, e L h Z truee f 21 2
true;

J

Nas “Propriedades” do “texto4”, na aba “Avangado” em “Condigao para Exibir Objeto(s)’
acrescentar a condicao: d X true A g 2 false;

Y

Nas “Propriedades” do “texto5”, na aba “Avangado” em “Condigao para Exibir Objeto(s)’
acrescentar a condicao: d X true A g 2 true;

Nas “Propriedades” do “texto8”, na aba “Avancado” em “Condigao para Exibir Objeto(s)”
acrescentar a condicdo: e Z true A h Z false;

Nas “Propriedades” do “texto9”, na aba “Avancgado” em “Condigao para Exibir Objeto(s)”
acrescentar a condicdo: e Z true A h Z true;

Nas “Propriedades” do “textol2”, na aba “Avancado” em “Condicado para Exibir Ob-
jeto(s)” acrescentar a condi¢ao: f 2 true A i 2 false;

Nas “Propriedades” do “textol3”, na aba “Avancado” em “Condicado para Exibir Ob-
jeto(s)” acrescentar a condigao: f 2 true A i Z true;

Para que os valores obtidos sejam mais precisos, no menu “Opgoes”, mudar o item
“Arredondamento” de “0 Casa Decimais” para “2 Casas Decimais”;

No menu “Arquivo”, selecionar o item “Exportar” e em segnida selecionar “Planilha
Dindmica como Pagina WEB (html)”. Escolher um titulo, clicar no botdo “Upload” e
seguir as instrucoes do site “GeoGebra”.
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8 LEI DOS SENOS

8.1 DESCRICAO DO APLICATIVO

LEI DOS SENOS
a=1043 b=79 o= TiTs
A=8338° B=4881" (=478 A

sen A = 0.99 sen B =0.75 senC =0.74

.

[]
[

B a=1043 c

Figure 8.1: Interface do aplicativo Lei dos Senos.

O aplicativo “LEI DOS SENOS” (disponivel em https://www.geogebra.org/m/
£sB28nPM. ) exibe um triangulo ABC qualquer com as medidas de seus lados e seus angulos
internos. Além disso, estdo disponiveis o valor do seno de cada um dos angulos internos do
triangulo (Figura 8.1).

Tanto os vértices A, B e C, quanto os lados AB, AC e BC, podem ser movidos,
formando novos tridngulos. Ao alterarmos os vértices ou os lados do tridngulo ABC, as
medidas dos lados, dos dngulos internos e seus respectivos senos, sdo automaticamente

atualizadas.

99


https://www.geogebra.org/m7

LEI DOS SENOS

a=10.43 b=7.9 =778

A=8338" B=481" (=418 A

sen A = 0.99 senB =075 senC =0.74

a ?

enAi '

B a=1043 c

Figure 8.2: Interface do aplicativo Lei dos Senos.

No lado esquerdo do aplicativo ha trés caixas de selegao. Clicando na primeira caixa
de selecdo, sugere-se que o aluno faga a razao entre a medida do lado a e o seno do dngulo A
(Figura 8.2).

Os calculos e o resultado da razdo sao exibidos ao clicar em uma nova caixa de selecao
que aparece embaixo do sinal de igualdade, conforme a Figura 8.3:

LEI DOS SENOS
a=10.43 b=7.9 ¢ =T78
A=8338" B=4881" C=478 A

sen A = 0.99 sen B = 0.75 sen C = 0.74

a 10.43
- = ——— =10.5
@ sen A 0.99

B a=1043 e

Figure 8.3: Interface do aplicativo Lei dos Senos.

Clicando na segunda caixa de selecdo, sugere-se que o aluno faca a razéo entre a
medida do lado b e o seno do angulo B. (Figura 8.4).
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LEI DOS SENOS

a=10.43 b=729 c=T7.78

A=8333 B=4881" (=478 A

sen A = 0.99 sen B = 0.75 senC =0.74

10.43

5en

I=»
i

b ?
@mn@D .

0J

£ a=1043 c

Figure 8.4: Interface do aplicativo Lei dos Senos.

Os calculos e o resultado da razdo sao exibidos ao clicar em uma nova caixa de selecao
que aparece embaixo do sinal de igualdade, conforme a Figura 8.5:

LEI DOS SENOS
a=10.43 b=17.9 &=
A=8338" B=4881" C=478 A

sen A = 0.99 senB = 0.75 sen C = 0.74

B a=1043 c

Figure 8.5: Interface do aplicativo Lei dos Senos.

Clicando na terceira caixa de selecdo, sugere-se que o aluno faca a razdo entre a
medida do lado ¢ e o seno do angulo C. (Figura 8.6).
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LEI DOS SENOS

a=10.43 b=729 c=T7.78

A=8333 B=4881" (=478 A

sen A = 0.99 sen B = 0.75 senC =0.74

10.43

5en

I=»
i

b 7.9
= — =105
@ sen B 0.75

c
7
senﬁ D

i

£ a=1043 c

Figure 8.6: Interface do aplicativo Lei dos Senos.

Os calculos e o resultado da razdo sao exibidos ao clicar em uma nova caixa de selecao
que aparece embaixo do sinal de igualdade, conforme a Figura 8.7:

LEI DOS SENOS
a=10.43 b=7.9 ¢=T:18
A=833 B=481" C=418 A

sen A = 0.99 sen B =0.75 senC = 0.74

SEHA
b 7.9
o= ———=10.5
DsenB 75
c 7.78
L= =9
senCJ 0.74

B a=1043 c

Figure 8.7: Interface do aplicativo Lei dos Senos.

Espera-se que, através das atividades que serdo propostas nos planos de aula, o aluno
investigue e tente descobrir por si s6 que, em qualquer tridngulo, as razoes entre as medidas
dos lados e os senos dos angulos opostos a eles sao iguais.
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A seguir temos nma sugestdo de plano de aula com algumas atividades que podem
ser utilizadas juntamente com esse aplicativo.

8.2 PLANO DE AULA

8.2.1 Orientacoes ao Professor

Esta atividade permite visualizar e constatar uma importante relagdo trigonométrica
no triangulo: lei dos senos. Por meio do aplicativo serd possivel alterar o formato do triangulo.
A medida que as modificacoes no formato do tridngulo séo efetuadas, serd possivel observar as
alteracoes das medidas de cada lado, de cada angulo e do seno de cada angulo. A constatacao
da relacao serd concretizada no momento em que o aluno perceber que, em todo tridngulo, a
relagdo do seno de um angulo é sempre proporcional a medida do lado oposto a esse angulo,
ou seja, que a razao entre a medida de um lado e o seno de seu dngulo oposto serd sempre
constante. Essas razoes poderdo ser exibidas por meio de um clique na marcagao logo abaixo
das medidas de cada lado, de cada angulo e do seno de cada angulo. A atividade devera ser
registrada por meio do instrumento de avaliacdo sugerido apés a metodologia. O professor
deverd orientar cada aluno para o preenchimento correto do formuléario.

8.2.2 Objetivos

Tornar a aula mais dindmica por meio de uma interagdo entre o aluno e o aplicativo,
na qual ele pode:

e Relembrar conceitos anteriores;

e Eixercitar visualizacdo geométrica plana;

e Identificar a forma geométrica fora do ambito escolar;
e Estimular a relacdo entre geometria e aritmética;

e Instigar o aluno a constatar que, em todo triangulo, a relagdo do seno de um angulo é
sempre proporcional a medida do lado oposto a esse angulo, ou seja, que a razao entre
a medida de um lado e o seno de seu angulo oposto serd sempre constante.

8.2.3 Aplicacao

Essa atividade devera ser utilizada apds a apresentaciao das razdes trigonométricas
no tridngulo retdngulo (recomenda-se a utilizagdo a partir do 92 ano do ensino fundamental -
9 anos).
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8.2.4 Metodologia

Devido a necessidade da utilizacdo de recursos tecnologicos, alguns fatores devem ser
considerados:

e QQuantidade de alunos na turma;

e Disponibilidade de um laboratério de informética;

e Acesso a internet;

e Tempo disponivel para a atividade (aproximadamente quarenta minutos).

Em virtude disso, duas metodologias poderao ser utilizadas:

Em sala de aula

Para aplicar essa atividade, a sala de aula devera estar equipada com um projetor
multimidia ou um computador ligado na televisdo. A manipulacdo do tridngulo por meio
do aplicativo podera ser feita pelo professor, por um aluno ou por um grupo de alunos. Em
todo momento os alunos deverdo ser instigados a “investigarem” o que estd acontecendo
fazendo com que constatem que, em todo tridngulo, a relagdo do seno de um angulo é sempre
proporcional a medida do lado oposto a esse angulo, ou seja, que a razao entre a medida de
um lado e o seno de seu angulo oposto serd sempre constante.

Vantagem: o professor podera conduzir a aula conforme sua necessidade.

Desvantagem: dispersdo de algum aluno que nao estiver participando ativamente da manipu-
lacdo do triangulo.

No laboratorio de informatica

Para aplicar essa atividade, o professor deverd observar se a quantidade de computa-
dores é suficiente para cada aluno. Caso ndo seja separd-los em grupos. A manipulacdo do
tridngulo por meio do aplicativo deverd ser apresentada pelo professor. Apds esse momento,
os alunos deverdo ser instigados a “investigarem” o que estd acontecendo fazendo com que
constatem que, em todo tridngulo, a relagdo do seno de um angulo é sempre proporcional a
medida do lado oposto a esse angulo, ou seja, que a razao entre a medida de um lado e o seno
de seu angulo oposto sera sempre constante.

Vantagem: o professor poderd acompanhar como os alunos estao “investigando” de uma forma
mais personalizada.

Desvantagem: a supervisao do professor é constante.
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8.2.5 Situacoes que podem surgir na aplicacao da atividade proposta

Na atividade proposta, Lei dos Senos, as razoes entre a medida do lado do tridngulo
e o seno do angulo oposto a ele estdo ocultas e poderao ser exibidas por meio de um clique
na marcacao logo abaixo das medidas dos lados, angulos e senos do tridngulo. Até esse
momento, a recomendacdo é que permaneca oculta para que o processo de investigagao
continue, instigando a percep¢do do(s) aluno(s) e fazendo com que perceba(m) que a relacdo
do seno de um angulo é sempre proporcional a medida do lado oposto a esse angulo, ou seja,
que a razao entre a medida de um lado e o seno de seu angulo oposto serd sempre constante.
Caso isso nao aconteca, a estratégia adotada deverd ser a de exibir essas razoes, motivando
o(s) aluno(s) na percepcdo e constatagdo da lei dos senos. Ao perceber que, alterando o
formato do tridngulo, a razéao entre a medida de um lado e o seno de seu angulo oposto sera
sempre constante, é possivel que o(s) aluno(s) procure(m) uma forma de que isso nédo acontega.
Uma possivel situagao que podera ocorrer é a tentativa de modificar o tridngulo de tal forma
que os trés vértices coincidam ou fiquem alinhados. O momento é propicio para retomar as
caracteristicas de um triangulo sendo que, a situagao descrita faz com que o triangulo deixe
de existir.

Outra situagao que poderd ser observada pelo(s) aluno(s) é que, por questdo de regras
de arredondamento do software Geogebra a razdo poderd “nao ser exata”. Nesse momento, é
recomendavel ao professor introduzir ou retomar regras de arredondamento e fazer com que o
aluno perceba outros momentos em que isso aconteca.

8.2.6 Avaliacao

A avaliacdo se dard de forma continua por meio da participagdo dos alunos durante a
aula. Apds a aplicacdo da atividade e o preenchimento do formulario indica-se uma discussao
com os alunos e entre eles. £ um momento oportuno para troca de experiéncias, expectativas
antes da atividade, conclusées apds a atividade e informagoes suplementares. Para que
seja possivel avaliar as competéncias e habilidades adquiridas por meio dessa atividade ¢é
recomendavel o registro da experiéncia de cada aluno no formuléario abaixo.
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Atividade: Lei dos Senos
Aluno(a): Ne Turma:

Na atividade de hoje (disponivel em https://www.geogebra.org/m/fsB28nPM) vocé
investigard a proporcionalidade entre as medidas dos senos dos angulos e as medidas
dos lados do triangulo retangulo, conforme a Figura 8.8:

LEI DOS SENOS
a=1043 b=79 o118
A=8338° B=4881" (=478 A

sen A = 0.99 sen B =0.75 senC =0.74

[
[

[J

B a=1043 C

Figure 8.8: Interface do aplicativo Lei dos Senos.

Na Tabela 8.1, registre as medidas de cada lado indicado, do sen angulo oposto e do
seno do respectivo angulo a medida que as manipulagoes forem acontecendo.

~ sen x sen N sen
a A A b B B ¢ & O

SITUACAO

1
SITUACAO

2
SITUACAO

3
SITUACAO

4
SITUACAO

5

Table 8.1: Medidas do triangulo.

Esta atividade estd licenciada com uma Licenga Creative Commons G)

Atribuicao 4.0 Internacional.
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\

Com a atividade de hoje e o registro na Tabela 8.1 é possivel responder os dois ques-
tionamentos abaixo:

1. Compare cada situacgao registrada. Vocé percebe alguma relagdo entre as medidas
de cada lado do triangulo com o seno do angulo oposto correspondente?

2. BEscreva “—2-7 “«_b_7 e« 7 regpectivamente, nas tltimas colunas da Tabela
senA senB senC

8.1, determine os quocientes, preenchendo as demais lacunas. O que vocé pode
concluir sobre essas razoes?

Esta atividade estd licenciada com uma Licenga Creative Commons G}

Atribuicao 4.0 Internacional.
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8.3 ABORDAGEM TRADICIONAL

A seguir serd apresentada uma abordagem tradicional do assunto.

A Figura 8.9 traz uma proposta por demonstracao algébrica. Tal demonstragao é
possivel, pois a proposta é para alunos do 92 ano que, nessa fase académica ja devem ter
adquirido conhecimentos sobre semelhanca de tridngulos e razoes trigonométricas no triangulo
retangulo.

>3 3. Relacdes trigonométricas no triangulo
acutiangulo

As relagbes estudadas até aqui valem exclusivamente para tridngulos
retingulos. Vamos agora estudar as relagoes trigonométricas em trian-
gulos acutingulos.

> Leidossenos
Observe o triangulo ABC.

Nesse tridngulo:

o a, becsio as medidas dos lados;

« h, éa medida da altura AH,, relativa ao lado BC;

« h, é a medida da altura CH,, relativa ao lado AB;

o 0, B3, ysdo as medidas dos angulos 4,BeC, respectivamente.
Considere agora os tridngulos retaingulos ABH, e ACH,.

sen 3 = % 4 A
hy=c+senB (D) ¢ ho h 4
seny = By \/\
b B = Sy
; 5 AT

hy=b-seny (II)
Igualando (I) e (IT), temos: ¢ * sen § = b+ seny

sen} _ seny

b c
Agora, considere os tridngulos CBH, e ACH,.
sen 3 = %

h,=a-senf3 (1)
sena = L
b

h,=b-senax (IV)
Igualando (IIT) e (IV), temos: a * sen B = b-sena
senB _ senor

b a
Portanto:

Essas igualdades, chamadas lei dos senos, sdo validas para todos os
tridngulos. Mas, neste momento, estudaremos somente os triangulos
acutangulos.

Figure 8.9: Lei dos Senos. Fonte: “Projeto Arariba: matematica 9”7, Editora Moderna, Sao
Paulo, 2010, p.155. [§]
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8.4

CONSTRUCAO DO APLICATIVO NO GEOGEBRA

A sequéncia a seguir pode ser utilizada para a construcio do aplicativo Lei dos Senos:
Com a ferramenta Texto ( ), criar o “textol”: Lei dos Senos;

Usando a ferramenta Ponto ( ), marque os pontos A, B e C,

. Trace, utilizando a ferramenta Poligono ( ), o tridngulo de vértices A, B e C. Com

isso, automaticamente, serdao criados os segmentos a, b e ¢ que sao os lados do triangulo;

Nas “Propriedades” de cada um dos segmentos a, b e ¢, na caixa “Exibir Rétulo”, mudar
para exibir “Nome & Valor”.

Com a ferramenta Angulo ( =2 ), selecionar trés a trés os pontos 4, B e C, no sentido

anti-hordrio, para exibir os angulos internos do tridngulo, de modo que A= a, B= b e
C=

Nas “Propriedades” de cada um dos angulos a, 8 e v, na caixa “Exibir Rotulo”, mudar
para exibir apenas o “Valor”. Além disso, mudar a opcio de “Angulo entre 0° e 360°”
para “Angulo entre 0° e 180°”, de modo a garantir que sempre serd exibido o valor do
angulo interno;

No campo “Entrada”, para obter o valor do seno de cada angulo do triangulo, digitar:
(a) sen_A = sen(a);
(b) sen_ B = sen(f);
(c) sen_C = sen(y);

No campo “Entrada”, para definir os resultados das razoes entre os lados e o seno do
angulo oposto a cada um deles, digitar:

(a) r_A=a/sen_A;
(b) r_B =b/sen_B;
(¢) r_C=c/sen_C;

ABC| . - , .
Com a ferramenta Texto ( ), selecionando a opgdao “Férmula LaTeX”, crie:

(a) o “texto2” digitando:
a = a \qquad b = b \qquad ¢ = c¢. As variaveis a, b e ¢ que aparecem depois das
ignaldades, devem ser inseridas no texto usando a aba “Objetos”;

(b) o “texto3” digitando:
\hat{A}= o \qquad\hat{B}= § \qquad\hat{C}=~. As variaveis «, § e 7 devem
ser inseridas no texto usando a aba “Objetos”;
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)

o “textod” digitando:

sen\:\hat{A}=sen A \qquad sen\:\hat{B}=

sen_B \qquad sen\:\hat{C}=sen C. Asvaridveissen_ A,sen_Besen_ (' devem
ser inseridas no texto usando a aba “Objetos”;

o “textob” digitando: \frac{a}{sen\:\hat{A}}=

o “texto6” digitando:
\frac{a}{sen A}=r A. As varidveis a, sen. A er A devem ser inseridas no texto
usando a aba “Objetos”;

o “texto7” digitando: 7;
o “texto8” digitando: \frac{b}{sen\:\hat{B}}=;

o “texto9” digitando:
\frac{b}{sen B}=r B. As varidveis b, sen_ B e r B devem ser inseridas no texto
usando a aba “Objetos”;

o “textol0” digitando: 7;
o “textoll” digitando: \frac{c}{sen\:\hat{C}}=

o “textol2” digitando:
\frac{c}{sen C}=r C. As varidveis ¢, sen. C e r (' devem ser inseridas no texto
usando a aba “Objetos”;

o “textol3” digitando: 7;

10. Organize os textos de modo que:

(a)
(b)
()

os textos 5, 6 e 7 fiquem alinhados e o texto 7 sobreponha o texto 6;
os textos 8, 9 e 10 fiquem alinhados e o texto 10 sobreponha o texto 9;

os textos 11, 12 e 13 fiquem alinhados e o texto 13 sobreponha o texto 12;

[
11. Usando a ferramenta Caixa para Exibir/Esconder Objetos ( ), criar:

(a)

a variavel booleana com legenda “d” e selecionar o objeto “textob”. Posicionar a
caixa de selecao antes do “textob”;

a variavel booleana com legenda “e” e selecionar o objeto “texto8”. Posicionar a
caixa de selecao antes do “texto8”;

a variavel booleana com legenda “f” e selecionar o objeto “textol1”. Posicionar a
caixa de selecao antes do “textoll”;

a variavel booleana com legenda “¢” e selecionar o objeto “texto6”. Posicionar a
caixa de selecao embaixo do sinal de igualdade do “texto5”;

a variavel booleana com legenda “h” e selecionar o objeto “texto9”. Posicionar a
caixa de selecao embaixo do sinal de igualdade do “texto8”;

a variavel booleana com legenda “¢” e selecionar o objeto “textol2”. Posicionar a

caixa de selecao embaixo do sinal de igualdade do “textoll”;
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12

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Nas “Propriedades” de cada um dos Valores Booleanos com legendas d, e e f, desmarcar
a caixa de sele¢do “Exibir R6tulo” e verificar se o “Nome” estd igual a “Legenda” (caso
nao estejam iguais, vocé deverd mudar o “Nome” para ficar igual & “Legenda”). Na
aba “Programacao” em “Ao Atualizar” acrescentar, respectivamente, as condigdes (uma
condi¢do para cada valor booleano): g = false, h = false e i = false;

Nas “Propriedades” de cada um dos Valores Booleanos com legendas ¢, h e 4, desmarcar
a caixa de sele¢do “Exibir R6tulo” e verificar se o “Nome” estd igual a “Legenda” (caso
nao estejam iguais, vocé deverd mudar o “Nome” para ficar igual & “Legenda”). Na
aba “Avangado” em “Condigao para Exibir Objeto(s)” acrescentar, respectivamente, as
condigoes (uma condigdo para cada valor booleano): d = true, e = true e f = true;

J

Nas “Propriedades” do “texto7”, na aba “Avangado” em “Condigao para Exibir Objeto(s)’
acrescentar a condicao: d X true A g 2 false;

Nas “Propriedades” do “textol0”, na aba “Avancado” em “Condicado para Exibir Ob-
jeto(s)” acrescentar a condigao: e X true A h 2 false;

Nas “Propriedades” do “textol3”, na aba “Avancado” em “Condicado para Exibir Ob-
jeto(s)” acrescentar a condicao: f 2 true A i 2 false;

Para que os valores obtidos sejam mais precisos, no menu “Opc¢oes”, mudar o item
“Arredondamento” de “0 Casa Decimais” para “2 Casas Decimais”;

No menu “Arquivo”, selecionar o item “Exportar” e em segnida selecionar “Planilha
Dindmica como Pagina WEB (html)”. Escolher um titulo, clicar no botdo “Upload” e
seguir as instrucoes do site “GeoGebra”.
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9 LEI DOS COSSENOS

9.1 DESCRICAO DO APLICATIVO

LEI DOS COSSENOS

m - w

A=8543° — cosA=008
a=10 b=86 c=583

Figure 9.1: Interface do aplicativo Lei dos Cossenos.

O aplicativo “LEI DOS COSSENOS” (disponivel em https://www.geogebra.org/
m/eSn8C7m6) exibe um tridngulo ABC qualquer, as medidas dos seus lados, a medida de um
angulo interno e do seu cosseno. Abaixo do titulo, os botoes “A”, “B” e “C” se referem ao
vértice que serd exibido o angulo interno, sendo que o botdo “A” esta selecionado inicialmente
(Figura 9.1).

Tanto os vértices A, B e C, quanto os lados do tridngulo, podem ser movidos, formando
novos triangulos. Ao alterarmos os vértices ou os lados do tridngulo, as medidas dos lados, do
angulo interno e do seu cosseno sdao automaticamente atualizadas.
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LEI DOS COSSENOS

m W (@

A=8543" — cosA=008
a=410 b=286 c=5283

] a2= ?
h¥— %
o

Figure 9.2: Interface do aplicativo Lei dos Cossenos.

Clicando na primeira caixa de selecdo, que fica no lado esquerdo do aplicativo,
sugere-se que o aluno calcule o quadrado da medida de cada lado do tridngulo (Figura 9.2).
Os resultados dos quadrados das medidas dos lados sdo exibidos ao selecionarmos

uma nova caixa de selecdo, que aparece embaixo do sinal de ignaldade (Figura 9.3).

LEI DOS COSSENOS

B xB %C

A=8543° — cosA =008
2a=10 b=86 c=583

| a= 100
b2= 74
2= 34

4

Figure 9.3: Interface do aplicativo Lei dos Cossenos.

Clicando na segunda caixa de selecdo, sera sugerido que se calcule a soma dos
quadrados dos lados b e ¢, menos o dobro do produto desses dois lados pelo cosseno do dngulo

A

A (Figura 9.4).
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LEI DOS COSSENOS

Figure 9.4: Interface do aplicativo Lei dos Cossenos.

O resultado da soma dos quadrados dos lados b e ¢, menos o dobro do produto desses
dois lados pelo cosseno do dngulo A é exibido ao selecionar nma nova caixa de selegdo, que
aparece embaixo do sinal de igualdade (Figura 9.5).

LEI DOS COSSENOS

- - w

A=8543" — cosA =008
a=10 b=86 c=5.83

V| a2= 100
o 7 c=583
cz_:_ 34
N

'/ b®+c*—2-b-c-cos A = 100
| B

Figure 9.5: Interface do aplicativo Lei dos Cossenos.

Clicando no botao “B” serdao exibidos o angulo B , 0 valor do seu cosseno e as medidas
dos lados do triangulo (Figura 9.6).
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LEI DOS COSSENOS
5A 5B %C

B=59.04° — cosB=0.51
a=10 b=86 ¢=583

Figure 9.6: Interface do aplicativo Lei dos Cossenos.

As etapas descritas anteriormente, para o caso do angulo fl, também estardo
disponiveis neste caso, sendo que, clicando na primeira caixa de selecdo, sugere-se que
o aluno calcule o quadrado da medida de cada lado do tridngulo e clicando na segunda caixa
de selecdo, serd sugerido que se calcule a soma dos quadrados dos lados a e ¢, menos o dobro
do produto desses dois lados pelo cosseno do angulo B (Figura 9.7).

LEI DOS COSSENOS
%A %8 %C

B=59.04° — cosB=051
a=10 b=86 =583

,/ a2 = 100
b2 = 74
Cz,? 34

4

~/ a2+ —2-2:¢c-cosB r=ﬁ74
4

Figure 9.7: Interface do aplicativo Lei dos Cossenos.

Clicando no botao “C” serdo exibidos o angulo C , o valor do seu cosseno e as medidas
dos lados do triangulo (Figura 9.8).
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LEI DOS COSSENOS
XA %8 xc]

=355 — cosC=0.581
a=10 b=86 <c=583

Figure 9.8: Interface do aplicativo Lei dos Cossenos.

As etapas descritas anteriormente, para o caso do angulo fl, também estardo
disponiveis neste caso, sendo que, clicando na primeira caixa de selecdo, sugere-se que
o aluno calcule o quadrado da medida de cada lado do tridngulo e clicando na segunda caixa
de selecdo, serd sugerido que se calcule a soma dos quadrados dos lados a e b, menos o dobro
do produto desses dois lados pelo cosseno do angulo €' (Figura 9.9).

LEI DOS COSSENOS

A B e

C=3554" — cosC=081
a=:10 b=286 =583

J] a2= 100
b2 = 74
2= 34

v

s/ a2+b272-a-b-cos€7:v34

v

Figure 9.9: Interface do aplicativo Lei dos Cossenos.

Espera-se que, através das atividades que serdo propostas nos planos de aula, o aluno
investigue e tente descobrir por si 86 que, independente das alteragoes feitas nos vértices ou
lados do tridngulo, uma propriedade se mantém: o quadrado de um dos lados é igual a soma
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dos quadrados dos outros dois lados, menos o dobro do produto desses dois lados pelo cosseno
do angulo formado entre eles.

A seguir temos nma sugestao de plano de aula com algumas atividades que podem
ser utilizadas juntamente com esse aplicativo.

9.2 PLANO DE AULA

9.2.1 Orientacoes ao Professor

Esta atividade permite visualizar e constatar uma importante relagdo trigonométrica
no triangulo: lei dos cossenos. Por meio do aplicativo serd possivel alterar o formato do
triangulo. A medida que as modificacoes no formato do tridngulo sio efetuadas, serd possivel
observar as alteracoes das medidas de cada lado, dos quadrados de cada lado e do cosseno do
angulo selecionado. A constatacao da relacdo serd concretizada no momento em que o aluno
perceber que, em todo triangulo, o quadrado de um dos lados ¢ igual a soma dos quadrados
dos outros dois lados, menos o dobro do produto desses dois lados pelo cosseno do angulo
formado entre eles. Essas razoes poderao ser exibidas por meio de um clique na marcacao logo
abaixo das medidas dos quadrados de cada lado. Nessa atividade é possivel escolher o angulo
e, por consequéncia, lado oposto correspondente, que sera referéncia na relacao. A atividade
devera ser registrada por meio do instrumento de avaliagdo sugerido apds a metodologia. O
professor deverd orientar cada aluno para o preenchimento correto do formulario. Como a
relacdo muda de acordo com o angulo escolhido, trés atividades sdo sugeridas para que o
aluno perceba a relagao.

9.2.2 Objetivos

Tornar a aula mais dindmica por meio de uma interagdo entre o aluno e o aplicativo,
na qual ele pode:

e Relembrar conceitos anteriores;

e Eixercitar visualizacao geométrica plana;

e Identificar a forma geométrica fora do ambito escolar;

e Estimular a relacdo entre geometria, adlgebra e aritmética;

e Instigar o aluno a constatar que, em todo tridngulo, o quadrado de um dos lados ¢é igual
a soma dos quadrados dos outros dois lados, menos o dobro do produto desses dois
lados pelo cosseno do angulo formado entre eles.
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9.2.3 Aplicacao

Essa atividade devera ser utilizada apds a apresentacio das razdes trigonométricas
no tridngulo retdngulo (recomenda-se a utilizagdo a partir do 92 ano do ensino fundamental -
9 anos).

9.2.4 Metodologia

Devido a necessidade da utilizacdo de recursos tecnologicos, alguns fatores devem ser
considerados:

e QQuantidade de alunos na turma;
e Disponibilidade de um laboratério de informética;
e Acesso a internet;

e Tempo disponivel para a atividade (aproximadamente quarenta minutos).

Em virtude disso, duas metodologias poderao ser utilizadas:
Em sala de aula

Para aplicar essa atividade, a sala de aula deverd equipada com um projetor ou um
computador ligado na televisdo. A manipulagao do tridngulo por meio do aplicativo poderd
ser feita pelo professor, por um aluno ou por um grupo de alunos. Em todo momento os alunos
deverdo ser instigados a “investigarem” o que estd acontecendo fazendo com que constatem
que, em todo triangulo, o quadrado de um dos lados é igual a soma dos quadrados dos outros
dois lados, menos o dobro do produto desses dois lados pelo cosseno do dngulo formado entre
eles.

Vantagem: o professor podera conduzir a aula conforme sua necessidade.

Desvantagem: dispersdo de algum aluno que nao estiver participando ativamente da manipu-
lacdo do triangulo.

No laboratorio de informatica

Para aplicar essa atividade, o professor deverd observar se a quantidade de computa-
dores é suficiente para cada aluno. Caso ndo seja separd-los em grupos. A manipulacdo do
tridangulo por meio do aplicativo deverd ser apresentada pelo professor. Apds esse momento,
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os alunos deverdo ser instigados a “investigarem” o que estd acontecendo fazendo com que
constatem que, em todo tridngulo, o quadrado de um dos lados é igual & soma dos quadrados
dos outros dois lados, menos o dobro do produto desses dois lados pelo cosseno do angulo
formado entre eles.

Vantagem: o professor poderd acompanhar como os alunos estdo “investigando” de uma forma
mais personalizada.

Desvantagem: a supervisao do professor é constante.

9.2.5 Situacoes que podem surgir na aplicacao da atividade proposta

Na atividade proposta, Lei dos cossenos, a ignaldade o quadrado do lado escolhido ao
clicar o angulo e a soma dos quadrados dos outros dois lados, menos o dobro do produto desses
dois lados pelo cosseno do angulo formado entre eles estdo ocultas e poderao ser exibidos
por meio de um clique na marcacdo logo abaixo das medidas dos quadrados dos lados. A
recomendagdo é que permanecam ocultos até o momento em que o(s) aluno(s) perceba(m)
que o aluno perceber que, em todo triangulo, o quadrado de um dos lados é igual a soma dos
quadrados dos outros dois lados, menos o dobro do produto desses dois lados pelo cosseno
do angulo formado entre eles. Até esse momento, a recomendacgdo é que permaneca oculta.
Caso isso nao acontega, a estratégia adotada deverd ser a de exibir essas medidas, motivando
o(s) aluno(s) na percepgao e constatacdo da lei dos cossenos. Ao perceber que, alterando
o formato do tridngulo, poderd modifica-lo de tal forma que os trés vértices coincidam ou
fiquem alinhados. O momento é propicio para retomar as caracteristicas de um triangulo
sendo que, a situagao descrita faz com que o tridangulo deixe de existir.

Outra situagao que poderd ser observada pelo(s) aluno(s) é que, por questdo de regras
de arredondamento do software Geogebra o resultado poderd “nao ser exato”. Nesse momento,
é recomendavel ao professor introduzir ou retomar regras de arredondamento e fazer com que
o aluno perceba outros momentos em que isso aconteca.

9.2.6 Avaliacao

A avaliacdo se dard de forma continua por meio da participagdo dos alunos durante a
aula. Apds a aplicacdo da atividade e o preenchimento do formulario indica-se uma discussao
com os alunos e entre eles. £ um momento oportuno para troca de experiéncias, expectativas
antes da atividade, conclusdes apds a atividade e informagoes suplementares. Para que
seja possivel avaliar as competéncias e habilidades adquiridas por meio dessa atividade ¢é
recomendével o registro da experiéncia de cada aluno nos formularios abaixo.
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Atividade 1: Lei dos Cossenos

Aluno(a): Ne Turma:

Na atividade de hoje (disponivel em https://www.geogebra.org/m/eSn8C7m6) vocé
investigara a relagdo entre lados e cossenos de um triangulo, conforme a Figura 9.10:

LEI DOS COSSENOS
%A +B xC
A=8543" — cosA=008

a=10 =88 ¢=5.83

Figure 9.10: Interface do aplicativo Lei dos Cossenos.

Na Tabela 9.1, registre as medidas de cada lado indicado, dos seus quadrados e dos
cossenos de cada angulo a medida que as manipulacoes forem acontecendo.

A

a b & a? b? ? | cos A

SITUACAO

il

SITUACAO

2

SITUACAO

3

SITUACAO

4

SITUACAO

5

Table 9.1: Medidas do triangulo.

Esta atividade estd licenciada com uma Licenga Creative Commons G)

Atribuicao 4.0 Internacional.
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https://www.geogebra.org/rn/eSn8C7m6

Com a atividade de hoje e o registro na Tabela 9.1 é possivel responder os dois ques-
tionamentos abaixo:

1. Compare cada situacgao registrada. Vocé percebe alguma relagdo entre as medidas
de cada lado do triangulo, seus quadrados e com o cosseno de um dos angulos?

2. Escreva “b? + 2 —2-b-c-cos A” na coluna em branco da Tabela 9.1, determine o
resultado, preenchendo as demais lacunas. O que vocé pode concluir a partir dos
resultados obtidos?

Esta atividade estd licenciada com uma Licenga Creative Commons G}

Atribuicao 4.0 Internacional.
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Atividade 2: Lei dos Cossenos

Aluno(a): Ne Turma:

Na atividade de hoje (disponivel em https://www.geogebra.org/m/eSn8C7m6) vocé
investigara a relagao entre lados e cossenos de um triangulo, conforme a Figura 9.11:

LEI DOS COSSENOS

59.04°

Figure 9.11: Interface do aplicativo Lei dos Cossenos.

Na Tabela 9.2, registre as medidas de cada lado indicado, dos seus quadrados e dos
cossenos de cada angulo a medida que as manipulacoes forem acontecendo.

a b & a? b? | cos B

SITUACAO

il

SITUACAO

2

SITUACAO

3

SITUACAO

4

SITUACAO

5

Table 9.2: Medidas do triangulo.

Esta atividade estd licenciada com uma Licenga Creative Commons G)

Atribuicao 4.0 Internacional.
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https://www.geogebra.org/rn/eSn8C7m6

Com a atividade de hoje e o registro na Tabela 9.2 é possivel responder os dois ques-
tionamentos abaixo:

1. Compare cada situacgao registrada. Vocé percebe alguma relagdo entre as medidas
de cada lado do triangulo, seus quadrados e com o cosseno de um dos angulos?

2. Escreva “a® 4+ 2 —2-a-c- cos B” na coluna em branco da Tabela 9.2, determine
o resultado, preenchendo as demais lacunas. O que vocé pode concluir a partir
dos resultados obtidos?

Esta atividade estd licenciada com uma Licenga Creative Commons G)

Atribuicao 4.0 Internacional.

\
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Atividade 3: Lei dos Cossenos

Aluno(a): N2 Turma:

Na atividade de hoje (disponivel em https://www.geogebra.org/m/eSn8C7m6) voce
investigara a relagao entre lados e cossenos de um triangulo, conforme a Figura 9.12:

LEI DOS COSSENOS
n @ .
=355 — cosC=0281

a=10 b=286 c=5.83

Figure 9.12: Interface do aplicativo Lei dos Cossenos.

Na Tabela 9.3, registre as medidas de cada lado indicado, dos seus quadrados e dos
cossenos de cada angulo a medida que as manipulacoes forem acontecendo.

a b c a® | b? e | cos C

SITUACAO

1

SITUACAO

2

SITUACAO

3

SITUACAO

4

SITUACAO

5

Table 9.3: Medidas do triangulo.

Esta atividade estd licenciada com uma Licenga Creative Commons G)

Atribuicao 4.0 Internacional.
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https://www.geogebra.org/rn/eSn8C7m6

Com a atividade de hoje e o registro na Tabela 9.3 é possivel responder os dois ques-
tionamentos abaixo:

1. Compare cada situacgao registrada. Vocé percebe alguma relagdo entre as medidas
de cada lado do triangulo, seus quadrados e com o cosseno de um dos angulos?

2. Escreva “a? 4+ —2-a-b-cos C” na coluna em branco da Tabela 9.3, determine o
resultado, preenchendo as demais lacunas. O que vocé pode concluir a partir dos
resultados obtidos?

Esta atividade estd licenciada com uma Licenga Creative Commons G)

Atribuicao 4.0 Internacional.

\
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9.3 ABORDAGEM TRADICIONAL

A seguir serd apresentada uma abordagem tradicional do assunto. A Figura 9.13 traz
uma proposta por demonstracao algébrica. Tal demonstracao é possivel, pois a proposta é
para alunos do 92 ano que, nessa fase académica ja devem ter adquirido conhecimentos sobre
semelhanca de tridngulos e razoes trigonométricas no tridngulo retangulo.

» Leidos cossenos

Observe o triangulo ABC.
1
AN\
/| \\ b
o |y \{
a8 N
AP g 472\
e 1o

Nesse tridngulo:

< g, becsio as medidas dos lados;

« héamedida da altura relativa a BG;

« xéamedida da projecio ortogonal de AB sobre BC;

« yéamedida da projecdo ortogonal de 4\_(3 sobre BC;

o a, B e~y sio as medidas dos angulos A, B e C, respectivamente.
Aplicando o teorema de Pitdgoras no tridngulo ABH, temos:

4
=K +x
Y |n =—x> (I
/ |
AB
p,
Da mesma forma, aplicando o teorema de Pitdgoras no tridangulo AHC:
4
-9 C=r+y
h b B=0—-y (I)

L 77711[\ N
H y c

Igualando as equagdes (I) e (II), vem:
c-F=b -y
Y==—-x+y ()
Na figura, x + y = a. Substituindo y por a — x em (III), temos:
P=c—x+@—x’
V=~—-xX+ad—2ax+x
=c+a—2a-x (IV)
No triéngulo ABH: cos B = %
x=c-cosB

Substituindo x = ¢+ cos  em (IV):

b* = + a* — 2ac- cos B
Analogamente, temos:

a’=b>+ — 2bc-cosa

2 =a’+b* — 2ab-cosy

Essas igualdades sio chamadas lei dos cossenos.

Figure 9.13: Lei dos cossenos. Fonte: “Projeto Arariba: matemaética 9”7, Editora Moderna,
Sao Paulo, 2010, p.156. (8]
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9.4 CONSTRUCAO DO APLICATIVO NO GEOGEBRA

A sequéncia a seguir pode ser utilizada para a construcdo do aplicativo Lei dos
Cossenos:

1. Com a ferramenta Texto ( ), criar o “textol”: Lei dos Cossenos;
A
2. Usando a ferramenta Ponto ( ), marque os pontos A, B e C,

3. Trace, utilizando a ferramenta Poligono ( ), o tridngulo de vértices A, B e C. Com
isso, automaticamente, serdao criados os segmentos a, b e ¢ que sao os lados do triangulo;

4. Nas “Propriedades” de cada um dos segmentos a, b e ¢, na caixa “Exibir Rétulo”, mudar
para exibir “Nome & Valor”.

B

5. Com a ferramenta Angulo ( = )| selecionar os pontos na seguinte ordem:

(a) C, A e B, para formar o angulo interno com Nome «;

(b) A, B e C, para formar o angulo interno com Nome ;

(¢) B, Ce A, para formar o angulo interno com Nome ~;
6. Nas “Propriedades” de cada um dos angulos «, 3 e v, na caixa “Exibir Rétulo”, mudar
para exibir apenas o “Valor”. Além disso, mudar a opcao de “Angulo entre 0° e 360°”

para “Angulo entre 0° e 180°”, de modo a garantir que sempre seré exibido o valor do
angulo interno;

7. No campo “Entrada”, para definir o resultado dos quadrados das medidas dos lados do
triangulo, digitar:
(a) a2=a"2;
(b) b2=b"2;
(¢) c2=c"2;
8. No campo “Entrada”, para obter o valor do cosseno de cada angulo do triangulo, digitar:
(a) cos__A = cos(a);
(b) cos_ B = cos(f3);
(¢) cos_C = cos();

9. No campo “Entrada”, para definir o resultado da soma dos quadrados de dois lados,
menos o dobro do produto desses lados pelo cosseno do angulo formado entre eles,
digitar:

(a) r_A=Db"2+c"2-2bc cos_A;
(b) r_B = a"2+c"2-2ac cos_B;
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()

r_ (' = a”2+b”2-2ab cos_C;

10. Com a ferramenta Texto ( ), selecionando a opgao “Férmula LaTeX”, criar:

(a)
(b)
()
(d)

(e)
(f)
(g)
(h)
(i)
()
(k)
)

)

)

(m

Y~

(n
(o)
(p)
(a
(

(s
(t

T

N N S N

o “texto2” digitando:
\hat{A}= & \quad \rightarrow \quad cos \hat{A} = cos_A.
As varidveis o e cos_ A devem ser inseridas no texto usando a aba “Objetos”;

o “texto2 17 digitando:
\hat{B}= 3 \quad \rightarrow \quad cos \hat{B} = cos_B.
As varidveis 3 e cos B devem ser inseridas no texto usando a aba “Objetos”;

o “texto2 27 digitando:
\hat{C}=~v \quad \rightarrow \quad cos \hat{C} = cos_C.
As varidveis v e cos_C devem ser inseridas no texto usando a aba “Objetos”;

o “texto3” digitando: a = a \qquad b = b \qquad ¢ = ¢. As varidveis a, b e ¢
que aparecem depois das igualdades devem ser inseridas no texto usando a aba
“Objetos”;

“textod” digitando: a™2=;

“textod” apenas inserindo, através da aba “Objetos”, a varidvel a2;
“texto6” digitando: 7;

“texto7” digitando: b~2=;

“texto8” apenas inserindo, através da aba “Objetos”, a varidvel b2;
“texto9” digitando: 7;

“textol0” digitando: ¢~2=;

“textoll” apenas inserindo, através da aba “Objetos”, a variavel ¢2;
“textol12” digitando: 7;

“textol3” digitando:
b~2+c”2-2 \cdot b \cdot ¢ \cdot cos \hat{A}=;

o “textol3 17 digitando:
a~2+c”2-2 \cdot a \cdot ¢ \cdot cos \hat{B}=

o “textol3 27 digitando:
a~2+b"2-2 \cdot a \cdot b \cdot cos \hat{C}=

(€]
(€]
(€]
(€]
(€]
(€]
(€]
(€]
(€]
(€]

o “textol4” apenas inserindo, através da aba “Objetos”, a varidvel r__A;
o “textol4d 17 apenas inserindo, através da aba “Objetos”, a varidvel r_B;
o “textol4d 2”7 apenas inserindo, através da aba “Objetos”, a varidvel r_C;

o “textolb” digitando: 7;

11. Organize os textos de modo que:

(a)

os textos 2,2 1 e 2 2 fiquem sobrepostos;
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

os textos 4, 5 e 6 fiquem alinhados e o texto 6 sobreponha o texto 5;

os textos 7, 8 e 9 fiquem alinhados e o texto 9 sobreponha o texto §;

os textos 10, 11 e 12 fiquem alinhados e o texto 12 sobreponha o texto 11;
os textos 13, 14 e 15 fiquem alinhados e o texto 15 sobreponha o texto 14;
os textos 13, 13_1 e 13 2 fiquem sobrepostos;

os textos 14, 14 1 e 14 2 fiquem sobrepostos;

No campo “Entrada”, criar uma a uma as variaveis booleanas, digitando: d = true, e =
true e f = true;

Nas “Propriedades” de cada um dos dngulos «, 3 e -y, na aba “Avancado” em “Condigdo
para Exibir Objeto(s)” acrescentar, respectivamente, as condi¢des (uma condicéo para
cada angulo): d, e e f;

Nas “Propriedades” de cada um dos textos “texto2”, “texto2 17 e “texto2 27, na
aba “Avangado” em “Condigao para Exibir Objeto(s)” acrescentar, respectivamente, as
condigoes (uma condigao para cada texto): d, e e f;

[
Usando a ferramenta Caixa para Exibir/Esconder Objetos ( ), criar:

(a) a variavel booleana com legenda “g” e selecionar os objetos “textod”, “texto7” e
“textol0”. Posicionar a caixa de selecao antes do “textod”;

(b) a varidvel booleana com legenda “h”, sem selecionar objetos, posicionando a caixa
de selegdo embaixo do sinal de igualdade do “textol07;

(¢) a variavel booleana com legenda “i”

de selegao antes do “textol3”;

, sem selecionar objetos, posicionando a caixa

(d) a varidvel booleana com legenda “j”, sem selecionar objetos, posicionando a caixa
de selegao embaixo do sinal de igualdade do “textol3”.

(A9} Wen

Nas “Propriedades” de cada um dos Valores Booleanos com legendas “g” e “i”, desmarcar
a caixa de sele¢do “Exibir R6tulo” e verificar se o “Nome” estd igual a “Legenda” (caso
nao estejam iguais, vocé deverd mudar o “Nome” para ficar igual & “Legenda”). Na
aba “Programacdo” em “Ao Atualizar” acrescentar, respectivamente, as condigoes (uma
condigdao para cada valor booleano): h=false e j=false;

[A5S))

Nas “Propriedades” de cada um dos Valores Booleanos com legendas “h” e “j”, desmarcar
a caixa de sele¢do “Exibir Rétulo” e verificar se o “Nome” estd igual a “Legenda” (caso
nao estejam iguais, vocé deverd mudar o “Nome” para ficar igual & “Legenda”). Na
aba “Avangado” em “Condigao para Exibir Objeto(s)” acrescentar, respectivamente, as
condigoes (uma condigdo para cada valor booleano): g = true e i = true;

Nas “Propriedades” de cada um dos textos “textob”, “texto8” e “textoll”, na aba
“Avancado” em “Condicao para Exibir Objeto(s)” acrescentar a condi¢do: g Z true A h
2 true;
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19

20

21.

22.

23.

24.

25.

26.

. Nas “Propriedades” de cada um dos textos “texto6”, “texto9” e “textol2”, na aba
“Avancado” em “Condicdo para Exibir Objeto(s)” acrescentar a condi¢do: g 2 true A h
2 false;

Nas “Propriedades” de cada um dos textos “textol3”, “textol3 17 e “textol3 2”7, na
aba “Avangado” em “Condigao para Exibir Objeto(s)” acrescentar, respectivamente, as
condigoes (uma condi¢do para cada texto): d Z true A iZ true, e 2 true Ai 2 truee f 2
true A1 Z true;

Nas “Propriedades” de cada um dos textos “textol4”, “textold 17 e “textold 2”7, na
aba “Avangado” em “Condigao para Exibir Objeto(s)” acrescentar, respectivamente, as
condigoes (uma condi¢ao para cada texto): d Z true A j 2 true, e Z true A j 2 truee f 2
true A j Z true;

Nas “Propriedades” do “textol5”, na aba “Avancado” em “Condicdo para Exibir Ob-
jeto(s)” acrescentar a condicao: i Z true A j 2 false;

Usando a ferramenta Botao ( ), criar:

(a) o “botl”, com “Legenda” A e “Cédigo Geogebra™ d = true, e = false, f = false, g
— false, h = false, i = false e j = false;

(b) o “bot2”, com “Legenda” B e “Cédigo Geogebra”: d = false, e = true, f = false, g
— false, h = false, i = false e j = false;

(¢) o “bot3”, com “Legenda” C e “Cédigo Geogebra”: d = false, e = false, f = true, g
— false, h = false, i = false e j = false;

Para que o botdo selecionado mude de cor, nas “Propriedades” de cada um dos Val-
ores Booleanos “d”, “e” e “f”, na aba “Programacao” em “Ao Atualizar” acrescentar,
respectivamente, as condi¢des (uma condigao para cada Valor Booleano):

Se[ d, DefinirCorDeFundo[btl,125/255,125/255,255/255],
DefinirCorDeFundo[btl,204/255,204/255,255/255]1,

Sel[ e, DefinirCorDeFundo[bt2,125/255,125/255,255/255],
DefinirCorDeFundo[bt2,204/255,204/255,255/255]] e

Se[ f, DefinirCorDeFundo[bt3,125/255,125/255,255/255],
DefinirCorDeFundo[bt3,204/255,204/255,255/255]1;

Para que os valores dos angulos sejam mais precisos, no menu “Opg¢oes”, mudar o item
“Arredondamento” de “0 Casa Decimais” para “2 Casas Decimais”;

No menu “Arquivo”, selecionar o item “Exportar” e em segunida selecionar “Planilha
Dindmica como Pagina WEB (html)”. Escolher um titulo, clicar no botdo “Upload” e
seguir as instrucoes do site “GeoGebra”.
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10 CONCLUSAO

O objetivo principal deste trabalho era ofertar aos docentes uma ferramenta que
pudesse atribuir qualidade e dinamismo as aulas, sem sobrecarga de trabalho. Objetivo
alcancado. Mesmo havendo diversos trabalhos na area, ainda sentiamos falta de um que
contemplasse, além dos miniaplicativos, os planos de aulas detalhados que propiciassem algo
mais direcionado, inclusive funcionando de modelo para a criagdo de outros. Se, para nés,
conhecedores do GeoGebra, o trabalho foi drduo e em algumas situnagoes desanimador, para o
professor que se vé sobrecarregado de aulas e tarefas e pouco mexe no software, estes foram
um diferencial.

O tempo dispendido para criagao de cada um dos arquivos foi, em média, de 6 horas,
o que corroborou nossa tese inicial: o fator tempo é um impedimento ao professor em relagao
ao uso da ferramenta. Nossa percepcao em relagdo ao trabalho de outros também foi afetada,
deixando-nos mais sensiveis as dificuldades alheias.

Além disso, ao experimentar os aplicativos para validar sua funcionalidade em nossas
préprias aulas, percebemos o quao interessante se mostram, aos alunos, atividades que
envolvem tecnologia. Um ponto interessante, que se mostrou recorrente, era a tentativa de
desconstrucao do que se provou pelo aplicativo, fazendo-nos perceber — e reconhecer — que a
construgao do conhecimento se da por diferentes processos. Mesmo diante da comprovagao,
por exemplo, da soma dos angulos internos de um triangulo ser sempre 180°, muitos tentaram
desconstruir isso, mostrar um possivel erro ou falha do conceito tentando, inclusive, alinhar os
trés vértices, embora isso descaracterizasse o triangulo, afinal, esta forma geométrica pressupoe
trés pontos ndo alinhados em um plano. Assim, convenciam-se de que a informagcao era valida
e consolidaram conhecimento.

Sem divida essas e outras experiéncias validaram o acerto em relacdo ao tema
escolhido e a forma de conduzir o trabalho. Além disso, esta experiéncia nos possibilitou
crescimento académico, profissional e pessoal. Académico, por ser este o término de um
processo de estudo intenso. Profissional, por nos proporcionar dividir, compartilhar com
outros companheiros de docéncia matematica ideias e os préprios miniaplicativos e, por
fim, pessoal, por expor nossas préoprias limitagoes e nos empurrar a superi-las, a partir da
constatacao de que ha outros que, como nés, precisam de apoio e buscam por novos métodos,
atividades e recursos para fazer, a cada dia, o seu melhor.
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APENDICE 1 - LISTA DE APLICATIVOS
Listam-se, a seguir, os aplicativos e seus respectivos links:
1. Area do Triangulo:

https://www.geogebra.org/m/Rhd4MKH2

2. Angulos Internos de um Triangulo:
https://www.geogebra.org/m/GJmh9gGz

3. Angulos Externos de um Triangulo:
http://www.geogebra.org/m/GhA52bsK

4. Angulo Externo/Angulos Internos néo adjacentes:
https://www.geogebra.org/m/umé GQrSQ

5. Medianas-Baricentro:
https://www.geogebra.org/m/ZfEdZqVZ

6. Segmentos Proporcionais no Triangulo:
https://www.geogebra.org/m/s4dkWrydy

7. Teorema da Bissetriz Interna:
https://www.geogebra.org/m/yqtVBxQn

8. Teorema de Pitagoras:
https://www.geogebra.org/m/qC6BHg5V

9. Relagdes Métricas no Triangulo Retangulo:
https://www.geogebra.org/m/C7WxVh8]|

10. Razdes Trigonométricas no Triangulo Retangulo:
https://www.geogebra.org/m/bp5uzapN

11. Lei dos Senos:
hitps://www.geogebra.org/m/fsB28nPM

12. Lei dos Cossenos:
https://www.geogebra.org/m/eSn8C7m6

Todos os aplicativos juntos (formato GeoGebraBook) podem ser acessados pelo link:

https://www.geogebra.org/book/title/id/G7aTrGpY
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